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HENRI CARTAN & ANDRÉ WEIL.
DU VINGTIÈME SIÈCLE ET DE LA TOPOLOGIE

par

Michèle Audin

Souvent, le soir, après dîner, mon père
faisait la lecture à haute voix à ma mère.
Il a lu des quantités de livres...
Je ne sais combien de volumes de Proust
ont été lus à haute voix par mon père.

Henri Cartan

Résumé. La correspondance entre Henri Cartan (1904–2008) et
André Weil (1906–1998) s’étendit de 1928 à 1991. À travers les
événements marquants du vingtième siècle (en vrac : la naissance
et la jeunesse de Bourbaki, la montée des fascismes, la genèse en
prison de la démonstration par Weil de l’hypothèse de Riemann
pour les corps finis, la deuxième guerre mondiale, le maccarthysme,
les progrès de l’analyse complexe après l’invention des faisceaux),
elle met en lumière le rôle essentiel joué par la topologie, aussi
bien comme objet d’étude que comme outil technique ou source
d’inspiration, dans les travaux de ces deux mathématiciens. C’est
ce que nous tenterons de montrer dans ce texte, à travers des
exemples (structures uniformes, filtres, homologie, degré, nombres
d’intersection et invariant de Hopf, théorème de de Rham...).
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Introduction

Le titre général de ces journées, Henri Cartan et André Weil,
mathématiciens du xxe siècle, incite à parler de ces deux hommes,
de leur vie dans le siècle, et de la place de leurs travaux dans la
mathématique de ce siècle.

Henri Cartan (1904–2008) est surtout connu pour ses contributions
à la géométrie analytique complexe (alias, fonctions holomorphes de
plusieurs variables complexes). André Weil (1906–1998) l’est pour son
œuvre en arithmétique (et en histoire des mathématiques).

La section 4, à la fin de ce texte, donne des indications biogra-
phiques sur l’un et l’autre. Ce texte devrait le montrer, leurs com-
pétences et leurs centres d’intérêt couvraient des champs beaucoup
plus vastes que ce que les simples désignations, géométrie analytique,
arithmétique, pourraient le laisser croire.
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Pourquoi « Cartan & Weil » ? Une des actualités de « Cartan
& Weil » est la publication en 2011, par la Société mathématique de
France, dans sa bien nommée collection Documents mathématiques,
de la correspondance de ces deux mathématiciens, de 1928 à 1991,
présentée et commentée par l’auteur de cet article.

De quoi s’agit-il ? Début 2009, j’ai découvert avec incrédulité, stu-
péfaction, émerveillement, la masse (plus précisément, le volume) des
papiers qu’avait conservés Henri Cartan : un appartement de sept
pièces, habité de 1937 à 2008 par la famille d’Élie Cartan puis par
celle de son fils Henri Cartan, soixante-dix ans de papiers — il sem-
blait que rien n’avait été jeté. Je ferai quelque jour un inventaire, à
la Prévert, ou alors à la Perec :

Je me souviens qu’Henri Cartan écrivait à la poste pour se
plaindre lorsqu’une lettre mise dans une boîte à Die un jour
n’avait pas été délivrée à Paris le lendemain

(et qu’il gardait une copie de sa lettre)... Mais il y avait assez à faire
avec la correspondance mathématique (dont je remplis finalement une
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quarantaine de cartons qui sont aujourd’hui aux archives de l’Aca-
démie des sciences) et même avec la seule correspondance d’Henri
Cartan avec André Weil (il y a cinq cents pages de lettres dans le
livre).

Le système de rangement qu’Henri Cartan (avec l’aide de son
épouse Nicole) avait adopté, parfois thématique, parfois chrono-
logique, fit que j’ai découvert ces lettres petit à petit, et dans le
désordre. Au fil des matinées passées boulevard Jourdan, j’essayais
d’anticiper la suite, de boucher les trous.

Il y avait, parmi ces lettres, dans ces lettres, ce à quoi on pouvait
s’attendre. Les lettres de prison de Weil, en particulier, et ses com-
mentaires sur le programme arithmétique qu’il mit là en chantier.
La préparation du Congrès des mathématiciens de Cambridge (usa)
en 1950, le premier congrès international depuis 1936, avec ses fibrés
analytiques et son maccarthysme.

Ce qu’il aurait été naïf d’espérer y trouver n’y était pas. Aucune
information inédite sur la fondation de Bourbaki. Non. Car en 1935,
au moment où, de leur collaboration et de celle de quelques-uns de
leurs amis, naissait Bourbaki, Henri Cartan et André Weil étaient
tous deux en poste à l’Université de Strasbourg. Pourquoi donc se
seraient-ils écrit ? Pas de détail croustillant sur Bourbaki (en tout cas
dans les années 30).

Quelques surprises pourtant, mathématiques ou autres(1).
La surprise mathématique la plus authentique — et je me limiterai

à celle-là pour ces exposés — fut l’importance, disons l’importance
numérique, en nombre de pages, de la topologie dans cette correspon-
dance.

?

(1)Pas seulement mathématiques : profitons de ce texte pour faire un peu de
publicité pour ces deux épistoliers et pour le livre...
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Après réflexion, et je vais essayer de le montrer ici, la raison en
est certainement l’importance du rôle joué par la topologie, comme
langage et comme outil, dans la mathématique du xxe siècle. Elle fut
le lieu commun, notamment entre la géométrie analytique et l’arith-
métique, peut-être simplement parce qu’elle était la discipline du xxe

siècle par excellence(2).
Simultanément, la démarche, la volonté de rénovation de Bour-

baki, fondées sur le credo de l’unité de la mathématique(3), furent un
moment important de l’histoire des mathématiques, et ce moment,
dont les premiers chapitres du livre de Topologie générale furent une
des premières manifestations publiques, restera certainement une des
caractéristiques du xxe siècle mathématique.

?

De l’histoire et de la mathématique. Cette histoire fait par-
tie de l’histoire tout court et il serait vain d’essayer de l’en séparer.
L’influence de la deuxième guerre mondiale est ici à la fois flagrante
et immense. L’annonce de la démonstration de l’hypothèse de Rie-
mann sur les corps finis est inséparable de la prison dans laquelle
elle a été conçue. Cette guerre est d’ailleurs, tout simplement, la rai-
son même de l’existence de cette correspondance : c’est parce qu’ils
étaient éloignés (géographiquement) que les deux amis s’écrivirent, et
cet éloignement était dû, d’abord, en 1939, au choix par André Weil
de l’insoumission, puis, en 1940, à la promulgation par Vichy de ses
décrets antisémites.

Plus subtil est l’effet de la première guerre mondiale. En 1918,
Élie Cartan emmena son fils de quatorze ans sur les champs de ba-
taille à la recherche de traces de son beau-frère mort, Antoine Bian-
coni ; l’émotion, intacte, presque quatre vingts ans plus tard, d’Henri

(2)Il n’est bien entendu pas question de faire ici une histoire de la topologie
en général, mais plutôt d’évoquer les promenades des deux mathématiciens dans
cette discipline.

(3)Le texte de la conférence d’Henri Cartan à Cambridge dont il sera question
plus bas se termine par la phrase : « Ainsi s’affirmera, une fois de plus, l’unité de
la mathématique. »
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Cartan, évoquant cette recherche devant le monument aux morts de
l’École normale supérieure, est un moment fort du film d’Isabelle
Broué. Des pages nombreuses ont été consacrées à cette guerre et à
ses effets sur les mathématiques et les mathématiciens. Concentrons-
nous sur la topologie et rappelons que le déclenchement de la guerre
en 1914 empêcha le tout premier manuel de topologie générale, le livre
Grundzüge der Mengenlehre de Felix Hausdorff de parvenir dans les
bibliothèques françaises, puis que le boycott des relations scientifiques
avec les Allemands rendit les communications à peu près impossibles
pendant des années. André Weil fut d’ailleurs un des premiers mathé-
maticiens français à se rendre en Allemagne, en 1926.

?

Dans ce texte, je vais essayer de montrer, parfois de suggérer, tout
ceci. Les commentaires contextuels, mathématiques ou historiques,
ne manqueront pas. Pour des raisons pratiques, l’histoire est partagée
en deux côtés : Cartan, Weil, ou géométrie analytique, arithmétique
— mais aucune cloison étanche ne les sépare : le côté de Méséglie (dit
côté de chez Swann) comme le côté de Guermantes sont deux buts de
promenade dans le roman de Marcel Proust qui porte le titre Du côté
de chez Swann. Pour donner un exemple : la topologie algébrique, qui
fut un des sujets de prédilection d’Henri Cartan, apparaît ici plutôt
du côté de chez Weil.

De même, la démarche employée n’a rien de chronologique.
Toutes les références bibliographiques se trouvent à la fin du texte

(pages 58 et suivantes).

1. À la recherche de la topologie (un inventaire)

Rappelons que, sous le mot « topologie » se cachent deux sous-
disciplines

� la topologie générale (ce qui s’appelait, à la suite des travaux
de Cantor, la « théorie des ensembles » (de points), ou des « espaces
abstraits », c’est la Mengenlehre de Felix Hausdorff),

� la topologie algébrique et différentielle (à l’époque Analysis situs,
comme on l’appelait encore, en particulier au temps de Poincaré, ou
« topologie combinatoire »).
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Dressons une liste des items de ces deux sous-disciplines qui appa-
raissent dans les travaux de nos deux mathématiciens.

La topologie générale. Il faut commencer par nommer Bourbaki.
Rappelons que la fondation du groupe de mathématiciens « Bour-
baki » en 1935, notamment par Henri Cartan et André Weil, eut pour
origine le désir d’écrire un « Traité d’analyse », que de nombreux su-
jets furent discutés à partir de l’année universitaire 1934–35(4), en
particulier à propos de la théorie de l’intégration, qui fut le sujet de
la toute première publication de Bourbaki (une note aux Comptes
rendus de 1935), mais que c’est bien la topologie générale en tant que
telle qui fit l’objet des tout premiers chapitres publiés de ce qui n’était
plus un traité d’analyse mais des « Éléments de mathématique », en
1940.

Les filtres et les structures uniformes. Au cours de cette période
(1935–1940), nos deux auteurs ont aussi publié, sous leurs noms, des
articles de topologie générale, tous liés à l’activité de Bourbaki.

Les filtres et ultrafiltres, inventés par Henri Cartan (voir ci-dessous
page 9), ont fait l’objet de deux notes aux comptes rendus. Les espaces
à structure uniforme et la topologie générale ont fait aussi l’objet de
notes aux Comptes rendus d’Henri Cartan et sont le sujet (et le titre)
d’un petit livre d’André Weil. Ces résultats emplissent les deux pre-
miers chapitres (le premier fascicule) du livre de topologie générale
de Bourbaki. Notons qu’après la guerre, ses publications sur les struc-
tures uniformes furent pendant plusieurs années le travail le plus cité
d’André Weil(5).

(4)Avec (par ordre alphabétique) Jean Delsarte, René de Possel, Jean Dieu-
donné, Claude Chevalley, Charles Ehresmann. Cette histoire a été beaucoup
contée, répétée, sa préhistoire aussi, d’ailleurs...

(5)Une affirmation aussi vague demande une explication. Précisément : dans
les recensions publiées par le journal d’analyses américain Mathematical Reviews
entre 1940 et 1950.
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De la topologie � combinatoire � à la topologie algébrique

Cette liste est organisée comme une suite de repères chronolo-
giques, elle renvoie aux pages où les sujets sont évoqués.

� septembre 1935 Le congrès de Moscou (voir page 43)
� octobre 1935 Le congrès de Genève (voir page 43)
� 1936 Les exposés de Weil au séminaire Julia (voir page 43)
� années 1940 Les recensions de Weil pourMathematical Reviews

(voir page 14)
� 1940�45 Le cours de Leray en captivité (voir page 13)
� 1947 Le colloque de topologie algébrique de Paris (voir page 13)
� 1947 La démonstration de Weil du théorème de de Rham (voir

page 50)
� 1948�64 Le séminaire Cartan, dont les sujets furent très souvent

des sujets de topologie algébrique (voir page 14)
� 1950 Le congrès de Cambridge (voir page 21)

Dans la correspondance. Il est question de topologie à peu près
à toutes les époques dans la correspondance entre Henri Cartan et
André Weil. On trouvera dans ce texte quelques extraits de lettres,
de façon non chronologique, à propos du congrès international de
Cambridge en 1950 (au Ÿ 2.3), à propos du programme de Weil
pour démontrer l'hypothèse de Riemann pour les corps �nis en 1940
(au Ÿ 3.1) et à propos de sa démonstration du théorème de de Rham
(au Ÿ 3.3).

2. Le côté de Cartan

Une des motivations pour clari�er les fondements de la topologie
générale est à rechercher dans la mise au point de rédactions, pour
Bourbaki, de la théorie de l'intégration. C'est bien entendu dans la
nature des choses (penser à la place des noms de Borel (Émile, celui
des boréliens) et Lebesgue (Henri, celui de l'intégrale) dans la dé�-
nition des espaces compacts), et l'importance de l'intégration dans
la ré�exion de nos deux auteurs n'échappera pas aux lecteurs de la
correspondance. Mais c'est de la topologie elle-même qu'il sera ques-
tion ici.
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2.1. La topologie générale et les �ltres (boum !)

Je me souviens des �ltres.

Les �ltres sont démodés. On n'enseigne plus les �ltres. La limpidité
de l'énoncé

Théorème.Un espace est compact si et seulement si tous ses ultra-
�ltres sont convergents.

ne fait plus partie des épiphanies (disons, des expériences illumi-
nantes), au sens de Joyce (James, celui d'Ulysse), que vivent les
étudiants en mathématique(s ?). Mais il serait dommage de ne pas
saisir l'occasion de parler des �ltres.

Histoire des �ltres, une promenade. C'était au cours d'un congrès
Bourbaki qui se tenait à Chançay, en Touraine et en 1937. Ce congrès
est celui qui �xa, par exemple, la dé�nition d'une topologie � celle
que nous utilisons aujourd'hui et dans laquelle une intersection �nie
d'ouverts est un ouvert, ce qui n'était pas allé de soi.

Après une matinée de discussion et de travail, raconte Henri Cartan
dans le �lm d'Isabelle Broué, Bourbaki était allé se promener. Et lui,
Henri Cartan, était resté travailler. La discussion du matin avait porté
sur l'expulsion du dénombrable, sans aboutir.

Henri Cartan eut une idée de solution. Il exposa cette idée à ses
amis lorsque ceux-ci rentrèrent de leur promenade. La chose était
inventée mais pas son nom.

La discussion fut ponctuée de cris � boum ! � palliant l'absence du
nom. Boum n'était pas très adapté à la publication et se transforma
en �ltre.

La carrière du mot boum chez les amis de Nicolas Bourbaki n'était
pas terminée(6) , comme nous le verrons plus bas (page 50), mais res-
tons pour le moment dans les �ltres.

(6)La carrière du mot boum tout court non plus, puisque (étrange coïncidence !)
juste après Chançay, en 1938, Charles Trénet créa sa chansonBoum (sans même
citer Bourbaki !!) et, l'année suivante (1939�40), Hergé s'en saisit à son tour dans
la toute première version (publiée en feuilleton) de Tintin au pays de l'Or noir .
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Histoire des �ltres, qu'est-ce qu'un �ltre ? Un �ltre, c'est ce qui per-
met de faire des démonstrations de topologie aussi limpides que celles
que l'on fait avec des suites, sans restreindre la généralité en utilisant
la dénombrabilité. Je copie la très bourbachique dé�nition dans le
premier chapitre de Bourbaki :

Dé�nition. On appelle �ltre sur un ensemble E un ensembleF de
parties de E qui possède les propriétés suivantes :

(F I ). Tout ensemble contenant un ensemble deF appartient à F.
(F II ). Toute intersection �nie d'ensembles deF appartient à F.
(F III ). La partie vide de E n'appartient pas à F.

... qui se complète de la non moins bourbachique remarque que (FII )
contient le fait que l'intersection de zéro ensemble deF appartient à F
(0 est �ni, n'est-ce pas ?), c'est-à-dire queE lui-même appartient à F
(et en particulier que F n'est pas vide). La tout aussi bourbachique
remarque que (FII ) est équivalent au fait que l'intersection de deux
ensembles deF appartient à F et que E appartient à F �gure dans
le texte.

Par exemple, dans un espace topo-
logique, l'ensembleV(x) des voisi-
nages d'un point x est un �ltre.
Par exemple aussi, le �ltre associé à
une suite in�nie, qui est l'ensemble
des partiesF de E dont le complé-
mentaire ne contient qu'un nombre
�ni de points de la suite.
Les �ltres sont ordonnés par l'inclu-
sion et la relation � F0 est plus �n
queF si F � F0�. Un �ltre converge
vers un point x s'il est plus �n que
le �ltre des voisinages dex.
Et puis, il y a les ultra�ltres, qui
sont les �ltres plus �ns que tous ceux
qui leur sont comparables.

Henri Cartan
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On comprend bien alors que le théorème des ultra�ltres conver-
gents ci-dessus est une version sans dénombrabilité du théorème de
Bolzano-Weierstrass. Son application, par exemple, au théorème de
Tychono�, est immédiate.

Théorème(Tychonoff). Un produit d'espaces topologiques compacts est
compact.

Et ceci, quelle que soit la cardinalité de l'ensemble de compacts
dont on fait le produit : tout simplement parce que la projection d'un
ultra�ltre du produit sur chacun des facteurs est un ultra�ltre du
facteur. �

Ce qui prouve que la notion était bien adaptée. Et qui prouve en
même temps qu'il ne su�t pas qu'une notion soit la mieux adaptée
pour qu'elle soit retenue, à long terme.

Rapport avec les structures uniformes.Une structure uniforme est
un �ltre U d'un espaceE � E , dont tous les éléments contiennent la
diagonale, sont symétriques, au sens où

(x; y) 2 U =) (y; x) 2 U

et qui est transitif au sens où

si U 2 U; 9 V 2 U tel que V � V � U

c'est-à-dire

(x; y) 2 V et (y; z) 2 V =) (x; y) 2 U:

Les structures uniformes, entourages de la diagonale deE � E
sont bien adaptées à la description des espaces complets (la dé�-
nition d'une suite de Cauchy fait intervenir un couple d'éléments).
Mais n'insistons pas. Commentant son fascicule sur les structures
uniformes en 1979, André Weil écrivit

Avec le recul que donnent les quarante dernières années, on sou-
rira sans doute du zèle que j'apportais alors à l'expulsion du
dénombrable [...].

Avec ce paragraphe sur la topologie générale se clôt pour ce texte
l'évocation de l'in�uence directe de Bourbaki sur le travail mathéma-
tique de ses amis. Notons que, dans la correspondance entre Henri
Cartan et André Weil, �ltres et structures uniformes apparaissent
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en 1940 � comme je l'ai dit, ils ne s'écrivaient pas à l'époque où
ils inventèrent ces notions � à propos de rédactions Bourbaki et
du programme du cours de calcul di�érentiel que Cartan donnait à
Clermont-Ferrand pendant que Weil attendait son procès dans la pri-
son de Bonne Nouvelle(7) et que leurs amis de Bourbaki faisaient la
guerre.

2.2. La topologie algébrique

Faisceaux, suites spectrales, etc. Car il y eut la guerre. Certains
e�ets de cette guerre apparaîtront dans la partie consacrée au côté
de chez Weil (Ÿ 3), d'autres dans l'esquisse biographique au Ÿ 4.

De ce côté-ci, un de ses e�ets fut la capture de Jean Leray en juin
1940. Il passa ensuite cinq ans dans un camp de prisonniers de guerre
(un O�ag, car il était o�cier). Pendant ces cinq années, il participa
à l'organisation d'une université en captivité, dont il fut recteur, et
qui délivra d'authentiques diplômes universitaires français.

Ajoutons que son ÷uvre non publiée d'avant la guerre montre un
intérêt certain pour la topologie algébrique, allant au-delà du célèbre
théorème du point �xe de Leray-Schauder(8) . De théorèmes de points
�xes, il sera à nouveau question ci-dessous (page 37).

Le reste de l'histoire a été maintes fois dit (et répété). Jean Le-
ray était un spécialiste de mécanique des �uides ; il craignit que
cette compétence ne l'oblige à contribuer à l'e�ort de guerre alle-
mand et concentra son activité scienti�que sur la topologie algé-
brique, une discipline de mathématiques pures, sans application mili-
taire (pensait-on). Comme nous le verrons plus en détail du côté de
chez Weil (et plus précisément page 37), Leray n'était pas vraiment
un débutant en cette matière.

(7)L'université de Strasbourg, et Cartan avec elle, était � repliée � à Clermont-
Ferrand depuis septembre 1939. Cartan utilisait en e�et les structures uniformes
dans son cours, comme nous l'apprend une de ses lettres. Quant à la prison de
Bonne Nouvelle, il en sera encore question, par exemple page 27... Voir aussi
l'annexe biographique.

(8)Un autre des e�ets de la guerre sur les mathématiques fut l'assassinat par
les nazis du mathématicien polonais (et juif) Juliusz Schauder (1899�1943).
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Mais revenons à la guerre. De cet O�ag sortit un cours de topologie
algébrique, qui contenait les idées et les débuts de la théorie des
faisceaux et des suites spectrales. Sans nous étendre sur le choix du
mot faisceau, malgré son peu de rapport avec les classiques faisceaux
de cercles et de coniques, malgré aussi les connotations politiques qu'il
pouvait avoir à l'époque, signalons une acception un peu oubliée du
mot : dans le livre de Camille Jordan sur les substitutions, en 1870,
� faisceau � était une alternative à � groupe �.

Jean Leray
(1906�1998)

L'important est que de cette a�aire sont
sortis les faisceaux. Comme l'explique Jean-
Pierre Demailly dans ses exposés, les fais-
ceaux sont utiles en géométrie analytique et
en géométrie algébrique. Les fonctions ana-
lytiques forment un faisceau. Avec beau-
coup de propriétés passionnantes et utiles.

Certes. Mais Cartan là-dedans ? Eh bien, il se trouve, d'une part
que les articles de Leray étaient plutôt obscurs (c'est un euphémisme)
et de l'autre que Leray n'est pas parti à la recherche d'applications
de ses techniques.

Mais Cartan ? Eh bien, il voulait comprendre, et il était bien en-
touré : même si, de 1945 à 1947, il était retourné à Strasbourg, il ensei-
gnait à l'École normale supérieure depuis 1940, ce qui veut dire qu'au-
tour de lui et avec lui se formaient beaucoup de jeunes et brillants
mathématiciens. Jean-Louis Koszul et Jean-Pierre Serre, notamment.

Le premier à comprendre ce que Leray faisait fut Henri Cartan.
Lui et ses élèves s'emparèrent des travaux de Leray, les avalèrent, les
digérèrent, les ruminèrent, Koszul mit, dès 1947, les suites spectrales
sous leur forme actuelle. Henri Cartan lui-même �t le point (dans un
article publié en 1949) sur ces travaux, au moment-clef où se tint à
Paris, en 1947, un colloque consacré à la topologie algébrique.
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Quant aux faisceaux, leur importance en géométrie analytique et en
géométrie algébrique n'est plus à démontrer (voir les exposés de Jean-
Pierre Demailly, et noter, du côté algébrique, que l'article � Faisceaux
algébriques cohérents � de Jean-Pierre Serre reste un des articles de
mathématiques les plus cités aujourd'hui, près de soixante ans après
sa publication).

Pendant la période 1945�47, André Weil était, lui, professeur à São
Paulo, au Brésil. La correspondance entre les deux amis fut abondante
et suivie. Elle porta (outre les questions de postes, car Weil essayait
de rentrer en France (voir l'annexe biographique) et les âpres disputes
sur l'emplacement des modules dans l'Algèbre de Bourbaki) sur ces
questions. En France, Cartan lisait Leray, discutait avec lui, essayait
de comprendre ses idées. Du Brésil, Weil l'y poussait.

Couvertures, carapaces, etc. De retour de Strasbourg à Paris en
1947, Henri Cartan organisa bientôt, à l'École normale supérieure, le
� séminaire Cartan � et celui-ci porta, très souvent, sur la topologie
(voir le programme ci-dessous). Henri Cartan continuait à semer ses
idées dans les générations montantes. Au loin, son ami André Weil ne
lui épargnait ni les commentaires, ni les références bibliographiques.
La culture d'André Weil en topologie algébrique, sa connaissance des
publications récentes, frappent les lecteurs de la correspondance. Dès
son arrivée aux États-Unis en 1941, il s'était donné un moyen sûr
d'être informé rapidement en écrivant des recensions pour le journal
d'analysesMathematical Reviews. Et, en déclarant ses compétences,
il avait choisi la topologie. Il recevait ainsi très rapidement les nou-
velles publications. La correspondance porta beaucoup sur les cara-
paces, une alternative, due à Cartan, aux couvertures avec lesquelles
Leray dé�nissait la structure d'anneau sur la cohomologie. Il n'en
sera pas dit davantage ici (mais la cohomologie et sa structure mul-
tiplicative seront à nouveau évoquées de façon un peu plus précise
page 48).

Le séminaire Cartan. Le séminaire Cartan se tint de 1948 à 1964.
La plupart des exposés ont été rédigés, tapés, et di�usés. On les trouve
aujourd'hui dans les bibliothèques de mathématiques(9) . Dès le début,

(9)et aussi, accessibles à tous, surhttp://www.numdam.org/actas/SHC/



HENRI CARTAN, WEIL, ET LA TOPOLOGIE 15

l'accent fut mis sur la topologie algébrique. Comme l'écrivit Serre à
propos du séminaire Cartan de 1948�49 :

On y apprenait ce qu'est une suite exacte, et quelles belles
conséquences on peut tirer de l'identitéd2 = 0 ; il y avait aussi
des produits tensoriels, [...] et l'homologie singulière, [...]. Après
ces préliminaires, Henri Cartan est passé à une première ver-
sion de la théorie des faisceaux, que Leray venait juste de créer
(et d'appliquer avec le succès que l'on sait) ; le couronnement en
était la dualité de Poincaré, sans hypothèses de triangulation,
mais à grands coups de � carapaces �. À vrai dire, cela nous
passait un peu par-dessus la tête.

Des belles conséquences de l'identitéd� d = 0 , il sera question au Ÿ 3.3.
Pour montrer l'importance de la topologie dans ce séminaire et

dans les centres d'intérêt d'Henri Cartan au cours des années, rappe-
lons la liste chronologique des sujets abordés (ceux qui sont principa-
lement topologiques sont précédés d'une étoile) :

? 1948�49 Topologie algébrique
? 1949�50 Espaces �brés et homotopie
? 1950�51 Cohomologie des groupes, suites spectrales, faisceaux
� 1951�52 Fonctions analytiques de plusieurs variables complexes
� 1953�54 Fonctions automorphes et espaces analytiques
? 1954�55 Algèbres d'Eilenberg-MacLane et homotopie
� 1955�56 Géométrie algébrique
? 1956�57 Quelques questions de topologie
� 1957�58 Fonctions automorphes
? 1958�59 Invariant de Hopf et opérations cohomologiques secon-

daires
? 1959�60 Périodicité des groupes d'homotopie stables des groupes

classiques, d'après Bott
� 1960�61 Familles d'espaces complexes et fondements de la géo-

métrie analytique
? 1961�62 Topologie di�érentielle
? 1962�63 Topologie di�érentielle
� 1963�64 Théorème d'Atiyah-Singer sur l'indice d'un opérateur

di�érentiel elliptique
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2.3. La géométrie analytique et les �brés

Le congrès de Cambridge (1950). Le 18 juillet 1936, le Congrès
international des mathématiciens, réuni à Oslo, avait accepté l'invita-
tion faite par l' American mathematical Societyà venir aux États-Unis
en 1940. � Cette invitation est acceptée par acclamations �, rapporta
H. Fehr, dans L'Enseignement mathématiqueen 1936. Ce congrès ne
put se tenir qu'en 1950, quatorze ans et une guerre mondiale(10) plus
tard. Il se tint comme prévu aux États-Unis, et précisément à Cam-
bridge, près de Boston, dans les locaux de l'université de Harvard.
Il commença le 30 août. Henri Cartan y donna un exposé intitulé
Problèmes globaux dans la théorie des fonctions analytiques de plu-
sieurs variables complexes.

Sur la genèse de cet exposé, la correspondance contient des infor-
mations très précises. Le 1er août, de Chicago, André Weil écrivit à
Henri Cartan :

Mon cher Cartan
Voici quelques remarques dont j'espère que tu pourras tenir

compte dans la préparation de ton laïus du congrès. En premier
lieu, il est grand temps de réagir contre la tendance (classique
en théorie des fonc. de plus.var.) de considérer tous les � do-
maines � comme étalés sur un espace (généralement projectif)
de n var.comp. [...]

Avant de venir au sujet proprement dit de cette lettre et au contenu
de l'exposé d'Henri Cartan, une petite histoire de la lettre elle-même
s'impose.

Histoire de la lettre du 1er août, premier éclairage, matériel. Elle se
compose de deux pages dactylographiées très serré, comme les espaces
manquantes dans la citation ci-dessus en donnent une petite idée :
la frappe en 1950 se ressentait encore de la pénurie de papier pendant
et après la guerre � et du prix de la correspondance par avion.

(10) Il est impossible de ne pas remarquer que la date de clôture du congrès
d'Oslo, le 18 juillet 1936, fut aussi celle du coup d'état militaire qui marqua le
début de la guerre d'Espagne. Un prélude. Un des e�ets les plus microscopiques
de cette guerre fut l'impossibilité pour Bourbaki de tenir son congrès de l'été 1936
à l'Escorial, comme l'avait souhaité André Weil.
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Figure 1 . La lettre dans le dossier � Vieilles archives fonc-
tions analytiques �
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André Weil utilisait une machine à écrire depuis 1927. Il conser-
vait souvent une copie carbone. Ce fut le cas pour cette lettre, sauf
que, beaucoup moins systématiquement conservateur qu'Henri Car-
tan, il en avait égaré la deuxième page. Deux mois après la mort
d'André Weil, en octobre 1998, préparant un exposé pour un petit
colloque à sa mémoire qui devait avoir lieu en janvier 1999 à Prin-
ceton, Armand Borel(11) écrivit à Henri Cartan pour lui demander
s'il avait conservé la lettre entière. Cartan, qui conservait, classait et
rangeait, avait un dossier � Congrès de Cambridge �, dans lequel il
alla donc chercher. Il répondit, le 1er novembre :

c'est d'une lettre datée du 1er août 1950 que tu me parles [écrivit-
il à Borel]. Elle se placerait donc juste avant le Congrès de Har-
vard. J'ai de cette époque une collection de lettres relatives à
l'organisation du Congrès (il y avait la question du visa d'Ha-
damard, et j'étais président de la Soc. Math. de France). J'ai
retrouvé (avec l'aide de Nicole et de ma �lle Suzanne(12) ) une
lettre d'une page de Weil datée du 31 juillet 1950 (juste la veille
du 1er août), qui parle à la fois de problèmes d'organisation et de
questions de math. Cela rend bien improbable qu'il m'ait écrit
longuement le lendemain.

Et pourtant... Weil avait bien récrit le lendemain, et la lettre
était bien chez Cartan... mais rangée dans un autre dossier, intitulé
� vieilles archives fonctions analytiques �, où Cartan �nit par la re-
trouver, avec l'aide de Serre (et l'y remit). Elle est citée, en e�et, dans
l'exposé de Borel, tel qu'il est paru dans lesNotices de l'ams et dans
la Gazette des mathématiciens.

Histoire de la lettre du 1er août, deuxième éclairage, contexte.Ce qui
nous incite à nous demander pourquoi il y avait un dossier � Congrès
de Cambridge � chez Cartan. Il a lui-même donné la réponse dans la
citation ci-dessus, en deux propositions, que nous examinons en deux
temps :

(11) Il est question ici du mathématicien suisse Armand Borel (1923�2003), qui
était à Princeton (et n'a rien à voir avec les boréliens).

(12) Le rôle joué par Nicole Cartan, l'épouse d'Henri Cartan, dans le rangement
de ses papiers, n'est pas à négliger. Rappelons aux lectrices n'ayant pas e�ectué
la soustraction qu'en 1998, Henri Cartan était âgé de quatre vingt quatorze ans.
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Jacques Hadamard
(1865�1963)

� � il y avait la question du visa d'Ha-
damard �.

Arrêtons-nous sur Jacques Hadamard,
qui a toute sa place dans ce texte (voir
aussi pages 24 et 43).
Jacques Hadamard, qui était âgé de
quatre vingt-cinq ans, devait être l'un
des présidents honoraires du Congrès.
Il avait passé une bonne partie de la pé-
riode de l'Occupation aux États-Unis,
fuyant le nazisme et ses complices an-
tisémites de Vichy, sans penser à assas-
siner le président des États-Unis.

Pourtant, par la vertu de l'hystérie maccarthyste, ce charmant
vieux monsieur était désormais considéré comme un dangereux com-
muniste (brièvement : il était un doux et ino�ensif � compagnon de
route � du Parti communiste), et on refusait de lui donner un visa
d'entrée pour assister au Congrès.

� � et j'étais président de la Soc. Math. de France �. En tant que
tel, Cartan avait organisé un chantage-au-boycott, une grande partie
des participants français au Congrès lui avaient con�é leurs billets de
bateau, la menace était : donnez le visa, sinon nous ne venons pas.
André Weil, professeur à Chicago, était aux premières loges pour
aider, sur place. Le dossier � Congrès de Cambridge � de Cartan
contenait donc une abondante correspondance avec Weil à ce sujet.

Comme l'écrivait Cartan dans sa lettre à Borel, il y avait eu une
lettre de Weil datée du 31 juillet et, comme il ne l'écrivait pas, il y
avait eu, datée du même jour, aussi une lettre de lui, Cartan. Dans
celle-ci, en vacances dans sa maison de Die, l'a�aire du visa en�n
réglée, il écrivit :

Mon cher Weil
Les détails rocambolesques que m'apporte ta lettre du 27

m'expliquent pourquoi le câble de Kline avait été envoyé de Phi-
ladelphie [... il discute quelques détails des péripéties ...]
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Et maintenant, je songe à ma conférence sur les fonctions ana-
lytiques, dans la mesure où l'atmosphère des vacances et la cha-
leur sont compatibles avec un travail sérieux.

Meilleures amitiés.

La lettre que Weil avait envoyée ce même jour portait encore sur
l'a�aire administrative, avec un paragraphe consacré, pas vraiment
aux mathématiques, mais, assez super�ciellement, au contenu d'une
note d'un de ses étudiants. Pourtant lui aussi pensait aux mathéma-
tiques(13), ce qui motiva la lettre � �nalement pas si improbable que
ça � dont nous avons lu ci-dessus le début abrupt.

Mais revenons au contenu des lettres, au congrès, et à l'exposé de
Cartan. Dans celui-ci, il �t le point sur ce qui était connu, globale-
ment, sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. La théorie
des idéaux de fonctions, leur cohérence (résultats d'Oka(14) et de Car-
tan lui-même) font l'objet des exposés de Jean-Pierre Demailly. Je me
concentrerai ici sur la partie de l'exposé qui est liée au contenu de la
lettre de Weil et qui, justement, apparaît dans l'exposé sous le titre
Relations avec la topologie.

Il y est question d'un problème classique sur les fonctions ana-
lytiques, dit � problème de Cousin �, qui est interprété ainsi. Une
variété analytique complexeE, de dimensionn + 1 , est munie d'une
opération du groupe multiplicatif C? des nombres complexes non
nuls, dont l'espace d'orbites est une variété analytique complexeB
de dimensionn :

p : E �! E=C? = B

et le problème de Cousin demande (dans ce langage) si l'on peut
trouver une application analytique s : B ! E telle que p(s(b)) = b
pour tout b 2 B , ce que l'on appelle une section (ici analytique) de la

(13)Le plus intéressant, dans le travail d'édition de lettres de mathématiciens,
c'est de voir avec quelle constance, quelles que soient les circonstances, le désir
de discuter de mathématiques l'emporte sur tout le reste. C'est le cas, pour celles
rencontrées par l'auteur de ce texte, pour des mathématiciens aux personnalités
aussi diverses que Sophie Kowalevski, Pierre Fatou ou, bien sûr, Henri Cartan et
André Weil.

(14) Il s'agit du mathématicien japonais Kiyoshi Oka (1901�1978).



HENRI CARTAN, WEIL, ET LA TOPOLOGIE 21

projection p. Comme Cartan le signale dans son exposé, c'est André
Weil qui a attiré son attention sur cette question. Reprenons en e�et
la lettre du 1er août :

Mais voici qui t'intéressera plus, j'espère. C'est l'intervention
constantedes espaces �brés dans cette théorie. P.ex. le problème
de Cousin : on se donne un recouvrement de la variété par des
ouverts Ui , et dans chaqueUi une fonc.méromorphef i telle que
gij = f i =f j soit holomorphe6= 0 dansUij ; on demande s'il existe
f telle que f=f i soit partout holom. 6= 0 ? ou (question équiva-
lente) si on peut écriregij = hi =hj , hi holom. 6= 0 dansUi ? Or il
est clair que lesgij dé�nissent, sur la variété donnée, une struc-
ture �brée analytique-complexe pour le groupe multiplicatif à 1
variable complexe ; il s'agit de savoir si cette structure est triviale
(au sens anal.-complexe) ? Une conditionnécessaireévidente est
que cette structure �brée soit topologiquementtriviale [...]

Ce dont parle André Weil dans sa lettre, c'est de �brés. Oublions
pour un instant le monde analytique et concentrons-nous sur la notion
topologique.

Espaces �brés. La notion d'espace �bré, de �bration, s'est dévelop-
pée et a�née, de façon assez cosmopolite, au cours des années 1930.
En 1939, la notion de �bration localement triviale était acquise,
�xée (15) .

Un �bré est, depuis lors, la donnée de trois espaces topologiques
E, F et B et d'une application continue p : E ! B tels que tout
point b de B possède un voisinageU avec un homéomorphisme' qui
rend le diagramme

p� 1(U)
' //

p
##

U � F

pr1||
U

commutatif. C'est ce qu'on appelle une trivialisation locale. On nom-
me E l'espace total et B la base de la �bration. Quant à F , il est

(15) Les tout premiers �brés, ceux de Seifert en 1933, n'étaient pas localement
triviaux.
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appelé � la � �bre : on voit qu'il est homéomorphe à p� 1(b) (� une �
�bre), pour tout b.

Exemples.Rien ne vaut un tableau noir pour expliquer des mathéma-
tiques. Les deux �gures au tableau (�gure 2) montrent deux exemples.

Figure 2 . Fibrés, au tableau

À gauche, E est une bande de Möbius etB son cercle central,p la
projection évidente, la �bre F est un intervalle, une des �bres est in-
diquée sur le dessin. À droite, l'espaceE est le tore et B est le cercle
qui fait le tour du trou, les �bres (dont l'une est également indiquée
sur le dessin) sont des cercles.

Lorsqu'il existe un homéomorphisme (global) deE sur B � F ,
on dit que le �bré est trivial (ou trivialisable). La �bration du tore
sur le cercle à droite est trivialisable. Par contre, comme la bande
de Möbius n'est pas homéomorphe au produit d'un cercle et d'un
intervalle, la �bration de gauche n'est pas trivialisable.

Je ne résiste pas au plaisir de présenter une image high-tech (due
à mon collègue Benoît Kloeckner, avec le logicielpov-ray ) d'une
autre �bration, sur la �gure 3. C'est la � �bration de Hopf � : à un
vecteur unitaire de C2, on associe la droite vectorielle complexe qu'il
engendre ; c'est une application

sphère unitéS3 de C2 �! droite projective P1(C);

alias C [ f1g ou S2:

Ce que montre cette image, c'est l'espaceR 3 (alias, la sphèreS3

moins un point) avec quelques-uns des cercles dont chacun est envoyé
sur un point de S2. Nous y reviendrons.
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Figure 3 . La �bration de Hopf

Henri Cartan comme André Weil, tous deux s'intéressaient aux es-
paces �brés depuis longtemps. Ils étaient en contact avec un des fon-
dateurs de cette théorie, Charles Ehresmann, qui participait comme
eux aux réunions Bourbaki. Ils avaient par exemple suivi les premiers
travaux de Jacques Feldbau à Strasbourg(16). Feldbau avait montré un
des résultats de base de la théorie, à savoir que si l'espace de baseB
est contractile (c'est-à-dire si on peut le � contracter �, le déformer
continûment sur un point), alors la �bration doit être triviale.

Mais revenons à Cambridge, à 1950, et à l'application d'orbites, la
�bration

p : E �! E=C?

de �bre C?. Ce que faisait remarquer Weil, c'est que ce �bré pouvait
être trivial comme �bré topologique (en d'autres termes, E pouvait
être globalement homéomorphe àB � C?), sans être trivial comme
�bré analytique (c'est-à-dire, sans qu'il existe un isomorphisme analy-
tique de E sur B � C?). Dans son exposé, Cartan signala notamment
que, pour certains types d'ouvertsB (dits domaines d'holomorphie),
le �bré est analytiquement trivial, un théorème qu'Oka avait démon-
tré dès 1939.

(16)Encore un des e�ets de cette guerre, l'interdiction de publier faite à certains
mathématiciens dont Jacques Feldbau, parce qu'il était juif, et la mort de ce
dernier en déportation, pour la même raison.
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3. Du côté de chez Weil

André Weil était un mathématicien universel. On dit souvent que
Jacques Hadamard (mort presque centenaire en 1963) fut le dernier
mathématicien à avoir compris, embrassé, l'ensemble des mathéma-
tiques de son temps.

André Weil, qui a souvent proclamé son admiration pour Hada-
mard et sa dette à son égard, fut peut-être l'un des derniers à avoir
essayé.

Il est donc prudent de �xer des limites à notre étude.

Nous nous concentrons ici sur les thèmes liés à la démonstration de
l'hypothèse de Riemann pour les corps �nis (en entier, pour l'anneau
des fonctions des courbes sur les corps �nis).

Nous n'y insisterons pas, mais les résultats de Weil dont il va être
question ici englobent toute une classe de résultats dont l'hypothèse
de Riemann n'est que le représentant le plus célèbre.

André Weil

3.1. L'hypothèse de Riemann pour les corps �nis. En arith-
métique, une question intéressante mais souvent di�cile est de comp-
ter les solutions d'une équation algébrique. Ici l'équation sera

f (X; Y ) = 0 f 2 Fq[X; Y ]
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donnée par un polynômef à deux variables à coe�cients dans un
corps �ni Fq (q est une puissance d'un nombre premier). On cherche
les solutions(X; Y ) 2 Fq � Fq. Il se peut qu'il y ait davantage de solu-
tions dans un corps plus gros, une extension deFq : penser (en rai-
sonnant par analogie...) à l'équationX 2 + Y 2 + 1 = 0 , qui a plus de
solutions dansC2 que dansR 2. Il se trouve que l'on peut obtenir des
renseignements sur le nombre de ces points dans les extensions deFq

(qui sont les Fqm ) grâce à l'étude d'une � fonction zêta �.

Comme l'explique Marc Hindry dans ses exposés, il s'agit de la
fonction

� A (s) =
Y

M idéal maximal

�
1 � #( A=M ) � s

� � 1

associée à l'anneau quotientA = Fq[X; Y ]=(f ). On considère A
comme l'anneau des fonctions sur la courbe d'équationf (X; Y ) = 0 .
La formule a un sens pour tout anneauA... dès que les quotients
A=M sont �nis. Pour A = Z, les idéaux maximaux M sont les pZ
pour p premier, et la formule est la forme dite � produit eulérien �,

� (s) =
Y

p premier

�
1 �

1
ps

� � 1
;

de la fonction � de Riemann

� (s) = � Z (s) =
X

n> 1

1
ns :

Mais revenons au cas oùA est l'anneauFq[X; Y ]=(f ) des fonctions
sur la courbe f (X; Y ) = 0 . On démontre que

� A (s) = Z( C; q� s) avecZ(C; T) = exp
� X

m

# C(Fqm )
Tm

m

�

où # C(Fqm ) désigne justement le nombre de points de la courbeC
sur le corps Fqm , extension de Fq : ce sont les nombres qui nous
intéressent. La fonction � A contient donc des informations sur ces
nombres de points. En utilisant un théorème plus di�cile (une ver-
sion adéquate du théorème de Riemann-Roch), on montre aussi que
Z(C; T) est une fraction rationnelle enT, plus précisément (modulo
quelques subtilités (la courbe telle que nous l'avons décrite est a�ne
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et pas projective, notamment), pour lesquelles nous renvoyons aux
exposés de Marc Hindry) :

Z(C; T) =
Q

(1 � � i T)
(1 � T)(1 � qT)

:

Dans cette expression, le numérateur est un polynôme de degré2g.
Ici, g désigne le genre de la courbeC. Arrêtons-nous un instant sur
le genre, renvoyant à la �gure 6 ci-dessous et surtout au bel article
de Patrick Popescu-Pampu, dans cette même série.

De même que l'hypothèse de Riemann classique, la généralisa-
tion dont nous parlons ici postule que les zéros de la fonction� A

se trouvent sur la droite R�e( s) = 1 =2. Ici les zéros deZ sont les1=� i ;
en termes de ceux de� , l'� hypothèse � (en bon français, la conjec-
ture) dit ici que j� i j = qR�e( s) = q1=2. C'est un plaisir renouvelé de
renvoyer au volume de cette série sur la fonction� , et en particulier à
l'article de Pierre Colmez ; outre ce � produit-maison �, la référence
au livre d'arithmétique de Marc Hindry s'impose elle aussi.

Les algébristes allemands. Pour raconter l'histoire brièvement...
Les fonctions� , les fonctionsL , des séries de Dirichlet rendant compte
de la structure de l'anneauA et donc de l'arithmétique de la courbe,
ont été décrites et étudiées par Emil Artin et d'autres, en Allemagne,
dès les années 1920.

Emil Artin (1898�1962) et
Helmut Hasse (1898�1979)

En 1933, Helmut Hasse démontra l'hy-
pothèse de Riemann dans le cas des
courbes de genre1. Une courbe de
genre 1 a la qualité, étant une courbe
elliptique, d'être un groupe. Ce qui fait
qu'elle possède beaucoup d'endomor-
phismes, une propriété que Hasse avait
utilisée.

Pour démontrer le théorème en genre
quelconque, il fallait pallier l'absen-
ce d'endomorphismes. Max Deuring
(1907�1984), avait eu l'idée d'utiliser
les correspondances.
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Une correspondance entre deux courbesV1 et V2 est simplement
une courbe dans le produitV1 � V2. Par exemple, sif est une appli-
cation de V1 dans V2, son graphe est une correspondance. Ainsi, les
correspondances généralisent les applications. La �gure 4 montre une
correspondance (qui n'est pas un graphe !).

Figure 4 . Correspondance

Bonne nouvelle ! Mais revenons à André Weil. Dans la prison de
Bonne Nouvelle, André Weil, qui après tout était là parce que son
karma n'était pas d'être soldat mais de faire des mathématiques(17),
muni d'une extrême volonté de travailler, alimenté en livres et réfé-
rences mathématiques par sa famille et par ses amis, eut donc une
idée, dont il était très content, pour démontrer ce théorème. Pas seule-
ment ce théorème, d'ailleurs, mais les � principaux problèmes de la
théorie des fonctions algébriques à corps de constantes �ni �, comme
il l'écrivit dans une note que le père de son ami Henri, Élie Cartan
présenta à l'Académie des sciences et qui parut le 22 avril 1940.

Di�érentes guerres se pressaient autour du berceau de ce théorème.
La guerre entre l'Allemagne et la France, celle des deux personnalités
de Hasse et Weil, celle du sérieux contre l'ironie, celle des nazis et de
leurs amis français contre les juifs, celle des deux positions de ces deux

(17)On trouvera page 56, dans les repères biographiques, quelques informations
sur le chemin qui mena ce mathématicien jusqu'à une prison de Rouen.
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mathématiciens, l'un à son poste dans la Wehrmacht l'autre insou-
mis et prisonnier, mais aussi, et nous nous concentrerons sur celle-ci
ici, une guerre entre l'algèbre pure et la géométrie algébrique (nous
aurions pu aussi mentionner une � guerre des recensions �, à propos
de cette note).

L'idée, utiliser la théorie des correspondances, était due à Max
Deuring, comme nous l'avons dit. Mais, comme le dit Weil au début
de sa note :

[...] la théorie algébrique des correspondances, qui est due à Se-
veri, n'y su�t point, et il faut étendre à ces fonctions la théorie
transcendante de Hurwitz.

(transcendante, parce que formulée pour les surfaces de Riemann,
c'est-à-dire sur C). Ce que �t Weil. Il énonça un lemme, duquel il
faisait tout découler. Ce lemme a une histoire qu'il serait dommage
de ne pas raconter. C'était le point fondamental de la note, mais Weil
ne réussit pas à le démontrer. Il envoya la note quand même :

en avril 1940, pouvait-on se croire assuré du lendemain ? Il me
sembla que mes idées contenaient assez de substance pour ne pas
mériter d'être en danger de se perdre,

écrivit-il plus tard. Arrêtons-nous une seconde pour évoquer la bru-
tale réalité d'avril 1940 : André Weil attendait son procès pour in-
soumission(18), qui eut lieu deux semaines plus tard, le 3 mai, et au
cours duquel il fut condamné. Entre les cinq ans de prison et la mo-
bilisation comme simple soldat dans une unité combattante il choisit
la deuxième option... au moment-même où la guerre devint la plus
meurtrière. Qui pouvait se croire assuré du lendemain ?

Donc, con�ant dans son approche, il envoya la note, malgré le
lemme dont il était parfaitement conscient qu'il ne savait pas le dé-
montrer(19). Mais revenons à nos moutons et à ce lemme. La �gure 5
montre le paragraphe qui le contient. On admirera la concision.

L'énoncé du lemme se termine sur la positivité d'une trace. Sans
même aller à la ligne, il suit que le nombre des points �xes de la

(18)N'ayant pas obéi à l'ordre de mobilisation, André Weil était un insoumis
� mais pas un déserteur (il n'avait pas quitté l'armée).

(19)S'il ne le dit pas dans la note, il l'écrivit à ses amis.



HENRI CARTAN, WEIL, ET LA TOPOLOGIE 29

Figure 5 . Le lemme important et ses suites

correspondance estm1 + m2 � tr( L ). Plus bas, on voit encore un
décompte de points �xes qui fait intervenir une trace, ils sont au
nombre deq + 1 � tr( I )...

Je renvoie au texte de Marc Hindry dans ce volume pour des expli-
cations de l'arithmétique sous-jacente. Il n'en sera pas dit beaucoup
plus ici sur l'histoire de la �n de la démonstration de tous ces résul-
tats. En deux mots : pour la terminer, Weil dut écrire son livre Foun-
dations of algebraic geometryqui parut en 1946, et, �nalement, Sur
les courbes algébriques et les variétés qui s'en déduisent(en 1948),
� après huit années et plus de 500 pages(20) �, sa note était com-
plètement démontrée, ainsi que la puissance de son approche. Parmi
toutes les guerres cachées derrière cette note, il reste là une victoire
de la géométrie algébrique sur l'algèbre pure. Je vais expliquer ici les
aspects les plus topologiques de l'idée de base � et les sources, en
topologie, de ces idées, revenant très brièvement sur l'arithmétique
page 41.

(20)Écrit Serre.
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3.2. Le lemme de Weil et le théorème de Lefschetz. On a vu
que la fonction zêta fait intervenir, dans la sérieZ, des # C(Fqm ),
nombres de points de la courbe sur les extensionsFqm du corps de
baseFq. L'idée est de lier ces points aux points �xes d'une corres-
pondance (une correspondance est une notion un peu plus générale
qu'une application, comme nous l'avons dit page 27), puis de compter
ces points �xes à l'aide de la trace d'une matrice.

Dès 1897, Adolf Hurwitz avait étudié les correspondances (entre
courbes surC) et montré que leurs points coïncidents s'expriment à
l'aide de la trace d'une matrice. C'est lem1 + m2 � tr( L ) que l'on voit
sur la �gure 5. Il est question d'une � correspondance � C, c'est-à-dire
d'une surface de Riemann contenue dansV � V , où V est aussi une
surface de Riemann. Les nombres entiersm1 et m2 sont les degrés
des projections

C � V � V �! V

sur les deux facteurs. Les points coïncidents deC sont les points
d'intersection de C avec la diagonale� � V � V . La formule contient
la trace d'une matrice 2g � 2g, dont la suite devrait donner une idée.

Ce résultat avait été � actualisé � et généralisé dans le � théorème
du point �xe � de Lefschetz. En voici l'énoncé � que l'on ne s'e�raie
pas et que l'on considère ceci comme un exemple de la beauté des
formules.

Théorème(Le théorème du point �xe de Lefschetz)
Soit V une variété topologique compacte et connexe, et soit

f : V ! V une application continue. Alors le nombre algébrique de
points �xes de f est

X

k> 0

(� 1)k tr
�
f ? : Hk (V ) ! Hk (V )

�
:

Il y aurait beaucoup à dire sur l'énoncé de ce théorème dont il
faudrait, en particulier, dé�nir tous les termes qu'il contient.
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Pour commencer, retenons que, comme
dans la note de Weil,

� il est question de points �xes (ici
d'une application),

� le nombre de ces points �xes (ou
leur nombre � algébrique �, une ver-
sion appropriée de ce nombre) s'ex-
prime à l'aide de la trace d'une applica-
tion linéaire (des traces d'applications
linéaires).

Venons-en aux dé�nitions. La variété
topologique compacte V est simple-
ment un espace topologique compact
localement homéomorphe à un ouvert
de R n (d'un espaceR n , où n est la di-
mension deV).

Solomon Lefschetz
(1884�1972)

L'homologie ne sera pas absolument nécessaire(21) ici : nous ne
considérerons que des surfaces topologiques (n = 2 ) orientables pour
lesquels les groupes d'homologie (à coe�cients dansR ) sont

� H0(V ) = R
� H1(V ) = R 2g (c'est une dé�nition du genre g de la surface)
� H2(V ) = R

et les autres sont nuls.
Il restera à expliquer ce que sont lesf ?. Ajoutons que le cadre est

topologique (comme l'indiquent les mots � variétés topologiques � et
� application continue �) et que le théorème, dû au mathématicien
américain Solomon Lefschetz, date de 1926. Une démonstration de
Hopf parut en 1928.

André Weil avait sans doute bu ce théorème à la source de Heinz
Hopf, dont il avait suivi le cours à Berlin en 1927. Il l'avait déjà
appliqué pour démontrer un théorème sur les groupes de Lie, qu'il

(21)Je répugne à introduire le formalisme des complexes de chaînes, pour ne
pas vraiment l'utiliser. Mais il y aura un complexe et de la cohomologie, plus bas.
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n'est pas indispensable d'énoncer ici mais qui est à ce cadre ce que le
théorème de Sylow (toutp-sous-groupe est conjugué à un sous-groupe
d'un p-Sylow) est au cadre des groupes �nis.

Le paradigme du mathématicien qui fait faire un bond à sa sous-
discipline parce qu'il a su utiliser des idées venues d'autres branches
des mathématiques se présente ici de façon exemplaire. Ajoutons-
lui la belle image, utilisée par André Weil lui-même, de la pierre
de Rosette � la traduction géométrique permettant de déchi�rer
l'algèbre...

Autour du théorème de Lefschetz. Je vais essayer d'expliquer ce
dont il s'agit, dans un cas proche de celui considéré par Weil dans sa
note � proche, au sens de � analogue �, analogue, au sens où l'analo-
gie avec ce cas topologique a pu être une de ses sources d'inspiration.

Points �xes, surfaces. Considérons le cas oùV est une surface, com-
pacte et orientable, c'est-à-dire un objet semblable à ceux représentés
sur la �gure 6, le nombre de trous (d'anses, plutôt) est le genreg de
la surface. Revenons au tableau noir. La �gure 6 représente ainsi des
surfaces de genre1, 2 et 4.

Figure 6 . Surfaces, au tableau

Exemples.

(1) La surface est une sphère (g = 0 ) et f est l'application de
S2 = C [ f1g dans lui-même obtenue en prolongeant

z 7�! zd par 1 7�! 1

(ici d est un entier > 2)(22). Les points �xes de cette application sont
lesd+1 solutions de l'équationzd = z, c'est-à-dire 0, 1 et les racines

(22)Le cas de l'application identique ( d = 1 ) sera traité page 39.
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(d � 1)-èmes de1. La �gure 7 illustre le cas où d = 5 . L'équateur est
le cercle unitéjzj = 1 , l'axe réel est le grand cercle (méridien) passant
par 0, 1, 1 et � 1.

Figure 7 .

(2) La surface est un tore (g = 1 ), que nous voyons commeR 2=Z2

et l'application est celle dé�nie sur R 2 par

(x; y) 7�! (2x + y; x + y):

La �gure 8 représente (en grisé) l'image dansR 2 du carré [0; 1]� [0; 1]
par cette application. Son seul point �xe dans le quotient R 2=Z2 est
l'image dans R 2=Z2 de (0; 0).

Figure 8 .

(3) Considérons l'application du cercle dans lui-même schématisée
sur la partie gauche de la �gure 9 : le demi-cercle supérieur est couvert
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Figure 9 .

deux fois, mais il y a des points du demi-cercle inférieur qui ne sont
pas atteints(23). On en fait le produit avec l'application identique du
cercle dans lui-même, pour obtenir une application du tore dans lui-
même, schématisée sur la partie droite de la même �gure : la partie
hachurée est atteinte (deux fois), l'autre pas.

Points coïncidents. On peut énoncer le théorème de Lefschetz sous
une forme un peu plus générale, avec deux applicationsf; g : V ! V
dont on recherche, non pas les points �xes de l'une, mais les points
coïncidents des deux, c'est-à-dire des pointsx tels que f (x) = g(x)
(le cas d'une application est inclus : l'autre est alors l'identité). Trou-
ver les points oùf (x) = g(x) revient à trouver

f x 2 V j 9 y 2 V; (f (x); g(x)) = ( y; y)g

c'est-à-dire les points d'intersection de l'image deV par (f; g ) avec
la diagonale deV � V .

Retenons que ces points sont des points d'intersection.

Correspondances, courbes.Le fameux lemme de Weil concerne une
correspondance, c'est-à-dire une courbe... Ah ! C'est qu'il faut dire
ici que les surfacesV considérées peuvent aussi être des courbes

(23)Les lectrices qui aiment les formules pourront utiliser

(x; y ) 7�!
(� y; 2x2 � 1)

p
y2 + (2 x2 � 1)2

:
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