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QU’EST-CE QUE LE GENRE ?

par

Patrick Popescu-Pampu

Résumé. Descartes range les courbes planes d’après leur degré. Au
xixe siècle émerge, entre autres grâce à Abel et Riemann, un nou-
veau principe de rangement, à l’aide de la notion de genre. Celle-ci
se manifeste de plusieurs manières différentes. On en examine cer-
taines et on donne des aperçus de notions analogues introduites
pour des objets de dimension plus grande.
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1. Introduction

La manière probablement la plus rapide pour introduire de nos
jours la notion mathématique de genre, est de dire qu’il s’agit du
nombre de trous d’une surface, en précisant toutefois aux personnes
averties qu’il faut que celle-ci soit compacte, connexe, orientable et
sans bord. Par exemple, une sphère est de genre 0, un tore est de
genre 1 et la surface d’un bretzel est de genre 3.

Cette définition a l’avantage d’être intuitive, on peut l’expliquer sur
des exemples même à des enfants. Et avec un peu d’entraînement,
on arrive à trouver rapidement le genre d’une surface qui nous est
présentée ... pourvu qu’elle ne soit pas trop contorsionnée ou nouée,
comme dans la photo suivante, qui ne représente pourtant que des
surfaces de genre zéro(1).

Les exemples de ce type permettent de voir que le concept de
« trou » n’a pas toujours un sens. Y a-t-il un autre concept, peut-
être moins intuitif, qui serait valable pour toutes les surfaces, et qui

(1)Il s’agit d’une photo de rocher runique prise dans la commune de Sig-
tuna (Suède) en 1914 par Erik Brate et disponible à l’adresse https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:U_460%2C_Skr%C3%A5msta.jpg.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:U_460%2C_Skr%C3%A5msta.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:U_460%2C_Skr%C3%A5msta.jpg
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donnerait le nombre de trous lorsque la surface en a visiblement,
comme dans la première photo

Eh bien, on a cherché progressivement à dé�nir le concept de
� genre � justement pour qu'il puisse s'appliquer à toutes les surfaces,
indépendamment de leur forme dans l'espace. Pour qu'il s'applique
aussi à des surfaces situées dans des espaces de dimension supérieure,
et même à des surfaces � abstraites � qui ne vivent nulle part ailleurs
qu'en elles-mêmes.

Voici comment on peut arriver à une telle dé�nition, qui ne fait plus
référence à un espace environnant. Partons des exemples intuitifs,
où les trous sont immédiatement reconnaissables. Dessinons alors sur
la surface des contours qui entourent ces trous. Comme les trous sont
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séparés les uns des autres, on peut choisir ces contours disjoints deux
à deux. On se retrouve donc avec des cercles dessinés sur la surface,
aussi nombreux que les trous.

Voilà donc une idée : c'est de tracer des cercles deux à deux dis-
joints sur n'importe quelle surface, puis de les compter, et de dire
que le nombre obtenu estle genrede la surface. Mais a�n que cette
construction donne naissance à un concept bien dé�ni, il faut expli-
quer d'abord suivant quelles contraintes on doit choisir les cercles,
puis il faut montrer que tous les choix donnent le même nombre.

Il est clair qu'on peut toujours choisir un seul cercle, ou bien qu'on
peut continuer à en dessiner d'autres, par exemple à chaque fois un
peu di�érents de l'un des cercles déjà présents. Pour comprendre com-
ment interdire ces choix, qui ne nous permettraient pas d'aboutir à
un nombre dé�ni de manière unique, reprenons l'un de nos exemples
initiaux, ayant un cercle entourant chaque trou. Découpons la surface
le long de tous ces cercles. On constate qu'elle reste connexe. Mais,
comme on peut le voir sur autant d'exemples qu'il nous plaît, dès
qu'on trace un nouveau cercle on la disconnecte.

On arrive à la dé�nition suivante :

Le genre d'une surface (compacte, connexe, orientable et sans bord)
est le nombre maximal de cercles deux à deux disjoints tracés sur la
surface, dont le complémentaire est connexe.
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C'est alors un théorème que tous les ensembles de cercles véri�ant
ces contraintes ont le même nombre d'éléments. Et voilà, on a bien
une dé�nition s'appliquant à toute surface abstraite, puisqu'elle fait
appel uniquement à des constructions à l'intérieur de la surface, et
non pas à un quelconque espace la contenant.

Bien sûr, pour construire une dé�nition parfaitement satisfaisante
logiquement et non seulement intuitivement il faut dé�nir ce qu'on
entend précisément par une surface, par un cercle tracé dessus, par
l'opération de découpage, par la connexité. La topologie s'est déve-
loppée en particulier pour donner un sens précis à tout cela. Si on
démontre ensuite soigneusement le théorème précédent d'invariance
du nombre de cercles, on obtient vraiment un concept construit ri-
goureusement d'un point de vue logique.

Mais cela ne dit pas pourquoi on a été amené a dégager ce concept,
ni pourquoi il est important. En fait, son importance vient du fait
qu'il admet de nombreux avatars, chacun suggérant d'autres géné-
ralisations en dimensions plus grandes, et que toutes ces générali-
sations sont les caractères de base permettant de classi�er les être
géométriques en analogie avec la classi�cation des êtres vivants.

Nous allons examiner ici diverses manifestations de ce concept pen-
dant une promenade dans le temps. Cette promenade ne se propose
pas l'exhaustivité, elle est simplement une invitation à écouter les
mathématiciens du passé. J'ai choisi de présenter beaucoup de cita-
tions, a�n de laisser parler les acteurs sur leurs motivations et des
spectateurs privilégiés sur leurs interprétations. Est mise de cette
manière en évidence la variété des styles, ainsi que l'évolution du
langage, des questionnements et des points de vue.

Cette promenade aura trois parties : dans la première on traitera
des courbes algébriques et de leur manifestation topologique lorsqu'on
regarde leurs points complexes, les surfaces de Riemann. La deuxième
traitera des diverses notions de genres introduites pour les surfaces
algébriques. En�n, dans la dernière nous nous occuperons des géné-
ralisations en toutes dimension. Mais avant de nous lancer dans ce
périple, nous verrons comment Aristote expliquait le sens du terme
� 
 �"�o& �.
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2. Le 
 �"�o& selon Aristote

Le terme de genre nous est parvenu du Grec ancien
 �"�o& via
le Latin. C'est un terme utilisé déjà à l'époque d'Aristote dans les
classi�cations, comme on le voit dans l'extrait suivant de sa � Méta-
physique� [5, Livre � , section 28] :

� Genre � ou � race � exprime d'abord la génération continue
des êtres ayant la même forme. On dit, par exemple, � tant que
subsistera le genre humain �, c'est-à-dire : tant qu'il y aura géné-
ration ininterrompue des hommes. � C'est aussi ce dont les êtres
dérivent, le principe qui les fait passer à l'être : ainsi, certains
sont appelés Hellènes par la race, et d'autres Ioniens, parce qu'ils
ont, les uns, Hellen, les autres, Ion, comme premier générateur.
[...] � En un autre sens, la surface est le genre des �gures planes,
et le solide, des solides, car chaque �gure est ou telle surface, ou
tel solide. [...] � Dans les dé�nitions, ce qui est comme le premier
élément constituant, lequel est a�rmé de l'essence, c'est le genre,
dont les qualités sont dites être les di�érences. � [...]

� Di�érentes par le genre � se dit des choses dont le sujet pro-
chain est di�érent, et qui sont irréductibles les unes aux autres,
ou ne peuvent rentrer dans une même chose : par exemple, la
forme et la matière di�èrent par le genre. Il en est de même de
tout ce qui tombe sous des catégories di�érentes de l'Être, car
certaines choses qui sont dites � être � signi�ent soit une sub-
stance, soit une qualité, soit d'autres catégories précédemment
distinguées. Or ces modes de l'Être sont irréductibles les uns aux
autres, et ne peuvent non plus rentrer dans un seul.

Partie 1. Les courbes algébriques

3. Descartes et le nouveau monde des courbes

Faisons un immense saut temporel, et passons à la �Géométrie �
[47] de Descartes, parue en 1637, illustration du �Discours de la



64 PATRICK POPESCU-PAMPU

méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans
les sciences�. Descartes y dévoile un nouveau monde decourbes.
Il constate que les sections coniques des anciens, une fois rapportées
à deux droites qui se coupent, et qui sont munies d'un choix d'unité
de mesure (ce que l'on appelle, en souvenir de lui, �un système de
coordonnées cartésiennes�), peuvent toutes être décrites à l'aide
d'une équation polynomiale du deuxième degré. Il a�rme alors qu'il
n'y a pas de raison de ne pas étudier aussi les courbes dé�nies par
des équations de degré plus grand. Pourtant, les anciens n'entre-
prirent pas une telle étude, à l'exception de l'examen de quelques
cas particuliers (voir [22]). Voici, en Français modernisé, comment
Descartes explique ce fait ([47, Livre Second, p. 42]) :

Mais peut-être que ce qui a empêché les anciens géomètres
de recevoir celles qui étaient plus composées que les sections co-
niques, c'est que les premières qu'ils ont considérées, ayant par
hasard été la Spirale, la Quadratrice et semblables, qui n'appar-
tiennent véritablement qu'aux Mécaniques, et ne sont point du
nombre de celles que je pense devoir ici être reçues, à cause qu'on
les imagine décrites par deux mouvements séparés, et qui n'ont
entre eux aucun rapport qu'on puisse mesurer exactement, bien
qu'ils aient après examiné la Conchoïde, la Cissoïde, et quelque
peu d'autres qui en sont, toutefois à cause qu'ils n'ont peut-être
pas assez remarqué leurs propriétés, ils n'en ont pas fait plus
d'état que des premières. Ou bien c'est que voyant, qu'ils ne
connaissaient encore, que peu de choses touchant les sections co-
niques, et qu'il leur en restait même beaucoup, touchant ce qui
se peut faire avec la règle et le compas, qu'ils ignoraient, ils ont
cru ne devoir entamer de matière plus di�cile. Mais parce que
j'espère que dorénavant ceux qui auront l'adresse de se servir
du calcul Géométrique ici proposé, ne trouveront pas assez de
quoi s'arrêter touchant les problèmes plans, ou solides ; je crois
qu'il est à propos que je les invite à d'autres recherches, où ils ne
manqueront jamais d'exercice.

Nous découvrons ainsi un Descartes soucieux d'établir les frontières
de son nouveau monde des courbes : il y en a certaines, qu'il appelle
� mécaniques � (par exemple la Spirale), qui n'en font pas partie.
On verra dans la section suivante que, par contre, Newton en inclut
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parmi les courbes � géométriques �, mais en les rangeant dans une
catégorie spéciale, celle des courbes ayantun degré in�ni .

En fait, Descartes n'utilise le terme de � degré � que rarement,
et alors de manière imagée, pour parler d'une gradation dans la com-
plexité des courbes. Il continue à interpréter les inconnues à la ma-
nière des anciens, comme des longueurs de segments, par conséquent
un monôme qui pour nous est dedegré d correspond pour lui au
volume d'un parallélépipède dedimension d. Les équations polyno-
miales à deux variables sont donc rangées d'après leursdimensions.
Par exemple, voici ce qu'il écrit dans [47, Livre Second, p. 49] :

Je pourrais mettre ici plusieurs autres moyens pour tracer et
concevoir des lignes courbes, qui seraient de plus en plus compo-
sées par degrés à l'in�ni. Mais pour comprendre ensemble toutes
celles, qui sont en la nature, et les distinguer par ordre en cer-
tains genres ; je ne sais rien de meilleur que de dire que tous les
points, de celles qu'on peut nommer Géométriques, c'est-à-dire
qui tombent sous quelque mesure précise et exacte, ont néces-
sairement quelque rapport à tous les points d'une ligne droite,
qui peut être exprimé par quelque équation, en tous par une
même, et que lorsque cette équation ne monte que jusqu'au rec-
tangle de deux quantités indéterminées, ou bien au carré d'une
même, la ligne courbe est du premier ou plus simple genre, dans
lequel il n'y a que le cercle, la parabole, l'hyperbole et l'ellipse
qui soient comprises, mais que lorsque l'équation monte jusque à
la trois ou quatrième dimension des deux, ou de l'une des deux
quantités indéterminées, car il en faut deux pour expliquer ici le
rapport d'un point à un autre, elle est du second ; et que lorsque
l'équation monte jusqu'à la 5 ou sixième dimension, elle est du
troisième ; et ainsi des autres à l'in�ni.

Remarquons que Descartes a�rme ranger de cette manière les
courbes par � genres�. Il ne s'agit pas encore du sens actuel. Ce qui
est insolite, c'est qu'il regroupe dans un même � genre � (le n-ème)
les courbes dé�nies par des équations de degrés2n � 1 et 2n. Et ce,
pour une raison assez mystérieuse ([47, p. 49]) :

[...] il y a règle générale pour réduire au cube toutes les di�-
cultés qui vont au carré de carré, et au sursolide toutes celles qui
vont au carré de cube, de façon qu'on ne les doit point estimer
plus composées.
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Voici ce que m'a communiqué à ce sujet Michel Serfati, spécialiste
de l'÷uvre de Descartes : � Descartes indique d'abord que le4e degré
peut se réduire au3e. Cette conclusion sera établie au livre III sur le
plan algébrique, en ramenant classiquement une équation du4e degré
à une résolvante du3e, par une méthode intéressante, spéci�que de
Descartes, et di�érente de celle de Ferrari dans l'Ars Magna de 1545
dont on est pourtant sûr que Descartes en a connu le texte. [...] Par-
tant de cette situation, Descartes croit pouvoir a�rmer, sans preuve
et par une fausse extension, que les courbes du troisième genre (5e et
6e degrés) peuvent toutes se ramener au5e, degré le plus faible, qui
les représenterait donc toutes�.

4. Newton et la classi�cation des courbes

Newton avait soigneusement étudié dans sa jeunesse le calcul géo-
métrique de Descartes, qui lui servit comme source d'inspiration pour
le développement du � calcul des �uxions �, sa version du calcul dif-
férentiel. Ceci explique en partie pourquoi il entreprit de classi�er
suivant diverses espèces les courbes du troisième degré, par analogie
avec la classi�cation des courbes du deuxième degré, les coniques,
en ellipses, paraboles, hyperbolesou couples de droites. Voici le pre-
mier paragraphe du chapitre de l'ouvrage [120] paru en 1711, qui
contient cette classi�cation :

On distingue de manière optimale en Ordres les lignes géo-
métriques selon le nombre de dimensions de l'équation qui dé�-
nit la relation entre Ordonnées et Abscisses, ou ce qui revient
au même, selon le nombre de points en lesquelles elles peuvent
être coupées par une ligne droite. Pour cette raison, les lignes
du premier Ordre sont constituées de la Droite seule, du second
Ordre ou quadratique les sections coniques et le cercle, et du troi-
sième ou cubique la Parabole Cubique, la ParaboleNeilienne, la
Cissoïde des anciens et les restantes dont nous entreprenons ici
l'énumération. Ainsi donc, une courbe du premier Genre (car la
Droite n'est pas comptée parmi les courbes) est la même chose
qu'une Ligne de second Ordre, et une courbe du second Genre
la même chose qu'une Ligne du troisième Ordre. Et une ligne
d'Ordre in�ni est celle qu'une droite peut couper en une in�nité
de points, comme sont la Spirale, la Cycloïde, la Quadratrice et
toute ligne engendrée par une in�nité de révolutions de rayons
ou de cercles.
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On voit que Newton parle de � genres� pour les � courbes � mais
d'� ordres � pour les � lignes �. Sa notion de genre est di�érente de
celle de Descartes, puisqu'un polynôme de degrén dé�nit une courbe
d'ordre n et une ligne degenre n � 1. Il semble étrange qu'il ait ainsi
deux termes di�érents pour parler des mêmes objets. Il est probable
qu'il désirait utiliser les deux termes standards à l'époque, et que le
langage courant répugnait à dire qu'une droite était courbe.

Remarquons aussi l'interprétation géométrique du degré d'une
courbe, commenombre de points d'intersection avec une droite. Cela
est bien sûr à prendre avec des bémols, qui furent compris ulté-
rieurement : si on veut avoir égalité pour toutes les courbes, il faut
regarder non seulement les points d'intersection réels, mais aussi ceux
complexes, ne considérer que certaines droites (qui ne sont ni asymp-
totes, ni dirigées suivant des directions asymptotiques), et compter
avec des multiplicités convenables les points d'intersection.

Tout cela allait être éclairci progressivement grâce d'une part à
la démonstration du � théorème fondamental de l'algèbre� et à la
considération des points complexes du plan, et d'autre part à l'in-
troduction de la � la droite à l'in�ni � et aux points d'intersection à
l'in�ni. Ce qui revient à travailler dans le plan projectif complexe, qui
fut le cadre privilégié de l'étude géométrique des courbes algébriques
au xix e siècle (voir par exemple le livre historique [154] de Stillwell,
ainsi que les renseignements historiques du livre [22] de Brieskorn et
Knörrer).

5. Quand les intégrales cachent des courbes

Dans les deux sections précédentes il a été question de courbes et
des polynômes ou des mouvements qui les dé�nissent. Ces courbes
représentaient souvent les incarnations de problèmes de résolution
d'équations polynomiales, à une ou plusieurs variables.

Dans le dernier quart du xvii e siècle, Newton et Leibniz déve-
loppèrent de manière di�érente les fondements d'un calcul di�éren-
tiel et intégral, ce qui déclencha une querelle de priorité fameuse.
En tout cas, vers la �n du siècle était apparu ainsi un nouveau
type de problème, celui de l'intégration explicite des di�érentielles
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f (x)dx, c'est-à-dire le calcul des primitives
R

f (x)dx, où f (x) est une
fonction(2) donnée. En fait, ce problème est relié aussi à l'étude des
courbes!

Pour le voir, partons de l'exercice suivant, contenu dans les leçons
de calcul intégral données par Johann Bernoulli à l'usage du marquis
de l'Hôpital ([16, p. 393]), et repris en Français avec des notations
modernisées par André Weil ([167, p. 400]) :

Tout revient donc à rendre rationnelles des expressions irra-
tionnelles ... à quoi les questions diophantiennes sont d'un grand
usage ... Par exemple, qu'on veuille intégrer

a2dx

x
p

ax � x2
;

on fera le changement de variableax � x2 = a2x2t � 2 ...

En langage moderne, le problème que pose Bernoulli est celui du
calcul des primitives de la fonctiona2=x

p
ax � x2. Le changement de

variable qu'il propose permet d'exprimer aussidx en termes dedt,
d'où :

Z
a2dx

x
p

ax � x2
= �

2
3

a2t3 + const = �
2
3

a5
r

� x
a � x

� 3 + const:

En particulier, l'intégrale est encore une fonction algébrique de la
variable x (c'est-à-dire une fonctiony(x) qui véri�e une relation poly-
nomiale P(x; y) = 0 ), comme l'était son intégrant. Nous reviendrons
de manière plus détaillée à la notion de fonction algébrique dans la
section 13.

Quelle courbe se cache derrière ce calcul ? Pour le voir, remar-
quons que la fonction à intégrer n'est pas une fraction rationnelle,
car elle contient une racine carrée. Introduisons une nouvelle variable
égale à cette racine carrée :y =

p
ax � x2. Cette équation devient

x2 � ax+ y2 = 0 , qui dé�nit bien une courbe dans le plan des coordon-
nées cartésiennesx; y. Avec la mesure des longueurs usuelles, il s'agit
de l'équation d'un cercle passant par l'origine, qui est un cas parti-
culier de conique. Et le procédé d'intégration précédent est basé sur

(2)Le terme de � fonction � a d'ailleurs été introduit par Leibniz.
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le fait que ce cerclepeut être paramétré rationnellement, c'est-à-dire
à l'aide de fractions rationnelles. Concrètement, on a obtenu :

8
>><

>>:

x =
a

a2t2 + 1

y =
a2

t(a2t2 + 1)

Ce procédé d'intégration s'applique chaque fois que l'on part d'une
di�érentielle de la forme F (x;

p
q(x))dx, où q(x) est un polynôme du

deuxième degré enx et F (u; v) est une fraction rationnelle. En ef-
fet, la courbe associée est celle dé�nie par l'équationy2 � q(x) = 0 ,
qui est encore une conique. Mais les coniques peuvent toujours être
paramétrées rationnellement, en les projetant stéréographiquement à
partir de l'un de leurs points, ce qui permet de transformer par chan-
gement de variable l'intégrale précédente en une intégrale de fraction
rationnelle.

Grâce au théorème de décomposition des fractions rationnelles en
éléments simples, qui a été développé précisément dans ce contexte,
et qui a été aussi un stimulant important pour démontrer le théorème
fondamental de l'algèbre (voir Houzel [91, Chapitre III]), on en déduit
que :

Théorème 5.1.Les primitives
R

F (x;
p

q(x))dx sont des sommes de
fonctions algébriques et de logarithmes de telles fonctions.

6. Jakob Bernoulli et la construction des courbes

Dans l'extrait suivant de [14](3) , Jakob Bernoulli, frère de Johann,
dont nous avons parlé dans la section précédente, analyse diverses
méthodes de construction de courbes � mécaniques � ou � transcen-
dantes �, c'est-à-dire qui ne sont pas � algébriques � (dé�nies par une
équation polynomiale). Ces méthodes mettent dans un même cadre
les courbes algébriques de Descartes et celles fournies par le calcul
di�érentiel et intégral :

(3)J'ai trouvé cet extrait dans l'article [153, Ÿ2] d'Ivahn Smadja, qui est ma
source principale pour tout ce qui suit dans cette section.
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On a trois procédures principales pour construire des courbes
mécaniques ou transcendantes. La première consiste en la quad-
rature des aires curvilignes, mais elle est peu adaptée à la pra-
tique. Il est préférable de procéder par la recti�cation des courbes
algébriques ; car dans la pratique on peut plus précisément et plus
aisément recti�er les courbes, à l'aide d'un �l ou d'une petite
chaîne enroulée sur la courbe, que quarrer les surfaces. J'appré-
cie tout autant les constructions qui procèdent sans aucune rec-
ti�cation ou quadrature, par la simple description d'une courbe
mécanique dont on peut trouver géométriquement, sinon tous,
au moins une in�nité de points arbitrairement proches les uns
des autres ; on compte parmi elles la logarithmique et peut-être
encore d'autres courbes de ce genre. Mais la meilleure méthode,
pour autant qu'elle soit applicable, est celle qui fait appel à une
courbe que la nature produit elle-même sans aucun arti�ce, d'un
mouvement rapide et pour ainsi dire instantané, au premier coup
d'÷il du géomètre. Car toutes les méthodes citées auparavant
exigent des courbes dont la construction � qu'elle soit exécutée
par le dessinateur d'un mouvement continu ou par l'invention
de plusieurs points � est d'ordinaire trop lente et trop pénible.
Aussi j'estime que les constructions des problèmes qui supposent
la quadrature d'une hyperbole ou la description d'une logarith-
mique sont ceteris paribusmoins favorables que celles qui se font
à l'aide de la caténaire ; car une chaîne prendra d'elle-même la
forme de celle-ci avant qu'on ne puisse entamer la construction
des autres.

Précisons cela en termes modernes. Lorsque l'on part d'une fonc-
tion connue f (x), l'une de ses primitives

R
f (x)dx est une nouvelle

fonction. En termes géométriques, si le graphe def (x) est une courbe
connue, le graphe de

R
f (x)dx est une nouvelle courbe. Il s'agit de la

première � procédure � de Bernoulli, par quadratures. Sa deuxième
procédure consiste à partir d'une courbe connue vue comme graphe
d'une fonction f (x), et à prendre le graphe de la fonction qui asso-
cie à x la longueur de l'arc compris entre le point d'abscissex et
un point d'abscisse initiale �xée. En fait, calculer la longueur d'un
arc se disait le � recti�er � (concrètement, comme l'explique Jakob
Bernoulli, en la tendant on peut rendre droite � une petite chaîne
enroulée sur la courbe �).
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Dans le cas où on ne réussit pas à calculer explicitement une inté-
grale comme dans le théorème 5.1, on peut chercher à la voir comme
étant l'intégrale associée à la recti�cation d'une courbe connue, par
exemple algébrique.

C'est en s'occupant de ce type de questions que les deux frères
tombèrent semble-t-il indépendamment en 1694 sur la même courbe
(leurs publications à ce sujet étant [14] et [15]). Ils cherchaient tous les
deux à résoudrele problème de l'isochrone paracentrique, qui avait été
posé par Leibniz : � Trouver la courbe sur laquelle la chute d'un corps
pesant l'éloigne ou le rapproche uniformément d'un point donné�.
Ils ramenèrent le calcul à celui de l'intégrale :

(6.1)
Z

dx
p

1 � x4
;

et se rendirent compte que cette intégrale provenait aussi du problème
de recti�cation de la courbe d'équation :

(6.2) (x2 + y2)2 = x2 � y2:

Cette courbe, la lemniscate, est représentée dans la �gure suivante.
Elle peut aussi être dé�nie géométriquement commelieu des points
dans un plan dont le produit des distances à deux points �xés est égale
au produit des distances du milieu du segment joignant les deux points
à ses extrémités.

Le nom de � lemniscate� a été proposé par Jakob Bernoulli dans
[14], car la courbe a la � forme d'un huit renversé 1 , d'un lacet noué,
d'un ���� ����o� , ou en français, d'un n÷ud de ruban �.
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Pour voir que l'on se ramène à l'intégrale (6.1) dans le problème
de la recti�cation de la lemniscate, on peut calculer en coordonnées
polaires. Plus précisément, on exprimex2 et y2 en termes de la dis-
tance r à l'origine grâce à l'équation (6.2), puis par di�érentiation et
un petit calcul on arrive à l'expression suivante pour la longueurs
de l'arc allant de l'origine à un point situé sur la lemniscate dans le
quadrant positif :

(6.3) s =
Z p

dx2 + dy2 =
Z

dr
p

1 � r 4
:

L'expression sous le radical dans (6.3) étant du quatrième degré,
la courbe associée, d'équationy2 = 1 � x4, n'est plus une conique.
Donc la méthode de calcul expliquée dans la section précédente ne
marche plus. Y en aurait-il une autre qui marcherait ? Les frères Ber-
noulli ne surent pas répondre à cette question, et il fallut attendre les
travaux de Fagnano pour commencer à pouvoir dire des choses sur
cette � intégrale lemniscatique �, sans la calculer explicitement.

7. Fagnano et la lemniscate

Fagnano publia ses travaux sur la lemniscate autour de 1718. Il en
fut si �er que, lors de l'édition de son ÷uvre mathématique en 1750,
il �t représenter une lemniscate sur la page de titre, surmontée de la
devise � Deo Veritatis Gloria � :
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Voici comment Fagnano décrit dans [63](4) ses travaux sur la lem-
niscate :

Deux grands géomètres, Jakob et Johann Bernoulli, ont rendu
célèbre la lemniscate en se servant de ses arcs pour construire
l'isochrone paracentrique, comme on peut le voir dans les Actes
de Lipse de 1694. Il est visible qu'en mesurant la lemniscate au
moyen de quelque autre courbe plus simple qu'elle, on obtient une
construction plus parfaite non seulement de l'isochrone paracen-
trique, mais encore d'une in�nité d'autres courbes qui, pour être
construites peuvent dépendre de la lemniscate ; c'est pourquoi je
me �atte que les mesures de cette courbe que j'ai découvertes
et que j'exposerai en deux courts mémoires ne seront pas pour
déplaire à ceux qui y entendent quelque chose.

Ici nous nous intéresserons à une seule formule de Fagnano, celle
donnant le doublement de l'arc de lemniscate(voir [153, Ÿ4]) :

Théorème 7.1.Si
u

p
2

p
1 � u4

=
1
z

p
1 �

p
1 � z4 , alors :

dz
p

1 � z4
=

2du
p

1 � u4
:

Ceci peut se réécrire de la manière suivante (en exprimant d'abordz
en fonction deu) :

(7.2) z =
2u

p
1 � u4

1 + u4 =) 2
Z u

0

dt
p

1 � t4
=

Z z

0

dt
p

1 � t4
;

formule qui montre que si on part d'un point de la lemniscate situé à
la distanceu de l'origine, alors pour doubler l'arc correspondants(u)
on peut prendre un point situé à la distancez de l'origine, u et z
étant reliées par une relation algébrique explicite.

On pourra trouver une comparaison de ce qui précède avec les
formules de doublement des arcs de cercle dans Stillwell [154, 12.4].

(4)J'ai repris la traduction française à Smadja [153, Ÿ2], où le lecteur pourra
trouver une description détaillée des travaux de Fagnano sur la lemniscate.
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8. Euler et l'addition des intégrales lemniscatiques

En 1751, Fagnano candidata pour devenir membre de l'académie
des sciences de Berlin. C'est à cette occasion qu'Euler étudia ses
travaux, et ceci lui donna des idées nouvelles. Il obtint ainsi en 1753
la généralisation suivante de la formule (7.2) :

Théorème 8.1.Si c =
a
p

1 � b4 + b
p

1 � a4

1 + a2b2 , alors :

Z a

0

dt
p

1 � t4
+

Z b

0

dt
p

1 � t4
=

Z c

0

dt
p

1 � t4
:

On voit que l'on retombe sur la relation (7.2) en faisant a = b.
Dans [61], avant de passer à une description de ses recherches dé-

clenchées par l'étude des travaux de Fagnano sur la lemniscate, re-
cherches qui contiennent entre autres la formule d'addition précé-
dente, Euler nous présente sa vision de l'utilité des � spéculations �
mathématiques(5) :

Si l'on s'attache à l'utilité qu'elles présentent, les spéculations
mathématiques semblent devoir être ramenées à deux grandes
classes ; à la première classe se rapportent celles qui procurent
un avantage remarquable à la fois à la vie commune et aux autres
arts, et on en �xe d'ordinaire le prix d'autant plus haut que cet
avantage est grand. Mais une autre classe cependant rassemble
les spéculations qui, quoiqu'elles ne soient liées à aucun avan-
tage remarquable, sont cependant de nature à fournir une occa-
sion de promouvoir les �ns de l'Analyse et d'aiguiser les forces
de notre esprit. Puisqu'en e�et nous sommes conduits à laisser
de côté de très nombreuses recherches, dont on peut attendre
une très grande utilité, en raison seulement d'un défaut d'ana-
lyse, il semble que nous ne devons pas estimer à un moindre
prix ces recherches qui promettent des accroissements non négli-
geables de l'Analyse. En vue de cette �n, ces observations sont
particulièrement précieuses qui ont été faites presque par hasard
et découvertes a posteriori, dont on ne perçoit aucune raison a
priori, ni aucune voie directe pour les atteindre. Mais la vérité
étant déjà connue, il sera permis de rechercher plus facilement
dans ces observations des méthodes qui conduisent directement à

(5)Je reprends la traduction en Français de [153, Ÿ5].
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cette vérité, et il ne fait clairement aucun doute que la recherche
de nouvelles méthodes ne contribue pas peu à la promotion des
buts de l'Analyse.

J'ai trouvé dans l'ouvrage récemment publié du comte Fa-
gnano quelques observations de ce genre qui sont faites sans mé-
thode certaine et dont la raison semble assez cachée. [...]

Puisque la raison de ces propriétés semble ainsi grandement
occulte, j'estime qu'il ne sera pas hors de propos que je les exa-
mine de manière plus diligente, et que je partage avec le public
celles qu'en outre j'ai eu le bonheur de mettre au jour concernant
ces courbes.

Nous découvrons donc un Euler soucieux de s'élever du particulier
au général, d'extraire d'un matériau expérimental (ici les écrits de
Fagnano) ce qui est susceptible de s'appliquer dans les contextes les
plus larges. Ainsi, il parvint à généraliser la loi d'addition 8.1 au cas
où 1 � x4 est remplacé par un polynôme quelconque du quatrième
degré (voir [91, VIII.3]).

Parvenus à ce niveau de généralité, dans lequel la lemniscate est
devenue indiscernable des courbes planes de degré3 ou 4, nous allons
nous aussi la quitter, en n'y revenant que pour illustrer des théorèmes
généraux. Le lecteur curieux d'en apprendre beaucoup plus sur elle
pourra consulter les articles historiques [9], [145], [153] ainsi que le
dernier chapitre du très original manuel [44] de théorie de Galois.

9. Legendre et les fonctions elliptiques

Autour de 1800, Legendre passa quelques décennies à développer
une théorie générale des intégrales qu'il appelafonctions elliptiques,
et qui véri�ent une formule d'addition analogue à celle établie par
Euler dans le théorème 8.1. Voici ce qu'il écrit au sujet de ses moti-
vations dans l'Avertissement de [111] :

Euler avait prévu qu'à l'aide d'une notation convenable, le cal-
cul des arcs d'ellipse et autres transcendantes analogues, pour-
rait devenir d'un usage presque aussi général que celui des arcs
de cercle et des logarithmes(6) ; mais si on excepteLanden, qui,

(6)Voici les paroles d'Euler (Novi Com. Petrop., tom. X, pag. 4). � Imprimis
autem hic idoneus signandi modus desiderari videtur, cujus ope arcus elliptici
÷que commode in calculo exprimi queant ac jam logarithmi et arcus circulares, ad
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par la découverte de son théorème, aurait pu s'ouvrir des routes
nouvelles, personne ne s'est mis en devoir de réaliser la prédic-
tion d'Euler, et on peut dire que l'Auteur de ce Traité est resté
seul à s'en occuper, depuis l'année 1786 où il a fait paraître ses
premières recherches sur les arcs d'ellipse, jusqu'à l'époque ac-
tuelle.

Legendre revient là-dessus à la page 1 de son Introduction :

Si on pouvait ranger dans un ordre méthodique les diverses
transcendantes qui n'ont été connues et employées jusqu'ici que
sous le nom dequadratures; si en étudiant leurs propriétés on
trouvait les moyens de les réduire aux expressions les plus simples
dont elles sont susceptibles dans l'état de généralité, et d'en cal-
culer avec facilité les valeurs approchées lorsqu'elles deviennent
entièrement déterminées ; alors les transcendantes dont il s'agit,
désignées chacune par un caractère particulier et soumises à un
algorithme convenable, pourraient être employées dans l'analyse
à peu près comme le sont les arcs de cercle et les logarithmes ; les
applications du calcul intégral ne seraient plus arrêtés, comme
elles l'ont été jusqu'ici, par cette espèce de barrière qu'on ne tente
plus de franchir, lorsque le problème est ramené aux quadratures,
et les solutions, à peine commencées par cette réduction, rece-
vraient tous les développemens que comporte la nature de la
question.

Ce qu'il serait comme impossible d'exécuter dans un plan aussi
vaste que celui qui vient d'être tracé, on peut au moins le réa-
liser à l'égard des transcendantes qui se rapprochent le plus des
fonctions circulaires et logarithmiques, telles que les arcs d'ellipse
et d'hyperbole, et en général les transcendantes auxquelles nous
avons donné le nom defonctions elliptiques.

Voici à présent comment Legendre dé�nit les fonctions elliptiques
dans [111, Chapitre V], et la manière dont il motive son choix du
nom :

Puisque les transcendantes que nous avons considérées, se ré-
duisent toujours à ces deux formes

Z
(A + B sin2 � )

d�
�

;
Z

d�
(1 + n sin2 � )�

insigne analyseos incrementum, in calculum sunt introducti. Talia signa novam
quamdam calculi speciem supeditabunt.�
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[où � := 1 � c2 sin2 � , avec � 1 6 c 6 1 et A; B; n sont des
paramètres], il est clair qu'elles sont comprises dans la formule
générale

H =
Z

A + B sin2 �
1 + n sin2 �

�
d�
�

:

Nous appellerons désormaisfonctions ou transcendantes ellip-
tiques, les intégrales comprises dans cette formule. [...]

Il ne paraît pas que la fonctionH , prise dans toute sa généra-
lité, puisse se réduire à des arcs d'ellipse ; cela n'a lieu que lorsque
n = 0 , ou lorsque quelque substitution peut faire disparaître le
dénominateur 1 + n sin2 � , ce que nous ne croyons pas possible
en général. Ainsi, la dénomination de fonction elliptique est im-
propre à quelques égards ; nous l'adoptons néanmoins à cause de
la grande analogie qu'on trouvera entre les propriétés de cette
fonction et celles des arcs d'ellipse.

10. Abel et les nouvelles fonctions transcendantes

Au moment où Legendre publiait son traité [111], Abel, jeune
mathématicien norvégien, commençait à publier une vaste générali-
sation des théorèmes d'addition pour les fonctions elliptiques. Géné-
ralisation qui concernetoutes les intégrales de la forme :

(10.1)
Z

y dx;

y étant une fonction algébriquequelconquedex. Ces intégrales ont en-
suite été appelées par Jacobi dans [92] �transcendantes abéliennes�.
Par la suite on utilisa plus simplement le nom d'intégrales abéliennes.

Pour Abel, il est important d'étudier ces intégrales, car elles en-
richissent le répertoire des fonctions dont on peut se servir en ma-
thématique. En e�et, voici le début de l'introduction de son grand
article [1] de 1826 :

Les fonctions transcendantes considérées jusqu'à présent par
les géomètres sont en très-petit nombre. Presque toute la théo-
rie des fonctions transcendantes se réduit à celle des fonctions
logarithmiques, exponentielles et circulaires, fonctions qui, dans
le fond, ne forment qu'une seule espèce. Ce n'est que dans les
derniers temps qu'on a aussi commencé à considérer quelques
autres fonctions. Parmi celles-ci, les transcendantes elliptiques,
dont M. Legendre a développé tant de propriétés remarquables et
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élégantes, tiennent le premier rang. L'auteur a considéré, dans le
mémoire qu'il a l'honneur de présenter à l'Académie, une classe
très étendue de fonctions, savoir toutes celles dont les dérivées
peuvent être exprimées au moyen d'équations algébriques, dont
tous les coe�cients sont des fonctions rationnelles d'une même
variable, et il a trouvé pour ces fonctions des propriétés analogues
à celles des fonctions logarithmiques et elliptiques.

Une fonction dont la dérivée est rationnelle a, comme on le
sait, la propriété qu'on peut exprimer la somme d'un nombre
quelconque de semblables fonctions par une fonction algébrique
et logarithmique, quelles que soient d'ailleurs les variables de ces
fonctions. De même une fonction elliptique quelconque, c'est-à-
dire une fonction dont la dérivée ne contient d'autres irratio-
nalités qu'un radical du second degré, sous lequel la variable
ne passe pas le quatrième degré, aura encore la propriété qu'on
peut exprimer une somme quelconque de semblables fonctions
par une fonction algébrique et logarithmique, pourvu qu'on éta-
blisse entre les variables de ces fonctions une certaine relation
algébrique. Cette analogie entre les propriétés de ces fonctions
a conduit l'auteur à chercher s'il ne serait pas possible de trou-
ver des propriétés analogues de fonctions plus générales, et il est
parvenu au théorème suivant :

� Si l'on a plusieurs fonctions dont les dérivées peuvent être
racines d'unemême équation algébrique, dont tous les coe�cients
sont des fonctionsrationnelles d'une même variable, on peut tou-
jours exprimer la somme d'un nombre quelconque de semblables
fonctions par une fonction algébriqueet logarithmique, pourvu
qu'on établisse entre les variables des fonctions en question un
certain nombre de relationsalgébriques. �

Le nombre de ces relations ne dépend nullement du nombre
des fonctions, mais seulement de la nature des fonctions parti-
culières qu'on considère. Ainsi, par exemple, pour une fonction
elliptique ce nombre est 1; pour une fonction dont la dérivée
ne contient d'autres irrationalités qu'un radical du second de-
gré, sous lequel la variable ne passe pas le cinquième ou sixième
degré, le nombre de relations nécessaires est2, et ainsi de suite.

Ce théorème est assez mystérieux, et il l'était aussi pour ses
contemporains (voir les renseignements historiques données par Klei-
man [99]). J'expliquerai une interprétation moderne de ce théorème
dans la section 18.
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En tout cas, apparaît là pour la première fois le genre au sens qui
nous intéresse! Comme un nombre qui intervient dans le décompte
des relations que l'on doit imposer pour arriver à un certain type
d'identité concernant une intégrale abélienne.

L'histoire de la compréhension de ce qu'on appelleraitle genre(de
la courbe associée à la fonction algébriquey(x) qui apparaît dans
l'intégrale abélienne) allait commencer.

11. Une preuve d'Abel

Face à la di�culté qu'avaient ses contemporains à saisir ses idées
très générales, Abel a décidé d'en présenter certaines dans des articles
séparés. Par exemple, il publia quelques années plus tard dans [3], en
1829, la version suivante du théorème cité in extenso dans la sec-
tion précédente, de laquelle manque complètement la référence à un
quelconque � nombre de relations algébriques � (donc au genre) :
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Expliquons pourquoi il n'est plus question de relations entre les
variables. Dans les deux formulations, il est question de �fonctions
dont les dérivées peuvent être racines d'une même équation algébri-
que� : ici il s'agit de  x 1; : : : ;  x � . Dans les deux cas on considère la
somme de ces fonctions. Mais si dans le premier énoncé les variables
étaient x1; : : : ; x � , dans le deuxième ce sont des variables auxiliaires
a; a0; a00; : : : , qui déterminent x1; : : : ; x � via les relations (1) et (2) de
l'image précédente.

La preuve qu'Abel donne du théorème précédent est basée sur une
utilisation judicieuse du fait que tout polynôme symétrique est en fait
un polynôme en les fonctions symétriques élémentaires. J'espère que
le lecteur qui fera l'e�ort de la comprendre s'exclamera : � l'Abel-
preuve ! �.
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12. Les motivations d'Abel

Les travaux d'Abel dont nous venons de parler sont ceux où ap-
paraît pour la première fois la notion de genre, mais sous une forme
cachée, un peu comme un personnage secondaire laissé dans l'ombre,
et dépourvu de nom. Il est intéressant de chercher à mieux com-
prendre les problèmes généraux qui préoccupaient Abel à ce moment-
là, et dont [111] n'est que l'une des manifestations. Heureusement
pour nous, Abel parle de ces problèmes dans la lettre [2] adressée à
Legendre en 1828 :

Outre les fonctions elliptiques, il y a deux autres branches de
l'analyse dont je me suis beaucoup occupé, savoir la théorie de
l'intégration des formules di�érentielles algébriques et la théorie
des équations. À l'aide d'une méthode particulière j'ai trouvé
beaucoup de résultats nouveaux, qui surtout jouissent d'une très
grande généralité. Je suis parti du problème suivant de la théorie
de l'intégration :

� Étant proposé un nombre quelconque d'intégrales
R

y dx,R
y1dx,

R
y2dx etc., oùy; y1; y2; : : : sont des fonctions algébriques

quelconques dex, trouver toutes les relations possibles entre elles
qui soient exprimables par des fonctions algébriques et logarith-
miques �.

J'ai trouvé d'abord qu'une relation quelconque doit avoir la
forme suivante :

A
Z

y dx + A1

Z
y1dx + A2

Z
y2dx + � � � = u + B1 logv1 + B2 logv2 + � � �

où A; A 1; A2; : : : ; B1; B2; : : : sont des constantes, etu; v1; v2; : : :
des fonctionsalgébriquesde x. Ce théorème facilite extrêmement
la solution du problème ; mais le plus important est le suivant :

� Si une intégrale
R

y dx, où y est lié àx par une équation algé-
brique quelconque, peut être exprimée d'une manière quelconque
explicitement ou implicitement à l'aide de fonctions algébriques
et logarithmiques, on pourra toujours supposer :

Z
y dx = u + A1 logv1 + A2 logv2 + � � � + Am logvm ;

où A1; A2; : : : sont des constantes, etu; v1; v2; : : : ; vm des fonc-
tions rationnelles de x et y �.

Nous voyons qu'Abel s'était proposé le programme très ambitieux
de trouver toutes les relations qui peuvent exister entre un nombre
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quelconque d'intégrales abéliennes. Ceci permet d'obtenir un éclai-
rage commun pour les divers thèmes abordés dans [1], et dont le lec-
teur trouvera une présentation détaillée dans [99]. Nous reviendrons
à certains des théorèmes découverts par Abel dans la section 18.

13. Cauchy et les promenades d'intégration

Dans la section 10, nous avons vu le genre apparaître timidement
dans les recherches d'Abel concernant les propriétés des intégrales
abéliennes. Arrêtons-nous un peu plus sur la dé�nition d'une telle
intégrale.

Comme le manifeste la preuve présentée dans la section 11, les
écrits d'Abel sont extrêmement algébriques. Il n'est pas clair s'il
pense travailler uniquement avec des nombres réels, ou bien avec des
nombres complexes, ou bien formellement, en adjoignant des racines
d'équations chaque fois qu'il en a besoin, sans se préoccuper d'un
plongement dans l'ensemble des nombres complexes. Il n'aborde pas
non plus la question de l'interprétation de l'intégrale (10.1). Peut-
être travaillait-il avec elle intuitivement, comme on travaillait avec
des racines carrées de nombres négatifs avant d'en chercher des inter-
prétations constructives.

Par contre, à la même époque, Cauchy est engagé dans le dévelop-
pement du calcul des intégralesdé�nies comprises entre deux nombres
complexes. Si au début (voir [35]), son approche est plutôt calcula-
toire, avec le temps il développe une vision beaucoup plus géomé-
trique, dans laquelle intégrer signi�e se promener le long de chemins
tracés dans le plan.

En e�et, c'est justement à cette époque que se répand l'inter-
prétation géométrique des nombres complexes comme points d'un
plan muni d'un repère cartésien, et petit à petit les mathématiciens
cherchent à réinterpréter les théories où interviennent ces nombres
grâce à cette vision géométrique. L'une des grandes contributions de
Cauchy est d'avoir fait cela pour le calcul intégral. Voici par exemple
ce qu'il écrit dans l'article [36] de 1846, au sujet des intégrales abé-
liennes :
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Jusqu'ici, en considérant les intégrales dé�nies qui se rap-
portent aux divers points d'une courbe fermée décrite par un
point mobile dont les coordonnées rectangulaires représentent la
partie réelle d'une variable imaginairex et le coe�cient de

p
� 1

dans cette variable, j'avais supposé que, dans chaque intégrale,
la fonction sous le signe

R
reprenait précisément la même va-

leur lorsque, après avoir parcouru la courbe entière, on revenait
au point de départ. Mais rien n'empêche d'admettre que, dans
une telle intégrale, la fonction sous le signe

R
, assujettie, si l'on

veut, à varier avec x par degrés insensibles, acquiert néanmoins
des valeurs diverses à diverses époques où la valeur dex rede-
vient la même. C'est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction
sous le signe

R
, assujettie à varier par degrés insensibles avec la

position du point mobile que l'on considère, renferme des racines
d'équations algébriques ou transcendantes. Alors, si le point mo-
bile parcourt plusieurs fois de suite une même courbe, les racines
comprises dans la fonction dont il s'agit pourront varier avec le
nombre des révolutions qui ramèneront le point mobile à sa posi-
tion primitive O, de telle sorte qu'une racine d'une équation don-
née pourra se trouver remplacée, après une révolution accomplie,
par une autre racine de la même équation. [...] Mais cela n'em-
pêchera pas l'intégrale d'acquérir, après une seule révolution du
point mobile, une valeur déterminée ; et ce qui mérite d'être re-
marqué, c'est que cette valeur sera, pour l'ordinaire, dépendante
de la position du point mobile et indépendante, sous certaines
conditions, de la forme de la courbe.

Ce qui est ici en jeu, c'est qu'une � fonction algébrique � y(x)
n'est pas une fonction au sens ensembliste moderne, car elle n'associe
pas à un élément de l'ensemble sourceun seul élément du but, mais
plusieurs. On disait qu'elle était multivaluée ou multiforme .

Soyons plus précis. Par dé�nition, y(x) satisfait une équation poly-
nomiale irréductible à coe�cients complexes P(x; y) = 0 . On disait
que cette relation � dé�nit y comme fonction algébrique dex �. No-
tons par n le degré eny du polynôme P(x; y). À x0 2 C �xé, on
obtient une équation polynomiale eny qui, par le théorème fonda-
mental de l'algèbre, admet autant de racines, comptées avec multipli-
cités, que le degré deP(x0; y). Pour des valeurs spéciales dex0 2 C,
que nous appellerons lespoints critiques de y(x), on a :
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� soit le degré deP(x0; y) est plus petit que le degrén en la varia-
ble y de P(x; y) (au moins une racine deP(x1; y) = 0 s'échappe à
l'in�ni lorsque x1 tend vers x0, c'est-à-dire que la courbe d'équation
P(x; y) = 0 admet la droite d'équation x = x0 comme asymptote) ;

� soit certaines des racines de l'équation sont multiples.
La � fonction algébrique � y(x) associe doncn valeurs distinctes

de y à chaque valeurx en dehors du sous-ensemble �niK de C de ses
points critiques. Nous appelleronsK l' ensemble critiquede la fonction
algébrique.

Par exemple, l'équation (6.3) de la lemniscate dé�nit la fonction
algébrique y(x) qui s'exprime par radicaux de la manière suivante :

y = �

s
� (2x2 + 1) �

p
8x2 + 1

2

Elle n'admet pas d'asymptote verticale, et l'ensemble de ses points
critiques est constitué des nombres� 1; 0; 1; �

p
� 1=8. Mais, comme

le montrèrent les travaux d'Abel lui-même, puis ceux de Galois,
il n'existe pas en général de telles expressions � explicites �, par
radicaux, pour les fonctions algébriques. La seule manière générale
de se donner concrètement une fonction algébrique est donc à travers
son polynôme de dé�nition P(x; y) = 0 , supposé irréductible.

Revenons aux intégrales abéliennes.Comment intégrer une fonc-
tion algébrique si elle prend plusieurs valeurs en chaque point? Et si
on veut plutôt lui associer une seule valeur en chaque point, com-
ment choisir ces valeurs en des points di�érents ? Cauchy se rend
compte qu'il n'y a pas de manière de faire cela sans conventions sup-
plémentaires. Par contre, si on se donne les bornes d'intégration, et la
valeur de la fonction en la borne de départ, on peut faire un choix de
valeur par prolongement analytique(c'est-à-dire continu), le long de
tout chemin qui va d'un point à un autre sans passer par les points
critiques.

Plus précisément, l'exigence de continuité fait que l'on sait dé�nir
de proche en proche une fonctionunivaluée le long de ce chemin,
cas auquel s'applique l'intégration le long des chemins, telle qu'il
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l'avait développée dans des travaux antérieurs. Un tel choix de fonc-
tion univaluée continue y(x) sur une région U � C r K , telle que
P(x; y(x)) = 0 , est appelé unedétermination de la fonction algébri-
que dé�nie par l'équation P(x; y) = 0 . LorsqueU est un disque qui ne
rencontre pasK , une telle détermination existe de manière unique dès
que l'on choisit sa valeury(x0) en un point x0 2 U parmi les racines
de P(x0; y) = 0 . Le prolongement analytique le long d'un cheminc
se fait alors en recouvrant le chemin par un nombre �ni de disques
su�samment petits pour ne pas rencontrer K , puis en étendant les
déterminations de proche en proche, de chaque disque au suivant.

Ce que l'on obtient ainsi est une certaine généralisation de la notion
d'intégrale dé�nie prise entre deux pointsde R. Cauchy découvre que
l'intégrale prise entre deux points de C (les � limites imaginaires �
des titres de [35] et [36]) dépend faiblement du chemin choisi : elle
reste inchangée tant que l'on déforme par continuité ce chemin en
gardant ses extrémités �xées et en ne passant pas à travers les points
critiques. C'est là le point de départ de la théorie de l'homotopie(voir
[156]).

Le fait que
R

c1
y dx =

R
c2

y dx si y est une fonction algébrique dex
et que les chemins
 1; 
 2 sont homotopes à extrémités �xées dans
C r K , provient du fait que la forme di�érentielle y(x) dx est fermée
sur une région sur laquelle on choisit une détermination continue de
y(x), ce qui est équivalent au fait que les parties réelles et imaginaires
y1; y2 de y véri�ent le système d'équations aux dérivées partielles dit
� de Cauchy-Riemann�.

Expliquons cela un peu mieux, en termes modernes. Se donner
une homotopie entre les deux cheminsc1; c2 revient à se donner une
application di�érentiable � d'un rectangle ABCD vers C r K , qui
envoie le côtéAB dans le point de départ des chemins, le côtéCD
dans le point d'arrivée, le côtéBC dans c1 et AD dans c2 (voir la
�gure ci-après).

Il est possible que l'image de� entoure au moins l'un des points
critiques (comme dans notre �gure) et qu'il n'existe pas de détermi-
nation de y(x) sur cette image. Qu'à cela ne tienne, ce qui compte
est que le rectangle, lui, n'a pas de tels points à éviter. On prend
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alors la préimage� � (y dx) de la forme di�érentielle multiforme sur
le rectangle. Là on peut choisir une détermination unique dey(x),
étant donnée sa valeur au point de départ (donc sur le segmentAB ),
et � � (y dx) devient une forme di�érentielle univaluée et fermée. Par
la formule de Stokes 42.1, l'intégrale de� � (y dx) le long du bord
du rectangle est nulle. Mais la constance de� sur chacun des côtés
AB et CD implique l'annulation de l'intégrale sur ces côtés, d'où :R

AD � � (y dx) =
R

BC � � (y dx), ce qui est équivalent à l'égalité recher-
chée.

14. Puiseux et les permutations des racines

Comme l'a expliqué Cauchy dans l'extrait de [36] discuté dans la
section précédente, si l'on prend un chemin qui revient au point de
départ � 2 C r K (un lacet), tout en évitant les points critiques de
la fonction algébrique y(x), on obtient une permutation des racines
de l'équation P(�; y ) = 0 .

C'est Puiseux qui débuta dans son article [135] de 1850 l'étude sys-
tématique du groupe de permutations obtenu en considérant tous les
lacets basés en un point� �xé. Il comprit ainsi qu'il su�sait d'étudier
ce qui se passait lorsqu'on entourait simplement les points critiques,
car tout lacet est homotope à un composé delacets élémentaires, en-
tourant chacun un seul de ces points (voir la Fig. 12 dans le dessin
suivant, extrait de son article). De plus, il a�rme dans [135, Ÿ30] que
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l'on peut faire cela d'une seule manière si on s'impose de ne jamais
faire se suivre un lacet élémentaire et son inverse :

Ces notations adoptées, un contour fermé passant par le
point C et parcouru dans un sens déterminé, pourra, quelle que
soit sa forme (on exclut toujours le cas où ce contour passerait
par quelqu'un des points A; A 0; A00, etc.), être représenté par
la suite des contours élémentaires auxquels on le réduit en le
déformant : cette suite, dont chaque terme doit être a�ecté d'un
signe convenable, ainsi qu'on vient de l'expliquer, est ce que
nous appellerons lacaractéristique du contour. Ainsi les contours
CLMC des�g . [...] 15, 16 étant supposés parcourus dans le sens
CLMC , auront pour caractéristiques respectives

[:::]; (+ A)(+ A0)(+ A00);
(+ A0)(+ A00)( � A0)( � A)(+ A0);

et, s'ils sont parcourus dans le sens contraire, leurs caractéris-
tiques seront

[:::]; (� A00)( � A0)( � A);
(� A0)(+ A)(+ A0)( � A00)( � A0):



88 PATRICK POPESCU-PAMPU

[...] On voit facilement que les pointsA; A 0; A00, etc., restant les
mêmes ainsi que le pointC et les lignesCDA; CD 0A0; CD 00A00,
etc., un même contour, parcouru dans un même sens, n'est sus-
ceptible que d'une seule caractéristique [...]. Deux contours qui
ont la même caractéristique peuvent toujours se réduire l'un
à l'autre sans franchir aucun des pointsA; A 0; A00, etc. ; et, au
contraire, deux contours qui, dans quelque sens qu'on les sup-
pose parcourus, ont des caractéristiques di�érentes, ne peuvent
pas se réduire l'un à l'autre.

En termes modernes, Puiseux énonce le fait quele groupe fon-
damental du plan privé d'un ensemble �ni de points est librement
engendré par les lacets élémentaires. Comme nous le verrons dans la
section 39, c'est Poincaré qui dégagea la notion générale degroupe
fondamental, en partie a�n de pouvoir étudier sur n'importe quel es-
pace les permutations des valeurs d'une fonction multiforme qui y
serait dé�nie.

A�n de comprendre comment sont permutées les racines lorsque
l'on parcourt un lacet élémentaire, Puiseux utilise des développements
en série à exposants fractionnaires qui ont été introduits par Newton.
Plus précisément, supposons quex0 est un point critique et que y0 est
une racine multiple de l'équation P(x0; y) = 0 (le cas où une racine
s'échappe à l'in�ni peut être traité de manière analogue en faisant
un changement de variablez = 1=y). En prenant comme nouvelles
variables x � x0 et y � y0, on peut supposer quex0 = y0 = 0 .

Considérons par exemple le cas de la lemniscate (6.2). L'origine est
bien un tel point (x0; y0). On voit que s'y rencontrent deux branches,
mais que celles-ci se rejoignent plus loin. Cela correspond au fait que
le polynôme de dé�nition, qui est irréductible par hypothèse, devient
réductible dans l'anneau des séries formellesC [[x; y]].

On peut ainsi dé�nir en général lesbranches(ou composantes irré-
ductibles locales) au point (0; 0) d'une courbe algébrique planeC
dé�nie par l'équation polynomiale P(x; y) = 0 , comme les lieux des
points dé�nis dans un voisinage su�samment petit de (0; 0) par les
facteurs irréductibles deP(x; y) dans C [[x; y]].

Supposons quef (x; y) 2 C [[x; y]] dé�nit une branche de C à l'ori-
gine, et supposons (ce qui peut être toujours assuré) quef est polyno-
miale eny. Notons par p son degré. Newton montra (voir les extraits
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de lettres de Newton à Oldenburg repris dans [22, pp. 372-375]) que
dans ce cas il existe une série� (t) 2 C [[t]] telle que� (x1=p) soit formel-
lement une racine de l'équationf (x; y) = 0 . Comme Puiseux avait
besoin de prendre les valeurs de ces séries� (x1=p) en dehors de0,
il eut à s'interroger sur leur convergence. Il prouva qu'elles l'étaient
bien. On parle depuis deséries de Newton-Puiseux. Le lecteur dési-
rant en savoir plus à leur sujet pourra consulter par exemple [22] ou
[159].

Grâce à ces développements en séries fractionnaires convergentes,
Puiseux développa chaque permutation des racines obtenue en tour-
nant sur un lacet élémentaire en produit de cycles. Comme expliqué
précédemment, ceci permet ensuite d'exprimer la permutation cor-
respondant à n'importe quel lacet.

Notons que ce groupe de permutations est unemesure de la mul-
tiformité de la fonction algébrique étudiée.

15. Riemann et la découpe des surfaces

Peu après Cauchy et Puiseux, Riemann vint avec une solution ra-
dicalement di�érente du problème de la multiformité des fonctions.

Il démarra avec le même processus de pensée que Cauchy, celui du
prolongement analytiquele long d'un lacet. Ce qui changeait, c'est
qu'il imagina un � feuillet � très mince se propager le long du lacet,
et que, lorsque l'on revient au point de départ, on ne revient pas
sur le même feuillet si la valeur de la fonction obtenue par prolonge-
ment analytique est di�érente de la valeur initiale, mais sur un autre
feuillet.

Ainsi, en faisant les prolongements analytiques le long de tous les
lacets possibles, on associe à la fonction algébrique de départune
surface compacte et lisse à plusieurs feuilletsqui recouvre la sphère
de RiemannC = C[1 associée au planC de la variable complexex.
C'est cette surface que l'on appela �la surface de Riemann associée
à la fonction multiforme y(x) �. Il introduisit cette vision dès 1851,
dans [140], mais c'est en 1857, dans [141, Préliminaires, I], qu'il en �t
la description la plus imagée (attention au fait qu'ici x et y désignent
les parties réelles et imaginaires dez 2 C) :
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Dans quelques recherches, notamment dans l'étude des fonc-
tions algébriques et abéliennes, il sera utile de représenter le
mode de rami�cation d'une fonction multiforme de la façon géo-
métrique suivante :

Concevons une surface étendue sur le plan des(x; y) et coïnci-
dant avec lui (ou si l'on veut un corps in�niment mince étendu sur
ce plan), qui s'étend autant et seulement autant que la fonction y
est donnée. Lorsque la fonction sera prolongée, cette surface sera
donc également étendue davantage. En une région du plan où
se présentent deux ou plusieurs prolongements de la fonction, la
surface sera double ou multiple. Elle se composera alors de deux
ou de plusieurs feuillets dont chacun correspond à une branche
de la fonction. Autour d'un point de rami�cation de la fonction,
un feuillet de la surface se prolongera en un autre feuillet, et de
telle sorte que, dans le voisinage de ce point, la surface pourra
être regardée comme un hélicoïde dont l'axe est perpendiculaire
au plan des(x; y) en ce point et dont le pas de vis est in�niment
petit. Mais lorsque la fonction, après quez [= x + iy ] a décrit
plusieurs tours autour de la valeur de rami�cation, reprend sa
valeur initiale, on devra alors supposer que le feuillet supérieur
de la surface se raccorde avec le feuillet inférieur en passant à
travers le reste des feuillets.

La fonction multiforme admet en chaque point d'une surface,
qui en représente ainsi le mode de rami�cation,une seuleva-
leur déterminée, et peut donc être regardée comme une fonction
parfaitement déterminée du lieu (d'un point) sur cette surface.

Cette dernière phrase est essentielle : la fonction qui était multi-
forme en tant que fonction de la variablez, devient uniforme en tant
que fonction dé�nie sur la surface associée.

Si l'on veut construire e�ectivement dans notre espace physique
un hélicoïde tel que décrit par Riemann, on est obligé de faire se
croiser les feuillets, comme dans le modèle reproduit ici d'une surface
de Riemann à deux feuillets au voisinage d'un point de rami�ca-
tion, provenant de l'un des premiers manuels [119] sur la théorie de
Riemann(7) . Mais il est important de comprendre qu'une telle ligne
d'auto-intersection est un artefact de la représentation spatiale, et
qu'il faut en faire abstraction.

(7)J'ai repris la photo de [154, p. 284].
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En e�et, la surface de RiemannT associée à une fonction algébri-
quey(x) est lisse, elle n'a aucun point singulier. Au dessus d'un point
critique x0 2 C [ 1 , il y a autant de points de la surface que de fac-
teurs irréductibles du polynômeP(x; y) dans C [[x � x0]] [y], l'anneau
des polynômes eny à coe�cients des séries formelles enx � x0. Si
l'un de ces facteurs irréductibles a une série de Newton-Puiseux de la
forme � ((x � x0)1=p), alors t = ( x � x0)1=p est une coordonnée locale
sur la surface.

Chaque point de la surfaceT recouvre un point de C. On a donc
une application holomorphe f : T ! C qui est un revêtement rami-
�é , un homéomorphisme local en dehors des points de rami�cation.
L'ensemble de sespoints de rami�cation est constitué des points deT
situés sur l'axe d'un hélicoïde dans la vision de Riemann, comme ce-
lui situé au centre de la �gure précédente. Leurs images dansC sont
contenues dans le lieu critique de la fonction algébriquey(x) de dé-
part. Mais tous les points critiques ne sont pas des images des points
de rami�cation, comme le montre à nouveau l'exemple de la lemnis-
cate, où l'origine sur l'axe desx est critique parce que s'y projette un
point singulier de la courbe, point qui correspond à deux points de la
surface de Riemann associée, aucun des deux n'étant de rami�cation.

Les fonctions rationnelles en les variablesx; y deviennent méro-
morphessur T, c'est-à-dire qu'elles s'écrivent sous la formetm u(t) en
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termes d'une telle coordonnée locale, oùm 2 Z et u(t) est une série
convergente qui ne s'annule pas ent = 0 . On a un zéro d'ordre m si
m > 0 et un pôle d'ordre � m si m < 0.

Une intégrale abélienne
R

y dx, où y est fonction algébrique dex,
se réinterprète alors sur la surface de RiemannT associée ày(x).
Plus précisément, si on demande de la calculer à la Cauchy, le long
d'un chemin contenu dans le plan de la variable complexex et ne
rencontrant pas l'ensemble critique, la donnée de la valeur de départ
de la fonction y(x) détermine le point de départ surT. Le chemin se
relève alors canoniquement, et on calcule la valeur de l'intégrale de
y dx, qui est une forme de degré1 univaluée sur T. La particularité
de cette forme est qu'elle estfermée : d(y dx) = 0 (voir la section 41
pour la manière dont on est arrivé à s'exprimer ainsi).

Riemann est donc amené à étudier en général les intégrales de
formes di�érentielles fermées de degré1, le long de chemins tracés
sur une surfaceT. Voici ce qu'il raconte à ce sujet dans [141, Préli-
minaires, II] (attention à nouveau au fait que x et y désignent ici les
parties réelles et imaginaire d'une coordonnée complexe locale) :

Par conséquent, l'intégrale
Z

(Xdx + Y dy);

prise entre deux points �xes, le long de deux chemins di�érents,
a la même valeur lorsque ces deux chemins réunis forment l'enca-
drement complet d'une partie de la surfaceT. Par suite, lorsque,
à l'intérieur de T, toute courbe qui se ferme en revenant sur
elle-même forme le contour d'encadrement complet d'une partie
de T, l'intégrale, prise à partir d'un point �xe initial jusqu'à un
même point �nal, conserve toujours la même valeur et est une
fonction de la position du point �nal continue partout sur T et
indépendante du chemin d'intégration. [...]

Quand sur une surfaceF l'on peut mener n courbes fermées
a1; a2; : : : ; an qui, soit qu'on les considère séparément, soit qu'on
les considère réunies, ne forment pas un contour d'encadrement
complet d'une partie de cette surface, mais qui, jointes à toute
autre courbe fermée, forment alors le contour d'encadrement
d'une partie de la surface, la surface sera dite(n+1) fois connexe.
[...]
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Une surface(n + 1) fois connexe est décomposée [...] en une
surfacen fois connexe par toute section transverse qui ne la mor-
celle pas.

Pour rendre ces considérations applicables à une surface sans
contour d'encadrement, c'est-à-dire une surface fermée, on devra
transformer cette surface fermée en une surface qui possède un
encadrement, en y pratiquant un trou en un point quelconque,
de sorte que la première décomposition sera e�ectuée au moyen
d'une section transverse partant de ce point pour y revenir et
formant, par conséquent, une courbe fermée.

Riemann dé�nit donc une complexité pour les surfaces, qu'elles
aient ou non un bord, leur � ordre de connexion�. Une sphère a
l'ordre de connexion 1, un tore 3. Pour les surfaces sans bord, cet
ordre de connexion s'exprime simplement en termes du genre : c'est
son double plus un.

Au fait, voici comment le genre, qu'il note p, apparaît chez Rie-
mann (dans [141, ŸI ; III]) :

Concevons maintenant que l'on donne une surface connexeT,
recouvrant partout n fois le plan desz, sans contour, mais que
l'on peut, d'après ce qui précède, regarder comme une surface
fermée, et que l'on ait décomposé cette surface en une surface
simplement connexeT0. Comme la courbe d'encadrement d'une
surface simplement connexe est formée par un contour unique,
mais qu'une surface fermée prend, par l'e�et d'un nombre im-
pair de sections, un nombre pair de portions d'encadrement, et,
par l'e�et d'un nombre pair de sections, un nombre impair de
portions d'encadrement, pour e�ectuer cette décomposition de
la surface, il sera donc nécessaire de pratiquer un nombre pair
de sections. Soit2p le nombre de ces sections transverses. [...]

En d'autres termes, 2p est le nombre maximum de lacets que l'on
peut tracer sur la surfaceT sans la disconnecter. C'est ici que le genre
devient un caractère topologique d'une surface, et non pas algébrique
d'une fonction multiforme, comme chez Abel.

Nous verrons dans les sections 39 et 40 que, suite aux travaux de
Poincaré, on allait réinterpréter ce nombre2p comme rang du premier
groupe d'homologiede T, c'est-à-dire comme son premiernombre de
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Betti . Dans les théorèmes 40.3 et 43.2 nous verrons deux générali-
sations en dimensions supérieures du fait que le premier nombre de
Betti d'une surface orientable est pair.

Revenons à l'esprit de la construction de Riemann. Il est possible
que sur la surface, l'intégrale de la forme fermée considérée soit multi-
forme. Par la formule de Stokes (pour ces dimensions, elle est souvent
appeléeformule de Green-Riemann), on voit que ceci est dû à la pré-
sence de courbes qui ne bordent pas de portion de surface. Il crée
alors arti�ciellement des barrières, jusqu'à ce que toute courbe fer-
mée qui les évite borde une portion de surface, puis il découpe le long
de ces barrières.

C'est une particularité de la dimension2 que la surface obtenue soit
automatiquement simplement connexe (elle est en fait homéomorphe
à un disque). En e�et, dans son article [131] de 1904, Poincaré donna
le premier exemple d'une variété de dimension3 qui a la même homo-
logie que la sphère tridimensionnelle, mais qui n'est pas simplement
connexe.

Ceci lui suggéra de demander siune variété simplement connexe de
dimension trois est forcément homéomorphe à une sphère. Cette ques-
tion allait être connue sous le nom deconjecture de Poincaré, l'une
des plus célèbres duxx e siècle, et n'allait être démontrée que presque
100 ans plus tard, dans [126], par Perelman. Le lecteur curieux d'en
savoir plus sur la topologie en dimension3, dont nous ne reparlerons
que dans la section 20, pourra lire l'article [116] de Milnor.

En revenant à l'exemple de Poincaré, et en lui enlevant une boule,
on obtient une variété bordée par une sphère, dans laquelle toute
courbe ou surface close borde nécessairement, mais qui n'est pas sim-
plement connexe, contrairement à la situation en dimension2.

Il est possible que Riemann ait reçu de Gauss la suggestion d'ana-
lyser les surfaces par découpes successives. Une indication en ce sens
nous est fournie par une lettre de Betti à son ami Tardy, datée du 6
Octobre 1863, et republiée dans [166] :
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Ce qui donna à Riemann l'idée des coupures a été que Gauss
les lui a dé�nies, en lui parlant d'autres sujets, lors d'une conver-
sation privée. Dans ses écrits on trouve que l'analysis situs, c'est-
à-dire, cette considération des quantités indépendamment de leur
mesure, est � wichtig � [important].

Maintenant que l'on a à disposition une dé�nition d'� analysis si-
tus � (topologique) du genre pour une fonction algébriquey(x), com-
ment l'utiliser pour calculer celui-ci

Considérons le revêtement rami�éf : T ! C associé à la fonction
algébriquey(x). Si P est un point de rami�cation, et si f est donnée
en coordonnées locales convenables centrées enP et f (P) par z ! zm ,
on dit que l' indice de rami�cation i (P) de f au point P de T vaut
m � 1. Ce vocabulaire peut s'étendre au cas où on a un revêtement
rami�é entre deux surfaces de Riemann. On a alors la formule sui-
vante, dite de Riemann-Hurwitz, reliant les genres et les indices de
rami�cation :

Théorème 15.1.Soit f : T ! S un revêtement rami�é à n feuillets
entre deux surfaces de Riemann compactes. Alors :

p(T) = n � p(S) +
X

P 2 T

i (P):

La manière probablement la plus simple de prouver ce théorème
est de considérer une triangulation deS ayant les images des points
de rami�cation parmi ses sommets, puis de la relever en une triangu-
lation de T. On exprime alors facilement la caractéristique d'Euler-
Poincaré deT en fonction de celle deS, du nombre de feuillets (appelé
degrédu revêtement) et des indices de rami�cation. Puis on utilise le
fait que la caractéristique d'Euler-Poincaré d'une surface de Riemann
de genrep vaut 2� 2p. Mais une telle preuve n'a semble-t-il imaginée
qu'après que Poincaré ait établi une notion de caractéristique d'Euler
pour les variétés de dimension quelconque (voir la section 47).

On trouvera beaucoup plus de détails sur les travaux topologiques
de Gauss, Riemann, et plus généralement des mathématiciens duxix e

siècle, dans Pont [132]. On y découvre ainsi l'in�uence essentielle de
Gauss sur les premières directions de recherche dans ce domaine. Par
exemple (voir aussi [133]), c'est Listing, l'un des étudiants de Gauss,
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qui invente le terme de � topologie�, qui allait remplacer au xx e siècle
celui d'� analysis situs�, proposé par Leibniz.

16. Riemann et l'invariance birationnelle

Si Riemann développe ainsi une vision très topologique des sur-
faces, il ne perd pas de vue que ses exemples fondamentaux pro-
viennent des fonctions algébriques et de leurs intégrales.

Dans le calcul intégral il est très important de faire des change-
ments de variables. Il est naturel de s'attendre à ce que certains chan-
gements de variables préservent les propriétés des intégrales étudiées.
Ce sont probablement des considérations de ce genre qui le menèrent
à identi�er dans [141, ŸI ; XII] les équations polynomiales qui s'ob-
tiennent l'une de l'autre par des transformations rationnelles :

On considérera maintenant, comme faisant partie d'unemême
classe, toutes les équations algébriques irréductibles entre deux
grandeurs variables, qui peuvent être transformées les unes dans
les autres par des substitutions rationnelles; de la sorte

F (s; z) = 0 et F1(s1; z1) = 0

appartiennent à la même classe lorsque l'on peut remplacers et z
par des fonctions rationnelles des1 et z1, telles queF (s; z) = 0
se transforme enF1(s1; z1) = 0 ; s1 et z1 étant également des
fonctions rationnelles des et z.

En termes géométriques, les courbes algébriques planes dé�nies
par les équationsF (s; z) = 0 et F1(s1; z1) = 0 sont dites biration-
nellement équivalentes. Un théorème essentiel de Riemann est, en
formulation modernisée :

Théorème 16.1.Le genre d'une courbe algébrique est un invariant bi-
rationnel.

Ce théorème peut être vu comme une conséquence du fait qu'une
équivalence birationnelle induit en fait un homéomorphisme entre
les surfaces de Riemann associées, et que le genre est invariant par
homéomorphisme (voir la section 19). Ce fait est spéci�que à la
dimension un. En e�et, à cause de l'apparition du phénomène de
l' éclatement (voir la section 30), dès la dimension complexe2 on
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trouve une in�nité de types topologiques dans toute classe d'inva-
riance birationnelle de variétés algébriques lisses.

En revenant aux objets manipulés jusqu'à présent, remarquons
comment l'attention s'est déplacée d'uneintégrale abélienne

R
y dx à

la fonction algébriquey(x), puis au polynôme P(x; y) la dé�nissant,
ensuite à la courbe planeC dé�nie par l'annulation du polynôme et
en�n à la surface de Riemannassociée, sur laquelle la fonction algé-
brique y(x) devient uniforme. En fait, elle le devenait déjà sur la
courbe C. Mais pour Riemann il était important d'avoir un domaine
lisse et compact, ce pourquoi ce n'était pas satisfaisant de travailler
sur C. Bien sûr, à son époque on savait déjà obtenir la compacité
(le concept n'existant encore que sous forme intuitive) en regardant
les courbes non plus dans le plan a�ne, mais dans le plan projectif,
ce qui a pour e�et de leur rajouter des � points à l'in�ni �. Cette
procédure n'élimine évidemment pas les points singuliers.

Dans la section 30 nous verrons que cette exigence de lissité allait
amener des problèmes redoutables en dimensions plus grandes.

17. Le théorème de Riemann-Roch

Toute fonction algébriquey(x), multivaluée en général, devient uni-
valuée sur la surface de RiemannT qui lui est associée. Par consé-
quent, si Q(x; y) est une fraction rationnelle à deux variables, la fonc-
tion algébrique Q(x; y(x)) devient elle aussi univaluée surT. Ces
fonctions forment le corps des fonctions rationnelles sur la surface
de Riemann, qui est l'objet algébrique fondamental associé àT.

Une fraction rationnelle à une variable est déterminée (à une
constante multiplicative près) par ses zéros et ses pôles. Cela reste
vrai sur toute surface de Riemann, la preuve se faisant simplement en
appliquant le principe du maximum du module au quotient (partout
holomorphe) de deux solutions : par ce principe, le module d'une
fonction holomorphe n'a de maximum local que si la fonction est
constante. Mais ce qui ne l'est plus, et qui est en fait une spéci�cité
du genre 0, est que tout ensemble de points, doué de multiplicités
entières, et dont la somme est nulle, est le lieu des zéros et des pôles
d'une fonction rationnelle.
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Pour voir que ceci n'est pas possible en genre au moins1, il su�t
de remarquer que deux points distinctsA et B étant �xés sur T, une
fonction rationnelle ayant un seul zéro enA et un seul pôle enB
établit un isomorphisme entre T et la sphère de Riemann. DoncT
est forcément de genre0.

Riemann s'est rendu compte qu'il était plus fructueux en général
de ne pas imposer tous les zéros et les pôles, mais uniquement un
ensemble den points devant contenir le lieu polaire. Sur une courbe
rationnelle, la dimension de l'ensemble des fonctions rationnelles qui
ont leur lieu polaire inclus dans cet ensemble �xé vaut toujoursn +1 .
Le genre fait en général diminuer ce nombre : Riemann montre dans
[141] que la dimension estau moins 1� p+ n. Peu après, en 1865, son
étudiant Roch réussit dans [142] à expliquer la raison pour laquelle
on n'avait plus forcément égalité :

Théorème 17.1.Soit T une surface de Riemann compacte, de genrep.
Fixons n points dessus. Alors la dimension de l'espace des fonctions
méromorphes surT qui ont au plus des pôles simples, situés parmi les
points �xés, est égale1� p+ n, augmenté de la dimension de l'espace
des1-formes holomorphes surC s'annulant aux points �xés.

Les formes di�érentielles jouent donc un rôle aussi dans cette ques-
tion, de l'énoncé de laquelle elles sont absentes.

Remarquons que ce théorème, vrai aussi en interprétant � surface
de Riemann � au sens abstrait de courbe holomorphe compacte et
lisse (voir la section 24), permet de montrer qu'il existe pléthore de
fonctions méromorphes non constantes dessus. De là il n'y a plus
qu'un petit pas à montrer que toute surface de Riemann compacte et
lisse se plonge dans un espace projectif. Par contre, dès la dimension
complexe2, il existe des variétés holomorphes, compactes et lisses qui
ne se plongent dans aucun espace projectif (on dit qu'elles ne sont
pas projectives). On en reparlera à la �n de la section 43.

Ce théorème de Riemann-Roch allait être un guide puissant pour
généraliser la notion de genre en dimension plus grande : une telle
généralisation doit être guidée par la volonté de formuler grâce à
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elle une généralisation de ce théorème. On discutera de cela dans les
sections 45�49.

18. Réinterprétation des travaux d'Abel

Nous avons vu dans la section 12 qu'Abel avait un programme très
ambitieux d'étude de toutes les relations possibles entre intégrales
abéliennes. Il a découvert, même s'il ne les a pas toujours com-
plètement démontrés, de nombreux théorèmes les concernant. Par
exemple, dans [99], Kleiman fait la liste et indique des preuves mo-
dernes pour ceux qu'il pense être présents dans l'article [1]. L'un des
théorèmes les plus connus parmi ceux-ci, expliqué dans quasiment
tous les livres sur les courbes algébriques ou les surfaces de Riemann,
est le suivant :

Théorème 18.1.Soit T une surface de Riemann compacte. On consi-
dère deux ensembles den points dessus,A i et B j , et pour chaque
point A i , un chemin ci reliant A i à l'un des B j , en établissant ainsi
une bijection entre les deux ensembles de points. Alors la sommeP

j

R
cj

! est nulle modulo des périodes de! pour toutes les formes!
rationnelles, de degré un et sans pôles, si et seulement si il existe une
fonction méromorphe sur C dont le lieu des pôles est formé par les
points B j et le lieu des zéros par les pointsA i (on dit alors que le
système des pointsA j est linéairement équivalent à celui desB j ).

Nous avons vu dans la section 13 qu'une intégrale dé�nie d'une
fonction algébrique ne dépend pas que des extrémités, mais aussi de la
classe d'homotopie du chemin qui les relie dansC. Chez Riemann, cela
se reformule dans le fait qu'une intégrale d'une forme méromorphe sur
une surface de Riemann ne dépend pas que des extrémités du chemin
sur lequel on intègre, mais aussi de sa classe d'homotopie à extrémités
�xées. Il est important de comprendre comment change l'intégrale
lorsque l'on change de chemin. La di�érence des intégrales sur deux
chemins de mêmes extrémités est une intégrale sur une courbe fermée.
Une telle intégrale est appelée unepériodede la forme que l'on intègre.

Revenons au théorème 18.1. Remplaçons les cheminscj de l'énoncé
du théorème 18.1 par d'autres cheminsc0

j , tout en respectant les
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contraintes imposées. Pris ensemble, les cheminscj suivis des che-
mins c0

j parcourus dans le sens opposé, forment un ensemble �ni de
courbes fermées tracées sur la surface de Riemann (voir un exemple
sur la �gure suivante). Les sommes considérées dans le théorème 18.1
varient donc de périodes de ! , ce qui explique leur présence dans
l'énoncé.

Abel n'a en fait pas démontré la su�sance, mais seulement un
énoncé équivalent à l'implication qui part de l'hypothèse que les
points donnés forment les zéros et les pôles d'une fonction méro-
morphe f . Il n'a pas non plus parlé de périodes (rappelons qu'il tra-
vaille avec ses intégrales formellement, comme l'illustre sa preuve re-
produite dans la section 11), mais il a montré que si l'on considère
les pointsB j comme variables, dépendant algébriquement d'un para-
mètre t, et tels que pour chaquet ils forment la préimage complète
f � 1(t), alors la somme abélienne :

X

i

Z B i (t )

A i

y(x)dx

est constante, oùy(x) est la fonction algébrique telle que
R

y(x)dx
soit une intégrale de première espèce.

Voici comment on peut expliquer cette implication géométrique-
ment, à l'aide de la vision introduite par Riemann avec ses surfaces.
La fonction méromorphe f dont les zéros et les pôles sont les points
donnés, représenteT comme un revêtement rami�é au-dessus de la
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sphère de RiemannC. En dehors des points de rami�cation, C est
recouverte parn feuillets deT. Faisons la somme des restrictions de!
à cesn feuillets. On obtient une forme holomorphe surC sans pôles,
dé�nie en dehors des points de rami�cation. Une étude locale au voi-
sinage de ces derniers montre que cette forme s'étend en une forme�
partout holomorphe sur C. Mais sur une sphère, une telle forme est
nécessairement nulle ! En e�et, on a le théorème suivant, donnant
une caractérisation du genre par le calcul intégral (au lieu de formes
holomorphes, Riemann parlait encore, comme Abel, d'intégrales de
première espèce) :

Théorème 18.2.Le genre p d'une surface de Riemann compacteT
est égal à la dimension de l'espace vectoriel complexe des formes de
degré1 holomorphes surT.

Maintenant on peut facilement conclure la preuve de notre impli-
cation. En e�et, par hypothèse, les points A j forment la préimage
f � 1(0) et les points B j la préimage f � 1(1 ). On peut donc choisir
pour cheminscj les diverses préimages parf d'un chemin �xe c joi-
gnant 0 et 1 dans C, tout en évitant les points de rami�cation. La
somme abélienne considérée sur ces chemins est donc égale à l'inté-
grale

R
c � . Comme � est nulle, on a terminé.

Une généralisation de l'implication précédente, prouvée aussi par
Abel (qui parle toujours de fonction algébrique là où nous parlons de
surface de Riemann), est :

Théorème 18.3.Si T est une surface de Riemann compacte, que! est
une forme de degré un, méromorphe surT et que pour toutt 2 C, les
points B i (t) forment la préimage f � 1(t) d'une fonction méromorphe
f : T ! C, alors la somme abélienne :

X

i

Z B i (t )

B i (0)
!

est de la formeR(t) + log Q(t), où R(t) et Q(t) sont des fractions
rationnelles en t.

L'ambiguïté dans le choix des chemins d'intégration se manifeste
par l'ambiguïté dans le choix de la détermination du logarithme.
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Le lecteur curieux de voir des prolongements beaucoup plus récents
de ces idées pourra étudier les articles [75] et [76] de Gri�ths.

Dans les théorèmes 18.1 et 18.3, les chemins d'intégration dépen-
dent d'un paramètre. En fait, Abel a étudié aussi ce qui se passait
lorsqu'on prenait de telles sommes avec des extrémités indépendantes
entre elles :

Théorème 18.4.Considérons une surface de Riemann compacteT
de genre p, et une forme méromorphe ! sur T. Fixons un point
A 2 T. Alors la somme abélienne

P p+1
j =1

RB j
A ! est égale à la somme

d'une fonction élémentaire en les B j et d'une somme abélienne
P p

k=1

RCk
A ! , les points Ck dépendant algébriquement des pointsB j .

C'est ce théorème qui est la vaste généralisation obtenue par Abel
du théorème 8.1 d'addition pour l'intégrale lemniscatique. Abel,
comme d'habitude, le voyait très concrètement comme un théorème
sur des fonctions de plusieurs variables. Avec la reformulation rie-
mannienne, on se retrouve avec une fonction dé�nie sur la puissance
(p + 1) -ème de la surface de Riemann : une variété de dimension
(p+ 1) . C'est aussi à cause de cela que [141] a stimulé non seulement
les recherches sur les courbes complexes (les surfaces de Riemann),
mais aussi sur les variétés complexes de dimension supérieure.

Expliquons brièvement, pour le béné�ce du lecteur initié, com-
ment une vision géométrique en dimension plus grande permet de
comprendre le théorème qu'Abel cite dans la préface de [1], et dans
lequel nous avons vu à la �n de la section 10 la première manifestation
de la notion de genre.

Partons d'une surface de Riemann compacteT, par exemple celle
associée à la courbe algébrique irréductible qui correspond à une fonc-
tion algébrique. Fixons un point de départ A0 2 T pour le calcul des
intégrales le long des chemins tracés surT, ainsi qu'une forme dif-
férentielle méromorphe� quelconque surT. Abel s'intéresse dans le
théorème dont il est question ici à la fonction :

(A1; : : : ; Am ) �!
mX

j =1

Z

cj

�

où cj est un chemin quelconque allant deA0 à A j .
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Fixons une base(! 1; : : : ; ! p) de l'espace vectoriel complexe des
formes holomorphes surT (voir le théorème 18.2). À chaque lacetc
tracé sur T correspond un vecteur-période(

R
c ! 1; : : : ;

R
c ! p) 2 Cp.

Ces divers vecteurs forment un sous-groupe� de Cp, qui est engen-
dré par les vecteurs-périodes pris le long d'un ensemble de2p lacets
qui ne disconnectent pasT. On montre que ces2p vecteurs sont indé-
pendants, et que de plus� est discret dans Cp. Ceci permet de voir
que l'espace quotientCp=� est topologiquement un tore de dimen-
sion 2p. On l'appelle la Jacobiennede la surface de RiemannT. Nous
la noterons J (T).

Le nom fait référence au fait que c'est à Jacobi que l'on doit, à par-
tir de son article [92], les premiers développements de l'idée qu'il faut
étudier simultanément toutes les intégrales abéliennes de première
espèce attachées à une courbe algébrique. D'ailleurs, c'est dans cet
article qu'il introduisit l'appellation de � transcendante abélienne�
pour les intégrales abéliennes.

Considérons l'espaceTm desm-uplets de points deT. Le choix du
point de départ A0 permet d'associer à tout point (A1; : : : ; Am ) 2 Tm

le vecteur des sommes abéliennes :
� mX

j =1

Z

cj

! 1; : : : ;
mX

j =1

Z

cj

! p

�
:

Comme cette somme est bien dé�nie modulo des vecteurs-périodes,
son image dans la jacobienneJ (T) ne dépend pas du choix des che-
mins d'intégration. On obtient ainsi une application :

� m : Tm �! J (T)

On montre qu'elle est surjective dès quem > p. Par le théorème
18.1, les préimages� � 1

m (t) forment une classe d'équivalence linéaire
de m-uplets ordonnés sur T. La surjectivité de � m montre que pour
tous les t 2 J (T) en dehors d'une certaine sous-variété complexe,
� � 1

m (t) est de dimension complexedim Tm � dim J (T) = m� p. Donc,
si on contraint le m-uplet (A1; : : : ; Am ) 2 Tm à rester dans une telle
préimage� � 1

m (t), on établit (localement dans Tm ) entre les variables
A1; : : : ; Am des fonctionsA i !

P m
j =1

R
cj

! i exactement p relations
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algébriques, ce qui explique pourquoi nous avons a�rmé à la �n de
la section 10 que le nombre de ces relations est égal au genre.

Ces relations sont a priori transcendantes, car la jacobienneJ (T)
n'est par construction qu'une variété analytique complexe lisse. En
fait, elle peut être canoniquement plongée dans un espace projectif,
raison pour laquelle l'application � m est un morphisme entre variétés
algébriques. Donc les relations qui dé�nissent l'une des préimages
� � 1

m (t) peuvent être choisies algébriques (en prenant les préimages
par � m d'un ensemble de fonctions rationnelles surJ (T), dont le
lieu d'annulation est réduit au point t), conformément à l'a�rmation
d'Abel.

Revenons maintenant à la forme di�érentielle méromorphe� sur T.
En prenant ses préimages par lesm projections deTm sur ses facteurs,
puis en les additionnant, on obtient une forme méromorphe fermée de
degré1 sur Tm . Par construction, elle est invariante par permutation
des facteursT dans Tm , elle descend donc au quotientT [m] de Tm

par ce groupe de permutations. Notons par� [m] cette forme fermée
de degré un surT [m]. Les points de l'espaceT [m] paramètrent les
m-uplets non ordonnés de points deT, éventuellement confondus,
c'est-à-dire lesdiviseurs e�ectifs de degrém (voir la section 29).

Le quotient de � � 1
m (t) par le groupe de permutation précédent est

égal à l'espace de tous les diviseurs e�ectifs linéairement équivalents à
un diviseur �xé, c'est-à-dire à une série linéaire complète. C'est donc
un espace projectif. On montre alors qu'une forme rationnelle fermée
de degré1 sur un tel espace est toujours la di�érentielle de la somme
d'une fonction algébrique et du logarithme d'une fonction algébrique.

Ceci explique géométriquement le théorème énoncé par Abel dans
sa préface, et le rôle qu'y joue le genre.

Nous arrêtons ici de parler des recherches d'Abel. Le lecteur cu-
rieux d'apprendre beaucoup plus sur le développement de ses idées
jusqu'à notre époque pourra consulter les divers articles de [110]. Ce-
lui curieux d'en savoir plus sur le lien entre les surfaces de Riemann
et leurs jacobiennes pourra lire le texte d'initiation [118] publié par
Mumford en 1975.
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19. Jordan et la classi�cation topologique

Jordan proposa en 1866, dans [94], l'une des premières tentatives
de preuve d'un théorème de classi�cation topologique des surfaces,
c'est-à-dire à homéomorphisme près(8) . Le terme d'homéomorphisme
n'existait pas encore, et Jordan est l'un des premiers, avec Möbius,
à en proposer une dé�nition, il est vrai, faisant beaucoup appel à
l'intuition :

Nous nous appuierons [...] sur le principe suivant qu'on peut
regarder comme évident, et prendre au besoin pour dé�nition :

Deux surfacesS; S0 sont applicables l'une sur l'autre si l'on
peut les décomposer en éléments in�niment petits, de telle sorte
qu'à des éléments quelconques contigus deS correspondent des
éléments contigus deS0.

Voici maintenant comment il présente son problème, ainsi que le
théorème obtenu :

Un des problèmes les plus connus de la Géométrie, est le sui-
vant :

Trouver les conditions nécessaires et su�santes pour que deux
surfaces ou portions de surfaces �exibles et inextensibles puissent
être appliquées l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicature.

On peut se proposer un problème analogue, en supposant au
contraire que les surfaces considérées soient extensibles à volonté.
La question ainsi simpli�ée rentre dans la géométrie de situation,
et nous allons la résoudre en démontrant le théorème suivant :

Théorème. � Pour que deux surfaces ou portions de surfaces
�exibles et extensibles à volonté soient applicables l'une sur
l'autre sans déchirure ni duplicature, il faut et il su�t :

1� Que le nombre des contours séparés qui limitent respective-
ment ces deux portions de surfaces soit le même (si les surfaces
considérées sont fermées, ce nombre est nul).

2� Que le nombre maximum de contours fermés ne se tra-
versant ni eux-mêmes ni mutuellement nulle part, que l'on peut
tracer sur chacune des deux surfaces sans la partager en deux
régions séparées, soit le même de part et d'autre.

(8)De nos jours, on considère que la première preuve rigoureuse de ce fait a été
fournie par Radó [136].
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En fait, implicitement Jordan ne considère ici que des surfaces
orientables. C'est Möbius qui, presque simultanément, attirait l'at-
tention sur la nécessité de bien marquer la di�érence entre surfaces
orientables et non orientables, en donnant en particulier le célèbre
exemple de sa bande (voir [133]). Précisons que les surfaces de Rie-
mann sont toutes orientables, comme revêtements rami�és deC, qui
est orientable.

Si la surface considérée par Jordan est fermée, nous reconnais-
sons dansle nombre maximum de contours fermés ne se traversant
ni eux-mêmes ni mutuellement nulle part, une dé�nition du genre
de la surface. Précisément celle dont nous avons parlé dans l'intro-
duction lorsque nous avons dessiné des courbes entourant les trous.
Remarquons que, même si les surfaces auxquelles pense Jordan sont
situées dans l'espace ordinaire, qu'elles ont donc une structure mé-
trique induite par celle de l'espace, et de laquelle il se propose de faire
abstraction, il ne parle à aucun moment detrous visibles. Apparem-
ment, c'est seulement Cli�ord qui allait utiliser cette notion intuitive
de trou pour rendre le genre plus compréhensible aux débutants.

20. Cli�ord et le nombre de trous

Nous avons vu que Riemann note le genre �p �, notation encore
très utilisée de nos jours, entre autres pour ses généralisations en
dimensions supérieures. Par contre il ne lui donne pas de nom, et sa
dé�nition n'est pas celle que nous avons vue dans l'introduction. Il y
a une bonne raison pour cela, c'est que ses surfaces, faites de feuillets
recouvrant �nement le plan, ne présentent pas de trous visibles.

C'est Cli�ord qui eut un peu plus tard l'idée de dé�nir le genre en
comptant les trous, et cela parce qu'il montra d'abord qu'une surface
de Riemann est nécessairement homéomorphe à une surface ayant
des trous, située dans l'espace ambiant, comme les exemples de notre
première image. Voici ce qu'il dit à ce sujet dans son article [43] de
1877 :

L'objet de cette Note est d'assister les étudiants de la théorie
des fonctions complexes, en prouvant les propositions principales
concernant les surfaces de Riemann d'une manière concise et
élémentaire. [...]
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Si deux variables s et z sont connectées par une équation
[polynomiale de degrén en s et m en z], chacune est dite être
une fonction algébrique de l'autre. En regardantz comme une
quantité complexex+ iy , nous représentons sa valeur par le point
de coordonnéesx; y dans un certain plan. À chaque point de ce
plan appartient une valeur de z et par conséquent, en général,n
valeurs des, qui sont les racines de l'équation [...]

Nous allons continuer en prouvant que cette fonctionn-valuée,
que nous avons étalée sur un seul plan, peut être représentée
comme une fonction uni -valuée sur une surface consistant en
n feuilles planes in�nies, supposées être situées indé�niment
proches les unes des autres, et se coupant les unes les autres le
long de certaines lignes. [...]

Inversons maintenant ce plann-uple par rapport à n'importe
quel point situé en dehors de lui. Il devient ainsi une sphèren-
uple passant par le point. [...]

Nous allons prouver maintenant que cette surface sphérique
n-uple peut être transformée sans déchirure en la surface d'un
corps ayant p trous. [...]

Une courbe fermée dessinée sur une surface est appelée un
circuit . S'il est possible de bouger un circuit continûment sur
la surface jusqu'à ce qu'il rétrécisse en un point, le circuit est
appelé réductible ; sinon il est irréductible. En général il y a un
nombre �ni de circuits irréductibles sur une surface close qui sont
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indépendants, c'est-à-dire, tel qu'aucun d'entre eux ne puisse être
transformé par un mouvement continu en un chemin constitué
des autres. [...]

[...] sur la surface d'un corps ayantp trous, il y a 2p circuits
indépendants ; unautour de chaque trou, et unà travers chaque
trou (9) .

Une autre manière assez intuitive de dé�nir topologiquement le
genre d'une surface orientable close, c'est de la décomposer en somme
connexe.

En général, si S1; S2 sont deux surfaces orientées connexes, leur
somme connexeS1# S2 est une nouvelle surface orientée, qui se
construit en enlevant un disque compactD i de chaque surfaceSi

et en identi�ant les deux cercles de bord obtenus ainsi par un dif-
féomorphisme tel que les orientations des deux surfacesS1 r D1 et
S2 r D2 se prolongent continûment après le recollement. Cela est
illustré dans la �gure suivante :

On obtient ainsi une loi de composition sur les classes de di�éo-
morphisme de surfaces closes, orientées et connexes. La sphère est un

(9) Les courbes autour de chaque trou sont par exemple celles du dessin de
l'Introduction. Dans le premier dessin de cette section, j'en ai rajouté une à travers
chaque trou.
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élément neutre pour cette loi. Une surfaceS est dite première si elle
n'est pas une sphère et si elle ne peut pas s'écrire de manière non tri-
viale comme somme connexe (c'est-à-dire que si on écritS = S1# S2,
alors forcément l'une des surfacesS1 et S2 est une sphère). On montre
qu'il n'y a qu'une seule surface première : le tore. Voici l'interpréta-
tion annoncée du genre :

Théorème 20.1.Si on décompose une surface de genrep en somme
connexe de surfaces premières (donc de tores), alors il y en a exac-
tement p.

Une vision analogue a été développée auxx e siècle pour les variétés
orientées de dimension3. Plus précisément :

Théorème 20.2.Toute variété close, connexe et orientéeM de dimen-
sion 3 s'écrit comme somme connexe d'un nombre �ni de variétés
premières. De plus, celles-ci sont indépendantes, à permutations près,
de la décomposition choisie.

La première assertion est due à Kneser [102] et la seconde à Milnor
[115]. Par analogie avec le théorème 20.1, on pourrait appelergenre
d'une variété de dimension3 le nombre de facteurs premiers qui appa-
raissent dans une telle décomposition. Mais cette appellation n'est pas
utilisée.

Une illustration de l'explosion de la complexité de la topologie
lorsqu'on passe des surfaces aux variétés de dimension3, est fournie
par le fait qu'il n'y a qu'une surface première (le tore), mais qu'il y a
par contre une in�nité de variétés premières de dimension3, et que
l'on ne dispose toujours pas d'un système complet d'invariants pour
les di�érencier.

À la �n de son article, Milnor donne un exemple montrant qu'il
n'y a pas de théorème analogue à 20.2 en dimension quatre. J'ex-
plique rapidement son exemple, pour le béné�ce du lecteur initié aux
éclatements, car il part de la projection stéréographique d'une qua-
drique lisseS de l'espace projectif complexe sur un planP, présenté
en détail dans la section 30. Cette projection stéréographique est bi-
rationnelle, et elle peut s'obtenir en composant l'éclatement du centre
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de projection O (ce qui fournit une surface projective complexeM )
et la contraction des transformées surM (désormais disjointes) des
deux droites deS passant parO.

Dans M , on se retrouve avec trois courbes rationnelles lisses :E ,
créée par l'éclatement deO, et E1; E2, transformées des deux droites.
Chacune d'entre elles se contractant en un point lisse d'une surface
(soit S, soit P), elles ont des voisinages bordés par des sphères de
dimension 3. Ceci permet de décomposerM comme somme connexe
de plusieurs manières, en enlevant l'un de ces voisinages, puis en
rebouchant le bord créé avec une boule.

Eh bien, les variétés de dimension4 obtenues en faisant cela, soit
avec un voisinage deE, soit avec un voisinage deE1 ou E2, ne sont pas
homéomorphes. En e�et, avec le langage expliqué dans la section 40,
dans l'une (isomorphe àP1 � P1) la forme quadratique d'intersection
sur le deuxième groupe d'homologie ne prend que des valeurs paires,
ce qui n'est pas le cas pour l'autre (isomorphe à l'éclaté deP2 en
un point). Ceci montre que les décompositions en facteurs premiers
obtenues en débutant de ces deux manières-là n'aboutissent pas aux
mêmes collections de facteurs premiers. Y aurait-il une notion de
� facteurs idéaux � pour la topologie de dimension 4, restituant l'uni-
cité de la décomposition

Après cette brève incursion en dimension plus grande, revenons
aux courbes algébriques et aux surfaces de Riemann associées.

21. Clebsch et le choix du nom

Chez Riemann, les courbes algébriques ne sont pas étudiées pour
elles-mêmes. Néanmoins, ses techniques permettent par exemple de
prouver qu'une courbe lisse de degrén dans le plan projectif complexe
est de genre(n � 1)(n � 2)=2.

Pour démontrer cette formule, on peut au choix :
� soit passer par laformule de Riemann-Hurwitz 15.1. Dans notre

cas, on projette la courbe sur une droite à partir d'un point du plan
projectif situé en position générale par rapport à elle, en obtenant
ainsi un revêtement de degrén, rami�é en précisémentn(n� 1) points
ayant chacun l'indice de rami�cation 1;
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� soit passer par laformule d'adjonction 38.3, en utilisant le fait
que la classe canonique du plan projectif vaut� 3 fois la classe d'une
droite (car, par exemple, la forme qui s'écrit dx ^ dy dans le plan
a�ne (x; y), a un pôle d'ordre 3 sur la droite à l'in�ni).

Le nombre p fut baptisé � genre� par Clebsch en 1865, dans l'ar-
ticle [41], où il étudiait explicitement des problèmes de géométrie des
courbes projectives planes(10) :

La classe des fonctions Abéliennes, avec lesquelles une courbe
plane algébrique dun-ème ordre est reliée, est déterminée par
le nombre p = ( n � 1)(n � 2)=2 si la courbe n'a pas de points
doubles ou de rebroussement [...]. Si la courbe a des points
doubles ou de rebroussement, alors la valeur dep est diminuée
de leur nombre [...].

Au lieu de classer les courbes algébriques par leur ordre, et
dans chacune des classes ainsi obtenues, par le nombre de points
doubles ou de rebroussement qu'elles possèdent, on peut les par-
tager en genres à l'aide du nombre p; seront donc du premier
genre toutes celles pour lesquellesp = 0 et du deuxième celles
pour lesquellesp = 1 , etc. Alors les di�érents ordres apparaissent,
réciproquement, comme des subdivisions à l'intérieur des genres ;
en fait, on trouve chaque ordre dans tous les genres jusqu'à
p = ( n � 1)(n � 2)=2, où trouvent leur place les courbes les plus
générales dun-ème ordre, c'est-à-dire celles dépourvues de points
doubles ou de rebroussement.

Remarquons que dans la dé�nition précédente, les genres sont des
groupements de courbes, ou des classes, comme on a l'habitude de
le dire de nos jours, et non pas des nombres. Il est par ailleurs un
peu bizarre que len-ème genre corresponde àp = n + 1 . Ce décalage
allait être bientôt corrigé par Clebsch, qui s'exprimait ainsi en 1868,
dans [42] :

J'ai proposé de nommergenre d'une courbe le nombre

p =
1
2

(n � 1)(n � 2) � d

(de�ciency de M. Cayley), n étant l'ordre de la courbe, d le
nombre de ses points doubles ou de rebroussement. Le genre

(10)Je remercie Walter Neumann pour m'avoir traduit les extraits suivants en
Anglais.
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de deux courbes algébriques doit être le même pour que l'on
puisse faire correspondre à chaque point de l'une un seul point
de l'autre, et réciproquement.

Ce qui apparaît ici est quela présence de points singuliers sur une
courbe de degrén diminue son genre (c'est-à-dire celui de la sur-
face de Riemann associée) par rapport à celui d'une courbe lisse du
même degré. Les points singuliers les plus simples sont ce que Clebsch
appelle les � points doubles�, où deux arcs lisses se recoupent trans-
versalement. C'est ce qui arrive au point singulier de la lemniscate.
Par la suite, nous parlerons plutôt de points doubles ordinairescar
un � point double � signi�e de nos jours plus généralement n'importe
quel point de multiplicité 2.

Au fait, quel est le genre de la surface de Riemann de la lemniscate ?
Il faut rechercher ses points doubles dans le plan projectif complexe,
c'est-à-dire aussi à l'in�ni, et aussi à coordonnées non réelles. On
découvre ainsi qu'elle a deux points doubles supplémentaires à l'in�ni
(lespoints cycliques, par lesquels passent tous les cercles du plan). Son
genre vaut donc 1

2(4� 1)(4� 2) � 3 = 0. Et, comme l'explique Clebsch
(voir la citation de Cayley dans la section suivante), ceci montre que
la lemniscate peut être paramétrée rationnellement !

C'est Noether qui allait expliquer en 1884, dans [124], de quelle ma-
nière des singularités arbitrairement compliquées diminuent le genre
d'une courbe plane de degrén (voir la section 23). Voir aussi la sec-
tion 34 pour des questions analogues dans le monde des surfaces algé-
briques.

Pour conclure cette section, je voudrais expliquer heuristiquement
pourquoi un point double ordinaire sur une courbe planeirréductible
diminue le genre de1. Imaginons une suite de courbes lisses de de-
grén, qui converge vers une courbe ayant un tel point doubleP. Alors,
près deP, les courbe de la suite forment des goulots d'étranglement
de plus en plus minces. À la limite, les cercles ceinturant ces goulots
se retrouvent rétrécis en le pointP : on se retrouve localement avec
deux disques ayant ce pointP en commun (voir la �gure suivante ;
les deux disques ont des pointes juste sur mon dessin bidimensionnel,
car dansC2 ils sont lisses et se coupent transversalement). Lorsqu'on
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construit la surface de Riemann associée, on sépare abstraitement
ces disques : la surface obtenue a un cercle non séparant en moins
(le cercle est non séparant car on a supposé que la courbe singulière
était irréductible). Donc le genre est diminué de un.

22. Cayley et la dé�cience

Nous venons de voir une référence de Clebsch à Cayley. En e�et,
un an après l'article [41] de Clebsch, Cayley publia un article qui cite
celui de Clebsch, mais sans reprendre le terme de � genre � proposé
par Clebsch. Cayley propose un terme concurrent, la � dé�cience �.
Celui-ci allait être utilisé pendant un demi-siècle environ, principa-
lement par les mathématiciens britanniques, avant d'être abandonné
au pro�t de celui de � genre �. Voici la manière dont Cayley explique
en 1865 l'introduction de son terme ([37, pp. 1-2]) :

L'expression � point double �, ou, de manière abrégée, � pd �,
doit être comprise ici comme incluant un point de rebroussement
[...]. Cramer a remarqué dans sa � Théorie des Lignes Courbes �
(1750), qu'une courbe d'ordren a au plus 1

2 (n � 1)(n � 2) pds.
On sait depuis quelques années qu'une courbe telle que les

coordonnées(x : y : z) d'un quelconque de ses points sont
des fonctions rationnelles entières d'ordren d'un paramètre va-
riable [...] est une courbe d'ordren ayant le nombre maximum
1
2 (n � 1)(n � 2) de pds. Le théorème inverse est vrai aussi [...]
Le théorème précédent, en tant que cas particulier du théorème
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général de Riemann, date de l'année 1857 ; mais il a été pour la
première fois énoncé explicitement seulement l'an dernier (1864)
par Clebsch, dans [41].

La preuve est en fait très simple ; elle dépend seulement de
la remarque que l'on peut, par les1

2 (n � 1)(n � 2) pds, et par
2n � 3 autres points sur la courbe donnée d'ordren [...], dessiner
une série de courbes d'ordren � 1, donnée par une équation
U + �V = 0 contenant un paramètre arbitraire � ; toute courbe
de ce type intersecte la courbe donnée aux points doubles, chacun
comptant pour deux points, aux 2n� 3 points, et enun seul autre
point ; d'où, comme il n'y a qu'un point d'intersection variable,
les coordonnées de ce point [...] sont exprimables rationnellement
en termes du paramètre� . [...]

Avant d'aller plus loin, il sera convenable d'introduire le
terme � Dé�cience �, c'est-à-dire, une courbe d'ordre n avec
1
2 (n � 1)(n � 2) � D points doubles est dite avoir une dé�cience
= D : le théorème précédent a�rme que pour les courbes de
dé�cience = 0 , les coordonnées sont exprimables rationnellement
en termes d'un paramètre � . Comme dans une telle courbe les
di�érents points se suivent les uns les autres dans un certain
ordre, à savoir, dans l'ordre obtenu en donnant au paramètre
ses diverses valeurs réelles de�1 à + 1 , la courbe peut être
appelée une courbeunicursale.

Remarquons qu'en dimension plus grande on ne sait plus exprimer
le nombre maximum de points doubles ordinaires d'une hypersurface
de l'espace projectif en fonction de son degré. On pourra consulter
au sujet de l'histoire de ce problème la thèse [108] de Labs.

23. Max Noether et les courbes adjointes

Nous avons vu apparaître dans la citation précédente de Cayley,
des courbes passant par les points doubles d'une courbe projective
donnée C. Les courbes ayant cette propriété et qui ont de plus le
degrén � 3 ont été appeléesadjointes de C par Max Noether(11). On
a le théorème suivant, remontant à Riemann [141], puis précisé par
Clebsch, Gordan et Noether :

(11)En fait, Max Noether n'introduisit pas cette condition sur le degré, mais
nous prendrons ici cette dé�nition restreinte pour simpli�er.
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Théorème 23.1.Le genre de la surface de Riemann associée à une
courbe projective planeC de degrén n'ayant que des points doubles
ordinaires est égal à la dimension de l'espace vectoriel des polynômes
dé�nissant des courbes adjointes deC.

Expliquons une preuve de ce théorème. Plaçons-nous dans une
carte a�ne (x; y) telle que la droite à l'in�ni correspondante coupe C
en n points distincts. Considérons la restriction à la surface de Rie-
mann de C d'une forme de degré1 du plan, qui s'écrit :

q(x; y)
dx

@f=@y

(des expressions de ce type sont fondamentales déjà chez Abel [1]).
On montre alors par une écriture en coordonnées locales que cette
restriction est partout régulière (sans pôles) surT si et seulement si
q(x; y) dé�nit une courbe adjointe de C.

En 1884, dans [124], Noether dé�nit plus généralement lescourbes
adjointes d'une courbe plane C ayant des singularités arbitraires
comme étant les courbesC0 qui ont la propriété suivante : pour tout
point P de la courbeC, si (x; y) est un système de coordonnées a�nes
centré en P, alors C0 est dé�ni dans ce système de coordonnées par
une équation q(x; y) = 0 telle que q(x; y) dx

@f=@yest une forme holo-
morphe en restriction à la surface de Riemann deC. Il montra alors
que le théorème précédent est encore vrai. Il analysa aussi la structure
des points singuliers par des suites de transformations quadratiques
successives, et il prouva :

Théorème 23.2.Le genre de la surface de Riemann d'une courbe pro-
jective irréductible de degrén est égal à1

2(n � 1)(n � 2) � M , où M
est la somme des expressions12m(m � 1), lorsque m varie parmi les
multiplicités de tous les points singuliers de la courbe, éventuellement
in�niment voisins.

Le lecteur intéressé trouvera des détails sur tout cela dans le livre
[22] de Brieskorn et Knörrer. Celui qui désire avoir un point de vue
global sur les recherches de Max Noether pourra consulter [33].

Le théorème précédent n'a été étendu aux courbes algébrique abs-
traites que par Hironaka [80], en 1957. Pour en arriver là il fallait
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apprendre déjà à penser à une courbe abstraitement, c'est-à-dire indé-
pendamment de tout espace ambiant. Cela s'est fait progressivement,
et c'est d'abord les surfaces de Riemann que l'on allait apprendre à
voir abstraitement.

24. Klein, Weyl, et la notion de surface abstraite

En 1882, Klein publia le livre [100], dans lequel il essaya d'expliquer
les intuitions physiques qui, selon lui, se trouvent derrière la théorie
de Riemann. Dans l'introduction, il juge que les surfaces de Riemann
ne viennent pas nécessairement après les fonctions, mais que l'on peut
renverser la vapeur :

Je ne suis pas sûr que j'aurai jamais atteint une conception
bien dé�nie du sujet en entier, si Herr Prym, il y a bien des an-
nées (1874), au cours d'une conversation opportune, ne m'avait
fait une communication dont l'importance a augmenté pour moi
d'autant plus que je ré�échissais au sujet. Il m'a dit que les
surfaces de Riemann ne sont pas originellement nécessairement
des surfaces à plusieurs feuillets au-dessus du plan, mais qu'au
contraire, des fonctions complexes de la position peuvent être étu-
diées sur des surfaces courbes arbitrairement données de la même
manière qu'à la surface du plan.

Si on lit le livre de Klein, on s'aperçoit que ses �surfaces courbes
arbitrairement données� sont en fait des surfaces dans l'espace tridi-
mensionnel. Le clou allait être enfoncé par Weyl, qui donna pour la
première fois en 1912, dans [168, I, ŸŸ4�6], une dé�nitionabstraite de
surface, sans aucune référence à un espace ambiant. L'explication de
ses motivations donnée dans la préface du livre est une variation de
celle donnée par Klein : Prym y est simplement remplacé par Klein.

Klein a été le premier à développer la conception plus libre
d'une surface de Riemann, dans laquelle la surface n'est plus
seulement un recouvrement du plan complexe ; de cette manière
il a donné aux idées de base de Riemann leur pleine puissance.
Ce fut ma chance de discuter de cela à fond avec Klein lors de
plusieurs conversations. J'ai partagé sa conviction que les sur-
faces de Riemann ne sont pas seulement un instrument pour
visualiser le caractère multivalué des fonctions analytiques, mais
plutôt une composante essentielle et indispensable de la théorie ;
non pas un supplément, plus ou moins arti�ciellement distillé à
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partir des fonctions, mais leur terre native, le seul sol dans lequel
les fonctions poussent et s'épanouissent.

Weyl dé�nit une surface comme espace topologique séparé locale-
ment homéomorphe àR2. Mais à l'époque tout cela était nouveau,
alors il dé�nit en détail les notions de base de la topologie générale :
les voisinages, les ouverts, les fermés, les adhérences, les compacts,
etc. Il expliqua les avantages des axiomes choisis, et leur origine dans
une analyse des idées mises en ÷uvre lorsqu'on imagine le processus
de prolongement analytique, qui oblige, comme on l'a vu dans la sec-
tion 13, à penser à de petits disques recouvrant de proche en proche
des portions du plan.

Remarquons aussi comment, du titre de Klein à celui de Weyl, l'at-
tention est déplacée des fonctions algébriques et de leurs intégrales
aux surfaces de Riemann, en accord avec la philosophie présentée
dans les extraits précédents. Par la suite, essentiellement à partir de
la �n des années 1920, on allait apprendre à dé�nir des variétés abs-
traites portant divers types de structures : topologique, di�érentiable
de diverses classes de di�érentiabilité,analytique réelle, analytique
complexe(ou holomorphe), etc.

25. L'uniformisation des surfaces de Riemann

Les surfaces de Riemann furent introduites pour fabriquer de nou-
veaux domaines de dé�nition sur lesquels les fonctions algébriques
multivaluées deviennent univaluées. L'un des avantages qui se perd
en faisant cela est de ne plus pouvoir utiliserun seul paramètrepour
décrire la fonction dans tout son domaine de dé�nition (la surface de
Riemann en entier). En fait, cela est possible en relevant la fonction
au revêtement universelde la surface de Riemann, grâce au théorème
fondamental suivant, dit d' uniformisation :

Théorème 25.1.Toute surface de Riemann abstraite simplement
connexe est isomorphe soit à la sphère de Riemann, soit au plan
complexe, soit au disque unité.
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Expliquons brièvement les notions intimement reliées de simple
connexité et de revêtement universel. Nous avons vu dans la sec-
tion 13 qu'il était possible de mesurer la multiformité d'une fonction
en regardant comment ses diverses déterminations sont permutées
lorsque l'on parcourt des lacets, et que la permutation obtenue ne
dépend que de la classe d'homotopie du lacet, pourvu que son point
d'attache reste �xe. Ce fait, d'abord formulé par Cauchy et Puiseux
pour les fonctions algébriques d'une variable, est général. Il mène à
introduire la classe des espaces topologiques connexes dans lesquels
tout lacet est homotope à un lacet constant. On dit qu'ils sont sim-
plement connexes.

De la même manière que le complémentaire dans la sphère de Rie-
mann C des points de rami�cation d'une fonction algébrique est re-
vêtu avec plusieurs feuillets par la surface de Riemann associée à la
fonction, tout espace topologiqueX su�samment simple localement
et globalement (être une variété topologique paracompacte est suf-
�sant) admet un revêtement simplement connexe. On peut montrer
que ce revêtement est unique (techniquement, à isomorphisme de re-
vêtement près). On l'appelle le revêtement universelde X .

Revenons au cas d'une surface de RiemannT. En utilisant un pa-
ramètre t partout sur le revêtement universel, que l'on peut supposer
contenu dansC d'après le théorème précédent, on voit que l'on peut
voir chaque fonction méromorphe surT comme fonction uniforme
du paramètre t. C'est pour cette raison que l'on parle dethéorème
d'uniformisation .

Ce théorème, conjecturé par Poincaré vers 1880 et �nalement
prouvé en toute rigueur vers 1908 par Poincaré d'une part et Koebe
d'autre part, a une histoire complexe et foisonnante, qui est contée
dans [144].

Est introduite ainsi une trichotomie parmi les courbes algébriques
lisses : celles de genre0 sont leur propre revêtement universel, iso-
morphe à la sphère de Riemann, celles de genre1 sont revêtues par
le plan complexe et celles de genre au moins2 le sont par le disque
unité. Cette trichotomie est très importante aussi en arithmétique
(voir le théorème 28.1).
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Au fait, parlons aussi un peu des aspects arithmétiques du genre
des courbes.

26. Le genre et l'arithmétique des courbes

En 1928, dans l'introduction de sa thèse [160], Weil explique de la
manière suivante l'utilité de la notion de genre en arithmétique :

La géométrie sur une courbe algébrique a pour objet l'étude
des propriétés des points et systèmes de points sur la courbe
qui sont invariantes par rapport aux transformations biration-
nelles. [...] En particulier, la recherche des points rationnels sur
une courbe donnéeC est évidemment un problème invariant par
rapport aux transformations birationnelles à coe�cients ration-
nels, et rentre, à ce titre, dans l'arithmétique sur les courbes
algébriques : lorsque le domaine de rationalité se réduit à l'en-
semble des nombres rationnels, ce problème n'est autre que celui
de la résolution en nombres rationnels des équations diophan-
tiennes à deux variables, ou encore (ce qui revient au même),
de la résolution en nombres entiers des équations diophantiennes
homogènesà trois variables.

Depuis Diophante, qui leur a laissé son nom, l'on a étudié une
foule d'équations particulières de cette sorte, et certaines d'entre
elles ont provoqué des e�orts considérables : il su�ra de citer
l'équation xn + yn = 1 , dont l'impossibilité en nombres rationnels
pour n > 2, a�rmée par Fermat dans ses Observations sur Dio-
phante, est restée indémontrée jusqu'à ce jour(12) . Mais ce n'est
qu'à une époque toute récente que les progrès de la géométrie sur
les courbes algébriques suggérèrent d'aborder par des méthodes
analogues l'étude générale des équations diophantiennes à deux
variables. Hilbert et Hurwitz remarquèrent les premiers que la
recherche des points rationnels sur une courbe algébrique est un
problème invariant par les transformations birationnelles à coef-
�cients rationnels : il en résultait que l'élément fondamental de
classi�cation des équations diophantiennes à deux variables est
le genre de l'équation et non son degré.

Weil explique ensuite le problème qu'il a résolu dans sa thèse, dans
lequel ce sont les systèmes dep points sur les courbes de genrep qui
joue un rôle-clé :

(12) Elle ne sera démontrée que dans les années 1990 par Wiles [169].
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[...] la plus grande partie de ce mémoire [[130], de Poincaré] est
consacré à l'étude des points rationnels sur les courbes de genre
1, et particulièrement sur les cubiques. Ce qui s'y trouve de plus
important, c'est la dé�nition du rang d'une courbe de genre1
à coe�cients rationnels [...] on peut dire, brièvement, que c'est
le nombre minimum de points rationnels sur la courbe à partir
desquels tous les autres puissent se déduire par des opérations
rationnelles.

Dans le dernier paragraphe de son mémoire, où il aborde les
courbes de genrep quelconque, Poincaré montre que, pour géné-
raliser les résultats trouvés pour le genre1, il faut considérer, non
plus les points rationnels sur la courbe, mais les systèmes ration-
nels dep points : là encore, il dé�nit un invariant de la courbe
par les transformations birationnelles à coe�cients rationnels,
le rang, qui est le nombre minimum des systèmes rationnels de
p points à partir desquels tous les autres se déduisent par des
opérations rationnelles.

Depuis Poincaré, le progrès le plus important a été fait par
Mordell, qui démontra que le rang des courbes de genre1 est
nécessairement �ni lorsque le domaine de rationalité se réduit à
l'ensemble des nombres rationnels. [...]

Dans le présent travail, je démontre que le rang d'une courbeC
est �ni quel que soit son genrep et quel que soit le corps de
nombres (algébrique et �ni) que l'on choisit comme domaine de
rationalité.

Le souci de relier la géométrie algébrique et l'arithmétique allait
être une constante de l'÷uvre mathématique de Weil (voir aussi son
exposé [162] de 1950). Nous y reviendrons dans la section 44.

27. Quelques ré�exions historiques de Weil

Pour avoir une vision d'ensemble du chemin parcouru jusqu'ici,
découvrons le point de vue qu'avait Weil [167] en 1981 sur le paysage
dans lequel nous nous sommes promenés.

En bref, et en gros, il est permis de dire que la géométrie algé-
brique est l'étude des équations ou systèmes d'équations algébri-
ques à plusieurs variables lorsque les ensembles ainsi déterminés
(dits aussi � variétés �) ne se réduisent pas à des points isolés.
Typiquement le problème est posé relativement à un corps de
base qui peut ou non être spéci�é ; lorsque ce corps est choisi
en raison de ses propriétés arithmétiques, ou à plus forte raison
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lorsqu'on se place sur tel ou tel anneau plutôt que sur un corps,
on touche de si près à la frontière assez �oue entre théorie des
nombres et géométrie algébrique qu'à peine on s'aperçoit si on
l'a franchie ; et d'ailleurs peu importe si on l'a franchie en e�et.

Ainsi dé�nie, la géométrie algébrique est inséparable de la
théorie des fonctions algébriques d'une ou plusieurs variables,
qui, depuis le xix e siècle en constitue un important chapitre ;
à celle-ci il convient de joindre la théorie des intégrales de di�é-
rentielles algébriques (du moins si l'on se place sur le corps des
complexes comme il était d'usage pendant tout lexix e siècle et
au-delà), ou en tout cas la théorie de ces di�érentielles, ce qui
conserve un sens quel que soit le corps de base.

Bien entendu, une discipline mathématique ne se caractérise
pas moins par ses méthodes que par son objet. À cet égard, ce qui
importe avant tout pour la pratique de la géométrie algébri-
que telle que nous l'entendons, c'est l'usage des transformations
rationnelles et plus spécialement des transformations biration-
nelles dont les transformations a�nes et projectives ne consti-
tuent qu'un cas particulier. En second lieu c'est la classi�cation
des objets étudiés vis-à-vis des transformations en question, par
exemple (lorsqu'il s'agit de courbes algébriques) au moyen du
degré d'abord, puis surtout au moyen du genre. Quant au lan-
gage géométrique, on a pu s'en passer parfois par l'étude directe
des corps de fonctions algébriques, mais, faute de ce langage et
des liens ou du moins des analogies qu'il fait apparaître avec la
topologie et la géométrie di�érentielle, il est à croire que le sujet
se serait desséché depuis longtemps.

Après avoir présenté l'exemple d'intégration donné par Johann
Bernoulli, et que nous avons repris dans la section 5, Weil donne
plusieurs exemples d'apparition de ce type de problème :

Nous retrouvons plus tard la même idée reprise par Daniel, �ls
de Johann Bernoulli, dans une lettre de 1723 à Goldbach [...] :

[...] � Ces problèmes diophantiens sont souvent d'un grand
usage dans l'intégration des expressions di�érentielles, et je m'en
suis souvent servi dans des problèmes d'intégration, de sorte que
je m'étonne qu'on les ait si peu cultivés. Autrefois ils ont été
discutés par Roberval, Wallis, Fermat, etc. et même avec une
ardeur excessive bien qu'ils n'en connussent pas l'usage �.

[...] De même encore d'Alembert, qui s'exprime sur ce sujet
avec sa lucidité habituelle dans [...] l'Encyclopédie:
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� Remarquons en passant que cette méthode de réduire à des
quantités rationnelles les quantités irrationnelles est fort utile
dans le calcul intégral pour réduire une di�érentielle donnée en
fraction rationnelle. �

Visiblement c'est aux équations de genre0 que pensent
d'Alembert et les Bernoulli dans les passages que nous venons
de citer. Leibniz, comme toujours, prenait les choses de plus
haut quand il écrivait en 1702 [...] :

[...] � ... il viendra [des mathématiciens], je l'espère, pour
répandre plus largement les semences de la nouvelle théorie et
en récolter des fruits plus abondants, ce qui sera surtout le cas
s'ils s'appliquent, plus qu'il n'a été fait jusqu'ici, à l'avancement
de l'Algèbre Diophantienne, presque entièrement négligée par les
disciples de Descartes faute d'en avoir vu l'usage en géométrie.
Moi au contraire, je me souviens d'avoir à plusieurs reprises (ce
qu'on a pu trouver étonnant) indiqué que pour une bonne part
les progrès de notre calcul intégral dépendent de l'extension de
la sorte d'Arithmétique dont Diophante a été le premier à notre
connaissance à traiter systématiquement. �

Comme on le voit par ces lignes prophétiques, non seulement
Leibniz avait aperçu dans les intégrales de di�érentielles algé-
briques (celles mêmes que plus tard on nomma abéliennes) un
champ privilégié pour le développement futur du calcul intégral,
mais il avait vu clairement le lien étroit entre ce sujet et la clas-
sique � algèbre diophantienne �, c'est-à-dire en somme la géomé-
trie algébrique. Quant aux questions de classi�cation des inté-
grales, il y avait longtemps que Leibniz s'y intéressait, comme
on le voit par sa lettre de 1677 à Oldenburg [...] :

[...] � Il nous manque de savoir reconnaître si la quadrature
d'une �gure donnée peut se ramener à celle du cercle ou de l'hy-
perbole. Car la plupart des �gures traitées jusqu'ici ont pu se
quarrer ainsi. Mais si, comme je le crois, on peut démontrer que
cela n'est pas toujours possible, alors il reste à trouver des �gu-
res d'un genre plus élevé, aux quadratures desquelles toutes les
autres puissent se ramener ... Gregory pensait que la recti�cation
de l'hyperbole et de l'ellipse ne dépendent pas de la quadrature
du Cercle ou de l'Hyperbole ... �

Les quadratures du cercle et de l'hyperbole, ce sont les fonc-
tions circulaires inverses et logarithmiques ; les quadratures qui
en dépendent, ce sont les intégrales de genre0. La conjecture
de Gregory était fondée ; dans la recti�cation de l'ellipse et de



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 123

l'hyperbole, il s'agit d'une intégrale � elliptique � de la forme
Z r

1 � k2x2

1 � x2 dx;

les géomètres duxvii e siècle y joignirent bientôt l'arc de lemnis-
cate Z

dx
p

1 � x4
:

Leibniz, et à sa suite Joh. Bernoulli, ne perdirent jamais tout
à fait l'espoir de ramener ces intégrales aux fonctions circulaires
inverses et logarithmiques [...]. Même Euler n'y avait pas encore
renoncé en 1730 ; du moins pose-t-il la question par deux fois
dans des lettres à Goldbach [...], et l'on peut voir là une première
indication de l'intérêt passionné qu'il devait porter par la suite
aux intégrales dites elliptiques. [...]

Pour le béné�ce du lecteur à fort appétit historique, je voudrais
indiquer deux autres références. En 1894, Brill et Noether décrivirent
de manière très détaillée dans [24] leur vision du développement histo-
rique de la théorie des fonctions et des courbes algébriques. En 1976,
Abhyankar proposa dans [4] une agréable promenade historique dans
le monde des courbes algébriques planes, en insistant sur la nécessité
de garder un point de vue � élémentaire �.

28. Et plus près de nous ?

Pour résumer ce que nous avons vu jusqu'à présent, le genre est
une mesure de complexité pour des objets abstraits : les courbes algé-
briques (dé�nies sur un corps quelconque, etc.) et les surfaces topo-
logiques (orientables, etc.). Et ceci à la di�érence du degré qui, lui,
mesure partiellement le plongement dans un espace ambiant. Pour
achever la partie de mon histoire qui concerne les courbes algébri-
ques et les surfaces topologiques, je voudrais énoncer deux théorèmes
plus récents et très profonds concernant le genre, d'une part d'un
point de vue arithmétique, et d'autre part topologique. Le premier
est la réponse a�rmative donnée par Faltings [65] à une conjecture
de Mordell, et le deuxième est une réponse a�rmative donnée par
Kronheimer et Mrowka [107] à une conjecture de Thom.
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Théorème 28.1.Toute courbe irréductible de genrep > 1 qui est dé�nie
par des équations à coe�cients rationnels admet un nombre �ni de
points à coordonnées rationnelles.

Ceci est à contraster avec les courbes de genre0 ou 1, qui peuvent
admettre une in�nité de points à coordonnées rationnelles (voir la
section 26).

Théorème 28.2.Si une surface lisse, orientée, compacte, sans bord,
est plongée dans le plan projectif complexe et qu'elle est homologue à
une courbe algébrique complexe lisse de degrén, alors son genre vaut
au moins celui d'une telle courbe, c'est-à-dire(n � 1)(n � 2)=2.

Pour la notion d' homologie, on pourra consulter les sections 39 et
40. Notons que toutes les courbes algébriques lisses de même degré
sont non seulement homologues, mais de plus déformables continû-
ment les unes dans les autres à l'intérieur du plan projectif complexe.

Le théorème précédent est peut-être le signe de l'existence d'un
certain � principe d'économie de la géométrie algébrique�, encore
bien mystérieux, qui a�rmerait que pour construire certains objets,
on ne peut pas faire plus simplement (ici, avec un moindre genre) que
grâce à la géométrie algébrique.

Partie 2. Les surfaces algébriques

29. Les débuts d'une théorie des surfaces algébriques

Les travaux de Riemann impressionnèrent tellement ses contempo-
rains, que pendant tout le reste duxix e siècle, à de rares exceptions
près, on faisait de la géométrie algébriquecomplexec'est-à-dire que
l'on étudiait la géométrie des ensembles de solutions dansC des sys-
tèmes d'équations polynomiales à plusieurs variables. En particulier,
surface algébriquevoulait dire surface algébrique complexe, c'est-à-
dire paramétrisable localement par des fonctions de deux variables
au voisinage de tout point non singulier.

Attention, les surfaces de Riemann ne sont pas dessurfacescom-
plexes, mais descourbescomplexes !
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C'est principalement Picard qui développa à la �n du xix e siècle le
point de vue transcendant, de l'étude des intégrales de formes algébri-
ques de degré1 et 2 sur les surfaces algébriques. Il utilisa beaucoup la
technique tomographique, de sectionnement des surfaces de l'espace
a�ne par des plans parallèles, ce qui permettait de les voir comme
une famille de courbes algébriques dépendant rationnellement d'un
paramètre, et d'utiliser la théorie de Riemann pour les surfaces de
Riemann associées. On parle de nos jours de � théorie de Picard-
Lefschetz � et d'� équations de Picard-Fuchs � pour divers aspects
des idées qu'il développa ainsi. Hélas, faute de temps, j'ai dû renon-
cer à en parler ici. Le lecteur intéressé pourra consulter son traité
[127], ainsi que l'introduction à ses travaux [91, Chap. X].

Dans les divers théorèmes sur les surfaces de Riemann et les
courbes algébriques vus dans la Partie I, il était très important de
considérer des fonctions rationnelles (on dit plutôt méromorphes)
sur une surface de Riemann, et leurs lieux de zéros et de pôles.
À aucun moment une relation d'ordre sur ces ensembles de zéros
ou de pôles n'entrait en ligne de compte. Il devint donc commode
d'indiquer ces ensembles additivement

P
i A i ;

P
j B j . On appela

de telles sommes desgroupes de points, et si
P

i A i ;
P

j B j étaient
reliés comme précédemment, on disait que les deux groupes étaient
linéairement équivalents. De nos jours, on parle dediviseurs e�ectifs .
S'ils contiennent m points, on dit qu'ils sont de degrém.

Les théorèmes d'Abel 18.1 et 18.3 montrent que l'étude des sommes
d'intégrales abéliennes (perçues comme des objets transcendants,
dépendant du calcul intégral) est intimement reliée à celle des groupes
de points à équivalence linéaire près (perçue comme géométrique).

Ainsi, Brill et Noether [23] re�rent la théorie de Riemann sur des
bases géométriques, en bannissant le recours à l'intégration, et en
prenant comme objets d'étude centraux sur une courbe algébrique
les séries linéaires, c'est-à-dire des espaces projectifs de groupes de
points linéairement équivalents. De telles séries linéaires sont dites
complètessi elles contiennent tous les diviseurs e�ectifs linéairement
équivalents à l'un de leurs diviseurs. Le but de leur théorie était de
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réobtenir géométriquement le plus possible de résultats de Riemann
et, bien sûr, d'en découvrir aussi de nouveaux.

Le point de vue géométrique sur la théorie des surfaces algébriques
consistait de même à étudier celles-ci à l'aide dessystèmes linéaires
d'hypersurfaces de l'espace projectif ambiant, c'est-à-dire des hyper-
surfaces dé�nies par les équations :

� 1F1 + � � � + � m Fm = 0

où F1; : : : ; Fm désignent des polynômes homogènes de même degré et
les paramètres� 1; : : : ; � m ne sont pas tous nuls (ils sont donc présents
linéairement dans l'équation, d'où le nom de ce type de familles). Les
intersections des membres de tels systèmes linéaires avec la surface
de départ formaient dessystèmes linéairesde courbes sur la surface,
analogues des séries linéaires de groupes de points sur les courbes.

Venons-en au problème de dé�nir une notion de genre pour les
surfaces algébriques. Vu l'importance qu'il prenait dans les travaux
de Riemann, il était naturel de s'attendre à ce qu'une notion ana-
logue joue aussi un rôle-clé dans la théorie des surfaces algébriques
complexes.

L'une des propriétés essentielles du genre d'une courbe plane est
son invariance birationnelle (voir la section 16). Cette propriété est
prise dès le début comme guide pour une dé�nition analogue du genre
d'une surface algébrique de l'espace. Clebsch [42] donna une telle
dé�nition en 1868, en imitant la dé�nition par les courbes adjointes
(voir la section 23) du genre d'une courbe plane :

Je suis parvenu à démontrer le théorème suivant :
� Soient données deux surfacesf = 0 et � = 0 des ordresm

et n respectivement. Supposons que l'on puisse faire correspondre
à chaque point def = 0 un seul point de � = 0 et réciproque-
ment, de sorte que ces surfaces soient transformables l'une dans
l'autre d'une manière algébrique et rationnelle. Supposons, pour
plus de simplicité, que ces surfaces n'aient que des singularités
régulières [...]. Alors soit p le nombre de coe�cients arbitraires
d'une surface de l'ordren � 4 passant par les courbes doubles
ou de rebroussement qui se trouvent surf = 0 , et p0 le nombre
correspondant eu égard à� = 0 . On aura toujours p0 = p.

Ce théorème nous permet de classi�er ces surfaces eu égard à
leur genrep.



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 127

Peu après, essentiellement grâce aux travaux [122], [123] de Noe-
ther, allait apparaître une nouvelle notion de genre pour les surfaces.
Voici comment Castelnuovo et Enriques présentèrent cela en 1897,
dans leur article de survol [31, ŸŸ3-4] :

Par rapport aux transformations birationnelles, les variétés
algébriques, ayant un même nombre de dimensions, se répar-
tissent en classes ; nous dirons, avec Riemann, que deux variétés
appartiennent à la même classe lorsqu'on peut établir une cor-
respondance birationnelle entre elles. [...]

On sait bien comment Riemann, en étudiant au point de vue
de l'Analysis situs la surface réelle qui représente les points (réels
et imaginaires) d'une courbe algébrique, est parvenu au plus im-
portant de ces caractères, qu'il a nommégenre de la courbe(13)

[...] Clebsch et Gordan, en exposant (1866) la même conception
sous la forme géométrique, ont donné du genre la dé�nition bien
connue qui suit. [...](14)

À côté de cette dé�nition géométrique, on peut donner une
dé�nition numérique de p. Il su�t de remarquer que le nombre
des paramètres qui entrent d'une façon homogène dans l'équation
d'une courbe de l'ordre n � 3, assujettie à passer pard points
donnés, est

p =
(n � 1)(n � 2)

2
� d:

On suppose vraiment ici que lesd points doubles deC pré-
sentent autant de conditionsdistinctes aux courbes d'ordren� 3,
que l'on contraint de passer par eux ; cela n'est pas évidenta
priori , mais on a démontré plus tard (Brill et Nöther) que la
supposition est toujours véri�ée, lorsque on se borne aux courbes
irréductibles.

L'extension de ces dé�nitions aux surfaces algébriques est im-
médiate, dans les cas les plus simples ; Clebsch et M. Nöther l'ont
indiqué.

Soit F une surface algébrique d'ordren de l'espace ordinaire ;
supposons queF n'ait d'autres singularités qu'une courbe double
de l'ordre d (> 0) et genre � , et un certain nombre �ni t (> 0)
de points triples pour la surface, et triples aussi pour la courbe
double nommée. Considérons maintenant les surfaces d'ordre

(13) Il s'agit ici d'une imprécision historique. Nous avons vu en e�et, dans la
section 21, que c'est Clebsch qui a introduit cette dénomination.

(14) Ils expliquent ensuite le théorème 23.1.
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n � 4 qui passent simplement par la courbe double (et en consé-
quence deux fois, en général, par ses points triples), surfaces que
nous appelleronsadjointes à F ; le nombre de ces surfaces linéai-
rement distinctes est (d'après la démonstration de M. Nöther) un
caractère invariant (par rapport aux transformations biration-
nelles) de la surfaceF ; on l'appelle le genre géométriquede F ,
et on le désigne parpg.

Or si nous remarquons qu'une surface d'ordrem assez élevé
doit satisfaire à

md � 2t � � + 1

conditions pour contenir la courbe double deF , nous sommes
portés (avec Cayley), à former l'expression

pn =
(n � 1)(n � 2)(n � 3)

6
� (n � 4)d + 2 t + � � 1;

dont la valeur est exactementpg, si m = n� 4 est assez élevé pour
que l'on puisse appliquer la formule qui précède. Que la dernière
condition soit remplie ou non, l'expression depn a toujours la
propriété d'invariance ; c'est ce que MM. Zeuthen(15) et Nöther
ont montré. La même expression est parfaitement analogue à
celle considérée ci-dessus en parlant des courbes planes ; on lui a
donné le nom degenre numériquede la surfaceF .

Mais ici s'arrête l'analogie avec les courbes planes ; en e�et
nous ne pouvons plus a�rmer l'égalité entre les valeurs depg

et pn ; au contraire il peut bien arriver que l'on ait pg 6= pn

et précisément pg > p n . Par exemple une surface réglée ayant
les sections planes de genrep, a (d'après Cayley(16) ), pg = 0 ,
pn = � p. [...]

Peu après, on allait utiliser plutôt l'appellation de genre arith-
métique pour ce que Castelnuovo et Enriques appellentgenre nu-
mérique. Apparaît ainsi une dichotomie des surfaces complexes : cer-
taines, ditesrégulières, véri�ent pg = pn . Les autres, ditesirrégulières,
véri�ent pg > p n .

Les e�orts de Humbert, Enriques, Castelnuovo, Severi, Picard et
Poincaré (voir [170, ŸVII.3]) allaient aboutir à montrer au début du
xx e siècle que l'irrégularité pg � pn d'une surface algébrique peut aussi
être vue comme une généralisation de la notion de genre d'une courbe

(15) Dans l'article [175].
(16) Cela fait référence à [38].
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algébrique (interprétée via le théorème 18.2). En e�et,elle est égale à
la dimension de l'espace vectoriel complexe des formes di�érentielles
holomorphes de degré1.

30. Le problème du lieu singulier

Nous voyons dans les extraits précédents que les premières dé�ni-
tions d'une notion de genre pour les surfaces ont été données pour des
surfaces de l'espace projectif complexe de dimension trois. On pour-
rait penser que cela était dû à une répugnance à considérer des sur-
faces dans un espace de plus grande dimension, où l'intuition géomé-
trique tridimensionnelle était mise à mal.

Mais on peut y voir aussi une autre raison. C'est que, ainsi que
l'expliquent Castelnuovo et Enriques dès le départ, le but était de faire
une théorie birationnellement invariante des surfaces, dans la lignée
de celle élaborée par Riemann pour les courbes (voir la section 16).
Il s'avère que toute surface dans un espace projectif de dimension
arbitraire est birationnellement équivalente à une surface de l'espace
projectif tridimensionnel P3 (il su�t de prendre une projection liné-
aire générique).

Mais de tels représentants dansP3 de la classe d'équivalence bi-
rationnelle contiennent en général unlieu singulier, ce qui explique
pourquoi on prenait toujours en compte celui-ci. D'ailleurs, Castel-
nuovo et Enriques y voient dans [31, p. 275] un avantage dans la
recherche d'invariants :

À la notion des invariants on est parvenu tout d'abord en
considérant les expressions transcendantes liées à la surface
(Clebsch, Nöther 1868-69 ; Picard 1884). Ensuite on s'est pro-
posé de dé�nir les mêmes invariants par la voie géométrique
(ou algébrique). Les géomètres qui ont abordé cette question
(Cayley, Nöther, Zeuthen), procédaient de la manière suivante.
On considérait une surfaceF de l'espace ordinaire, et on faisait
attention à ses caractères projectifs (ordre, courbes et points
multiples). On transformait ensuite birationnellement la F en
une autre surfaceF 0 du même espace, et en comparant les carac-
tères projectifs deF aux caractères analogues deF 0, on formait
des expressions numériques ou des fonctions, qui n'étaient pas
modi�ées par la transformation.
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Ceci est analogue à la manière, amplement utilisée auxx e siècle, de
fabriquer des invariants de n÷uds deR3 à partir de leurs diagrammes,
qui contiennent eux aussi des singularités (leurs points de croisement).

Par contre, une fois arrivé à une construction faisant intervenir le
lieu singulier, il était important de comprendre comment elle s'expri-
mait sur un modèle lisse. Voici ce qu'écrivent à ce sujet Castelnuovo
et Enriques dans [31, Ÿ3] :

Par rapport aux transformations birationnelles, les variétés
algébriques, ayant un même nombre de dimensions, se répar-
tissent en classes [...].

Les variétés d'une même classe di�èrent entre elles, il est vrai,
par leurs caractères projectifs (ordre, dimension de l'espace au-
quel elles appartiennent,. . .) ; mais elles ont plusieurs propriétés
communes, dont la recherche forme le sujet de laGéométrie sur
les variétés algébriques[...]. Il s'ensuit que lorsqu'on étudie une
classede variétés, on peut se rapporter toujours à une variété
abstraite, générale, de la classe, sans faire du tout attention à
ses caractères projectifs [...].

La considération de la variété générale d'une classe a ce grand
avantage, qu'elle permet de faire abstraction de toutes les sin-
gularités de nature projective qu'une variété particulière peut
présenter. Ainsi, dans la suite, lorsque nous parlerons des points
de la variété générale d'une classe, nous allons supposer toujours
qu'il s'agit de points simples; on n'exclut pas naturellement que
ces points ne peuvent correspondre à des points multiples sur des
variétés particulières de la classe ; mais on a�rme simplement
qu'un point multiple est une particularité projective de quelque
représentant de la classe, pas de la classe elle-même ; c'est, pour
ainsi dire, un défaut de l'image, pas du modèle.

En particulier, les auteurs a�rment que toute variété projective est
birationnellement équivalente à une variété projective lisse. On sa-
vait prouver cela facilement pour les courbes projectives, et diverses
approches apparaissaient de temps en temps pour les surfaces pro-
jectives, chacune d'entre elles donnant lieu ultérieurement à des cri-
tiques. On pourra consulter [170, Chap. I] pour une description des
principaux travaux sur la question jusqu'en 1935, ainsi que [71] et [72]
pour des détails sur les discussions autour de ce problème en Italie
dans les années 1890.



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 131

En 1935, dans son traité [170] présentant la théorie des surfaces
algébrique suivant le point de vue italien, Zariski considérait que la
première preuve entièrement rigoureuse du fait que tout surface pro-
jective est birationnellement équivalente à une surface lisse venait
d'être obtenue par Walker dans [158]. À partir de ce moment, Zariski
se mit à essayer d'étendre ce théorème en dimensions plus grande.
Il réussit à le faire dans [173] pour les variétés projectives de dimen-
sion 3, mais ce n'est que son élève Hironaka qui le démontra �nale-
ment dans [81] pour toute variété algébrique dé�nie sur un corps de
caractéristique nulle(17) (voir le théorème 30.1).

Mais revenons à l'article de survol de Castelnuovo et Enriques.
Voici comment ils expliquent dans [31, Ÿ2] les di�cultés qui appa-
raissent en géométrie birationnelle à partir de la dimension deux,
même lorsqu'on ne travaille qu'avec des variétés non singulières :

En revenant aux variétésF et F 0 en correspondance biration-
nelle, il y a deux cas à distinguer, suivant que lesF; F 0 sont
des courbes, ou bien des variétés à plus d'une dimension. Dans
le premier cas en e�et, on a entre les courbesF; F 0 une corres-
pondance biunivoquesans exceptions[...]. Mais si F; F 0 sont par
exemple des surfaces [...], il peut bien exister surF ou F 0 des
points simples (en nombre �ni), à chacun desquels vont corres-
pondre surF 0 (ou F ) tous les points d'une courbe. La projection
stéréographique d'une surface du second ordre sur un plan donne
un exemple bien simple de telles courbes.

Expliquons un peu plus ce dernier exemple. Laprojection stéréo-
graphiqueest présentée d'habitude comme la projection d'une sphère
de l'espace euclidien standard, à partir de l'un de ses points pensé
comme pôle, sur le plan tangent au pôle diamétralement opposé.

Mais nous avons ici à penser à cette opération à la fois projecti-
vement et sur le corps des nombres complexes. La sphère n'est alors
pas distinguable (à transformations projectives complexes près) des
autres quadriques non singulières, dont les modèles a�nes réels sont
les ellipsoïdes, les hyperboloïdes à une ou deux nappes et en�n, les

(17)Cela est encore une question ouverte de nos jours en caractéristique positive,
pour les variétés de dimension au moins4.
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paraboloïdes elliptiques et hyperboliques : à transformations projec-
tives près, il y a une seule quadrique lisse dans l'espace projectif
complexe, un résultat vrai en toutes dimensions.

Projeter stéréographiquementune telle quadrique signi�e la proje-
ter à partir de l'un de ses points sur un hyperplan qui ne le contient
pas. Nous avons déjà vu dans la section 5 qu'en utilisant ce type
de projection, on peut montrer qu'une conique est birationnellement
équivalente à une droite. En fait, en toutes dimensions,la projection
stéréographique établit une équivalence birationnelle entre une qua-
drique lisse et l'hyperplan de projection.

Expliquons cela sur l'exemple d'un paraboloïde hyperboliqueS.
Nous avons choisi ce modèle a�ne réel a�n de mieux comprendre ce
qui se passe à l'aide de notre intuition spatiale usuelle, et en même
temps suivre les opérations par le calcul. On peut choisir le système de
coordonnées a�nes tel queS soit dé�ni dans l'espaceR3 par l'équa-
tion z = xy et que le centre de projection soit l'origineO. Comme
plan de projection, choisissons celui d'équationx + y = 1 , noté P.
Si A0(x0; y0; z0) 2 S, alors la droite joignant O et A0 coupe le planP
au point B0( x0

x0+ y0
; y0

x0+ y0
; z0

x0+ y0
).

En prenant sur S le système de coordonnées(x; y) et sur P ce-
lui de coordonnées(x; z), que nous noterons(X; Z ) pour éviter les
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confusions, notre projection stéréographique� est donnée par :

(x; y) �! (X; Z ) =
� x

x + y
;

xy
x + y

�
:

On en déduit immédiatement l'expression de l'inverse� � 1 :

(X; Z ) �! (x; y) =
� Z

1 � X
;

Z
X

�
;

ce qui montre bien que� est birationnelle. Géométriquement, cela
provient du fait que, la quadrique S étant du deuxième degré,toute
droite passant par le centre de projectionO la coupe en un seul autre
point, éventuellement confondu avecO ou situé à l'in�ni.

Vraiment toute ? Presque, avec comme seule exception le cas où la
droite est contenue dans S. Et en fait par tout point de S passent
deux droites contenues dansS : on dit que la quadrique estdouble-
ment réglée. Cela aussi peut se comprendre géométriquement : le plan
tangent en un point A de S coupe S suivant une conique singulière
en A, qui est donc l'union de deux droites. Dans la �gure j'ai re-
présenté celles qui passent par l'origine, qui sont en fait les axes des
coordonnéesx et y.

La projection � envoie donc les deux droites deS passant par O
en deux points distincts M et N de P. Par ailleurs, elle n'est pas
dé�nie en O, car on obtient comme limites possibles des points� (A),
lorsque A tend vers O, tous les points de la droite L qui joint les
points M et N : l'inverse � � 1 envoie bienL , dé�ni dans le système
de coordonnées(X; Z ) par l'équation Z = 0 , dans l'origine O. On dit
que � éclate le point O et qu'elle contracte les deux droites passant
par O.

Les transformations birationnelles � entre surfaces lisses contrac-
tent toujours certaines courbes et en éclatent d'autres. Dans l'exemple
précédent, cette transformation se fait entre surfaces qui ne sont
pas isomorphes (deux droites du même réglage d'une quadrique lisse
dans P3 ne s'intersectent pas ; par contre, dansP2, deux courbes
distinctes ont toujours des points en commun). Mais il y a de tels
exemples aussi entre surfaces isomorphes. L'un des plus simples est
la transformation quadratique d'un plan projectif de coordonnées
homogènes(X : Y : Z ) en un autre plan de coordonnées homogènes
(U : V : W ), dé�nie par :

(X : Y : Z ) 99K(U : V : W ) = ( Y Z : ZX : XY ):
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Cette transformation � contracte � les côtés du triangle dé�ni par
XY Z = 0 en les sommets de celui dé�ni parUV W = 0 et en même
temps � éclate � les sommets du premier en les côtés du deuxième.

Les transformations birationnelles étaient ainsi toujours vues
comme des mélanges, plus ou moins intriqués, d'éclatements et de
contractions. Mais en 1942, Zariski réussit à dégager dans [172] une
notion d' éclatement d'un point, permettant de factoriser toute trans-
formation birationnelle entre surfaces lisses en produit d'éclatements
en de de leurs inverses.

Plus généralement, et en toutes dimensions, il dé�nit la notion
d'éclatement d'une sous-variété lisseM d'une variété projective
lisse N : en termes modernes, on remplace chaque point de la sous-
variété M par le projecti�é de l'espace normal à M (le quotient de
l'espace tangent àN par celui tangent à M ). Il montra aussi que cela
fournissait une notion d'éclatement d'une sous-variété lisse d'une
variété projective pas nécessairement lisse : on la plonge dans un
espace ambiant lisse et on l'éclate dedans ; en restriction à la variété
initiale cela donne une construction indépendante du plongement
choisi.

C'est le fait que Zariski ait isolé ainsi les opérations d'éclatement
qui permit d'envisager un algorithme de résolution par éclatements
successifs de sous-variétés lisses. C'est �nalement Hironaka qui par-
vint à démontrer en 1964 :

Théorème 30.1.Soit donnée une variété algébriqueX dé�nie sur un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Il existe alors une
résolution des singularitésde X , c'est-à-dire une application biration-
nelle partout dé�nie et propre � : Y ! X , qui soit un isomorphisme
au-dessus de la partie lisse deX . De plus, on peut obtenir une telle
application � en composant des éclatements de centres lisses.

31. Une profusion de genres pour les surfaces

L'école italienne de géométrie algébrique des surfaces, dont les
représentants les plus fameux furent Castelnuovo, Enriques et Severi,
privilégia une méthode géométrique d'étude des surfaces algébriques,
via les familles algébriques de courbes tracées dessus. Les plus simples
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de ces familles sont celles qui dépendent de manière linéaire des para-
mètres : lessystèmes linéaires de courbes, qui généralisaient les séries
linéraires de groupes de points sur les courbes, considérées par Brill
et Noether (voir le début de la section 29).

Le lien entre ce point de vue et celui transcendant des intégrales
simples ou doubles développé essentiellement par Picard, est fourni
par les lieux des zérosdes 2-formes partout holomorphes : ce sont
des courbes algébriques tracées sur la surface, qui varient en un sys-
tème linéaire lorsque la forme di�érentielle varie. Comme ce système
linéaire ne nécessite pas de faire référence à une quelconque structure
supplémentaire, telle qu'un plongement dans un espace ambiant, il est
appelé le système canoniquejK j de la surface. Il est essentiel pour
comprendre les propriétés de la surface algébrique considérée, et ceci
selon les deux points de vue, géométrique et transcendant.

Suivant leur optique géométrique, les italiens désirèrent en donner
une dé�nition qui ne fasse pas appel aux formes di�érentielles. Pour
cela, ils dé�nirent jK j comme di�érencejC0� Cj où jCj est un système
linéaire de courbes sur la surfaces etjC0j est sonsystème adjoint(18),
qui passe par lespoints-base de jCj (les points communs à toutes
les courbes du système) et qui découpe sur chacune d'entre elles un
ensemble de points de lasérie canonique(voir [31, ŸŸ 16, 17 & 21]).
On est ramené ainsi au même type de considérations en dimension
un de moins : la série canonique d'une courbe est la série linéaire
des lieux de zéros des formes de degré un partout holomorphes. Mais
les italiens avaient à disposition une dé�nition géométrique : c'est la
seule série linéaire de degré2p � 2 et dimension p � 1, si p désigne le
genre de la courbe (c'est-à-dire de la surface de Riemann associée).

Un problème qui était gênant pour cette manière de voir les choses,
était de comprendre ce qui se passe lorsquela surface n'admet aucune
2-forme partout holomorphe qui soit non nulle. Dans ce cas, le sys-
tème canoniquejK j paraît vide. Et pourtant il est possible que son
double soit non vide ! En termes de formes di�érentielles, il est pos-
sible qu'il n'y ait pas des 2-formes holomorphes non nulles sur la

(18) Il s'agit d'une réinterprétation et d'une généralisation de l'idée de courbe
adjointe d'une courbe plane, expliquée dans la section 23.
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surface, mais qu'il y ait des2-formes holomorphes de poids2, c'est-à-
dire qui s'écrivent a(x; y)(dx^ dy)2 dans des coordonnées locales com-
plexes(x; y) arbitraires, avec a(x; y) holomorphe. Voici ce qu'écrivent
à ce sujet Castelnuovo et Enriques dans [31, Ÿ30] :

Nous avons parlé jusqu'à présent d'un seul système invariant
situé sur une surface donnée, à savoir du système canoniquejK j.
Mais on peut tout de suite introduire de nouveaux systèmes in-
variants, car il su�t de considérer les multiples jK i j = jiK j du
système canonique. Il ne vaudrait pas même la peine de faire
attention à ces nouveaux systèmes, s'il n'arrivait parfois de ren-
contrer des systèmes analogues sur des surfaces qui ne possèdent
pas de système canonique. [...]

Le systèmei-canonique nous fournit de nouveaux caractères
invariants de la surface ; tels sont par exemple le nombrePi

des courbesi -canoniques qui sont linéairement indépendantes,
le genre de ces courbes, etc. Pouri = 1 , Pi = P1 nous donne le
genre géométriquepg de la surface ; pouri = 2 on a un carac-
tère P2 qu'on pourrait appeler bigenre, et qui va jouer (comme
on verra) un rôle fondamental dans la théorie des surfaces ra-
tionnelles ; etc. Quelques-uns de ces nouveaux caractères peuvent
s'exprimer en fonction des anciens ; pas tous pourtant ; c'est ce
que nous allons reconnaître au sujet deP2.

[...] Un premier exemple, bien simple, est fourni parla surface
du sixième ordre qui passe deux fois par les six arêtes d'un té-
traèdre, et en conséquence trois fois par les sommets de celui-ci ;
la surface a le genre géométriquepg = 0 , car il n'existe pas de
surface du second ordre passant simplement par les six arêtes. Il
existe au contraire une surface bi-adjointe de l'ordre4, qui est
formée par les quatre faces du tétraèdre ; par suite l'on aP2 = 1 .

Ce dernier exemple, trouvé peu de temps auparavant par Enriques
(et analysé en détail dans [58]), est historiquement le premier exemple
de surface algébrique non rationnelle (c'est-à-dire qui n'est pas bi-
rationnellement équivalente au plan) qui ait un genre géométrique
et un genre numérique nul. Ceci est à contraster avec la situation
en dimension un, où la rationalité d'une courbe est caractérisée par
l'annulation du genre.

Se pose alors la question detrouver une caractérisation analogue
des surfaces rationnelles par des caractères invariants. L'exemple pré-
cédent montre que le genre géométrique et le genre numérique ne suf-
�sent pas. Le premier avantage desplurigenres, dé�nis dans l'extrait
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précédent, est qu'ils fournissent de tels invariants supplémentaires
permettant de résoudre ce problème. Mais ils permettent en fait de
caractériser bien d'autres sortes de surfaces, et d'aboutir à une véri-
table classi�cation de celles-ci.

32. La classi�cation des surfaces algébriques

C'est la classi�cation des courbes algébriques qui a servi de modèle
à celle des surfaces, développée par Enriques avec l'aide de Castel-
nuovo entre 1890 et 1914, et qui est présentée de manière détaillée
dans [32] et [58]. Voici déjà comment Enriques présente le principe
de classi�cation des courbes dans [56] :

Rappelons d'abord ce qui a été établi par Riemann, Clebsch,
Brill et Nöther touchant la classi�cation des courbes

f (x; y) = 0 :

Un nombre entier, qu'on appelle le genre joue ici le rôle fon-
damental. Pour chaque valeur du genrep il y a une famille de
courbes, renfermant une in�nité continue de classes distinctes,
qui est précisément1 3p� 3 pour p > 1 (1 1 pour p = 1 , 1 0 pour
p = 0 ).

Et il est essentiel de remarquer que cette famille estirréduc-
tible, de sorte que dans la classi�cation des courbes il ne s'intro-
duit d'autres nombres entiers en dehors du genre.

L'irréductibilité dont parle Enriques signi�e qu'il existe une famille
de courbes de genrep, paramétrée par une variété algébrique irréduc-
tible, et qui contient au moins un représentant de toutes les classes
d'équivalence birationnelle de courbes de genrep.

Continuons avec les explications données par Enriques dans [57]
sur le cas des surfaces(19) :

Pour une surface rationnelle on a :pg = pa = 0 . Mais ces
conditions nécessaires ne su�sent pas à déterminer la classe
des surfaces rationnelles. [...] Pour une surface rationnelle on
a toujours P2 = 0 , mais réciproquement le bigenre ne s'annule
pas nécessairement avec le genrepg ou pa . [...] Par contre
M. Castelnuovo a démontré que les conditions de rationalité

(19)Remarque terminologique : le genre numérique était désormais appelé aussi
genre arithmétique, et noté pa .
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d'une surface se ramènent à annuler en même temps le genre,
géométrique et numérique, et le bigenre ; elles se réduisent
d'ailleurs à pa = P2 = 0 .

Un problème plus général, qui renferme celui des surfaces ra-
tionnelles, est celui de la détermination des surfacesf (x; y; z)=0 ,
représentables paramétriquement par des fonctions rationnelles
d'un paramètre et algébriques d'un autre, c'est-à-dire des sur-
faces que l'on ramène par une transformation birationnelle au
type du cylindre [...]. Pour résoudre ce problème, la considéra-
tion du bigenre ne su�t plus ; il est nécessaire d'introduire encore
des genres d'ordre supérieur [...]. Et alors, résultat remarquable-
ment simple, les conditions nécessaires et su�santes pour qu'une
surface puisse être ramenée au type du cylindre sont simplement
P4 = P6 = 0 .

Les genres d'ordre supérieur ou plurigenres jouent aussi un
rôle dans le problème général de la classi�cation des surfaces,
à côté des genrespa et pg [...]. Mais il s'en faut de beaucoup
qu'on parvienne à dé�nir ainsi toutes les familles de surfaces,
ou de classes de surfaces, dépendant de paramètres ou modules
arbitraires. À ce sujet il faut s'attendre à des complications qui
n'ont pas leur analogue dans la théorie des courbes. Je me bor-
nerai à vous en donner un exemple. Tandis que les surfaces pour
lesquellespa = P3 = P5 = ::: = 0 ; P2 = P4 = ::: = 1 , se ramènent
à la famille des surfaces du sixième ordre passant doublement par
les arêtes d'un tétraèdre, au contraire les surfaces dont tous les
genres sont égaux à1, pa = Pi = 1 , donnent lieu à une in�nité de
familles distinctes, renfermant chacune19 modules. La première
de ces familles est constituée par les surfaces du quatrième ordre,
la seconde par les surfaces du sixième ordre passant doublement
par une courbe du même ordre qui appartient à une quadrique,
etc.

Les surfaces de cettein�nité de familles distinctes furent plus tard
baptiséessurfaces K3 par Weil (voir [163]). Le fait qu'elles forment
une in�nité de familles provient d'un autre phénomène qui ne com-
mence à se manifester qu'à partir de la dimension2 : c'est qu'on peut
déformer leurs structures analytiques complexes aussi peu que l'on
veut pour qu'elles cessent d'être algébriques!

Mais pour qu'on puisse envisager un tel phénomène, il a fallu at-
tendre que la vision des surfaces de Riemann abstraites expliquée
par Weyl dans [168] (voir la section 24) devienne commune aussi en
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dimensions plus grandes. Et ainsi, à une époque où c'était le cas,
Kodaira [105] �t une classi�cation des surfaces analytiques complexes
analogue à celle des surfaces algébriques complexes. Dans cette clas-
si�cation, les surfaces K3 ne forment plus qu'une seule famille (on
pourra consulter l'exposé [12] de Beauville pour un point de vue mo-
derne sur les surfaces K3 et sur cette propriété, ainsi que l'ouvrage
collectif [13] pour beaucoup plus de détails).

Dans l'image suivante est représenté le tableau de classi�cation des
surfaces algébriques, tel qu'on le trouve à la �n du traité [58].

Cette classi�cation est beaucoup plus compliquée que pour les
courbes, où il su�sait de déterminer la valeur d'un invariant (le genre)
pour caractériser la courbe à transformation birationnelle et défor-
mation près. Ceci est vrai pour certaines familles de surfaces, pourvu
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que l'on connaisse les valeurs de plusieurs types de genres (et c'est
le succès principal de l'entreprise de classi�cation de Castelnuovo-
Enriques), mais même de nos jours on ne dispose pas d'une liste
d'invariants numériques qui permettent de déterminer toute surface
algébrique à transformation birationnelle et déformation près.

Le lecteur curieux de découvrir comment on pouvait percevoir la
théorie des surfaces algébriques en 1913 pourra lire le survol [10] de
Baker. Pour plus de détails sur le développement historique de cette
classi�cation, on pourra consulter [73]. Une présentation moderne
peut être trouvée dans le cours [137] de Reid. Des présentations de la
classi�cation des surfaces complexes pas nécessairement algébriques
pourront être trouvées dans les livres [68] de Friedman et Morgan et
[11] de Barth, Hulek, Peters et Van de Ven.

33. Le genre géométrique et le polyèdre de Newton

Les diverses dé�nitions de notions de genres dont nous avons dis-
cuté jusqu'à présent ne nous disent pas comment calculer e�ective-
ment l'un des genres d'une surface algébrique si on part d'une équa-
tion de dé�nition f (x; y; z) = 0 dans C3 (ce qui détermine sa classe
d'équivalence birationnelle). C'est ce problème qu'a étudié Hodge
dans [87]. Il se rendit compte que l'objet-clé associé àf , qui contrôle
le genre géométrique, est le polyèdre de Newton def . Il dé�nit celui-ci
comme l'enveloppe convexe dansR3 des exposants(a; b; c) 2 N3 des
monômes apparaissant dans l'écriture réduite def .

Newton avait introduit l'analogue en dimension deux, a�n d'expli-
quer comment on pouvait exprimery comme série fractionnaire dex
(dite de Newton-Puiseux, voir la section 14), si on connaît une rela-
tion polynomiale f (x; y) = 0 , avec f (0; 0) = 0 . Un tel polygone de
Newton est représenté dans la Figure 11 de l'article [135] de Puiseux,
visible dans la reproduction de la section 14.

Hodge démontra que :

Si les coe�cients sont su�samment généraux, les points en-
tiers situés à l'intérieur du polyèdre de Newton mènent à des
polynômes de la formexyz , où  = 0 est d'ordre N � 4 et de
plus est adjoint de la surface à l'origine et à l'in�ni.
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Si la surfacef (x; y; z) = 0 n'a pas d'autres singularités ailleurs
qu'à l'origine et à l'in�ni et si, de plus, la nature de ces singu-
larités est �dèlement représentée dans le diagramme de Newton,
le nombre de points entiers qui se trouvent à l'intérieur du poly-
èdre de Newton sera exactement égal au genre géométriquepg de
la surface. Plus généralement, si le diagramme de Newton repré-
sente �dèlement une singularité isolée, nous pouvons d'un seul
coup déterminer l'e�et de cette singularité sur le genrepg.

En fait, l'étude du lien entre divers invariants des hypersurfaces ou
de leurs singularités et leurs polyèdres de Newton n'a pris son essor
qu'à partir de la création dans les années 1970 de lagéométrie torique.
Une présentation modernisée du théorème précédent de Hodge est
faite dans cet esprit par Merle et Teissier dans [113].

Dans cette dernière référence est étudiée aussi de manière détaillée
la notion d' adjonction selon le point de vue nécessaire à la compréhen-
sion de tous les écrits discutés précédemment. En e�et, la motivation
essentielle de Merle et Teissier était de comprendre les travaux [54]
de Du Val de 1933 sur les singularités de surfacesqui n'a�ectent pas
les conditions d'adjonction.

34. Les singularités qui n'a�ectent pas le genre

Du Val dit qu'un point singulier isolé P d'une surface algébriqueS
de P3 n'a�ecte pas les conditions d'adjonction s'il n'impose pas de
conditions sur les surfaces adjointes àS, c'est-à-dire si celles-ci ne
sont pas obligées de passer parP. Plus précisément (comparer cela
avec les explications données pour les courbes dans la section 23),
en choisissant une carte a�ne (x; y; z) centrée en P, si pour tout
polynôme q(x; y; z), indépendamment du fait qu'il s'annule ou pas en
(0; 0; 0), la 2-forme :

q(x; y; z)
dx ^ dy
@f=@z

est holomorphe au voisinage de la préimage deP sur toute sur-
face projectivenon singulière qui se projette birationnellement sur S
(c'est-à-dire sur toute résolution des singularités, voir le théorème
30.1). Remarquons qu'une telle surface joue le même rôle par rap-
port à la surface algébrique complexeS que la surface de Riemann
(qui est non singulière par construction !) d'une courbe algébriqueC
par rapport à C.



142 PATRICK POPESCU-PAMPU

Comme le genre géométrique d'une surface de degrén est égal par
dé�nition à la dimension de l'espace des polynômes homogènes de
degré n � 4 qui dé�nissent des surfaces adjointes, on déduit que la
présence de points singuliers isolés qui n'a�ectent pas les conditions
d'adjonction n'a�ectent pas le genre.

Du Val se proposa de trouver toutes les singularités de surfaces
de P3 qui n'a�ectent pas les conditions d'adjonction. En langage mo-
dernisé, il démontra le théorème suivant :

Théorème 34.1.Si un point singulier isolé de surface deP3 n'a�ecte
pas les conditions d'adjonction, alors il admet une résolution dont la
courbe exceptionnelle est formée de courbes rationnelles lisses d'auto-
intersection � 2. De plus, dans ce cas, leur graphe dual est un arbre
ayant au plus un point de rami�cation, qui est alors de valence3,
et les longueurs des trois segments maximaux partant de ce point
font partie des triplets (ordonnés dans l'ordre croissant)(1; 1; n > 1),
(1; 2; 2), (1; 2; 3), (1; 2; 4).

Voici une explication succincte des notions en jeu. Unerésolution
du point singulier P 2 S est une application birationnelle � : � ! S
(dé�nie partout), avec � une surface non singulière, telle que� soit
un isomorphisme au-dessus d'un voisinage deP privé de P (voir aussi
le théorème 30.1). Dans ce cas, la préimage deP est une courbeE,
appelée lacourbe exceptionnellede la résolution. Le graphe dual de
celle-ci a un ensemble de sommets en bijection avec les composantes
irréductibles de E, deux sommets étant joints par autant d'arêtes que
le nombre d'intersection des composantes associées. De plus, chaque
sommet est pondéré par l'auto-intersection dans la surface lisse� de
la composante associée.

Dans la �gure ci-après, combinant les diagrammes des articles [6]
et [7], dans lesquels Michael Artin généralise les résultats de Du Val,
en classi�ant les singularités de surfaces qui n'a�ectent pas le genre
(arithmétique), indépendamment de leur dimension de plongement,
sont représentées de deux manières schématiques di�érentes les con�-
gurations de courbes exceptionnelles décrites par le théorème 34.1.
La deuxième représentation est celle des graphes duaux, expliquée
dans le paragraphe précédent.
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Le théorème 34.1 permet de voir que si une surface deP3 n'a que
des singularités de Du Val, alors elle a le même genre géométrique
qu'une surface non singulière de même degré. En fait, Brieskorn mon-
tra dans [20] que, dans ce cas, la résolution de la surface obtenue
en recollant les résolutions décrites dans le théorème pour les divers
points singuliers, estdi�éomorphe aux surfaces lisses de même degré.

On pourra trouver des renseignements sur l'évolution de la compré-
hension des singularités décrites par Du Val dans l'article de souvenirs
[21] de Brieskorn. Cette classe de singularités admet de multiples
autres caractérisations. Celles connues en 1979 ont été rassemblées
par Durfee dans [55]. On pourra consulter aussi les divers articles de
[46], ainsi que l'article [152] de Slodowy.

35. Hodge et l'interprétation topologique des genres

On remarquera que les dé�nitions des diverses notions de genre
introduites pour les surfaces sont toutes algébriques, qu'aucune
d'entre elles n'est purement topologique. Si les italiens préféraient
en donner des dé�nitions à partir de modèles (birationnellement
équivalents) situés dans l'espace projectif de dimension trois, dans
lesquels les courbes singulières étaient en général inévitables, la
question de la signi�cation topologique du genre se pose plutôt sur
un modèle lisse, situé dans un espace de dimension plus grande.

Dans [88] Hodge démontra le théorème suivant :
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Théorème 35.1.Le genre géométrique d'une surface projective com-
plexe lisse est un invariant topologique.

La preuve de Hodge dépend de manière essentielle de l'extension
faite par Poincaré [128] (voir la section 39) aux variétés de dimension
quelconque de la théorie de Riemann des cycles tracés sur les surfaces.
Elle dépend aussi de sa propre théorie des formes harmoniques sur les
variétés riemanniennes de dimension quelconque (voir la section 43).
C'est le signe qu'il est temps pour nous aussi de regarder vers les
dimensions supérieures. Mais auparavant, je voudrais expliquer les
pas de la preuve de Hodge du théorème précédent, au béné�ce du
lecteur qui connaît un peu ces théories.

Hodge prouva en fait que l'indice d'inertie (le couple formé par le
nombre de signes positifs et le nombre de signes négatifs dans une
diagonalisation) de la forme d'intersection sur le deuxième groupe
de cohomologieH 2(V;R) de la surfaceV (voir les explications qui
suivent les théorèmes 40.2 et 42.3) est égal à(2pg + 1 ; B2 � 2pg � 1),
où pg désigne le genre géométrique etB2 le deuxième nombre de
Betti. Comme cette forme d'intersection est invariante topologique-
ment, il s'ensuit que pg l'est aussi.

Plus précisément, il munit la surface donnée dans un espace pro-
jectif de dimension arbitraire de la métrique riemannienne induite
par celle de l'espace ambiant. Puis, il décompose l'espace des formes
harmoniques de degré2, isomorphe à H 2(V;R) par son théorème
général 43.1, en somme directe des formes anti-autoduales (telles que
� � = � � ) et autoduales (telles que� � = � ). Il montre ensuite que
la forme d'intersection est dé�nie positive sur le premier espace et
dé�nie négative sur le deuxième (ce qui est vrai sur toute variété rie-
mannienne orientée de dimension4). En�n (et ceci est spéci�que aux
surfaces algébriques), il prouve que le premier espace est de dimension
2pg + 1 .

Remarquons que de nos jours les deux espaces de formes se retrou-
veraient permutés. Cela dépend en fait de la convention de signe que
l'on prend dans la dé�nition de l'involution � de Hodge et dans celle
de l'orientation induite par la structure complexe.

L'irrégularité pg � pa (voir la �n de la section 29) est elle aussi
invariante topologiquement. En e�et, comme on l'a mentionné
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précédemment, elle est égale à la dimension de l'espace des formes
holomorphes de degré1, qui est égal à son tour à la moitié du premier
nombre de Betti B1 de la surface algébrique complexe considérée.
Ceci est une conséquence du fait, connu auparavant pour les surfaces
de Riemann des fonctions algébriques, et valable en fait pour les
variétés projectives complexes lisses de dimension quelconque, que
toute forme de degré un à valeurs complexes est cohomologue à une
unique somme d'une forme holomorphe et d'une conjuguée de forme
holomorphe (voir aussi les commentaires qui suivent le théorème
43.2).

Le genre géométrique et l'irrégularité étant des invariants topolo-
giques, il s'ensuit que le genre arithmétique l'est aussi.

36. Plus récemment : comparaisons de structures

La question de l'invariance topologique des plurigenres a résisté
beaucoup plus longtemps. En fait ce sont des invariants de la struc-
ture di�érentiable, mais non pas topologique. Plus précisément :

Théorème 36.1.S'il existe un di�éomorphisme préservant l'orienta-
tion entre deux surfaces kählériennes compactes lisses, alors leurs
plurigenres sont égaux. Il existe des surfaces projectives complexes
lisses qui sont homéomorphes, mais qui n'ont pas les mêmes pluri-
genres.

La première assertion, répondant positivement à une conjecture
de Van de Ven, a été prouvée autour de 1996 par Brussee [25] et
Friedman et Morgan [69], en utilisant la toute nouvelle théorie des
équations de Seiberg-Witten. La deuxième a été obtenue en 1987 par
Donaldson dans [53]. Plus précisément, il a exhibé deux surfaces pro-
jectives complexes lisses, l'une rationnelle et l'autre pas, qui sont ho-
méomorphes mais pas di�éomorphes. Pour cela il a utilisé les mêmes
techniques de � théorie de jauge � qui lui avaient permis auparavant
de prouver le théorème 36.3 présenté plus bas, ainsi que le fait qu'il
existe des variétés topologiques de dimension4 qui n'admettent au-
cune structure di�érentiable, et d'autres qui en admettent plusieurs.
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C'est Milnor qui avait découvert en 1956, dans [114], le premier
exemple de variétés di�érentiables qui sont di�éomorphes, mais pas
homéomorphes. C'étaient topologiquement des sphères de dimen-
sion 7. Peu avant, Moise avait prouvé dans [117] qu'une variété
topologique close de dimension3 admet toujours une structure
di�érentiable, et que celle-ci est unique à di�éomorphisme près.

À partir de là s'est beaucoup développée la classi�cation des struc-
tures di�érentiables sur les variétés topologiques de dimension au
moins 5, mais la situation en dimension4 restait mystérieuse. D'une
certaine manière, il y avait su�samment d'espace pour que la com-
plexité structurelle explose par rapport à la situation en dimension3,
mais pas encore su�samment pour que les problèmes puissent deve-
nir �exibles algébriquement comme en dimension au moins5 (tech-
niquement, cela veut dire que l'on peut les ramener à des problèmes
homotopiques ... qui ne sont pas forcément faciles à résoudre, mais
qui sont en principe plus simples que ceux de départ).

C'est en 1982 qu'apparurent presque simultanément les travaux de
Freedman et de Donaldson, montrant que les problèmes de classi�ca-
tion topologique et di�érentiable des variétés de dimension4 étaient
radicalement di�érents. Plus précisément, Freedman montra dans [67]
que (les notions utilisées sont expliquées plus bas dans les sections 39
et 40) :

Théorème 36.2.Toute variété topologique simplement connexeV de
dimension 4 est déterminée à ambiguïté de cardinal2 près, par sa for-
me d'intersection sur le second groupe d'homologieH2(V;Z). De plus,
toute forme bilinéaire symétrique de déterminant� 1 apparaît ainsi.

Par contraste, Donaldson prouva dans [52] que l'existence d'une
structure di�érentiable impose de sérieuses restrictions sur la forme
d'intersection de H2(V;Z) :

Théorème 36.3.Une forme bilinéaire symétrique de déterminant� 1
peut être réalisée par une variété di�érentiable closeV , orientée et
simplement connexe de dimension4 si et seulement si elle se réduit au
signe près, dans une base convenable deH2(V;Z), au produit scalaire
standard d'un groupeZn .
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Le lecteur curieux de découvrir d'autres applications des techniques
de théorie de jauge de Donaldson puis de Seiberg et Witten à l'étude
de la structure des surfaces complexes lisses, pourra consulter le pa-
norama rapide de [11, Chapitre IX]. Pour la situation pré-Seiberg-
Witten, une présentation systématique de l'état de l'art a été faite
par Friedman et Morgan dans [68].

Partie 3. Les dimensions supérieures

37. Hilbert et sa fonction caractéristique d'un module

Nous avons vu dans la section 29 que, pour dé�nir une notion
birationnellement invariante de genre pour les surfaces algébriques,
Clebsch, Cayley, Noether et leurs continuateurs considérèrent cer-
taines surfaces passant par le lieu singulier de la surface donnée.
Ce sont des analogues des courbes adjointes d'une courbe plane, pas-
sant d'une manière contrôlée par les points singuliers de celle-ci (voir
la section 23).

En 1890, dans [79], Hilbert commença une étude algébrique systé-
matique des hypersurfaces dans un espace projectifPn , passant par
un sous-ensemble algébrique �xéV . L'ensembleI des polynômes dé�-
nissant ces hypersurfaces est alors unidéal de l'algèbre A des poly-
nômes associée à l'espace projectifPn . C'est à cette occasion que
Hilbert prouva :

Théorème 37.1.Tout idéal dans une algèbre de polynômes est �niment
engendré.

De nos jours, et suite au travail [121] d'Emmy Noether(20) sur les
anneaux qui satisfont la même propriété, on dit plutôt queles algèbres
de polynômes sont noethériennes. Pour Emmy Noether, il était impor-
tant d'élaborer une théorie générale des idéaux en partant de la notion
abstraite d'anneau commutatif, a�n d'uni�er les constructions basées
sur les idéaux et les modules en théorie des nombres et en géométrie
algébrique.

(20) Il s'agit de la �lle de Max Noether.
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Mais en 1890, année de la publication de l'article de Hilbert, ces
constructions étaient quasiment absentes de la géométrie algébrique,
en particulier de la théorie des surfaces. En fait, encore en 1935, dans
le traité [170] de Zariski, la notion d'idéal n'est même pas mentionnée !
Comme allait l'expliquer Zariski plus tard, c'est pendant l'écriture de
ce livre sur la théorie des surfaces algébriques qu'il se convainquit de
la nécessité de ra�ermir les bases de celle-ci et de rendre ses démons-
trations plus rigoureuses, et qu'il se rendit compte que la théorie des
idéaux dans les anneaux commutatifs était parfaitement adaptée à
cela.

Dans [171], l'un des premiers articles où Zariski utilisa la théorie
des idéaux pour l'étude des surfaces complexes, il réexamina la no-
tion de système linéaire de courbes passant par des points-base assi-
gnés d'une surface lisseS, certains pouvant être in�niment voisins
(c'est-à-dire situés sur des courbes créées par éclatements successifs).
Il montra comment l'assignation d'un tel ensemble de points in�ni-
ment voisins d'un point géométrique donnéO deS peut être codée par
un idéal de l'anneau des fonctions rationnelles qui n'ont pas de pôles
au point considéré : une courbe passe par ces points si et seulement
si une fonction la dé�nissant est contenue dans l'idéal. À partir de ce
moment-là, il allait devenir important de considérer non seulement les
idéaux des fonctions qui s'annulent sur une sous-variété d'une variété
donnée, maistous les idéaux : ceux-ci dé�nissent des conditions de
passage par des points-base, éventuellement in�niment voisins.

Remarquons en passant que la notion denombre idéal a été intro-
duite par Kummer lors de considérations arithmétiques, et que c'est
Dedekind qui en décanta celle d'idéal au sens mathématique moderne
du terme (voir [45]). Le lecteur curieux de découvrir comment Kum-
mer parlait des nombres idéaux pourra consulter [134].

Les idéaux I dé�nis par des sous-ensembles de l'espace projec-
tif, qui sont ceux considérés par Hilbert dans [79], ont la propriété
d'être gradués: ils sont engendrés par leurs éléments homogènes, et
ils peuvent être donc vus comme sommes directes surd 2 N des sous-
espaces vectorielsI d constitués des polynômes de degrésd. L'algèbre
quotient A=I est elle aussi naturellement graduée,I et A=I étant les
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exemples fondamentaux demodules graduésconsidérés par Hilbert.
Celui-ci dé�nit alors comme mesure de complexité pour un tel module
sa fonction caractéristique � : N ! N, qui associe à chaqued 2 N la
dimension du sous-espace vectoriel de gradationd.

Géométriquement, la fonction caractéristique deA=I associe à
chaqued, la dimension du système linéaire des sections par les hyper-
surfaces de degréd de V , augmentée de1 (cette di�érence de 1 pro-
venant du fait que des polynômes proportionnels dé�nissent le même
membre du système linéaire, et réciproquement ; on utilise alors le fait
que la dimension d'un espace vectoriel surpasse de1 la dimension de
l'espace projectif associé).

Le théorème essentiel de [79] concernant cette fonction, appelée de
nos jours fonction de Hilbert de V ou de A=I , est le suivant :

Théorème 37.2.Soit � la fonction caractéristique d'un module gradué
de type �ni sur A. Alors � (d) est un polynôme end, pour d su�-
samment grand. LorsqueM = A=I , I étant l'idéal engendré par les
polynômes qui s'annulent sur le sous-ensemble algébriqueV de P,
le degré est égal à la dimension deV .

L'invariant intrinsèque de base d'une variété, sa dimension, est
donc lisible sur sa fonction de Hilbert, dé�nie à partir d'un plonge-
ment dans un espace projectif. Ceci laisse présager que l'on pour-
rait en tirer d'autres invariants indépendants du plongement. C'est
ce qu'a�rme en fait Hilbert au sujet de possibles généralisations du
genre, aux pages 519-520 de [79, ŸIV](21) :

Soit donnée une courbe ou bien un système de courbes et
de points dans l'espace tridimensionnel. Par le théorème prouvé
dans la section I, on peut toujours faire passer par cette con�gu-
ration un nombre �ni de surfaces

F1 = 0 ; F2 = 0 ; : : : ; Fn = 0

de telle manière que toute autre surface qui contient la con�gu-
ration est donnée par une équation de la forme

A1F1 + A2F2 + � � � + Am Fm = 0 :

(21)Je remercie Walter Neumann pour m'avoir traduit cet extrait en Anglais.
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Ces considérations montrent qu'à toute con�guration algébrique
correspond un module(F1; F2; : : : ; Fm ) et à travers lui, cette
fonction caractéristique � (R). Cette dernière fonction décrit
combien de conditions indépendantes doit satisfaire une surface
de degré donné dépassant une certaine borne, pour contenir la
con�guration donnée. De cette manière, la fonction caractéris-
tique d'une courbe de l'espace sans points doubles, d'ordreR et
genrep a la valeur

� (R) = � p + 1 + rR:

[...] En ce qui concerne la généralisation de ces considérations
à des espaces de plus grande dimension, le résultat suivant semble
important. Soit donnée une con�guration algébrique dans un es-
pace de dimension arbitraire et soit la fonction caractéristique
associée au module correspondant de la con�guration, donnée
par :

� (R) = � 0 + � 1

�
R
1

�
+ � 2

�
R
2

�
+ � � � + � d

�
R
d

�
;

alors le degré de cette fonction caractéristique donne la dimen-
sion et le coe�cient � d donne l'ordre de la con�guration algé-
brique, pendant que les autres coe�cients � 0; � 1; : : : ; � d� 1 sont
en connexion étroite avec les genres de la con�guration dé�nis et
discutés par M. Noether. La preuve générale de ce fait dépend du
passage den � 1 variables àn. Comme on le voit, les théorèmes
que nous avons donnés dans le cas des courbes dans l'espace
tridimensionnel sont en e�et con�rmés.

Remarquons le fait que cette technique n'impose aucune contrainte
sur les éventuels points singuliers deB , et ouvre donc la voie à une
dé�nition en dimension arbitraire du genre, indépendante de la nature
de ceux-ci. C'est Severi qui proposa une telle dé�nition, en suivant la
piste ouverte par Hilbert.

38. Severi et des genres en dimension quelconque

A�n de comprendre l'extrait suivant de [149, pp. 40-41], dans le-
quel Severi propose une dé�nition dugenre arithmétique valable en
dimension quelconque, il faut savoir que Severi appellepostulation
v(`) le polynôme auquel est égale la fonction de Hilbert� (`) pour
` 2 N su�samment grand (et que l'on appelle polynôme de Hilbert
de nos jours). Remarquons aussi que Severi utilise une autre base



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 151

que Hilbert pour le Z-module des polynômes de degré au plusd qui
ne prennent que des valeurs entières pour les valeurs entières de la
variable.

Dans Sr [un espace projectif de dimensionr ] soit Vd une va-
riété algébrique, irréductible ou non, privée de variétés multiples
de sa dimension, et soit

v(`) = k0

�
` + d

d

�
+ k1

�
` + d � 1

d � 1

�
+ � � � + kd� 1(` + 1) + kd

la formule de postulation qui lui est associée.
La signi�cation des coe�cients k0; k1; : : : ; kd est bien connue

lorsque d = 0 ; 1; 2. Dans le casd = 0 , le coe�cient k0 n'est
rien d'autre que le nombre de points du groupe ; dans le cas
d'une courbe irréductible, sans singularités, d'ordrep0 + 1 , et de
genrep1, on a (Cayley, Noether, Castelnuovo) :

k0 = p0 + 1 ; k1 = � (p0 + p1);

dans le cas d'une surface, sans singularités, de genre arithmé-
tique p2, dont la section hyperplane a l'ordrep0 +1 et le genrep1,
on a (Severi) :

k0 = p0 + 1 ; k1 = � (p0 + p1); k2 = p1 + p2:

Donc dans le cas d'une courbe il résulte que

p1 = � (k0 + k1 � 1);

et dans le cas d'une surface

p2 = k0 + k1 + k2 � 1:

Ceci étant dit, pour une Vd quelconque vient immédiatement
l'idée de dé�nir le genre arithmétique virtuel à l'aide de la formule

pd = ( � 1)d(k0 + k1 + � � � + kd � 1):

Après celala formule de postulation d'une variétéVd quelconque
pourra s'écrire ainsi

8
<

:
v(`) = ( p0 + 1)

�
` + d

d

�
� (p0 + p1)

�
` + d � 1

d � 1

�
+ � � �

� � � + ( � 1)d� 1(pd� 2 + pd� 1)( ` + 1) + ( � 1)d(pd� 1 + pd);

où p0; p1; p2; : : : ; pd sont les genres arithmétiques virtuels des sec-
tions de V avec des espacesSr � d; Sr � d+1 ; Sr � d+2 ; : : : ; Sr respec-
tivement.

Lorsque la [variété] Vd sera irréductible et privée de singula-
rités, le nombre pd se nommeragenre arithmétique e�ectif ou
simplement genre arithmétique.
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Mais la [dernière relation] resterait une transformation for-
melle inutile de [la première], si on n'établissait pas que, dans le
cas des variétés irréductibles, les genres arithmétiques sont des
caractères invariants par rapport aux transformations biration-
nelles.

Severi propose donc la dé�nition suivante du genre arithmétique
d'une variété lisse de dimensiond, plongée dans un espace projectif,
en fonction de son polynôme de Hilbertv(l ) :

(38.1) pa = ( � 1)d(v(0) � 1):

Remarquons qu'il n'est même pas clair que cette notion soit intrin-
sèque, c'est-à-dire qu'elle ne dépende pas du plongement choisi de la
variété dans l'espace projectif. Par contre, on obtient ainsi une dé�ni-
tion du genre arithmétique pour n'importe quelle sous-variété, même
singulière, ou ayant des composantes multiples, de l'espace projectif.
Il est important d'avoir une telle notion, car lorsqu'on considère une
famille de sous-variétés dePn , pour des valeurs particulières des para-
mètres elle contient en général de telles variétés singulières (on pourra
penser à la famille de toutes les coniques deP2, qui contient des unions
de deux droites, ainsi que des droites doubles). On a alors le théorème
suivant (voir [78, ŸIII.9]) :

Théorème 38.2.Une famille à un paramètre f : X ! T de sous-
variétés d'un espace projectifPn est plate (c'est-à-dire que chacun de
ses membresf � 1(t) est la limite algébrique des autres membres, ou
dit autrement, la fermeture de X r f � 1(t) dans Pn est égale àX )
si et seulement si les polynômes de Hilbert des membresf � 1(t) de la
famille sont constants.

En particulier, le genre arithmétique est invariant dans une telle
famille.

Mentionnons aussi que siC est une courbe, qui peut avoir des sin-
gularités ou des composantes multiples, mais qui est contenue dans
une surface projective lisseS (c'est donc un diviseur e�ectif sur cette
surface), alors on peut calculer son genre arithmétiquenumérique-
ment à l'intérieur de la surface S, c'est-à-dire en termes de nombres
d'intersection (voir [78, Exercice V.1.3]) :
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Théorème 38.3.Si S est une surface projective lisse de classe cano-
nique K et queC est une courbe algébrique contenue dansS, on a la
formule d'adjonction suivante :

pa(C) = 1 +
1
2

C � (C + K ):

L'invariance birationnelle du genre arithmétique des variétés pro-
jectives lisses n'est pas la seule conjecture faite par Severi dans cet
article. À la dernière page il conjecture que pour une variété lisse, le
genre arithmétique dé�ni par lui est égal à la somme alternée :

i d � i d� 1 + i d� 2 � � � � + ( � 1)d� 1i 1

où i k désigne � le nombre d'intégrales �nies k-uples�, c'est-à-dire la
dimension de l'espace des formes rationnelles de degrék sans pôles.
Cette deuxième conjecture entraînerait la première, car il est facile
de voir par un calcul en coordonnées locales qu'une transformation
birationnelle entre variétés lisses envoie toute forme di�érentielle ra-
tionnelle sans pôles en une forme qui reste sans pôles.

La deuxième conjecture de Severi n'allait être prouvée qu'en 1952
par Kodaira [104]. Sa preuve utilise de manière essentielle les déve-
loppements de la première moitié duxx e siècle en topologie des va-
riétés de dimension quelconque initiés pas l'article [128] de Poincaré.
Tournons-nous maintenant vers ces travaux de Poincaré. Le lecteur
curieux d'apprendre comment Severi voyait, juste avant l'article de
Kodaira, l'évolution des problèmes initiés par son article de 1909 dont
nous avons parlé dans cette section, pourra consulter [150].

39. Poincaré et l'Analysis Situs

Les notions de genre que nous avons examinées jusqu'ici pour les
surfaces algébriques, ainsi que celle proposée en toutes dimensions
par Severi, sont dé�nies par des moyens algébriques. Aucune d'entre
elles ne généralise le point de vue topologique de Riemann, basé sur
les courbes tracées sur les surfaces di�érentiables (voir la section 15).

En 1895, Poincaré se proposa dans [128] de remédier à cela et
d'étendre les outils topologiques utilisés en dimensions réelles2 et 3
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aux dimensions quelconques. Comme il l'expliqua dans l'introduc-
tion, il était partiellement motivé par des questions de géométrie des
surfaces algébriques :

L'emploi des �gures a donc [...] pour but de nous faire
connaître certaines relations entre les objets de nos études,
et ces relations sont celles dont s'occupe une branche de la
Géométrie que l'on a appeléeAnalysis situs, et qui décrit la
situation relative des points des lignes et des surfaces, sans
aucune considération de leur grandeur.

Il y a des relations de même nature entre les êtres de l'hyper-
espace ; il y a donc uneAnalysis situs à plus de trois dimensions,
comme l'ont montré Riemann et Betti.

Cette science nous fera connaître ce genre de relations, bien
que cette connaissance ne puisse plus être intuitive, puisque nos
sens nous font défaut. Elle va ainsi, dans certains cas, nous rendre
quelques-uns des services que nous demandons d'ordinaire aux
�gures de Géométrie.

Je me bornerai à trois exemples.
La classi�cation des courbes algébriques en genres repose,

d'après Riemann, sur la classi�cation des surfaces fermées réelles,
faite au point de vue de l'Analysis situs. Une induction immédiate
nous fait comprendre que la classi�cation des surfaces algébriques
et la théorie de leurs transformations birationnelles sont intime-
ment liés à la classi�cation des surfaces fermées réelles de l'espace
à cinq dimensions au point de vue de l'Analysis situs. M. Picard,
dans un Mémoire couronné par l'Académie des Sciences, a déjà
insisté sur ce point.

D'autre part, dans une série de Mémoires insérés dans leJour-
nal de Liouville, et intitulés : Sur les courbes dé�nies par les équa-
tions di�érentielles , j'ai employé l'Analysis situs ordinaire à trois
dimensions à l'étude des équations di�érentielles. Les mêmes re-
cherches ont été poursuivies par M. Walther Dyck. On voit ai-
sément que l'Analysis situs généralisée permettrait de traiter de
même les équations d'ordre supérieur et, en particulier, celles de
la Mécanique céleste.

M. Jordan a déterminé analytiquement les groupes d'ordre �ni
contenus dans le groupe linéaire àn variables. M. Klein avait
antérieurement, par une méthode géométrique d'une rare élé-
gance, résolu le même problème pour le groupe linéaire à deux
variables. Ne pourrait-on pas étendre la méthode de M. Klein au
groupe àn variables ou même à ungroupe continu quelconque?
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Je n'ai pu jusqu'ici y parvenir, mais j'ai beaucoup ré�échi à la
question et il me semble que la solution doit dépendre d'un pro-
blème d'Analysis situs et que la généralisation du célèbre théo-
rème d'Euler sur les polyèdres doit y jouer un rôle.

Nous voyons que Poincaré parle explicitement du problème de trou-
ver une notion birationnellement invariante de genre pour les surfaces
algébriques. Il a bien sûr en tête toutes les dé�nitions données par
Riemann pour les courbes algébriques, ce qui le fait s'intéresser en
particulier aux intégrales multiples partout �nies portées par la sur-
face algébrique (c'est-à-dire aux formes di�érentielles algébriques sans
pôles).

Comme son but est de créer un cadre qui puisse s'appliquer à
des problèmes de nature très variée (notons que, dans son introduc-
tion, il parle de géométrie algébrique, d'équations di�érentielles et de
théorie des groupes), il développe sa théorie pour des variétés réelles
lisses qui ne sont pas nécessairement algébriques. Elles ne sont pas
encore dé�nies abstraitement (voir la section 24), mais en tant que
sous-variétés d'espacesRn , décrites soit implicitement, soit paramé-
triquement (voir [128, ŸŸ1�4]).

Riemann considérait des courbes fermées tracées sur ses surfaces.
Par analogie, Poincaré considère des sous-variétés fermées d'une va-
riété donnée, c'est-à-dire compactes et sans bord. Riemann regar-
dait plusieurs courbes en même temps, de telle manière qu'elles ne
forment pas la frontière complète d'une portion de surface. Comme
nous l'avons discuté dans la section 15, grâce à cela il dé�nit la no-
tion d'ordre de connexion. Sa preuve de l'invariance topologique de
cette notion est basée sur le fait qu'en rajoutant une courbe fermée
supplémentaire, l'ensemble des courbes borde une portion de surface.
C'est cette notion, d'être bord d'une portion de surface, que Poincaré
généralise en toutes dimensions (voir [128, Ÿ5]) :

Considérons une variétéV à p dimensions ; soit maintenantW
une variété àq dimensions(q 6 p) faisant partie de V . Supposons
que la frontière complète deW se compose de� variétés continues
à q dimensions

v1; v2; : : : ; v� :
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Nous exprimerons ce fait par la notation

v1 + v2 + ::: + v� � 0:

Plus généralement la notation

k1v1 + k2v2 � k3v3 + k4v4;

où lesk sont des entiers et lesv des variétés àq � 1 dimensions,
signi�era qu'il existe une variété W à q dimensions faisant partie
de V et dont la frontière complète se composera dek1 varié-
tés peu di�érentes de v1, de k2 variétés peu di�érentes de v2,
de k3 variétés peu di�érentes de la variété opposée [c'est-à-dire,
obtenue en changeant l'orientation] àv3 et de k4 variétés peu
di�érentes de la variété opposée àv4.

Les relations de cette forme pourront s'appeler deshomologies.
Les homologies peuvent se combiner comme des équations or-

dinaires.

Ces dé�nitions permirent à Poincaré d'étendre aux variétés de
dimension quelconque la dé�nition donnée par Riemann de l'ordre
de connexion d'une surface (voir [128, Ÿ6]) :

Nous dirons que les variétés [...] d'un même nombre de dimen-
sions et faisant partie deV , sont linéairement indépendantes, si
elles ne sont liées par aucune homologie à coe�cients entiers.

S'il existe Pm � 1 variétés fermées à m dimensions faisant
partie de V et linéairement indépendantes et s'il n'en existe que
Pm � 1, nous dirons que l'ordre de connexion deV par rapport
aux variétés àm dimensions est égal àPm .

Ainsi se trouvent dé�nis, en ce qui concerne une variétéV à
m dimensions,m � 1 nombres [...].

Je les appellerai dans la suite lesnombres de Betti.

Ultérieurement, comme on l'expliquera plus bas, c'estPm � 1 qu'on
appellera m-ème nombre de Betti. Même si Poincaré ne cite aucun
article de Betti, cela fait probablement référence à [17], où Betti tenta
déjà d'étendre en dimension quelconque les idées topologiques bidi-
mensionnelles de Riemann. En fait, Betti avait discuté de cela avec
Riemann lui-même, comme on peut le voir par les lettres qu'il a échan-
gées avec Tardy, traduites en Français par Weil dans [166], et discu-
tées par Pont [132, ŸII.3.2].

Dans le même article, Poincaré s'occupe aussi du problème de la
multiformité des fonctions à la manière de Cauchy et Puiseux (voir



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 157

les sections 13 et 14), ce qui le mène à introduire la notion degroupe
fondamental d'une variété :

Soient [...] � fonctions [F ] des coordonnées [...] d'un pointM
d'une variété [...]. Je ne suppose pas que les fonctionsF soient
uniformes. Lorsque le pointM , partant de sa position initiale M 0,
reviendra à cette position, après avoir parcouru un chemin quel-
conque, il pourra se faire que les fonctionsF ne reviennent pas
à leurs valeurs primitives.

[...] L'ensemble de toutes les substitutions que les fonctionsF
subiront ainsi, quand le point M décrira tous les contours fer-
més que l'on peut tracer sur la variétéV en partant du point
initial M 0, formera évidemment un groupe que j'appelleg. [...]

Si maintenant M 0AM 1; M 0BM 1; M 0CM 1 sont trois chemins
di�érents tracés sur V et allant de M 0 à M 1, je conviendrai
d'écrire

M 0AM 1CM 0 � M 0AM 1BM 0 + M 0BM 1CM 0:

[...] Nous sommes ainsi conduits à envisager des relations de
la forme

k1C1 + k2C2 � k3C3 + k4C4;

où lesk sont des entiers et lesC des contours fermés tracés surV
et partant de M 0. Ces relations, que j'appellerai deséquivalences,
ressemblent aux homologies que j'ai étudiées plus haut. Elles en
di�èrent :

1� Parce que, dans les homologies, les contours peuvent partir
d'un point initial quelconque ;

2� Parce que, dans les homologies, on a le droit d'intervertir
l'ordre des termes d'une somme.

[...] il est clair que l'on peut imaginer un groupeG satisfaisant
aux conditions suivantes :

1� À chaque contour ferméM 0BM 0 correspondra une substi-
tution S du groupe ;

2� La condition nécessaire et su�sante pour queS se réduise
à la substitution identique, c'est que [le contour fermé soit ho-
motope à un contour constant] ;

3� Si S et S0 correspondent aux contoursC et C0 et si C00�
C + C0, la substitution correspondant à C00seraSS0.

Le groupeG s'appellera legroupe fondamentalde la variétéV .
Comparons-le au groupeg des substitutions subies par les

fonctions F .
Le groupeg sera isomorphe àG [c'est-à-dire, suivant le langage

de l'époque, l'image deG par un morphisme de groupes].
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L'isomorphisme pourra être holoédrique [c'est-à-dire un iso-
morphisme selon nos conventions actuelles].

Il pourra être mérièdrique [c'est-à-dire avoir un noyau non
trivial] si un contour fermé M 0BM 0 [qui n'est pas homotope
à un contour constant] ramène les fonctionsF à leurs valeurs
primitives.

De nos jours, on dé�nit le groupe fondamentald'un espace topolo-
gique connexe par arcs comme ensemble des classes d'homotopie des
lacets basés en un point �xé, le produit de deux classes s'obtenant en
parcourant à la suite des représentants de ces classes, et en prenant
la classe d'homotopie du résultat.

Du point de vue de la théorie des fonctions multiformes qui vivent
dessus, les variétés les plus simples sont celles dont le groupe fonda-
mental est trivial. On appela de telles variétéssimplement connexes,
même si pour Poincaré cette expression signi�e plutôtêtre homéo-
morphe à une boule ou une sphère.

Poincaré parle de � substitutions � car à son époque tous les
groupes connus étaient des groupes de permutations (de racines de
polynômes chez Galois) ou de substitutions (c'est-à-dire de change-
ments de variables). Mais en fait le groupe qu'il dé�nit est abstrait,
il ne transforme rien a priori (même si a posteriori il agit sur le
revêtement universel, c'est-à-dire le seul revêtement non rami�é
simplement connexe).

Il s'agit là de la première dé�nition d'invariant d'un objet géomé-
trique qui ne soit pas un nombre(comme l'étaient toutes les notions
de genre vues précédemment, celle d'ordre de connexion d'une surface
ou celle de nombre de Betti).

Au xx e siècle on allait comprendre qu'il était très important de
ne pas associer directement des nombres comme invariants des objets
géométriques, mais des objets algébriques, dont ces nombres sont eux-
mêmes des invariants. Par exemple, comme nous allons l'expliquer
maintenant, les nombres de Betti allaient être vus comme dimen-
sions degroupes d'homologie(semble-t-il en suivant une suggestion
d'Emmy Noether, comme l'explique Dieudonné dans [50], article à lire
en parallèle avec l'article [112] de Mac Lane, qui modère le propos du
premier).
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40. Les théories homologiques et cohomologiques

Il n'est pas clair a priori que les nombres de Betti d'une variété
compacte sont �nis ou que son groupe fondamental est �niment en-
gendré. A�n d'éclaircir entre autres ces questions, Poincaré proposa
en 1899 dans la suite [129] de l'article [128], une dé�nition alterna-
tive des nombres de Betti, inspirée en fait par sa dé�nition d'une
notion de caractéristique d'Euler pour les variétés quelconques (voir
la section 47) :

J'envisage donc, dans la suite, une variétéV fermée, mais pour
calculer ses nombres de Betti, je la suppose divisée en variétés
plus petites, de façon à former un polyèdre [...].

Dit autrement, en utilisant une expression plus récente, ildiscrétisa
le problème, comme on le fait de nos jours en analyse numérique
lorsque, pour calculer de manière approchée une fonction solution
d'une équation aux dérivées partielles, on utilise les sommets d'une
triangulation adéquate du domaine dans lequel on étudie l'équation.

Dans son cas, il discrétisa les sous-variétés à bord en ne considé-
rant que celles qui sont des sommes de faces de dimension �xéek de
sa décomposition polyédrale (toutes les faces ayant été orientées ar-
bitrairement une fois pour toutes). On parle de nos jours dechaînes
de dimensionk. Ce sont donc les éléments du groupe abélien libreCk

engendré par les faces orientées de dimensionk. Le bord d'une chaîne
s'obtient en associant à chaque face de dimensionk la composant, la
somme formelle de ses propres faces de dimensionk � 1.

Parmi les chaînes, on distingue lescycles, dont le bord est nul. Ils
forment un sous-groupe deCk . Le k-ème groupe d'homologie deV
à coe�cients entiers (car Ck peut être vu comme leZ-module libre
engendré par les faces de dimensionk), est par dé�nition le groupe
des cycles de dimensionk modulo celui des bords des chaînes de
dimension k + 1 . On le note :

Hk (V ; Z):

Son rang est par dé�nition (au sens moderne)le k-ème nombre de
Betti de V (remarquer le décalage de1 par rapport à la dé�nition
de Poincaré). Le groupeCk étant de rang �ni, le nombre de Betti
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discrétisé obtenu de la sorte est lui aussi �ni. On peut en fait répé-
ter la même dé�nition en considérant des chaînes à coe�cients dans
d'autres anneauxA. On obtient les groupe d'homologie deV à coef-
�cients dans A, notés :

Hk (V ; A):

Les questions suivantes se posent alors immédiatement :

� Pourquoi toute variété admet-elle toujours une telle structure
polyédrale

� Est-ce que deux décompositions distinctes fournissent les mêmes
nombres de Betti ?

On allait répondre plus tard positivement aux deux questions, mais
on allait aussi étendre la théorie précédente à tous les espaces topo-
logiques, même à ceux qui n'admettent pas de décomposition poly-
édrale. Pour cela, on allait élaborer plusieurs dé�nitions alternatives
des groupes d'homologie, qui donnent les mêmes groupes pour les
variétés, mais qui s'appliquent à des espaces plus généraux (pour
l'histoire de tout cela, on pourra consulter [51] et [93]).

Ces recherches allaient pousser à dégager les axiomes qui font qu'on
appelle certains groupes desgroupes d'homologie. L'objet fondamen-
tal est une suite de groupes abéliens :

(40.1) � � � �! Ck+1 �! Ck �! Ck� 1 �! � � �

les �èches désignant des morphismes de groupe (associant dans notre
cas la somme des faces de dimensionk� 1 à toute face de dimensionk)
tels que la composée de deux consécutifs s'annule (dans notre cas, cela
correspond au fait quele bord d'un bord est nul).

On appelle une suite de groupes et de morphismes véri�ant cette
condition d'annulation un complexe de chaînes. Son homologie est
alors la suite des groupes :

Hk = ker(Ck �! Ck� 1)=im(Ck+1 �! Ck ):

Expliquons maintenant pourquoi il est avantageux de travailler
avec des groupes d'homologie plutôt qu'avec leurs invariants numé-
riques. Tout d'abord, toute sous-variétéW close et orientée, de dimen-
sion m, se représente dansHm (V;Z) par sa classe fondamentale, qui
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peut être obtenue en choisissant une décomposition polyédrale telle
que W soit une union de faces, et en prenant la somme de celles-ci
avec les orientations données par l'orientation deW . En particulier,
si V est de dimensionn, elle-même admet une classe fondamentale
dans Hn (V;Z). Ceci permet d'une certaine manière delinéariser les
problèmes de disposition réciproque globale des sous-variétés deV .

Un premier exemple de ce procédé de linéarisation est donné par le
théorème de dualité de Poincaré, que celui-ci a énoncé de la manière
suivante (voir [128, Ÿ9]) :

[...] pour une variété fermée, les nombres de Betti également
distants des extrêmes sont égaux.

En fait, il existe une forme bilinéaire d'intersection canonique :

Hk (V;Z) � Hn� k (V;Z) �! Z

pour toute variété fermée orientée de dimensionn. On peut la décrire
géométriquement de la manière suivante : le produit de deux classes
d'homologie s'obtient en choisissant des représentants de ces deux
classes s'intersectant transversalement, puis en comptant leur nombre
de points d'intersection en tenant compte des orientations. De plus,
modulo les sous-groupes de torsion, cette forme d'intersection établit
une dualité entre les deux groupesHk (V;Z) et Hn� k (V;Z), ce qui
montre qu'ils ont le même rang. En particulier, en travaillant avec
des coe�cients réels, ce qui a pour e�et d'éliminer la torsion, on a :

Théorème 40.2.Si V est une variété close, orientée, de dimensionn,
alors on a un isomorphisme canonique

Hn� k (V;R) ' Hk (V;R) � :

Si n est pair et que k = n=2, on obtient une forme d'intersection
non dégénérée sur leR-espace vectorielHk (V;R), qui est symétrique
lorsque n=2 est pair et alternée lorsquen=2 est impair. Dans le pre-
mier cas, on obtient alors comme nouvel invariant topologique deV
l'indice d'inertie de cette forme d'intersection, qui classi�e complète-
ment la forme à isomorphisme près. Dans le deuxième cas, il n'y a
pas d'invariant supplémentaire par rapport au nombre de Betti Bn=2.
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Mais comme une forme alternée non dégénérée n'existe que sur les es-
paces vectoriels réels de dimension paire, on obtient la généralisation
suivante du fait prouvé par Riemann, que le premier nombre de Betti
d'une surface de Riemann compacte est pair (voir la section 15) :

Théorème 40.3.Si V est une variété orientable close de dimension
4m + 2 , alors B2m+1 est pair.

Dans le théorème 43.2 de la section 43 nous verrons une autre
extension du résultat de Riemann aux variétés kählériennes.

Chaque fois que l'on fabrique un complexe de chaînes dans un
contexte su�samment général, on dit que l'on a une théorie homolo-
gique. Ces théories �eurirent au vingtième siècle, à partir de ce pre-
mier exemple de Poincaré. Mais il fallut attendre les années 1930 pour
qu'apparaisse une seconde de nature assez di�érente, lacohomologie
de De Rham. Elle est construite à partir des formes di�érentielles.
Il est temps pour nous d'examiner ces dernières d'un peu plus près.

41. Élie Cartan et les formes di�érentielles

Les courbes tracées sur les surfaces de Riemann servent à y intégrer
des formes de degré1. De même, les (morceaux de) sous-variétés
orientées de dimensionk d'une variété donnéeV servent de support
pour le calcul d'intégrales de formes di�érentielles de degrék (voir
[128, Ÿ7]).

En fait, lorsque Poincaré écrivait son article [128], la notion de
forme di�érentielle de degré quelconque n'avait pas encore été déga-
gée. Elle n'allait l'être qu'en 1899 par Élie Cartan, dans [27]. Mais
l'habitude de parler du nombre d'intégrales k-uples indépendantes
plutôt que de dimension de l'espace vectoriel des formes holomorphes
de degrék allait perdurer un certain temps.

Élie Cartan introduit la notion de forme di�érentielle de degré
quelconque, sous le nom d'expression di�érentielle. Voici comment il
explique cette notion dans l'introduction de son article :
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Le présent travail constitue une exposition du problème de
Pfa� (22) fondée sur la considération de certaines expressions dif-
férentielles symboliques, entières et homogènes par rapport aux
di�érentielles de n variables, les coe�cients étant des fonctions
quelconques de ces variables. Ces expressions peuvent être sou-
mises aux règles ordinaires du calcul, à la condition de ne pas
échanger l'ordre des di�érentielles dans un produit. Le calcul de
ces quantités est, en somme, celui des expressions di�érentielles
qui sont placées sous un signe d'intégrale multiple. Ce calcul
présente aussi de nombreuses analogies avec le calcul de Grass-
mann ; il est d'ailleurs identique au calcul géométrique dont se
sert M. Burali-Forti dans un Livre récent.

Les règles de calculdes expressions di�érentielles qui sont placées
sous un signe d'intégrale multipleont par ailleurs mis du temps à se
dégager (voir les articles historiques [96], [97], [98]). Par exemple(23) ,
Euler explique dans [62, p. 87] que si l'on considère l'isométrie du plan
euclidien (t; v) ! (x; y) donnée par les formules (oùjmj 6 1) :

�
x = a + mt + v

p
1 � m2

y = b+ t
p

1 � m2 � mv

alors, en multipliant les di�érentielles dx = m dt + dv
p

1 � m2; dy =
dt

p
1 � m2 � m dv, on obtient :

dx dy = m
p

1 � m2 dt2 + (1 � 2m2)dt dv � m
p

1 � m2 dv2;

formule inutilisable pour le calcul d'une intégrale double de la formeRR
f (x; y)dx dy par le changement de variable précédent.
En fait, Euler ne trouve pas de règle de calcul convenable pour

e�ectuer des changements de variables dans une intégrale multiple.
De telles règles ne semblent se dégager que dans les années 1890.
Par exemple, dans l'article [26, p. 143] paru en 1896, Élie Cartan se
sent obligé d'expliquer en note comment on fait un changement de
variables dans une intégrale double :

(22)C'est-à-dire du problème de résoudre un système d'équations de la forme
! 1 = � � � = ! n = 0 , où les ! i sont des formes de degré1, dites aussi formes de
Pfa� .

(23) Je reprends cet exemple à [97].
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[...] si l'on pose

u = f (�; �; �; : : : ; � ); v = � (�; �; �; : : : ; � );
du = A d� + B d� + ::: + C d�; dv = A0 d� + B 0 d� + ::: + C0 d�;

on a

du dv = ( A d� + B d� + ::: + C d� )(A0 d� + B 0 d� + ::: + C0 d� );

à condition de remplacer, dans le produit du second membre
e�ectué sans altérer l'ordre des di�érentielles de chaque produit
partiel, d� d� par 0 et d� d� = � d� d� [...].

La règle-clé est que les produits de formes de degré1 sont alter-
nés. Pour bien attirer l'attention sur le fait que ce produit n'est pas
commutatif, comme le supposait Euler, on a introduit par la suite la
notation ! ^ � pour le produit de deux formes di�érentielles ! et � .
Si on applique la règle d'antisymétrie au calcul de l'exemple d'Euler,
on trouve bien qu'une isométrie préserve les aires !

Dans [27], Cartan dé�nit de manière purement symbolique les
formes di�érentielles :

Étant données n variables x1; x2; : : : ; xn , considérons des ex-
pressions! , purement symboliques, se déduisant, au moyen d'un
nombre �ni de signesd'addition ou de multiplication, des n dif-
férentielles dx1; dx2; : : : ; dxn et de certains coe�cients fonctions
de x1; x2; : : : ; xn ; ces expressions étant, dans le sens ordinaire
du mot, homogènesen dx1; dx2; : : : ; dxn . Comme elles sont pure-
ment symboliques, nous nous astreindrons, toutes les fois qu'il y
aura un signe d'addition ou de multiplication, à ne pas changer
l'ordre des termes ou des facteurs réunis par ce signe.

Il dé�nit aussi la notion de dérivée (de nos jours on parle plutôt
de di�érentielle ) d'une forme de degré un ([27, Ÿ12])(24) :

Étant donnée une expression de Pfa� àn variables

! = A1 dx1 + A2 dx2 + ::: + An dxn ;

on appelle expression dérivéel'expression di�érentielle du deu-
xième degré dé�nie par l'égalité

! 0 = dA1 dx1 + dA2 dx2 + ::: + dAn dxn :

La propriété fondamentale de cette dérivée est la suivante :

(24) Toujours pour l'étude du problème de Pfa�, Frobenius avait introduit au-
paravant dans [70] une notion très proche, qui lui est équivalente, sous le nom de
covariant bilinéaire (voir [98, p. 325]).
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THÉORÈME. � Si un changement de variable transforme
l'expression de Pfa� ! en une expression$ , ce même change-
ment de variables transforme l'expression dérivée! 0 dans l'ex-
pression dérivée$ 0.

Ce théorème est ce qui permit ultérieurement de voir l'opération
de dérivation commeintrinsèque, s'appliquant aux formes dé�nies sur
des variétés abstraites, indépendamment des systèmes de coordon-
nées. Notons que dans [27], Cartan ne dé�nit l'opération de dérivation
que pour les formes de degré un. Peu après, en 1901, il l'étendit dans
[28] aux formes de degré quelconque, et il démontra le théorème-clé
suivant :

Si ! désigne une expression de Pfa� quelconque, ! 0 son ex-
pression dérivée (covariant bilinéaire), l'expression du troisième
degré dérivée de! 0 est identiquement nulle.

Avec le recul historique, on voit là le point de départ dela coho-
mologie de de Rham: si V est une variété di�érentiable, son k-ème
groupe de cohomologie de de Rham, noté H k (V;R), est égal à l'espace
des formes di�érentielles de degrék de dérivée nulle, modulo celles
qui sont la dérivée d'une forme de degrék � 1. Examinons à présent
la raison pour laquelle ces groupes sont ditsde cohomologieet celle
pour laquelle le nom de de Rham leur est attaché.

42. De Rham et sa cohomologie

Dans les articles de Cartan dont nous venons de parler, les opé-
rations sur les formes di�érentielles ne servent que pour des études
localesde résolution de systèmes de Pfa�. Ce n'est que dans les années
1920 que Cartan s'intéressa à des problèmes concernant le compor-
tement global des formes di�érentielles, et ce, sur des groupes de Lie
(qui sont à la fois des groupes et des variétés di�érentiables).

En particulier, dans [29], Élie Cartan proposa les conjectures sui-
vantes au sujet de l'intégration dans les variétés sous-jacentes aux
groupes de Lie :

Si une intégrale de di�érentielle exacte(25) d'ordre p, dé�nie
dans l'espace closE, est nulle pour tout domaine d'intégration

(25)De nos jours on dirait fermée, c'est-à-dire de di�érentielle nulle.
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fermé àp dimensions, elle résulte, par application de la formule de
Stokes généralisée, d'une intégrale multiple d'ordrep� 1 (dé�nie
et régulière dans tout l'espace).

Si l'on considèreh variétés fermées àp dimensions entre les-
quelles n'existe aucune homologie, il existeh intégrales de dif-
férentielles exactes telles que le tableau carré des valeurs de ces
intégrales étendues auxh variétés ait un déterminant di�érent
de zéro.

Peu après, de Rham, jeune mathématicien suisse, démontra dans
sa thèse que ces conjectures étaient en fait vraies dans n'importe
quelle variété fermée, et pas seulement dans les groupes de Lie. Voici
comment il décrivit bien des années plus tard, dans [138], le contexte
de son travail :

À cette époque, travaillant en vue d'une thèse sur l'Analy-
sis Situs, j'avais étudié les mémoires de Poincaré, et pendant un
séjour d'études à Paris, où j'ai béné�cié des précieux conseils
et encouragements d'Henri Lebesgue, je m'étais familiarisé avec
le calcul di�érentiel extérieur en suivant un cours d'Élie Cartan
et en lisant ses Leçons sur les invariants intégraux. Les rares
mathématiciens qui s'occupaient alors de topologie ne connais-
saient guère le calcul di�érentiel extérieur. Ces circonstances ont
fait que j'ai eu la chance de donner la première démonstration
de ces conjectures que, avec sa modestie et sa gentillesse bien
connue, Élie Cartan a appelé d'abord propositions de Poincaré
et ensuite théorèmes de de Rham.

En réalité, Poincaré n'a pas énoncé ces propositions. [...] Poin-
caré n'introduit pas, même sous un autre nom, la notion de dif-
férentielle extérieure. [...] Il ne mentionne pas la formule générale
de Stokes. Cependant, dans ses Leçons sur la Géométrie des es-
paces de Riemann, dont la première édition a paru en 1928, E.
Cartan donne le nom de théorème de Poincaré au fait que la dif-
férentielle seconde d'une forme di�érentielle est toujours nulle,
ce qui est d'ailleurs trivial et résulte immédiatement de la dé-
�nition de cette di�érentielle extérieure. La réciproque, valable
dans l'espace euclidien, n'est pas triviale, et dans ses Leçons sur
les invariants intégraux, parues en 1922, E. Cartan démontre le
théorème et sa réciproque sans mentionner Poincaré ni personne
d'autre. Et aujourd'hui, c'est cette réciproque qui est assez cou-
ramment appelée lemme de Poincaré. Or ces propositions sont
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parfaitement énoncées et démontrées dans des travauxde Vol-
terra (26) datant de 1889 ; on y trouve aussi la formule de Stokes
sous sa forme générale, ainsi d'ailleurs que - sous un autre nom il
est vrai - la notion de forme harmonique dans l'espace euclidien.
Il est clair que Cartan n'a pas eu connaissance de ces travaux,
sinon il n'aurait pas manqué de les citer et de rendre justice à
Volterra.

La formule-clé qui permet de comprendre ces considérations sur le
lien entre la notion d'homologie introduite par Poincaré et les formes
di�érentielles est bien la formule de Stokes généralisée. De nos jours
on peut l'écrire très simplement de la manière suivante :

Théorème 42.1.Si V est une variété de dimensionn, compacte, orien-
tée, à bord orienté par la règle dela normale sortante d'abord, que !
désigne une forme di�érentielle de degrén � 1 sur V , alors, en dési-
gnant par @Vle bord deV et d! la di�érentielle de ! , on a :

Z

@V
! =

Z

V
d!:

Notons un grand avantage de la notationd! pour la di�érentielle
de ! : elle permet de parler des propriétésde l'opérateur d, la no-
tation avec apostrophe rendant plus di�cile de se concentrer sur les
propriétés de ' ! Ainsi, le théorème de Cartan cité en dernier dans la
section 41 peut se récrire :

d � d = 0 :

Par conséquent, si on note par
 k l'espace vectoriel des formes
lisses de degrék, on obtient un complexe de chaînes :

(42.2) � � � �! 
 k� 1 �! 
 k �! 
 k+1 �! � � �

donc une théorie homologique, comme expliqué dans la section 39,
à la suite de la formule (40.1). Remarquons que, à la di�érence de
cette dernière formule, ici les indices vont croissant dans le sens des
�èches. Pour cette raison, on parle plutôt de cohomologie. Cela fait
aussi référence au fait que lesgroupe de cohomologie de de Rham

(26) Voir en particulier : Opere matematiche. Vol. I, P. 407 et 422.
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H k (V;R) sont duaux des groupes d'homologieHk (V;R). En e�et, les
théorèmes de de Rham peuvent se reformuler de la manière suivante :

Théorème 42.3.La forme bilinéaire canonique

H k (V;R) � Hk (V;R) �! R

donnée par l'intégration d'une forme sur un cycle (et qui bien dé�nie,
par la formule de Stokes généralisée) est non dégénérée.

Donc H k (V;R) est canoniquement isomorphe au dual deHk (V;R).
En combinant cela avec le théorème de dualité de Poincaré 40.2, on
obtient une identi�cation canonique :

(42.4) Hn� k (V;R) ' H k (V;R)

En particulier, sur une variété orientée de dimension4, la forme
d'intersection sur H2(V;R) se transporte en une forme d'intersection
sur H2(V;R). C'est elle qu'a étudiée Hodge dans sa preuve du théo-
rème 35.1, esquissée dans la section 35.

Pour beaucoup plus de détails sur le développement des théories
homologiques et cohomologiques, on pourra consulter les ouvrages
historiques [51] et [93].

43. Hodge et les formes harmoniques

En fait, Riemann ne travaillait pas sur ses surfaces avec des formes
fermées de degré1 quelconques, mais avec des formes qui s'écrivent
f (z)dz lorsqu'on �xe une coordonnée locale holomorphez, la fonc-
tion f (z) étant holomorphe. La condition d'holomorphie sur f (z) se
traduit par le fait que ses parties réelles et imaginaires sonthar-
moniques (c'est-à-dire que leur laplacien par rapport à z s'annule)
et conjuguées(c'est-à-dire qu'elles véri�ent le système de Cauchy-
Riemann).

Hodge réussit à étendre cette théorie en dimensions plus grandes,
mais cette fois-ci non pas sur une variété algébrique, mais sur une
variété munie d'une métrique riemannienne, car c'est cette dernière
structure qui permet de généraliser à la fois les notions de conjugaison
de formes et d'opérateur laplacien, donc d'harmonicité. Il présenta
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systématiquement sa théorie dans le traité [89] de 1941. Son théorème
fondamental est le suivant :

Théorème 43.1.Soit X une variété di�érentiable close, orientée, mu-
nie d'une métrique riemannienne. Alors chaque classe de cohomologie
de de Rham contient une unique forme harmonique.

Voici ce que raconte à ce sujet de Rham dans [139] :
À propos du théorème assurant l'existence, sur une variété

close àn dimensions, d'unep-forme fermée ayant des périodes
assignées, Hodge s'est demandé si l'on ne pouvait pas imposer
à cette p-forme des conditions qui, pourp = 1 , sur une surface
de Riemann close, se réduisent à la condition que la1-forme soit
harmonique, plus précisément, qu'elle soit localement la di�é-
rentielle d'une fonction harmonique. Il était en e�et bien connu
que, sur une telle surface, il existe une1-forme et une seule, ayant
les périodes assignées, qui est localement la di�érentielle d'une
fonction harmonique ; elle est la partie réelle d'une di�érentielle
abélienne de première espèce.

Pour pouvoir formuler de telles conditions, sur une variété à
n > 2 dimensions, il fallait introduire une structure plus pré-
cise que celle de variété di�érentielle. Guidé par les travaux de
Volterra sur les fonctionnelles harmoniques, Hodge a vu qu'il
convenait simplement de munir la variété d'une métrique rie-
mannienne. Celle-ci permet de dé�nir l'opérateur � qui associe
à toute p-forme ! la (n � p)-forme � ! , dite adjointe à ! , dont
la valeur sur un (n � p)-vecteur est égale à la valeur de! sur le
p-vecteur orthogonal de même norme.

Sur une surface de Riemann, la structure analytique complexe
détermine une métrique riemannienne seulement à un facteur
près, ds2 = � jdzj2, z = x + iy étant une coordonnée complexe
locale. Mais l'adjointe à une 1-forme � = a dx + b dy, qui est
� � = a dy � b dx, ne dépend pas de ce facteur� et l'on voit
que � est localement la di�érentielle d'une fonction harmonique
si et seulement si� et � � sont fermées.

Aussi Hodge, toujours inspiré par les travaux de Volterra, pose
la dé�nition suivante : dans un espace de Riemann,une p-forme !
est dite harmonique si! et � ! sont fermées.

Les applications aux variétés complexes lisses, dont nous avons
vu un exemple dans la section 35, se faisaient en considérant une
métrique riemannienne auxiliaire, adaptée en un certain sens à la
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structure complexe. La propriété-clé de cette métrique était d'être
kählérienne(c'est-à-dire que la forme di�érentielle de degré2 associée
est fermée). Les variétés kählériennes étant restées fondamentales en
géométrie algébrique et di�érentielle, j'ai choisi de transcrire ici ce
que raconte Weil à ce sujet dans [166] :

Dans son mémoire aujourd'hui classique sur les variétés her-
mitiennes [36], Chern avait marqué en passant l'intérêt qui s'at-
tache, du point de vue de la géométrie di�érentielle, aux mé-
triques hermitiennes � sans torsion �, et il avait cité à ce sujet
(p. 112) le travail assez peu connu de Kähler [95] où celui-ci avait
le premier introduit cette sorte de structure. [...] L'étude du livre
de Hodge ne tarda pas à faire apparaître l'importance de ces
métriques � sans torsion �, ou, comme je proposai de dire, käh-
lériennes.

Expliquons l'une des conséquences du fait qu'une métrique rieman-
nienne sur une variété complexeX est kählérienne. La structure com-
plexe permet d'écrire de manière unique toute forme di�érentielle�
de degrém à coe�cients complexes comme une somme :

� =
X

p+ q= m

� p;q;

où � p;q s'exprime dans n'importe quel système de coordonnées locales
(z1; : : : ; zn ) comme une somme de monômes di�érentiels du type :

a(z1; : : : ; zn )dzi 1 ^ � � � ^ dzi p ^ dzj 1 ^ � � � ^ dzj q

(on dit que � p;q est de type(p; q)).
Eh bien, lorsque la métrique est kählérienne, si on applique cette

décomposition à une forme harmonique, alorschacune des formes� p;q

est encore harmonique. Cela entraîne que l'on a une décomposition
canonique :

H m (X; C) =
L

p+ q= m
H p;q(X; C);

l'isomorphisme du théorème 43.1 de Hodge envoyant chaque sous-
espaceH p;q(X; C) sur l'espace des formes harmoniques de type(p; q).
Comme l'espace vectoriel complexeH m (X; C) est le complexi�é de
H m (X; R), il est invariant par conjugaison. On montre que les espaces
H p;q(X; C) et H q;p(X; C) sont conjugués donc, en particulier, ils ont
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la même dimension. En notant parhp;q := dim C H p;q(X; C) le (p; q)-
ème nombre de Hodge, on obtient les égalités suivantes :

Bm =
X

p+ q= m

hp;q

hp;q = hq;p:

Une conséquence immédiate est :

Théorème 43.2.Pour une variété kählérienne, les nombres de Betti
en dimension impaire sont pairs.

Ce théorème constitue une généralisation du fait démontré par
Riemann (voir la section 15) que le premier nombre de Betti d'une
surface de Riemann fermée (c'est-à-dire compacte et sans bord) est
pair.

Un simple calcul en coordonnées locales montre que les formes
harmoniques de type(p;0) sont exactement les formes holomorphes
de degrép. Par exemple, pour les courbes complexes lisses, le genrep
est égal àh1;0 ; pour les surfaces projectives complexes lisses, le genre
géométriquepg est égal àh2;0 et l'irrégularité pg � pa est égale àh1;0.

De ce point de vue, les nombres de Hodge d'une variété kählé-
rienne sont une généralisation du genre d'une surface de Riemann.
Par contre, à la di�érence du cas des surfaces de Riemann, dès la
dimension complexe2, ils ne sont dé�nis que pour les surfaces com-
plexes qui admettent une métrique kählérienne. En fait (pour plus de
détails, on pourra consulter [151, Chap. VIII]) :

� Pour chaque dimensionn > 2, il existe des variétés complexes
compactes lisses qui n'admettent pas une telle métrique (par le théo-
rème 43.2, une telle métrique n'existe pas si leur premier nombre de
Betti est impair ; un théorème profond, dont on trouvera une preuve
dans [11, ŸIV.3], montre qu'une surface complexe lisse admet une mé-
trique kählérienne si et seulement si son premier nombre de Betti est
pair).

� Pour chaque dimensionn > 2, il existe des variétés complexes
compactes lisses qui admettent des métriques kählériennes, mais qui
ne sont pas projectives (voir mes commentaires sur les surfaces K3 à
la �n de la section 32).
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En 1950, Hodge présenta une vue d'ensemble de sa théorie dans
[90]. Entre autres, c'est là qu'il formula sa célèbre conjecture, tou-
jours ouverte, ayant comme but de caractériser dansH2k (X; Q) le
sous-espace vectoriel surQ engendré par les classes fondamentales
des sous-variétés algébriques de dimension complexek, éventuelle-
ment singulières. Légèrement reformulée par la suite a�n d'éviter
des contre-exemples simples, la conjecture s'énonce ainsi :l'espace
recherché est envoyé isomorphiquement par l'identi�cation42.4 sur
le sous-espaceH n� k;n � k (X; C) \ H 2(n� k) (X; Q) de H 2(n� k) (X; Q).

Le lecteur curieux de découvrir le visage actuel de la théorie de
Hodge des variétés algébriques pourra étudier le traité [157] de Voisin.

44. Weil et ses conjectures

Nous avons vu dans la section 26 que dès ses débuts, Weil était très
intéressé par les analogies entre arithmétique et géométrie algébrique
classique, sur le corps des nombres complexes. Son article le plus
célèbre dans cette direction est probablement [161], paru en 1949,
dans lequel il proposa quelques liens conjecturaux entre le monde des
nombres complexes et celui des corps �nis. Les voici :

Ceci, et d'autres exemples que nous ne pouvons discuter ici,
semblent appuyer les énoncés conjecturaux suivants, que l'on sait
être vrais pour les courbes, mais que je n'ai pas été capable
jusqu'à présent de prouver pour des variétés de dimension plus
grande.

Soit V une variété sans points singuliers, de dimensionn, dé-
�nie sur un corps �ni k ayant q éléments. SoitN � le nombre de
points rationnels de V sur l'extension k� de k de degré� . Alors
nous avons

1X

1

N � U � � 1 =
d

dU
logZ (U);

où Z (U) est une fonction rationnelle enU, satisfaisant une équa-
tion fonctionnelle

Z (
1

qn U
) = � qn�= 2U � Z (U);

avec � égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré deV (nombre
d'intersection de la diagonale avec elle-même sur le produit
V � V ).
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De plus, nous avons :

Z (U) =
P1(U)P3(U) � � � P2n � 1(U)
P0(U)P2(U) � � � P2n (U)

;

avecP0(U) = 1 � U; P2(U) = 1 � qn U, et, pour 1 6 h 6 2n � 1 :

Ph (U) =
B hY

i =1

(1 � � h i U)

où les � h i sont des entiers algébriques de valeur absolueqh=2.
Finalement, appelons les degrésBh des polynômesPh (U) les

nombres de Betti de la variété V ; la caractéristique d'Euler-
Poincaré � est alors exprimée par la formule usuelle

� =
X

h

(� 1)h Bh :

Les indices disponibles semblent suggérer que, siV est une va-
riété sans points singuliers, dé�nie sur un corpsK de nombres
algébriques, les nombres de Betti des variétésVp, déduites deV
par réduction modulo un idéal premier p dans K , sont égaux
aux nombres de Betti deV (considérée comme une variété sur
les nombres complexes) au sens de la topologie combinatoire,
pour tous les idéaux premiersp, à l'exception d'un nombre �ni.

Ces conjectures posaient en particulier la question de développer
des théories d'homologie et cohomologie pour les variétés dé�nies sur
des corps quelconques. Ce fut un programme de recherche important
jusque dans les années 1970, guidé entre autres par Grothendieck,
et �nalisé par Deligne. On pourra partir du texte [91, Chap. XIII]
de Houzel pour explorer leur préhistoire, et du texte [78, App. C] de
Hartshorne pour explorer l'histoire de leur démonstration.

Nous ne parlerons plus des conjectures de Weil, mais j'ai voulu
passer par là a�n de présenter l'une des raisons essentielles du déve-
loppement grandissant à partir des années 1950 du souci de dévelop-
per la géométrie algébrique, ses théories et théorèmes essentiels,sur
tout corps de coe�cients, et même plus généralement sur tout anneau
de coe�cients. Un tel théorème essentiel de la géométrie algébrique
classique est celui de Riemann-Roch, dont nous avons parlé dans la
section 17 dans le cas des courbes.
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45. Serre et l'esprit du théorème de Riemann-Roch

Dès le début du développement de la théorie des surfaces algébri-
ques, les géomètres tentèrent de prouver une généralisation du théo-
rème de Riemann-Roch sur les courbes algébriques (voir le texte [170,
Chap. IV] de Zariski, ainsi que l'article [74] de Gray). Max Noether
formula une telle généralisation en 1886, dans [125]. Mais il ne réussit
à prouver qu'une inégalité (j'utilise les notations et les explications
de [31, ŸŸ7 et 35]) :

Théorème 45.1.Considérons une surface algébrique de genre numé-
rique pn . Soit un système linéairejCj complet et spécial (c'est-à-dire
contenu dans le système canoniquejK j), de genre � (c'est le genre
de la courbeC), de degrén (c'est le nombre d'intersections variables
de deux courbes générales du système) et de dimensionr . Désignons
par r1 la dimension du système résidueljK � Cj. Alors on a l'inégalité
suivante :

r1 > pn � (� � n + r ):

En dépit de nombreux e�orts, il resta longtemps di�cile d'inter-
préter la di�érence des deux membres de l'inégalité. De plus, il n'était
même pas clair comment conjecturer un théorème analogue en dimen-
sions plus grandes. Cela semblait devoir concerner les dimensions de
systèmes completsjH j et jK � H j sur une variété projective,H dési-
gnant une hypersurface de celle-ci, ainsi que le genre arithmétique de
la variété, mais il était di�cile de dire plus.

Finalement, Serre réussit à formuler une conjecture générale en
1953, comme il s'ensuit de l'extrait suivant de la lettre [148] envoyée
à Armand Borel :

Je suis maintenant armé pour parler du théorème de Riemann-
Roch. On a une variétécompacteX , et un diviseur D sur X . Il
s'agit de dire ce qu'on peut sur la dimensionl(D ) de l'espace des
fonctions f , méromorphes surX , telles que(f ) � � D . L'entier
l (D ) est �ni, comme on va le voir, et ne dépend que de laclasse
de D (pour l'équivalence linéaire, où un diviseur est dit � 0 si
c'est le diviseur d'une fonction méromorphe).

On sait qu'un diviseur dé�nit un espace �bré principal de
�bre C� , qui caractérise entièrement sa classe. En ajoutant un0 à
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chaque �bre, on obtient un �bré à �bre vectorielle de dimension 1,
ED , et on voit tout de suite que les f telles que (f ) � � D
correspondent biunivoquement auxsections de ED . Convenons
de noter H q(D ) le groupe de cohomologieH q de X , à coef. dans
le faisceau des germes de sections deED , et hq(D ) la dimension
de H q(D ). On a donc :

l(D ) = h0(D ); ce qui montre la �nitude de l(D ):

Pour la suite, il est important de décrire directement le faisceau
des germes de sections deED (notons-leFD ), à partir de D : c'est
tout simplement le sous-faisceau du faisceau de toutes les fonc-
tions méromorphes surX formé des germes de fonctions qui sont
(localement) � � D . En un point non situé dans D, c'est donc le
faisceau des germes de fonctions holomorphes ; de toutes façons,
c'est un faisceau localement libre de dimension1 (sur OX ).

Je noterai � (D ) l'entier h0(D ) � h1(D ) + ::: + ( � 1)n hn (D ),
c'est la caractéristique d'E-P. de D (ou plutôt du faisceau FD ).
Bien entendu, au point où j'en suis, je ne sais pas encore qu'elle
est dé�nie, c'est-à-dire que leshq(D ) sont �nis . Riemann-Roch
tel que je le conçois me paraît être ceci :

� (D ) est dé�ni pour tout diviseur D , ne dépend que de la
classe de cohomologiex du diviseur D , et peut se calculer à partir
de x et des classes de ChernC2; : : : ; C2n de X par une formule :

hP(x; C2; : : : ; C2n ); X i = � (D );

où P est un polynôme de degré2n, ne dépendant que den.
L'énoncé précédent n'a pas encore été démontré dans toute

sa généralité. Mais j'ai bon espoir, au moins pour les variétés
algébriques.

Dans la suite de la lettre, Serre démontra le théorème de Riemann-
Roch sous la forme qu'il proposait, dans les cas des courbes et des
surfaces. Voici son énoncé du théorème pour les surfaces, sous une
hypothèse restrictive qui lui permit d'indiquer à Borel les idées prin-
cipales de la preuve :

Soit X une surface projective lisse. Si� (0) est dé�ni et égal à
pa + 1 , et si toutes les composantes irréductibles du diviseurD
sont sans points multiples, on a la formule :

� (D ) = [ :::] = pa + 1 + D � (D � K )=2:

[...] Au cas où la surface est kählérienne,

� (D ) = hx � (C2 + x)=2 + ( C4 + C2 � C2)=12; X i :
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Dans la section suivante nous allons parler brièvement des nou-
veaux points de vue présents dans cette lettre. Mais expliquons
d'abord pourquoi le théorème précédent est une généralisation de
l'inégalité 45.1. Nous n'allons le faire que dans le cas où le système
linéaire jCj est sans points-base. Alors, en comparant le langage de
Castelnuovo et Enriques à celui de Serre :

� la dimension r du système completjCj est égale àh0(C) � 1 ;
� la dimension r1 du système complet résidueljK � Cj est égale à

h0(K � C) � 1, qui est égale àh2(C) � 1, par un théorème de dualité
que Serre prouva à la même époque, et qui a�rme queH 2(C) est
canoniquement isomorphe au dual deH 0(K � C) ;

� le genre numériquepn est le genre arithmétiquepa ;
� le degrén de C est égal à l'auto-intersectionC � C de la courbeC

sur la surface ;
� le genre � de C peut être calculé par la formule d'adjonction

38.3.

En mettant ensemble tous ces ingrédients, on voit que l'inégalité 45.1
est équivalente à :

h0(C) + h2(C) > pa + 1 + C � (C � K )=2:

Mais ceci est bien une conséquence de l'égalité prouvée par Serre,
puisque celle-ci a�rme que :

h0(C) + h2(C) � (pa + 1 + C � (C � K )=2) = h1(C) > 0:

On voit donc que la cohomologie des faisceaux permet en�n d'in-
terpréter la di�érence des deux membres de l'inégalité45.1 : c'est
la dimension deH 1(C), premier groupe de cohomologie du faisceau
des sections holomorphes du �bréEC . C'est l'un des premiers succès
de la théorie naissante de cohomologie des faisceaux. On comprend
mieux que les italiens aient eu du mal à interpréter cette di�érence !

46. Les nouveaux ingrédients

Les ingrédients tout récents pour l'époque qui apparaissent dans
la lettre de Serre à Borel sont :les �brés vectoriels complexes et leurs
classes de Chern, les faisceaux de leurs sections holomorphes et leurs
groupes de cohomologie.
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Je vais expliquer brièvement de quoi il s'agit, en essayant de relier
cela aux objets discutés jusqu'à présent.

Les fonctions peuvent se représenter géométriquement par leur
graphe, qui vit dans le produit cartésien de l'espace-source et l'espace-
but. Mais cette construction ne s'applique pas pour des � fonctions �
qui prennent des valeurs dans des espaces di�érents en des points
di�érents. Tel est le cas par exemple des formes di�érentielles sur une
variété.

La solution pour construire un analogue du graphe est alors de
considérer un espace-but di�érent pour chaque point de l'espace-
source, et de mettre tous ces espaces ensemble, comme les �bres dans
la tige d'un plante. On obtient alors ce qu'on appelle unespace �bré.
Lorsque les �bres sont des espaces vectoriels de même dimension, on
parle de �bré vectoriel . Si, de plus, la dimension vaut 1, on parle
de �bré en droites. Le graphe d'une fonction en ce sens généralisé
est une sous-variété de l'espace �bré qui contient dans chaque �bre
correspondant à un point s de l'espace-sourceS l'image de s par la
� fonction �. Un tel graphe est appelé une section du �bré, car c'est
ce que l'on obtient par exemple en sectionnant la tige d'une plante
transversalement aux �bres.

Un polynôme ou une fraction rationnelle unitaires en une variable
sont déterminés de manière unique par leurs racines et pôles, vus
comme somme formelle à coe�cients entiers de points de la droite
complexe. Ce fait se généralise aux sommes formelles à coe�cients
entiers d'hypersurfaces d'une variété algébrique lisse, appeléesdivi-
seurs, pourvu que l'on admette des fonctions au sens généralisé pré-
cédent. En fait, comme l'explique Serre, chaque diviseurD engendre
canoniquement un espace �bré en droitesED , muni d'une section
dont le lieu des zéros et des pôles est exactementD ! Un diviseur D
quelconque engendre alors un système linéaire complet, qui est formé
par les lieux de zéros (comptés avec multiplicités) de leurs sections
régulières.

On réussit à comprendre en�n géométriquement un problème
qu'avaient les géomètres algébristes qui tenaient à ne travailler
qu'avec des systèmes linéaires : il y a des �brés en droites qui
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n'admettent pas de sections régulières globales. Ils ne peuvent donc
être décrits que comme espacesED avec D contenant des coe�-
cients strictement négatifs. Si on ne sait penser qu'en termes de
systèmes linéaires, ce doit être déroutant de sentir la présence d'un
système linéaire qui ne devient � visible � qu'en prenant ses multiples
(on pourra penser aux considérations de [31] retranscrites dans la
section 31).

Revenons à un �bré vectoriel quelconque. On peut dé�nir des no-
tions de compatibilité entre la structure de l'espace �bré et celle de
sa base(l'espace-source de ses sections). On peut ainsi parler de�bré
holomorpheet de sections holomorphesou méromorphes. Comme on
vient de l'expliquer, une telle section n'existe pas nécessairement glo-
balement, mais il en existe toujours pléthore localement. A�n de pou-
voir penser les problèmes depassage du local au global, on a introduit
pour chaque ouvert de la base, l'espace des sections holomorphes au-
dessus de cet ouvert. C'est l'exemple fondamental defaisceau d'es-
paces vectoriels : la donnée d'un espace vectoriel de � sections � pour
chaque ouvert d'un espace topologique, tel que l'on puisse restreindre
les sections à un ouvert plus petit et que l'on puisse recoller de manière
unique des sections données pour chaque ouvert d'un recouvrement,
lorsque leurs restrictions aux intersections de ces ouverts coïncident.

Le lecteur intéressé par les développements historiques ayant mené
à cette notion de faisceau pourra consulter le travail récent [40] de
Chorlay.

En reformulant des idées de Leray, qui avait aussi formulé en pre-
mier, sous une forme un peu di�érente, la notion de faisceau, Henri
Cartan(27) avait expliqué vers 1950 comment on pouvait associer des
groupes de cohomologieà chaque faisceau en groupes abéliens. C'était
clair qu'il fallait les appeler des groupes decohomologie, car lorsque
l'on prenait comme faisceau celui des fonctions localement constantes
à valeurs dansR, on obtenait exactement les groupes de cohomologie
de de Rham. Une explication élégante de cela a été donnée en 1947
par Weil dans sa lettre [165] à Henri Cartan.

(27) Il s'agit du �ls d'Élie Cartan.
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En fait, les groupes de cohomologie de de Rham interviennent aussi
dans la lettre de Serre, via lesclasses de Chern. Ces dernières sont des
classes de cohomologie de de Rham de degrés pairs canoniquement
associées à tout �bré vectoriel complexe. Elles ont été introduites
par Chern dans [39], comme mesure de l'éloignement d'un �bré à
un �bré trivial. Comme ce sont des classes de cohomologie, on peut
les additionner et les multiplier, cela a donc un sens de parler de
polynôme en certaines classes de cohomologie.

Lorsque l'on a un �bré en droites sur la variété V , on n'a qu'une
seule classe de ChernC1 2 H 2(V;Z), c'est la classe duale de la classe
d'homologie du diviseur dé�ni par une section méromorphe du �bré.
Plus généralement, l'une des interprétations des classes de Chern d'un
�bré vectoriel complexe est comme classes duales des classes d'homo-
logie des lieux de zéros et de pôles de sections méromorphes du �bré
donné et de �brés construits à partir de celui-ci par certaines opéra-
tions algébriques.

On comprend de ce qui précède, que le début des années 1950
était une période d'intense reformulation du langage de la géométrie
en général. C'est ce qui rend di�cile de nos jours de pratiquer des
va-et-vient entre les anciens (pré-1950) et les modernes (post-1950).

La recherche d'une généralisation du théorème de Riemann-Roch,
et en même temps d'une démonstration des conjectures de Severi dont
nous avons parlé dans la section 38 jouèrent un rôle important pour
mettre à l'épreuve les nouveaux outils cohomologiques. Ainsi, appa-
raissaient coup sur coup plusieurs articles importants sur le sujet, de
Zariski [174] , Kodaira et Spencer [104], [103], [106], et en�n Hirze-
bruch [82] et [83], qui conjectura une formule explicite à la Serre en
termes de classes de Chern, puis la démontra. Mais avant d'expliquer
cela dans la section 48, analysons un peu plus la notion decaracté-
ristique d'Euler-Poincaré, devenue centrale dans l'approche de Serre
du théorème de Riemann-Roch.

47. Genre versus caractéristique d'Euler-Poincaré

En 1758, Euler publia dans [60] le théorème suivant :
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Théorème 47.1.Si S désigne le nombre de sommets,A le nombre
d'arêtes et F le nombre de faces d'un polyèdre convexe, alors

S � A + F = 2 :

En fait, comme le montre l'extrait de son article reproduit dans la
photo suivante, Euler écrivit cette relation sous la forme (les notations
étant, elles, di�érentes) : S+ F = A +2 . Cela est, bien sûr, équivalent
d'un point de vue logique. Mais cela ne l'est pas psychologiquement,
car rien n'indique alors que la somme alternéeS � A + F aurait une
importance spéciale, dans un monde d'objets beaucoup plus généraux
que les polyèdres convexes.

Une relation équivalente à celle du théorème 47.1 avait déjà été
obtenue par Descartes, mais elle est restée sous forme manuscrite,
puis s'est perdu, et n'a été redécouverte qu'en 1860 grâce à une copie
faite par Leibniz (voir les commentaires historiques qui accompagnent
[48]). Voici comment Descartes énonce cela :

Si quatre angles plans droits sont multipliés par le nombre
des angles solides et si l'on retranche du produit8 angles plans
droits, il reste l'agrégat de tous les angles plans qui existent à la
surface du corps solide considéré.

Démontrer que cet énoncé est équivalent au théorème d'Euler est
un exercice plaisant, basé sur le fait que la somme des angles d'un
polygone àn côtés est égale à2(n � 2) � angles plans droits �. Mais
la formulation de Descartes attire encore moins l'attention que celle
d'Euler sur l'importance de la somme alternéeS � A + F .
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Pendant le xix e siècle, le théorème d'Euler est généralisé à des
polyèdres qui ne sont pas nécessairement convexes, et qui ont éven-
tuellement des trous. Ces recherches montrent que l'on obtient tou-
jours une formule du type S � A + F = constante, cette constante
pouvant s'exprimer en termes du nombre de trous du polyèdre. Cette
recherche fut pleine de péripéties et inspira le célèbre livre d'épisté-
mologie [109] de Lakatos. Le lecteur intéressé par les détails de cette
histoire pourra consulter le livre [132] de Pont.

En tout cas, avant l'article [128] de Poincaré dont nous avons parlé
dans la section 39, la recherche autour des généralisations de cette
formule ne semblait concerner que les polyèdres. Par contre, Poin-
caré explique dans [128, ŸŸ16-17] que cela concerne en fait même les
variétés lisses :

Ce théorème [d'Euler] a été généralisé par M. l'amiral de Jon-
quières, pour le cas des polyèdres non convexes. Si un polyèdre
forme une variété fermée à deux dimensions, dont le nombre de
Betti est P1, on aura

S � A + F = 3 � P1:

[Avec la dé�nition moderne des nombres de Betti, expliquée dans
la section 40, on obtient plutôt 2 � B1.]

Le fait que les faces sont planes n'a évidemment aucune im-
portance, le théorème s'applique également aux polyèdres curvi-
lignes ; il s'applique encore à la subdivision d'une surface fermée
quelconque en régions simplement connexes [pour Poincaré, cela
signi�e homéomorphe à une boule] ; [...].

Je me propose de généraliser ces résultats pour un espace quel-
conque.

Soit donc V une variété fermée àp dimensions. Subdivisons-la
en un certain nombre de variétésvp à p dimensions ; ces variétés
ne seront pas fermées et leurs frontières seront formées par un
certain nombre de variétésvp� 1 à p � 1 dimensions ; [etc.]

La variété V peut avoir des nombres de Betti quelconques,
mais je suppose expressément que les variétésvp; vp� 1; : : : ; v1

sont simplement connexes.
J'appellerai � p; � p� 1; : : : ; � 1 et � 0 le nombre des vp, des

vp� 1,. . ., desv1 et desv0. [...]
Je me propose de calculer le nombre

N = � p � � p� 1 + � p� 2 � ::: � � 1 � � 0:

[...] En général, on aura
N = Pp� 1 � Pp� 2 + ::: + P2 � P1
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si p est impair, et
N = 3 � P1 + P2 � � � � + Pp� 1

si p est pair.
Si nous observons maintenant que les nombres de Betti, éga-

lement distants des extrêmes, sont égaux [cethéorème de dualité
de Poincaré est présenté dans [128, Ÿ9]], on verra que l'on doit
avoir

N = 0

si p est impair [...].

En reprenant le langage expliqué dans la section 40, le nombrevk

de polyèdres de dimensionk est égal au rang des groupes de chaînes
Ck (V;Z) portées par la décomposition polyédrale �xée. Par la suite,
on allait changer une fois sur deux le signe dans la dé�nition de
Poincaré, et on allait dé�nir la caractéristique d'Euler-Poincaré � (C� )
d'un complexe de chaînesC� (voir l'expression (40.1)) �ni et formé
de groupes de rang �ni comme étant la somme alternée :

X

k

(� 1)k rg Ck :

On a alors la propriété-clé purement algébrique suivante :

(47.2) � (C� ) =
X

k

(� 1)k rg Hk :

En particulier, cela montre que la caractéristique d'Euler-Poincaré
est égale à la somme alternée des nombres de Betti pour tous les es-
paces topologiques qui n'ont qu'un nombre �ni de groupes d'homologie
non nuls, de rang �ni , et pas seulement pour les variétés compactes
sans bord.

Avec ces conventions de signe, on montre que la caractéristique
d'Euler-Poincaré est au sens suivant une généralisation de la notion
de cardinal d'un ensemble �ni (qui n'est rien d'autre qu'une variété
compacte de dimension0) :

Théorème 47.3
(1) Soit X un espace topologique compact et soientY; Z deux sous-

espaces compacts, tels qu'il existe une décomposition polyédrale deX
pour laquelleY et Z sont des sous-polyèdres. Alors

� (X ) = � (Y ) + � (Z ) � � (Y \ Z ):
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(2) Si Y et Z admettent des décomposition polyédrales �nies, alors
� (Y � Z ) = � (Y ) � � (Z ).

Ce théorème permet en principe de calculer la caractéristique d'Eu-
ler d'un espace en le découpant en espaces plus simples, eux-mêmes
écrits comme produits d'espaces encore plus simples.

Il existe des extensions de ce théorème à des cas plus généraux que
les espaces topologiques admettant une décomposition polyédrale.
L'une des manières de faire cela a été initiée par ƒech : elle consiste
à travailler avec les parties d'un recouvrement de l'espaceX et avec
toutes leurs intersections plutôt qu'avec les polyèdres d'une décom-
position polyédrale. C'est cela qui a permis à Leray, puis à Cartan et
Serre de dé�nir une notion de cohomologiepour les faisceaux.

Plus précisément, lek-ème groupe de (co)chaînesCk (U; F ) d'un
faisceau d'espaces vectoriels, associé à un recouvrementU par des
ouverts Ui est la donnée, pour chaquek-uplet d'indices (i 0; : : : ; i k ),
d'une section si 0 ;:::;i k du faisceau surUi 0 \ ::: \ Ui k , et cela de ma-
nière antisymétrique. Le (co)bord � : Ck ! Ck+1 est alors dé�ni en
associant à chaque intersectionUi 0 \ ::: \ Ui k +1 la somme alternée :

X

06 j 6 k

(� 1)j si 0 ;:::; bi j ;:::;i k +1
;

la notation � bi j � signi�ant que l'on ne marque pas cet indice.
On voit en particulier qu'une 0-cochaîne(si ) est fermée (c'est-à-

dire que � (si ) = 0 ), si et seulement si lessi se recollent en une section
globale du faisceauF . Cela montre que le 0-ème espace de coho-
mologie H 0(U; F ) est isomorphe à l'espace des sections globales du
faisceau F . Les autres espaces de cohomologieH k (U; F ) sont donc
des généralisations de cet espace de sections globales. Tels qu'on les a
dé�nis, ils dépendent du choix d'un recouvrement, mais le passage à
la limite pour des recouvrements de plus en plus �ns permet d'obte-
nir une notion de groupe de cohomologieH k (X; F ) d'un faisceau F
dé�ni sur un espace topologiqueX , indépendante du choix d'un re-
couvrement.

Classiquement, dans le problème d'extension en dimension plus
grande du théorème de Riemann-Roch, ce qu'il importait de calcu-
ler étaient des dimensions de systèmes linéaires completsjD j, ce qui
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revient à calculer des dimensions d'espaces de sections globales de
faisceauxFD (avec les notations de la lettre de Serre). En fait, ces
dimensions sont plus di�ciles à calculer prises séparément que la ca-
ractéristique d'Euler-Poincaré du faisceau. En e�et, cette dernière
satisfait un théorème réminiscent de 47.3 :

Théorème 47.4.Si G est un sous-faisceau deF , alors :

� (F ) = � (G) + � (F =G):

L'approche proposée par Serre pour démontrer le théorème de
Riemann-Roch, était basée sur l'utilisation itérée de ce théorème.
Il réussit à faire fonctionner cette machine pour obtenir une nou-
velle preuve du théorème de Riemann-Roch pour les courbes et les
surfaces. Mais il lui manquait quelques ingrédients pour parvenir en
dimension quelconque. C'est Hirzebruch qui parvint à une dé�nition
générale pour les variétés complexes et Grothendieck pour les varié-
tés dé�nies sur des corps algébriquement clos quelconques. Les deux
sections suivantes sont consacrées à leurs approches.

48. Le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch

Une partie de la di�culté de la conjecture formulée par Serre dans
sa lettre à Borel était de trouver un candidat pour le polynôme
P(x; C2; : : : ; C2n ). En fait, au moins en ce qui concerne le genre arith-
métique des variétés de dimension au plus6, un tel candidat avait
été trouvé par Todd [155], dans un langage di�érent, mais équivalent
à celui des classes de Chern (voir les explications d'Atiyah [8]).

Les formules de Todd furent su�santes pour que Hirzebruch réus-
sisse à deviner la règle de formation de ces polynômes, publiée initia-
lement dans [82]. Peu après, il réussit à prouver le théorème, preuve
qu'il esquissa dans [83], et qu'il expliqua avec tous les détails dans
[84]. Sa preuve utilisait des résultats très récents de Thom sur la
structure de l'anneau de cobordisme des variétés di�érentiables fer-
mées et orientées. Je renvoie à son récit de souvenirs [85], ainsi qu'au
récit de Dieudonné [51, ŸVII.2.A] pour des détails sur la manière dont
il a réussi à prouver le théorème.
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Expliquons juste la règle de formation des polynômes, car elle mena
Hirzebruch à une généralisation de la notion de genre (voir [86]).
Je suis les notations et les explications de [84, ŸI.1].

Étant donné un anneau commutatif B muni d'un élément unité,
considérons pour chaquei 2 N� une variable pi de poidsi . Posons de
plus p0 = 1 . Étant donnée une suite(K j (p1; : : : ; pj )) j > 0 de polynômes
homogènes de degré égal à l'indice, on note pour abréger :

K
� 1X

i =0

pi zi
�

=
1X

j =0

K j (p1; : : : ; pj )zj :

La suite est dite multiplicative si, pour deux suites d'indéterminées :

K
� � 1X

i =0

pi zi
�

�
� 1X

i =0

qi zi
� �

= K
� 1X

i =0

pi zi
�

� K
� 1X

i =0

qi zi
�

:

La série formelle :

K (1 + z) =
1X

i =0

bi zi 2 B [[z]]

est appelée lasérie caractéristiquede la suite multiplicative : la cons-
truction précédente établit une bijection entre l'ensemble des suites
multiplicatives de polynômes à coe�cients dans l'anneauB et le sous-
groupe multiplicatif de B [[z]] formé des séries dont le terme constant
vaut 1.

Le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch pour les �brés en
droites est le suivant :

Théorème 48.1.Soit D un diviseur sur la variété projective complexe
lisseX de dimensionn. Alors, si x désigne la classe de Chern du �bré
en droitesED , et que(Tk )k2 N� est la suite multiplicative de polynômes
à coe�cients rationnels de série caractéristique z=(1 � e� z), alors :

� X (D ) = hex � Tn (C2; : : : ; C2n ); X i :

En fait, Hirzebruch démontra aussi un théorème analogue pour les
�brés vectoriels holomorphes.

En l'honneur du travail précurseur [155], Hirzebruch appela la suite
multiplicative de série caractéristique z=(1 � e� z) la suite de Todd.
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De même, il appelagenre de Toddde X l'expression du genre arith-
métique � X (0) donnée par le second membre du théorème précédent
(appliqué donc àx = 0 ).

Remarquons que Hirzebruch utilise comme dé�nition du genre
arithmétique la caractéristique d'Euler-Poincaré � X (0) (0 désignant
le diviseur nul), c'est-à-dire la caractéristique du faisceau structural
OX des fonctions holomorphes, vues comme sections du �bré trivial,
associé au diviseur nul. Sipa(X ) désigne la dé�nition proposée par
Severi (voir la formule (38.1)), on a :

� X (0) = 1 + ( � 1)npa(X )

ce qui résulte de la preuve des conjectures de Severi par Kodaira (voir
la section 38) et d'un théorème de dualité de Serre.

L'avantage de cette nouvelle dé�nition du genre arithmétique,
pourtant équivalente formellement à l'ancienne, est que l'on a :

Théorème 48.2.Le genre arithmétique à la Hirzebruch est additif
(le genre d'une union disjointe est la somme des genres) et multipli-
catif (le genre d'un produit est le produit des genres).

Hirzebruch dé�nit alors la notion générale degenrepour une classe
de variétés stable par union disjointe et produit : c'est un invariant qui
véri�e les propriétés précédentes. Comme il l'expliqua dans son livre
[84], cette notion est intimement reliée à celle de suite multiplicative.
Pour explorer des développements plus récents de cette généralisation
de la notion de genre, on pourra partir de [86].

49. Le théorème de Riemann-Roch-Grothendieck

La démonstration de Hirzebruch du théorème 48.1 utilise de ma-
nière fondamentale la topologie usuelle d'une variété complexe, ainsi
que toute la panoplie moderne des groupes d'homologie et de cohomo-
logie, des espaces �brés vectoriels et de leurs classes caractéristiques.
Elle ne permettait donc pas d'obtenir une preuve d'un théorème ana-
logue pour une variété algébrique dé�nie sur un autre corps. Même
conjecturer un énoncé analogue était di�cile, puisque la théorie des
classes de Chern n'existait que pour les �brés vectoriels complexes.
Quels analogues leur trouver pour des variétés dé�nies par exemple
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sur des corps �nis ? Si elles doivent être encore des classes de cohomo-
logie, il faudrait donc développer une théorie cohomologique pour de
telles variétés qui soit l'analogue de la cohomologie de de Rham pour
les variétés complexes. On voit que ces questions sont intimement
reliées aux conjectures de Weil présentées dans la section 44.

Dans son article [146] de 1955, cité par la suite entre connais-
seurs sous l'appellation � FAC �, Serre posa les bases d'une théorie
cohomologique des faisceaux pour des variétés dé�nies sur un corps
quelconque. Voici comment débute son article :

On sait que les méthodes cohomologiques, et particulièrement
la théorie des faisceaux, jouent un rôle croissant, non seule-
ment en théorie des fonctions de plusieurs variables complexes
(cf. [30]), mais aussi en géométrie algébrique classique (qu'il
me su�se de citer les travaux récents de Kodaira-Spencer sur
le théorème de Riemann-Roch). Le caractère algébrique de ces
méthodes laissait penser qu'il était possible de les appliquer
également à la géométrie algébrique abstraite ; le but du présent
mémoire est de montrer que tel est bien le cas.

La structure de base permettant de dé�nir une notion de faisceau
pour ces variétés est qu'elles sont naturellement munies d'une topo-
logie, baptiséetopologie de Zariski. Dans cette topologie, les fermés
sont exactement les sous-variétés algébriques.

En ce qui concerne la notion de genre, sa théorie lui permit d'aller
jusqu'à prouver la conjecture de Severi présentée dans la section 38
pour une variété projective lisse dé�nie sur un corps de caractéristique
quelconque. Mais il n'obtint pas de théorème de type Riemann-Roch
général pour ces variétés.

C'est Grothendieck qui formula et démontra peu après un tel théo-
rème vers 1957. Il donna une preuve purement algébrique, valable
sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, d'une
généralisation du théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch. La géné-
ralisation consistait en ce que, cette fois-ci, il ne s'agissait plus d'un
théorème concernant une seule variété, maisune famille de variétés.
La première preuve de ce théorème a été rédigée dans [18] par Borel
et Serre. Bott explique la philosophie de la nouvelle formulation du
théorème dans son commentaire [19] :
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La venue de la théorie des faisceaux a, parmi de nombreuses
choses, apporté avec elle un grand développement du théorème
classique de Riemann-Roch. Ce papier est consacré à la version
de Grothendieck du théorème. Grothendieck a généralisé le théo-
rème au point où non seulement il est plus généralement appli-
cable que la version de F. Hirzebruch [84], mais il dépend d'une
preuve plus simple et naturelle. [...]

[Théorème I :] Soit f : X ! Y une application propre entre
variétés quasi-projectives, soitF un faisceau cohérent surX ,
et soient les faisceauxRqf (F ) sur Y dé�nis par Rqf (F )U =
H q(f � 1(U); F ) (U ouvert dansX ). Alors ces faisceaux sont aussi
cohérents.

[...] Si X est une variété algébrique [...] le groupeK (X ) est
dé�ni ainsi. Soit F (X ) le groupe abélien libre engendré par les
faisceaux cohérents surX . De plus, siE 0 ! F 1 ! F ! F 2 ! 0
est une suite exacte courte de tels faisceaux, soitQ(E) le � mot �
F � (F1 + F2) dansF (X ). Maintenant dé�nissons K (X ) comme
le quotient de F (X ) modulo le sous-groupe engendré parQ(E),
lorsqueE varie parmi les suites exactes courtes. (Nous appelons
cette construction la K-construction ; elle peut clairement être
appliquée à n'importe quelle catégorie dans laquelle des suites
exactes courtes sont dé�nies). Par exemple, sip est un point,
alors K (p) � Z [...], l'isomorphisme étant déterminé en attachant
à un faisceau (qui est simplement un module sur le corps de
base dans ce cas) sa dimension. Cet homomorphisme est noté
ch : K (p) �! Z.

Comme on le verra, le théorème de Riemann-Roch est un
énoncé de comparaison entreK (X ) et l'anneau de ChowA(X )
qui est valide seulement sur des variétés non singulières. En
conséquence,A désignera la catégorie des variétés non singulières
quasi-projectives et de leurs applications propres. Sur cette caté-
gorie K (X ) et A(X ) partagent à la fois une nature covariante et
contravariante, et c'est précisément a�n de compléterK (X ) en
un foncteur covariant que le théorème I est essentiel.

Grothendieck note cet homomorphisme covariant, induit par
une application f : X ! Y de A, par f !, et il le dé�nit ainsi :
si F est un faisceau [...] alorsf !(F ) 2 K (Y ) sera la classe du motP

q(� 1)qRqf (F ) dansK (Y ). Parce que cette somme est �nie sur
les objets deA cette opération est bien dé�nie, et on voit que son
extension linéaire àF (X ) s'annule sur les mots de la formeQ(E),
en induisant ainsi un homomorphismef ! : K (X ) ! K (Y ).
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La condition de naturalité (f � g)! = f ! � g! est valide, et
s'ensuit de la suite spectrale qui relieRq(f � g) à Rsf et Rt g.
Ainsi l'aspect évident de � caractéristique d'Euler � de f ! est
essentiel pas seulement pour l'annulation def ! sur Q(E), mais
aussi pour la naturalité ! Notez aussi que sif : X ! p est l'ap-
plication sur un point, alors ch f !(F ) peut être identi�é avecP

(� 1)q dim H q(X ; F ) = � (X ; F ) ; et c'est une expression de
cette sorte qui a été évaluée par Hirzebruch dans sa version to-
pologique du théorème de Riemann-Roch par une certaine classe
de cohomologie. [...]

Dans la théorie de Grothendieck, le rôle de la cohomologie
est pris par l'anneau de ChowA(X ), des cycles à équivalence
linéaire près, le produit étant dé�ni par l'intersection. Dans notre
catégorie, A(X ) a aussi un côté covariantf � : A(X ) ! A(Y ),
dé�ni par l'image directe d'un cycle. Néanmoins, f � est seulement
un homomorphisme additif. L'extension contravariante deA(X ),
i.e. f ! f � où f � est induit par l'image inverse d'un cycle, est
bien sûr un homomorphisme d'anneaux ; et ces deux opérations
sont reliées par la loi de permanence :f � (x �f � (y)) = f � (x) �y; x 2
A(X ); y 2 A(Y ).

Les propriétés contravariantes deK (X ) sont le mieux mises
en évidence à l'aide du théorème II qui suit : soitK 1(X ) le
groupe obtenu en appliquant la K-construction à la catégorie
des �brés vectoriels algébriques surX; X 2 A. De plus, soit
" : K 1(X ) ! K (X ) l'homomorphisme dé�ni par l'opération qui
associe à un �bré le faisceau des germes de ses sections. Alors"
est une bijection.

Au moins pour un topologue, ce théorème est réminiscent du
théorème de dualité de Poincaré. De toutes manières, en iden-
ti�ant K (X ) avec K 1(X ) on peut induire l'extension contrava-
riante évidente (image inverse d'un �bré) de K 1(X ) à K (X ).
Cet homomorphisme est notéf !. De plus, la structure d'anneau
de K 1(X ) induite par le produit tensoriel des �brés est mainte-
nant imprimée aussi surK (X ), et [...] la loi de permanence est
aussi valable : f !(x � f !(y)) = f !(x) � y pour une application f
dans A. Cette nouvelle interprétation de K (X ) [...] amène aussi
un homomorphisme d'anneauxch : K (X ) ! A(X ) 
 Q qui est
naturel du côté contravariant (à savoir, ch(f !x) = f � ch(x)) et
coïncide avec notre dé�nition de ch sur K (p). Cette fonction est
déduite du caractère de Chern des �brés et peut être caracté-
risée par : (1) Si L est un �bré en droites sur X 2 A, alors
ch(L ) = ec = 1 + c + c2=2! + � � � , etc., où c = c1(L ) est la classe
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dans A(X ) des zéros d'une section rationnelle générique deL ;
(2) ch est un homomorphisme d'anneaux ; (3) la condition de
naturalité déjà mentionnée.

En général, l'identi�cation de K 1(X ) avecK (X ) étend la no-
tion de classes caractéristiques des �brés vectoriels aux faisceaux
cohérents. Nous allons en particulier avoir besoin de la classe de
Todd, qui sur les �brés vectoriels est uniquement caractérisée par
ces conditions : (1) SiL est un �bré en droites sur un objet X
dans A, alors T(L ) = c=(1 � ec) [...] ; (2) T est multiplicative :
T(E + F ) = T(E) � T(F ) ; (3) T f ! = f � T pour des applications
dans A.

Cette classe de Todd entre dans la réponse à la question sui-
vante, très naturelle dans notre contexte : Comment se comporte
ch : K (X ) ! A(X ) 
 Q sous les homomorphismes covariantsf !

et f � ? La réponse à cette question est précisément la formule
de Riemann-Roch de Grothendieck : [...] Soitf une application
X ! Y , dans A. Alors

chf f !(x)g � T(Y ) = f � f ch(x) � T(X )g;

où x 2 K (X ) et T(X ); T(Y ) désignent les valeurs de la classe de
Todd sur les �brés tangents deX et Y respectivement.

Et voilà, ainsi le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch généralisé
par Grothendieck peut s'écrire de manière aussi concise que la formule
de Stokes généralisée du théorème 42.1. Où se retrouve la notion de
genre là-dedans ? Dans le fait que la � bonne � notion de genre d'une
variété est la caractéristique d'Euler du faisceau structural, qui se
généralise en la caractéristique d'Euler de n'importe quel faisceau
cohérent, qui se généralise à son tour en l'image directe d'un faisceau
cohérent par un morphisme propre.

Expliquer convenablement les diverses notions et constructions
nouvelles qui entrent en jeu dans le texte précédent nécessiterait
encore bien des pages. Je décide donc d'arrêter ici cette promenade
historique. Le lecteur pourra découvrir d'autres développements du
théorème de Riemann-Roch et de la notion de genre (par exemple le
théorème de l'index d'Atiyah-Singer) dans les appendices de [84].

Quant à Grothendieck, il était en pleine période de réorganisation
complète de la géométrie algébrique, de son langage et de ses pro-
blèmes, activité motivée en partie par le besoin de créer un cadre dans
lequel démontrer � naturellement � les conjectures de Weil. On pourra
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lire son exposé [77] de 1958 pour une vision d'ensemble de ses préoc-
cupations cohomologiques du moment.

Si les conjectures de Weil ont ainsi beaucoup stimulé les modernes,
elles étaient nourries par une profonde connaissance de l'histoire.
C'est ce que j'ai essayé de montrer à travers les nombreuses cita-
tions de Weil présentées pendant cette promenade. En voici à ce sujet
une dernière, tirée du commentaire de [160] publié dans son oeuvre
complète :

[...] je m'étais tôt persuadé que la fréquentation assidue des
grands mathématiciens du passé est une source d'inspiration non
moins féconde que la lecture des auteurs à la mode du jour.

Voici à présent quelques références historiques générales sur les
thèmes principaux de notre promenade. Pour un panorama des ma-
thématiques du xix e siècle, on pourra lire [101]. Pour des détails sur
l'évolution de la géométrie algébrique, on pourra consulter [49] et
[91]. Pour une description de l'évolution de la topologie algébrique et
géométrique jusqu'aux travaux de Poincaré, on pourra lire [132] et
pour celle entre Poincaré et les années 1960, on pourra consulter [51].
Pour des renseignements historiques sur diverses notions topologiques
essentielles de nos jours, on pourra consulter [93].

Une partie des articles que j'ai cités sont accessibles gratuitement
sur les sites :

� http://www.math.dartmouth.edu/~euler/
� http://www.mathunion.org/ICM/
� http://www.numdam.org/
� http://www.emani.org/
� http://retro.seals.ch/digbib/home
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50. Épilogue

Ce texte n'est pas un travail d'historien, mais une invitation à
consulter les recherches des historiens des mathématiques, ainsi que
les regards sur l'histoire portés par les mathématiciens eux-mêmes et,
bien sûr, les écrits de recherche originaux. Il est toujours surprenant
de découvrir à quel point les approches, les problèmes et le langage
varient au cours du temps ou d'un auteur à l'autre. Comprendre
ces divers langages est un excellent entraînement mathématique, et
comprendre l'esprit d'une époque à partir de ses écrits est un excellent
entraînement de l'imagination.

Mais au-delà du plaisir que l'on peut avoir à fréquenter ainsi
le passé, est-ce d'une quelconque utilité ? Je dirais que l'utilité
est au moins double. Premièrement, elle est expliquée ainsi par
Feynman(28) :

Les théories du connu qui sont décrites par des idées physiques
di�érentes peuvent être équivalentes quant à leurs prédictions, et
sont donc scienti�quement indiscernables. Cependant, psycholo-
giquement, elles ne sont pas identiques, dès qu'il s'agit de quitter
cette base pour aller vers l'inconnu. En e�et, divers points de vue
suggèrent di�érentes modi�cations possibles et ne sont donc pas
équivalents quant aux hypothèses qu'ils suscitent lorsqu'on es-
saye de comprendre ce qui est encore incompris.

Deuxièmement, lorsque l'on explique des mathématiques, il est im-
portant d'avoir en tête une pluralité de points de vue, car pluriels
sont aussi les imaginaires mathématiques. Faire un exposé parfaite-
ment construit logiquement, partant d'une dé�nition qui sort de nulle
part, continuant par une suite de lemmes et de théorèmes, est une
habitude bien répandue, mais qui est trop souvent peu porteuse de
sens. Connaître les grandes lignes du développement d'un sujet, sen-
tir comment on est parvenu à telle dé�nition, pourquoi telle question
est importante, combien on a peiné pour comprendre un phénomène,
c'est tout cela qui permet de construire un sens accessible à des per-
sonnes qui ont forcément une multitude de manières de penser aux
objets et aux phénomènes étudiés.

(28)Cette conférence faite en 1965 à l'occasion de la réception du prix Nobel
de physique est traduite en Français dans [66].



QU'EST-CE QUE LE GENRE ? 193

Mais qu'est-ce donc que le genre ?
Une notion bien vivante, qui ne se laissera pas de si tôt enfermer

dans une seule dé�nition ! J'espère avoir donné envie à certains de
mes lecteurs de continuer l'exploration de cette notion et, pourquoi
pas, de contribuer à la création de nouvelles interprétations ou géné-
ralisations.
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