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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
Volume 17 (1999) 47-68

FONCTIONS HARMONIQUES SUR LES VARIÉTÉS

ErwannAUBRY

Un des buts de l'étude des fonctions harmoniques sur les variétés est de trouver des
invariants caractéristiques de la métrique dans le comportement du Laplacien. Une des
premières études menées dans ce sens fut celle des fonctions harmoniques bornées sur
les variétés complètes. On va rappeler brièvement des résultats qui illustrent la dépen-
dance du Laplacien vis-à-vis de la métrique (plus particulièrement de la courbure).

1. L'exemple du disque hyperbolique, conformément équivalent au disque usuel
(donc admettant les mêmes fonctions harmoniques) montre qu'en courbure section-
nelle négative, le nombre de fonctions harmoniques bornées peut être très grand (au
moins égale au nombre de fonctions continues sur le cercle d'après le théorème de Diri-
chlet).

2. Un résultat de P. Li et E Tarn [13] montre que sur les variétés à courbure sec-
tionnelle positive à l'infini les choses sont bien mieux contrôlables. En effet, une variété
complète vérifiant ces hypothèses a un nombre de bouts fini [on appelle nombre de bout
d'une variété relativement à une partie compacte le nombre de composantes non bor-
nées de son complémentaire ; le nombre de bouts de la variété est la borne supérieure
(finie ou non) de ces nombres] que les auteurs classent en deux catégories : si E est un
bout, on pose VE(t) = Vol(£ n Bp{t )). Si la fonction t/VE(t) est intégrable, on dit que le
bout est non parabolique ; sinon, on dit qu'il est parabolique. Les auteurs ont montré que
pour chaque bout non parabolique, on peut construire une fonction harmonique bornée
qui tend asymptotiquement vers 1 sur ce bout, et vers 0 sur tous les autres bouts non pa-
raboliques (ils montrent aussi que pour chaque bout parabolique il existe une fonction
harmonique qui tend vers l'infini le long de ce bout, qui est bornée le long de tous les
autres bouts paraboliques, et qui tend asymptotiquement vers 0 le long des bouts non
paraboliques). Ils en déduisent que la dimension de l'espace des fonctions harmoniques
bornées est égale au nombre de bouts non paraboliques (et que la dimension de l'espace
des fonctions harmoniques bornées d'un côté est égale au nombre total de bouts).

3. Le cas de la courbure de Ricci positive est plus délicat que le précèdent puisque
l'hypothèse sur la courbure est plus faible. En se référant au théorème structurel des va-

Clossification math. : 58G25, 53C20.
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riétés complètes de courbure de Ricci positive de Cheeger-Gromoll, dont on déduit que
de telles variétés n'ont qu'au plus deux bouts, on peut s'attendre à ce que la dimension
de l'espace des fonctions harmoniques bornées soit de dimension finie. En fait on a le
résultat suivant plus fort :

THÉORÈME 1 (S. Y. Cheng [4]). — Toute fonction harmonique de croissance stricte-
ment sous-linéaire (Le. il existe xo € M tel que f (x) = o{d(xo,x))) sur une variété à
courbure de Ricci positive est constante.

La démonstration de ce théorème (donnée dans la deuxième partie de ce papier)
découle directement d'une estimation du gradient du log des fonctions harmoniques
positives (lemme 1.1).

Une telle rigidité des fonctions harmoniques sur les variétés à courbure de Ricci
positive inspira à Yau la conjecture suivante :

On dira d'une fonction à valeurs réelles définie sur un espace métrique (M, d) qu'elle
esta croissance polynomiale d'ordre au plus k s'il existe une constante C > Oetun point p
de M telle que f (x) ^ (1 + C.d(x, p)k) pour tout point x de M.

CONJECTURE 1. — Soit Mn une variété complète à courbure de Ricci positive. Si on
note.yfd (M) Vensemble des fonctions harmoniques à croissance d'ordre au plus d sur M,
alors on a :

On rappelle que ^ ( Rn ) est engendré par les polynômes homogènes harmoniques
de degré au plus d. On a donc d i m ^ = qf+rf - C ^ . j = 0{dn~l).

Jusqu'aux travaux de T. Colding et W. Minicozzi ([61, [7], [8], (91) cette conjecture
n'avait été démontrée que dans les cas d = 1 et n = 2 par P. Li et F. Tarn [131.

Dans le cas d = 1 (cf. [15]), ils ont montré que si Mn est une variété à courbure de
Ricci tel que le volume des boules géodésiques est à croissance polynomiale d'ordre au
plus A:, alors d i m ^ ( M ) ^ ù\m#{(Rk).

Dans le cas n = 2 (cf. [16]), ils ont montré que si M est une variété dont la partie
négative de la courbure est intégrable, alors pour tout bout e, :

a, = 1 - lim g' . existe

r-oo TTH

et pour tout e > 0, on a :

Jt

- k' ^ rf ^
Ï=I

avec k' = card{z/of/ = 1} et, par convention : dim J^(M) = 0 si d < 0. De plus il y a
égalité dans la seconde inégalité si la courbure est positive à l'infini. En remarquant alors
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qu'en courbure partout positive, les surfaces sont soit isométriques à R x S1, soit elles
n'ont qu'un bout.

Ces deux résultats partiels vis-à-vis de la conjecture de Yau sont toutefois beaucoup
plus forts que ceux conjecturés. En particulier, ils laissent penser que le Rn par rapport
auquel on compare le comportement harmonique de nos variétés n'est pas celui ayant
la même dimension, mais celui de même croissance des volumes (phénomène déjà ob-
servé dans l'étude des inégalités isopérimétriques).

Le but principal de ce papier est d'exposer la démonstration, due à R Li ([12]), d'un
résultat récent de T. Colding et W. Minicozzi qui a le double mérite d'être beaucoup plus
simple que la preuve originale, et de démontrer le résultat plus large suivant :

Dans toute la suite on dira d'une variété riemannienne quelle vérifie Vhypothèse
)si:Vx e M,Vr' ^ r> 0,ona:

(où Vx(r) est le volume de la boule géodésique de centre x et de rayon r).

De même on dira quelle vérifieVhypothèse (M) si ;3A > 0, telle que Vx € M, Vr > 0,
et pour toute fonction sous-harmonique positive sur M, on a :

A [ f> Vx(r)f(x)
JBxir)

(oùBx(r) désigne la boule géodésique de centre x et de rayon r).

THÉORÈME 2 (Colding-Minnicozzi, Li). — Pour toutes constantes Q etv, il existe une
constante C(C0,v) > 0 telle que pour toute variété riemannienne complète (Mn, g) véri-
fiant (Wcsy) et (Jt),pour tout fibre vectoriel euclidien E de rang m sur M, et pour tout
sous-espace linéaire S<t(M,E) c T(E) de sections de E vérifiant Vu G Sd(M,E) on a:

a)A\u\2 ^ 0

b)\u\(x) e û(pd(x))

alors, on a :

Le lien entre ce théorème et la conjecture de Yau est le cas du sous espace de sec-
tions JŜ  du fibre trivial en droite (i.e. T(E) = 7?°°). L'idée de la démonstration est de
munir S^iM, E) des formes bilinéaires symétriques positives suivantes :

(f,g)dv.
)

Si K est un sous-espace vectoriel de dimension finie de S^iM, E), alors, ce sont des pro-
duits scalaires pour r assez grand. On compare alors les boules unités de 5<* (M, E) pour
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ces différentes métriques. Plus particulièrement, on étudie det Ar
r' où Arj est définie par

<-,-> r« M r
r '-,-)r'.

La démonstration se décompose en deux lemmes. Le premier démontre que si M
est une variété complète à croissance polynomiale des volumes (hypothèse ( 9( )), et K
est un espace vectoriel de dimension k dont les éléments vérifient une inégalité de la
moyenne MO, alors on a :

, ^ m\C(2d)v-}

Enfin, le deuxième lemme montre que si les éléments de K sont à croissance polyno-
miale d'ordre au plus d, et M vérifie ( 9( ), alors on a :

-Jt(2d+v+l/2d)

En combinant les deux inégalités on a que la dimension k du sous-espace de S^iM, E)
est majoré par une constante ne dépendant que de d et des caractéristiques de M. On
en déduit que Sd(M, E) est de dimension finie, et que sa dimension est majorée par la
constante précédente, d'où le théorème annoncé.

Ce rapport comporte deux parties. Dans la première, un peu technique, on dé-
montre que les variétés à courbure de Ricci positive vérifient les hypothèses ^VQ.V et
JL du théorème de Colding-Minicozzi, Li (c'est donc une partie de résultats analytiques
et géométriques), et dans la seconde on présente la démonstration de Li du théorème
cité plus haut. La première partie de ce rapport a été écrite de façon à rendre sa lecture
possible par le plus grand nombre. On y trouvera beaucoup de choses classiques.

Je tiens à remercier G. Besson pour m1 avoir proposé de m'intéresser à ce sujet dans
le cadre de mon stage de magistère, et de m'avoir inviter à l'exposer dans ce séminaire.

1. Quelques propriétés des variétés à courbure de Ricci positive

1.1. La courbure de Ricci et le Laplacien

La courbure de Ricci, comme toutes les autres notions de courbure, est un outil per-
mettant l'étude locale des variétés riemanniennes. Nous ne travaillerons, dans la suite,
que dans le cadre riemannien. C'est-à-dire que la connexion de nos variétés est celle de
Levi-civita. Si (M, g) est une variété riemannienne le tenseur de courbure est :

R(X, Y,Z,W) = g(DxDYW - DYDXW - D[XtY)WtZ) . (1)

On a alors, en particulier, les relations suivantes :

a) R(X,Y,Z,W) = -R(Y,X,Z,W) = R{Y,X,W,Z)
b) R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y) U J
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La courbure de Ricci, notée Rie, est une trace de i?. Si e\, • • • , en e TPM est une
base orthonormale, alors :

n n

Ric(y, w) = trj3 R(vt w) = Y J fltei» v> ei> w) = ^ J R(v> ei* w> ei) - Ö)
!=1 1=1

D'après les formules (3), Rie est une forme bilinéaire symétrique. On dira que la
courbure de Ricci de M est minorée par k si (Rie - kg) est une forme bilinéaire positive.
Pour toute fonction ƒ de classe C°° définie sur M, on définit A ƒ par :

A ƒ = - ir» Dd f = - J ^ Ddf(eh et). (4)

On peut alors démontrer facilement la formule suivante, qui nous servira beaucoup
dans la suite :

(5)

et dont on déduit que toute fonction harmonique est de carré sous-harmonique.

On démontre aussi, en utilisant le théorème de Stockes la formule suivante, appelée
formule de Green :

(fAh-hAf)dug= [
U JdU

où U est un ouvert tel que U est une variété à bord, dug est la mesure canonique de
(M, g)} v est la normale intérieure et (x)n-\ est la mesure induite sur la sous-variété dU.

Pour montrer que le théorème exposé par Li dans [12] se place bien dans le cadre
de la conjecture de Yau nous devons montrer la croissance polynomiale du volume des
boules et l'existence d'une inégalité de la moyenne pour les fonctions sous-harmoniques
positives sur les variétés à courbure de Ricci positive.

1.2. Régularité de la fonction distance

Soit x un point donné de M, une variété compacte. On définit alors :

Ux - ji; € TXM i 3f > 0 tel que î - exp^fi/) minimise sur [0,1 +

On admet connus les faits suivants (dont la démonstration peut être trouvée dans [10]) :
If* est un ouvert, M = exp^(L^) II exp^(3I/x), expx est un 'î?00 difféomorphisme sur son
image et expx{dUx) est de mesure nulle. On notera expx(dUx) = Cut(x)) et on dira que
p € M est conjugué à x si dp expx est non injective.
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1.3. Courbure de Ricci et croissance du volume des boules

Les théorèmes de comparaison sont des outils permettant, sous de bonnes hypo-
thèses sur la courbure (en général on minore la courbure de Ricci ou on encadre la cour-
bure sectionnelle), de comparer la géométrie d'une variété avec celle d'autres variétés
de référence, de courbure sectionnelleconstante. Le premier résultat est l'inégalité de
Bishop-Gromov:

THÉORÈME 3 (Bishop-Gromov). — Soit(Mn,g) une variété riemannienne complète
dont la courbure de Ricci vérifie Rie > ( n - l)kg,oùk est un réel donné. Alors, pour tous
lese,R tels que 0 < e < R, on a,Vx e M :

VHi) • (6)

où Vk{r) désigne le volume de la boule de rayon r dans l'espace complet simplement
connexe de courbure sectionnelle constante égale à k (c'est-à-dire Rn si k = 0, Sn(l/k)
si k > 0 et (Hn, go/v'-l/fc) si k < 0), où {Hn, go) est l'espace hyperbolique canonique).

Démonstration. — Pour démontrer cette formule, on doit étudier les variations
de la mesure canonique de M en fonction de la distance à un point donné. Cette
étude peut être faite en passant par celle du Laplacien de la distance sur une variété.
Il est naturel de l'exprimer dans la carte normale centrée en un point x fixe. Soit * :
]0, oofxS""1 — M l'inverse de la carte normale en m, z.e. $(/*, v) = expA.(r^).Onaalors
®*ug = 9(vt r)drdv. Supposons r.v G Ux, alors, pour tout voisinage U assez petit de v
dans S""1, pour tout f assez petit, tout point U, u) de [r,r + e] x U est tel que r- «ap-
partienne à Ux (puisque Ux est ouvert). Donc la fonction 9 est régulière et non nulle sur
un voisinage de [r, r + e] x U et la fonction p = d(m,.) est régulière sur 4>([r, r + f] x U).
On en déduit que, quand s et le diamètre de Ü tendent vers 0,

Ap[*(r, y)]- ( f 9{îtu) dtdu)
^ J[r.r+£]xtJ '

= / ApdVg
*/4>([r,

-L
Volw-1[*({r} x l / ) ] -Vol n - i [* ({ r + £} x U)]

/ 9(r,u)du- ƒ
Ju Ju

• / .

de
- — (t,u)dtdu

[r.r+t]xU °r

ï-T(r>u)( f 9(t,u)dtdu)
r,v) dr \J[r.T+euu J

D'où il vient que Ap = - | | f sur M \ Cut (x).
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En fait, on peut montrer que Ap se décompose en une partie régulière, que nous
venons de calculer, définie sur Ux, et une partie singulière qui est une mesure négative à
support dans CutU).

Pour mener plus loin notre étude de la fonction 6, on a maintenant besoin de la
formule de Bochner :

PROPOSITION 1 (formule de Bochner). —Pour toute fonction ƒ C°° sur (M, g), on a:

2 ^ 2 (7)

Démonstration. — Les formules de Bochner sont les formules obtenues en traçant
des formules de commutation de tenseurs. Ici on calcule la différence :

DDdf{X,Y,Z) -DDdf(Y,X,Z)

or, on a :

DDdf(X,Y,Z)=X-Ddf{Y,Z)-Ddf{DxY,Z)-Ddf(Y,DxZ)

- X.(Y-df(Z))-X- df(DYZ))-(DxY)- df(Z)+df(DDxYZ) (8)

- Y- df(DxZ)+df{DYDxZ) ,

d'où:

DDdf(X,Y,Z)-DDdf(Y,X,Z) = R(X,Y,Z,Vf). (9)

D'autre part :

DDdf(X,Y,Z) = DDdf(X,Z,Y) (10)

(Par (8) et la symétrie de Dd f).

On obtient, en traçant la relation (9) et en utilisant (10) :

trl3R(Vf,Y)

ic(V/ ,y) .

Enfin, on a: rf(|rf ƒ |2)(;O=2g(D;fV ƒ,?ƒ) , d'où

.DyV f) + 2g(DDdf(X,Y),V f)

soit, en traçant

(12)
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En combinant (11) et (12) on obtient la formule annoncée. D

Nous adopterons par souci de concision, la notation / '(r , v) pour | f (r, v).

En posant ƒ (y) = r = d(xfy) et en notant que \dr\ = 1 et que r est régulière sur
*([ƒ*), on a:

on obtient :

, dr) = ^-Ar = - ~ = - ^ - + (Ar)2
 f3r 3r 0 0

e" o o s s
- — = \Ddr\2 - (Ar)2 + Ric( —, — ) . (13)

6 dr dr

On pose b = 0^ï, alors :

(,7 _ i ) ^ + Ric(Af L) « - f |Drfr|2 î— (Ar)2) ^ 0 . (14)

La dernière inégalité étant une conséquence de l'inégalité de Schwarz (le n- 1 provenant
du fait que D d r ( £ , £ ) = d ( d r ( £ ) ) ( £ ) = d( l ) (^) = 0 puisque r - *(r, y) est une
géodésique).

En utilisant l'hypothèse sur la courbure (on remarquera qu'elle n'a pas été utilisée
dans ce qui précède), on obtient :

On

où

pose

best

alors :

solution del 'équation

b +

f

kb$

_ b
~ b

s 0.

avec pour conditions initiales b(0) = b(u,0) = Oetfo;(O) = 2/(u,0) =
r""1 puisque l'application tangente à expm au point 0,„ est idTmM> donc une isométrie
de TmM.. On pose aussi

-, h
f = -s-7 fo2"

On a alors

donc ft décroît et, comme h(0) = 0, on en déduit que ƒ ' = h est négative.

On en déduit que ƒ aussi décroît. On appelle fo+ le prolongement de b à R+ x S""1

obtenu en prolongeant par 0 en dehors de Ux - on remarquera que b est définie sur &£
tout entier (mais peut être négative en courbure positive, ce qui ne correspond plus à la
géométrie !), alors que b n'est définie que sur le segment de direction u contenu dans Ux.
Alors b+1 b reste décroissante car si le segment t — r • u atteint le bord de Ux après que
b ne s'annule, alors la décroissance implique que b s'est annulé auparavant, ce qui est
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contradictoire. Donc b+{t, v)n~l est minorée (resp. majorée) par b+^] Ht) sur [0, s]
(resp. sur [e, R]). En intégrant ces inégalités, nous obtenons :

£ fo+(r, v)dr

D'où nous tirons :

D
Remarque. — Dans la démonstration précédente, on a montré que la fonction h est

négative pour r ^ 0. Ceci s'écrit aussi :

r.' /"'
O U

b ^ b

On obtient donc :
i

-Ar ^ si k = 0

^ ( H - DV^fccotMV^Ârr) si A: < 0

soit, si A: ̂  0, on a toujours :

THÉORÈME 4. — Powr toute variété riemannienne {Mn, g) vérifiant Ric(M) ^
k(n - l)g(k ^ 0) et pour tout point x € M, sz'o/7 nofer(y) = rf(jcfy), alors on a:

i

Cette relation nous servira dans la suite. On peut interpréter cette comparaison du Lapla-
cien de la distance comme un équivalent local du théorème de Bishop-Gromov. Encore
une fois, cette relation est vraie sur tout M au sens des distributions.

1.4. Courbure de Ricci et analyse sur les variétés

Nous devons maintenant démontrer que sur les variétés à courbure de Ricci posi-
tive, une propriété de la valeur moyenne est vérifiée par les fonctions sous-harmoniques.
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Nous allons démontrer un résultat plus général, d'abord dû à J. Moser mais pour une
classe d'opérateurs beaucoup plus générale que le simple Laplacien (qui pose déjà assez
de problèmes à lui seul), mais, pour la preuve duquel nous suivrons la démarche de S-
T. Yau et R. Schoen, qui offre un bon échantillon des techniques classiques utilisées en
analyse sur les variétés (à ce titre je conseille, pour ceux que le sujet intéresse, les livres
de Yau et Schoen [17]).

THÉORÈMES. — Pour tout entier n ettout p €]0,2], il existe des constantes Q(n, p)
et C2(n, p) telles que pour tout réel positif k, pour toute variétés riemannienne complète
(Mn,g) vérifiant Rie ^ -(n- 1) kg, pour toute fonction u positive et sous-harmonique
sur M t pour tout T e]0, l/2[ et r > 0, on a:

sup u" ^ C, ( * / Wdv) . (15)
\VOl(B{r)) JB{r) }

On voit bien alors que dans le cas particulier d'une variété à courbure de Ricci posi-
tive (k - 0), on obtient l'inégalité (W). Pour prouver ce théorème, quatre lemmes sont
nécessaires. Le premier, qui est important en lui-même, et qui nous resservira dans la
seconde partie du rapport, est une estimation du gradient du logarithme des fonctions
harmoniques positives :

LEMME 1.1. — Pour tout entier n, il existe une constante C(n) telle que pour tout réel
positif kt pour toute variété riemannienne complète (Mn, g) vérifiantRic ^ -(n- l)kg,
pour toute fonction u harmonique positive sur M, pour tout r > 0 et tout point x de M,
on a:

surBr/2M . (16)

oùBr(x) désigne la boule géodésique de M de centre x et de rayon r.

Démonstration. — En appliquant la formule de Bochner à u, on obtient :

|Drf«|2 + - A ( | V M | 2 ) - (n- l)k\Vu\2 ^ 0

or:

d'où:

(n - \)k\Vu\2 - IVwlA(IVul) ^ \Ddu\2 - |V|Vu||2 . (17)

On peut alors choisir, en tout point p où V u * 0 (on remarquera, pour la suite, qu'alors
| V u | est localement C00), une carte normale telle que u\ ( p) = | V u\ ( p), ut ( p) = 0 pour
i ^ 2. On a alors :
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d'où:

^ ? ; (18)
i

De plus, on a :

\Ddu\2 = ] T u2
tj. (19)

En mettant ces deux expressions dans (17), on trouve :

(n - \)k\Vu\z - |Vu|A(|Vu|) ^ J^ UU ~ 5Z uh
i

+ E "' (20)

or Au = - ^ un = 0, donc wfj = ( ]T u/i) . On obtient donc finalement (utilisant la

symétrie de la matrice ( Ujj))

( n - DfcIVul2- |Vu|A(|Vu|) ^ -^-ylVdVuDI 2 . (21)

On pose maintenant <f> = | Vu| / u. On va chercher à majorer A</>. On a alors, en utilisant
l'inégalité précédente :

A(|Vw|) = w
Vu|A(|Vu|)\ 2V0.Vw

J + ~1T - (22)

) | | / u

On pose f = 2 / ( n - D.Ona:

= (2 C )
V < ^ - V M ! f V » - v " { 2 3 )

|Vu|3

u2

V<t>.Vu V(|Vw|).Vw
= (2 - E) + E = E

U U2= E =
U U2 U 3

/ o V<t>.Vu | V ( | V u | ) | | V u | |
(2- f ) + £ 5 E r

U M2 U 3
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D'autre part,

|V(|Vw|)||Vw|
e = £ 7^m)^i3/2

< Z. [ • ' • • " ' • ^ • - —• | (2.A)

^ 2\ \Vu\u u3

1

n- 1 V IVulu

En faisant la synthèse des inégalités (12), (13) et (14) on obtient la majoration souhaitée:

(n - \)k<t> + (l ?— ) V j ) V " L.^,3 (25)
\ n — 1 / u n—1

Pour obtenir l'approximation annoncée, on pose :

F(y) = (r2 - p(y)2) <p(y) ou p(y) = dUy) .

Puisque Fi3 5 ( r ) = 0, si u n'est pas constante, F atteint son maximum en un point XQ
intérieur à Bx(r). Supposons, dans un premier cas, que JCO n'est pas conjugué à x (c'est-
à-dire que JCQ n'est pas dans le cut-locus de JC). Alors F est C°° au voisinage de xo (car p
l'est et F(JCO) * 0 => *U 0 ) *0=> V u * 0). On a donc:

Uo) ^ 0 .

Soit, en JCO :

(26)

_Apj_

D'où:

2 2 + 2 ^ ^ " (27)

Or, d'après la remarque 1, on a :

= 2 - 2pAp
3
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où C est une constante ne dépendant que de n. On a de plus :

IVp 2 |=2p |Vp |=2p

et (d'après (4) et l'inégalité de Schwarz) :

V0.Vu _ 2pVp.Vw 2p
<pu ( r 2 - p2)u ^ r2- p2<f> '

En utilisant les résultats précédents, on a :

0 ^ — — F2 - 2QrF - C2(l +
7 7 - 1

où C] et Ci ne dépendent que de n. D'où :

= sup F
B{r)

(n - 1) Qr + Jc2r2 + ^ y ^ d + ̂ ) 2

D'où:

sup
/1 + Vfcr\

C ; I ,
\ r J

où C„ ne dépend que de n. Enfin, dans le cas où JCO et x sont conjugués, on appelle a une
géodésique minimisante joignant x et XQ. Soit x un point de o* proche de x. Alors aucun
point de a n'est conjugué à x, donc Pi(y) = d(x, y) est régulière sur un voisinage de a.
De plus, on a :

On pose alors :

On a alors :
F (y) ^ F {y), T(xQ) = F(XQ) .

On peut alors appliquer ce qui précède à 7, et passer à la limite quand dix, x) — 0. On
obtient bien l'estimation annoncée. D

LEMME 1.2. — Sous les hypothèses du théorème, si A h = 0 et h ^ 0 sur B{ r) t alors

sup fc<T-cu+ar) inf h. (29)
B(d-T)r) B((\-r)r)
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Démonstration. — Par l'estimation précédente, on a :

oùpU) = d(x, O) et O est le centre de B(r). Soit JCI un point deB(r) tel que

h{x\) = sup h,
Bi(l-T)r)

alors, on a :

D'où:
sup h(x)

De même, on montre que :

h(O)^( inf ^ T - C l ( 1 + ^ r ) .
\B((1-T)r) /

En combinant ces deux inégalités, on obtient le résultat annoncé. D

L E M M E 1 . 3 . — Supposons que Au ^Oetu^ 0 surB{r). Alors

u2. (30)
JBir) T r 2[

Bir) T r JB({1-T)r)

Démonstration. — Soit 0 € C^(B(r)) une fonction telle que <f> = 1 surB((l-T)r),
<t> = Osur dB{r), 0 ^ $ ^ l,e\\V<f>\ ̂  C/(TT). Alors, on a (en utilisant encore une fois
la formule de Green et le fait que <f> soit à support compact dans la boule ouverte B( r) :

0 ^ / <t>2uAu
JBir)

• • ! .

Bir)

Vu.
'Bir) JBir)

D'où:

f < ^ 2 | V M | 2 ^ - 2 /
JBir) JBi

O r \l/2/ f \ 1 / 2

f <^>2|Vw|2 / u2W4>\2) .
B(r) / \JB(r) )

f /
Bir) JBir)

l/2/ f \ 1 / 2

/ )
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Soit:

JB(B(U-T)r) JB(r)

u2\V<t>\2

(B(r)

c

Ce qui prouve le lemme. D

Le dernier lemme dont nous aurons besoin est l'inégalité de Sobolev suivante :

LEMME 1.4. — SoitM" une variété complète telle queRic(M) ^ - ( n - \)k.Alorsil
existe des constan tes positives Q etC2, ne dépendan t que de p ^ 1 et den telles que :

f \<t>\p < QrpeC2^r f \V<p\PdV , (31)
JBir) JB(r)

V <t> lipschitzienne et nulle sur dB( r).

Démonstration. — Soit x\ € 3jB(3r), et p\ (x) = d(x\, x). Si x G B(r), alors on a :

- Api < —^— + (n - nVîfc = a .

Or:
A e " 2 ^ = -e-2ap> (laApx + 4 a 2 ) ^ - 2 a 2

On remarquera que cette inégalité est vraie au sens des distributions. On a alors V<£ €

2 a 2 ƒ <f>e~2cKPidV Ç la [
JBir) JB(

Ç2ot f
JB{B{r)

Puisque2r ^ p\ ^ 4rsur5(r), on a:

/ </>rfV ^ <x-le4ar f \V<t>\dV
JBir) JB(r)

QreC2xTr f \V<p\dV .
VB(D

Par un argument de densité, on voit alors que l'inégalité précédente est vraie pour <f> po-
sitive et lipschitzienne à support dans B( r). En l'appliquant alors à \<f> Ip et en appliquant
Hölder, on obtient l'inégalité annoncée. D
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On va maintenant pouvoir montrer le théorème énoncé plus haut, d'abord dans le
cas p - 2, puis dans le cas général. Soit /} = 1 - T/2 et h la solution du problème de
Dirichlet :

f Afr = 0, dans B{$r),
h = u, sur

f
\

Alors on a A lu- h) ^ 0 sur B(fSr). D'après le principe du maximum, on a:

0 ^ u ̂  h sur B(&r).

D'où:

sup u2^ sup
B ( ( I - T ) D

D'autre part, on a :

/B((l-Tïr>

2

h2 ^2 f u2 + 2 f (h-u)2.
JB((\-T)r) JB((l-T)r)

Co
2(B(0r)).D'où:

2 ̂  r2ec^Tr f
JB

^ 2r2eQxTr f

JB

JB

Bi&r)

'S(0D

où on a utilisé le principe de Dirichlet, selon lequel ƒ | V ƒ |2 est minimale pour les fonc-
tions harmoniques à valeurs au bord fixées. On peut alors appliquer le lemme 1.3 pour
obtenir :

ƒ (h-u)2 ÇCT-2ec^~kr f u2.
JB(BT) JB(IB(r)

D'où:
» ^ + 2 ) / * 2 .

JB(r)

Soit:

c T
(r)] \ ( ƒ«,) »2 \
-T)r)])\Vo\[B(r)])'

( (
\VollBUl-T)r)])\Vo\[B(r)])

Or, en calculant sa dérivée logarithmique, on obtient facilement que la fonction
r-i»g-(n-i)v*r Vol[B(r)] est décroissante, soit
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D'où le résultat annoncé dans le cas p = 2. La démonstration du cas général se fait en
itérant le cas p = 2. On sait d'après ce qui précède que V<5 €]0,1/2], V0 e [1/2,1 - ô] :

sup u2 ^

1/2, d'où:

S U P U2 < 5 - C ( 1 + ^ r ) (fBU6+6)r)\

mer) { Vol[B(r/2)] ) '

D'autre part, on a :

f u2dV ^ sup u2-p f
JB{(ô+e>r) B(6+0)r) J B{

\l-pu

" 2 /

updV
!B{(ó+$)r) B(6+6)r) ^B((ó+Ö)r)

l -p/2

sup u2 I / updV
^B(6+9)r) I JB(r)

Si on pose :

M(6) = sup M2, K = 7 Psup M, K = 7 P ,
ster) Vol[B(r/2)]

on a alors montré que V 6 e]0,1/2], V0e [1/2,1 - ô] :

En choisissant 0o = 1 - T et 0, = 0,_i + 2 ~ ' T , pour i = 1 ,2 ,3 , . . .

oùù A = 1 - p/2 et Ki = /fT-C(1+^r). En itérant, on a :

E '£ / Ctl^lDE'A xj

^i 2 1=1 M(0 ; )
A J pourtout

En faisant tendre j vers l'infini, on obtient :

où C' ne dépend que de n et p . D'où :

sup u"^ r-pcn^-krm \IEUJ^L]
° [Vol[B(r/2)]J

On conclut alors en utilisant le même théorème de comparaison des volumes que dans
le cas p = 2.
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2. Les fonctions harmoniques à croissance polynomiale

Une fois démontrés les lemmes techniques de la première partie, nous passons à
une partie beaucoup moins fastidieuse. Nous commençons par démontrer le résultat de
Cheng sur les fonctions harmoniques à croissance strictement sous-linéaires :

THÉORÈME 6. — Toute fonction harmonique de croissance strictement sous-
linéaire (i.e. il existe Xo € M tel que f ix) = o(d(xQfx))) sur une variété à courbure de
Ricci positive est constarjte.

Démonstration. — La démonstration est simple une fois démontrée l'estimation
du gradient du log des fonctions harmoniques positives donnée dans la partie précé-
dente (1.1):

Soit A = sup | ƒ |. Alors, pour tout e > 0, h = ƒ + A + s est une fonction strictement
Bir)

positive sur B{r). On a alors :

sup |V f\ = sup |V/z|
B(r/2) Birll)

^ — sup ( ƒ + A + f )
r B(r/2)

^ —^(sup ƒ + f/2).
r B(r)

On obtient donc le résultat recherché en faisant tendre e vers 0, puis r vers l'infini. D

On va maintenant prouver le théorème principal énoncé en introduction.

L'idée de la démonstration est de considérer les formes bilinéaires symétriques po-
sitives suivantes sur Hd(M):

(f*g)r =

Si K est un sous-espace vectoriel de dimension finie de Hd(M), alors, ce sont des pro-
duits scalaires pour r assez grand. L'idée est alors de comparer les boules unités de
Hd(M) pour ces différentes métriques. Plus particulièrement, on étudie d e t ^ où AT

r

est définie par ( •, • > r = ( A\ *, • > T>.

La démonstration se décompose alors en deux lemmes. Le premier démontre que
si M est une variété complète à croissance polynomiale des volumes (hypothèse (W)),
et K est un espace vectoriel de dimension k dont les éléments vérifient une inégalité de
la moyenne (M), alors on a :

m\C(2d) y-1

(det^ 1 + 1 / 2 d ) r)
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Enfin, le deuxième lemme montre que si les éléments de K sont à croissance polyno-
miale d'ordre au plus d, et M vérifie (W), alors on a :

j v -Jt(2rf+v+5)

+ 2rf/

En combinant les deux inégalités on a que la dimension k du sous-espace de H^(M)
est majoré par une constante ne dépendant que de d et des caractéristiques de M. On
en déduit que H^iM) est de dimension finie, et que sa dimension est majorée par la
constante précédente, d'où le théorème annoncé.

LEMME 2.1. — Pour toutes constantes Q et v, il existe une constante C(Co, v) telle
que pour toute variété riemannienne complète (M, g) vérifiant les hypothèses (WCQ,V) et
(M), pour tout K, espace vectoriel de dimension k de sections d'un fibre E de rang m sur
Mn, vérifiant Vu e K, A\u\2 ^ 0, pour toute base (ut) deK, pour tout point p e M,
pour tout r > Qeîs € ]0, l/2[, on a:

Y] f \u(\
2 ̂  mC\£-{v-}) sup ƒ

~{ JBp(r) U€{<A,U)} JB

où A = (ax) estun vecteur unitaire de &&k etU = (M,-).

|u|2 pourv > 1
BP((1+£)D

Démonstration. — Pour tout x G Bp(r) on définit le sous espace Kx = {u G
K/u(x) = 0} de K. On peut voir Kx comme le noyau d'une application linéaire de K
dans l'espace vectoriel Ex de dimension m. On en déduit donc que Kx est de codimen-
sion au plus m. On peut alors construire par changement de base orthonormée une base

k m

(v{) de Stelle que vf G Kx,Vie [m+ 1, * ] . Alors £ lw/l2U) = Z I"il2(*). On a donc:

. AQ,[2(1

Vp(r) lue(A.U) JBp((\+£)r)

d'où:

Bp((l+£)r)

On pose alors ƒ (p) = ( (1 + f ) - f )"v. Il ne reste plus qu'à étudier /Q
r Ap{p) f(p)dp,

où Ap(p) = VoKSp(p)). Soit a = 2l/q avec q assez grand pour que oc < 1 + s/2. Alors,
on a:
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« 1 «1+1 -

I Ap(p)f(p)dp= Ap(p)f(p)dp + y] Ap(p)f(p)dp
Jo Jo TTf J ^

= Vp(r)O(£-v+l)

d'où le résultat. D

LEMME 2.2. — Pour tout v > 0 et Q, pour foufe variété riemannienne complète
(M, g) vérifiant l'hypothèse (IVQ,IV)I pour tout espace vectoriel K de dimension k de sec-
tions d'un fibre E sur M vérifiant tout u dans K est de croissance polynomiale d'ordre au
plus d, alors V p € M, V/5 > 1, V<5 > 0, V ro > 0, 3r > /-Q tel que pour toute base {«,} de
K orthonormée pour le produit scalaire Apr - fB {flr)("> f>» on a:

ir)

Démonstration. — Soit (i/|)jLi une base de K ^-orthonormée. D'après les hypo-
thèses sur la croissance des volumes dans M et celle des ui} on a :

f
JBrf Bpir)

or:
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d'où:

dexA0Jr ^ Ck(l + r2d+v

< ç' 2k rk{2d+v)

Or, si le lemme est faux, on a :

V r > r0, tr&rAr<k$-

d'où:

et

V j e N*, deMr = J J det Af

soit:
det^y r =

dont on tire une contradiction quand j est grand. D

Ce théorème démontre la finitude de la dimension des Hd(M), mais n'approche la
conjecture de Yau qu'à un O près (contrairement aux cas n = 2 et d = 1). Toutefois il
s'applique à des variétés beaucoup plus générales que celles à courbure de Ricci posi-
tive (et que celles traitées dans les articles de Colding et Minicozzi) puisqu'il s'applique à
des variétés admettant des fonctions harmoniques bornées non constantes (par exemple
Rn#Rn pour n ^ 3). De même, il s'applique à des opérateurs plus généraux que le Lapla-
cien ; tout opérateur dont le noyau est composé de fonctions vérifiant une inégalité de la
moyenne de type (M). Grâce aux travaux de Saloff-Coste on sait qu'ils sont nombreux.
On peut citer les opérateurs elliptiques I = -^ ^ajj-^jj et L = &ijdxTdxj où («,ƒ) est
uniformément bornée.

On peut alors citer deux corollaires intéressants :

1. Si Mn est une surface minimale de IR;î, il existe p G M tel que V(Bp(r) n M) <
CQRI} et L est un opérateur uniformément elliptique sur M, alors l'espace des fonc-
tions I-harmonique à croissance polynomiale d'ordre au plus d est de dimension
finie majorée par Cdtl'], où C ne dépend que de M et des constantes d'ellipticité
d e l .

2. Si M est quasi isométrique à une variété à courbure de Ricci positive, alors,

Ce résultat de finitude des dimensions des Hd(M) ouvre le champ d'une nouvelle
recherche : les suites dim Hd(M) sont-elles des invariants caractéristiques de la géomé-
trie d'une variété par isométrie ou quasi-isométrie ? On peut citer un premier résultat
dans ce domaine dû à Colding, Minicozzi et Cheeger : si dim H\ (Mn) = n + 1 alors M est
isométrique à Rn ; si dim H\ (M) = k + 1, alors le cône à l'infini de M est isométrique à
N x Rk (où N est un cône, éventuellement singulier).
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