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STRUCTURE AU BORD DES VARIETES
A COURBURE NEGATIVE

Frangois LEDRAPPIER

On considére une variété Riemannienne fermée M telle que la courbure section-
nelle est partout strictement négative. Un tel objet n'est pas rigide : on peut déformer la
métrique en modifiant par exemple la longueur d'une certaine géodésique fermée et pas
celle d'une autre. Mais les nombreux résultats et problémes de rigidité suggérent néan-
moins que cet objet n'est pas trés souple. Une technique souvent utilisée est'étude dela
théorie ergodique de I'action du groupe m; (M) sur le bord a I'infini 9M du revétement
universel de M. Dans ce cadre, les déformations apparaissent comme des déformations
de divers objets associés a la structure quasi-conforme de la sphére a I'infini :

« les classes de cohomologie de fonctions Holdériennes sur oM,

les classes de cohomologie de 1-formes feuilletées stables,

les classes de mesures sur 9M quasi-invariantes sous I'action de 7, (M),
o les familles équivariantes de mesures au bord,

les structures conformes sur la sphére pour lesquelles I'action de 7, (M) est infi-
nitésimalement conforme,

les birapports invariants,
les courants géodésiques de Gibbs.

Chacun de ces objets est complétement décrit par une suite de nombres, les “pé-
riodes” des classes de conjugaison de 7, (M ). Par exemple, dans le cas ou ces périodes
sont les longueurs des géodésiques fermées, les objets considérés sont respectivement :

« le cocycle associé a la fonction de Busemann,

« la 1-forme fondamentale, considérée comme une 1-forme fermée sur les feuilles
stables,

« laclasse de la mesure de Margulis-Patterson-Sullivan au bord,
o la famille de mesures de Margulis sur les sphéres,

Classification math. : 53C20, 58F17.



98 F LEDRAPPIER

o la métrique de Gromov au bord,
« le birapport de Liouville (Otal [28]),
o le courant géodésique de Bowen-Margulis.
Il est “bien connu” et souvent utilisé que tous ces objets sont canoniquement as-
sociés les uns aux autres (voir par exemple [34], [35], [3], [30], [31], [13], [22], [20], [29],
[14], [41, [5], [15], [16], [17], [18], [37], etc. ). Nous pensons utile de présenter ces tech-

niques de maniére unifiée. Il en ressort une notion de structure quasi-conforme au bord
ou plusieurs questions s'expriment naturellement.

I. Frontiére a l'infini

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord, dont la courbure
sectionnelle est strictement négative. Le revétement universel (M,3) de (M,g) est
homéomorphe a R*. Deux géodésxques 71, 72 de (M g) sont dites éqmvalentes si

(’y, (R4+),72(R4)) < +o0, ol d est la distance de Hausdorff sur les parties de M
associée a g. Lespace quonent OM est homéomorphe a une sphére et est appele fron-
tiere 2 l'infini. On note T' M le sous-fibré unitaire dans TM, et T T‘M —s M
I'application qui a un vecteur v de T’:?M associe la classe d’équivalence de la géodésique
v définie par 7, (0) = v. Lapplication 7 est un homéomorphisme entre T;‘-]T/f et OM.
Si Z, § sont deux points de M, application = !~ est Holdérienne de Téﬁ sur T;}ﬁ .
Une fonction F sur @M a valeurs dans un espace métrique sera dite Holdérienne si pour
un 7 de M, la fonction F o 7 est Holdérienne sur T%M . Si g1, g» sont deux métriques
sur M a courbures sectionnelles strictement négatives, il existe une identification quasi-
conforme, et en particulier bihdldérienne, entre les frontiéres a I'infini {12]. Une fonction
F sur M est donc Holdérienne s'il existe une métrique a courbure négative, un point
p de M et une application associée 7, tels que F' o 7, est une fonction Holdérienne
sur T,} M. Nous allons décrire des propriétés de cette “sphére Holdérienne”. Nous nous
efforcerons de les décrire de maniere indépendante des métriques. A toutes fins utiles,
nous choisissons une métrique de référence gy a courbures sectionnelles strictement
négatives, un point p de Met I'application associée 7, : T,} M — 8M.

Unefonction F sur M x M est dite de classe C* si pour tout§ de &M, lafonction
F(-,§) est de classe C* sur M et que les j-jets de F(-,£€),j < k, sont des fonctions
Holdériennes de &. Soit g une métrique a courbures sectionnelles strictement négatives,
lapplication 7 : T'M —s M x 0M, r = {rsZ2eM M} est un homéomorphisme fibré
au-dessus de M. Une fonction G sur T' M sera dite de classe C¥ sila fonction G o 77!
est de classe C* (au sens ci-dessus) sur M x 9M.

Rappelons aussi la notion d'espace métrique quasi-conforme (voir [4] pour dé-
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tails et références). Soit (F, d) un espace métrique. Un k-anneau de (E, d) est un couple
(B, B,) de boules concentriques B; = B(€,r,), B, = B(§,r2) avec r; = kr;. Deux
métriques d et d’ sont dites quasi-conformes si leurs anneaux sont comparables, c’est-
a-dire s'il existe une fonction ¢: [1, +00) O telle que si (B, B;) est un k-anneau dans
la métrique d, il existe un ¢(k)-anneau dans la métrique d’ (Bj, B;) telque B] C B, C
B, C Bj etvice-versaen échangeant le role de d et de d’. En particulier si E est compact,
deux métriques quasi-conformes sont Holder équivalentes et ont donc les mémes fonc-
tions Holdériennes. Dans le cas de M toutes les métriques définies par le choix d'une
métrique a courbures sectionnelles strictement négatives g et d'un point = de M sont
quasi-conformes a la métrique de référence définie par gy et p.

Le groupe fondamental 7, (M) est finiment engendré et agit canoniquement sur
M. Cette action s'étend 2 M. Pour tout v de 7y (M), Yapplication § — «y- § sur OM est
quasi-conforme. Tout y de 7; (M) distinct de I'identité a exactement deux points fixes
Y-, 7Y+ sur M etla dynamique est de type Nord-Sud : pour tout § # v, 74+, la suite
(7™€) nez converge vers y_ sin — —oo0, vers v4 sin — +00. Nous notons I' 'ensemble
des classes de conjugaison de m; (M) distinctes de I'identité.

Dans cette premiére partie, nous décrivons précisément les différents objets as-
sociés a cette action de m, (M) et leurs propriétés. Les preuves consisteront ensuite pour

I'essentiel a construire des correspondances bijectives entre les avatars de la structure au
bord.

a) Cocycles Holdériens.

DEFINITION 1.a.

i) On appelle cocycle Holdérien une application ¢ : m; (M) X OM — Rielle
que pour touty de 7y (M), la fonction c(, - ) est Holdérienne sur @M et satisfait :

(1) c(v21,€) = (1, €) + c(v2m-§) -

ii) Deux cocycles Holdériens sont dits cohomologues s'il existe une fonction U
Holdérienne sur M telle que pour touty de (M),

(2) c(7,) = '(7,§) = U(r-€) - U(§).

Soit ¢ un cocycle Holdérien, v € m; (M), v # e. Le nombre c(7, v4) ne dépend
que de la classe de conjugaison de y dans 7, (M) et ne dépend que de la classe de coho-
mologie du cocycle Holdérien c. On appelle période de c en 7y le nombre c(7y, 74 ).

THEOREME 1.a. — Deux cocycles Holdériens sont cohomologues si, et seule-
ment si, ils ont mémes périodes.



100 E LEDRAPPIER

Un cocycle Holdérien est dit pair si £(y) = £(y~'). 1l est dit normalisé si pour
1
toutydel, £(y) > Oetsi lim —log#{y:v €T, £y)<T}=1
Tooo T
Les autres objets annoncés dans I'introduction correspondent a différentes ma-

nieres de faire apparaitre un cocycle Holdérien.

b) 1-forme stable fermée.

DEFINITION 1.b.

i) On appelle 1-forme stable une famille a = {o¢, £ € oM } de 1-formes surM
telles que

o pourtouty dem (M), v aye = ag,

« pour tout champ de vecteur C* sur Mz, (z,8) — a¢(Z:) estune fonc-
tion de classe C' sur M x M.

ii) La 1-formestable o = {ag, & € AM} est dite fermée si pour tout £ la 1-forme
a¢ est fermée sur M.

iti) Deux 1-formes stables o, o' sont dites cohomologues s'il existe une fonction
Héldérienne U sur M x M, m;(M)-invariante de classe C*, telle que pour tout £ de
oM

(3) a'ﬁ—ag=dU(°,§)
ou la différenciation d porte sur la variable dans M.

A une 1-forme stable fermée, on associe un cocycle Héldérien c en choisissant un

point p de Meten posant
-1

(4) 6(7,§)=/; pas-

Les périodes de la 1-forme stable fermée sont les périodes du cocycle associé. La formule
(4) permet d’obtenir tous les cocycles Holdériens eton a:

THEOREME 1.b ([23]). — Deux formes fermées stables sont cohomologues si, et
seulement si, elles ont mémes périodes.

¢) Mesure quasi-invariante a I'infini.

DEFINITION 1.c. — Une mesure finie sur M sera dite quasi-invariante s'il
existe un cocycle Holdérien c sur @M tel que

(5) / FOye)du(€) = / F(€)e 1D du(e) .
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Le cocycle Holdérien associé a une mesure quasi-invariante est unique. On ap-
pelle périodes de la mesure u les périodes du cocycle Holdérien associé. Remarquons

gu’avec notre convention, puisque v est attractif pour v, les périodes de la mesure p
sont toutes positives.

THEOREME 1.c. — Soient p et u' deux mesures quasi-invariantes sur OM. Les
propriétés suivantes sont équivalentes

i) p etp' ont les mémes ensembles négligeables,
if) il existe une fonction Héldérienne U sur M telle quep' =e Yy,
iii) les cocycles associés sont cohomologues,
(iv) p ety’ ontles mémes périodes.

Les mesures p et u' sont dites équivalentes si elles satisfont ces propriétés.

THEOREME 2.c. — Un cocycle Holdérien est associé a une mesure si, et seule-
ment si, il est normalisé.

d) Famille équivariante de mesures au bord.

DErINITION 1.d. — On appelle famille équivariante de mesures au bord une
application z — p, de M dans les mesures de Radon sur M telle que

e pourtouty dem (M), fiyz = Yxliz,

e pourtouscz,y de M, les mesures i et u, ont les mémes ensembles né-
gligeables et il existe une fonction strictement positive de classe C? sur
M x OM, k, telle que

d
2o (O = ke(,8), #a— PP
A une famille équivariante de mesures au bord on associe un cocycle Holdérien
c(v,€) par
(6) c(v,€) = ~logkp(v~'p, €).

Les périodes de la famille de mesures sont les périodes du cocycle associé par (6). Les
résultats paralléles a ceux du paragraphe c) s'énoncent :

TuforkME 1.d. — Soientz — p, etz — p! deux familles équivariantes de
mesures au bord. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) p ety' ontles mémes ensembles négligeables,
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ii) il existe une fonction de classe C? sur M x 8M, m, (M)-invariante, telle que
pourtoutz deM, u!, = e~ V(=) y,,
iii) les cocycles associés par (6) sont cohomologues,

iv) u ety' ont les mémes périodes.

THEOREME 2.d. — Il existe une famille équivariante de mesures définissant le
cocycle c par (6) si, et seulement si, le cocycle c est normalisé.

e) Métriques conformes.

DEFINITION 1.e. — Une métrique d sur OM est appelée conforme si
« la métrique est quasi-conforme a la métrique de référence,

o il existe un cocycle Holdérien pair c(7, &) etdes constantesC > 1,e9 > 0,
telles que pour tous £, n) de oM, d(&,m) < &, touty de my (M) tel que
d(v€,n) < €0, 0na:

Q | ogd(r€, v7) ~ logd(€, m) + 5 (c(1, )+ c(,m))] < C.
On appelle périodes d'une métrique conforme les périodes du cocycle Holdérien asso-
cié.

Rappelons que deux métriques d et d’ sur un espace X sont dites conformément
équivalentes s'il existe pour tout £ de X un nombre a(§) tel que pour toute > 0sir est
assez petit

B'(€,a(&)r(1~¢€)) C B(,r) C B'(§,a(§)r(1+¢€)).
Le nombre a(§) s'appelle le coefficient de d par rapport ad’'.

THEOREME l.e. — Deux métriques conformes sont conformément équiva-
lentes si, et seulement si, elles sont mémes périodes.

THEOREME 2.¢e ([35])). — Soient d une métrique conforme sur BM, c le cocycle
Holdérien associé par (7). 1l existe é tel que le cocycle éc est normalisé. Le nombre é est
la dimension de Hausdorff de (BM ,d). La é-mesure de Hausdorff de (67\7 ,d) est finie,
quasi-invariante et de cocycle dc.

En particulier, nous avons § > dim M — 1. Deux métriques d et d’' sont dites
équivalentes s'il existe un nombre positif ¢ tel que d¢ et d soient deux métriques confor-
mément équivalentes.

THEOREME 1.€/. — Deux métriques conformes sont équivalentes si, et seule-
ment si, leurs périodes sont proportionnelles.
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f) Birapport invariant.
Onnote A C dM*, A = {(a,b,¢,d) {a,b} N {c,d} # 0}.

DErINITION 1.f. — On appelle birapport une fonction B surdM?* \ A, Héldé-
rienne, invariante par I'action diagonale de my (M) et qui vérifie

i) B(a,b,c,d) = B(c,d,a,b),

ii) B(a,b,c,d)+ B(a,b,d,e) = B(a,b,c,e) pourtouse,b,c,d,ede oM tels que
les quantités soient définies.

Soity € m (M), v # e.lsuitde ii) et de I'invariance que le nombre £(vy)

£(y) = %B(vﬁ,f, Yoy V)

ne dépend pas de £ ni de Ia classe de conjugaison de . On appelle périodes du birapport
B les nombres {£(), ¥ € T'}.

THEoREME 1.f (Otal (29]). — Il existe au plus un birapport de périodes données.
Un birapport est dit normalisé si £() > 0 pour touty,y € I', et si
1
im — ; < =1.
Tlglloo T log#{v;7€T, L(v) < T} =1

Remarquons également que les périodes d'un birapport sont paires :

Ly )= %B(v"é,&wm-) = %B(E,'r"ﬁ,'r-,w) = £(7).

g) Courants de Gibbs.

Soit A la diagonale de M2, On appelle courant géodésique une mesure de Ra-
don sur M2 \ A, m;(M) invariante. Un courant géodésique est dit symétrique s'il est
invariant par I'application (§,7) — (7, €). Un courant géodésique symétrique m est
dit de Gibbs s'il existe une mesure finie y sur AM et une fonction G Holdérienne sur
OM? ~ Atellesque m = eSpu @ p.

THEOREME 2.g (Hamenstédt [18)). — Ily a correspondance biunivoque entre
— les classes de cohomologie de cocycles Holdériens pairs et normalisés,
- les classes d’équivalence de métriques conformes,

- les courants géodésiques de Gibbs symétriques, & une constante multipli-
cative preés,

- les birapports normalisés,
de mémes périodes.
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ll. Cocycles Holdériens, 1-formes stables et classes de Livtchits

Pour montrer les théorémes 1 et 2, nous fixons une métrique de référence g et
nous identifions par I'application 7 les espaces M x M et T'M. Lhoméomorphisme
7 conjugue l'action diagonale de 7, (M) sur M x @M et Vaction dérivée de m; (M ) sur
T'M. Lhoméomorphisme quotient identifie I'espace quotient M x oM /mi(M) etle
fibré unitaire 7! M. Soit X le champ géodésique sur T' M ; le champ X est le champ
de vecteurs définissant le flot géodésique {6, }:cr. Il y a deux propriétés de pistage du
flot géodésique que nous utiliserons. Rappelons qu’on dit qu'une orbite {6;v, s € R},
(T, £)-piste I'orbite {#;w, s € R} sipourtouts, 0 < s < T, d(0,v,0;w) < €. Alors si
F est une fonction Holdérienne et que les orbites {f,v} et {6, w} se (T, €)-pistent I'une
l'autre; on a

l /T (F(es‘U) - F(osw))dsl < Ce®,
0

ou C et a ne dépendent pas de T'. Lautre propriété est la spécification : pour € fixé, il
existe R tel que toute orbite de longueur T est (7', €)-pistée par une orbite périodique de
période inférieure 2 T + R. Ces deux propriétés sont dues a Bowen [6], [7]. Soitv € T' M ;
la variété stable de v est I'ensemble des vecteurs w tels qu'il existe un nombre b(v, w)
avec d(0;v,0:4 p(v,w)w) —> 0 quand ¢ — +oo. Lhoméomorphisme quotient de 7
que nous utilisons identifie le feuilletage {M x {€}/m1 (M)} au feuilletage stable du
flot géodésique sur T' M. Une fonction f sur T M sera dite de classe C* si sa relevée
(M) invariante f sur 7'M est de classe C*. Une fonction f est donc de classe C¥ si
et seulement si la fonction f est de classe C* le long des variétés stables et que les j-jets
de la fonction f le long des variétés stables, j < k, sont globalement des fonctions Hol-
dériennes sur 7' M. De méme, une 1-forme fermée stable de classe C* est représentée
par une section v — a,, olt &, est une forme linéaire sur I'espace tangent a la variété
stable de v, telle que le long de chaque variété stable v — «,, définit une 1-forme fer-
mée de classe C* et que les j-jets stables de v — a,, j < k, sont globalement des
fonctions Holdériennes sur 7! M. Rappelons également que pour v € T, il existe une
unique géodésique fermée dont '’homotopie libre est la classe de conjugaison 4. Pour F
une fonction continue sur 7' M ety € I', onnote f, F I'intégrale de!la fonction F pour
la mesure longueur d’arc sur la géodésique fermée associée a 4. On appelle périodes de
F la famille des { . JFiv € F}. Deux fonctions Holdériennes F et F' sont dites coho-
mologues au sens de Livtchits s'il existe une fonction Héldérienne U, C? dans le sens du
flot, telle que F — F' = X U.D’apres le théoréme de Livtchits [26] deux fonctions Holdé-
riennes sont cohomologues si, et seulement si, elles ont mémes périodes. Les théorémes
1.a et 1.b suivent alors facilement du théoréme de Livtchits et du théoréme 3.

THEOREME 3. — 1ly a correspondance biunivoque entre
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o les classes de cohomologie de cocycles Héldériens,

e les classes de cohomologie de 1-formes fermées stables,

o les classes de cohomologie de Livtchits de fonctions de classes C? sur
T'M.

Les classes en correspondance ont les mémes périodes.

Preuve du théoréme 3. — Soit F une fonction de classe C2. On lui associe une
1-forme fermée stable « par la formule o = dA ou
s+b(v,w) s
(8) A(v,w) = s_l'nlloo A F(8,w)du — /0 F(8,v)du

(cf. [23]). Des fonctions cohomologues donnent des 1-formes cohomologues et les pé-
riodes sont conservées. Pour voir que toute classe de 1-formes fermées stables est ob-
tenue par la construction précédente, rappelons ([23], th. 1) que dans toute classe de
1-formes fermées stables, il existe au moins un représentant @ de classe C2. La fonction
F(v) = —@,(X) est de classe C? et convient.

A une 1-forme fermée stable, on associe un cocycle Holdérien par la formule (4).
Des formes cohomologues donnent des cocycles cohomologues et par définition, les pé-
riodes sont conservées. Pour voir que toute classe de cocycles Holdériens est obtenue,
nous construisons pour un cocycle Holdérien donné ¢ une 1-forme stable telle que la
formule (4) donne un cocycle cohomologue a ¢. On choisit une fonction positive a sup-
port compact de classe C™ sur R, p telle que p(0) = 1, p'(0) = p"(0) = 0, p(t) > } si
|t] < 2 sup d(z, m (M) p) et on pose

zeM

(9) A, &= Y pld(z,p))e ",

€™ (M)

La fonction A est strictement positive et de classe C? sur M x 0M.De plus pour tout ¥,
de m; (M), nous avons :

A(70z, 7o) = A(z,E)e ™).
La 1-forme oy = —dlog A(-, £) est fermée, de classes C! et vérifie donc:
Yo Qg = Qg ;
de plus, en posant ¢'(y,£) = f:_lp ag, on trouve:
c'(v,€) = log A(p, €) —~ log A(Y™'p, §)

= log A(p, §) — log A(p, ¥€) + ¢(7,€) .
Le cocycle ¢’ est bien cohomologue au cocycle ¢ de départ. n
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Poury € T', on note || la longueur de la géodésique fermée associée a 7y dans la
métrique de référence go. Rappelons que pour une fonction continue F' la pression de F'
est donnée par :

o1 JF
(10) P(F) = lim =log » )" (7),18).
YET|Y|LT
CoRroLLAIRE 1. — Soient c un cocycle Holdérien, go une métrique de référence.

1l existe une fonction F : T'M — R de classe C? qui a les mémes périodes que c.
La fonction F' a les propriétés suivantes: le cocycle est normalisé si, et seulement si,
£(v) > 0 pour toutvy et P(—F) = 0. Le cocycle est pair si, et seulement si, les fonctions
v — F(v) etv — F(—v) sont cohomologues au sens de Livtchits.

En effet la fonction F(v) = —@&, (X) de la preuve du théoréme 3 est de classe C2.
Les périodes du cocycle ¢ sont données par £(v) = |, ., F'. Supposons £(y) > 0 pour tout
v € I et définissons sp € Ry U {£o0}

(11) So = limsup%log#{'y €ln—1<4(y)<n}.

LEMME 1. — Nousavons s, € Ry si, et seulement si, la fonctiont — P(-tF)
s'annule en s etles {£(7), v € T'} sont tous strictement positifs. On a méme alors

Mm=m>0.
v

Preuve du lemme 1. — Nous avons s; = —o0 si, et seulement si, £ est borné sur
I'. Comme £(y™) = né(v), alors £(v) est nul pour tout v de I'. D’apres le théoréme de
Livtchits, cela a lieu si, et seulement si, la fonction F' est cohomologue a la constante 0.
Dans ce cas, P(—F) > 0.

Nous avons sy = +oo si, et seulement si, P(—tF) > 0 pour tout ¢ de Ry. En

particulier P(—F) > 0.De méme, si inf ) = 0,alors inf { [ F dm, m probabilité 8

v vl
invariante} = 0 et d’aprés le principe variationnel, P(—tF) > 0 pour tout ¢ de Ry. Si

£ n'est pas identiquement nul, la fonction F' n'est pas cohomologue 2 une constante et
la fonction ¢ —» P(—tF) est strictement convexe ([32], prop. 4.12). Nous avons donc
P(—tF) > 0pourtoutt, sp = +o0o et P(—F) > 0.

Reste donc que so € Ry si, et seulement si, la fonctiont — P(—tF') s'annule

)

en sg. On doit alors avoir inf > 0. [ ]
Yy

Le lemme 1 entraine que si un cocycle ¢ est normalisé, la fonction F associée
vérifie P(—F) = 0. Inversement, si une fonction F' Héldérienne vérifie £(y) > 0 pour
touty et P(—F) = 0, alors £(y) > 0 pour tout -y et le nombre sy défini par (11) vaut 1.
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Remarquons alors que a cause de la propriété de spécification la suite de nombres

log#{7 er, [,F < n}

est sous-additive a une constante prés et donc que le nombre s, est aussi donné par
so=lim ~log#{y €T, £(y) < T}.
Tooo T

Les périodes { [ +F 7€ F} sont bien les périodes d'un cocycle normalisé.

La derniere affirmation du corollaire 1 suit du fait que les périodes de la fonction
v — F(—v) sont par définition les £(y~1).

La derniére partie du corollaire 1 s’exprime sans utiliser de métrique de référence :

CoROLLAIRE 2. — Soit ¢ un cocycle Héldérien de périodes {{(y), v € T'}. 1l
existe une unique classe de cohomologie de cocycles Holdériens ¢ dont les périodes £

sont données par £(v) = £(y"). Un cocycle c est pair si, et seulement si, les cocycles c
et ¢ sont cohomologues.

Remarquons en effet que bien que la fonction F : F(v) = F(—v) ne soit pas de
classe C? en général ([19], [27) lemma 2.3), les formules (8) et (4) sous la forme

(12) &(1,€) = A(r; '€, 700,6)

définissent un cocycle Holdérien.

lll. Mesures quasi-invariantes, mesures
transverses et mesures de Gibbs

Dans cette partie, nous montrons les théorémes 1.c, 2.c, 1.d et 2.d.

a) Mesures quasi-invariantes et familles équivariantes.

ProrosITION 1. — Il y a une correspondance biunivoque entre les classes de
familles équivariantes de mesures au bord et les classes de mesures quasi-invariantes de
mémes périodes.

Preuve de la proposition 1. — A la famille z — p, on associe la mesure p,,.
Pour tout y de 7, (M), Y«pip = pp et la mesure p, est quasi-invariante. La classe de la
mesure obtenue ne dépend pas de p et des familles équivalentes donnent des mesures
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delaméme classe. Les périodes sont conservées. Inversement, si z2 est une mesure quasi-
invariante au bord, on choisit une fonction positive réelle sur R, p comme dans la preuve
du théoréme 3, et on pose pour tout z de M

(13) pz= Y pde,vp))vust -
yEm (M)
On a bien pour tout y, de 7 (M) :

tvoz = 3 p(d(702,7P) ) Yubt
= p(d(75 ", 1)) vapt

= Yos ( > p(d(rg s, 'rp))*/&."rtu)

= YoxMz -
De plus, la fonction A(z,£) donnée par (9) vérifie d"‘ (5) = A(z,&)pz p.p. La famille

pz donnée par (13) est bien une famille équivariante de mesures au bord. La formule (6)
donne alors pour le cocycle Holdérien associé a cette famille

—log —— ap " ”(E) log A(p,€) — log A(Y™'p, )

etles vénﬁcatlons de la preuve du théoréme 3 montrent que ce cocycle est cohomologue

au cocycle — log “ (&) associé a la mesure quasi-invariante u. Les autres vérifications
sont immédiates. n

Notons de plus que deux mesures quasi-invariantes ont les mémes ensembles
négligeables si, et seulement si, les familles équivariantes associées ont les mémes en-
sembles négligeables. La proposition 1, cette remarque, les théorémes 1.d et 2.d en-
trainent immédiatement les théoréme 1.c et 2.c.

b) Mesures transverses au feuilletage stable.

Rappelons que grace a la métrique de référence gy, nous avons identifié I'espace
quotient M x M /n;(M) au fibré unitaire 7' M et les feuilles M x {¢}/m(M) aux
variétés stables du flot géodésique sur T M. Considérons z — . une famille équi-
variante de mesures au bord (définition 1.d). La famille ¢ — v, = 7. 'u, est une
famille de mesures sur les sphéres T{I\;f telles que v, = 7.V, et satisfaisant une cer-
taine condition de régularité. Elle définit donc une famille de mesures £ — v, sur les
spheres T} M ; 1a régularité porte sur comment varie la mesure d'une sphére 2 une autre
aux points dont les relevés dans T'M se projettent par 7 sur le méme point a I'infini,
c'est-a-dire aux points qui se correspondent par I'holonomie du feuilletage stable. Nous
formalisons cette régularité dans la définition suivante:
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DEFINITION 2. — On appelle mesure transverse au feuilletage stable de classe
C* une famille de mesures de Radon u sur les sous-variétés transverses T au feuilletage
stable telle que pour tout ouvert de carte feuilletée, il existe une fonction h de classe C*
sur I'ouvert avec la propriété suivante : notons ¢ : (B™~'(1) X B™(1)) — T M lacarte
feuilletée, I'ensemble ¢({z} x B™(1)) étant un ouvert de la variété stable de ¢(z, 0) et
soit t une fonction continue de B*~'(1) dans B"(1) telle que T = ¢({(=z,t(z)}) est
une sous-variété transverse ; alors la mesure ¢! ur se projette sur B"*~!(1) en lamesure
h(¢(z,t(z))) ¢~ po.

On remarque que pour définir une mesure transverse, il suffit de la connaitre sur
une famille de transversales qui passe par tout point, puisque cela suffit pour détermi-
ner localement la densité h et donc écrire la mesure sur les autres transversales. 1l suffit
méme de vérifier la propriété de la définition sur cette famille particuliére de transver-
sales. Par exemple les mesures v, sur les spheres T} M définissent une famille de me-
sures transverses de classe C2. La fonction h dépend de la carte feuilletée, mais par le
rapport % entre les valeurs de ~ en deux points voisins d'une méme variété stable. Au-
trement dit la 1-forme fermée stable d log & est bien définie. Les périodes d'une mesure
transverse sont les périodes de la famille équivariante de mesures au bord obtenue en
considérant les mesuresz — TzliTin, OU HT 1 estlerelevé a T} M delamesure KTiM
sur T} M. Avec nos conventions (voir (6) et (4)), ce sont les périodes de la 1-forme stable
dlog h. Deux mesures transverses au feuilletage stable de classe C? sont dites équiva-
lentes s'il existe une fonction U de classe C? sur T' M telle que pour toute transversale
T, py =e Yur.

Soit v € T M. On appelle variété instable forte de v 'ensemble

We(v) = {w; w € T'M, d(¢_v, ¢_yw) — 0 quand t — +00} .

Lensemble des variétés instables fortes forme un feuilletage de variétés transverses au
feuilletage stable. Une famille de mesures transverses définit donc une famille de me-
sures sur les variétés instables fortes.

¢) Normalisation.
Le résultat central de la partie III est le

TuEorkME 4. — Ilya correspondance biunivoque entre
o les classes de familles équivariantes de mesures au bord,
o les classes d’équivalence de mesures transverses de classe C?,

o les classes de cohomologie de Livtchits des fonctions F de classe C? telles
que P(—F) = Oet [, F > 0 pourtouty € T,
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o les classes de cohomologie de cocycles Holdériens normalisés.

Les classes en correspondance ont mémes périodes.

Preuve du théoréme 4. — La premiére correspondance est le sujet du para-
graphe I, b) ci-dessus, la derniére correspondance vient du théoréme 3 et du corol-
laire 1. Dans ce paragraphe, nous associons 3 une mesure transverse p la fonction
F = X logh. D'apres le corollaire 1, il existe une fonction de classe C2? cohomologue 2
F. De plus, si u et 1’ sont deux mesures transverses équivalentes les fonctions associées
X log h et X log k' sont cohomologues. Les périodes sont les périodes d’'une classe de
mesures quasi-invariantes, ce sont donc des nombres positifs. Reste a établir :

PROPOSITION 2. — Soit 4 une mesure transverse, alors P(— X logh) = 0.

Preuve de la proposition 2. — Nous utiliserons les définitions habituelles de la
pression d'une fonction continue f [36]). On se donne €, S positifs. Un ensemble E est
dit (S, €)-dense si

U {y:d(6sz,05y) <e,V5,0<s< S} =T'M;
z€EE
un ensemble F est dit (S, €)-séparé si pour z, z' distincts dans E, Jmax d(0sz,05z') >
—s—
€. La pression de la fonction continue f, P(f), est donnée, si € est assez petit, par :

S
P(f) = im -l—log max Z eJo 1182145
S5— E(S,c)—-séparé zeE

— 1 s
=lim —=log min Z elo 118:2)ds
S—oc0 E(S,e)-dense oy
Fixons-nous ¢ assez petit et choisissons un ensemble fini de transversales {T;,i € E}
avec les propriétés suivantes : chaque T; est un compact de variété instable forte de fron-
tiere ur négligeable et U(Ws N T;) est, pour chaque variété stable W*, un ensemble

1
discret de points de W* a la fois £/2-séparé et 2¢ dense dans W* pour la métrique Rie-
mannienne induite.

Pour tout § > 0, on peut trouver p assez petit pour que pr, ({z; d(z,8T:) <

p}) < & < Yur,(T:). Rappelons aussi que par compacité, on peut trouver deux fonc-
tions A(e) et B(e) strictement positives telles que pour toutvde 7' M,

A(€) < pweus (B**(v,€)) < B(e).

Pour tout S réel 5T est une réunion de sous-ensembles de variétés instables fortes, et
on sait que pour S assez grand, tout v de T' M, le diametre de 8_sB*“*(v, €) est plus
petit que p. Pour S grand, on choisit un ensemble F' e-séparé maximal dans 65T pour



Structure au bord des variétés a courbure négative 11

la métrique induite sur les variétés instables fortes. Lensemble F' est aussi e-dense dans
0sT.

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :

1. pour tout y dans F

A(e/4) < posTB""(y,€/4) < posTB“"(y, 2¢) < B(2e),
2.ilexiste deux constantes géométriques K, K, tellesquel’ensemble E = §_g F
est (S,e/K,)-séparé et (S, K,¢)-dense,

3. il existe une constante K, qui ne dépend que de la régularité de la fonction F
telle que si z, z' sont sur une méme variété instable a distance < 4¢, alors

s s
| / F(f_,z) ds — / F(0_,')ds| < K,
0 0
4. pour y dans 65T, B(y) un voisinage de y sur la variété instable forte :

pr(0-sBy) = /3 E(—Z(—z—s)z—)d#osT(Z)

S
=/B e—fo X logh(8s—s 2) dsdltos'r(z)-

v

On utilise la divergence exponentielle des géodésiques pour 2 et 3, la définition
de la mesure transverse pour 4.

Pour estimer la pression, on choisit une partition de 6s7T en ensembles
{B(y), y€ F'} tels que pour tout y de F.

B(y,e/4) C B(y) C B(y, 2) -

On a alors -
Z o j;s X logh(8,X) ds — Z e j;s X logh(6-sy) ds
z€EE yGF‘
< 6_sB
-— A(€/4)ZPT( S y)
< ——=@r(T)+46
(e/4) ) +9)
et de méme

X log h(8, ) d.s e”
zezEe f & B(2€) (IJ‘T (T) 6) °

Lestimation de la pression suit.
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d) Mesures de Gibbs.

Soit F une fonction de classe C? sur T'M telle que P(~F) = Oet [ F > 0
pour tout v de I'. Nous continuons la démonstration du théoréme 4 en associant a une
fonction F’ avec ces propriétés une famille de mesures transverses y telle que X logh =
F, la mesure de Gibbs associée a — F'. Nous allons utiliser la construction de Patterson
d’'une famille équivariante de mesures au bord.

Soit F une fonction de classe C?, z, y des points de M, v € m(M). On note
J¥ F rintégrale de la fonction F sur la géodésique de M, 0,y allant de z a vy. Pour

s > 0, on appelle série de Poincaré la série Ps(z,y) = Y, e—’fx F
YEmM(M)

LEmMME 2. — Soient F telle que P(—~F) = Oet [ F > 0 pour touty deT". Alors
la série de Poincaré P;(z, y) converge pour s > 1, diverge pours < 1.

14
Preuve du lemme 2. — Rappelons que d’aprés le lemme 1, inf —(7—) =m >

~ver |y
0. D’autre part d'aprés la propriété de spécification pour chaque segment géodésique

[z, vy] obtenu en projetant o, ., , il existe une géodésique périodique ¥ de longueur plus
petite que d(z, vy)+ R qui piste le segment [z, yy]. Deplus [ F—£(7) estborné. Enfin
le nombre de segments géodésiques qui peuvent étre associés de la sorte a un méme y
est majorépar K|7y| < K l—("'Z—l, pour une certaine constante K. Il s’ensuit que les taux de
croissance exponentielle sont les mémes:

1 YY
limsup;log#{'y em(M),n-1 </ F< n}

1
= limsup;log#{'y el, n-1<£(¥)<n}
n
=1 (cf. Lemme 1).

Le comportement de la série de Poincaré suit. n

On suit alors la construction de Patterson ([33], [35]). On peut supposer que la
série P, (p, p) diverge. Sinon on remplace P;(z, y) par Ps(z, y)

-Fs(z’y)= Z A(\/"Y!IF)C_,; :vF

YEmM (M) z

pour une fonction réelle A telle que M}(t—)")- — 1quandt — oo etque P, (p, p) = +oo.

On définit alors, pour s > 1, la mesure u? sur M par:
> e—s‘f‘ i bvp
= YEm (M)
‘ Py(p, p) ’
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oi1 §, est la mesure de Dirac en z. On choisit une sulte {s,} s; \y 1 telle que les me-
sures de probabilité p; convergent faiblement sur M U 8M vers une mesure de pro-
babilité p,. Alors, le long de la méme sous-suite {s;}, les mesures p3' convergent vers
une mesure p, et la famille z — p, est une famille équivariante de mesures. En ef-
fet quand si ¢ 1, les mesures u;* se concentrent vers OM et la mesure Ky est portée
par oM. Remarquons que p3' admet la densité p;' par rapport a la mesure p;, avec

pi(yp) =€ > (f= i) :p F) . Quand le point vp se rapproche d’'un point £ du bord,
les différences [/* F — [* F convergent uniformément vers — log p(§) = [ a¢ ot
a¢ est la 1-forme stable définie par la formule (8). Si z € M les mesures 7z’ = p3 py
convergent donc vers la mesure p; = p,7,. On a bien obtenu une famille équivariante
T — p. de mesures sur le bord ; le cocycle Holdérien associé est bien le cocycle associé
a F par (8) et (4).

Reste a montrer I'unicité de la famille obtenue. Cela suivra de I'ergodicité et du
mélange du flot géodésique discutés dans le prochain paragraphe.

e) Ergodicité.

Au paragraphe précédent, nous avons associé a une fonction F' de classe C? et
telle que P(—F) = 0, f_i F > 0,V~y € T une famille de mesures transverses au feuille-
tage stable qui vérifie en particulier

dBipg_ dfipe_, 1 - [° F(6,v) d
(14) AT (4) = g o T &
BT
pour toute transversale T'.

La fonction v — F(—v) n'est en général pas de classe C?, mais il existe une
fonction G de classe C? et une fonction U de classe C?, différentiable le long du flot
telles que

G(v) = F(—v) + XU(v)
(la fonction G est associée au cocycle ¢ du corollaire 2). La méme construction donne
une famille de mesures transverses au feuilletage stable v qui vérifie

(15) do_ﬂ/g' ( ) f G(85v) ds.

Limage 7 par antipodie (w — —w) de la famille de mesures e~V v est donc une famille
de mesures transverses au feuilletage instable qui vérifie en particulier :

dat#e-.’r ® F(8,v) ds
(16) T () = ed= 1O

pour toute transversale 7T'.

Considérons un disque D transverse au flot. Il existe un ouvert Ode D ou W*ND
et W* N D forment deux feuilletages Holdériens transverses. Les feuilles de W* N D
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(respectivement W*N D) sont transverses au feuilletage stable (respectivement instable)
et le produit des mesures pwusnp €t GTwsnp (voir [24], page 356) définit une mesure
sur O. Il suit de (14) et (16) que la mesure ainsi définie sur les transversales au flot est
invariante par le flot géodésique. Nous avons donc construit une mesure m invariante
par le flot géodésique, pour laquelle les feuilletages stable et instable sont absolument
continus (i.e. 1a mesure est localement équivalente a une mesure produit). La mesure m
est finie par compacité. Largument d’Anosov ([1], [8]) s'applique et montre que le flot est
ergodique et mélangeant pour cette mesure.

Lunicité de la famille de mesures transverses satisfaisant (14) suit de cette
construction. En effet supposons que nous avons une autre famille de mesures trans-
verses vérifiant (14). Alors la construction précédente associe 3 Z et 1’ une autre mesure
invariant m’, qui est également finie et ergodique.

LEMME 3. — Les mesures m et m' sont proportionnelles.
p

Preuve dulemme 3. — Soit en effet f une fonction continue sur SM et posons

0
f= limsup%/ f(8sv) ds.
—t

t—+00

La fonction f est mesurable et constante sur les feuilles instables. Par ergodicité le
nombre [ fdm (respectivement [ fdm') est le seul nombre a (respectivement a') tel
que f = a/m(SM) (respectivement a'/m'(SM)) m-presque partout (respectivement
m'-presque partout). Mais m et m' ont les mémes ensembles de feuilles instables négli-
geables, a savoir les ensembles qui rencontrent les transversales au feuilletage instable
_ 2 s . _ 1
en un ensemble Z-négligeable. 1l vient donc 377y J fdm = ) J fdm'. Cette
égalité étant vraie pour toute fonction continue f les deux probabilités m/m(SM) et
m’/m'(SM) coincident.
Nous pouvons terminer la démonstration du théoréme 4.

D’aprés le paragraphe d), il existe une famille de mesures transverses associée a
un cocycle Holdérien normalisé et d’aprés le lemme 3, cette famille est unique. n

Les constructions ci-dessus donnent aussi la preuve du théoréme 2..

Les propriétés ii), iii), iv) du théoréme 1.d sont équivalentes par le théoréme 4
et entrainement bien sfr la propriété i). Supposons alors que deux familles de mesures
transverses u et u' aient les mémes ensembles négligeables. Largument du lemme 3 (ap-
pliqué maintenant au feuilletage stable!) montre que les mesures transverses au feuille-
tage instable associées [z et ' ont aussi les mémes ensembles négligeables et que de plus
pXEXdt=p' x @' x dt estla méme mesure invariante m. Examinons une troisiéme
famille de mesures sur les feuilles instables fortes : les mesures conditionnelles p” de m,
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définies a une constante pres. Il suit de 'argument de [25], Corollary 6.1.4 que les fonc-
tions log 5&“7 etlog i—““,— sont Holdériennes. Alors log %‘,‘7 est une fonction continue et les
familles u et u' ont les mémes périodes. Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.d.

IV. Métriques conformes et birapport

Les théorémes 2.e et 2.g sont dus a Hamenstédt (voir [18] pour les preuves com-
pletes). Pour le confort du lecteur, nous rappelons les principales constructions qui in-
terviennent dans ces preuves avec les notations de ce texte.

a) Métrique conforme.

Soit ¢ un cocycle Holdérien pair normalisé. Fixons de nouveau une métrique de
référence g, et un point p de M.

D’apres le corollaire 1, il existe une fonction Holdérienne F sur 7'M avec les
propriétés suivantes :

/ F = £(7) pour touty de I’
o
P(

-F) =0, F(v) = F(-v) pour toutvde T'M
et il existe des constantes > 0, A et B telle que pour tout f deR, toutvde T' M

(17) /: F(0sv)ds > Alt| - B.

Pour établir la derniére propriété, on remarque que d’apres le lemme 1, inf { J Fdm;m .
probabilité § invariante} > 0 et donc que

S YA
h{n?(lgf/o F(8,v)ds) > 0.

Soient alors &3, & € AM. On note 7, t = 1,2,la géodésique partant de p et telle que
vi(+00) = &;. On pose alors :
t

ty b
BEnE) =2 tm [ F(i(s)ds+ [ Flgu(e) ds - [ Pl ds.

2 t1,t2—00 0

ol1 74, 1, est la géodésique telle que 4, ¢, (a) = 71(t1), 71,1, (8) = 72(22). Rappelons que
la métrique de référence est construite a partir du produit de Gromov (£, 7),:

(é1,&)p = %thgf_goo (tr +t2 = d(m(t1), 12(t2)))-

De (17) suit alors qu'il existe des constantes A’, A”, B, B” telles que:
(18) A'(€,n)p— B' < B(E,n) < A"(&,m)p+ B .
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On remarque qu'il existe une constante ¢ telle que pour tous &, &;,&; de oM, B (&1,&2) 2
inf (B8(&1,&3), B(E2, £3)) — 6. On montre alors, comme par exemple dans [11], chap. 7 qu'il
existe k > 0, o, C et une distance d' sur M tels que quand

d’(élaEZ) S €0, I logd’(€h§2) + nﬂ(él:EZ)l S C .
D’apres (18) la métrique d’ est quasi-conforme a la métrique de référence. De plus, on a
pour tous y de 7y (M), &, &, de OM tels que d (&), &2) < €9, d(7&1,7E2) < €0»
ﬂ(‘YEla 762) - ﬂ(fh 62)

_ %2—:’2 tlggo (/ot+bp.e. (v~'p) F iy ¢ (5)) ds — /ot F ) ds)

= 5 (€0, &) +(1£))

oi1 (7, £) est le cocycle Holdérien cohomologue a ¢ associé a F' par la formule (12). La
métrique d’ est donc conforme de cocycle x¢(7y, £). Nous avons bien associé a un cocycle
Holdérien normalisé pair une métrique conforme avec les périodes proportionnelles. De
plus a des cocycles cohomologues sont associées des métriques équivalentes.

b) Mesure de Hausdorff,

Considérons maintenant une métrique conforme d et son cocycle Holdérien pair
c. Du fait que la métrique est quasi-conforme a la métrique de référence, on déduit que

£
les périodes {£(v), v € I'} vérifient 0 < inf%(’:—l) < sup% < +o00. En particulier,
R ]
il existe kK > 0 tel que le cocycle kc est normalisé. Soit alors w, la mesure de Patterson

construite au paragraphe III, d). La mesure w, est comparable a la mesure de Hausdorff
sphérique de dimension « définie par la métrique d. Plus précisément :

LEMME 4. — Il existee; > 0, M tels que pourtoute, 0 < € < € :

| loge ™" w,(B(£,e)| < M.

Démonstration du lemme 4. — Soient § C oM, , € < &, et on choisit F Holdé-
rienne paire dans la classe de Livtchits représentant le cocycle c. Par quasi-conformité
entre d’ et la métrique de référence, il existe K et T'(£, €) tels que

(19) {m (l€)p < T(€,€)+ K} C B(€,€) C {n:(nl€)p < T(€,€)}.

Soit vg = 7, 1¢; on choisit une orbite périodique qui piste la projection sur T'M de
{Osve, L < s < T(€,¢) }, ol L est un nombre indépendant de ¢ choisi plus loin. Lorbite
périodique se reléve en une orbite qui piste {0, ve, L <5 < T(§, e)} et on choisit
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I'élément de m; (M) dont I'axe est ce relevé. On trouve alors deux constantes Lg, L, qui
ne dépendent que de L et de la géométrie de g, telles que

{ {n: (7€), < Li} C v H{n: (l€)p < T(e) +.K}
(20) et

yHn: (&) < T €)} C {n: (nly~€), < L2}
On peut d'ailleurs choisir L pour que L, > log1/g,. De (19) et (20) suit que les quantités
| log diametre vy~ B(£,¢€)| et | logw,y ! B(£, €)| sont bornées indépendamment de €.

Remarquons alors que par définition de la mesure conforme, on a également une borne
indépendante de ¢ pour:

(21) |log diametre y ! B(£,¢€) — loge — ¢(y71,€)].

De méme par la propriété de quasi-invariante de w,, la quantité

(22) [logw,7~'B(£,€) — ke(y71, €) — logw,B(&, €)|

est également bornée indépendamment de ¢. Le lemme 4 suit en éliminant xc(y ™!, €)
entre (21) et (22). ||

1l suit du lemme 4 que la dimension de Hausdorff de &M pour la métrique d est
k et que la k-mesure de Hausdorff est positive et finie. De plus la x-mesure de Hausdorff

p satisfait 173;—1-4 (€) = e~%(™€) D'apres la section III, e) la xk-mesure de Hausdorff est
proportionnelle a la mesure w,,.

Rappelons qu’a la section III, €) nous avons associé a la mesure w, une mesure
m invariante par le flot qui transversalement aux géodésiques est de la forme @, X w,
ol w, et w, sont les mesures transverses au feuilletage instable et stable respectivement
associéesav — F(—v) etav — F(v).Enrelevant lamesure m a T'M, et en identifiant
T'M a (8M x OM ~ A) x R de sorte que le flot géodésique soit la translation sur la
composante R, on obtient une mesure 7, (M )-invariante sur (6M x M ) \ A), ergo-
dique, dela forme e~€ i x p o1 p est la k-mesure de Hausdorff de (aﬁ ,d).De plus, par
ergodicité la mesure est symétrique.

La conclusion de ce paragraphe est qu'a une métrique conforme d on associe la
dimension de Hausdorff « de (0M, d) et un courant de Gibbs symétrique de mesure
marginale la k-mesure de Hausdorff de (0M, d). A deux métriques équivalentes est as-

socié le méme courant de Gibbs, bien stir a une éventuelle constante de proportionnalité
prés.

c) Birapport.

Soit m un courant de Gibbs symétrique m. Dans cette section, nous associons a
m un birapport. Considérons les deux mesures M, et M, sur dM* définies de la ma-
niére suivante : M, (d&,, d§,, d§}, d€;) est 1a mesure produit des mesures m(d¢,, d€}) et
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m(dé,y, d&}) ; My(dE,, dE,, d€), dE}) est la mesure produit des mesures m(d§;, d€;) et

m(d€,, d€}). Les deux mesures M, et M, sont toutes deux 7, (M)-invariantes et ont des

densités par rapport 2 laméme mesure p X i X g X pi. La dérivée de Radon-Nykodym 424 M

est une fonction , (M)-invariante, Héldérienne sur 9M* ~ {(&1,&) N (&,8) # 0}

et qui satisfait les propriétés de la définition 1.f). C’est le birapport associé a m. Vé-

rifions que les périodes de ce birapport sont bien les périodes de u. Nous avons, si
= e"Gu X W,

log IYA (76,5, YY) = -G(1€,77) -GN+ GEY) +G(vE ) -

Linvariance dela mesure m = e~y x p s'écrit :

d d
G(r€,7m) ~ G(€.n) = log T (6) - g ‘;f‘ (m)-
D'ou:

GE7)-GHE ) =L+ log

(E)

G(v&,7%) - G(&vh) =L(v) - 108 (E)

Les périodes du birapport associé a2 m sont bien {¢(v), y € T } . En particulier, le birap-
port est normalisé.

d) Cocycle.

Nous achevons la preuve du théoréme 2.g en associant a un birapport Héldérien
un cocycle Holdérien pair de mémes périodes. En particulier, le cocycle est normalisé
si, et seulement si, le birapport est normalisé. Nous suivons [18]. Notons pour tout v
de T'M, S, (M) I'ensemble des vecteurs de P! M orthogonaux a v et A, la mesure de
Lebesgue sur S,,. Pour tout ¢ réel, le transport paraliele O, le long de la géodésique v,
définit une isométrie de S, (M) dans Sy, (M). En particulier ©: A, = Ag, .

Posons

1
Ci(v) = 2 L () B (7w (4+00), 70 ,w(+00), 74 (—00), 7v(+°°))d)\v('w) .

Lintégrale est bien définie car comme w est orthogonale a v, 4, (+00) et v, (+0)
sont 2 un distance bornée inférieurement de 7, (—o00) et de 7, (+00). On vérifie facile-
ment que C; est Holdérienne, 7, (M)-invariante et est un “cocycle” du flot 4,
Ciys(v) = Cs(v) + Ce(85v) .
On pose alors
e(7,€) = im Cipp, ¢ (v-1p) (77 '0) = Ci(v) .
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On vérifie que c est un cocycle Holdérien. Ses périodes sont données par
c(y,7) = im Ceypy (72, 7*) = Celpi7™) -

Notons alors ¢ le point de I'axe de v tel que b, 4+ (g) = 0. Puisque C; est un cocycle
Holdérien m; (M)-invariant, il existe une constante K telle que pourtoutt > 0,n € Z
lCt(ps 7+) - Ct(qs 7+)I < K
IC:(v"p,vF) - Ci(r ", N < K.
Alors

1
c(v,7H) = 50(7",7‘“)

N -n
= lim — lim ("Ct+|4y"|(7 g, 7+)+Ct(q?7+))

n n t—oo

— lim L —ng ot
=lm——Cpn(v"¢,77)

. 11 -
= lim -;E ,/5- ~ B(7w(+°°)a ’)’@;-yn|tU(+°°): Yo 7+)dA(‘Y_"<Is’Y+) (w)

n
(r=naahyM

11 _

= £(7)+hm —_/ ~ B(79I7"Iw(+°°)v7n7w(+°°)a7 ,7+)d’\qﬂ+ (w)
n n2 Sq,-1+M

= £(7)

car l'intégrale est bornée indépendamment de n par sup B(7yy(+0), Yw(+o0),
v weS, .+ (]T'i)
Y, 7+) . On vérifie de méme que le birapport associé au cocycle ¢ que nous venons de

construire par a), b) et ¢) est bien le méme birapport (ce qui démontre aussi le théoréme
1.fd’Otal).

V. Applications

Gréce a ses multiples représentations, la notion de classe de cocycle Holdérien
fournit un cadre naturel pour reformuler plusieurs questions. Notons C I'espace des
classes de cocycles Holdériens pairs normalisés.

Par le théoréme 2.g, 'ensemble C est mis en bijection avec un sous-ensemble

d’'un espace de fonctions sur OM*~\ A et par le théoréme 1.a avec un sous-ensemble
de P(R*T).

Lespace des métriques de courbure strictement négative a isométrie prés se
plonge de plusieurs maniéres dans C. Le cocycle naturel de Busemann évoqué dans
Fintroduction a des périodes proportionnelles aux longueurs des géodésiques fermées.
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On conjecture qu'en dimension 2 cette application est surjective (cf. [9)). Savoir si elle
est injective est le probléme de savoir si le spectre marqué des longueurs détermine la
métrique, fait connu seulement en dimension 2 ([10], {28]) ou si une des métriques est
hyperbolique ([15]). Un autre cocycle est associé a la mesure de Lebesgue sur les variétés
instables fortes : la mesure de Lebesgue définit bien une mesure transverse au sens de
la définition 2, c’est la signification de la propriété de continuité absolue du feuilletage
stable [2]. Savoir si ces deux cocycles sont cohomologues uniquement pour les espaces
localement symétriques est le probleme de rigidité entropique, résolu seulement en di-
mension 2 ([21]). Les périodes du cocycle de Lebesgue sont les Jacobiens instables des
applications de Poincaré des orbites périodiques et sont déterminées aussi par le cocycle
de Busemann ([15])). Le cocycle associé a 1a famille des mesures harmoniques est pair. En

dimension 2, il est caractérisé par une relation supplémentaire satisfaite par le birapport
([3], théoréme 13).

On peut étendre a ce cadre la notion de dimension conforme ([31]). Pour toute
métrique conforme d, il existe k4 tel que le cocycle k4¢4 est normalisé. Le nombre x4 est
la dimension de Hausdorff de § M. , en particulier kg4 > n — 1. La dimension conforme
de &M est définie par

Dim conf = inf{kq, d métrique conforme}.

Une question est de savoir si Dim conf est réalisé par une métrique conforme dy, comme
c'est le cas si M est un espace localement symétrique ([30]) ou pour certains espaces
singuliers ([5]).

Enfin, a une suite de périodes {£(v), v € I'} d'un cocycle pair normalisé est
associée une fonction zeta dynamique

(23) ¢(s) = [T 1= e~
YEr!
ou I'' désigne I'ensemble des classes de conjugaison d’éléments primitifs de = (M). La

série (23) définit une fonction méromorphesurRe s > 1—¢ et a un pole simple en 1 (voir
[32]). Une question est de savoir lire des invariants sur cette fonction zeta dynamique.
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