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GRENOBLE

1994-1995(171-176)

INÉGALITÉS DE SOBOLEV
ET L2-C0H0M0L0GIE

Gilles CARRON

Mon exposé commencera par un résultat que je viens de trouver à propos de l'es-
pace des solutions à l'équation de Schrödinger :

(A + V > = 0; ueL2(M)

lorsque (M, g) est une variété riemannienne non-compacte (cf. [C]). Puis, j'exposerai la
L2-cohomologie et les "conséquences" de ce résultat. Dans tout mon exposé, (Mn ,p)
est une variété riemannienne complète. Un opérateur de Schrödinger sur Mn est un
opérateur de la forme

L = A9 + V

où
i) A9 est le Laplacien associé à la métrique g, il peut être défini à partir de la

forme quadratique u ^ JM \du\2
g (x)dvg{x) par la formule

(Au)(x)u(x)= f \du\2,
JM

/
M

Par exemple dans Rn ; Aeucl = - £

ii) V est une fonction lisse.

Ces opérateurs apparaissent dans de nombreux domaines :
- d'abord en mécanique quantique (d'où leur nom) ;
- en topologie différentielle où certains invariants topologiques de la variété s'ex-

priment grâce à des espaces de nullités de tels opérateurs (théorème d'indice, L2-
cohomologie).

Classiûcation math. : 35130,35P99, 47N20, 53C21, 53C42, 58C42, 58G05, 58C40.
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Lorsque la variété est compacte, l'espace U {V) = {u G L2{M) ; (A+V)u = 0}
est un sous-espace vectoriel de dimension finie de C°°(M). Si Mn n'est plus compacte,
ce n'est généralement plus le cas.

Remarques.

i) II reste cependant les propriétés suivantes :

1) 7l(V) c C°°(M) H L2(M) par régularité elliptique.

2) 7i(V) est un sous-espace fermé de L2(M).

ii) La condition u € L2 peut être interprétée comme "une" condition de nullité à
l'infini de (M71,*?).

J'ai obtenu le résultat suivant :

THÉORÈME 0. — Si (Mn, g) vérifie l'inégalité de Sobolev

/in ( f u&*(x) dx) n < f \du\2, Vu € C?{M).
\JM J JM

alors lorsque n > 5etJM V_(z)^ dx < oo, 'H(V) est de dimension unie.

Commentaires.

1) Lorsque n < 4, W( V) est de dimension finie sous l'hypothèse supplémentaire
que j M V- (x) %+£dx < oo pour (au moins) un e > 0.

2) L'inégalité de Sobolev est une propriété de l'opérateur Laplacien. Ce théorème
dit donc que certaines propriétés de A permettent de déterminer une classe de potentiel
V pour lequel 7i {V) est de dimension finie.

J'ai obtenu d'autres résultats sur W{V) mais je n'en ai pas besoin pour mon pro-
pos.

JM

Maintenant, je vais définir (rapidement) la L2-cohomoIogie : je vais commencer
par rappeler la formule de GauK-Bonnet : si (M2, g) est une surface compacte orientée
(sans bord) alors

KdA
= 2 - 2g = x ( ^ ) (où g est le genre de M2).

'M 27t

Cette formule exprime un invariant métrique JM ^-^ en fonction d'un invariant topo-
logique x(M)- En dimension supérieure, il existe une formule analogue

JM
où Q est la n-forme d'Euler de (M, g) qui s'exprime à l'aide de l'opérateur de courbure
de (M, g) et on a ponctuellement

où K(x) = Max {courbure sectionnelle (P)|; P2-plan C TXM} .

Je vais rappeler ce qu'est la caractéristique d'Euler de Mt
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Cohomologie de de Rham. — Elle est définie à partir de l'opérateur différentia-
tionextérieure? : C°°{AkTmM) —> C°°(Ak+lT*M).

Rappel: les éléments de C°°{AkT*M) sont des applications x H-> <?{X) € AkT*M
(l'espace de k -formes linéaires alternées sur TXM) telles que VATi,..., X^ champ de
vecteur lisse sur M, x •-> o{x){X\{x),..,,Xk{x)) est une fonction C°°.

d vérifie d o d = 0 et le fc-ième groupe de cohomologie de de Rham est défini par :

= Ker (d : C°°{AkTmM) —+ C°°{Ak+lTmM)) /dC°°(AK-lT*M).

Le théorème de de Rham dit que ces espaces sont isomorphes aux groupes de cohomolo-
gie réelle de M : H*[R(M) » Hk(M, R) alors dans le cas compact, ils sont de dimension

finie et x(M)= ê ( - l )

L2 -cohomologie. — On peut aussi définir un espace L2( A *T* M), par exemple
en complétant CQ° (AkT*M) pour la norme pré-hilbertienne

\\°\\b =
et à l'opérateur différentiel dt on associe un opérateur différentiel adjoint S par la formule

(a,d0)u = (6a,P)»,Va € Cf(Ak+lT*M), 0 € C~{AkT*M).

Nous avons alors la décomposition de Hodge-de Rham suivante :

L2{AkT*M) = Kex{dnS) 0 dC§°(Ak~lT*M) ® 6Cg°(Ak+lT*M).

On note alors

nk(M) = Ker(dn6) = {a € L2{AkT*M) ; da = <Ja = 0}

= {a G L2{AkT-M) ; (dtf + <5d)a = 0} .

le A:-ième espace de L2-cohomologie de (Mn, 5) ; cette dénomination car nous avons le
résultat suivant :

SiMn est compacte alors Ker d = nk{M)®dC°°(Ak'lT*M)etdoncnk(M) «

Notamment, si la variété est compacte, les espaces de L2-cohomologie sont de
dimension finie.

Cependant, lorsque la variété n'est plus compacte, ce n'est pas, en général le cas.

Essentiellement, on a étudié la L2-cohomologie dans 3 directions :

1) Lorsque la variété M est un revêtement infini d'une variété compacte de volume
fini «ÀtLlC-Gl], [C-G2], [Do])

2) Lorsque la variété a une géométrie à l'infini particulière ("Warped-product") ([M],

3) On cherche des résultats d'annulation.
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Les résultats que j'ai obtenu sont des résultats de finitude du type du théorème 0.
Cela repose sur la décomposition de Bochner-Weitzenbock de l'opérateur de Hodge

où
1) Â est le Laplacien brut associé au fibre Riemannien AkT*M -> M ou encore

il peut être défini à partir de la forme quadratique a t-> JM \Da\2 (où D est la connexion
de ce fibre) par la formule :

[ \Da\2{x) dx= f (Kka, a), Va € C™{AkT~M).
JM JM

2) Rk est un champ d'endomorphisme, Le. :

{Rka)(x) = Rk{x) -a(x)ohRk(x) € End(Afcr;M) eta(z) € AkT^M

et Rk s'exprime à partir de l'opérateur de courbure par exemple :
• R° = Rn = 0
• Rl =riccietona|fl*|(x) <C(n,k)K(x).

Le théorème 0 s'adapte aux sections de fibres et on a le :

THÉORÈME A. — Si (Mn, g) est une variété riemannienne complète qui vérifie

ïmégahtédeSobolev:iin ( / M M^txjda:) 1"" < JM \du\2, Vu G C§°(M)etdonc
la courbure vérifie

K* (x) dx < oo lorsquen > 5etK e L* n L*+£ lorsquen < 4

alors les espaces de L2 cohomologie de (Mn, g) sont de dimension unie.
En reprenant la preuve nous pouvons aussi obtenir le résultat suivant :

THÉORÈME B. — SiMn «^ RN est une sous-variété isométriquement immer-
gée dont la seconde forme fondamentale de l'immersion II vérifie

JM
||//|n(:r) dx < oo lorsquen > 5

Gt f f
/ \II\n(x) dx<ooet / (7/)n + £(x) dx < oo lorsquen < 4

JM JM
alors les espaces de L2 -cohomologie deMn sont de dimension unie.

Nous pouvons maintenant nous poser des questions sur les variétés qui satisfont
aux hypothèses du théorème A ou B.

1) Sont-elles de topologie finie? Et si oui, quel est le lien entre cette topologie et
les espaces de L2-cohomologie.

2) Les hypothèses des théorèmes permettent de définir une caractéristique d'Eu-
n

lerL2,Xi?(M) = X ] ( " 1 ) ^ d i m ^ ( A ^ ) et ces hypothèses assurent que JM ficonverge
£=0
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puisque dans le cadre du théorème A, on a |fi| (x) < C{n)K^(x) et du théorème B, on
a|fi |(x)<C(n)|7/r(x).

Comment comparer JM fi et XLI(M) ? J'ai répondu à ces questions lorsque
Mn <̂-> RN est minimale et satisfait aux hypothèses du théorème B, on a entre autre

JM

3) En toutes généralités, si les espaces de L2-cohomologie sont de dimension fi-
nie, si JM fi converge alors comment interpréter Xu (M) — JM fi?

Cette quantité ne dépend que de la métrique au voisinage de l'infini. Pour 2 mé-
triques sur Mn isométrique dans un voisinage de l'infini, ces quantités sont égales.

Conjecture. — Cette quantité ne change pas si la topologie change sur un com-
pact : Le. si MOt M\ sont 2 variétés riemanniennes isométriques sur un voisinage de l'in-
fini alors

XLz(M0)- f fi = JfLi(Af1)- / fi.

Ce résultat a été montré dans certains cas par Gromov-Lawson et Donnelly.
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