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RIGIDITE INFINITESIMALE ET CEOMETRIE DE LA QUADRIQUE
COMPLEXE DE DIMENSION 4

par Jacques GASQUI

Soit (X, g) un espace riemannien symétrique compact. On dit qu’il est infi-
nitésimalement rigide si toute forme quadratique sur X, a énergie nulle (i.e. intégrale
nulle) sur les géodésiques fermées de X, est une dérivée de Lie de la métrique ca-
nonique g. Apres les espaces de rang 1, un exemple intéressant a traiter est celui de
la quadrique complexe non dégénérée Q, de P"*!(C). Nous avons établi dans [6] sa
rigidité infinitésimale lorsque n > 5, de maniére essentiellement “algébrique” et sans
faire appel a de grosses machineries. Nous regardons ici le cas nettement plus délicat
de la dimension 4 qui nécessite 1’intervention de I’analyse harmonique sur la quadrique
en tant qu’espace homogéne.

Vu la complexité¢ des calculs et les grandes multiplicités en jeu, il serait
extrémement difficile de régler directement le probléme a coups de représentations.
Aprés une bonne préparation géométrique et des mixages avec des méthodes de Michel
([9]), on arrive in fine & des calculs relativement sympathiques. Notre tiche est facilitée
par la simplicité (remarquable) des formules de géométrie kihlérienne locale sur la qua-
drique. Au passage, nous mettons en lumiére un phénoméne d’orientation des structures
réelles des quadriques de dimensions paires, phénoméne qui explique dans une large
mesure la spécificité de la dimension 4. C’est sur la présentation de ces quelques points
que nous allons insister dans ces notes.

Ces résultats ont ét€ obtenus en collaboration avec H. Goldschmidt ([8]).

1. Les quadriques complexes non dégénérées.

On considére donc la quadrique complexe @, qui est I’hypersurface complexe de
P™*1(C), d’équation homogene

G+ +Cin=0.

Ici Co, ..., {n+1 sont les coordonnées complexes canoniques de C"+2, Rappelons d’abord
comment I’on identifie Q, & la Grassmanienne G, n+2 des 2-plans orientés de R™*2,
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Si W désigne la variété (de Stiefel) formée des couples (z, y) de vecteurs unitaires
et orthogonaux de I’espace euclidien standard R™*2, alors G2 n+2 €5t le quotient de W
par I’action naturelle & droite de SO(2). Notons zo,...,z,+ les coordonnées d’un
vecteur z de R™*2 et considérons 1’application

F:W — C™2 - {0}
(17,3/) (1,‘0"’ Vv _ly0)°"a$n+l + V _lyn+1) .
Il est clair que

(zo+ V=1yo)* + -+ - + (Zps1 + V=Tpon1)* =0 .

cosf —sinf
sinf cosé )}’ na

Si R(8) = (

F((z,y)R(®)) = e " F(z,y) ;

ainsi F' induit une application de 52,,,,,2 dans @Q,, qui est I’identification naturelle
cherchée. C’est aussi une isométrie.

On peut alors voir les fonctions de L2*(Q,) comme les fonctions de
L? (SO(n+2)/SO(n)) invariantes par 1’action a droite de SO(2) : cette description
est utile pour expliciter les fonctions propres du Laplacien sur la quadrique (voir [11]).

Une autre mani¢re d’identifier @, a I’espace homogene (symétrique)
SO(n +2)/S0O(2) x SO(n) consiste & observer que SO(n +2), vu comme sous-groupe
de SU(n +2) agissant en tant que groupe d’isométries de C™*? et P"*1(C), laisse la
quadrique invariante et induit sur cette derniére une action transitive. Si a est le point
de @, de coordonnées homogeénes (1,2,0,...,0), il est facile de voir que le groupe
d’isotropie du point a est le sous-groupe H = SO(2) x SO(n) de SO(n +2) formé des
matrices

R® |0
‘I>=< (()) B), 6 €R, Be SO(n) .

Nous allons maintenant décrire I’action de I’isotropie sur les fibrés tangent et
normal a la quadrique. On peut identifier T, = T,(Qy) avec C" de telle sorte que la
structure presque-complexe J de 7T, soit celle déterminée par la multiplication par ¢ sur
C" et que I’action de la différentielle ®. : T, — T, soit donnée par

®.( = e*B(,

ol SO(n) est vu ici comme sous-groupe de SU(n). En particulier, si on appelle encore
R(f) la matrice
R®) |0
0 |I
de H,on a

(1.1 R(8).¢ = cos ¢ +sin8J¢ .
Par contre 1’action de R(f). dans I’espace normal en a a la quadrique est donnée par
(1.2) R(6).v = cos260v +sin26Jv .
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C ’est le doublement de I’angle de la rotation dans cette derniére formule, par rapport
a (1.1), qui fera apparaitre le phénoméne d’orientation du paragraphe suivant.

2. Orientabilité des structures réelles de la quadrique.

Soit © un vecteur normal unitaire en un point = a la quadrique X = Q,, et soit h,
la seconde forme fondamentale correspondante. On identifie, via la métrique canonique
de la quadrique, h, a un endomorphisme symétrique

I{y . Tx — Tz
de I’espace tangent en z a2 X. Si g est une autre normale unitaire en z 3 X, on a

p=cosav+sinaJv, aveca €R,

ct

2.1 K, =cosaK, +sinaJK, .
On a le formulaire suivant (cf. [10]) :

2.2) K;,=JK,;

(2.3) JK, =~-K,J ;

(2.4) K? = identité ;

La relation (2.3) provient du caractére kihlérien de la métrique canonique g de X, et
le fait que g soit une métrique d’Einstein nous donne (2.4). A cause de cette dernicre
formule on dit que K, est la structure réelle de la quadrique associée a la normale
unitaire v. Toujours d’aprés (2.4), on a une décomposition

L:=T.8T.,

de T, en sous-espaces propres associés aux valeurs propres +1 et —1 de K,, et la
structure presque-complexe J échange ces deux sous-espaces propres.

Si @ € SO(n +2), alors ¢ = ®,v est encore une normale unitaire 2 X ; on voit
aisément que

¢.K, = K,9.
et donc que &, induit un isomorphisme
0T — Ty -

DEFINITION. — On dit que les structure réelles de la quadrique X sont
orientées, si pour tout z € X et toute normale unitaire v en z, I'espace Ty , est
orienté de telle sorte que I'isomorphisme

P, : 7:',:: - T%. v,P(z)
préserve I’ orientation pour tout ® € SO(n +2).

Replagons-nous maintenant au point a. Soit

d = (%) , avec Be€ SO(n),
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un élément du sous-groupe d’isotropie en a. Si v est une normale unitaire en a, alors,
d’apres (1.2),0on a

dv=v,

si et seulement si § = Omod. 7. Dans cette situation, on peut identifier naturellement
T; , avec R™ en sorte que I’action de ®. sur T, . = R" soit donnée par

Bu, si6=0mod.2r
2.5) Q‘““{-Bu, si § = rmod. 2x

L’action de I’isotropie sur les vecteurs unitaires normaux en a est transitive. On
voit donc, avec (2.5), que si n est pair, une orientation de T,: » détermine une orientation
de toutes les structures réelles. Toujours, avec la méme formule, observons encore que
si n est impair les structures réelles ne sont pas orientables.

3. Formes hermitiennes sur la quadrique de dimension 4.

Notons Ty’ le fibré sur X des formes réelles de type (1,1). Avec (2.1) et (2.3),
on voit que les structures réelles induisent une involution canonique

K:Ty' — T3 .
On a alors une décomposition
Tlllt,l — (Tllli,l)+ @ (Tlli’l)_

de T&’] en sous-fibrés propres correspondant aux valeurs propres +1 et —1 de K. Si
z € X et v est une normale unitaire en z, alors on a '

T = {6 € T4 B, Jv) = 0, pour tous w,v € T}, } ,
ce qui nous donne une identification (non canonique)
(3.1) TR = ANT; )"

de (Té"); avec I’espace des 2-formes alternées sur T} ,.
Si n = 4, choisissons une orientation (équivariante) des structure réelles. On
considére alors 1’involution

«: ANTY ) — AXTL,)

déterminée par I'orientation de l’espace T, , de dimension 4. Il n’est pas difficile de
voir qu’avec les identifications (3.1), on obtient une involution uniquement déterminée
par I’orientation

£ (T — (T,
dont on note F* et F~ les sous-fibrés propres correspondant aux valeurs propres +1 et
-1

On a par ailleurs
(TR =Tg') @ {},
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ol {w} est le fibré en droites engendré par la forme de Kihler et (T;")g le sous-
fibré des formes  trace nulle de (Z73"')~. Finalement si n = 4, on a la décomposition
orthogonale irréductible

(3.2) ' =Ty o {wlo FroF .

Ici irréductible veut dire que chaque fibré apparaissant dans la décomposition est
homogene avec fibre irréductible en a sous 1’action de I'isotropie. Lorsque n > 5,
la décomposition équivariante de (T,,',")+ disparait et I’analogue de (3.2) se réduit a
(3.3) Ta' = (Tp")s @ {w) e T .

Nous verrons plus loin, réciprocité de Frobenius oblige, toute 1I’importance de décompo-
sitions de cette nature.

La comparaison de (3.2) et (3.3) montre un des aspects (algébriques) distinguant
la dimension 4 des autres. A ce sujet, il est bien connu que la quadrique de dimension
4 est la seule quadrique a s’identifier & une grassmanienne complexe, celle des 2-plans
complexes de C%. Sur cette derniére, I’application envoyant un sous-espace sur son
orthogonal nous donne une involution naturelle qui permettrait de retrouver, d’un autre
point de vue, le phénomene particulier de la décomposition des formes hermitiennes en
dimension 4.

4. Rigidité infinitésimale et opérateurs différentiels.

Notons E le faisceau des sections d’un fibré vectoriel E sur X et C*°(FE) I’espace
de ses sections globales. Désignons encore par T, T™ les fibrés tangent et cotangent de
X, et S?T* le carré symétrique de T*.

La théorie générale des déformations infinitésimales de [S] fournit une résolution
explicite du faisceau des champs de Killing de (X, g). Plus précisément si

Do :T — S*T*
§— Leg
est I’opérateur de Killing envoyant un champ £ sur la dérivée de Lie L¢g de g le long
de &, on a une suite exacte

(4.1) IBLSZI‘ &’Ez Pi.Es_,...,

ou les F; sont des fibrés vectoriels et les D; des opérateurs différentiels; en particulier
Popérateur D; est d’ordre 2, d’aprés les résultats de [3].

PROPOSITION 1. — Si h € C™(S%T*), les trois conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) il existe un champ & tel que h = L¢g;
(ii) en restriction a toute sous-variété totalement géodésique, a courbure constante
de X, la forme quadratique h est une dérivée de Lie de la métrique induite ;
(iii) ona D1h =0 .

Si on considére le fibré C de tous les tenseurs de type (0,4) ayant les symétries
d’un tenseur de courbure de Riemann, alors le fibré F; apparaissant dans la résolution
(4.1), est le fibré quotient

F2=C/5,
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ob C est le sous-fibré “orbite infinitésimale” de la courbure de la quadrique (cf. [5]). On
peut construire un sous-fibré N de C, contenant strictement C, et possédant la propriété
suivante :

“pour tout h € C*®(S?T™), les deux conditions ci-aprés sont équivalentes :
(1) h est a énergie nulle;
(2) ona BDih =0, 00 §:C/C — C/N est la surjection canonique.”

Disons rapidement que la condition (1) est plus faible que la condition (ii) de la
proposition 1, du fait de la présence de sphéres totalement géodésiques maximales dans
la quadrique, pour lesquelles il est bien connu que (1) et (ii) ne sont pas équivalentes.
Il en résulte que (1) n’entraine pas directement D1k = 0, mais plutdt qu’un “quotient”
de D, s’annule, ou encore que D1k € C*®°(N/C). On pose dans la suite

P=p3D, .
Notre principal résultat est le
THEOREME. — Lorsque X = Q,, et n > 4, le complexe
4.2) ce(T) 2 ¢ sty £ c2(v/0)

est exact.

Ce théoréme entraine donc immédiatement la rigidité infinitésimale annoncée.
Lorsque n 2> 5, on peut expliciter un supplémentaire “géométrique de C dans N
et démontrer alors assez facilement 1’exactitude (cf. [6]). Ce n’est pas le cas de la
dimension 4 beaucoup plus délicat a traiter.

5. Intervention de ’analyse harmonique.

Soit G I’ensemble des classes de représentations irréductibles de G = SO(n +2).
Si E est un fibré vectoriel homogene sur la quadrique @, = SO(n+2)/S0O(2) x SO(n),
alors C°°(FE) est un G-module et si ¥ € G, on note C.‘;°(E) la composante isotypique
de C*°(F), correspondant a la représentation +.

Le complexe (4.2) est un complexe d’opérateurs homogenes; il induit donc pour
tout ¥ € G, un sous-complexe

(4.2), C2(T) 2% CP(S*T") 2= C°(C/N) .

En utilisant le fait que Do(C™(T)) est fermé dans C*>(S*T*) pour la topologie L?, on
voit que (4.2) est exact si et seulement si (4.2), est exact pour tout v € G.

Montrer que (4.2), est exact revient A vérifier que la multiplicité de I'image
P(C3°(S*T™)) est suffisamment grande. Compte tenu de la description compliquée
des représentations de C*(S2T™), mais surtout des multiplicités trés grandes qui
peuvent intervenir (14 dans certains cas), il n’est pas raisonnable de montrer directement
I’exactitude de (4.2), pour tout !
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6. Intervention de la divergence.
Je renvoie aux auteurs classiques pour les définitions de la divergence des tenseurs
symétriques
§: C®(S*T") — C=(T™)
et du Laplacien de Lichnerowicz
Ap : C®(S*T™) — C®(S*T™) .

Dans les travaux de R. Michel, pionnier en matiére de rigidit€¢ infinitésimale,
notamment pour les espaces projectifs, deux observations fondamentales sont souvent
a la base des théorémes de rigidit€. La premiére consiste a vérifier que

@)) Ay stabilise la condition d’énergie nulle .
A I’aide de (7), on montre ensuite que

n Divergence nulle + énergie nulle = trace nulle.

Si (I) se manipule aisément dans le cas a courbure constante ou de rang 1, les
choses sont nettement plus compliquées pour un espace riemannien symétrique de rang
quelconque. Nous allons ici nous contenter d’établir la commutativité d’un diagramme et
voir comment elle permet de démontrer (/7). Commengons par quelques préliminaires.

Tout d’abord on a une trace naturelle
Trace : C — ST .

C’est celle qui envoie le tenseur de courbure de Riemann de g sur sa courbure de Ricci.
Si la métrique est d’Einstein, alors Trace(C) = 0; la trace passe donc au quotient et
nous donne

Trace : C/C — S*T" .

On a aussi une trace Tr : /, — T™, ou F3 est le fibré apparaissant dans (4.1). Notons
encore -

Ricj : S’ —, S

I’opérateur différentiel linéaire d’ordre 2, obtenu en linéarisant le long de g 1’opérateur
différentiel non linéaire de courbure de Ricci et

By :ST* — T*
I’opérateur envoyant h sur éh — %d(Trace h). On a montré dans [4] que la suite
Ric! —\id.

SZI# Szr_. i I‘
est un complexe, lorsque g est d’Einstein avec courbure de Ricci égale A Ag.

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition qui jouera un role stratégique
analogue a (7).
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PROPOSITION 2. — Lorsque (X, g) est un espace riemannien symétrique d’Ein-
stein avec courbure de Ricci égale a )\g, alors le diagramme

D) 02.

S2T* c/C F,
(6.1) l id. J Trace J' Tr
Ric, —\id. .
SZI. Szz- It

est commutatif.

Observons que le Laplacien de Lichnerowicz est effectivement présent dans la
proposition 2, puisqu’il intervient dans la formule donnant Ric;. Par exemple, on a

6.2) Ricy h = %A_r,h - % Hessien (Trace h) ,

lorsque 6h = 0.

Nous allons dans la suite identifier T,,’,’l avec un sous-fibré de S2T™. Notons E le
sous-fibré de rang 2 de S2T™, dont la fibre en z € X = Q,, est

E; = {h, | v normale unitaire en z} .

Un calcul algébrique de [7] montre que I’on a

(6.3) Trace(N) C E & (Tg'')* .
Il résulte immédiatement de (6.3) que
6.4) Trace ( Trace(N)) = {0} .
PROPOSITION 3. — Soit h une forme quadratique @ énergie nulle sur la
quadrique de dimension 4. Si 6h = 0, alors
Trace(h) =0 .
Démonstration. — Ici la constante d’Einstein A est €gale & 8. D’aprés la com-

mutativité de (6.1), on a
— Trace D1h = Ricy h — 8h .

Comme Dyh € C*°(N /5), on voit que Ric'g h — 8h est une section de Trace(V); ainsi,
avec (6.4),ona
Trace(Ric; h —8h) =0 .

On déduit facilement de (6.2) que
Trace(Ric’g h) = A(Trace h) ,
lorsque 6h = 0. Ici A est le laplacien standard de g. On arrive donc a
A(Trace h) = 8 Trace h .



Rigidité infinitésimale 149

Pour finir, il est bien connu (¢f. [2]) que la premiére valeur propre du laplacien A est
strictement plus grande que la constante d’Einstein, donc Trace h = 0.

COROLLAIRE. — Si h est une forme quadratique a énergie nulle et divergence
nulle sur Q4, alors

Arh—16h e C*(E® (Ty'")*) .

Expliquons maintenant comment se démontre la rigidité infinitésimale en dimen-
sion 4. Prenons donc une forme quadratique h a énergie nulle sur la quadrique. A cause
de la décomposition de Berger-Ebin ([1])

C>(S2T*) = Dy (C™(T)) ® keré ,
on peut supposer, sans perte de généralité, que h est aussi a divergence nulle.

Il s’agit alors de prouver que ’opérateur différentiel Q@ = é & P est injectif.

Puisque @ est un opérateur homogene, ceci sera une conséquence de la

PROPOSITION 4. — Soit S2T¢ le complexifié de S*T*. Pour tout v € G, ona
My = C2(S*Tg) NkerQ = {0} .

Un étape-clé de cette proposition est le

LEMME. — Soit E¢ le complexifié du fibré E. Pour tout v € G, ona
M, C CZ(Ec & (T")*) .

Démonstration. — Rappelons d’abord que Ay est I’opérateur de Casimir du G-
module C>(S?T¢). Ainsi, lorsqu’il est différent de zéro, CS°(S2T¢) est un sous-espace
propre de Ar, dont on note ¢, la valeur propre associée. On voit ensuite, a 1’aide des
poids dominants, qu’on a toujours ¢, > 16, lorsque vy # 0. Maintenant si h € M., avec
C°(8T¢) # 0, on a, d’apres le corollaire

(cy — 16h) € C*(Ec ® (TV1)*) .
Si ¢y # 16, on a le résultat cherché. Si ¢, = 16, on voit directement que
C(S*T¢) C CP({whe) ® C° (Ec & (TH')') 5

en d’autres termes, ne se rajoutent que des multiples de la métrique (ou de la forme
de Kihler). D’aprés la proposition 3, on sait que Trace h = 0, lorsque A est dans M.,
donc M., est orthogonal a C3°({w}c), et I'inclusion du lemme est encore vraie dans
cette derniére situation.

Le calcul final consiste a vérifier que Q agissant sur C3° (Ec @ (T™!)*) est injectif.
Il peut maintenant étre mené a bien directement : d’une part les formules de géométrie
kédhlérienne locale de la quadrique sont simples et d’autre part les multiplicités des
représentations qui interviennent effectivement aprés cette “réduction” du probléme ne
dépassent pas 3.
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7. Formulaire kihlérien local pour la quadrique.

Il nous a sembl€ int€ressant, compte tenu de leur simplicité€, de donner quelques
formules en coordonnées locales.

Soit p : C™*2 — {0} — P™*!(C) la projection canonique. Nous considérons
I’ouvert V de P"*1(C), image par p de

{(CO”" 1Cn+2) € cn+2 I Co # 0} .

les fonctions {; /(o descendent sur V et nous donnent des coordonnées locales holo-
morphes zi,..., zn+1. L'intersection @, NV est égale a I’hypersurface d’équation

i SR

Nous allons travailler sur I’ouvert W de V déterminé par la condition Im 25,43 # 0
et sur I’ouvert correspondant U = Q, N W de la quadrique.
Tout d’abord le champ de vecteurs

n+l

v= Z(Zt ")(a_zt - 52_)

est une normale unitaire a la quadnque sur U, et les champs holomorphes
0 z; 0

= - i =1,...,n,
£J 62j Zn+] 32n+1 »J "
sont tangents a la quadrique et forment un repére des champs de type (1,0) sur U. On
pose alors
n
ol [z2 = |22+ +|zpu1 /% et

n=§+2¢, j=1...,n
Les n; nous donnent a nouveau un repére des champs de type (1,0) sur U.

Les formes

J'—Z

w; = dzj — dzpy1, j=1,...,n

Zp4l = Zp4l
constituent un corepére des formes de type (1,0) sur U, qui est en fait le corepere dual
du repére {n,...,n,}. Ce corepére est d’une grand utilit€ pour expliciter localement
un certain nombre d’objets sur la quadrique.

_ Par exemple, prenons une fonction f : P"*1(C) — C et donnons 1’expression de
09f, avec f = fly.Ona

6 E Wi AW,

avec
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oOu encore
32f " f 1 (] 1"
+ Z3 +2:v +z:2 0 - v
St 32_7 0z 0z; é 4 s
si on pose
v=v+v
avec

0 0
(5 3%)

Notons g la métrique canonique de @,, et V sa connexion de Levi-Civita. On a

ZjZp + 25 25
9(mj, ) = 2(1+|z|2 (1+|z\2)2)’

Zr 2; -i-z_7
V. —_—
n; e = 1+|z'2’7_1 l+| lznk )

- - %
Vst = Va; e = =77l -

Ces formules permettent de voir que K, est I’involution (réelle) déterminée par
K=, 1=1,...,n
(observer que K, n’est pas la conjugaison standard!). Il s’ensuit que les champs
vi=Ren;, j=1,...,n

constituent un repére du fibré 7, sur U.
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