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1989-1990(63-72)

FORMULE(S) DE PESIN

par Gilles F. ROBERT

Introduction

M étant une variété Riemannienne compacte de classe C r , r > 3 sans points
focaux, Pesin donne une formule pour l'entropie du flot géodésique (ƒ*)» mesurée pour
la mesure de Liouville À:

hx(f)= f Wv)d\(v)
JSM

où %{v) est la courbure moyenne au point m = w(v) de l'horosphère (dans M) passant
par m orthogonal à v.

La démonstration de cette égalité s'effectue en trois étapes:

1) Inégalité de Ruelle.

Si M est compacte et T : M —+ M est un C^difféomorphisme préservant la
mesure //, on a l'inégalité:

/
M

où XT(3 ?) e s t ^a somme des exposants caractéristiques de Lyapounoff positifs.

2) Première formule de Pesin.

Si on suppose de plus que T est C1>a et que fi est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue, alors (*) devient une égalité.

3) Deuxième formule de Pesin.

Une manipulation de l'intégrale permettra alors de prouver l'égalité cherchée.
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PRÉLIMINAIRES

1. Définition de l'Entropie.

Les démonstrations peuvent être trouvées dans [M2,pp.207-226] ou dans [RI]; je
ne les expliciterai pas.

V et Q étant deux partitions de M, on convient de noter V(x) l'élément de V
contenant x € M et V V Q. la partition engendrée par V et Q.

On définit alors:

l'entropie de V comme

et l'entropie relative de V par rapport à Q comme

r\Q)
MQ)

On aura alors H^V V Q) = /T^(ô) + H^VIQ) et, si P est plus fine que Vç>:

Si T : M —* M préserve alors la mesure p, on définit l'entropie de T relativement
à la partition V comme

- n-\

MT,-P)= Hm -HpCslTi
n—*oo n *

3=0

On a alors h^T^)

La suite du second membre étant alors décroissante, il vient

Autre écriture.

Si on remarque alors HpÇP) — fM—log fi(V(x))dfi(x), appelant Vn la partition

JJo1 T-'V, on a la formule

- -
n
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Le théorème de Shannon-McMillan-Breiman, qui permet d'assurer la convergence
de la suite de fonctions (— l/nlogfjt(Vn(x)))n£N dans £} pour le cas où V a une entropie
finie, nous permet d'écrire

M T ^ ) = / - lim (-\oSfjL(Vn(x))) dfjtix).

Si on appelle alors entropie mesurée de T le réel h^ÇT) = sup/^(T,7>), et si
vune suite croissante de partitions engendrant la tribu Borélienne de M, le

théorème de Kolmogorov-Sinaï nous assure

2. Exposants de Lyapounoff-Théorème d'Oseledec's.

Voir [O] ou [M2,pp.267-281]

Si T est un difféomorphisme sur M compacte, il existe un ensemble A c M de
mesure pleine pour toute mesure invariante vérifiant:

{ 3À!(aO> X2(x)> ...>Xm(x)

SE^x) e Mx) e . . . © Emix) = TXM

v î 0 = > A,(ar) = lim i/n
n—•oo

On appelle Ei{x) les espaces caractéristiques en x et K(%) les exposants de
Lyapounoff associés. On pose alors

1. INÉGALITÉ DE RUELLE

L'idée de la démonstration consiste à choisir une partition de M qui permette de
mesurer les exposants de Lyapounoff.

Pour ce faire, Ruelle [R2] utilise une triangulation de la variété, tandis que Mane
[M2,pp.281-285] préfère utiliser le Théorème de Nash-Moser.

Soit donc un plongement isométrique de M dans R*.

M étant fermée dans R*, pour tout y G R*, il existe x = TT(T/) dans M vérifiant
d(y,x) = infmejvr d(y, m) = d(y,M), y appartient alors à l'espace affine (TxM)1-
orthogonal à TXM passant par x.

Si on note alors Bt{(TxM)L) la boule de rayon e centrée en x contenue dans cet
espace, ceci prouve le résultat suivant:
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Pour tout e > 0, l'ouvert Me = {y G R' | d(y, M) < s} est

M£ =

La continuité du rayon d'injectivité de l'exponentielle normale sur M compacte
permet alors de trouver eo > 0 tel que (xi, x%) € M

an ^ x2 = > S e o((T r iM)x) H B€O({TX1M)*-) = 0.

Ceci permet alors de prolonger T : M —• M en 7b : Meo -* Meo difféomorphisme
sur son image et vérifiant:

7b : M —> M et T0(M = T

(
Var€ M,

f
1 )x|l < V2

Soit un indice j fixé, à x e R on associe Tj(x) la tranche de M par Thyperplan
= X.

Appelant E;- = {x e R | fi(Tj(x)) ^ 0}, le fait que /i soit une mesure de
probabilité entraine que £,* est au plus dénombrable.

Ceci permet donc, R/Q étant non dénombrable, de trouver x = (x\,... xt) tel
que pour tout q € Q, et tout j G [1,£\9 on ait / /(7}(XJ + g)) = 0.

On effectue alors une translation ramenant (x\,... x )̂ en (0 , . . . 0) et on considère,
n > 1 étant donné, la partition P n de R* en cubes de la forme

f«Lj«L±ifx...xf«>«±ifi
[n n [ [n n [

La suite de partitions CPn)n>i engendrant la tribu Borélienne de M privé d'un
ensemble de mesure nulle, comme la partition Vmn est plus fine que Vm V Vn, le
théorème de Kolmogorov-Sinaï montre

= lim hAT,Tn
n-*oo

Comme de plus h^(T,Vn C\M) < H^Vr, n M\T~x(J>n n M)), la concavité de
la fonction x *-* log x montre

Si on pose alors vr,n(x) =#{B €Vn\B(~) T~l(A) ̂  0} pour x € A, on a

h4T,Vnr\M)< f
JM
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On pose alors vr(x) = l imsup,, .^ i/rjn(a0 et le théorème de convergence
dominée de Lebesgue montrera alors

< / \oguT{x)dii{x).
JM

Cette inégalité reste bien entendu vraie si, au lieu de T prolongé par To, je
considère Tn prolongé par TQ\ j'ai donc

n JM
< / -JM n

Le fait que To
n soit un difféomorphisme sur son image montre alors, en appelant

Go le cube [-1,1]*:

VT»(X) < sup# {P € Vi | (y + (DxTÏ)Qo) O P ± 0} ,
y

Cette inégalité étant renforcée si je considère à la place de Qo un parallélépipède
le contenant.

Soit donc Q un tel parallélépipède dont les vecteurs de base (e*)i<;b<* soient

(1) Soit dans un espace caractéristique Ei(x)

(2) Soit dans ^

y € R* étant alors fixé, le parallélogramme (y + (DXTQ)Q) aura pour côtés
(\\(DxTfî)ek\\)\<k<i, un lemme simple montre alors que le nombre de cubes de côté 1
le rencontrant est inférieur au produit des longueurs des côtés supérieurs à 1 multiplié
par une constante, on a alors

Cste I J \\(DxT£)ek\l
||(DxT0»)efc||>l

et donc

lim sup — log ir*, (ar) < ^ J ^%(x) dun Ei(x) = XT(X)-

II suit, après une autre utilisation du théorème de convergence dominée

M T ) = lim -h^Tn)< f lmsup«

h^(T)< f
JM
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2. P R E M I È R E FORMULE DE PESIN

La première démonstration de cette formule, donnée par Pesin dans [PI], rentre
dans le cadre d'une étude beaucoup plus large concernant en particulier les variétés
stables et instables. Cette étude n'étant pas nécessaire à la démonstration, nous suivrons
plutôt le plan de celle donnée par Mane dans [Ml].

Cette démonstration comprend deux étapes:

Première étape.

Si y, invariante est absolument continue par rapport à une autre mesure v, si
p : M —•](), 1[ est telle que (logp) soit intégrable par rapport à //, on a

> f
JM
f hl/(T,p,x)dft(x)
M

où M T , p, x) = lim sup ( - »/„ log v(Sn{T, p, x)))
n—*oo

et Sn(T,p,x) = {y € M | VO < j < n,d(T'(aO,ï*(y)) <

Démonstration. — On pose rn = e"n et Un = {x € M \ rn+î < p(x) < rn}y

comme on a nfi(Un) = fUn ndfi(x) < / ^ [— logp(ar)] d/i(z), l'intégrabilité de (logp)
entraine alors la convergence de la série de terme général ( î / )

On construit alors une partition V en utilisant l'existence de C > 0 et pour tout
r < diam(M), d'une partition ÇPr) de M en parties de diamètre inférieur à r dont le
cardinal soit majoré par

Les atomes de la parition V seront alors les (Un C\ P) pour P € VTMX.

On aura alors pour x 6 Un, diamV(x) < rn+\ < p(x) et la convergence de
52 nfx{Un) montrera, avec la concavité de x *-* log a;, que V a une entropie finie.

Notant alors Vn = Vj=o T~jV, on aura

= J
L'absolue continuité de fi par rapport à v entraînera

lim ,^ , NV = f -r- ) (z) v presque-partout.
n-oo vÇPn(x)) \du) V M V

On aura alors

l i m ( - - l o g t i O > n ( x ) ) ) = l i m f - - > )
n->c» \ n / n-*oo y n

+ hm ( log
/i(^n(ar))\

u(Vn(x))Jlog

lim f~-logM^n(«))>) = lim f--Iogi<7>B(ar))) ^ P"P-
n~*oo \ n J n-*oo \ Tl J
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L'inégalité diamP(ar) < p{x) entrainant Pn(x) c 5„(T, p, ar), on aura

et donc

> / hu(Tip,x)dfji(x).
M

Deuxième étape.

Supposant alors que T est Cl*Q et que v est la mesure de Lebesgue, le problème
consiste à trouver, e > 0 étant fixé, N > 1, p : M —•](), 1[ et A" C M vérifiant

(1) Qog/>) est //-intégrable,

(2) M*c ) < ^

(3) M T " , p, a;) > Ar[x^(ar) - e] pour ar e K.

En effet, on aura alors:

/
M

où C majore X T ^ ) P o u r ^-presque tout ar G M.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que (*) est une égalité.

Démonstration. — Cette démonstration étant longue et technique, je ne la
détaillerai pas, me contentant d'en exposer les idées principales.

Notant Eu(x) = © A . ( x ) > 0 #(*) et Ê°(x) = ©Ai( j r )<0^<*). si on pose E,- =
{a: G M | dim Eu(x) = j } et fij(A) = ^(A n Ej)//x(Ej) quand ^(Ej) ^ 0, la linéarité
de l'entropie permet d'écrire h^(T) = J3^ ( E .^o ^/*j(r|Si) e t o n P e u t a l o r s s e contenter
d'effectuer la démonstration pour M = E j . J

L'idée consiste alors à assimiler M à un espace vectoriel par le choix d'un atlas,
ce qui permet de parler de graphes et de dispersion de ces graphes.

Le fait que v soit la mesure de Lebesgue permettant d'écrire

v(A) = B(x) f v\y+B*w CA n (y + Eu(x))) dv\EHx)(y)
•/E°(r)

où f|E°(aO et 2/|y+f;u(r) sont les mesures de Lebesgue sur les deux espaces affines et B(x)
1'"angle" entre ces deux espaces.
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On pose alors An(y) = Sn(TN, p, x) D (y + Eu(x)) et on cherche à minorer

, p, x) = lim sup( — log /
n—•oo v n JE°(x)

> lim sup ( — log sup

> lim sup inf ( —
n—>oo y£Ea(x)\ 71

e > 0 étant donné, les théorèmes d'Egorov et Birkhoff montrent alors l'existence
de Ko C M, N > 1, A > /? > 1 tels que fi(K^) < e et, posant g = TN

( Vüe^wJKD^HI^Aiiiii
Var G 7̂ 0, Vn G N, l Vt; G ̂ ( x ) , ||(Dr»

n)tF|| < /?n||t;||

i (VnN) log | det(J3,*B)|E-W| > XT(^) - c

Posant alors p(a:) = £N(a:) où AT(x) = min {n > 1 | flfn(ar) G Ko) et Ç est petit, on
a la propriété que si a: G Ko, gn(x) G Ko, y G E°(x) et An(y) ̂  0, alors ö"(A„(y)) est
un graphe dont on majore la dispersion, on peut alors en majorer le volume et donc:

Cste> / |det(D2flf")|TxJ

et la troisième inégalité permet de conclure.

3. DEUXIÈME FORMULE DE PESIN

Dans le cadre du flot géodésique d'une variété compacte sans points focaux,
Tergodicité de la mesure de Liouville limite à cette seule mesure les cas d'application
de l'égalité ci-dessus, les conditions de régularité étant satisfaites pour une métrique C3.

Si à v G S M on associe un parallélépipède 77 (v) de l'espace instable Eu(x) et si
on pose

VoKdflIiv)) _-, x f
Xt(v) = W W ) tiv) =

Ces deux quantités seront indépendantes du choix de 77(v) et on aura

Xf(v)= lim VnlogAn*(t>)= lim VnlogÂ^(u)

La première égalité provient directement de la définition, alors que la seconde
vient du fait que (d*K)\E*{y) et son inverse ont des normes bornées uniformément sur
SM.

Remarquant alors Xni(v) = Ilj=o ^t(f**(v))* o n a

hx(ff)= f xUv)d\(v)= f lim -]TtogAt(/^(t;))rfA(t;).
JSM JSM n-*°° n fr£
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Le théorème de Birkhoff permet alors d'écrire

hx(ft)= f logXt(v)dX(v)
JSM?SM

On aura alors

M/1) = 7M/ t)=/ \\og\t{v)d\{v)
1 JSM t

et, de même hx(f
l) = - logÂ7(v)d\(v)

JSM *

On exprimera alors limt_>o l/i^ogXt(v) et limt_+o VtlogÀt(v) e n tenues de cour-
bures principales de l'horosphère.

Remarquons que, la métrique étant de classe C3, les fonctions de Busemann sont de
classe C2, donc les horosphères aussi, ce qui assure l'existence des courbures principales.

Soit donc (ej(u))i<i<n_i la base orthonormée de v1 formée des directions des
courbures principales de l'horosphère et I<i(v) les valeurs de ces courbures.

Appelant alors (&(v))i<i<n-i la base de Eu(v) vérifiant dirÇi(v) = ei(v) et
Yi(t) = dndftÇiiv) le champ de Jacobi limite défini par la valeur initiale Yi(0) = e«(tO,
la définition de Thorosphère montrera Y/(0) = — Ki(v)ei(v).

Si je choisis alors pour parallélépipède celui basé sur (&Cu))i<*<n-i> ^e Pa~
rallélépipède dird^üiv) sera basé sur (yi(/))i<i<n_i et Xt(v) sera le déterminant de la
matrice donnant les YJ(t) dans la base transportée parallèlement à (e»(t;)), la dérivée à
l'origine sera alors la trace de la matrice dérivée, c'est à dire

lim x/ilogXt(v) = lim

et la même manipulation sur Xt(v) permet d'écrire

n—1 x , •

où I<i(v) = {Riv, ei(v))v | e,(v)) est la courbure sectionnelle suivant le 2-plan engendré
par v et e,(t;), on a donc

^ A ( / 1 ) = / Wv)dX(v)
fSM

n - l

JSMSM •£
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