
Séminaire de Théorie
spectrale et géométrie

ALAIN DUFRESNOY
Moyenne de formes quadratiques positives et champs magnétiques
Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 3 (1984-1985), exp. no 5, p. 1-9
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1984-1985__3__A5_0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Chambéry-Grenoble), 1984-1985, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=TSG_1984-1985__3__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie V. 1
CHAMBERY - GRENOBLE

1984-1985

MOYENNE DE FORMES QUADRATIQUES POSITIVES
ET CHAMPS MAGNETIQUES
par Alain DUFRESNOY

§ i. INTRODUCTION.

2
Dans IR , l'opérateur de Schrô'dinger associé à un champ

magnétique B(x,y)dxAdy peut se mettre sous la forme (très disymé

trique)

Cet opérateur est associé naturellement à la forme quadratique (non

partout définie) sur L2(IR2,<T)

soit encore, si on désigne par $ une fonction telle que — (x,y) = a(x,y) ,

Dans la suite, nous supposerons que $ est continûment diffé-

rentiable sur [0,1] x [0,1] (ceci est possible dès que B est continu)

et considérons

2
Si on définit, pour chaque x 6 fO, l] , Q sur L y par

Q x ( g ) - f | | ; I I < ) 2

X "[0,11 "
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et en désignant par f l'application y •— f(x,y) , on a

Les formes quadratiques Q ont même domaine de définition,
x1

H ([0,1]) , et de plus ces formes quadratiques sont égales à une trans-

formation unit

cation par e

o
formation unitaire près de L [0,1] f qui nfest autre que la multipli-

Le but de ce qui suit est d'étudier le bas du spectre de

(l'opérateur auto-adjoint associé à) la forme quadratique q ; en fait,

nous n'obtiendrons d'informations que sur les deux premières valeurs

propres.

La motivation était d'obtenir des informations sur le compor-

tement asymptotique des valeurs propres de H(a) dans le cas où

B(x,y) ^ oo . [A l'heure actuelle, cette préoccupation est sans
(x,y)-°°

objet, Colin de Verdiere ayant résolu le problème}.

Pour cela, on suivait l'article de C. Feffermann [2], le seul

intérêt (s'il en a un) étant de donner une démonstration très simple

d'un succédané du lemme fondamental de [2] dans le cas particulier

du champ magnétique. Inutile de préciser que la plupart des idées sont

extraites de Ï2 I.

Dans la suite, on utilisera sans références des résultats clas-

siques qu'on peut trouver dans [31.

§ 2. MOYENNE DE FORMES QUADRATIQUES.

Ceci amène à dégager la situation suivante : dans ce paragra-

phe, H désigne un espace de Hilbert et pour x € [0,1] , U une
x

famille continue de transformations unitaires de H conservant le do-

maine d'une forme quadratique Q fermée positive. On désigne par q
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2'Mla forme quadratique (non partout définie) sur L ([0,1],H) par

q(f) = j ÜHÏII + Qv<fJdx o ù Q<Vz) = Q (g, .

Pour une forme quadratique q semi bornée, on notera

\x(q) = Inf q(g) .

IWH?
Remarque. - II n'est pas difficile de voir que même si

X-(Q) = 0 , on peut avoir \ (q) > 0 ; pour s'en convaincre, on peut

par exemple considérer H = ]R2 , Q une forme quadratique dont les

valeurs propres sont 0 et 1 et U = [ . _ ^ | où 9 Ç E
x ^sin Bx cos 6x )

On vérifie aisément que l'application de -£(Q) dans 1R défi-
nie par Q(cp) = f Q (cp)dx est une forme quadratique sur ^(Q) , que

J 0 x

nous appellerons moyenne de la famille Q sur [0,1] .
x

II est immédiat, grâce au principe du minimax, que

\-(q) £ \1(Q) : il suffit de tester la forme quadratique q sur les
2

applications de L ([0,1],H) constantes.

On se propose de voir que, dans une certaine mesure, l'inéga-

lité opposée est vraie. Mais avant d'énoncer le résultat précis, il nous

faut encore introduire une notation : si Q est une forme quadratique

fermée, on peut lui associer une représentation spectrale

H - ©L2(d(j ) telle que Q(f,g) = E fxf g du et si a 6 K , onn n n n n

désigne par Q&(f,g) = Ç J I n f ^ a j f ^ d ^ .

On a

PROPOSITION l. - Soit H un espace de Hubert et pour

x 6 [0,1] une famille U continue de transformations uni-

taire s de H conservant le domaine d'une forme quadratique
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Q fermée positive, et q(f) = f H|i|| + Q(U (f ))dx ; il
J 0 ôxM xx —

existe k > 0 telle que :

- Xx(q) £ X1(Q) -

Pour cela, on démontre tout d'abord :

LEMME l. - Soit f € Jb(q) et désignons par f 6 H la

moyenne de f sur [0,1] . Alors q(f) z £ Qn2(f ) .

Démonstration. - On a tout d'abord
1 A f 2 1 2 2

qtf) = ƒ I l s H + Qx<f<x»dx ^ XOTT ||f(x)-f || + Qx(f(x»dx .

Notons g ¥+ g la représentation spectrale associée à la forme quadra-

tique Q .

qtf)
0

ou encore

q(f)

dfoù

q(f)

1 2 -
Mais le terme de droite est exactement - Q (f) -

Démonstration de la proposition 1. - Soit 0 <; x < 1 fixé,

et soit f € ^(q) ; alors, soit q(f) s \||f||2 , soit q(f) > x||f||2 dans

le premier cas, on a a fortiori

i ^ l dx ^ X||f|| .

Un calcul facile montre qu'alors ||f|) s: (l-'y/\)|)f|| , et grâce au lemme 1,

on a :

q(f) ^ è x X

Pour chaque X , on a donc démontré :
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Qn 1 <sn , on montre aisément que

la valeur de \ pour laquelle cette borne inférieure est maximum, est

inférieure ou égale à \ .

Ceci entraûie, en posant k = "o ( 1 - v T j l'inégalité annoncée.

On se propose maintenant d'obtenir une information sur la

deuxième valeur propre de (l'opérateur auto-adjoint associé à) la forme

quadratique q .

2
PROPOSITION 2. - Si la forme Qn admet comme seule

2
valeur propre différente de TT la valeur propre 0 (avec

multiplicité 1 ), alors il existe |JL (ne dépendant pas de la

forme Q ) tel que le nombre des valeurs propres de la for-

me quadratique q inférieures à p. est au plus égal à 1 •

Démonstration, - Soit V un sous-espace vectoriel de dimen-

sion 2 de H ; alors Qn /V est une forme quadratique positive qui

a une valeur propre supérieure ou égale à rr , donc TrfQ™ /VJ ^ rr .

( 2 A 2

QTT / y ! £ rr ; donc, d'après le principe du mi-
nimax, si X et Xo désignent les deux premières valeurs propres de
—2 2
Qn , on a l i ^ L a n -

Considérons maintenant W un espace de dimension 2 de

L2([0,lJ,H) tel que dans W , on ait q(f) <. v||f||2 où v < l .

L'application f € W — f € H qui, à une fonction de L2([0,l],H) ,

associe sa moyenne est linéaire et injective (||fj|^(1-^/3)||f||) .

Désignons par V l'image de W : c'est un espace vectoriel

de dimension 2 de H . Grâce au lemme 1, on sait que :

qtf) * \
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donc sur l'espace vectoriel V , on a :

, v | | f | | 2 £ - V l ir"

D'après le principe du minimax, on en déduit que Xo ^ —5- et
2 ^ 2

2 (1
donc — v _ o ^ ^- ; cette condition fournit la condition sur v ; on

a v ^ yi , où

Remarques. - Les résultats énoncés précédemment l'ont été

sans aucun souci de généralité. On peut remplacer ƒ |-r- | + Q (f(x))

par une forme quadratique J |vf| +Q (f(x)) où X est une variété
2riemannienne, n étant remplacé alors par la première valeur propre

non nulle du Laplacien avec condition de Neumann.

D'autre part, la condition sur la famille de formes quadratiques

peut être beaucoup assouplie : il n'est pas vraiment nécessaire que

toutes les formes quadratiques se correspondent par une transformation

unitaire-

En particulier, si on considère la forme quadratique

q(f) = ff |vf | 2 + V(g)fdydy

où le potentiel V est positif, la proposition 1, convenablement adaptée,

montre que

_ q(f) *

où Vn est la moyenne sur [0, 11 x fO, l] de lhf(V,n2) •
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§ 3. RETOUR AUX CHAMPS MAGNETIQUES.

Afin de minorer \ (q) pour la forme quadratique

nous avons vu dans le paragraphe précédent qu'il suffisait d'obtenir une

minoration de la forme quadratique Q17 où Q(f) = ƒ |—̂  | dy .

2 2 - y 2 _y
On remarque tout d'abord que Qn (f) = n ||g-g || où gJ

2
désigne la moyenne de la fonction g 6 L sur l'intervalle [0 tl] .
On a donc :

et donc

< • - » . ,

En appliquant Ribini, puis l'inégalité de Schwarz, on obtient :

En exprimant alors la moyenne en y à l'aide d'une intégrale, on

obtient

ÇÇ (g) * r? ||g-h||2 où h(y) =

On a évidemment :

Ceci nous permet d'énoncer :

PROPOSITION 3. - Soit B un champ magnétique sur

fO,l]x[O,l] et $ une fonction qui lui est associée ; alors

jsi q désigne la forme quadratique

on a :
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Remarques. -

1) En utilisant la définition de la fonction $ , on a :
ys)} = fyB(x,t)dt ,0 z

ce qui montre que le choix de $ dans l'expression précédente n'a

aucune influence sur le résultat.

2) Dans le cas où B est un champ magnétique constant, on

obtient :
^ / v 2[", p1 r1/' 2 , . B(y-z) , \ 2 , , 1X-(q) ^ n l - I sin —-— I dydz .

1 L J 0 J 0 V B ( y - z ) ' 2 ; J

Cette inégalité étant très médiocre pour les grandes valeurs de B ,

on remédie à cette situation en découpant le carré fO, 1] x ÎO, II en

carrés de côté g et en remarquant que la forme quadratique sur ce

carré de côté Z pour le champ magnétique q (B(x,y)) s'identifie à
1 , „ 2 ^ y,2 x y
2 x q j ^ fi(-,-)) où q1 désigne la forme quadratique associée à

un champ magnétique sur un carré de côté 1 .

3) II n'est pas difficile d'obtenir quelques minorations de

\ (q) dans le cas où le rapport entre Inf B(x,y) et SupB(x,y) est

borné, ou dans le cas où la dérivée par rapport à x de B est bor-

née par rapport à B . Ceci permet par exemple d'obtenir l'ordre de

grandeur du comportement asymptotique du nombre de valeurs propres

inférieures à \ de H(a) , mais ce résultat est sans intérêt depuis

ru.
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