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INTRODUCTION 

"The philosophical implications are 
unavoilable : we mathematicians need 
physics /". 
Dan Freed & Karen Uhlenbeck» 

in Instantons and Four-manifolds. 

Sur une variété spinorielle X , il existe un opérateur ellipti-

que fondamental ; l'opérateur de Dirac. Son indice est le A-genre de 

X ; c'est une classe caractéristique évaluée sur le cycle fondamental 

[X] . 1 1 semble que ce soit pour expliquer le caractère entier de 
A . 

AlX] que Atiyah et Singer ont été conduit aux résultats qui portent 

leur nom (et bien d'autres). 

L'importance de ces théorèmes et la complexité de leur dé­

monstration ont été les causes de nombreuses tentatives de simplifica­

tion par l'introduction de techniques nouvelles. Ce n'est que récemment 

que E. Getzler a pu faire un progrès significatif dans ce sens. Les 

idées qu'il utilise reposent sur l'important travail de E. Witten et 

Alvarez Gaumé (voir [BI l ) . 

En interprétant les objets géométriques comme des quantités 

physiques, c 'est-à-dire exprimés avec mie unité, E. Getzler établit un 

équilibre entre la géométrie de X et celle du fibre des spineurs sur 

X . Cela conduit à un nouveau calcul symbolique qui permet une dé­

monstration plus directe du théorème. 

Soulignons que d'autres preuves sont apparues dans la même 

période notamment celle de J .M. Bismut [BT] et celle de N. Berline 

et M. Vergne [B-Vl. 
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Il est remarquable que le concept de spineur venant de la phy­

sique, les nouvelles démonstrations (et les idées qu'elles mettent en 

avant) en soient également issues. 

Le texte qui suit n'est ni une nouvelle démonstration, ni une 

exposition détaillée de l 'article fGR], il a été conçu comme un guide 

pour sa lecture, renvoyant à celui-ci pour les détails techniques. 

Après un rappel sur les généralités algébriques et l'opérateur 

de Dirac, nous avons tenté d'expliquer le rôle du calcul symbolique dans 

la démonstration. 



11.5 

GENERALITES 

A - Algèbre de Clifford. 

1. DEFINITION. - L'algèbre de Clifford du k-espace vectoriel 

V relative à la forme quadratique Q définie sur V est 

C(Q) = T(V)/I(Q) où T(V) est l'algèbre tensorielle de V et 

I(Q) l'idéal bilataire de T(V) engendré par les x®x - Q(x).l 

(nb : si Q = 0 on obtient AV ). 

2. Propriété universelle : si $ : V -* A (algèbre unifaire) 
2 

est une application linéaire qui vérifie $(x) = Q(x)l 

(VxÇ V) $ admet un prolongement unique $ : C(Q) - A , 

homomorphisme d'algèbre. 

3. Si V est euclidien (ou hermitien) ; ( , ) note son pro­

duit scalaire C(V) est l'algèbre de Clifford relative à Q(x) = -(x,x) . 

Propriétés de C(V) : 

i) C'est l'algèbre engendrée par V et les relations 

v. w + w.v = - 2(v,w) . 

ii) Si (e.). . est une base orthonormée de V , alors : 
2 J J â l 

e. = - 1 et pour i jt j , e . .e . + e.-e. = 0 . 
i * 3 j i 

iii) O(V) agit sur C(V) par automorphisme d'algèbre (cf. 

la propriété universelle). 

iv) C(V) et AV sont isomorphes comme espace vectoriel : 

c m t 8 a : application symbole. 

*• 9 : application de quantification. 

On a la formule de produit : soient a et b dans C(V) , 

a(a.b) = ij[exp-(5,a)(a(a)<g>a(b))] 

qui doit se lire ainsi : 
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U : AV® AV —- AV 

a <g> b '—- aAb 

( ô , ô ) : AV®AV —*- AV®AV 

(a^.- .Aap)® (bjA.-.Ab ) ^ - i : ( - l ) P + l + i " 1 (a i f b. ) (a 1 Aa i A. . .Aa ) 

® (b1A...Ab.A...Ab ) 
1 J q 

et exp est l'exponentielle d'endomorphismes de AV®AV . ( 9 , 5 ) est 

un endomorphisme de contraction, il est donc nilpotent et e x p - ( 3 , ô ) 

est une somme finie, s est l'adjoint de V® AV — AV 
v® a ••— vAa 

et a celui de V® AV — AV 

4. ftemarque. - Cette construction est celle du produit * de 

AV telle que l'a définie Helmstetter (cf. ÏHrl) : pour f ,g dans AV , 

il pose f * g = n(exp-(ô, f t ) ( f®g)) . On est donc assuré de l'associativité. 

Si f et g sont dans V , (S ,ô)(f®g) = ( f , g ) l®l , donc : 

f # g = fAg - (f ,g) 

et f * g + g* f = - 2(f ,g) (relations de C(V) ). 

On voit en particulier : 

a(a.b) = aAb mod A ' a ' + l b ' ~ 1 ( V ) . 

5. Conséquences. 

i) C(V) admet la filtration Z 9(AJV) et la Z -graduation 
^ m j^m 2 

C(V) = £ 9(A m V) i = 0 , l . 
I ra=il2] 

ii) Si ( e . ) , . est une base orthonormée de V ; 

(e e* ) est une base de C(V) . 
II p 0<sp<;n 

i 1 < . . . < i p 

iii) On définit 1»anti-automorphisme " sur cette base : 

' i ! e Ù = ( _ 1 ) e i p % 
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B - Représentation spinorielle et groupe Spin. 

L'algèbre C(V) est représentée dans l'espace des spineurs. 

On en déduit les représentations irréductibles de C(V) ; ceci permet 

aussi de construire un groupe Spin(n) relèvement à deux feuillets de 

SO(n) . 

2 
I . L^exemple de R 

2 
(e ,e ) est la base orthonormée canonique de IR . 

2 
C(1R ) est donc engendrée par l , e ,e ,e -e qui vérifie 

« ^ i « i « 
2 2 

e = e = - 1 , e -e = - e .e . C'est donc H l'algèbre des qua-
V *L JL c* c* -L 

ternions. 

6. THEOREME. - La complexifiée C (IR2) de C(IR2) 

s'identifie à M (C) . 
Ci 

C (M2) = C((C2,Q) algèbre de Clifford de <C2 relative à la 

forme bilinéaire symétrique Q déduite de - ( , ) . 

Posons : 

m = f (e^ ieg) , p = ^ V ^ et S = A.(Cm) = ¢ 1 0 Cm . 

C-QR2) agit sur S par p : C (IR2) —^ End(S) l'homomorphisme 
iL CL 

d'algèbre défini par : 

p(m)[m'l = mAm' 

P(p)[m'l = 2pj m' , m ' eS 

(p est identifié à l'élément de (Œm)*Q(p,.) ), alors dans la base 

(l,m) de S 

("0 - 1 
P(eJ = 

Li 0 

(matrices de Pauli). 

p peut être restreint à M , 

*«>-[; ; ] • p<w=[~; ;] 
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si z = a - i d et Si q = a + b e i + c e 2 + d e i . e 2 , p(q) = \ z " ^ ' 1 

z' = b+ic . Donc, si ||q|| = 1 , p(q) ç SU(2) . 

p est un isomorphisme de groupe de {q/ | |q | | = l} sur SU(2) . 

7. Le groupe Spin(2) . 

SO(2) agit sur H = C(K2) : si R est la rotation d'angle 0 

fi = W et f
2
 = Ve2> • fr f2 = ei'e2 • 

On en déduit donc une représentation de SO(2) sur End(S) : 

R e (a+be 1+ce 2+de 1 .e 2 ) = a + (bcos 6 - c sin B)e 

+ (bs in6+ccos0)e + de -e 
c\ y Ci 

(a ,b ,c ,d € <C ). 

Peut-on déduire de l'action de R sur End(S) une action de R 
9 0 

sur S ? Non, on n'aura qu'une représentation projective. On identifie 

P(S) aux idéaux minimaux à gauche de End(S) en associant à u € P(S) , 

I(u) l'idéal des endomorphismes s'annulant sur u (on vérifie que I(u) 

est minimal et qu'ils sont tous de ce type). R agit alors sur P(S) 
6 

par p( 9) : 

u = (a,0) 6 P(S) 

P(9) 

: e , e 
P(9)(u) 

'0v - a v ' 
- l(u) =\\ ) v ,w€ <r 

,3w -aw, 

= ye 2 a , o 2 p j - lte l (u) = Jf 

On voit que p(SO(2» c PU(2) 

On a donc le shéma : 

SU(2) 

P 

SO(2) PU(2) 

P étant l'application projective. 
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8. DEFINITION. -

Spin(2) = p*(SU<2)) = { (R e ,M)€SO(2)xSU(2 ) /p (R e )=P(M)} 

0 
e -

ii 
P(M) = p(R ) « M = ± 

9 V 0 « Z 

On a donc : 

Spin(2) *• SU(2) 

i 0 i 
SO(2) - PU(2) 

Spin(2) agit, comme SU(2) , sur S par relèvement de p . 

S = A ©A qui scinde la représentation, d'où : 

p : Spin(2) —>-AutA p (S0) est la multiplication par e 
1$. 

p" : Sjpin(2) —^AutA1 p~(SJ est la multiplication par e 2 

9 

ces deux représentations sont irréductibles et non équivalentes, c'est le 

cas en toutes dimensions paires. 

I I . Regresentat ion_s2 inor ie l1e . 

9. En dimension paire : dim V = 2n . 
_, 1K 

V est le complexifié de V , C(V) l'algèbre de Clifford de 
<C 

V relative à la forme bilinéaire symétrique Q déduite de - ( , ) . 

Soit (e.) , . „ une base orthonormée de V . Pour k , l ^ k ^ n , on v j'l<j£2n 
pose : 

m k = \ ( e 2 k - l + i e 2 k } e t P k = \ ( e 2 k - l " ie2k> ' 

Q(mk) = Q(p^) = 0 , Q(mk ,P ] c) = - | . 

Sbit M l'espace vectoriel engendré par l e s m, et P celui engendré 

par les p , V = M © P et Q établit une dualité entre P et M 

qui sont totalement isotropes maximaux. 

L'espace des spineurs est S = AM . 
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V et V agissent sur S par p : 

a € S , m 6 M =* p(m)(a) = mAa 

p Ç P => p(p)(a) = 2 p j a (p est identifié à Q(p, - ) 

dans M* ) . 

(Remarque : M étant totalement isotrope, le produit de Clifford dans 

M s'identifie à A ). 

Cette action s'étend à C(V) (on vérifie la propriété universelle) : 

Soient m 6 M et p 6 P , 

p(m+p) (a) = p(m+p)TmAa + 2p J a] 

= 2(mA(pia)+pj(mAa)) 

= 2(m A (pj a) + (pjm)a -mA(pj a)) 

= 2Q(m,p)a = Q(m+p)a . 

Donc 

Vv Ç VŒ p(V)2 = Q(v) 

10. THEOREME. - p : C(V)—^End (S) est un isomorphisme 

d'algèbre. 

Preuves . - C'est un homomorphisme d'algèbre, comme on 

vient de voir, de plus dim C(V) = 2 2 n = (2 n ) 2 = dim End (S) . Il suffit 

donc de vérif ier la surjectivité : 

l'endomorphisme qui envoie m.. A...Am^, sur m{ A... Ain* 

et envoie l e s autres vecteurs de base de S sur 0 , est réa­

l isé par : 

P<Pe i P e n ^ ) • P<mi m
n > ° P(Pix Pik> 

à un scalaire près , si f e - . . . e „} U {J-...J ] = f l , . . . , n ] . 

1 n-gJ 1 Z 

On voit que P I V Œ a S ^ e n modifiant la parité du degré, donc : 

Pi^î /T7\ la i sse stable S et S les demi-spineurs de longueur r e s -

! c o ( v > 
pectivement paire et impaire et Pi ~ se scinde en deux représen­
tations p et p à image respectivement dans End(S ) et End(S ) 
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11. En dimension impaire dim V = 2 n + l . 

On utilise le lemme : 

n +1 
C(lRn) et C0(1R ) sont des algèbre s isomorphes : 

• •••• __ i -t 

si (e.)„^. ^ est la base canonique de IR , soit 
i ' l^i^n+1 * 

M I 1 

f : IRn —*- ^ft(IR ) homomorphisme linéaire 

e. h-*- e . -e _ 
i i n+1 

r/ x2 2 2 2 
f ( x r = x • e j • x • e _ = - x e ^, = x = - (x, x) . 

* n+1 n+1 n+1 

La propriété universelle est vérif iée, f se prolonge en un 

homomorphisme d'algèbre sur C(IR ) qui est injectif. (De même 

C(ïït ) et C (E ) sont isomorphes). 

Ainsi, en fixant un axe e dans V , on a une représenta­

tion de C (V) par celle de C(W) si V « W© Ute . 

~ 3 
Par exemple : représentation spinorielle de CQ(^ ) • 

3 9 
e ,e ,e est la base canonique de IR . C(IR^) = H . Une base de 

1 2 o 
C (IR3) est 1 , e -e , e e ,e e ; Pisomorphisme du lemme : 

U i 2 1 o 2t o 

V Cn(IR3) C(1R2) 

e i e 3 — " 6 1 
e 2 G 3 — " G2 
e i G 2 — ^ G i e 2 

p( e i e
Q ) p(e

0
eQ^P^eieo) redonnent les matrices de Pauli . ([L-L] et [D-F-N]). 

1 ô et O X Ci 

12. Irréductibilité. n(n+l) 
~ 2 

n est quelconque. On définit dans C(V) uu = i e e , 

(e.)„ . étant une base orthonormée de V . 

On remarque qu'il ne dépend pas de la base et son symbole est 
n(n+l) 

2 au (i) p r è s , la forme volume de V . 
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uu.e. = ( -1) e.-uu e t uu . •= 1 -

Donc : 

• si n est impair, uu est dans le centre de C(V) et 

C (V) = wC (V) , donc C(V) = C0(V)©uuC0(V) isomorphe en tant qu'al­

gèbre à C (V) <g> (<C©uuC) et toute représentation de C(V) se ramène 

à une représentation de C (V) . 

C (V) est une algèbre de matr ice, donc 

p ip /Vv est irréductible. 

• Si n est pair , uu est dans le centre de CQ(V) . On vér i ­

fie de plus p (uu) = Id, + et p (uu) = - M | g - • 

Posons : 

uul = -(1+uu) , uu2 =-^(l-w) , (uul"ju2 = 0) . 

C (V) = uu C (V)©ou0C (V) est donc la somme de deux idéaux bilatères 
U L U Ci U 

qui sont des algèbres de matr ices . 

pf(uux) - I d g + , p " ^ ) = P+((JU2) = 0 , p"(uu2) = Id g - et de plus, p 

et p~ sont surjectives sur C (V) . Pour des raisons de dimension 

p f est donc un isomorphisme de U^CQOO sur End(S ) et de même 

P" d e UU2^0(V) S U r E n d ( S " > • 

Les représentations p et p" sont donc irréductibles. 

De plus, elles sont non-équivalentes (sinon 

pf('JU2) = 0 * p"(uu2) = 0 !) 

I I I . §2in(V). 

Supposons d'abord n = 2m = dimV . C(V) est une algèbre 

de matr ice, tous ses automorphismes sont intérieurs, a € SO(V) agit 

sur C(V) . Il existe donc Y(a) dans C(V) tel que w 6 C(V) , 

a l v ] = ¥(a).v.¥(a)" = Ad(Y(a))Iv] . Y (a) est défini à un scalaire 

près ; on cherche donc Y par linéarisation. 

L'action de SO(V) sur C(V) induit une injection de Palgèbre 
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de Lie so(V) dans les dérivations de C(V) . 

Soit A 6 so(V) , on cherche donc Y*(A) dans C(V) tel que 

W € C(V) , Alv] = ad(Y*(A))[y] en exigeant que la composante scalaire 

de Y (A) soit nulle. 

Il y a alors unicité de la solution, on vérifie par le calcul que 

c'est 

Y* = so(v) —* C(V) 

A H-*- — ,S.a. .e.-e. si A = [a..] antisymétrique 

dans la base e. • „ . 
j | l £ j * n 

(2) 
Notons C (V) l'espace vectoriel engendré par les (e. .e.). . dans 

C(V) . y* est un isomorphisme de so(V) dans C*2*(V) . (Y* est 

réelle). 

Y peut se définir par la même formule en dimension impaire, 

n est maintenant quelconque (n>2) . 

13. Par Définition : 

Spin(V) est le groupe multiplicatif de C(V) d'algèbre de 

Lie C(2)(V) , Spin(n) = Spin(Kn) . On voit : 

Spin(V) = {a6C ( )(V)|aVa"1cV et a â = l } , 

et a 6 Spin(V) => Ad(a) définit une rotation sur V . 

On a donc une représentation de Spin(V) dans V : 

p : Spin(V) —- SO(V) 

a *—̂  [x-»a.x.a 1 ; 

p est un homomorphisme de groupe surjectif Kerp = {± 1} . 

Donc, Spin(V) est compact. 

Enfin, grâce à Y* , on peut trouver un chemin qui va de 

1 à - 1 : e , . . . e est une base orthonormée de V 1 n 
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A e = 

cos0 - s i n 0 

sin G cos 0 
B = 

1 0 J 

A - exp9B et y*B = - | e - e 0 . 
b 2 1 2 

0 9 9 

Alors, a(0) = e ^ ^ - e ^ e ) = c o s - - sin - e .e est un 

chemin continu de Spin(V) , a(0) = 1 et a(2rr) = - 1 . 

Donc, si n > 3 , comme ni(SO(n)) = Z P : Spin(n) — SO(n) 

est le revêtement universel de SO(n) et Spin(n) est simplement 

connexe. 

C - Variétés sp inor ie l les. 

X est une variété riemannienne connexe orientée, de dimension 

n > 2 . Soit R son fibre des repères orthonormés directs (fibre prin­

cipal de groupe structural SO(n) ). 

Une structure spinorielle sur X est un revêtement à deux 

feuillets R de R dont la restriction à la fibre F soit 

Spin(n) — SO(n) . 

Donc, les classes d'isomorphismes de structures spinorielles 

sont identifiables aux éléments de H (R, Z ) qui ont une restriction 
1 2 

non nulle à H ( F , Z ) . 
Ci 

De la suite naturelle F - ^ R - ^ X on déduit la suite exacte 

de cohomologie 

... H ^ X f a 2 ) - 2 - * H
1 ( R f m 2 ) - ? - * H 1 ( F f a 2 ) - ^ H 2 ( X , Z 2 ) ... 

X admet une structure spinorielle si et seulement si l'image de i* 

est non nulle, donc si et seulement si 9 est nulle, car H (F, Z ) 
Ci 
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est monogène pour n ^ 2 ; l'image de son générateur par ô est , par 

définition,la 2e classe de Stiefel-Whitney de X . Donc, X admet une 

structure spinorielle si et seulement si uuQ(X) = 0 et alors ses s t ruc-
Ci 

tures spinorielles sont classées, à isomorphisme de fibre p r è s , par 

H \ X , Z 2 ) . 

Ainsi, les sphères admettent des structures spinorielles car 

leur classe de S. W. totale est 1 . 

Pour les projectifs réels uu(IP ) = (1+a) a étant un géné­

rateur de H*(P n ,Z ) et a11"*"1 = 0 . 
Ci 

Donc H? admet une structure spinorielle si et seulement si 

(n+1) = 0[4] (pour plus de détails, voir [M-Sl). 

D - Quelques exemples élémentaires. 

I . Exist ence_ et_nombr es_de_ s t ruc tur es_ sj> inor i e l l e s . 

Soit X une variété riemannienne compacte connexe. Choisis­

sons sur X un recouvrement par des ouverts U. . 

On supposera par la suite que les U. sont adaptés au fibre 

considéré, c 'est-à-dire que la restriction de celui-ci au-dessus de 

chaque U. est trivial et que les intersections deux à deux et ti?ois à 

trois des U. sont contractiles. 

Sbit R le fibre des repères orthonormés directs ( X orien­

table) 

R — X 

une structure spinorielle est un revêtement R —*-R à deux feuillets 

en sorte que 

R - H - X 

soit une fibration principale de groupe structural %)in(n) (n=dimX) 

et que 
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- P 
R — - R —-X 

la restriction aux fibres (au-dessus des points de X ) de p soit la 

projection canonique 

Spin(n) -^*- SO(n) . 

Alors, R peut être défini par recollement, c'est-à-dire : 

i) sur chaque U on considère le fibre trivial 

U xS0(n) 

\ 

\ 

ii) sur u
k

n u
p iWi) le changement de carte est une 

application D k n t , 8 _^rS O ( n ) <fw est ̂  
telle que 

i sur u
k n U f = (f , ) " (relations de cocycle) 

sur u, n u n u f, f n f , = 1 
k e m kg gm mk 

iii) R est alors le quotient de la somme disjointe | 1 (U, xSO(n)) 
k 

par la relation d'équivalence 
x € U k n u e g r g 2 € S O ( n ) 

( x , g 1 ) ~ ( x , g 2 ) „ g 2 = f k € ( x ) . g 1 . 

Alors, u
k

n u
p (k^£) étant contractile 

Spin(n) 
q 

gk£ 

u i nU — - SO(n) 
k € fkg 

On peut relever f à t ravers le revêtement q en g 

On prend soin de choisir ces relèvements en sorte que 

-1 

Posons 

gk£ ( i W 

e, n = g, „grt g , sur u. nu nu 
k£m &k£&£m6mk k i m 
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Alors, q(e. „ ) = 1 , d'où : n x k£m 

1) e, est constant sur U. RU RU pour des raisons de 
kgm k Z m 

continuité ; 

2) c, = ± 1 (ou 0,1 en notation additive). 

e = (e, rt ) est donc une 2-cochaine. On vérifie aisément que 
k£m; 

c'est un cocycle. Il est à valeurs dans K . 
Ci 

La structure spinorielle existe donc ss i e = 0 . L'obstruction 

à l'existence d'une telle structure vit donc dans : 

H2(X,2Z2) 

c'est la seconde classe de Stiefel-Whitney de X . 

Supposons alors qu'il existe une structure spinorielle (g..) , 

toute autre (g'..) s'écrit : 
ij 

g'.. = e..g.. 

où e.. est une application constante de U.nU. dans K_ . De plus, 
ij i J 2 

*ijgjkgki = * 
=> e..G., e, . = 1 

t «» ff' = 1 " J k k l 

njgjkgki 
car e.. est dans le centre de Spin(n) . De même, 

iJ ^ 
e.. = (e..) 

ij Ji 

C'est donc un 1-cocycle à valeurs dans Z (un élément de H (X, 2K )), 
Ci Ci 

On vient d'expliciter l'action de H (X, K ) sur H (X,Spin(n)) 
Ci 

((e..) ,(g..)) —•> (e..g..) • 
i j i j i] ij 

On vérifie aisément que H (X, 2Z ) agit librement sur H (X, Spin(n)) 
* 1 

et que le quotient est en bijection avec H (X, SO(n)) . Le nombre de 
structures spinorielles est donc égal à # H (X, K ) . 

En résumé, on a explicité la suite exacte de cohomologie 

H^X,»^*—* H 1(X fSplnW)-SUH 1(X tSO(n)) — H2(X, Bg) 
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déduite de 

1 —- Z; —*- Spin(n) —- SO(n) —*- 1 . 
Ci 

14. Cas particulier. 

Si n = 2 , l'application q 

q : Spin(2) = S1 —- SO(2) = S1 

est l'élévation au ca r ré . 

Les structures spinorielles sont donc les racines carrées du 

fibre des repères orthonormés directs . 

I I . Les_cas_2§r t içu l ie rs . 

15. Si H est le plan hyperbolique (demi-plan de Poincaré) 

nous allons considérer des variétés de type X = H / r où r est tel 

que X soit une surface de Riemann compacte (T agit par isomé-

tr ies directes). 

Choisissons une trivialisation globale du fibre des repères o r ­

thonormés directs , c 'es t-à-dire une identification de l'espace tangent à 
2 

H en un point à IR . On a donc 

R = M X S1 . 

Tout élément y €T opère sur R par : 

( x , § ) H ^ ( Y ( x ) , Y f ( x ) . § ) • 

Cette opération est isométrique et donc y?(x) 6 s • ^ f î b r ê d e s 

repères orthonormés directs de X , soit R(X) , est donc le quotient 

de H x S par cette action p de r : 

R(X) = H x S 1 /p 1 . 

Le fibre des repères spinoriels sur H est donc trivialisable égale­

ment. 

R = H x S 1 —^ H x S 1 = R 

(x,u) -+ (x,u2) . 
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Nous allons construire la structure spinorielle R(X) sur la 

variété X de la manière suivante : 

R(X) = HxsVp2 

où p est une action de r sur H x S . 
Ci 

La représentation p doit être une "racine carrée de p ". 

Rappelons que le groupe r peut se présenter sous la forme 

r = îYi"" ,Y2g ; ~ r j r Y 2 i - i , Y 2 i l = T 
L'espace topologique H est contractile, on peut donc relever 

l'application YL(X) à travers l'exponentielle, 

IR 
eVk(x> 

YlW 

en une application 0 (x) de H dans IR , et cec i pour chaque k . 
Yk 

Il suffit de définir : 

6 _i(x) = - 6 (x) k = l , 2 , . . . , 2 g - l 

\ Yk 

_i<x) = - e 
Y2g Y2g 

relatio 

type 

k 

6 Wx) = - 6 (x) + 2GTT e = 0 ou 1 
Yôi Yo-

La relation définissant r se traduit par une relation sur les 9 du 

2g 2g 
Z 9 (x) - E 9 (x) - 2en = 2nn 

k=l Yk k=l Yk 

On peut donc choisir G en sorte que n soit pair. On étend alors la 

définition de 8 pour un élément y quelconque de r en utilisant la 

structure de groupe (écrire y comme un mot en les y . ). 
k1 

Les structures spinorielles sont donc définies par : 
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i9Yk (X ) 

P2(Yk)(x,§) = (Yk<x),eke
2 -Sj ^ ± 1 

i \ ^ 

P^kW^kW , 

(et étendue au groupe comme précédemment). 

Toutes les surfaces X considérées admettent donc 2 

structures spinorielles (chacune d'entre elles est déterminée par une 

suite (G, ) k=l, . . . ,2g et e =±1 ). 

16. Le cas des tores est particulièrement simple et se traite 

de manière analogue. 

17. Enfin, pour X = o , il suffit d'utiliser la carte s t réréo-

graphique sur chacun des deux ouverts complémentaires d'un pôle et de 

faire le travail du §L 

E - Opérateur de Dirac. 

S R sont les fibres associés à la représentation de Spin(n) 

dans les demi-spineurs, i . e . on a le diagramme commutatif 

R X S ± - S * R 

! I 
R - X . 

U y a une équivalence entre les représentations p®p et p* de Spin(n) 

ou si g € Spin(n) le diagramme : 

P+(g) P®P±(g) 

1 R
n l s ± - ^ — S* 

est commutatif si c(v®s) = p(v)[s] 
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En effet : 

c(p®p(g))(u®s) = p(gug" )[p(g)(s)l = P(gu)(s) 

= P(g)(p(u)(s)) = p(g)[c(u®s)] 

On peut donc définir des homomorphismes de fibre 

yx* TX®S±(R) -^S+(R) . 

Alors, les opérateurs de Dirac S sont définis par : 
± 

r(S±â) ^ns+R) 
± 

r(T*X®S±R) g r a d > HTX^S^R) 

où T(P) représente les sections du fibre P au-dessus de X . 

v est la dérivée covariante dont héritent S R de la connexion cano­

nique de R . 

SI- e.*., . est un repère mobile orthonormé i|l<a<ai 
± -¾1 

d (s) = X p(e.)[ve#s] 

LE ROLE DU CALCUL SYMBOLIQUE 

A - Pourquoi u t i l ise - t -on le calcul symbolique ? 

Soit X une variété spinorielle compacte et S-»X le fibre 

des spineurs sur X 

S 

X . 

L'opérateur de Dirac, £ , opère sur les sections de S . 

Rappelons que le fibre ci-dessus est somme directe des spi­

neurs positifs et. spineurs négatifs 
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s --= s ©s' 

I 
X 

L'opérateur 3 échange S et S~ , c 'es t -à-dire , si s est 

une section de S (resp. S~ ) dans le domaine de £ , alors 3s est 

une section de S (resp. S ) ce qui définit 

lcœ(X;S+) " lc-(X;S-) 
_oo 

L'index de £+ est par définition l'entier, 

I n d ( ^ ) = d im(Ker^ + ) - dim(Ker(J^)) 

où fi est l'adjoint de £ . 

Comme p(e )*f = - p(e.) et que p(e.) commute avec v . , 
i 

on a 

d'où 

{& f = J*_ 

ind(^+) = d im(ker^ + ) » d i m ( k e r ^ ) . 

2 2 + 
L'opérateur 3 = (3+®£J conserve S et S" . Il est 

auto-adjoint, elliptique et à résolvante compacte. Si \ est une valeur 
2 

propre de i>+ = -^-^+ » n o n n u l l e » alors c'est aussi une valeur propre 
2 

de 3_ = Jfr+3 avec la même multiplicité ; en effet : 

et ^ + * ^ 0 (si x ^ O ) . 

En fait i>+ (resp. J&_) réalise un isomorphisme entre les e s -
2 ô 

paces propres de 3^ et .£_ relatif, aux valeurs propres non nulles. 

Donc, 
2 9 

ind(.»+) = dim(Ker^+) - dlm(Ker^) = trfe-4-®*) - t^e"*-9-) 

- super t r ^ ) . s t r ( e - ^ ) = Ito ( s t r f e " ^ ) ) . 
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Le calcul symbolique doit permettre d'obtenir le comportement 
y 2 y 

e J lorsque t tend vers 0 

Rappelons à titre d'exemple la détermination du développement 

asymptotique de e où A est le Laplacien standard sur une varié­

té riemannienne compacte X [ GYl. 

Posons Z(t) = tr(e ) . 

La fonction Z admet un développement asymptotique au voi­

sinage de 0 en puissance de t , 

L aat . Z(t) = (4nt) 
t>0+ 

i=0 

On se propose de décrire le calcul de a . Rappelons que : 

-tA ^ f e"U(A-X)"1dX (voir ÏSYl), 

où r est le contour de Œ décrit comme suit 

Supposons alors fixé une quantification, c'est-à-dire une appli­

cation de l'espace des symboles dans celui des opérateurs, 

0 : S —*- Opérateurs. 
P 

Rappelons que : 

S m = {p fonctions sur T*X vérifiant 
a B IS^PP(X,§)| * Ca ( 3( l+|S|) 

pour tout r 

tante > 0 } 

m- g 

pour tout multi-indices a, p où C est une cons-
OLp 



11.24 

alors 

Dans le cadre classique, 

( A - x f = O f ( | § | 2 - X ) _ 1 ] + opérateur d'ordre - 3 

e-*A = J e " t X 0 M l ^ - x f ^ d X + reste 

-tA e 

d'où 

= O p [ j e " U ( | ç | 2 - X ) " 1 d x ] + reste 

e - t A = ^ e - t | § | 2 ) + r e g t e 

et tr(e"tA) = tr\Q ( e _ t ' § l ))+ reste 

, -tA 
lorsque e est un opérateur à trace, ce qui est le cas sur une va­

riété riemannienne compacte (mais pas dans JR euclidien, par 

exemple). 

On peut, par exemple, comme dans [ GR1, prendre 

KO (P))fl(x) = - i — J e" i<V'5>p(x,S)f (v)dvdÇ 
y (2TT) T XxT X x 

x x 
où f (v) = f(exp v) , f est une fonction sur X (compacte). 

X x 

Le noyau de l'opérateur O (P) , lorsque ceci à un sens est 

lO (P)](x,y) = - ^ - f jt e" i ( Vy? >P(x ,§)dÇ 
P (2n)n V x 

x 
où v = exp (y) pour y proche de x . Alors : 

y ^ 

t r (0 (P)) = — i — f f p(x,Ç)d?dx (lorsqu'elle existe) 
P (2n)n XJT*X 

d'où, 

tr(e"tA) = - ^ - f J # e'^l d§dx + reste. 
(2n)n "X T x x 

Un calcul élémentaire donne : 

- i j j J e ' ^ l ^ d x = - 1 ^ V o l » . 
(2TT) X T*X (4irt) ' 

X 

On a donc déterminer aft . 
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Remarque. 

Le calcul a été décrit de manière heuristique. Un élément 

important a été omis, il s'agit de l'estimation du reste qui justifie 

l'équivalent asymptotique. Ce travail plus fin donne son sens au calcul 

symbolique. Le lecteur peut se reporter aux ouvrages classiques [GYl , 

t T R ] , [SYl. 

B - Le calcul symbolique u t i l i sé par E. Getzler. 

Dans la situation précise de l 'opérateur de Dirac sur une va­

riété spinorielle, un choix judicieux de l'opération "symbole" (mieux 

adapté aux structures géométriques) permet de mettre en place un 

calcul symbolique plus efficace. 

On vient de voir (§ A) que le calcul classique donne rapidement 

le premier terme du développement asymptotique de l'expression 

tr(e" t A) . Or, l'égalité : 

M < j y - s t r ^ ) - t r ( . - t J * ) - t r ( . - " ? ) 

montre que le terme significatif dans le développement de t r i e + J 

est le terme constant (tous les autres s féliminant), c 'es t -à-dire le 

n/2- ième terme (rappelons que n est pair) . 

Il s'agit donc de faire apparaître ce terme comme le premier 

d'un développement. 

I . L^idee. 

Un symbole p(x,§) est, pour chaque valeur de (x,§) € T X , 

un endomorphisme de la fibre en x , c 'est-à-dire un élément de l 'a l ­

gèbre de Clifford C(T X) . 
X 

Son degré au sens classique, s'il est homogène par exemple, 

est le degré de p(x,§) en ç (c'est un polynôme homogène). D'une 
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certaine manière, ce degré ne tient compte que de la base X . 

Or , dans les généralités,nous avons montré que C(V) (repre­

nant les notations de ce chapitre) est une algèbre dont l'algèbre tangente 

est A(V) . Plus précisément, il existe une application a (que nous 

avons appelée symbole !) , qui est un isomorphisme d'espace vectoriel 

de C(V) sur A(V) . 

La construction de C(V) nécessite une structure euclidienne 

sur V , il est alors clair que si on multiplie le produit scalaire par 

e et si on fait tendre e vers 0 , a tend à être un isomorphisme 

d'algèbre. De plus, de la graduation de A(V) , C(V) hérite par a 

d'une filtration. Pour un endomorphisme de S(V) , donc un élément de 

C(V) , il existe une notion de degré liée à cette filtration. 

L'idée de E. Getzler est d'utiliser celle-ci et de définir le 

degré d'un symbole p(x,Ç) comme étant la somme de son degré poly-

nomiale en § et de son degré comme endomorphisme de S(T V) . Il 

introduit ainsi la géométrie du fibre des spineurs dans le calcul symbo­

lique. 

II• Les_consequences• 

On définit donc le symbole principal comme étant le terme de 

plus haut degré. Rappelons les formules de quantification 0 et de 

symbole a . 

1) Si p est un symbole, on définit l 'opérateur 

(6p)(u)[x] = —^— f e '1 < V '§ >p(x,§)u (V)dvd§ 
(2TT) T X>T*X 

X X 

où u est une section d'un fibre sur X , xÇX , et u est la 

section définie par 

u (v) = T(exp (v),x)fu(exp (v))l 
X X X 

où x(z,t) est le transport parallèle de z à t le long de la 
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géodésique exp (sv) , avec z = exp (v) . 

2) Si P est un opérateur 

[aP(x,§)](u) = Py[ei<eXP* ^•^Tfr.ym]^ 

(remarquons que l'expression de droite n'a besoin d'être définie que 

pour y proche de x ). 

Donnons quelques exemples s imples de symbole. Dans la suite, 

le fibre considéré sera F = S(TX)<8>E où E est un fibre auxiliaire 

(hermitien, connecté). 

1) Si Y est un champ de vecteurs sur X et v la dériva­

tion covariante sur F , alors : 

a(v v ) (x ,§) = (iY J Ç)idF x x x 

(où J est le produit intérieur). 

2) De même 

a ( v y o v z ) ( x , § ) = - I ( Y x J § ) ( Z x j § ) l i d F + | R X ( Y , Z ) 
x 

+ ... + (ivY Z i § ) i d F + ^ B (Y,Z) , x x x * x 

où R est le tenseur de courbure de X vu comme endo­

morphisme de A2(X)<^—C(T X) =* End(S(TX)) et B est la 

courbure de la connexion de E ; (B (Y,Z) est un endo­

morphisme de E ). 

2 
3) Supposons pour simplifier que X = IR , alors l'équation de 

Dirac Jfr est simplement 
â â 2 

3 = e • + en (x-,xr t) coordonnées dans IR , 
1 9xj 2 dx2 1 2 

alors : 

aU)(x ,§) = lx9 dxx + 5 2 ® d x 2 

degré 1 

degré 1 

d'où degrélo(JB)] = 2 . Par ai l leurs, 
2 ^2 

1 ÔX2 
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et donc : 
2 2 

o(3 )<xfÇ) = - | ç | est de degré 2 . 

L'opérateur de Dirac est donc un opérateur d'ordre 2 dont 

le car ré est également d'ordre 2 ! 

4) Dans le cas général, un calcul élémentaire conduit à 

+ 5 
4 
\ 

symbole principal courbure scalaire de X 
ordre 2 ordre 0 

III. La_formule_du_groduit• 

L'originalité de ce calcul symbolique se manifeste dans la for­

mule du symbole du produit de deux opérateurs. En définissant : 

p ° q - = a ( 0 ° 8 ) (où p e t q sont des symboles homogènes de 
P q degré k et £ ) 

an(P»q) = terme de plus haut degré de p°q , 

on a la formule 
1 Rf-L ô x 

a 0(p,q) = e 4 ô § ' d r i fp(x,§)Aq(x,^)l • = 
5=Ti 

p(x,§) (resp. q(x,§)) est un polynôme en ç à coefficients 

forme différentielle et à valeurs dans les endomorphismes de E . 

p(x,§)Aq(x,r|) est le produit extérieur. 

R est une 2-forme à valeurs dans les 2 - formes diffé­

rentielles, en substituant aux champs de vecteurs les dérivations 
7s 7s à r̂  

T ? > — , R ( T ^ > — ) devient un opérateur différentiel à coefficients 
95 ôr| 95 Sri 

2-formes. L'exponentielle est au sens des opérateurs à coefficients 

2 - formes différentielles (en particulier, elle est de longueur finie), 

on l'applique alors à p(x,§)Aq(x,r}) et le résultat est calculé en 

Il apparaît alors que cette formule est non-commutative. 
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Cette formule est établie pour des symboles polynomiaux, 

c 'est-à-dire des opérateurs différentiels. Pour le calcul de s t r i e " J 

nous avons besoin de l'étendue aux opérateurs pseudo-différentiels (en 
2 -1 

particulier pour (J& - \) ). L'extension se fait par la technique 
développée dans Widom fWM]. Elle consiste à introduire un paramètre 

de dilatation du symbole x , si 
n 

P = £ P. ®i«. , P. symbole homogène d'ordre m - j 
j=0 J J J 

et uu. j-forme différentielle (P est de degré total m ). 
J 

On définit : 
n i n i 

P (x ,§ ) = £ P , ( X , T § ) ® T V = Z T J P , ( X , T § ) ® W . . 
x j=o J J j=0 J J 

On traite alors les symboles non homogènes comme des séries 

formelles en x . 

C - La f i n de la démonstration. 

Comme dans le § A, on va être amené à exprimer la super-

trace de e + comme une intégrale du symbole de cet opérateur. 

On va en fait utiliser la formule 
2 2 

(*) s t r ( e _ t ^ + ) = — f s t r f a f e ' ^ + l <x,§))dxd§ 
V ^ (2n)nVM V V Jx } 

pour tout T > 0 . 

La supertrace intervenant dans l'intégration est celle d'un 

endomorphisme de l'espace des spineurs. 

Pour la suite, on choisira x = — - H reste donc à calculer 
2* Jt 

a ( e - t ^ ) ( x , § ) 

La formule du produit de deux symboles p et q appliquée 
i i2 1 au cas p = - § + —B devient : 

Ci 
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<p.«x«.o - ( - i? i 2 ^B(54) + ï6<^(è 'è ) + - + l B > & ? ) 

le terme entre parenthèses devant être considéré comme un opérateur 

appliqué à la fonction q(x,§) . 

Par un calcul algébrique standard, on en déduit le symbole de 
2 

la résolvante de 3 , Q (x) 

VT) = 2̂ K / T 2 ) l / T 

R = (An)"1 

et ensuite celui de e + par la formule 
2 <£< 

soit 

, ( e " ^ ) 1 = ( - l ) " „ ! / e - \ ( T ) n + 1 d x 
T 

<A~ 
Alors 

ind^+ = lim s t r ( e _ t ^ + ) 

(2n) T M v / 

On peut considérer le terme dans l'exponentielle comme le 

symbole d'un oscillateur harmonique en dimension n et appliquer 

alors la formule de Mehler fG-Jl pour le calcul de ce terme. On 

trouve alors la formule classique de l'index 

indU ) = P ch(B)A(R) 
M 

A étant le A-genre et ch le caractère de Chern de E exprimé en 

terme de la courbure B de ce fibre 

Â(R)= d e t r _ 2 ^ 1 
Lsh(R/2rr) J 

B 

Ch(B) = tr(e 2 i n ) . 
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