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INTRODUCTION

"The philosophical implications are
unavoilable : we mathematicians need
physics !".

Dan Freed & Karen Uhlenbeck,

in Instantons and Four-manifolds.

Sur une yvariété spinorielle X , il existe un opérateur ellipti-

que fondamental ; l'opérateur de Dirac. Son indice est le A-—genre de
X ; c'est une classe caractéristique évaluée sur le cycle fondamental
[X] . Il semble que ce soit pour expliquer le caractére entier de
A[X] que Atiyah et Singer ont 6té conduit aux résultats qui portent

leur nom (et bien d'autres).

L'importance de ces théorémes et la complexité de leur dé-
monstration ont été les causes de nombreuses tentatives de simplifica-
tion par l'introduction de techniques nouvelles. Ce n'est que récemment
que E. Getzler a pu faire un progrés significatif dans ce sens. Les
idées qu'il utilise reposent sur 1'important travail de E. Witten et

Alvarez Gaumé (voir [BI]).

En interprétant les objets géométriques comme des quantités
physiques, c'est-id-dire exprimés avec une unité, E. Getzler établit un
équilibre entre la géométrie de X et celle du fibré des spineurs sur
X . Cela conduit & un nouveau calcul symbolique qui permet une dé-

monstration plus directe du théoréme.

Soulignons que d'autres preuves sont apparues dans la m@&me
période notamment celle de J.M. Bismut [BT] et celle de N. Berline

et M. Vergne [B-V].
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Il est remarquable que le concept de spineur venant de la phy-
sique, les nouvelles démonstrations (et les idées qu'elles mettent en

avant) en soient également issues.

Le texte qui suit n'est ni une nouvelle démonstration, ni une
exposition détaillée de 1'article [GR], il a été congu comme un guide

pour sa lecture, renvoyant & celui-ci pour les détails techniques.

Aprés un rappel sur les généralités algébriques et l'opérateur
de Dirac, nous avons tenté d'expliquer le r8le du calcul symbolique dans

la démonstration.
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GENERALITES
A - Algébre de Clifford.

1. DEFINITION. - L'algébre de Clifford du k-espace vectoriel

V relative 4 la forme quadratique Q définie sur V est
CQ = T(V)/I(Q) od T(V) est l'algébre tensorielle de V et
I(Q) l'idéal bilataire de T(V) engendré par les x®x - Q(x).1
(mb : si Q=0 on obtient AV ).

2. Propriété universelle : si % : V- A (algébre unifaire)

est une application linéaire qui vérifie <§(x)2 = Q(x)lA
(vx€ V) § admet un prolongement unique 3% : C(Q) - A ,

homomorphisme d'algébre.

3. Si V est euclidien (ou hermitien) ; (, ) note son pro-

duit scalaire C(V) est 1'algébre de Clifford relative & Q(x) = - (x,x) .

Propriétés de C(V)

V.w t w.v = - 2(V,w) .
i) Si (e.), . est une base orthonormée de V , alors :
J'1gj<n
= - i j o€, + . = .
e 1 et pour i#j , e e ej e 0

iii) O(V) agit sur C(V) par automorphisme d'alggbre (cf.

la propriété universelle).

iv) C(V) et AV sont isomorphes comme espace vectoriel :

0 o : application symbole.

cw __0_>AV 8 : application de quantification.

On a la formule de produit : soient a et b dans C(V) ,
o(a.b) = plexp-(3,3) (0@ ®o(b))]

qui doit se lire ainsi :
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U: AVRAV — AV

a® b — aab

(3,3) : AV® AV — AV®AV
p+i+j—1 A
IAR -
@A ap)® (b,A /\bq)r—>i’2j( 1) (ai,bj)(all\ai/\ /\ap)
® (b /\.../\l;./\.../\b
(B Ae DA A )
et exp est l'exponentielle d'endomorphismes de AV® AV . (5,3) est
un endomorphisme de contraction, il est donc nilpotent et exp-('é,g)

est une somme finie. 3 est I'adjoint de V®AV — AV
v® a — VAa

et 'S celui de V®AV — AV
v® a — aAVv .

4. Remarque. - Cette construction est celle du produit * de
AV telle que 1'a définie Helmstetter (cf. [Hrl) : pour f,g dans AV ,
il pose fxg = u(exp—(S,S)(f@g)) . On est donc assuré de l'associativité.
Si f et g sont dans V , (S,S)(f@g) = (f,g)1®1 , donc :

fxg =1frg - (1,g)
et feg + g=f = - 2(f,g) (relations de C(V) ).

On voit en particulier :

o(@a.b) = anb modA|a|+Ib|-1(V

) .

5. Conséquences.

i) C(V) admet la filtration 2 @§(A'V) et la Z ,-graduation

j<m
c.(v) = =~ en™v) i=o0,1.
1 m=il2
ii) Si (e,), . est une base orthonormée de V ;
j'1<j<n
(€, o...o€; ) est une base de C(V) .
| 'p 0<p<n
i1<...<ip
ili) On définit 1'anti-automorphisme -~ sur cette base :
eilo..-.eip = (—l)peip.--..eil .



B - Représentation spinorielle et groupe Spin.

L'algebre C(V) est représentée dans l'espace des spineurs.
On en déduit les représentations irréductibles de C(V) ; ceci permet
aussi de construire un groupe Spin(n) relévement a deux feuillets de

SOn) .

I. L'exemple de R2

(el,ez) est la base orthonormée canonique de IR2 .

C(IRz) est donc engendrée par l,el,ez,el-e2 qui vérifie

2 _ 2 _ . 'l _
e1 = e2 =-1, e1 e2 = ez-e1 . C'est donc IH [I'algebre des qua
ternions.

6. THEOREME. - La complexifiée Cm(le) de C(IRZ)
s'identifie a MZ(C) .

CC(]RZ) = C(Gz,é) algébre de Clifford de d?z relative & la

forme bilinéaire symeétrique é déduite de -(, ) .

Posons :
1 . _1 ; _ _
m = E(e1+1e2) , P = 2(e1 192) et = A(Cm) = C1® €m .

CC(IRZ) agit sur S par p : C(B (IR2) — End(S) 1'homomorphisme
d'algébre défini par :

pm)[m'] = mAm'

p(p)lm'] =2p.m', m'eS

(p est identifié & 1'élément de (Cm)* é(p,.) ), alors dans la base
(1,m) de S

0 -1 0 i -i 0
p(e)=[ ] p(e)=[ ] p(e~e)=[ ]
' 1 0 2 i o 12 0 i

(matrices de Pauli).

p peut &re restreint & H ,
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e
Si q = atbe +ce_+de.-e ., op@) =]|2 "% si z=a-id et
1 Teeytde, e, -

z' =b+ic . Donc, si |lq|| =1, p(@ € SUE) .
p est un isomorphisme de groupe de {q/|q||=1} sur SU() .

7. Le groupe Spin(2) .

SO(2) agit sur H = C(IRZ) : si Re est la rotation d'angle 6

el-ez .

fl = Re(el) et fz = Re(ez) , fl,f2 =

On en déduit donc une représentation de SO(2) sur End(S)
Re(a+be1+ce2+de1-e2) = a + (bcosb - csin B)e}L
+ (bs1'ne+ccose)e2 + del-e

2
(a,b,c,d€ C).

Peut-on déduire de 1'action de Re sur End(S) une action de Re
sur S ? Non, on n'aura qu'une représentation projective. On identifie
P(S) aux idéaux minimaux 3 gauche de End(S) en assoéiant a uebP(® ,
I(u) l'idéal des endomorphismes s'annulant sur u (on vérifie que I(@)
est minimal et qu'ils sont tous de ce type). R_ agit alors sur P(S

6
par p(6)

—_— Bv -av
u = (0,B) € P(S) —— lu) = ( ) v,w€ T

Bw ~-aw
p(B)

0 8 0

is =iz -1 -i=
_ig i.g Bv -e'leav e "'B e 2y e 2ge 2y

P(B)(u) = (e a,e B)¢—- R _Iu) = =

0 io 6 8 8 ]

e Bw -aw 1'2' 12 "12 i-é-
e Be w -e ae w

On voit que p(S0O(2)) c PU2) .
On a donc le shéma :

SU(2)
P

S0@2) —L2 L PU@)

P étant 1'application projective.



8. DEFINITION. -
Spin(2) = p*(SU@) = {(R,M)€SO(@2)xSU@)/p(Ry) =P M)}
PM) = p(Ry) & M =+ (e-i% 9e)
o 0 e'Z
On a donc :
Spin(2) ———— SU(2)

D Iy

SO@2) — = PU) .

Spin(2) agit, comme SU(@) , sur S par relévement de op.

S = 1\0@/\1 qui scinde la représentation, d'ou :

8
¥ : Spin(2) — AutA? +(S ) est la multiplication par e 2
P P S

i

ol

p— : Spin(2) — Authl p—(Se) est la multiplication par e

ces deux représentations sont irréductibles et non équivalentes, c'est le

cas en toutes dimensions paires.

II. Représentation spinorielle.

9. En dimension paire : dimIRV = 2n .

V¢ est le complexifié de V , G(V) I'algébre de Clifford de

VC relative 3 la forme bilinéaire symétrique ¢ déduite de -(,) .

Soit  (e,), . une base orthonormée de V . Pour k, 1l<ks<n , on
J'1<j<2n

pose :

et

e u Lo  —ie)
m —Z(e ie 2(e2k_1 1e2k ,

ok-1 " 1€gy) Py

~ ~ ~ 1
Gmy = @p) =0, Qum,PY = -3

Soit M I'espace vectoriel engendré par les m, et P celui engendré
par les p, , vl - MeP et Q établit une dualité entre P et M

qui sont totalement isotropes maximaux.

L'espace des spineurs est S = AM .
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V et Vm agissent sur S par p

a€S, mEM = pm)(a) = mAa
p €EP = pp)(a) = 2psa (p est identifié 3 Q(p,-)
dans M" ).

(Remarque : M étant totalement isotrope, le produit de Clifford dans
M s'identifie & A ).
Cette action s'étend a é(V) (on vérifie la propriété universelle) :
Soient m €M et p €P ,

p(m+p)°(a)

p(m+p)mAaa + 2p.al

H

2(m A (p1a)+pi(mAa))

2(m A (paa) +(pam)a -~mA(psa))

2Q(m,p)a = Q(m+p)a .

Donc :
a: ~
wevh o2 = QW .

10. THEOREME. - p: 5(V)—>Endm(S) est un isomorphisme
d'algébre. '
Preuves. - C'est un homomorphisme d'algébre, comme on

2n

vient de voir, de plus dim (V) = 27 = (2n)2 = dimEnd () . 1 suffit

donc de vérifier la surjectivité :

I'endomorphisme qui envoie milA.../\mik sur mjl/\.../\mje

et envoie les autres vecteurs de base de S sur 0 , est réa-

lisé par :
p(pelo -c-.pen-e)op(mlu oo ‘mn)op(pilc ‘”.pil{)
4 un scalaire prés, si [el...en_e} U {jl...]e} = {1,...,n} .

On voit que ¢ 2git en modifiant la parité du degré, donc :

+ -
laisse stable S et S les demi-spineurs de longueur res-

P1Eo(v)

pectivement paire et impaire et se scinde en deux représen-

i ! P1EyW) . -
tations p et p & image respectivement dans End(S) et End(S) .
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11. En dimension impaire dimlRV = 2n+1 .

On utilise le lemme :

C(an) et CO(an+1) sont des algébres isomorphes :

+1
si (ey) est la base canonique de R , Soit

1<i<n+l
n n+l . . .
f: R —>CO(IR ) homomorphisme linéaire

ei — ei'en+l
2 _ _ . 2 2 _ .2 _
fx)¢ = x en+1 X en+1 =-X em_1 X (%x,x) .

La propriété universelle est vérifiée. f se prolonge en un
homomorphisme d'algébre sur C(an) qui est injectif. (De mé&me
Cm") et EO(IRnH) sont isomorphes).

Ainsi, en fixant un axe 32n+1 dans V , on a une représenta-

. ~ = . _ owA

tion de CO(V) par celle de C(W) si V = W® IRezm_1 .
~ 3

Par exemple : représentation spinorielle de CO(lR ) .

€1€5:€5 est la base canonique de IR3 . C(le) = H . Une base de
C 3
CO(IR ) est 1, elez,e1e3,e2e3

& ®%) — cr?)

; 1'isomorphisme du lemme :

1 — 1
e1e3|——>e1

3263 —_— e2

€183 F €19

p(e1e3)p(e2e3)p(e1e2) redonnent les matrices de Pauli. ([L-L] et [D-F-N]).

12. Irréductibilité. n(n+1)
n est quelconque. On définit dans CV) w=i 2 € r--e€ s
(e.), . étant une base orthonormée de V .
j'1<j<n

On remarque qu'il ne dépend pas de la base et son symbole est

n(n+1)

au (i) 2 prés, la forme volume de V .
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w.ej = (—l)n—lej-w et w2.= 1.

Donc :

@ si n est impair, ® est dans le centre de (~3(V) et
61(v> = wéo(V) , donc C(V) = C‘O(V)(BwEO(V) isomorphe en tant qu'al-
gébre a GO(V) ® (C@wl) et toute représentation de 5(V) se rameéne
34 une représentation de C‘O(V) .

CO(V) est une algébre de matrice, donc :

est irréductible.

PIEyM

e Si n est pair, w est dans le centre de GO(V) . On véri-
.'_ -—
fie de plus p (w) = IdlS“" et p W =~ Idls-

Posons :
= 1(1+u)) = 1(1 =0)
wl =3 y Wy T 2 w) (wl-nz— .

(~3'0(V) = wlﬁo(V) @wzéo(V) est donc la somme de deux idéaux bilatéres

qui sont des algébres de matrices.

+ - + - +

et p sont surjectives sur CO(V) . Pour des raisons de dimension
~ +

p*' est donc un isomorphisme de wICO(V) sur End(S ) et de méme

p de wzéo(V) sur End(S") .

+ -
Les représentations p et p sont donc irréductibles.

De plus, elles sont non-équivalentes (sinon

+ -0 = _
p () = 0= p (w,) 0!

III. Spin(V).

Supposons d'abord n = 2m = dimV . C(V) est une algébre
de matrice, tous ses automorphismes sont intérieurs. a € SO(V) agit
sur CO(V) . Il existe donc V(a) dans C(V) tel que wv € C(V) ,
alv] = \f(a).v.‘y(a)—l = Ady(@))[v] . v(@) est défini & un scalaire

prés ; on cherche donc VY par linéarisation.

L'action de SO(V) sur C(V) induit une injection de 1'algébre



II. 13

de Lie so(V) dans les dérivations de E(V) .

Soit A € so(V) , on cherche donc \y*(A) dans é(V) tel que
w € CV), Al] = ad(\y*(A))[v] en exigeant que la composante scalaire
de Y*(A) soit nulle.

Il y a alors unicité de la solution, on vérifie par le calcul que

c'est :
¥* : so(V) — C(V)
1 . _ .
A = ié}jai.ei-ej si A—[aij] antisymétrique
dans la base e.,, . .
jlisj=n
Notons 0(2) (V) l'espace vectoriel engendré par les (e..e.) dans

i 7jli<j
C(v) . v* est un isomorphisme de so(V) dans C(z)(V) . (¥ est

réelle).

v* peut se définir par la méme formule en dimension impaire.

n est maintenant quelconque ®m=2) .

13. Par Définition :

Spin(V) est le groupe multiplicatif de C(V) d'algébre de
Lie c® ), spinm) = Spin@") . On voit :
Spin(V) = {aeCO(V)|aVa'1cV et aa=1} ,
et a € Spin(V) = Ad(a) définit une rotation sur V .
On a donc une représentation de Spin(V) dans V
p : Spin(V) — SO(V)
a +— [x-'a.x.a—ll ;

p est un homomorphisme de groupe .surjectif Kerp = {+1} .
Donc, Spin(V) est compact.

Enfin, grice & v¥* , on peut trouver un chemin qui va de

1 3a -1 : el...en est une base orthonormée de -V
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- COSB -sme] - " 0 _1] 7
sin g cos B 0
1 0 0
Ae— 1 B = 0
| 0 1 | i 0 0 |
A =exp6B et V"B = -1¢ .e
8 271 2°

Alors, a(®) = exp(--g—el.ez) = cosg - singe .e_ est un

chemin continu de Spin(V) , a(0) =1 et a@n) = -

[

Donc, si n=>3, comme Hl(SO(n)) = ZZ » P : Spin(n) — SO(n)
est le revétement universel de SO() et Spin(n) est simplement

connexe.

C - Variétés spinorielles.

X est une variété riemannienne connexe orientée, de dimension
n=2. Sit R son fibré des repéres orthonormés directs (fibré prin-

cipal de groupe structural SO) ).

Une structure spinorielle sur X est un revétement i deux

feuillets R de R dont la restriction 4 la fibre F soit

Spin(n) — SO() .

Donc, les classes d'isomorphismes de structures spinorielles
sont identifiables aux éléments de Hl(R, 22) qui ont une restriction

non nulle & Hl(F,Zz) .

De la suite naturelle F —£>R 7. X on déduit la suite exacte

de cohomologie

3¢ 3
H'(x, z,) T~ H' (R, %,) —— H'(F, zZ,) -2~ B2 (x, Z,) ...

X admet une structure spinorielle si et seulement si 1'image de i*

est non nulle, donc si et seulement si 3 est nulle, car Hl(F,Zz)
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est monogéne pour n >2 ; l'image de son générateur par 3 est, par
définition,la 2e classe de Stiefel-Whitney de X . Donc, X admet une
structure spinorielle si et seulement si wZ(X) = 0 et alors ses struc-
tures spinorielles sont classées, 4 isomorphisme de fibré prés, par

H (X, Z,) .

Ainsi, les sphéres admettent des structures spinorielles car

leur classe de S.W. totale est 1 .

+
Pour les projectifs réels w( an) = (1+a)n 1 a étant un géné-

+
rateur de H*(]Pn,Zz) et an 1_ 0.

Donc P admet une structure spinorielle si et seulement si

(n+l) = 0[4] (pour plus de détails, voir [M-S]).

D - Quelques exemples élémentaires.

I. Existence et nombres_de structures_spinorielles.

Soit X une variété riemannienne compacte connexe. Choisis-

sons sur X un recouvrement par des ouverts Ui .

On supposera par la suite que les Ui sont adaptés au fibré
considéré, c'est-id-dire que la restriction de celui-ci au-dessus de
chaque Ui est trivial et que les intersections deux & deux et trois &

trois des Ui sont contractiles.

Soit R le fibré des repéres orthonormés directs ( X orien-
table)

R —X
une structure spinorielle est un revétement R — R & deux feuillets
en sorte que

R —X
soit une fibration principale de groupe structural Spin(n) (n=dim X)

et que
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A P
R— R —X
la restriction aux fibres (au-dessus des points de X ) de p soit la

projection canonique
Spin(n) 3, SOm) .
Alors, R peut 8tre défini par recollement, c'est-i-dire :

i) sur chaque U, on considére le fibré trivial

k
X
Uk lSO(n)
Uk
ii) sur Ukn U‘(3 (k#2) le changement de carte est une
application
Uane T SO () (fke est C ),
ke
telle que
sur UpN Ue fke = (fek)- (relations de cocycle)
sur UanenUm fkefemfmk=1

iii) R est alors le quotient de la somme disjointe _I_l_ (ka SO(n))
k
par la relation d'équivalence
X € UkﬂU{a g,,8, € SOMm)
(X, 8)) ~ (x,8,) = &g, =f, ,(x).g; -

Alors, UkﬂU 0 (k#¢) étant contractile

Spin(n)
g
kg

lq

UNU, — SO ()

ke

On peut relever fke 4 travers le revétement q en 8, 0"

On prend soin de choisir ces relévements en sorte que
-1
Bp ~ B
Posons :

€ sur U NU NU .
m

kem - gkegzmgmk k' "¢
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Alors, )y=1, d'ou :

q(ekem

1) € est constant sur U ﬂUeﬂUm pour des raisons de

kem k
continuité ;

2) ekem =+1 (ou 0,1 en notation additive).

€ = (ekem) est donc une 2-cochaine. On vérifie aisément que
c'est un cocycle. Il est i valeurs dans ZZ .
La structure spinorielle existe donc ssi ¢ =0 . L'obstruction
a l'existence d'une telle structure vit donc dans :
2
H (X, Zz)

c'est la seconde classe de Stiefel-Whitney de X .

Supposons alors qu'il existe une structure spinorielle (gij) R

toute autre (g'ij) s'écrit :

1 =
% 7 “iyfy
ol eij est une application constante de UiﬂUJ. dans Zz . De plus,
8i8ikBki =
€.€.,€ .=1
gg g =1 ij jk ki
ij°jk ki

car eij est dans le centre de Spin(n) . De méme,
-1
€ij = (e:ji) .

C'est donc un 1l-cocycle a valeurs dans Zz (un élément de HI(X, Zz)).

On vient d'expliciter 1'action de HI(X, Zz) sur Hl(X, Spin(n))

On vérifie aisément que Hl(X, Zz) agit librement sur HI(X, Spin(n))
et que le quotient est en bijection avec Hl(X, SOm)) . Le nombre de

1
structures spinorielles est donc égal & # H (X, Z,) .
En résumé, on a explicité la suite exacte de cohomologie

H'(X, Z,) =~ H'(X, Spin)) —L~ H'(X,50@) — HY(X,Z,)
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déduite de
1 —»Zz — Spin(n) — SOMm) — 1.

14. Cas particulier.

Si n=2, l'application q
q : Spin(2) = S1 — SO(2) = S1

est 1'élévation au carré.

les structures spinorielles sont donc les racines carrées du

fibré des repéres orthonormés directs.

II. Les cas particuliers.

15. Si H est le plan hyperbolique (demi-plan de Poincaré)
nous allons considérer des variétés de type X = H/T' od T est tel
que X soit une surface de Riemann compacte (I agit par isomé-

tries directes).

Choisissons une trivialisation globale du fibré des repéres or-
thonormés directs, c'est-a-dire une identification de 1'espace tangent a
H en un point a le . On a donc

R = ]H><S1 .

Tout élément y € " opére sur R par :

(%,8) — (v(x),Y'(x).5) .

1
Cette opération est isométrique et donc y'(x) € S . Le fibré des
repéres orthonormés directs de X , soit R(X) , est donc le quotient

de H x S1 par cette action p, de T
1
R(X) = Hx S /p1 .

Le fibré des repéres spinoriels sur I est donc trivialisable égale-
ment.

A 1 1

R=HxS — HxS =R

(x,u) — (x,uz) .
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Nous allons construire la structure spinorielle ﬁ(X) sur la

variété X de la maniére suivante :
A 1
R(X) = HxS / Py

1
oll Py est une action de T sur Hx S .

La représentation Py doit 8tre une ''racine carrée de Py ",

Rappelons que le groupe I peut se présenter sous la forme
g

r= gyl,...,yzg; | l [Yzi-l’YZi] =13 .
i=

L'espace topologique IH est contractile, on peut donc relever

application (%) travers l'exponentielle,
I'applicati Yi{ a I’ tiell

R
6
Yk(X) l exp
1
S
= Y™

en une application eY (x) de H dans IR, et ceci pour chaque k.
k

Il suffit de définir :

6. _1(x) =-86_(x k=1,2,...,2g-1

Yk Yk

6 _1x) = - ¢ (x) + 2em e=0oul.

Y2g Y2g
La relation définissant T° se traduit par une relation sur les 6 du
type :

2g 2g

20 (x) - 26 (X - 2em=2nm.

On peut donc choisir ¢ en sorte que n soit pair. On étend alors la
définition de eY pour un élément vy quelconque de T en utilisant la

).

structure de groupe (écrire vy comme un mot en les Yki

Les structures spinorielles sont donc définies par :
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ieYk(x)
Poly)(x,8) = (\(k(x).eke§ € € = *1
i 9Y..1(X)

= k
-1 -1 2
Py (Y Y (X:8) = (Yk (x),¢e,e -E)
(et étendue au groupe comme précédemment).

Toutes les surfaces X considérées admettent donc 22g
structures spinorielles (chacune d'entre elles est déterminée par une

suite (ek) k=1,...,2g et ¢ =zx1).

k
16. Le cas des tores est particuliérement simple et se traite

de maniére analogue.

17. Enfin, pour X = 82 , il suffit d'utiliser la carte stréréo-
graphique sur chacun des deux ouverts complémentaires d'un pSle et de

faire le travail du §I.

E ~ Opérateur de Dirac.

Siﬁ sont les fibrés associés a la représentation de Spin(n)
dans les demi-spineurs, i.e. on a le diagramme commutatif

Rys* ——s*R

L

Il y a une équivalence entre les représentations p®pi et p+ de Spin(n)

ou si g € Spin(n) le diagramme :

R'est—% .s¥

i -~
pP®P (8) l o*(e)
R'@st —S 57

est commutatif si c(v®s) = p(v)ls] .
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En effet :
c(p®p(g))ue®s)

p(gug'l)[p(g)(sn = p(gu)(s)
P (pm)(s)) = P cu®s)] .

On peut donc définir des homomorphismes de fibré

ot Txes*®) —s*®) .

Alors, les opérateurs de Dirac ai sont définis par :

+ at T
T(S™R) — I'(STR)
*
v "
rr*xes R —&29 | rrxestd)

ot T(P) représente les sections du fibré P au-dessus de X.
v est la dérivée covariante dont héritent s¥R de la connexion cano-
nique de R .

Si

e, . est un repére mobile orthonormé
i|1<isn

m
ai(s) = % p(ei)[ve.s]
i=1 i

LE ROLE DU CALCUL SYMBOLIQUE

A - Pourquoi utilise-t-on le calcul symbolique ?

Soit X wune variété spinorielle compacte et S - X le fibré

des spineurs sur X

S

|

X.

L'opérateur de Dirac, . , opére sur les sections de S.
Rappelons que le fibré ci-dessus est somme directe des spi-

neurs positifs et spineurs négatifs
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s=s'es”
X
+ -
L'opérateur 5 échange S e S |, c'est-a-dire, si s est

+ -
une section de S (resp. S ) dans le domaine de 5 , alors f§s est

~ +
une section de S (resp. S ) ce qui définit

b, =8 A
c™(x;8") c”(x; 8

L'index de .B+ est par définition l'entier,

ind(p,) = dim(Ker 5,) - dim(Ker(,B'i))

-~ 3t .« .
ol .B+ est 1'adjoint de ,8+ .

Comme p(ei)* = - pley) et que ple,) commute avec v, ,

i
on a
* _

(5" = 5_

d'ot

ind(,B+) = dim(ker .B+) - dim(ker.B_) .

L'opérateur .32 = (.B+®_B_)2 conserve S+ et S . Il est
auto-adjoint, elliptique et & résolvante compacte. Si ) est une valeur
propre de ﬁi =B85 b, , non nulle, alors c'est aussi une valeur propre
de .&? = .19+,D_ avec la m&me multiplicité ; en effet :

By= = 220 = a0

+ -+ +

et by #0 (si A#0).

En fait ,B+ (resp. £ ) réalise un isomorphisme entre les es-

paces propres de ﬁi et ,B% relatif. aux valeurs propres non nulles.

Donc,
ind(.9,)

il

dim(Ker 5,) - dim(Ker 5 ) = tr(e-tﬁi) - tr(e-tﬁ%)
super tr(e—tﬁz) = str(e"tﬁz) = lim (str(e_t'az)).

t-0
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Le calcul symbolique doit permettre d'obtenir le comportement

-tp2
asymptotique de str(e ty ) lorsque t tend vers 0.

Rappelons i titre d'exemple la détermination du développement
asymptotique de e"tA ol A est le Laplacien standard sur une varié-

té riemannienne compacte X [GYI].

Posons Z(t) = tr(e—tA) .

La fonction Z admet un développement asymptotique au voi-
sinage de 0 en puissance de t ,
-n/2& i

Z(t) =_ (4mt) 2. at
t>0* i=0 1!
On se propose de décrire le calcul de a

-ta _ 1 -th, -1 ,
e = Sin J're (A-2) dx  (voir [SY]),

0 Rappelons que :

oi I est le contour de € décrit comme suit :

//1"/’
spectre de 4 |

I D
\0
\\

PP S PO S S S S UL S T
*

Supposons alors fixé une quantification, c'est-a-dire une appli-

cation de l'espace des symboles dans celui des opérateurs,

Op : S — Opérateurs.

Rappelons que :

s™ = {p fonctions sur T*X vérifiant

a B m-g
I3, Px.8)| = C_Ja+]E])
pour tout multi-indices a,B ol COLB est une cons-

tante >0} .
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Dans le cadre classique,

a-n)"" = op[(ls'lz-x)'ll + opérateur d'ordre -3

alors
e A o Ie—tk op[(|§|2-x)'11 d\ + reste
e.tA =0 [I e-)‘t(|§|2-)\)-ld)\] + reste
PLT
d'ol : 2
e-tA =0 (e-tlgl ) + reste
P
2
et tr(e_tA) = tr(@p (e_t|§| ))+ reste

lorsque e“tA est un opérateur i trace, ce qui est le cas sur une va-
riété riemannienne compacte (mais pas dans R" euclidien, par

exemple).

On peut, par exemple, comme dans [GR], prendre

[ @nl ) = —— V8 pix, B)t_(vavas
p @m. T XxT'X
X X
od fx(v) = f(exva) » [ est une fonction sur X (compacte).

Le noyau de l'opérateur Op(P) , lorsque ceci 4 un sens est

=) e PR

o (P)x,y) =
p @m T:X

ol vy = exp;l(y) pour y proche de x . Alors :
I
(zn)n X T;:X

tr((}p iP)) = p(x,8)d8dx (lorsqu'elle existe)

d'ol,

2
tr(e—m) - % e-t|gl

n - X
(2m) Txx

d§ dx + reste.

Un calcul élémentaire donne :

2
Lpp o et arax - — = Vol(x) .
@2m X T';ZX (4mt)

On a donc déterminer a0 .
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Remarque.
Le calcul a été décrit de maniére heuristique. Un élément

important a été omis, il s'agit de l'estimation du reste qui justifie
I'équivalent asymptotique. Ce travail plus fin donne son sens au calcul
symbolique. Le lecteur peut se reporter aux ouvrages classiques [GY],
[TR], [SYI.

B - Le calcul symbolique utilisé par E. Getzler.

Dans la situation précise de l'opérateur de Dirac sur une va-
riété spinorielle, un choix judicieux de l'opération '"'symbole'" (mieux
adapté aux structures géométriques) permet de mettre en place un

calcul symbolique plus efficace.

On vient de voir (§ A) que le calcul classique donne rapidement
le premier terme du développement asymptotique de l'expression

tr(e—tA) . Or, 1'égalité :

ind(.B+) = str(e—tﬁz) = tr(e-uﬁ) - tr(e—tﬁ%)

montre que le terme significatif dans le développement de tr(e-t +)
est le terme constant (tous les autres s'éliminant), c'est-id-dire le

n/2 -iéme terme (rappelons que n est pair).

Il s'agit donc de faire apparaftre ce terme comme le premier

d'un développement.

I. Llid&e.
Un symbole p(x,8) est, pour chaque valeur de (x,§) € T X ,
un endomorphisme de la fibre en x , c'est-i-dire un élément de l'al-

gébre de Clifford C(TXX) .

Son degré au sens classique, s'il est homogéne par exemple,

est le degré de p(x,§) en £ (c'est un polyn6me homogéne). D'une
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certaine maniére, ce degré ne tient compte que de la base X .

Or, dansles généralités,nous avons montré que C(V) (repre-
nant les notations de ce chapitre) est une algébre dont 1'algébre tangente
est A(V) . Plus précisément, il existe une application o (que nous
avons appelée symbole !), qui est un isomorphisme d'espace vectoriel

de C(V) sur A(V) .

La construction de C(V) nécessite une structure euclidienne
sur V , il est alors clair que si on multiplie le produit scalaire par
€ et sion fait tendre ¢ vers 0, o tend & &re un isomorphisme
d'algébre. De plus, de la graduation de A(V) , C(V) hérite par o
d'une filtration. Pour un endomorphisme de - S(V) , donc un élément de

-

C(V) , il existe une notion de degré liée a cette filtration.

L'idée de E. Getzler est d'utiliser celle-ci et de définir le
degré d'un symbole p(x,§) comme étant la somme de son degré poly-
nomiale en § et de son degré comme endomorphisme de S(TxV) I |
introduit ainsi la géométrie du fibré des spineurs dans le calcul symbo-

lique.

II. Les conséquences.

On définit donc le symbole principal comme étant le terme de
plus haut degré. Rappelons les formules de quantification 6 et de

symbole o .

1) Si p est un symbole, on définit I'opérateur
1 o WV, 8)

@p)alx] =
em® T Xxr*x
X X

p(x, E)ux(v)dv dg

ol u est une section d'un fibré sur X, x€X, et ux est la

section définie par

u_(v) = r(emx(V).x)[u(emx(v))l

ol t(z,t) est le transport parallele de z 4 t le long de la



II. 27

géodésique expv(sv) , avec z = expx(v) .

2) Si P est un opérateur

s |
[oP(x,8)] (W) = P [e1<expx (Y)’g>r(x,y)(U)]|y=x

(remarquons que l'expression de droite n'a besoin d'étre définie que

pour y proche de x ).

Donnons quelques exemples simples de symbole. Dans la suite,
le fibré considéré sera F = S(TX)QE od E est un fibré auxiliaire
(hermitien, connecté).

1) Si Y est un champ de vecteurs sur X et v la dériva-

tion covariante sur F , alors :
a(vy) (x,8) = (1Y E)ide
(od 1 est le produit intérieur).

2) De méme
1

o . F i + -

O(VY VZ)(X,E‘S) [(YxJ =)(ZXJ §)]1de 2 Rx(Ys Z)
] 1

+ ...+ (ivaZJ§)1de + 3 Bx(Y’ zZ) ,
ol R est le tenseur de courbure de X wvu comme endo-
morphisme de AZ(X)=—>C(TXX)& End(S(TX)) et B estla

courbure de la connexion de E ; (Bx(Y,Z) est un endo-

morphisme de Ex ).

3) Supposons pour simplifier que X = II:'{2 , alors 1'équation de

Dirac 5 est simplement

- I o 2
b=e,- 3%, te, 3%, (X15%,) coordonnées dans IR,
alors :

_ i d
o(H)(x,8) = ~11®dx1 + g, ®dx,
degré 1
degré 1

d'odt degrélo(H] = 2 . Par ailleurs,

2 2
_Bzz_(——a;z—-l-%)
81 axz
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et donc :
2 2
o(5)(x,8) = - |€|° est de degré 2 .
L'opérateur de Dirac est donc un opérateur d'ordre 2 dont

le carré est également d'ordre 2 |

4) Dans le cas général, un calcul élémentaire conduit i

2 2 1 s
o(s7) = -|g|" +3B  + i
—
symbole principal courbure scalaire de X
ordre 2 ordre 0

IIT. La formule du produit.

L'originalité de ce calcul symbolique se manifeste dans la for-
mule du symbole du produit de deux opérateurs. En définissant :
Peq = 0(6_-6)) (o0 p et ¢ sont des symboles homogénes de
P degré k et 2)
ao(p,q) = terme de plus haut degré de p-q ,

on a la formule

1.3 3
-~ R(=,E
e 4 df an)

a(p,q) [p(x,8) Aq(x,m)] |2=n

p(x,8) (resp. q(x,§8)) est un polyndme en £ i coefficients

-~

forme différentielle et 4 valeurs dans les endomorphismes de E .

pP(x,8)Aq(x,n) est le produit extérieur.

-~

R est une 2-forme 3 valeurs dans les 2 - formes diffé-

rentielles, en substituant aux champs de vecteurs les dérivations
d 29 9 29
- ’ R(—= s
Y (3¢

2-formes. L'exponentielle est au sens des opérateurs i coefficients

devient un opérateur différentiel 3 coefficients

2 -formes __différentielles (en particulier, elle est de longueur finie),

-~

on l'applique alors & p(x,§)Aq(x,n) et le résultat est calculé en

E=n.

Il apparaft alors que cette formule est non-commutative.
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Cette formule est établie pour des symboles polynomiaux,
c'est-a-dire des opérateurs différentiels. Pour le calcul de str(e—tﬁ%')
nous avons besoin de 1'étendue aux opérateurs pseudo-différentiels (en
particulier pour (.Bi - x)-l ). L'extension se fait par la technique
développée dans Widom [WM]. Elle consiste i introduire un paramétre

de dilatation du symbole 1 , si

n

P=2 Pj®wj , PJ symbole homogéne d'ordre m -j
j=0

et wj j-forme différentielle (P est de degré total m ).

On définit :

n . n .
P (x,£) = = P.(x,76) ® Tw, = & TP.(x,75) ®u, .
X j=0 J J o j=0 J J

On traite alors les symboles non homogénes comme des séries

formelles en T .

C - La fin de la démonstration.

Comme dans le § A, on va 8re amené i exprimer la super-

t 5P

trace de e comme une intégrale du symbole de cet opérateur.

On va en fait utiliser la formule
2 2
o s T) s o str(oeTH) o) axas
@m T T'M v

pour tout >0 .

la supertrace intervenant dans 1'intégration est celle d'un

endomorphisme de l'espace des spineurs.

Pour la suite, on choisira ¢ = . Il reste donc i calculer :

o(e-tﬁf)(X.E) . o

La formule du produit de deux symboles p et q appliquée
au cas p = - |§|2 + %B devient :
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a0 = (el 2n(s, &) (s ). defuns

le terme entre parenthéses devant étre considéré comme un opérateur

appliqué a la fonction q(x,£) .

Par un calcul algébrique standard, on en déduit le symbole de
la résolvante de .Bf_ , QA(T)

] VY S

2 -1
= (8 +u)
-t 52
et ensuite celui de e ~ ' par la formule
2 o2
-t°F _ n -\ n+1
o(e )l = (-1) nsJ‘re Q, ()
.t T
soit :
2 1 3
2 -18]“+ > RlE, — RAR +B
- 1
), e g
G
Alors :
~t 52
ind 5, = lim str(e +
*ot-0 |§| (g ) 1. R( B
- ’ A +
_ lnf* str(e &/ 16 E’ a§ )dxdg.
em® ‘T™m

On peut considérer le terme dans I'exponentielle comme le
symbole d'un oscillateur harmonique en dimension n et appliquer
alors la formule de Mehler [ G-J] pour le calcul de ce terme. On

trouve alors la formule classique de 1'index
ind(5,) = [ ch(B)A(R)
M

R étant le A-genre et ch le caractére de Chern de E exprimé en

terme de la courbure B de ce fibre

sh(R/2m)

-_B
Ch(B) = tr(e 2in )
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