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IBTHÖKJCTIOH

L'étude de la theorie générale des groupes topoïique»

a été inaugurée il y a à peine vingt années. Depuis 1926f

de nombreuses monographies ont été publiées à son sujet:

les plus importantes sont celles de L.Pontrjagin et de A.

Weil. Ces travaux ont permis dfélucider dans une certaine

mesure la structure des groupes compacts et des groupes a-

béllens localement compacts. Maist sit parmi ceux-ci, les

groupes connexes sont relativement bien connus maintenantf

les groupes totalement discontinus, et par suite9 les grou-

pes localement compacts les plus généraux, n'ont été l'ob-

jet que de recherches assez fragmentaires, au moins quant

à leura structure de groupe topolégique. Jfai essayé ici d'ap-

porter quelque contribution à ces recherches.

La «(généralisation de certaines propriétés des groupes dis-

crets mfa fourni, d'une part, un procodé d'exploration im-

portant: telles sont l'introduction de la notion de produit

local de groupes topologiques et celle des groupes de nom-

bres p-adiques. D'autre partt la théorie de la dualité dans

les groupes abéliens localement compacts, telle qu'elle a

Aé déroulée dans ees dernières années par L. Pontrjagin

et A. Weil, s'est révélée comme un moyen d'étude très effi-

cace. Sur un plan plus général, les travaux récents de H/

Bourbaki sur les structures fondamentales de l'analyse ma-

thématique* m'ont fourni un moyen d'exposition et de recherche



d'une grande puissance. Conformément aux principes de cet

auteur, j'ai easajé de donner à ce travail une solide ar-

mature logique, par lfemploi de la méthoèe axiomatique, de

la notion de structure, par la présentation des faits sous

forme de définitions, propositions et théorèmes.

Dans le SI du Chapitre I, j'ai rappelé et précisé les ré-

sultats actuels de la théorie des groupes abéliens locale-

ment compacts, AUX *S 2 & 3, j'ai introduit et étudié deux

notions utilisées par la suite: celle de sous-groupe pur

d'un groupe topologique au f $ et celle de produit local et

de produit direct local de groupes topologiques au *g ; cet-

te dernière notion s'est révélée particulièrement interes-

santé, tant pour la simplification qu'elle apporte dans l'é-

noncé des résultats généraux que par la fabrication d'exem-

ples tératologiques. Enfin, dans le * 4, on trouvera un ex-

posé rapide de certaines propriétés des groupes abéliens com-

pacts connéexes.

Dans le chapitre II se trouve exposée la notion de grou-

pe topologique primaire (associé à un entier premier p) »

Dans les 45 S,3 A 4, sont étudiés plus particulièrement les

groupes abéliens localement compacts primaires à l'aide des

groupes de nombres p-adiques. Cette étude est justifiée par

le rôle qu'elle joue dans le chapitre III.

Dans ce chapitre sont examinées certaines propriétés des

groupes abéliens localement compacts. Au I I, j'ai déterminé



la structure des groupes abéliens localement compacts to-

talement discontinus ainsi que leur dual h l'aide des ré-

sultats du chapitre II; au S 2, la structure des groupes a-

béliens localement compacts dont tout élément est d'ordre fi~

ni est déterminée et les groupes abéliens localement compacts

les plus généraux SOnt caractérisés comme sous-groupes fer-

més de groupes topologiques bien déterminés. Les résultats

ainsi obtenus sont encore loin d'être suffisants pour ap-

porter une solution complète au problème de la détermina-

tion de la structure des groupes abóliens localement compacts"

Cependant ils permettent dé3à une étude approfondie- que Je.

nvai pas abordée ici- de structures d'algèbre topologique

plus riches: celles des anneaux, corps et espaces vecto-

riels localement compacts*

Dans le chapitre IVf j'ai défini le groupe topologique

des automorphismes d'un groupe localement compact# Bans les

It I A 2, j'ai donné quelques propriétés élémentaires de ce

groupe: on obtient de cette façon des groupes topologiques

qui jouent un rôle important en algèbre topologique. Dans

un prochain travail, je reviendrai moins superficiellement

sur leurs propriétés, en particulier sur celles des groupes

He Gralols d'un corps localement compact. Dans le i 3, J'ai

défini le module d'un automorphisme d'un groupe localement

compact, nombre réel associé à cet automorpnisme et jouis-

sant des principales propriétés du déterminant d'une trans-

formation linéaire de l'espace numérique à n dimensions.



Cette notion permet d'ailleurs de présenter de façon très

simple lfétude de la structure des corps localement compacts*

La plupart des résultats de ce travail ont été résumés et

publiés dans trois notes aux Comptes rendus de l'Académie

des Sciences *) , dont une en collaboration avec M.J. Dieu-

donné,

Un progrès nouveau dans lfétude de la structure des grou-

pes localement compacts me parait lié à une extension de

la notion de limite projective de groupes topologiques (cor-

respondant, par exemple» à la notion de produit direct lo-

cal) et d'une étude systématique des groupes localement

compacts dont les structures uniformes droite et gtuche

sont identiques, qui jouissent de propriétés généralisant

celles des groupes compacts, des groupes discrets et des

groupes abéliena#

Je voudrais, en terminant, exprimer toute ma reconnais-

sance à M. Jean Dieudonné. Au cours de la rédaction de ce

travail, Jfai trouvé, près de lui, les conseils les plus

amicaux et surtout les plus riches d'expérience et dféru-

dition.

) Comptes Rendus de lfAcadémie des Sciences, 218; 1944t

pp. 3B4-305; 218,1944,pp.5*77 -579;220,1945iPp. - .



Chapitre X.

i

SI* - Groupes abéliens localement compacta»^) •

Rappelons le théorème suivant2): v^>'

Théorème I«- Tout groupe abéllen localement compact est

isomorphe à un produit de groupes JR.a*Gf G étant un Oroupe

topologique abélien ayant un sous-groupe ouvert compact#

Pour que deux groupes localement compacts Kn* G et R x Q'

soient isomorphes, il faut et il suffit que n =̂  n' et que

G et G' soient isomorphes»

l'étude de la structure des groupes abéliens localement

compacts est ainsi ramenée h celle de la structure des

groupes topologiques atant un sous-groupe ouvert compact*

Le dual d'un groupe abéllen localement compact G est le

soua-groupe Ô de T G formé par les représentations continues

de G dans le tore T • appelées caractères de Gf et muni de

la topologie suivante: si V(CtU) est l'ensemble des x e G

tels que x(C) c TJ avec U c T et C c Gt quand U décrit le fil-

tre des voisinages de 0 dans T et C l'ensemble des parties

compactes de G9 V(CfU) décrit un système fondamental de voi-

sinages de l'élément neutre de Ô * ) . On a le

Théorème 2«- Soit G un groupe abéllen localement compact»

G son dual. G est un groupe abéllen localement compact et

le dual de G est G. Si H est un sous-^roupe ferrie de Gf



V
lf ensemble des caractère s x de G tels que £(H) =- {0} est , V

V

un soua-groupe fermé H ** JLe Gt qu'on appelle le conjugué

de H dans 'G, Le conjugué de H* dans G est H# Si H
1 est °I •'V

un autre sous-groupe fermé de Gf le conjugue de HtH
1 est ^

* n H f*H* n H f * \ Si G est discret» G est compact et Inversement.

Soit f une représentation continue du groupe abélien lo-

calement compact G dans le groupe abélien looa&ement compact

G9
1 dont le dual est Ô % Si *'eêf

f xf o f est un caractè-

re 2 de S et x U x est une représentation continue *) de

Ô9 dans G qufon note f et qu'on appelle la transposée de f»

SI H est xtn sous-groupe fermé de <G9 f (H*) est un sous-groupe

fermé de Gf 9 conjugué du sous-groupe fermé f (H) de G
9
# En

effet, si ytfÖT)* . quel que soit x e H t <xtf(^)>-

= 0 et f (y) a ? cfest-ù-dire y ̂ f(Hl ; donc ffil* c

Inversement9 soit y efSH); il existe x e H tel que y-f(x)

•t ^y.P ^ <f(x)t^>-<xff(^)>^0 si f e ?(H*}; dono y TfCH*)^

et~f(H) c f(H^)*; comme f(H*)* est fermé dans G1
1 f(H) c

f(H*r e»sst-à-dire füTf o f(H*)t donc f(n")^ ^(H*). SB

particulier 9 le conjugué de f (G) est f(0) •

La transposée de f est f. SI f est un homomorphisme de

G dans Gv 9 f est un homomorphlsme de G
v dans G et f(G)

est un sous-groupe fermé de Gf ; le conjugué de f (G) dans G1

est f(0)# Si Hv est un sous-groupe fermé de & contenu dans

le sous-groupe fermé H, on a H*c H1 ^ et le dual de H/H9 est

H9 */H*« Enfin si H est un sous-groupe



ouvert de Gf son conjugué H* dans G est un sous-groupe

compact et inversement. £9 effet» H* est dual du groupe

discret G/H.

Soit G un groupe topologique abéllen ayant un sous-groupe

ouvert compact H; G est localement- compact» Le conjugué

H* de H dans le dual G de G est un sous-groupe ouvert

compact de G. X'intersection K des sous-groupes ouverts

de G est un sous-groupe compact de G car K c H: c'est ld[ j ht<

composante connexe de 0 dans G5}, La réunion F des sous-f

groupes compacts de G est un sous-groupe ouvett de G car

H c F: c'est l'ensemble des éléments x de G tels que le

sous-groupe engendré par x soit relativement compact» Si Kf

est la composante connexe de 0 dans (r, K' est le conjugué

de F dans S } : en effet, quel que soit le sous-groupe com-

pact H de G, on a H cF et F*cH? donc F'cK' et JC^cF;

d'autre part Kf c H*» donc H c K'^ et F c K' *• II en résul-

te que F/K est un groupe abélien localement compact tota-

lement discontinu (en abrégé l.c. t.d. ) ainsi que son ftual»

G/F est un groupe abéllen discret dont tous les éléments

sont d'ordre Infini» car il est dual du groupe compact

connexe Kv
#

Sans les chapitres qui suivent» nous déterminerons dans

une certaine mesure la structure des groupes topologiques

K 9 G/F et F/K ; de cette étude nous déduirons certaines

propriétés de la structure du groupe G lui-morne.



local et produit direct local de groupes

tojiologiflues •

Soit (&L)L(Z une famille de groupes topologiques séparés» (V»

H^ un sous-groupe ouvert de GL 7et H le groupe topologique

Tl HL # Le filtre des voisinages de l
félément neutre dans

H forme un ŝstfez-.e fondamental de voisinages de l'élément

neutre dans une topologie compatible avec la structure de

groupe de 6 = f l & r

Définition I,- On dit que le groupe topologique G ainsi

défini est le produit local des groupes Gc, relativement

aux sous-groupes ouverts H^ .

Si (J^)^^-K est une artition de I; G est isomorphe art

produit local, relativement aux sous-groupes F1HC , des

groupes produits locaux des familles de groupes (G c )LÇ: 0

relativement aux sous-groupes Hc .

Si Hvu est un sous-groupe ouvert de Hc égal à HL pour

tout tel, sauf pour un nombre fini, le produit* local des

GL , relativement aux 1
V
L , est égal au produit local des

Gt , relativement aux fiL # Sn particulier, si pour tout

i e I, excepté un nombre fini, HfL= Gt , le produit local

des GL f relativement iuxHt , est identique au groupe to-

pologique riGL .

Soit G un groupe produit local d'une famille de groupes

( Û L ) U X f relativement aux sous-groupes ouverts Hc , et J



une partie finie de L Si J' = [j, le groupe topologique

G = T7 G, est Isomorphe au sous-groupe distingué fermé de

a formé par les x -(x c) U I arec xc- et pour tej' m Sans tout

ee qui suit, nous identifierons ces deux groupes. Le sous-

groupe Kj de Gf formé par les x =- (xt)léI avec x c6H ( pour

tout u J' , est ouvert dans G, car H c ïj et Kj est isomor-

phe au groupé topologique PlCr. x P H . # 8i J «-TO t on pose

ïj =. Kl# Si pou* tout et I» H c est un sous-groupe distingué

de GL | H et Kj sont des sous-groupes distingués de G et

Kj/H est un sous-groupe du groupe discret G/H isomorphe

à nG/H t #

Si GVL est la composante connexe de eL dans Gc t la compo-

sante connexe de l'élément neutre dans G est TT G9. , car

ovest la composante connexe de l'élément neutre dans H.

Pour que G ŝ it oomrlet, il faut et il suffit que chacun

des GL le soit# Cvest nécessaire» car QL est un sous-groupe

fermé9 donc complett de G; c'est suffisant, car H est un

sous-groupe ourert complet de G.

Proposition Im- Pour qu'un groupe topologique G produit

local de groupes G, 9 relativement h des sous-groupes ou-

Terts H^ t soit localement compact, 11 faut et 11 suffit

que tous les GL le soient et que, pour tout tel, excepté

pour un nombre finif H L soit compact»

En effet, si 6 est localement compact, pour toute par-

tie finie J de I, Kj est localement compact et Isomorphe



à n & c x f i H. ; donc, pour tout u l f G, est localement
t€J Lfc(\7 L

compact et tous les HL 9 excepté au plus un nombre fini,

sont compacts. La réciproque est triviale.

Soit G le produit local de groupes Ĝ , relativement à

des sous-^roupes HL# Quand J décrit l'ensemble des parties.

finies de I, la réunion G9 des sous-groupes Kj est formée

par les x^{gc)/£rT tels que x, e Rf excepté au plus pour un

nombre fini d'Indices t . Cvest un sous-groupe ouvert de G

car H c Gv et pour toute partie finie J de I on a Gj cKj cGf •

Définition 2»- Le groupe topologique Gf ainsi défini est

appelé le produit direct local des groupes G^ 9 relative-

ment aux sous-groupes ouverts HL .

Si pour tout tel» Hv est un sous-groupe ouvert de H ( ,

égal à Hc excepté pour un nombre fini d'indices t # le pro-

duit direct local des Gc a relativement aux K'L t est identique

au produit direct local des (*L , relativement aux H^ #

SI pour tout *6lf HL est un sous-groupe distingué de G^ #

G9 et H sont des sous-groupes distingués ouverts de Gt)~

Le groupe discret G9 /H est ene^àré par la réunion des

SÓFS-groupe3 Kj/H • Comme, pour toute partie finie J de 1 9

ET /H est isomorphe à F) Kt/U9 G' /H est produit direct des*
L? 0 " — —

8pus-sroupes I^/H, respectivement Isomorphes à GC/HL ).

Pour que G9 soit localement cosxpact, 11 faut et 11 suf-

fit que tous les GL le soient et que pou* $out f̂ I, ex-

cepté pour un nombre fini, HL soit compact» En effet9 G
9

est un sous-groupe ouvert de G.



Proposition 2»- Solt G le produit direct local des grou-

pes GL, relativement aux sous-groupes ouverts H c ; pour t|tte

G soit compact, (re>p# discret)» il faut et 11 suffit que

pour tout ieif Gc soit compact (resp« discret) et que H^ -

Gt (resp.Hc- feL} ), excepté au plus pour un nombre fini

d9indices L « G est alors le iroduit des groupes Gt(resp+

le produit direct des sous-groupes Gc )•

En effet, ai 6 est compact, tous les Gisent corapacts et

G/H est un groupe compact discretf donc un groupe fini*

Comme 11 est produit direct des sous-groupes Gc/H^ , on

a GL = HL excepté au plus pour un nombre fini d
vindices <•

G est donc produit des groupes G6 • La réciproque est tri-

viale «

Si G est discret9 tous les 0L sont discrets et H est toi

groupe fini. Comme 11 est produit des groupes H L , on a

HL-(et} excepté au plus pour un nombre finir,d
f indices i..

G est produit direct des sous-groupes Gc # La réciproque

est triviale»

Pour que le groupe G9 produit direct local des groupes

G L t relativement aux sous-groupes H L 9 soit abélleny il

faut et 11 suffit que chacun dea Gt le soit» Si, dama ce

cas G et les G^ sont notés addltlvement» on dit que G

est somme directe locale dea groupes Gc» relativement aux

soua-groupes Et •



Théoren» I.- Soit G un groupe abéllen localement oompact

somme directe locale de groupe! GL , relatlrement à des

sous-groupe a ouverts compacta Ht ; alors le flual ô de G est

somme directe locale des groupes GL , duals des groupes G6 *

relativement aux sous-groupes ouverts compacts Ht* , con-

jugués des HL dans Gt .

Soit H le groupe compact produit des groupes compacta

H L . On sait *) que le dual H de H est somme directe de sons»

groupes Isomorphes à HL ; autrement dit, si x = (xL)tfJeH

•t si 5teH, il existe une partie finie J d « I, dépendant

de x et des xté H t-pourol tels que x(x) - E xc(xt) .

Soit maintenant x € G un caractère du groupe G« La restric-

tion de x à Gt (reap. H) est un caractère de OL , iL€ Ĝ L

(resp. de H, f € H) • Soit xctt; 11 existe alors une par-

tie finie J' de I, dépendant de x, telle que, si x -(xL)c^i,

xL ^H^pour t#J* • Posons y = (y (J c^H, avec y L = »t, si («J
1

•t $ u ^ x c si «-^J
1 • On a :

Mais y ç H; il existe dand une partie finie J de I et des

yL
 € HL pour i e J tels au»

y(y) = tE yc(yt)= £ ^ ( 7 , . )

- IL yL<act) •» pownt x - j n Ci* .

31 z ^ B( » on a s

[0 si c4



Donc, s i L<Ç Jf i c est un caractère de 0̂  agpartenant à

H* et s i ce Jf ^L est la restriction à HL de 5t̂ « II en ré-

sulte que

- £, ±t(xc)

Pour tout c$ Jt on a £té H* «t pour tout c6lf £t*~ t con-

jugué du sous-groupe ouvert compact H 6 de Gc, est tin sous-

groupe ouvert compact de G^ t donc (3tL) est un élément

de la somme directe locale des OL 9 relativement aux sous*

groupes H * . Inversement, si x *= (x c)cejt^G et si (fcjtéjt

est tin élément de la somme directe locale des <#c » rela-

tivement aux sous-grouëpes H* # posons it(x)-£.&L(xL) ;

L étant 1*ensemble fini des Indices L tels que x ^ R ( «a

± c^ H^ • x -> St{x) est un caractère de t de Gt Sn effet§ c
f est

évidemi e t une représentation de G dans T et cette repré-

sentation est continuet car elle est continue sur le sous-

grcupe ouvert H de G« On vérifie facilement que & -* Cachez

est un isomorphlsme (de structure algébrique) <ƒ de G sur

la somme directe locale des O c 9 relativement aux sous-

groupes H J • SI t = ̂ ((* C) CÉ* ) appartientau conjugué H^d»

H dans Gf on a £te H* pour tout tf i et inversement. Donc

ip (H^) = FI H^# La restriction de if h H^est un isomorphisme

du sous-groupe ouvert compact H de O sur le sous-groupe ou-

vert compact H H^ de la somme directe locale des K • rela-



tiveznent aux H** Bn effet, O/H est somme directe des sous-

groupes öt /HL et f oamme H* est dual de G/H et H* daal de

OL/HL# on a H^^riH* aune Isomorphie prés; donof si l ^ H *

on a i = f^'cex • avao *c € H f 0t Y (c^cei*

est un laomorphlsme du groupe topologique G sur la somme

direote locale des grotipea G6 f relativement aux sou a-grou-

pes Hf #



I 3 # - Sous-groupes purs dyun groupe topologique abélien»

Solt C un groupe topologlque abéllen séparé et n un en-*

tier rationnel* x -+ nx est un ehdomorphiame continu fn de 0*

On notera qu'en général fn n
fest pas un homomorphisme

dans G, même si fn est une représentation biunivoque de O

sur lui-tf$me# En effet9 solt (Gtîtfl une famille infi-

nie de groupes discrets isomorphes a Q et Ht le sous-

groupe des entiers rationels de Gt 9 Soit G le groupe

topologique abélien produit local des groupes GL , rela-

tivement aux sous-groupes ouverte Ht . fn est une repré-

sentation biunivoque continue de G sur lui-même, pour

tout entier n» II - n H, est un sous-groupe ouvert de G:

fn(H) est l'ensemble des (nxt)ul • avec xue HL; si fn(H)

était ouvert, 11 existerait une partie finie J de I tel-

le que, si HfL * Ht pour L^ J et H^ = (0) pour L € J,

F I H | C fn(H), ce qui est absurde. Donc fn(H) n
fest pas

ouvert et f nfest pas un homomorphiame ° ) •

Si a>0, fwn est composé de fn et de la symétrie x -* ~x»

31 a et nf sont deux entiers 0, on a fn°*nt * fn,^n= 'nn
1*

Soit G/ x lfensemble des xçQ tels que nx = 0 et G*n* lfen-

semble des xe G de la forme x = nxv . On a *tSQ) s °(n)

fn(G) « G^n ;̂ G n̂̂  e s t dore un sous-groupe fermé de G.



Proposition I»- Si G aat tm groupe abélien sépare» somme

directe looale d'une f a i l l i e de groupes (öL)cez • ' • l a t i *

Tement h des sous-çroupes Ĥ  t G{n) est un groupe séparé*

somme directe looale de la famille de groupes (Gr

relativement aux sous-groupes ouverts H t(n) de Q

In e f f e t , s i x = ( x t ) ^ f I € &(R)» i l ex i s te une partie f in i»

i de I telleque x L e H6 a i i ^ J; donof pour tout c è l f

x c * °6(n) e t i s i l ^ J i x c ^ Hc ° Gt(n)# Î mrers mentt s i x =

(x^) É appartient à la somme directe locale des G^njt rf>-*

lativemer.t aux H l ( n j i on a nxL= 0 et nx r 0 , donc x*Q(n) .

&to0)r fia^n) e s t u n sous-groupe de Ô. Si x ^ &Cöö)
 t on d i t

x est de hauteur infinie dans G*

Définition I#- On dit qu
run sous-groupe R d'un groupe a-

béllen sépare G est pur sit pour tout ertier n > 0f

•<•) o H. ^ K

Si H es t un aous-groupe pur de 0 , H CoC) r- Q V0O> n

Propoaltlor. 8 . - Pour au'un sous-groupe H d'ttr. groupe

bélien séparé G 30it pur, 11 faut «t 11 suffit que, pomr

tout entier premier p, on aalt H^P )- tt^P JnH, pour tout en»

tier k > 0.

C'est évidemment nécessaire. Pour montrer que o'est suf-

fisant, on peut se "borj er K montrer que, si p est un entier

premier et q. un entier premier arec p, »H 'p L ^ 1 1 ' n H i t



n H » «ntrain» « H<P**);> 0<P **n H • . Soit x €

o H. Il existe z e G tel que x , p*ç[z. Donc x <f G*P ) n s

=* H^P ) et il existe ytH tel que x ^ y ; donc p^(y-4a)^=0

et l'ordre de y-%z est une puissance do p inférieure à p*#

p et g étant premiers 62 ft re eux, dans le groupe cyclique

engendré par y-az, il existe zf tel au* y-a 2 =.<izf et on a

y=a(z+sf). Donc y U ( î ) n H = H(<l) et il existe y1 € H t«l

que y * qyf# o
foù x » p*^ 1 e H^P 4> #

On notera qu'en général, si H est un sous-groupe pur dyun

groupe abéllen sépare Gf sons adhérence S n
f est pas un sous-

groupe pur de G»

Par exemplet soit 0 le groupe abélien localement oom-

pact # produit local d'une famille infinie (C^)^ &«

groupes isomorphes à Z/(4)t relativement aux sous-

groupes H, de ö isomorphes à Z/(2). On a d ^ ^ r i H ^

0^4) , {0} • et (î*p ' - 0 si p est un entier premier > 2,

Soit H le sou3-groupe de Gt 0̂1 ce directe do3 soBS-grou-

pes GrL * H^
2^ est somme directe des sous-groupes H( et

donc H est pur. Lf adhérence 9 du sous-groupe H est la

somme directe locale des groupes 0t§ relativement aux

•ous-groupes HL et ÏP
2^ est la somme directe de la fa-



mille de s ou s-groupe 8 (H L) c e i s X étant Infini, H ( 2 )

n'est pas fermé et est partout dense dans FI H. =

Dono H ^ 2 ) ^ G * 2 ^ H et H n'est pas un sous-groupe pur

de G,

Cependant, si H est un sous-groupe pur relatirement eoa-

paot d'un groupe abélien séparé G dont tous les éléments

sont de hauteur infinie, son adhérence H est encore un sous-

groupe pur de G. En effet, on a ÏÏ= H*nî * Hta^ , car fn(H) *

fn(H), puisque H est compact »

On remarquera que, si H est un sous-groupe de G dor.t tous

les éléments so t de hauteur infinie dans H, H est pur»

Si G est un groupe abélien séparé produit de deux grou-

pes H et Kt H et K sont deux sous-groupes purs de G*

Proposition 5 . - Si G est un groupe abéllen sa-pa.rê e t s i

H est un sous-groupe pur ouvert dont tous l e s nlên.e t s sont

de hauteur inf inie^ %l), G est Isomorphe à H x (G/H) l5 ) .

Définition g»- On d i t quyun groupe abéïeln séparé e s t

^réduit s i tout sous-groupe pur ferihé d nt tout élément es t

\ de hauteur Infinie se réduit à [0} •
e • •

Dans un groupe abélien discret G, la réunion de tous les

sous-groupes purs do t tout élément est de hauteur Infinie

est xm sous-groupe H de G ayant les mêmes propriétés et,

d'après la proposition 3, G est produit de H et d'un grou-

\ pe réduit^isomorphe à G/H.

k^.cl.A tf * v



Théorbme g»- SI G est un groupe abéllen localement compactf

il existe un groupe abélien localeme, t compact cTdont tous

les élémerts sont de ? atxteur infii le et un sous-groupe où-

rert Gf de 'S, Isomorphe à G et tl que tous les éléments de

G/Gf soient a1ordre ftinl#

Soit G un groupe abélien localement compact» S un système

de générateurs de G et H un groupe abélien (non topologique)

somme directe d'une famille (Hy)yes de sous-groupes isomor-

phes à Q • Séslgons par HA le sous-groupe des entiers pa-

tio nels de Hy: H' est un sous-groupe cycliaue infini engen-

dré par tin élément z de H. La somme directe H' de la famille

(HM € s est un aous-groupe de H et, si ze H
f
 t il existe une

partie finie X de S et des entiers iiy (yex) déterminés de

«Taçon unique tels aue z =yf^
21yzy 0n vérifie facilement que

z -* E XLjr est une représentation du groupe Hf sur le groupe

(on topologique} G# Si K désigne le sous-groupe de H for-

mé par les éléments Z n^z^ tels que Z n y = 0f Z)nvy->K+-£n «

est un isomorphisme tf du groupe G sur le groupe quotient G9

Hf/K« Gf est un sous-groufefquoÇîent GrH/K, dont tous

les éléments sont évidemmert de hauteur infinie. Dfautre

partf H/H
f est isomorphe à G/Gv et tous les éléments de

H/H' sort d'ordre fini: en effet» HjTHf est somme directe

de la famille de sous-groupes (Hy/H£)y € S de sous-groupes

isomorphes à Q/Z, • Enfinf l
f image ̂  ( OO ) par vf du filtre 30



des voisinages de o dans G est une 1>ase de filtre dans G et

11 est immédiat que if (#) est un système fondamental de roi*

sinagea de 0 dans une topologie compatible avec la structure

de groupe de Hi: vf est un Isomorphisme du groupe topologique

G dans le groupe G muni de cette topologie et Gf z <f (G) est

un sous-groupe ouvert de G. SI V est un voisinage compact de

0 dans G, f (V) est un voisinage compact de 0 dans G et G

est localement compactt d'où le théorone )•

Si G est totalement dlsoontinu> il en est de même de G #

hn effet» oom^e Gv est un sous-groupe ouvert de G, la compo-

sante connexe de 0 dar.s G est identique h la composante con-

nexe de 0 dans Gv
9 c'est-à-dire à iO};

Si 0 est réunion de sous-groupes compacts» il en est de mê-

me de G. En effet» comme tous les éléments de G/G9 sont d'or-

dre fini» si xttf» il existe un entier n tel que nx « G*. Soit

H l'idhére-oe du sous-groupe engerdré par nx dans G'. H est

compact et le sous-groupe engendré par x dans G est co tenu

dans l'ensemble compact U(kx+H)» donc relativement compact»

dfoù la propriété#

Dans logeas où G est un groupe abélien discret dont tous les

éléments 4 0 sont d'ordre infini » on peut préciser le thé- %

orème I par le théorème 2 et la proposition 4#

Théorème 2«- Soit G un groupe abélien discret dont tous les

élémer ts + 0 sont d'ordre infini; il existe alors un groupe dâs-

cret G soi/iiae directe d'ur.e famille de sous-groupes isomorphes

à Q et uj. sous-groupe G' de Z isomorphe à £ et tel que tous

les éléments de G/G' soient d'ordre fini#



En effett 0 est un Z, -module regulier etf d'après un thé-

or?:me de C. Chevalley ' 5 ) , il existe un espace vectoriel <i par-

rapport au. corps Q contenant un sous-module G1 isomorphe à

G et tel que G * Q G* • Si x e G, il existe des entiers n et

n tels que m/n x * x
f é G1 f o

f est-à-dire nx = nxf é Gf et la clas-

se de x dans 5/Gf est d*ordre fini. D'autre part, l1espace

Tectoriel G est somme directe df ne famille de sou3-modules

( Q x t ) t a t donc isomorphes à Q 1 d
foù le théorème*

En particulier si t us les éléments de G sont de hauteur

infiniet G = G
f et G est somme directe d'une famille de sous-

groupes isomorphes a <£ .

On identifia les groupes,G et G1 et on dit que le groupe %

est associé h G» Ce groupe G est déterminé à %mm isomorphie

près par la condition de contenir un sous-groupe Gf isomor-

phe à G et tel que toutes les classes de G/G' soient d'or-

dre fini. Plus précisément:

Proposition 4»- Soit G et Gi deux groupes abéliens discrets

dont tous les éJéme ts + 0 sont d'ordre infinif cTet 5^ les

groupes qui leur sont associés; alors tout isomorphisme f

de G sur 6^ se prolonge de façon unique en un isomorphisme

de G sur Qx •

En effet; on a G^QG et Ô^ - Q G4 et le théorème de C»Che-

Talley déjà cité montre qu'il existe va Isomorphisme f de ö

sur Gi prolongeant f* Ce prolongement est unique; en effett



soit f'un autre isomorphisle de G «ur S 1 prolongeant t ; on a

si xtG, nx»«»é G et f'(x)-f^x') ^ "/nf* <x» )-%ƒ(«•) =

1g?(x*) = f tx), par définition.

SolJ O tin groupe abélien localement compact, G son dual et

f le transposé de lfendomorphisme fn# fn n'est autre

lfendomo -phisme continu £ -* ni de G car on a

<f (x)t£>=<nx,*>* <x,n*> • Le conjugué dans 0 du sgus-grou-

pe fermé flL v de G est donc ly adhérence du sous-groupe G

de Ô. m effet, f^Co) =. a(n) et fn

Proposition 5.- 31 G est un groupe afrollen localement Éom«»

pact ayant un sous-groupe pur ouvert compact, pour tout en-

tier n > 0 9 f est tui hoinomorphlsme de G dans lui-même•

Soit H un sous-groupe pur ouvert compact de G. La res-

triction de f à H coïncide avec lf endomorphlsme x -*nx de H#

Cet endomor phi sine est continu et, comme H est compact, cfest

un homomorphisme de H dans lui-même* On a fn(H) s IP
nî=:

H r\ G^n'r H ̂ *n(G) ; fn(H) est donc un sous-groupe ouvert Ae

0»*a' et fn^est un homomorphiame de G dans lui-même*

Se plus, G*n' est alors un sous-groupe fermé de G isomor-

phe à G/G(nj # Le transposé fn de fft est aussi un homomorphls-

me de ô dans lui-même et y n ' est un sous-groupe fermé de G

conjugué dans G du sous-groupe G^nj de G. Bn particulier,

&nK G éatiivaut à G(n) ,{0} •

Corollaire,- Pour <iufun groupe abélien compact G ait tous

ses éléments *0 d'ordre infini, il faut et il suffit que

tous les éléments du groupe discret G soie: t de hauteur Infinie*



f4 #- Groupes abéllena localement compacta con-exeat

proposition I,* Pans vu groupe abéllen oompact» ^ensem-

ble des éléments de hauteur Infinie est un sous-groupe par

fermé» Identique h la composante gonnexe de lfélément neu-

tre*

Soit G un groupe abéllen compact; G^n^ est un 8ous*&rou~

pe fermé de G et O co<5)7 0 ol
n) est aussi vn sous-groupe fer*

mé de G* SI S est le groupe abéllen discret dual de G, ls

conjugué dans 6 de G^nj est le sous-groupe §'
n^; donc, dans

G# Q
LCÓ) est le conjugué du sous-groupe L^ ^(u).» c

feat-à-dire

le sous-groupe B des éléments df ordre fini de G. G LOÙ) est

donc Identique à la composante connexe de 0 dans G^K !«• \ '
i

dual de G ^ } est le groupe "quotient §/f dont toutes les
1

classes différentes de ̂  sort dfordre Infini: tous les é- \ .!<

léments de G Lo0) sont donc de hauteur infinie dans QLCÖ\ d ^

près le raisonnement précèdent appliqué au groupe ûctO)
t $^ <

•t G ioù) est un souaKgroupe pur de G#

Corollaire»- Sans ta groupe abéllen localement compactt

la composante connexe de lf élément neutre est un sous-groupe

pur fermé dont tous les éléments sont de hauteur infinie*

Xn effetf ai R % 0 est un groupe abélien localement com-

pact» G étant un groupe abéllen ayant un sous-groupe ourert

compact9 la composante connexe de 0 dans G est un groupe^om-

paot connexe K dont tous les éléments sont e hauteur Infi-

nie et la composante connexe de 0 dans Tt% G est £ % K*



Soit 0 un groupa abélien séparé ayant un sous-grojqpe ou-

Tert coiupaot. la composante oonnexe de 1* élément neutre de

0 est ua sous-groupe(pur)compact K dost tous les éléments

sont de hauteur infinie. On pemt dono prolonger l'appli-

oation identique de X sur lui-même en une représentation "

f de O sur K£). f(0) = X* est un sous-groupe de G et le grou-

pe (non topologique) G est Isomorphe au produit des groupes

K et Kf* Four que le groupe topologique G soit Isomorphe

à K x K f , 11 faut et 11 suffit que la représentation f solt

continue ou bien que K9 soit un sous-groupe fermé de G '*)•

II en est ainsi» en particuliert d'après la proposition 8

du $3, lorsque K est un sous-groupe ouvert de G, Sonet

Proposition 2,» SI dans un groupe abélien localement corn-"

pact G. la composante connexe de lfélément neutre est un

sous-groupe ouvert Gy de G» G est isomorphe au produltdu

groupe connexe Gf et d&p4(i groupe discret G/G9*

Plus particulièrement. 11 en est ainsi lorsque G est lo-

paiement connexe » Sn effet, 11 existe alors un voisinage

connexe V de 0 et la composante connexe de 0 contient Y«

Soit G un groupe compact oonnexe* Ou bien G est localement

connexe » ou bien tous les pointa de G sont des points sin-

guliers) ; en effet» svll existe un élément x de G tel que

tout système fondamental de voisinages de x contienne un vol*

3lnage non connexe * 11 en est de mime pour tout système



fondamental de voisinages d'un élément queloonaue de G» Bans

ce derr 1er oas9 on dit que O est non localement corn exe»

81 G est un groupe afcéllen compact connexe 9 tous les élé-

ments 4:0 du groupe abélien discret G9 dual de 0, sont d
f or-

dre infini e% inversement*

Définition 1«- Le groupe abéllen compact S » dual du grou-

pe additif discret de q f est appelé groupe aolénflî&al^)»

Le groupe 5 est un groupe connexe 9 non localement connexe f

à une dimension* Tous ses éléments * 0 sont d'ordre infini.

Tout aous-groupe fermé deSet*sest totalement diacontinu.

Théorème I«- Soit G un groupe abéllen compact connexe;

11 existe alors un groupe G, produit d'une famille de grou-

pes solénoldaux et u» sous-groupe fermé totalement diacon-

tinu H de S tel que G siit isomorphe à G/H. Le groupe G

est déterminé à uns Isomorphie prés, par cette propriété*

Xn effett le dual ô du groupe G est un groupe discret

dont tous les éléments 4- 0 sont d'ordre infini* Le grou-

pe Gf dual du groupe G' associé au groupe Gt est produit de

groupes Isomorphes à #Sf car G' est somme directe de aous^

groupes isomorphes à Q • SI H désigne le conjugué de G dans

Gf H est un sous-groupe fermé de G, dual de G'/Gt donc to-

talemert discontinu et G/H est Isomorphe au dual de G9 e'est*

à-dire à G, Knfln, si G^est XÜX autre groupe abéllen compact

oonexe et G^ le groupe dual du groupe a1, 9 associé au grou-

pe discret G, dual de Ĝ  9 tout lsomorphisae f de G sur Ĝ .



as prolonge de façon unique en un lsomorphiame ff de 0f sœur

O\ » donc tout isomorphiame f de G sur G a s c prolonge de fa-

çon unique en un iso&orp^lsme f ' de G a u r ^ # R est un grou-

pe afcélien compact totalement discontinu dont tous les élé-

ments + 0 sont d'ordre infini; noua déterminerons aa struc-

ture dans le S4 dû Chapitre III#

Xn particulier f si tous les éléments * 0 du groupe & aont

dfordre infini, O est produit d'une famille de groupes so~

lénoldaux*

Si G a un nombre fini n de dimensions, dans son énal G,

y a exactement n éléments linéairement indépendants li

et le groupe associé à G est somme directe de n sous-grou-

pea isomorphes K Q # Sono:

Proposition 3«- 31 Qt est un groupe abéllen compact coraie-

xe à n dimensions, 11 est isomorphe an (juotlent 5/H de

S'1 par un aoua-groupe fermé totalement discoutiniuK»

la récipitxiue est triviale. .

Df autre pa^t# on aai il
 zt) qtue tout groupe compact G est li-

mite projjectlve dfung famille (LL)C« de groupes de Lie ooa«»

paots* Si G est connexe, tous les Lt le sont aussi et ai d

a n dimensions, on peut supposer que tous les I t ontn di-

»enslona« Donc tout groupe abélien compact connexe est li-

mité projectire d'une famille de groupes (T a i) t e i # in par-

tifulier:



Proposition 4.- 81 0 est un groupe abélien compact con-

nexe à n dimensionst 11 existe un groupe al) é lien compact Q*

totalement discontinu, aya* t un système fondamental dénom-

brafcle de voisinages de 0 et tel que ö soit Isomorphe an

quotient de K % G1 par un soue-grotxpe isomorphe à 2^ttl#

Bous détemlnerons la structure du groupe G9 dans le S4

du chapitre II et dans le SI du Chapitre III #

81 & est localement connexe» 11 est Isomorphe h T1^ #



Votes du Chapitre I*

*} Sans ee trarail, nous adoptons la formalisation et les

notations de M.Bourtoaki (VI). Conformément à oett» conren-

tlon9 Z désigne l'anneau des entiers rationnels» <? le corps

des nombres rationnels, K le corps localement compact des

nombres réels9 T le groupe compact fwx # Bans ce qui suit.

Z, Q , R désignent les groupes additifs de ces an~

ne&ux et corps» 31 0 est tin groupe , noua désignerons par1

xy le composé dé x et y. Si G est abéllen, nous utiliserons

la notation a&utjjye x +y pour le composé de x et y et lfélé~

ment neutre de G sera désigné par 0*
1)Ce théorème est démontré par B.ft# Tan Kampen (III)9SIV;

Th. 8. Cf. L.Fontrjagln (T)9Ch;V9SSSt3 et S. On a
1 plus géné-

ralement le théorème suivant: SI a est un groupe localement.

eompact dont les deux structures uniformes sont identiques,

ft est Isomorphe à un produit de groupeaj RxQy
9 où G

y est

un groupe topologique ayant xm sous-groupe distingué ou-

vert compact «
3) On notera indlfféreramei t la râleur du caractère £ e O an

point x € G par &(x) ou&9&> # Sur la théorie de la dualité,

en particulier sur la démonstration du théorème 2, on consul*

tera les ouvrages de L» Pontrjagin (Y^ Ch«Y9 $f30-54t et de

A.Weil (VII)9 Ch. VIf 128.

M Ces pro*piiétés sont démontrées par A.Well (VII)9 Ch#VI,

5 ) Voir I. Bourbakl (VI), Topologie général©, Ch.III, «3, lx.I8.



*) Sn particulier, si a est compact, la eomposante eonaexe

A* 0 est Ia conjugué du sous-groupe des éléments d'ordre fini

du groupe discret ö#

71 *) Tolr N.Bourbaki (TI)f AJL«èt>ret «uX t 16f

Voir L^Po4trka6in (T) Ch*Y,SS4 et 8*1# Tan Kampen (III)f

H On rolt facilement que Gf est l'adhérence dans G du H

produit direct de la famille (OL ) l € I de sous-groupe a de G#

*°) Un autre exemple du fait que fn n
fest pas xm homonor*

phlûme est le suivant: soit (CrL)c6x ^^^ famille infinie de

groupes isomorphes à Z / ( p S ) f X t l e aoua-groupe de Oc iso-

morphd à 2//Ép) et G le groupe abélien localement compact

somme directe locale de QL% relativement aux H L #f tO) est

partout dense dans H ~ FI Htet t B; donc f^ nf est pas un homo*

morphiöae»
i1) La notion de soua-groupe pur ( Servanzuntergruppe ) a été

introduite par H,Prüfer (Z)t ̂ t9 plus récemment, pax L#Kuli-

kof f (VIII). Sans ce dernier mémoire, on trouvera des pre «

prié té 8 des sous-groupes purs d'un groupe abéllen discret*

une définition équivalente dans le cas où tous les éléments

* 0 du groupe G sont d'ordre Infini a été donnée et étudiée

par EtXlapin, dans "On the décomposition of abélla» groupa

into direct sum of rational groupa", Ree «Math «Moscou*



>z) On trouvera une démonstration de cette proposition» «en*

nue sous la nom de Leone d'Alexander, dans A* Weil (VII), Ch

71, /f£6t Leone I. Cf. Aussi S. Saer (IV)
3) Vette proposition est aussi exaete dans le oas où tons

les éléments de H sont d'ordre borné. Voir L.Kulikoff (TIII),

ïh, 5.

"•) Ce théorème est évidemment encore exact dans le oas où 0

n'est pas localement oompaot; mais alors Q n'est pas loca-

lement compact.
5) Ce théorème de Chevalley s'énonce ainsi: Soit M un ao-

dule régulier dur un anneau d'intégrité A; il existe un es-

paoe rectoriel M* sur le corps des quotients £ de A et un sous-

module (sur A) M' de H isomorphe à K et tel que M ̂ KM'. 31

M 1 est un autre A-module régulier et si K^ est l'espace ree-

torlel qui lui est ainsi associé, tout isomorphisme de A

sur U% se prolonge de façon unique en un isomorphisme de M

sur M^ « Toir C.Chevalley, 1'arithnétiq.ue dans les algèores

de matrices. Actualités Scientifiques et Industrielles, If) 323;

Bermann, Paris, Appendice 1, p.£7. pour le oas présent, Tolr

H. Baer (IV)

'6 ) Voir note 6.
>?) Voir A. Well (VII) , Ch.I, $4 e t Ch. 3 , 126, Leœme X.
( î ) Voir i:. Bourbaki (TI) , ïopologie Oéj.érale, Ch# 3 , 18, Xx.I9
I q

} On dit qu'un point x d'un espace topologique compact con-

nexe X est singulier si tout système fondamental de voisi-

nage de z contient un ensemble non eôY. oxe. Voir H.Bourbaki



(VI), topologie Générale Ch.II, M» Sx. IT.
2O) Le groupe solénoldal S a été défini et étudié par D.

Dantzig, dans "XTber topologisah-homogene Continua", Fonda-

ment a Mathematica, vol. 14, .pp. 102-128, 1930*

") Toir K.R. ran Kanpen (III) , S3,6,h) et A.Ieil (YII)t

Ch. 6, *29.
l£) On trourera tme démonstration de ce fait dans l.Weil

(Til), Ch .5, ISS.

") Toir A.Weil (VII), Oh. 6, I £5.



Chapitre IX.

il.» groupes topologlques mrimairss. f CCWAÙUO orW>vo*y

Définition I.- On dit qu'un groupe ̂ opologlque séparé 0.

est primaire (associé à l'antler premier p), si, pour tout'

X€Q, la représentation n+x de Z (muni de la structure OC

p-adiquc ) dans & se prèlonge pir continuité en une repré-

sentation deX o dans & **)•

I»a représentation ainsi obtenuet qu*on note q -* x^9 est

unique et est un homomorphlsme rr de Z p dans G, car ZP

oompaot et 0 séparé» Donc, pour tout x ( G, nx<Zf ) est un sous-

groupe abéllen eompaot de & et s9est le plus petit sous*

groupe fermé contenant xt car c'est Vadhérence du sous*»

groupe engendré par x9 B
v autre pa£tt rïxtQ.K est un sou3-groupe

fermé de Z?% donc un j>r (resp. 10} ) si x est d'ordre fini

(resp, infiai} et nx(Zp; t isomorphe à Z^/ÎT^Ç) t est isomorphe

à 2/(pr) ̂ resp^ Z£ )•

Proposition !>*» Etant donné un groupe topologique sépa-

ré Qt% il existe au plus un entier premierjp tel que Q sait

primaire (ass. à p) •

Soit 0 un groupe primaire (ass» à p) et primaire (ass# à

)>f # p); Alors» si xeQw rt^itp^^iZ^) oa* c'est l'adhérence

du sous-groupe engendré par x9 ce qui est absurde si x * 0»

d'après ce qui précède.



Tout sous-groupe fermé d'un groupe primair© (aas, à p)

est évidemment un groupe primaire (ass, au même entier)»

Proposition 2,- îout sous-groupe fini dfun groupe pri«»

maire (ass, à p) a pour ordre une puissance de p#

Sn effetf tout élément d
fordre fini d'un groupe primai-

re 0 (ass, à p) a pour ordre une puissance de p. Si H

est val sous-groupe fini de fi d'ordre n et si p9 est un di-

rlseur premier de n9 il existe x f O d'ordre p* L ) t mais

X a pour ordre une puissance de p, donc p = pf et n ~ pr.

Pro po si tloiv 4,J L'image par une représentation continue

d'un groupe primaire (ass, à p) dans un groupe séparé est

yaai groupe primaire (ass, au même entier).

En effetf a étant un groupe primaire (ass. à p) et f une

représentation continue de 0 dans un groupe séparé, potxr

tout x k <*t q. -* f(x&) est une représentation continue deZ £

dans Ot prolongeant la représentation n -> f(x*) = (f(x))*

de Z dans G,

Corollaire.- Si H est un sou S-groupe distingué fermé

dfun groupe primaire 0 (ass, à p) f a/H est un groupe prl-*

maire (ass, au même entier).

En effet, G/H est l'image de G pas l'homomorphlsme cane»

nique x -?> xH,

Proposition m«- Soit (ft^)ca uae famille de groupes to-

pologiques séparé s; pour que le groupe FI QL soit primai*»

re-(ass, à p) 11 faut et il suffit quet pour tout t * If

<*L soit primaire (ass, à p).



ïn «f f et, si, pour tout i « I, Ot est primaire Usa. à p)

<iuel <iue «oit x t e ttt . 4 -* <*?*<. *z
 # 8 t *** '«Présentation

continue de LD dans ïl ô. prolongeant la représentation

n -> (3?*)LfrT . Inrersement, si G = T7G est primaire (ass.

à p) t pour tout ié If prL(G) * ût est un groupe primaire

(ass. à p), d'après la proposition 2»

XI en résulte que, pour qu'an groupe topologique G; liai»

te projective ) d'une famille (0^ )L &l de groupes topologiques

séparés » relativement à des homomorphismes fc 9 soit primai-

re (ass* à p) t il faut et il suffit quet pour tout u If JfL

soit primaire (ass, à p), C'est suffisant o a* Q est un sous*

groupe femme de fl 6, • C'est nécessairet ear & est 1*image

de G par l'homomorphisme fc de G sur QL #

Proposition 5»- Four qufun groupe séparé complet G soit

primaire (ass, à p)» il faut et il suffit que» pour tout

x É öt la représentation n -> x
3* de £ (muni de la structure

p-adique) dans G soit continuem

C'est évidemment nécessaire; c'est suffisant d'après la

proposition suivante: Toute représentation continue d'un ^

sous-groupe partout dense d'un groupe complet1 G dans un grou»

pe complet Of peut être prolongée par continuité en une

représentation continue de G dans Gf ^ ) .

Si G est un groupe primaire (ass# à p) non complet et ad~

mettant un groupe complété G, le groupe topologique G n'est

pas en général primaire (ass. à p).



Par exemple, dans le tore T , qui nfest primaire

(associé à aucun entier premier p) f le sous-groupe des

éléments dont l'ordre est une puissance de p est par-

tout dense et primaire (ass. à p).

Cependant le groupe complété G d'un groupe abélien pri-

maire G (*ass. à p) est primaire (ass. au même entier) dans

le cas où l'application (ntx) — nx de Z x G sur G est con-

tln&e ( Z, étant muni de la structure p-adique). En effet»

(ntx) -* nx est une application billnéaire continue de Z x G

sur G et on peut la prolonger par continuité 5) en une ap-

plication bilinéalre continue (q»x) -* qx de Lpx& sur G et9

d'après le théorème de continuité partielle ) f pour'tout

x £ G, la représentation q -• qx de Z^ dans G est continue

et prolonge la représentation n — nx; donc G est primaire

(ass. à p).

Définition 2«- On dit qu'un groupe est un p-groupe si

chacun de ses éléments a pour ordre une puissance de l'en-

. tler premier p.

Proposition 6.- Puur qu'un groupe dlfsorat soit primaire

(ass. à p) il faut et 11 suffit qu'il soit un p-groupe>#

Xoutp^structure topologique séparée compatible arec la

structure d'un p-groupe en fait un groupe primaire (ass. à

p). Cela résulte trivialement de la définition X,



Proposition ?,« Soit & ta «rompe séparé complet et H «a

sous-groupe distingué ourert de G; pour que G soit primai»

re (as8. à p), il faut et 11 suffit que H „et G/H soient des

groupes primaires (ass. à p}*

Cfést nécessaire 4faprès le corollaire de la proposition

3. C'est suffisant, car, si G/H est primaire (ass. à p),

e'ast un p-groupe discret et, pour tout x € G, il existe

un entier r > 0 tel que xP% H. D'autre part, H est ouvert,
J

donc complet et9 pour tout x e H et tout voisinage V de 0

dans G, il existe un entier r* » 0 tel que, pour tout k > 0

x*Pr 6 TnH. Doncf pour tout x e G et tout roi inage 7 de •

il existe a 9 r + r
f tel que, pour tout k>0 t x ^ e T n E c T ,

ce qui entraîne la continuité de la représentation n -+ xa

de Z (muni de la structure p~adlque) dans G et. comme G

est complet, il est primaire (ass. à p),

II en résulte quet pour que la somme directe locale d
fm^

ne famille (GL ) c < e L de groupe âbé liens complets, re lat ire-

ment à des sous-groupes ourerts H9 soi* primaire (ass. à p),

il faut et 12 suffit que chacun des groupes Gt soit pri-

maire (ass, à p). C'est nécessaire9car GL est isomorphe

à un sous-groupe fermé de G» C'est suffisant. oarf si» pour

tornt ce X, O est primaire (ass* à p) t H = n H est primaire
ter L

(as8# à p) et G/H est tin p-groupe discrett car 11 est somme

directe de p-groupea discrets isomorphes à $t/Ht»



•*•• Groupes looalement oompact s primaires (ass« à;p) #

Proposition I,- Tout groupe compact primaire (ass* à p)

est limite projectlve d'une famil e de p-groupes fiai a et

inversement.

Tout groupe compact G est limite projeetire dvune famille

{l*L)Lfl de groupes de Lie opmpaets. Pour &ue G soit pri*

maire (ass* à p), 11 faut et il suffit que, pour tout L e X +

LL le soit, ef est-à-dire soit un p-groupe fini# Xn effet t

soit Rt unnsous-groupe fermé à un paramètre de Lc • Ut *»t

localement Isomorphe à T ou "bien discret* II nfest

primaire (ass. à p) que dans ce dernier cas et cfest alors

un p-groupe fini* On en déduit que LL est aussi un p-groupe

fini. La réciproque est triviale#

Proposition 2.« Pour qu'un groupe compact O soit primai*

re (ass, à p), il faut et 11 suffit qu'il soit totalement

discontinu et que* pour chacun des sous-groupes distingués

ouvert s H de G> G/H soit un p-groupe fini»

C'est nécessaire, car la composante connexe de e dans G

est limite projective des composantes connexes des élé-

ments neutres des I c * ) t donc [e};pour tout sous-groupe

distingué ouvert H de G, G/H est un groupe compact discret

primaire (ass. à p)f c'est-à-dire un p-groupe fini. C
fest

suffisantf car, si G est compact et totalement discontinu,



lfensemble 9 des sous-groupes distingués ourerts de $ est

un système fondamental de roi si nage s de e ); G est donc

primaire (ass. à p}9 oar c'est un sous-groupe fermé du grou-

pe primaire Tl G/H* Sa particulier, tout groupe abalien

compact primaire (ass# à p) est isomorphe à un sous-groupe

fermé dfun groupe produit de p-groupes cycliques*

Se la proposition 2 du SX on déduit immédiatement:

Proposition g,-Lfimage dyun groupe abélien localement

compact primaire (ass« à p) par chacun de ses caractères

est un sous-groupe cyclique de T dont lf ordre eèt une puis**

sance de p, ou bien la réunion de tous ces sous-groupës.^^N \ /

Théorème I.- le groupe dual dfun groupe abélien locale-

ment compactprimaljpe_j

me entier}.

Soft G un groupe abélien localement compact primaire (as*,

à p) et G son dual. Montrons dvabord que, si G est compactt

O est un p-groupe discret; en effet» si £ est unftaraetèr*

de O v i(G) est un sous-gçoupe fermé de T 9 donc un groupe

cyclique dfordre pr
f d

faprès la proposition précédente.

Autrement dit, pour tout 5k t Ôt 11 existe r > 0 tel que» pour

tout x eftt p
ri(x) » 0 «ti est d1 ordre pp dans ft, qui est

done un p-groupe. Supposons maintenant G localement compact;

alors S est localement compact et totalement discontinu;

en effet» pour tout x U , !• sous-group* engendré par x



est relativement oompact * ) # Donof dans Gt Vensemble & des

sous-groupes ouverts oompacts de O est un système fondamentaâ

de yoisinages de 0. SI H * e 5* t $/H* est dual d'un sous-

groupe ouvert compact H de Gf/conjugué de H * • I est primai*

re (ass. à p), donc G/H* est un p-groupef d'après la remar-

que précédents. .Pour tout le G et tout H * e & , il existe

donc un entier r > 0 tel que Jjpr* e H* pour tout entier k.

eeei entraîne la continuité de la représentation n -* n&

de Z (muni de la structure p-adique) dans G, pour tout

i e "G. G étant complet est primaire (ass# à p) *

De plus la valeur au point x du caractère q£ (q e Z f }

est égale à la valeur au point qx du caractère &# X9 effetf

on a q*(x) s lim n±(x) = lim i(nx) . 4(lim nx) ,
"•-•i f»-»1 n-»q
«^2. ntï nf^

car i est contixm#

Corollaire I.- Pour qu'un groupe abéllen localement com- \

pact G soit primaire (asa/ à p), 11 faut et il suffit quyll

soit totalement discontinu et que, pour tout sOBB-groupe

ouvert compact H de G, G/H soit un *» p-groupe>

Corollaire 2,> Tout groupe abélien localement compaet

primaire (ass, à p) est limite projcctive dfune famille

de p-groupes discrets^

En effet§ soit G un groupe abéllen localement compact

primaire (ass# à p) # II est complet et l'ensemble 3? des

sous-groupes ouverts compacts de G est un système fondamental



de voisinages de Of dans G est limita projectire &* la

familie (G/H)^^^ de p-groupe a abéliens discrets '° ) #

Proposition 4t> Si G est un groupe abélien localement

compact primaire (aas> à p) t (q,x) -+qx est une appllea»

tion blllnéalre continue de Z.p*G sut* G #

Gomme G est abéllen, pour tout x et y e G, n(x*y) * nx + ny;

df autre partt on a (»+n)x- nx^nx # Donc (ntx) ^ nx est une

application t>llinéaire de Z, x G sur G# Montrons qu'elle

est continue en tout point (n9x) de Z,* Gt ( Z étant muni

de la structure p-adique). l'ensemble des sous-groupes ou-

Terts compacts de G est un système fondamental de voisi-

nages de 0 dans G# Four tout x e G et tout sous-groupes ou*

yert compact H de G9 il existq un entier r > 0 tel que

kprx e H pour tout entier kt car n ̂  nx est une représen-

tation continue de Z dans G« D'autre part, on a9 pour tout

entier n

Aoae9 pour tout x
f e H

(n tîcpr)(x4 x') e 2DC+E+H+H ^ nx+Hf

et ceci montre que (nfx)-^nx est une application blliné-

aire continue de Z, x G sur G. On peut la prolonger par

continuité en une application bilinéalre continue (q.fx)~>

f(a#x) de Z x G sur G s ) 9 car G est complet9 D'après la

théorème de continuité partielle ) 9 la représentation



4 -* f(q.fx) de Z p dans a est continue et elle prolonge la

représentation n ^ BZ de Z dans G; elle conincide done arec

la représentation a -, ai de Z r dans G# oar celle-ci est

la seule à jouir de ces deux propriétés. Donc (qtx) -> qx

f(q9x) est une application bilinéair* continue de Z£ x G

sur 0»

En particulier, dfaprè* le théorème de continuité partiel-

le 9 x~*qx est un endomorphisme continué de G, pour tout

Zl résulte de eette proposition que* si G est un groupé

al>élien localement compact primaire (ass, à p) f la loi de

groupe et la loi de composition externe (q,x) ->qx font de

G nn Zr ̂ module topologlque ^ ) localement compact» Il,3r

a Identité entre les sous~modules fermés de G et les sous-

groupes fermés (donc primaires (ass* à p)) de G et il y a

identité entre les endomorphisme s continus d*. Z f «-module

G et les endomorphisme s continus du groupe G.

8olt a un entier p-adigue d'ordre pr
# Alors n 9 x d p ) ^

H n ^ î f i est un sous-groupe fermé de *xczpx. *yZp >

tant9 en tant que Zr «module, Isomorphe à Z p ou à un de ses

awwr-modules &Mm#^t rr cZ\ est donc identique à n r c2,«) #

Définition I.- Si G est un groupe abélien localement com-

pact primaire (ass, à p ) , on dit que a 6 G est de hauteur pr

dans G si r est le plus grand entier tel que % = prx ait une

solution dans G.



On a donc la

PBOposltion 5»- 81 g est un entier p-adlque d'ordre pr»

pour que l'équation a - qx ait une solution x dans G* 11

faut et il suffit que a soit de hauteur pr dass G#

On en déduit que &'-Pr) e8t l'ensemble des éléments de G

de hauteur > pr et on a

om) f Ötpr) *t Gin' G^^si n e

Gtpr, c G(pr+i/ et Gtpo G(P*V Gt^40} et OM'- G •

Bè là 11 résulte que9 pour que le Z^-module G soit régu-

lier t 11 faut et il suffit que chacun de ses éléments ^ 0

soit dfordre infini.

Proposition 6««» Soit G un groupe abéllen localement compact

primaire (ass* kp) , G son dual; si le sous-groupe des éléments

dvordre fini (resp, de hauteur infinie) de G est partout

denset tous les éléments de G sont de hauteur finie (resp«

dyordre infini) .

Cela résulte immédiatement du fait que le conjugue dans $l

de G7^^ (resp. O,pr, ) est %^} (resp. JT1^' fl .

Définition 2«- On dit qu'un groupe afrélien localement

compact G primaire (asi# à p) est de rang n si tout sous-

nodule de G, somme directe de sous-mod»les engendrés par

un élément est somme directe de n au plus de ces aous-mo-

dules •

On sait '*) aue si G est un Z£-module (non topologique) t



de rang I, il est isomorphe à Q t zF 9 q^ /z i ou Z/(pr)

et aue ai G est de rang n, il est somme directe de n~sous~

modules de rang I. La seule topologie d'espace localement

compact compatible arec la structure de p-groupè de QfiZr

est la topologie discrète f car Qr*zB est dénombrable )• II

en résulte que la seule structure de groupe localement com-

pact primaire (ass. à p) compatible avec la structure de

groupe de Q est la structure habituelle. En effet» si

est primaire (ass* àp) 9 l
fensemble %r =.nA(

rzt) des entiers

p-adigues est compact et 9/^B est discret; donc ir£ est

aussi ouvert et les voisinages de 0 dans Z f forment un

système fondamental de voisinages de 0 dans Q . Il en ré?-

suite que tout groupe abélien localement compact primaire

(as3. à p) de rang I est isomorphe à Qr § zp , QP'ZP o*

Z /(pr) et plus généralement:

Proposition 7«- lout groupe abélien localement compact

primaire (ass. à p) de rang fini n est produit de n groupée

isomorphes à Qe • Zp • Qf'^e f ^ ^ '{j!*)*

lia proposition 6 du S3 donne une autre caractérisât ion

des groupes abéliens compacts primaires (ass, à p) de rang

fini ̂



I3«- y-groupe3 abéliens discrets et groupes aftellen*

pacts primaires (aas» à p).

théorème I«- Pour qu'un p-groupe aftellen discret ait tous

ses éléments de hauteur infinie, 11 faut et il suffit qu'il

soit somme directe d'une famille de sous-groupes isomor-

phes à Qp'Zf 5)«

C'est évidemment suffisant, car tout élément de Qj. /^ est

de hauteur infinie, Montrons que c'est nécessaire. Soit &

un p-groupe aftellen discret dont tous les éléments sont de

hauteur infinie. Montrons d'abord que9 pour tout x € ftt il

existe un sous ~ groupe H de G contenant x et isomorphe h

Q ;Z • Définissons par récurrence la suite (x ) w _ d'élé-

ment s de G: posons x = xQ et soit xn défini par x^;

pour tout entier n>0. Si Hx est le sous-groupe de G en-

gendré par {x tXlfXg ###i} , on a x ^ Ê , ett si y eH x

y = C a4*4 C31 •* ai entiers positifs)

pour tout entier m y, 0. Donc dans Hxf tout élément est de

hauteur infinie. D'autre part9 si x
v est un élément d'or-

dre p &• H i on peut par le même procédé associer à xf un

sous-groupe H , de L et x1 -> p~n définit un Isomorphlsme

de H t sur Qp/2^.Mais on a Hx=r H^i; en e f f e t ,

s i Hx * « x f t i l existe y = kxa € ^ r t CH*?; donc xnt ^

pou* tout n' > n et H f aui a un nombre f ini de générateur»,



est fini, oe qui est absurde. Soit 3? 1'ensemble dts parties

X de Ö telles que la somme L .- E ^ soit directe, On rolt

facilement que l'ensemble 3* , ordonné par inclusion, est de

caractère fiai» donc induotif et possède un élément maxi-

mal T )• BL est un sous-groupe pur de G dont tous les éléments

sont de hauteur infinie. Montrons que O-Ey e Supposons que

G * B?. Il existef d'après la proposition S du S3 du Chapi-

tre I9 un sou s-groupe K * {0} de G tel que G soit somme di-

recte de K et de H^ # 31 x t K et x*0, pour tout entier n ̂ 0,

il existe y t EL, et x e K tels que x- pn(y-f-z), c'est-à-dire

x-p11» ̂ p1^ • Or H n JL*(Q) f donc x=rp*z et K est un sous*

groupe pur de G dont tous les éléments sont de hauteur in-

finie. D'après ce qui précède, il existe un sous-groupe Bg

de K isomorphe à 9-p'Z/p *t la somme Ĥ . + Hy est directe 9 donc

{xju T e fr » ce qui est contradictoire » car T est maximal,

Donc G « Eyf d'où le théorème»

Proposition 1.- Pour que deux p-groupes abéliens discrets

G et G'f respectivement som es directes des familles (H > ) A ( f î

^t (K^J^fj de sous-groupes isomorphes à Çf/2r soient isoroor-

phes, il faut et il suffit que I et J soient équipotents.

C'est évide j&ent suffisant, C'est nécessaire, car G(p)

£esp. G! x est alors somme directe de la famille (Ht(pj)

( resp. Î (p))/utej ) do sous-groupes cycliques d'ordre p;

ces sous-groupes sont simples, d'où le résultat '?K



n 2L

Proposition £«- lout p-groupe abéllen discret est sommé

directe d'une famille de sous-groupes isomorphes à Qe
/7-F

dTun sous-groupe réduit.

En effet, dans un p-groupe abélien diseret ftf 11 existe

un plus grand sous-groupe pur H dont tous les éléments sont

de hauteur Infinie et G/H est réduit» 0 est isomorphe à

H x (G/H) d1 après la proposition 3 du *3 du Chapitre X«

Proposition 3»- Tout p-groupe abélien discret est isomor-

phe à un sous-groupe dvun p-groupe abélien discrett somme

directe d'une famille de sous-groupes isomorphes à Q^Zj^ m

Soit G un p-groupe abélien discret, S un système de géné-

rateurs de Gr$ H le sous-groupe df ordre pn* engendré par
x

x e S et (K )x t « **ne famille de groupes isomorphes à qFtZ£ .

Quel que soit m 6 3 9 il existe un élément unjque yx t X^

engendrant un sous-groupe Hf de K̂ . isomorphe à Ê .* Sott Qf

un groupe abélien discret som e directe des gmrnpes Kx et H
f

le s ou s-groupe de Gf somme directe des sous-groupes H^ / 0V

est un p-groupe abélien discret dont tous les éléments sont

de hauteur infinie. Si y e Hf, il existe une partie finie X

de 3 et des entiers rx ( 0 4 rx <• n̂ t x ex ) déterminés de fa»

çon unique tels que y = IL P1**-^ On rérifie facilement que
x€X X

y -* £ P^x est tine représentation de Hf sur a# Si K Aési-

gne le sou s-groupe de H9 formé par les éléments H, prxy

telg que C Pr* x»0 f Ö est isomorphe au groupe quotient

Hf/K# H
f/K est un sous-groupe du p-groupe quotient &f/K



dont tous Jes éléments sont évidem* ent de hauteur infinie»

G'/K est donc som: e directe d'une famille de sous-groupes

isomorphes à Qr>'Zr , d'après le théofcrème Z9 d'où la proposi

tion.

Théorème 2«- Pour qu'un groupe abélien compact primaire

(ass. à p) ait tous ses éléments * 0 d'ordre infini» il

faut et il suffit qu'il soit produit de groupes Isomorphe»

En effet9 si G est un groupe abélien compact primaire (atfs,

à p) dont tous les éléments += 0 sont d'ordre infini9 son

dual G est un p-groupe abélein discret dont tous les élé-

ments sont de hauteur infiniet d
faprès la proposition 6 du

$2. G est donc somme directe d'une famille (H L) t e 7 de sous-

groupes isomorphes à Qp'Xf et G est isomorphe au produit des

groupes H^ duals des 0t t donc isomorphes à Xp # la récipro-

aue est triviale.

Proposition 4«- Pour q̂ ue deux groupes abéliens compacts

primaires (ass* à p) respectirement produits des familles

(H>);Kei et (K^î^ej deü groupes Isomorphes h %f , soient iso-

morphes 9 il faut et il suffit que I et J soient équipotents*

Cela résulte immédiatement de la proposition I#

Théorème 3,- Pour qu'un groupe abélien compact primaire

(ass# à p) soit un p-éî̂ oupe, il faut et il suffit qu'il soit

produit de groupes cycliques d'ordres bornés •



«itf

C'est évidemment suffisant. Montrons que cfest néoessai-

re. Soit G tin p-groupe abélien discret tel que son dual &

soit un p-groupe abélien compact. Tous les éléments % 0 de

G sont de hauteur finie, d'après larf proposition 6 du $2.

Soit 5" 1Yensemble des parties X de G telles aue la somme

H des sous-groupes engendrés par les x * X soit directe et

soit un sous-groupe pur de G. On voit facilement que l'en-

semble & % ordonné par inclusion, est de caractère fini»

donc induetif et possède un élément maximal Y. Hy est un sous-

groupe pur, de G, somie directe de la famille des sous-grou-

pes cycliques engendres par les x € T. Montrons que G = Hy#

Supposons G %?By. Tous les éléments*Hy du groupe quotient

G/Hn» sont de hauteur finie, car dans son dual Hy* C G, tous

les éléments sont d'ordre fini. Il existe donc dans &/Hy une

classe y d'ordre p et de hauteur pr~^. Il existe x 6 G/Hy tel que

y* p*-* x et x est de hauteur 1 et dfordre pr
# Le sous-grou-

pe engendré par x dans G/BL est pur: en effetf si z * p*x

(O^k s r) était de hauteur pkf > pk
> on aurait p

r~*-l à=y

et y serait de hauteur pkt+r""Jc-1> pr-lf ce tiui n'est pa3#

Soit xf s G un représentant de la classe x9 x9 est d'ordre

p r % pr
f sinon x serait d'ordre c jf. On a p

rxf ^ L « t , corn-

me a est pur, il existe x»fc% tel que p*x'= prx» et x-xf-x*

est d'ordre pp et appartient à la olasse x. La somme de Hy

et du sous-groupe Hx engendré par x est directe. Ka effet,

supposons au'on ait p^tfly ( o U i r ) ; alors pnxl-pnx"6Hï

et pBx* e H . On a dono n J> r , sinon la olasse x de x1 * serait
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d'ordre <p . D'où n-r f pTc^O et H n % ^ foi. Montrons que

le sous-groupe H -*. BL est pur. Soit y * Hx + Hy de hauteur

pk dans G. Il existe y1 ̂  Gf z € Hy et un entier n tels que

y- Pkyf=s P^+z. Si yf désigne ia classe de yf dans G/Hy9

on a p^y's p^x; mais le sous-groupe engendré par x est pur

et on a k £ n. On a donc z ^ p^y'-p1^ = p (y'-pn"^xh Comme

est pur, il existe zv ̂  EL teique z»p kz v
9 c'est-à-direy = P (p^^x^-z1 ) et y est de hauteur p* dans Ĥ . + H t

ainsi un soua-groupe pur de G# Sono ( x W T ^ ^ , oe qui

est co tracUctoire, car T est maximal. Dons G^Hy, et O

est aornû e directe des sous-groupes cycliques engendrés par

les x e T. Son dual G est produit d'une famille

( Z /(prx)} y de groupes cycliques, r étant d'ordre

de x e T. Supposons-que» pour tout entier r > 0, il existe

rx> r. Soit %
 =(*x'xeY

f * engendrant Z /(pr*). Pour

tout entier r ^ 0f p
p2i cr (P P^ X) X 6 y* °t

 C 0 <lui es* contra#

dictoire, car & est d'ordre fini dans G. Il existe donc un

entier r tel aue, pour tout x e I, rx^ r et tous les élé-

ments de G sont ainsi d'ordre ^ pr, d'où le théorème.

théorème 4.- Pour qu'un psgroupe abélien discret ait

tous ses éléments d'ordre 4 pp
f il faut et il suffit qu'il

Boit somme directe d'une famille de sous-groupes cycliques

dont l1ordre divise pr • ' )•

C'est évidemment suffisant. C'est nécessaire9 car9 si

& est un p-groupe abélien discret dont tous les éléments



sont d'ordre 4 pr, pour chacun de ses caractères £, on a

pr£(x) »i(prx)=r 0 et le dualde G est un p-groupe abélien

compact 6 dont tous les éléments sont d'ordre 4 pr; 11 est

dono produit d'une famille ( 3L /(pr* ))<é, 4a groupes cy-

cliques d'ordre pr* ̂  pr
# & est donc somme directe d'une

famille de sous-groupes isomorphes aux i» /(pri ) •

Pro osition 5,- Soit S (resp. G') un p-groupe abélien dis-

cret, somme directe d'une famille (H> ) ^ a r ) r r / j M t (resp.

r K,**r )r.,,,^ ) de sous-groupes, H^ et H'^ étant oy-

clique/d'ordre pr; pour que G et G' soient isomorp1 est il

faut et il suffit que, pour tout r > 0, Iy et Jr soient é~

quipotents»

C'est éridemment suffisant# Montrons que c'est nécessai-

re» Pour tout entier r > 0; posonfc (G*p ty#B%* &r et

V. H^r . H (resp. G«(ï»;P)(l3)-ö«p tt E. H'^ - H»).

ö p - 1 (reap. Gr-1> est sonne direote de Gr et de Hr (reap.

de 0* et de H') et a ./a (resp. Qi ,/Gi) est Isomorphe
r r r~x r *—J- *

à H (resp. H') dnne somme direote de soua^roupes simples»r r —

G et G' étant iâomorphes. Hr et H'r le s&nt aussi et I r

et J sont équipotents. }*).

On déduit facilement de cette proposition, à l'aide de

la théorie de la dualitév les conditions d
fisomorphie de

deux p-groupes compacts*



Théorème 5.- Soit G un p-groupe abélien discret tel que

toutes les classes de G/G Lm*} soient dy ordre .£ pr; G est

alors somme directe d'une famille de sous-groupes cycli-

gués dyordre8 ^ pr et de sous-groupes Isomorphes à Qr>Z^#

Bn effet, six eG l o ô )
 % quel que soit l'entier n > 0, 11

existe x n ^ r É G tel que x ̂  pn+rx . On a p

et x: P^'n* ^ o n o ® °°̂  es* u n sous-groupe pur de G et il

est identique au plus grand sous-groupe pur de G dont tous

les éléments sont de hauteur Infinie. G est donc somme &1~

reôte de Gto*' et d'un sous-groupe isomorphe h G/G Km*' »

d'après la proposition 3 du *3 du Chapitre I# G
 tc*' est som-

me directe d'une famille de sous-groupes isomorphes h QptZp

d'après le A théorème f et G/G Lc*°' est somme directe d'une fa-

mille de sous-groupes cycliques d'ordre; £ p7, d'après le

théorème 4; d'où, le résultat*

La réciproque e )t triviale.

6#- Soit G un groupe abélien compact primai*»

re (ass. à p); pour que G soit de rang flnif il faut et il

suffit que CPP soit un sous-groupe ouvert de G.

C'est évidemment suffisantf Montrons que c'est nécessai-

re. Soit G un groupe abélien compact primaire (aas. à p}

tel que CTP soit un sous-groupe ouvert de G« Si n > 1

G ^P^) est alors un sous-croupe ouvert de df car ±-* pi est

un homociorphisme de G dans lui-m" me. lie dual G de G est



un p-groupe discret e t O(p».)* conjuré* du stms-groupe

ö*p » eat nn lowa-Éproupe oo»p e t , «lono f ini , de O. 0(B«) • •*

donc aoaote directe d'une aalt* finie d« soua-groupes °^, tk-

(k = i , . . . , « , I^ÉJ^ al k S | , . . , , n - i , i f > e i | t , j ^ »t I„. «Stunt des

ensenfeles f inis d*Indice*) <*klLl< «tant ua sous-groupe ovoll-

4U« d'ordr* p (Je c-j , . . . , n - i , n ) . 31 x «nüendre G„#fii • «oit

Jft 1* e) semble d«s i f t 6 l h tela que xw t n^O^^. On rolt faol-

lenent qyi* ̂ (p*^} 9^t »om,« directe das aoua-group a 0K ( U

( v e ^ K » k - »••••«-'•») «t d'une suite (OA+ft )̂  <x de aoua-

groupes o^cliques dfordr© pM+ö
# Supposons qua, pour tout n, JLX

existe un r*f > n te l que •?„. ne soit pas Tlde« Alors 11 existe

ui, r te l que la soo&e directe Ü. L G. L a i t une puis anoe

atrloteaent supérieure a oelle de G. p) t ce qui eat absurde. 11

existe dono nn il te l que, si nf> n t Jh, soit rlde# Posons H -

I! ÜGic, e t K - £ G.{ . K e t K sont des s un-grou:#) de 0

et i l eat olalr ^ue 0 eat aoq: e directe de H et de K.dolt x «ft

de G , arec n* > n. Alors x e ö ' ^ et x = p(y+a),

e H et 2 e K; on a x-pz* py € K. kala RnK< (03 ; donc

0 et x = pz. P*où x€K^p^. Ceol montre que K^K*P^{ ton»

las éléments de X sont dons de hauteur infinie dans X. K est

pax suit» somi,e directe l'une fuuille (K()f^x de soua-groupmi

iso»orpi>eî f\ QFIZP. K(p) eat sow&e direct* de Xm. faullle tKllfi)ctz

•t- f ini . I est dono f in i . H étant aontr.e directe d'un nombre

fini de soua-groupes oyollQues, G eat de rang fini et 11 en

• • t évidemment de aeete de son dual 0.



lies p-groupes abéliena discrets dénombrai)le8 jouissent de

propriétés particulières. Rappelons le théorème suivant,?'9):

Théorème 6.- Pour qu'un p-groupe abélien discret dénom-,

Arable ait tous ees éléments ̂  O,de hauteur finie, il faut

et il suffit qu'il soit somme directe d'une suite de sous*

groupes cycliques.

En général, si G est un groupe abélien discret dont

la puissance est supérieure au continu» et dont tous

les éléments t 0 sont de hauteur finiev G n'est pat

aooœe directe d'une famille de sous-groupes cycliques»

In ef^et, L# Kulikoff
 t0) a montré qu'il existe de tels

groupes G tels que, pour toute décomposition de G en

somme directe d'une famille (Hc )ieJ de sous-groupes de

Q9 il existe un cfc X tel %u* EL ait une puissance su-»

préiruer au continue

la théorème 5 permet de déterminer complètement la struc-

ture des p-groupe3 abéliens discrets dénomferatoles. une tel-

le étude a été faite par H.Ulm et lu Zippfn " )•

31 maintenant G est un groupe abélien compact primaire

(ass, à p) ayant un système fondamental dénombrable de roi-

slnages de 0, son dual £ est un p-gremp* abélien discret

dénombrable. ïMtude de la structure de G se ramène ainsi

à celle de la structure de &• Les résultats ainsi bbtenus

ont été exposés par W# Krull
 l l ) . Signalons la propriété sul-

Tante qui résulte immédiatement du théorème 6 et de la



proposition 6 da $2:

thé or eut T»,- tour que» dama un groupe afealieii compact §

primaire (aaa» à p) ̂ ayat un ayatèsi® fondamental

âe Yoisiîmges de 0f le sous-groupe âes élésents

dre fini soit partout deaae.» il faut et^B^fit CJUS 6

soit produit de groupes cycliques-»



S"-f

$4.- Structure de oertains groupes abéliens localement

compacts primaires (aas, à p)«

ïous donnons ici quelques propriétés de la structure de

certains groupes abéliens localement aotopacts primaires (ass*

à p), tout d'abord des groupes dont tout élément + 0 est

d'ordre infini«

Théorème I,- Soit G un groype abéllen localement compact

primaire (ass» à p) dont tout élément > 0 est d'ordre infi-

ni ; 11 existe alors un espace vectoriel topolo^ique Gr* sur

le corps Qp , localement compact et tel que G soit isomor-

phe à un sous-module ouvert G' de "& tel que (T «- Q p G1 *3 ).

6 est un X p -nodule régulier. D'après un théorème de

C.Che^aWey déj\ cité l£* ) t 11 existe un espace vectoriel %

sur le corps (non topologique) Qf f un sous-module G
1 de 7£

tel q.ue ï s Q ,, G' eîit un isomorphisme f̂ de Ö sur G1. Si»

est le filtre des voisinages de 0 dans Gt <*<35) est un sys-

tème fondamental de voisinageg de 0 dans une topologie com-

patible avec la structure de groupe additif de G. G muni

de cette topologie est localement compact et 4> est un I3&-

morphisme du groupe topologique G dans le groupe topologi-

que G. Ôf est un sous-groupe ouvert de G et un groupe p*i-

maire (aas. à p}; G/ttf est un p-groupe. »nnct d'après la

proposition 6 du SI, G est un groupe abélien primaire (àss.

^ p)* Vensemble des sous-groupes ouverts de G est un sys-
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tèae fondamental de voisinages de O dans G. Soit X un aous-

groupe ourert d e § « t ' i un nombre p-adique. Si n est le pins

petit entier tel que q. € -p> , l'image, ré o i promue K1 de X

par la représentation continue x -• jfhi est un sous-groupe

ourert de G et on a, si x* e K', qx' e H. S/K est un p-grou-

pe discret; soit p r l'ordre de la classe de x dans G/K: on a

prxeK.. Donc, tiuel qua soit l'entier p-adiçue q1 et m* ap-

partenant au sous-groupe ourert KnX' de G, on a

(4«-pro.f )(3C<-x' ) = g.x+qxV ^ ' X + P ' Ç L ' X'

(r q,x-v-K+KvX «: qx + K.

Bono (a»x) -* q.x est une application biïintfaire continue de

Q p * 'ft sur O-̂ et ̂ 3 est un espaoe Teetorlel topcloglgue emr

le corps q f d
f-ou le théorème.

Salis ee qui suit, nous Identifierons les *Zf «modules &

et Of et l'espace reotorlel Cf sera dit assoel^ au groupe Ö»

Cet espaoe est déterminé à une isomorphie près par la con-

dition de oontenir un Z f «module ouvert $' isomorphe à G et

tel que £ * Q/> fiV« Plus péeiséménJF :

Proposition I a- Soit & et G deux groupe abéliens loea-

lement compacts primaires (ass< à p) dont tous les ^lé

^ 0 sont dfordre infini, ÏÏ et ̂  les esraoes vectoriels sur

Q qui leur sont respcetivement associés; alors tout iso-

f de G sut G se prolonge de manière unique en un

isomorphlame f de G sur flf .

le théorème de Chavallev montre qurll existe un isomor*



phiame f unique du groupe (non topologique) G sur le groupe

&nt prolongeant tm Mais ô (resp. G^} étant un sous-groupe

ouvert de G (r sp, ^ . } t f et f sont continus*

Kous allons maintenant oonstruire effectivement l'espace

vectoriel G associé à un groupe abélien localement compact

G primaire (ass, à p) dont tous les éléments + 0 sont dfor-

dre infini* Soit H un sous-groupe ouvert compact de O# H est

on groupe abélien compact primaire (ass, à p) dont tous les

éléments * 0 sont d'ordre infinis; dfaprès le théorème S du

43f H est produit d
fune famille (H t) t e x de groupes isomor-

phes à L , Soit tGt ) c e x une famille de groupes Isomorphes

à QP • HL peut être identifié au sous-groupe dps entiers

p-adi^ues de 6L # Soit G le produit' local des groupes (IL ,

relativement aux sous-groupes ouverts compacts Kt ; GQ est

un espace vectoriel (non topologiauej sur Q n ; H
f - FI H,

P L^J C

est un ensemble ouvert compact de GQ et un Z£-module* Soit

<f l'isomorphisme du Zp-module H' sur H9 et G le sous-espaoe

vectoriel engendré par Hf dans Go
 I 5 ) # Soit x 0. G/H étant

un p-groupet il existe un plus petit entier r tel que p
rx 6

H. Soit (xL)cél« Y (l^x); xc est un entier p-adique apparte-

nant à HL et p"
rxc est un nombre p-adique appartenant à Gt«

On a {pr(p">rx )) e Hf et on vérifie facilement que x -»

(p~rx ) est un isomorphisiae f̂ du groupe (non topoiogi-

que) 6 sur un sous-groupe G9 de Gt prolongeant (f 9 On a



évidemment & *- pf H' * <£, V • Donc, d'après le théorème do Che-

val leyf il existe un isomorphlsme de l'espace^vectoriel

(non topologlguè\ S ainsi obtenu sur l'espace vectoriel

associé au groupe <J et cet isomorphisme est eontlnuf ainsi

que son application réciproque» car ^ (6)- G* est un sous-

groupe ouvert de % isomorphe à G. Ceci montre que G est mm

espace vectoriel toiologique sur le corps q£ au'on peut i~

dentifier avec lfespace vectoriel associé à G«

Soit H^ un sous-groupe ouvert compact de &, différent de 1«

K a Hn E est un sous-groupe ouvert compact de G et 4e BLj

H/K est donc un p-groupe fini et le dual de H et le dualde

K sont des p-groupes discrets é^uipotents. Dfaprès la pro-

position I du $3 t ils sent sommes directes de familles é-

auipotentes de sous-groupes isomorphes k Qp/Zp • K est dono

produit d'une famil e de groupes isomorphes à Z P > équipe-*

tente à la faoitllo (H L) C f Z et il en est de même de H^ #

Autrement dit, la puissance de l'ensemble dfindice I est un

invariant du groupe G» On dit aue c'est le rang du groupe

primaire (ass# à p) G» Cette remarque et la construction

précédente montrent que l'espace vectoriel Gf associé au

groupe G» est entièrement déterminé par la donnée de la

puissance de lfensemble I# Plus préciséjoent:

Proposition 2«- Soient G et ft deux groupes abéliens lo«»

calement compacts rimaires (ass^ à p) dont tous les Iléments

t 0 sont d'ordre infini» Q et ,Gn les espaces vectoriels sur



QB gul leur sont respectivement associés; pour que 6 et &3

soient isomorphes, il faut et il suffit que les groupes G et

G soient localement isoaorrhes ou bien aient même rang,

SI & et G sont localement isomorphes» il existe un ho-

me omorph lame <f d'un voisinage Y de 0 dans G sur le TOlaina-

ge tf (V) de 0 dans G^9 mais 7 contient un sous-groupe ou-

vert compact H et la restriction de if à H est un isomorphls-

me de H sur le sous-groupe ouvert compact vp (H) de Glf donc

G et G ont 01 "me rang. La réciproque est triviale. Dfoù la

proposition 2#-

Jfous allons maintenant examiner la structure des p-groupéa

abéliens localement compacts*

ïhéorème 2,- Tout groupe abéléen localement compact dont

tous les éléments j 0 sont dyordre p est produit dyun grou-

pe compact, produit d'une famille de groupes isomorphes à

% /(p)i et dfun groupe discret, so^me directe dyune famil^

le de tfoua-groiipes isomorphes à Z/(p)»

Soit G un groupe abélien localement compact dont tous

les éléments 4 0 sont d'ordre p: G est primaire (ass# à' p}#

Soit H un sous-, roupe ouvert compact de G. Le groupe (non

topologique) G est isomorphe au produit des groupes H et

G/H f car il est somme directe des sous-groupes, simples,

dvaprès le théorème 4 du S3L*)« Sono tout x e G est de la for*

tta tXjtXg) avec x^ < IitiLÉ G/H et x ̂  x^ est uns repré->



gentatloa f da G sur F/G. Cette représentation est conti*

nue car f(0) «H est un sous-groape ouvert de G. Donc le

groupe topologiqjie G est Isomorphe au produit H x(ô/H), H

est un p~groupe compact dont tous les éléments * 0 sont

d'ordre p; H est donc produit d'une famille de groupes iso*

zaorphes ̂  Z,/(p)« G/H est un p-groupe disaret dont tout

les éléments *0 sont d'ordre p; G/H est donc somme directe

d'une famille de sous-groupe 3 isomorphes à £/(p)#

La réciproque est triviale.

Comme la .sopime directe locale de groupes topologiques est

associative» ce résultat peut s'énoncer ainsi:

Corollaire,- Tout groupe abélien localementcompact dont

tout élément j8 0 est d'ordre p est aoi^e directe locale de

groupes isomorphes à Z/(p) et inversement»

Théorème 3,- Si G est un p-groupe abélien localement ,eam*

pactf G est isoiaorphe à un aous-öroupe ouvert d'ur. groupe

abélien localement compaot G produit local d'une famille

de groupes isomorphes à Qp'Za? $ relativement à des sous-*

groupes oyoliaues df ordres "bornée

Soit G un p-groupe abélien localement compact et H un

soua-groupe ouvert compact de G* H est un p-groupe afcéiiea

compact. S'après le théorème 3 du $2; H est produit d'mat



famille (H[)ltJ de groupes cycliques df ordre*borné* G/ït

est un p-groupe discret G1. Soit &' le p-groupe abélien

associé h G1 d'après la proposition £ du 13: G1 est un sous»

groupe de G9 et &' est somme directe d'une famille (GL ) L & J

de groupe isomorphes à Q p / Z P # Soit I l'ensemble Atome des

ensembles dlndioes 1 et Jv et (Oc)Cei une famille de grou-

pes Isomorphes à <?p ITLP . Si et Jlt on peut identifier H c à

un sous-groupe cyclique bien déterminé de ö ( t Posons H € »

^03 si te Jf. Soit G le groupe abélien localement compact
o

produit local de la famille de groupes ( G t ) ^ é I % relative-

ment aux sous-groupes cycliques d'ordre*borné* H c • Tous les
éléments de G sont de hauteur iiiflnie» 0f est un sous-grou-

o

pe discret de Q et H ^ n HLest un sous-groupe ouvert oompact

de G # D'après le théorème S du §49 0/^) est produit du
sous-groupe ouvert compadt H/ % de 0/ * e% dfun sous-grotipe

discret Ö, de Q# H + O, s est produit des groupes G.* et H,
1 (p) *

& Î effet, H est compact, G^ discret et H A Q^ - 10} *"*)• (Ĵ  est

isomorphe au sous-groupe (HtG/ 0/H de &/Ht donc à un 30U3-

groupe de Sfc Go» Soit vp lf isoaiorphisme de Gĵ  dans Go ain-

si défini* Si y e Hi-Ö(p\» on a y = z+(xL)Cf.x f avec z t GA et

i t é H L • et on vo't immédiatement que $ -+ H
1 («)+(x)c€i •••

un isomorphisme ^ du sous-groupe ouvert H 4 G^^ de G dans
G • Soit ^ lfensemble des isomorphlsmes f̂ d'un
o L

groupe fermé 1 de G dans G . prolongeant lri«omorphisme o> f on



rolt facilement que l'ensemble $~f ordonné par la rela-

tion * ̂ est prolongé par ifL," f est inductif ett par sui-

te t possède un élément maximal <ft . 1 est un sous-groupe

formé de G contenant H* 0/^)» Supposons Qj=Lm II existe done

x 4 L tel que px eL. Soit y1 - 4> (px)# y
11 est de hauteur infinie

dans Go; il existe donx y fc Go tel que y
1* py. On a y £ cp̂  (L) 9 si-»

non il existerait %1 $ L tel que ̂ ^ ( x j ejt YL(px) ~ py *

p efL(x>l) - ̂fu (px,). Comme 4>L est un isomorphisme9 on a px ^ px^

et pfx-x^)* 0 ofest-à-dire x-x^G^pj, dfoù x^ x^G{pj c i t

ear G, .c l f ce qui est contradictoire, car x ̂  L« La clas-

se de y dans le groupe quotient GQ/ifL(Xi) est don* d'ordre

p. Soit Lv le sous-groupe ouvert de G engendré par L o ( x>

Si % e l 1 , on a z= kx+xv
 9 avec O ^ k i p et xv€l» bien déterminés

et on voit facilement que z^ky + ̂fL(x
f ) esiLjin homômorphisme ifL, de

Lf dans G 9 car L est un sous-jroupe ouvert de G, Soit
e

kx * xf (c Lf t e l que ky +• 4 L fcxf > « 0. On a Iqr * - 9 (xf ) e- 4

done k - O e t t par s u i t e , x f =r o . Donc o1 (0) - t O i e t ^ es t

un idomorphisme de If o L dans G , prolongeant lvisomorphis-

me tf 9 donc if# D'où tf # t 3̂ " 9 ce qui est absurde car cfL est

un élément maximal de T . Donc L;zr G, dfoù le résul-

tat.

On remarquera que le groupe G ainsi défini est totale*
o

ment discontinu, mais non primaire (ass. à p) , Cependant

lfensemble G des éléments d'ordre fini de GQ est un sous-



f*.

groupe pur ourert de G x ? ) . 0 est donc un p-groupe abéliea

localement compact et G est isomorphe à u), sous-groupe ou-

vert Gf de & . Dans oe q.ui suit, on Identifiera les deux

gro pes G et G9 et or: dira que le p-groupe ahéllen loca-

lement compact G ainsi défini est associé au groupe G»

Les démonstrations des théorèmes • et 3 sont tr^s dif-

férentes. On remarque pourtant une grande analogie dans

la définition du p-groupe associé à un p-groupe abéliea

localement oompaet et dans celle de l'espace vecto-

riel associé à un groupe afcélien localement oompaet

primaire (ass* à p) dont tous les éléments 4= 0 sont

d'ordre infini» £n effet9 si G est un groupe abélien

localement compact primaire (ass. à p) dont «tous les

éléments + 0 sont d'ordre infinif il existe un groupe

G produit local d'une famille (tfL ) c f X de groupes iso-

morphes à Qj> 9 relativement à des sous-groupes H L / tel

qne G soit isomorphe h un sous-groupe ouvert de U9 "G

étant l'image réciproque du sous-groupe des éléments

d'ordre fini de G /H par l'homomorphisme canonique de
o *

G sur G /H, avec H = f l H 9 Si G est un p-groupe abé-
O O e
lien localement compact, il existe un groupe G pro-

duit local d'une famille (0 t ) t e z &* groupes Isomorphes

à Q fiX / f relativement à des sous-groupes H c , tel q.ue

G soit isomorphe à un sous-groupe ouvert de Gf G étant



l'Image réciproque du sous-groupe des éléments d'ordre

fini de G /H par l'homomorphlame canonique de QQ sur

G /H, avec H « n Ht ; Sn effett tous les éléments de E

étant dfordre borné, l'ensemble des éléments d'ordre fi*

ni de G est G. Cependant l'arbitraire qui règne dans
o

la définition du p-groupe discret associé à G/H ne per-

àet pas d'écrire des conditions d'isomorphle analogues

à celles des propositions I et S.

Si G est un p-groupe abéllen compact ou discret -(reap#

localement compact) dont tous les éléments sont d'ordre 4

pr (resp. ̂  p)f 6 est som; e directe locale d'une famille de

groupes cycliques d'ordre* pr (resp# p)f relativement à cer-

tains sous-groupes. Mais si G esjt un groupe abélien loca-

lement compact dont tous les éléments sont cL'ordre pr (r l}t

G n'est pas en général somme directe locale d'une famille de

groupes cycliques d'ordrespr#

Par exemple, soit G un groupe topologique, produit

loaal d'une famille infinie (Gc)Cti de groupes isomor-

phes à £/(pS)f relativement aux sous-groupes Ht de Qt

isomorphes à Z/(pL Tous les éléments de G sont dfor-v

dre 4 p£ et G est localement compact et non compact*

&V' -Fin est un sous-groupe ouvert compact de G, Sup-*

posons qvie G soit isomorphe à un groupe Gv « somme di-

recte locale d'une famille (G'A ) K ^ X de groupes i som or-



pjes à Z /(p2)# relativement à des sous-groupes H\ 9

If ensemble des n & K tels que HfR * ö
f
K est infini f si-

non Gf e* par suite G seraient oompaotst ee qui n
fest

pas. C'est produit du groupe oompaot öj^HG^t avec

G9K - H^ et du groupe G » somme directe looale des grou~

pes GfK tels que G1^ 4= H^ » relativement aux sous-groupes

HfK • G^ p est Ie sous-groupe oompaot de Glf produit

des sous-groupe *> cycliques d1 ordre p de

est un sous-^roupe partout dense de G'p)f différent de

£*y si G^Jest compaot. G^P^ est égal h G ^ 1
 x &g

 p et

non compact, oe qui est absurde, car G^5' et G f^' sont

isomorphes. G nfest dono isomorphe à aucun groupe Gv

somme directe looale de groupes isomorphes à 7, /(p2)

relativement à des sous-groupes quelconques*

Cependant on a la proposition suivante;

Proposition a,- gout groupe abélien localement compact

dont tous les éléments sont d'ordre <t ' pr est isomorphe à

un sous-groupe ouvert d'un groupe produit loeal de groupes

isomorphes h Z, /(pp).

Xn effet, avec les notations de la démonstration du théo-

3t le sous-groupe fermé ö/py)
3-^ ^(T>T\# D l aP p^ s l a proposi-

I du 13 du chapitre I, Gï ~ est i

directe looale de la famil.e de groupes

tion I du 13 du chapitre I, Gï ~ est isomorphe à la somme'



tirement aux sous-gróttpes Hcr

groupe' oyolique d'ordre pr de G . Si tous les éléments de

G sont dfordre é pr
t on a G

La réciptoaue est.tririalç*



Hôtes du Chapitre IX,

A) Conformément aux notations adoptée», £p (resp. Çp ) dé-

signe l9anneau compact dea entiers p-adiques (resp, le corps

localement compact des nombres p-adiques). p désigne l'i-

déal principal (p) de ZP • On dit qu'un entier p-adi^ue est

d'ordre pr s'il appartient h pr n tp**1» îlne définition é-

quivalente à celle des groupes primaires compacts a été in-

troduite par t. Jacobson, dans •Loeally compact totally dis-

eonnected rings", american Journal of Mathematica, T.LVIIIf

1936t p.433.

1) Voir A.3peisert Die Theorie der Gruppen ron endlicher

0rdnung9 2.Kap. 9 f14» Satz 40«

*) La théorie des limites projectires, arec les notations

utilisées lei9 est exposée par A.Weil (VII), Ch.X, 15.

M Voir I.Bourbaki (VI)9 Topologie générale, Ch. III, 13

Remarque suivant la proposition 6.

M Voir N. Bourbaki (VI), Topologie générale. Ch» III, $5

TH.I

h Voir ï. Bourfcaki (VI^ Topologie générale» Ch. Xt f«

Th. 2.

') Voir A.Weil (VII\ Ch/ T, i Zb.

*) Voir H; Bourbaki, (VI), Topologie générale. Ch. III^ «S

Sx. 19

' ) Voir Chapitre I - f in d\l SI.



°) Voir À.Weil (VII), €h. X, 15 , p. fc0«

" ) Soit X un anneau topologique et M un A-module. On dit

que H est un A-module topologique si H est muni dvune topo-

logie compatible avee la structure de groupe abélien de H

et telle aue la loi de composition externe ( > ,x)-* >x soit

une application bilinéaire continue de AxM sur M*

n) Voir Chapitre I, Proposition 5.

•J) Voir. H. Prüfer (I) et W. KrUll (IX), fl#
VCi) D'après un théorème bien connu de Baire9 qui applique

aux groupes topologiques, donne le résultat suivant: La freule

structure topologique dyespace localement compact compa-

tible avec la structure de groupe dyun groupe dénombrât)le

est la topologie discrète. Sans le cas actuel, on peut le

voir autrement: si Çp / Zp est localement compact et primaire

(ass. à p}, lf ensemble des sous-groupes vouvert compacts de

est un système fondamental de voisinages de 0; tout aous-

groupe de çp'£p est cyclique et fini ; donc Q^'Z^ %m%

discret»

IS) Ce théorème est démontré» dans le cas d'un groupe dé-

nombrable, et sans l'axiome de choixt par H« Prüfer (I), et

I. Zippin (II), »4t Theorem 4#3. Voir aussi R.Baer (IV)t I

et II.

i<r) Voir V9 Bourbaki (VI)f Theorie d*a ensembles# faes» ftft

résultats, 16* 1° 10 et II.

'*) En effet9 on a le théorème bien connu: Si tin groupe



abélien h opérateurs complètement réductible est somme direc-

te d'une famille (H) c f ; z de sous-croupes stables simples

et somme directe d'une famille (H'K ) K*K de sous-groupes

bles simplest 11 existe une application biunivoque ? de I

sur V telle que, pour tout té I, K soit isomorphe à H^lt>

Yoir par exemple N.Bourbaki (VI) f Algèbre 9 Ch.I, 16, Ix« 18

On peut aussi démontrer oette proposition en remarquant que

G et Z ~(resp. G9 et If ) sont équipotenta.

a) Ce théorème a été démontré 9 dans le oas d'un groupe

dénombrable, par H. PrtLfer (I)t p. 48 et 57 et, dans le «a*

général, par fi.Baer, dans lfDer JÇern§ elne charakteriatis-

ehe XJntergruppe11 f Compositlo Mathematica, Vol.I, 1934f §5

Leiuma If par une méthode directe tout à fait différente*

À ce sujet, ainsi que pour le Théorème 5, on pourra consul*

ter H.Baer (If).

"*) On ma trouTera la démonstration dans L»Zlppin fil) S6j

*°) Voir Ii.Kulikoff (YIII) *3# lous n
favons pu consulter le

mémoire original de l.Kulikoff et renvoyons au résumé de ce

mémoire, paru dans le Zentralblatt, Toi 15 » nw » pp.*299

u) Toir L.2ippin (II) $7 et H.Ulm 9 «£ur Therie der ab-

zâhlbar-undendlichen ÀbeJbsehen Gruppen*» Mathematische Xn-

nalent Ï.I07, 1933, pp. 774-803.

11 ) Bans le groupe compact G il existe alors uns suite dé~

croissante (ö n) n > 0 de sous-groupes ouverts telle que

O O * {Ql. Les groupes abéliens compacts primaires (ass, àp)



ayant un système fondamental dénombrable de «olainages de 0

sont donc identiques aux groupes w se parables11 compacts la-

troduits par K.Krullié (IX) t 19#/Plus généralement, les grou-

pes atoéllens localement compacts primaires (ass, à p) ayant

un système fondamental dénombrafcle de voisinages de 0 sont

Identiques aux groupes "separables complets11 (separabel ai»~

gesohlossen) de W#Krull# L'absence de l'introduction sys-

tématique d'une topologie sur ces groupes nuit h la clarté

et à la concision du mémoire de W.Krull.

**) Solt K un corps topologique et S un espace vectoriel

sur K# On dit que £ est un espace vectoriel topologique si

X est muni d'une topologie compatible avec la structure de

groupe abélien de Q et telle que la loi de composition

( * tx) ̂ * x soit une application bilinéalre continue de K * 1

sur X, Bans oe i, noua dirons, par abus de langage, gue K,

est un sous-module d'un espace reetoriel & sur Q p si H est

un sou a-module par rapport k X P «

*) Voir la note ") du Chapitre I.

u) û est l'image réoiproaue du sous-groupe des éléments

d'ordre fini de &.IH par l'homomorphisme canonique de (»0

sur G/H .
0 - v

xi) On a en effet le théorème suivant qui complète celui de

la note '* ): Soit G un groupe afrélien à opérateurs complè-

tement réductible, somme directe d'une famille (H L) c e I &•

sous-groupes stables simples; ai H est un sous-groupe stable



de G* il existe une sous-g«mille (Hc) c €J de la famille

(HCK«-J telle que G soit somme directe de H et des grou-

pes H t, de eette sous-famille*

') Voir N. Bourbaki (VI), Topologie Générale, Ch. III, S**

Ex. 18.

^) On voit que G est la composante primaire (ass. à p) du

groupe abélien localement compact totalement discontinu $o*

Toir Chapitre IIIt II#



i S

Chapitre III.

•I.- Composante primair» (a—, a p) ; d'tm grmvë topolo-

gigue.

Définition I.- L'ensemble G de» éléments x d'un groupe

topologlqiie séparé G tela que la représentation n -^r 1 de

Z dans G se prolonge Jp»r-~eoTTtlnultq en une représentation

de Ze dans G est appelé la oomposante primaire (associée

à p) de G.

Si z € G et s i n, est la représentation de Zp dans G ga

prolonge la représentation n -•x11. n^est tin homoruorphisme

de Z f dans G e t n ^ j e s t l'adhérence du sous-groupe engen-

dré par x; o'est un sous-groupe abélien oompaot de G, iso-

morphe h Ze atx oyoligue d1 ordre p r et on a nx<Zfi>cG . Si

pf est un entier premier différent de p, on a Gpn Gpt e

ear s i x t G o Gpt , on a nKiz,É>* W » c e <lul e a t

Si H est unxsous-groupe fermé de G, la composante primai-

re (ass. à p) de H est H =Hi G_: on a endettent Hpcö_

et s i x € Ho Gp, TT,(Z,£)CH et x e

31 G est complet, pour au'un élément x € Q appartienne a

G , i l faut et i l suffit que la représentation n ->xtt de Z

(muni de la structure p-adlQue) dans G soit continue.

La oomposante primaire (ass. h p) d-'un groupe discret G



est l'ensemble des éléments de G do t l'ordre est une puis-

sance de p.

Bn général, l'enseafels ö p n'est pas fermé et n'est pas

un sous-groupe de G*

Dans le tore T f la composante primaire (aas, à p)
 w ^ ̂

est l'ensemble des élémNei^s dont l'ordre est une puis-

sance de p ; cet ensemble est un sous-groupe partout den-

se de T t et» par suite» non fermé « Dans le groupe té-

traédrique discret T » la composante primaire (aas. h 2}

est l'ensemble déqt cléments dont l'ordre est une puis-

sanee de S: cet ensemble n'est pas un sou s-groupe de T *

Soit H un groupe topologique séparé «t 5y l'ensemble des

sou s-groupe s primaires (ass. à p) djS G. Si H e 3^, H c G m

Solt (B xune jpartie totalement ordonnée de 5? , ordonné par

i n c l u s i o n e t K l e sou s-groupe lingeiidré-ps^ Un. SI z # K,

11 e x i s t e une part ie f i n i e de (5 dont l e plus grand élément!
i

H' contient x. On peut donc prolonger par continuité la re-|

présentation n-**?1 en une représentation TT̂  de Z*f dans O ;

celle-ci est uni au e et TTXCZ£) C H' c £• Donc K e î p et a?p

est induotif» D'après le théorème de 2orn9 il possède un é-

lémert maximal^

Définition Z.- On dit qu'un sous-groupe maximal de & p

est un sous-groupe de Sylow (ass» à p) de G * ) •

Proposition I.- SI G eat nn groupe looalement compact totale-

ment discontinu dont les deux structures uniformes sort identi-

ques, tout aoua-groaie/ de Sylow (ass. à p} de C est fermé.



Soit H_ ira sou s-groupe d« Sylow (ass. fc p) de G et x e §

L1ensemble dea sou a-groupea distingués ouverts oompact de

G étant un système fondamental de voisinages de e ), quel

que soit le sous-groupe distingué ourert compact H de G,

il existe y é H tel a"&«* x €Hy. La représentation n -> y11

de Z (muni de la structure p-adique) dans G est continue;

il existe dono un entier n ^ 0 tel gue y £ e Ht pour tout en-

tier le > 0» et xkP11 6 Hy^P^c Hê oar H est distingué. La repré-

sentation "de Z (muni de la structure p-adique) dans G est

dore continue et on a x e G . Comme Rp est un sous-groupe fer-

mé de G9 on a nryc Z/f ) c SL9 H p est dono un sous-groupe pri-

maire (aas. à p) de G contenant H p 9 oe qui est absurde si

H p* H p f oar H est maximal. Donc H s Ê^m

Le mê&e raisonnemei.t moi tre d'ailleurs que la composa»*»

te primaire (ass* à p) G^ de G est un ensemble fermé »
P b

Si G est un groupe abélïen, la composante primaire (ass*

à p) de G est éyldemment le seul sous-groupe de Sylow (ass«

à p)de G« Xn effet, si xt££et y ̂ O p l la représentation con-

tinue q. -> ax-qy de Z*p dans G prolonge la représentation

Si 4on« 0 est un groupe afcéllen totalement discontinu, 1

composante primaire (ass. à p) ds O est ur. sous-groupe fer-

mé ds G.



Proposition B.*» Tout groupe abélien compact totalement

discontinu est produit de ses composantes primaires»3)»

Soit G un groupe abéllen compact totalement discontinu*

G la composante primaire (ass. à p) de G et G le dual de

G# On dait que ô est un groupe afcélien discret dent tous

les éléments sont d'ordre fini» La composante primaire (as**

à p) de t* est l'ensemble GL des éléments dont lfordre 0k

une puissance de p; 11 est tien connu k ) que G est somme di-

recte de ses composantes primaires Gp (p»2 93 ••«•)• Soit G'

le conjugué dans G du sous-groupe H ô de G» G est iso-

morphe au produit des groupes G' (p^2#3t.»»)
 s )• Gp est 1-

somorphe à G/ £ CL: Gf est dono dual de (L et primaire (ass»

à p) # On a ainsi G'cO,, et, par suite. G * c L Ôa§ G^ dé-

signant le conjugué de G dans G» Dfautre partt G/Gp est le

dual de G ; c'est par suite un p~groupe,X L ^rJ/(C est tLn

sous-groupe de G/G 9̂ c'est-à-dire un p-groupef ce aui est

absurde» car daris C àn9 aucun élément * o n'a pour ordre tm

multiple de p# Donc £, ^A * Q^ «t 0* ^ »̂ #
Plus généralement; ̂

Théorème I«- Soit G un groupe abéllen localement compact

totalement disoontlKUt ainsi que son dual et H un sous-grom*?

pe ourert compact quelconque de G; G est Isomorphe à la

somme directe locale de ses composantes primaires G 9

[V g2#g»••»)# relatlTeaent aux composantes primaires Hntt



E est un groupe afcéll^n compact totalement discontinu, Dfau-

près la proposition précédente, 11 est produit de ses oompo-

santés primaires £Ui sont4, on l9a T U 9 égales à H o G p (p=*Éf

3 ,+ «»}• Soit x 6 a et B^ le sous-groupe ouvert de & engendré

par Ru {xî# La classe de x dans G/H est d'ordre fini: en ef-

fet, le conjugué H* de H dans le dual G de G est un aous-grou4

pe compact totalement discontinu ; c'est le dual du groupe dis»

cret G/H dont tous les éléments sont ainsi d'ordre fini»

lie groupe H^ est donc réunion des classes ax * H gui sont

compactes et en nombre fini. Le groupe Rx est donc compact

et Isomorphe au produit de ses composantes primaires H x o a

(p -2t3t#,.) # Soit x la projection de x9 dans ÎL̂ a Qn# Le
P * *

groupe quotient H /̂H étant d'ordre f in i , la classe de x

dans (HxoGp)/(H nO ) est d'ordre fini et cet ordre est uns

puissance de p. Par suite f on a xp € H nGpt sauf pour les

entiers premiers p (en nombre f ini) qui divisent l'ordre de

H/H. G9 étant la somme directe locale des groupes Op{p-2 t

3*•• • ) • relativement aux sous-groupes ouverts H oOp, on volt

ainsi que x -* (x ) est un isomorphlsme ^ de G dans G'.
P P = 2 3Mals la somme H *• £ G est un sous-groupe de G, pour tokte

£.1 Pi

suite fini» d'entiers premiers (p 4) 4 1 „ et G* est. par dé-
f lnltlün9 réunion des aoua-groupes H^PG^^^CH + 2 GB )•

Sons ^ (G) ^ G', d'où le théorème»

Ce théorème admet uam réciproque; plus précisémentt



Proposition S»- Solt (G) une mil te de groupe» abéllena

localement compacts primaires (associés aux différents en-

tiers premiers p) et H^ un sous-^roupe ouvert compact de 0 ;

la somme directe locale des groupes Gp relativement aux sous-

groupes H est un groupe atoélien localement oompacjb totale-

ment dldoor tinu, ainsi que son dutl, et G~ est la composant

te primaire (aas» à p) de G,

Xn effet9 soit G la somme directe locale des G , relati-

vement atix S » Gf la composante primaire (as*« à p) de G*

G est localement compact et totalement discontinu et son

dual ô, somme directe locale des groupes primaires $ 9 re-

lativement aux sous-groupes H*, est aussi totalement dia»

continu. Enfin, on a ö cöj; inversement» ai x € GJ» on a

€CL# Comme x -+ xn est une repré-

aentatlon continue de G' dans G t on a x„ 6 Gt # Or G£ a G* -

10} , 8i p * a; on a donc xq = 0 al p * 4 et x € Gp# 2tone

Be plu s on a les conditions dflsomorphie suivantes» qui

résultent Immédiatement du IS du Chapitre I:

Proposition 4»- Soit G (resp# Q
f ) un groupe abélien loca-

lement compactt somme directe locale de ses composantes pri-

maires G (resp. G') 9 relativement à des sous-groupes ou-
P jp

verts compacts H (resp. H'); pour que G et G9 soient iso-

morphes» 11 faut et 11 suffit qu'il existe un lsomorphlame

f̂p de G sur G* tel quet pour toua les entlera premlera p»
excepté s au plus un nombre fini» H*



On notara qu'en général» la don ée d'une suite de groupes

abéliens localement compacts primaires (ass. h p) (Gp)p -2 t3 t* # #

ne suffit pas à déterminer à une isomorphie près ixn groupe

abélien Gf localement compact totalement discontinu, ainsi

que son dual, dont la composante primaire (ass* à p) est

isomorphe à Gp,

Un exemple tririal de ce fait est le suIrant. Soit

O le groupe compact produit des groupes Z/(p) (p=2 t

S9*.«) et G
f le giroupe discret somme directe de sous-

groupes isomorphes à Z /(p) (p-St3t***}, Xes compo-

santes primaires (ass» à p) de fi et Ö1 sont évidemment

isomorphes à Z/<p) # Cependant les groupes topolopiques

O et Gf ne sont ras isomorphes» car il sont infinis»



**•• Structure da eertalna groupe a abel lens localement

compacta»

fous allons étudier loi la strueture des groupea abéliens

localement compactaf h l
vaide des résultats obtenus dans le

14 du Chapitre It le 14 du Chapitre XI et le II du Chapitre III<

examinons d'abord les groupes abéliens localement compacts

dont tout élément est d'ordre fini*

Proposition I«- Tout groupe abélien localement compaet dont

tout élément est dyordre fini est totalement diseontlnut aln-

si que son dual#

En effet* Solt G xm groupe abélien localement compact dont

tous les éléments sont d'ordre fini* G possède un aous-grou-

pe ouvert compact H# Soit H le dual de H; H est Isomorphe

au groupe &/H*9 quotient du dual O de G par le conjugué H "*

de H dans 0. Si ft^H, ±(R) est un sous-groupe fermé de X

dont ton a lea éléments sont d'ordre fini, c'est-à-dire un

groupe cyclique fini. Tous les éléments de H sont donc d'or-

dre fini et H est totalement discontinu ^). Comme H est ou-

rert dans G# la composante connexe de 0 dans G est identi-

que à la composante connexe de 0 dans R et se réduit done

à iO) : G est totalement discontinu. H*est un groupe compaet

totalement discontinu, oar il est dual du groupe discret

G/H dont tous les éléments sont d'ordre flnl# Comme H*est

ouvert da:s ât on volt comme précédemment que G est totale-

ment discontinu»



Soit ff un groupe afeéllen compact dont tous les éléments sont

dyordre fini. G est produit de ses composantes primaires G

(p = £,3t*»»)9 qui sont des p-groupes abéliens compacts,, Quel

que soit xt G, on a x = (x ) f avec Xp^op et il exia-

te un entier k > 0 tel que kx-O* donc kXp- 0» Par suite,

pour tous les entiers premiers p qui ne divisent pas kt on

a Xgc: 0# II en résulte que» pour tous les entiers premiers

p, excepté un nombre fini» G ~ (0} et & est produit dfun nom-

bre fini de p-«roupea compacts ôy (p = PatP^#**«tPn» Pa^*2

•̂•. <P )• Dfaprc3 le théorème 3 du §4 du Chapitre II, 0L

est produit d'une famille de p-groupes cycliiues d'ordres

bornée. Donc tous les éléments de G aont dyordre borné et on

a le théorème suivants

Théorème I»- Tout groupe abélien compact dont tout élé«»

Dient est d'ordre fini est produit d'une famille de groupes

cycliques d'ordres bornéa, 8)m

Xa réciproque est triviale•

<*(pij est produit d
fune famille ( H L ) u I ^ n % M 0 <r 4< It̂ )

de groupes cycliques d'ordre bornét H étant un groupe dfor-

dre pr-, si LÉl(pr* ) # On dit aue les £ kt ensembles d
flndl—

ces I(p*Ot(0 <: r±4 k1# i = I,2i###fn) sont associés au groupe

&» Ceci permet d'écrire les conditions d'imorphie suivan-

tes:



Proposition 2.- SoJ/t O (resp» Of} un groupe aftellen oom-

paet dont tous leg éléments sont d'ordre fini» I(p3?<),,{0<
- x

T±£ ki§ lsl,8M..t«) (resp. ffi
les ensembles d'Indices qui lui sont associés» Pour que G et

Gf soient isomorphes» 11 faut et 11 suffit que n = n99 Pi = <1̂

et k ^ l ^ pour tout 1» If2t..»fn et que# pour tout r^ (0<

î •* l'^P?* î soient équlpotant»»

Cela résulte Immédiatement de la proposition 5 du $2 du

Chapitre II et de la proposition 4 du IX du Chapitre III.

Soit maintenant 0 un groupe abéllen 1 calement compact

dont tous les éléments sont d'ordre flnlt H un sou3-groupe

ourert compact de 0 et 6 la composante primaire (ass9 à p)

de G* G est un ppgroupe abdllen localement compact et G

est somme directe locale des groupes Gp (p^2 t3 f..^) f re-

latirement aux sous-groupes ouverts compacts H n G p i H n Gp

est la composante primaire (ass. à p) de H et le groupe com-

pact E est Isomorphe au produit des groupes Enft (p=2 f3 t # # #)

Mai8t d'après le théorème précédent9 H 0 Gp^CO^sauf pour

un nombre fini d'entiers premiers p A Ci^X #2 9 9» # tn) # Dond

si p+pi t & est un p-groupe discret» Soit GQ le groupe

cret somme directe des p-groupe s Gp (p^p A) et G^ le groupe

somiae directe locale des groupes dpi (1 - I f2 t #^n) f relatl*

rement aux sous-jroupes E "G $ • G^ est Isomorphe au groupe

localement cou.pact lTG^i# Comme la somme directe locale

de groupes est associative» G est isomorphe à G o*G i # fi'c&s



4 *

Théorème Z.~ Tout groupe abéllen localement compact dont

tous les éléments sont d'ordre fini st produit d'un non*»

bre fini de pA-groupes localement compacts (1 « Xt29 »••»&)

et d'un groupe abélien discret, somme directe de p-groupe»

discrets ( p ^ p ^ i ~ 1,2,»»,fn?»

Signalons encore la proposition suivante:

Proposition 3«~ Si S est un groupe abélien compact tota-»
#

lement discontinu dont tous les éléments ^ 0 sont dfordre

infini» 0 est produit ft#~famille^ de groupes Isomorphes à

Cela résulte de la proposition 2 du fi du Chapitre XIX et

du théorème S &u $3 du Chapitre II•

loua allons maintenant oaraotérlaer le» groupes abileas

localement oonpaets généraux oosuae sous-groupes fermés de

groupes topologiauea dont on peut étudier la strtfuoture à

l'aide des résultats précédents. Rappelons que tout grou*

pe alaélien localement compact est de la forme HxO, où 9

est un groupe topologique abélien ayant un sous-groupe ou-

Tert compact*

Soit d* abord G un groupe aeéllen localement compact to-

talement discontinu et $ son dual. La réunion F des sous-

groupes compacts de G est un sous-groupe ourert 7 de Ct« ft/F

est un groupe abélien discret dont tous les éléments # 0 sont

d'ordre infini et 7 est dual de Q/K, K étant la composante

oon exe de û. Soit S une partie de G telle aue les classes



-f?

7 +*(y<= S) forment tin système de générateurs de a/F. Bolt

JC* un groupe abélien discret, somme directe d'une famille de

•ous-groupes eyollques infinis engendrés par une faallle

(«_) s d'éléments de K'. Si 2 * K', il existe une partie

finie X de S et des entiers a_. (y e X ) , déterminés de fa-

çon unique et tels que a^an^sL,. On vérifie facilement

que z •* £ n y est une représentation de K' dans G. Donc

l'application (xtz)-+x*£ y est une représentation <f du
y e * eT

groupe (non topologique) FxKf sur O# Cette représentation

est un homomorphismc. car «a restriction au sous-groupe

ouvert F de PxKf coïncide avec lfautoaorphisfâe identique

du sous-groupe ouvert 7 de Qm Le dual K
v de K9 est isomor-

phe à T et le transposé Ç de <f est un Isomorphisme de ft

dans le groupe ^v x ( G/K) 9 dual de F*K* #

Sans tout ce aui suit# nous désignerons par 0 un groupe

topologlque abéllen ayant un sous-groupe ouvert compact»

par 7 la réunion des acraa-^roupea compacts de 0 et par k la

composante connexe de 0» 7 est un sous-groupe ouvert de 0

et K un 8ous-£ï*oupe compact de 7 # Le raisonnement précédent

appliqué à F (au lieu de G) permet d'écrire le résultat suivant:

Proposition 4.- 31 3 Qflt un système de fédérateurs du du-
de K, y est Isomorphe à un sous-groupe fermé»dn groupe

T8x(r/K).

0/7 est un groupe abéli«?n discret Q£ dont tous les élé-

ments + 0 sont d'ordre infini * )« Û^-F/K est un groupe



abélien localement compact totalement discontinu ainsi <iue

so&hdual* Soit CL le groupe abélien localement compact as-

socié au groupe 0., d'après le théorème I du f 3 du Chapitre I#

Tout le8 éléments de GL sont de hauteur infinie et Gi sst

isomorphe h un sous-groupe ourert 6£ de G^ tel que tous les

éléments de &./&! soient dfordre fini* On a T U au $3 du Cbfc*

pitre if que G. est totalement discontinu» ainsi que son

dual. D'après le théorème I du «I du Chapitre Illf êj est

somme directe locale de ses composantes primaires (asao-

clés aux différents entiers premiers p}10}» Arec ces nota-

tions f on a le théorème suivant, s désignant un système de

générateurs du dual de K:

Théorème 3^* Si G eart tin groupe atéllen ayant un sou»-

groupe ouvert oompact» G eat iaomorphe h un sous-grougs

fermé du groupe abélien localement compact T ö
x

Soit »o le groupe topologique T
S x ^ ^ G £ # »

f après la pro-

position précédents» 11 existe un lsomorphlsme y du 3ous~

groupe ouvert F de G dalis le sous-groupe ouvert T ^ G ^ de »0# .

ïo> s les éléments deisx flL sont de hauteur infinie ; on

peut donc prolonger **} en uns représentation continue 7ji

de G dans T Sx$L# Soit i f G et i la classe de x dans G/F

* % A vp(x)ti) est un élément de G et x -*> ( ̂ ( x ) f x) est une

représentation if du groupe (non to$ologi<iue) G dans le grou-

pe G # Cette représentation est continuef car elle prolonge

o



1 ' ieoaorphisae vy du sous-groups ourert H t O dans fto«. if

•at tlunlToque. Xn effet, solt x et x' dans G tels que ? (x) -

y (x'). On a M> (x)- tp(x') et la olasse de x dans 0/7 est i-

dentique à celle de x* T Autrement dit, on a x-x» e F et <p(x-xf)

» y (x-xf}« f (x)- y(x*)=O, d'où x = x f , oar vp est un iaornor-

phisae, Xnfin l'application réciproque ^ de y est continus.

la effet» 11 est olair que (T s* Q±) n <p (0) « ^ (y). D'autre

part, l'image de vf (G} par l'honomorphlsme canonique de 0 o

sur a /<T Sx Ö,} est identique h O./(T S^ Ö, ) a ) c'est-à-dir»

au groupe discret àgs en eff#tf an a ( T S x Ify) +<f (G) =0 0 #

La restriction de cet homomorphiame à y (G) est donc un*

représentation continue r de 4» (G) sur G 0/(T
S* ^ ) «t

f(O) - (T Sx ^ x) n^p^
0^ = y(') • IJLftxiate donc une ^

sentation felunivoque continue de Cf (G)/cp(F) sur G& et,

cottme G^ est discret, cette représentation est u» iaomor-

phiaxne# LJ>(G)/ ^ (F) est donc discret et tf (F) est un sous-

groupe ouvert de * ̂  (G)# La restriction de cp au sous-groupe

ouvert F de G coïncide arec lf isomorphls&e y de F sur le

sous-groupe ouvert ^ (F)= y (F) de ^ ( G ) # Bo»c l
fapplica-

tion "îf est contlatte# On a ainsi montré que *p est on isomor-

phlane» d'où le théorème•



Hotes du Chapitre III,

") Cette définition, dans la cas des groupes fiais,

oi&e areo la définition classique des sous-groupes de Sylow*

On trouvera des propriétés des sous-groupes de Sylow d'un

groupe infini discret dans Xe némoire de R.Baer intitulé

» Sylow-theorem8 for infinité gréups", Duke Mathematioal

Journal; Vol.6, 1940, pp.598-614 .

') Voir N.Bourbaki (VI), Topologie Générale, Ch.III; S3fEx.I«

') H.Jaeobson a esquissé une démonstration iLireote de eerét

sultat. Voir "locally oompaot totalljfc disoonnected rings",

imerioan Journal of Mathematios, T.LVIII, 1936,pp.^3^-458,

u) Voir par exemple L.Zippin (II), SSI et 2.

st Voir la démonstration dn théorème I du S2 du Ch.I et

I. Pontrjagin (V), Ch.V,*34.

() Voir le Théorème I du 12 du Ch.I.

•*) Voir la mote 4) du Ch.I.

9) Ce théorème et la pr position Z sont l'extension la plus

grande possible du théorème de Gauss-Kroneoker sur la dé-

composition dfun groupe abélien fini en som&.Vdirecte de

•ous-groupes cyoliaues. Keraarquons, \ ce sujet, q.ue de noa^

Creuses propriétés des grou es finie sèétendent non past

il semblerait naturel, aux groupes infinis discretsf

aux groupes infinis compacts*

^) On pourra étudier la structure de groupe Q^ a i»aide des

r^sultats obtenus par A^Malacev dans wTorsèonsfreie Abels*

ohe gruppen ron endlichen rang*. Recueil Mathématique de



T;4, S.3., 1936» pp.-*5-6T.

'* ) Si G désigne ia comjosante primaire (ass, à p) de §!,,

Op est un groupe abélien localement oompaot primaire (ass,

h. p) dont tous les éléments sont de hauteur infinie, oar S

est un sous-groupe pur ferné de Ô.,.

•») v o l r A.W«il (VIli, Ch.VI, $S6, Lemme I.

'*>) Voir I.Bourbaki (YI), Topologie Générale, Ch.III, fi»

Prop.12.



Chapitre

•!•- Groupe d'automorphispo d'un groupa localement

compact.

Soit G tua groupa topologique aéparé ai <£(*) la groupa

des autoaorphismoa de la structure de groupe topologique

de G« 31 u e Ç£(G$9 u est un automorphisme de la structu-

re de groupe de G9 u est continu et uniformément continu

à droite et à gauchet ainsi que l
fautomorphisme réciproque

u. G et U étant des parties de G9 on désigne par W(CtXJ)

l'ensemble des u € (£(O) tels qme9 pour tout X É C 9 u(x)tef{

Quand C décrit l'ensemble des parties compactes de G et U

un système fondamental de roi si nage s de !f élément neutre

e de Gt W(CtT7) décrit une base de filtre J6 sur t?(G)9 car

W(CuCf 9XJnU
f) c W(C9U) nW(C

f
 9U

f ) et lfinte»seotion des W(C9U)

est l9automorphisme identique.

Supposons que Cr soit localement compact « Alors JB rérifie

les axiomes (GT^)9 (GT^) et (GT^) des systèmes fondamentaux

de voisinages de l'élément neutre dans un groupe topologi-

que * ) # Kn effet9 si U est un voisinage de e et C une partie

compacte de G9 il existe XÛX voisinage compact U' de e tel

que Uf 3c U; Cv fi CuU' est une partie compas te de G et on à

W(C»,TJ») oWtC'.U1 )cW(C,U)« JBn effet, si u #t\r é



pour tout xfC», u(x) «ïï»x, r(x) €U»x et u(tf»)cir» *" » 4©ns

u(T(x))cu(U»Mx)ctr«* xcUx et «.• £*(<?,?}. l'aeiome (ÖTJ)

est donc vérifié, l'intersection des W(C,TJ) est l'automor-

phlsme identique et l'axiome (G-Tj,) est aussi rérifié. Soit

enfin C une partie compacte de G, V an roisinage de • et

1Q eo; (0) ; alors C'~ Ctauo(C) est une partie compacte de Q>

"îet ïï1* 5 rTxL (Jf) est un voisinage de e et on a "tî0 - 1(6» tU
f

W(C,IT)« Bn effet, si u*W(Cv
9U

v) et si T-II 0» u-uot pour

tout x*G9 r(x»)e uo(U
luo(x))c üo(ü

f )xctfjc, donc • « V(Q9V)

et l'axiome (GVfJest vérifié. De mftme, les ensembles ~f(C

déeriTent une base de filtre 3b rérlfiant les axiomes (&TX'),

(GT«) et (OY,Î). Sono, a l u ^ ( 0 ) , les bases de filtres

«<& «t *&• u(resp u»B et » • u) sont équiTalentes et

forment un système fondamental de Toiainages de u dans une

topologit sé^arét (C^ (r#ap# ^et ) sur le groupe cg. (G) ttll#

qut l'application (ttfr)-u* T d# ĉ  (0)x ^(0) sur tg (©}

continur. ̂ our $«9 la topologie ^ (r«sp# ^ ) soit compa-

tible arec la structure de groupe de ^ (G), il faut et il

suffit £ue l'application u ̂  u de (̂z (0) sur lui-même soit

oontlime» e'est-à-dire q,ue les deux topologies ^ et ^2

soient identiques. Il n'en est généralement pas ainsi«

En effet» nous allons construire un groupe localement

compact a dont le groupe d'automorphlemes Cg, (G) n'a pas

cette propriété. Soit (Qf)(ex une famile infinie de



groupas topologi^ues isomorphe» à Q F et Hc le sous-grou-

pe des entiers p-adiques de O( ; H c est un sous-groupe

ourert oompact de G£# Soit G la somme directe looale

des groupes GL§ relatirement aux sous-groupes Hc et H ».

H H f G est un groupe abélien localement compact tota-

lement discontinuât H est un sous-groupe ourert compact

de G. Soit G une partie compacte de Gf il existe des x±

e G(l~ It2f...tn) tels que C c Û (x1+- H)-- C
v et C1 est

une partie oompaete de G. Si x± - (x^ ( ) L t f , o n a xi,(* Ht

excepté si c appartient à une partie finie Ji de 2 et
ri rt fi

pr (C 1)* Upr(xi-t-H) =U (x4 .•H.), J = ,U j, est une par-u .o ' , isi *'L c iet *

tie finie de I et, si '<•€ J, prL ( O 1 ) - ^ . O n a 6 c C» <=

fi pr, (C*)» C " et Ctv est une partie compacte de Q.

Soit ïï un Tolainage de 0; 11 existe une partie finie

J1 de X et un sous-groupe ouTert El de Hc.tel cue Ĥ = H t

si » 4 J» et aue PI H» »• ̂ f c Ü. Uf est un Toisinage de 0, Z
ur

«tant infini, soitt+JuJ'. Soit x-^x^./G et x» = xt

s l U x i t i ' ^ pxk « Alors x — (x'L )tt_x est un autoaor-

phisme u du groupe ̂ topologlgue Q. On a u *

(ear, si i**, x»-«t-0 * H» et, si x ^

H-H»; dono, si x-(xt )tfrr*- Ö»
f, u(x)-x= (xî-xt)t£T

H S^ïïM'et u 4 W(H,H) (oar, si « - ^K t) t f * H, ar««

x ^ H ^ C H ^ ) , x-P*1»- (l-p"1)xk4H^ et u(x)-x * H ) .

Il résulte de oeoi que, lorsque W(C,U) déorit T3 . WCC11,

décrit une taae de filtre é^uiralente à os et, pour tout



â J-

W(C"fU
f ) t il existe un * ̂ W(C"fU

f ) tel que u

Donc lrapplication u — u n1 est pas continue sur le grou-

pa

Cependant, si G est le groupe R* (resp. Q* ) f les

topologies ^ et Ct sont identiques; le groupe &( *" )

(resp, Cg. ( ç/1 )) est le groupe linéaire réel (resp.p-
adiq.ua) de rang n9 munie de la topologie habituelle.

Si G est un groupe compact et si 1(17) est lf ensemble

des automorphismes u de G tels que u(x)x-1 eTJ pour tout

x e G9 quand TT décrit un système fondamental de voisina*

ges de ef W(U) décrit un système fondamental de voisi-

nages de l9automorphl3me identique dans les topologies

e*?, et ̂ 2qui sont ainsi identiques, ïn effet, W(U)

WCIF"1)^ oar si u eWClF*1) et x f 0, u(u(x)) = x € IJ-^Cx) et

u(x) décrit G quand x décrit G.

31 G est un groupe discret et si Wtxlf3Cgi###% 9%n) est

l'ensemble des automorphismes u de G tels que u{xi) ̂  x^

p<mr 1 » If2t...fnt alors quand U l fx g i #., # fxn>décrit l'en-

semble des parties finies de G, W(x1#xgt#**# fxn) est un

sous-groupe ouvert de ^z(G) qui décrit un système fon-

damental de voisinages de Vautoraorphlsme identique dans

les tojologies <-, et ^t qui sont ainsi identiques.

Soit où la borne supérieure 2 ) des topologies ̂  et °£2 et

l'ensemble des û e ĉ (G) tels que ufx)*- 1*^ et 1



pour tout x, £ O# Lorsque C décrit l'ensemble des parties com-

pactes de fi tt U un système fondamental de TOlainages de e,

T(C#U) décrit un système fondamental de YOlainages de l'au-

tomorphisme identique dans la topologie *C #t on rolt com-

me préoédemment que celle-ci rérifie les axiomes (G7'x ),

(GV'm) et^GT'4). Se plus, Y(CtU) étant symétrique, l'appll-

eatloQ u - iî de <# (G) sur lui-même est continue,, La topolo-

gie <€ Térlfie donc l'axiome (OVV ) * ) ; elle est donc compa-

tible avec la structure de groupe de ^(0). La topologie

est appelée topologie de G. Birkhoff 3 ) .

Définition !,- On dit que le groupe Oj(Gr), muni de la to-

pologie de G. Blrkhoff9 est le groupe d'automorphismes du

groupe localement compact &•

Sans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contrai*»

re, <̂ (ft) désignera le groupe topologique ainsi défini.

Soit & un groupe localement compact; si 8 ( fi9 l
yautoner-

phi3me Intérieur x ~* sxs '* est un automorphlsme u s e ^ (ft)

et l'ensemble des au tomorphisme s Intérieurs est un sous-

groupe distingué de ^*(G) •

Proposition I«>- Si G est un groupe localement compact

4ont les deux structures uniformes sont identiques» s ^ u^

•st une représentation continue de G dans eg (ö) ^ ) #

M est une représentation de G dans <^L(G) 9 car, sis

= stxt'a"'= u>t(x) . C«tte rtpréata-



tation est continue. En effetf quel que soit la voisinage

U de e, il existe un roisinage symétrique ü9 de e tel qu#

pour tout x *6t aü
fx-% U1 itü | lcü * ) . ; donc Uf *B'x '* c V /ILc

et9 si x É U
f
t sxs "x VU et s * xsx VU» pour tout x apparte-

nant à une partie compacte quelconque C de G; donc u eY(C,U)*

I»v image réciproque de l'automorphisme identique par cet-

te représentation est le centre dt G,

Corollaire»- Si G est un groupe compact et si Z est son

centre, l'ensemble des automorphismes intérieurs de G est

un sous-groupe compact de ^(G), isomorphe G/Z.
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ " ^ — — — ^

En effet9 les deux structures uniformes de G sont iden-

tiquas et s -* u «st un hoaomorphismt d« G dans <£r (G).

Proposition 2.- Pour tont x e G, u -*» u(x) est un» appli-

cation continue de c#. (Gî dans G.

En effet, soit U un TOlainage de i, L'ensemble dea r (G)

tels que r(x)k(x) " ^ B est W( <x)tU).u^T( fx),T7)^u iui e»t

«a voisinage de u dans ^l(G).

Zn particulier, l'ensemnle des u e <%. (G) tels que u(x)-- x

est un sous-groupe fermé de ty (G) 6 ) ,

Soit H un sous-groupe de G et u e o, (G) tel que u(x) = x

4uel que soit xt H. On a u(H)= H et, par suite, i est vu

sous-groupe fermé de G tel que ùTÏ)*H* u(H) . La restrie-

tion de u à H est donc un automorphisme de H, prolongeant

l'automorphlsme identique de H ; cfest donc 1*automor-

phisme identique de H.



Coflunt HcH, l1 ensemble des u * <̂ . (G) tels que

u(x) =x pour tout x el est égal à l'ensemble des u

tels que u(x) « x pour tout x e H. Cet ensemble est un sous-

groupe fermé de <£(G)f oar 11 est l
fintersection des sous-

groupes fermés de (>Z (G) formés par les u(x) ̂ xf quand x

décrit H.

Définition Z.~ Stf H est un sous-groupe fermé de G» le

sous-groupe fermé <ê (H) de c# (G), formé par les u £ £7 (tt)

tels que u(x) ̂ x pour tout x*H est appelé le centralisa-

teur de H dans ty (G) * K

Soit K un corps topologique localement compact, Kf un

sous-corps fermé de K# L
vensemble des automorphlsme*

l̂u corps K qui appartiennent au centralisateur <£ (K9)

de Kf est un sous-groupe fermé <£(KtK
f ) de ^ (K^f au'oa

appelle le groupe de Galois de K par jtrapport à Kf. Les

groupes de Galois topologiques ainsi définis Jouent un rôle

important dans la théorie des corps localement compacts, mn

particulier dans la théorie des corps discrets *).

Soit H un sous-groupe de G et u s c^(G) tel que u(H) - K*

On a u(H)» Hf car H-u(H) est un sous-groupe partout dense

4ana H et dans u(H). u U ) .

Si H est un sous-groupe fermé de G9 l
fensemble des u^^(G)

*«ls que u(H)^ H est un sous-groupe fermé de ̂ ( G ) # En effett

•i u(H) = H et T ( H ) ^ Hf •(H)-H et V(T(H)) - U ( H ) = H; c'est



uu ensemble fermé, oar e'«at l'intersection des ensembles,

fermés d'après la proposition 2, formés par les u é ^ O )

tels que u(x)s H, quand x décrit H.

Définition 3.~ Si H est un sons-groupe fermé de G, le

sous-groupe fermé U (H) de Of (G) formé par les u t <#

tels que u(H)= H est appelé le normalisateur de H dans

y (G). * ) .

Jtê centralisateur ^ (H) de H est un sous-groupe distin-

gué fermé de Tï <H). Zn effet, si u t n(H), v t ^ (H) et

x (H, on a U ( T ( U ( I ) ) ) . u(ti(x)) ,z, ear u(x) e H; donc U.T»U é

«e (H) .

Proposition 3.» SI H est un sous-groupe ourert ^o&paot

i» G, son normalisateur est un sous-groupe ouvert de ^ (G),

Sn effet, montrons *ue n (H) =V(H,H). Si u t ^ (H) et

ai Xé H, u(x) e H et ttd)!*1^ H; de même uCxJx'^-é H; donc u t

T(H(H}« Inrersement, si u eT(H,H) et si zeH, ufxli'^H et

i(H) c H; de même ~u(H) c H; d'où u(H) « H. On en déduit la pro-

position, oar T(H,H) est un coisinage de l'automorphisme

identique.

Soit H un sous-groupe fermé de G et u < TT (H). La res-

triction u de u à H est un automorphisme de H,. On rérifie

follement que u -+ u_ est une représentation de Y?(H) sur

*• sous-groupe de <£.(» formé par les automorphlsmes Ug de
1 aui peuvent Itre prolongés en un automorphisme de G. Cet-

te représentation est continue. Xn effet, si u c ^ ( H ) nV(C,U),



C étant une parti* compacte de a « t ï ï u n voisinage de e , en*

4uel que so i t x*H, on a u(x) t H, u(x)x~X€ H x " 1 - ! e t , qu«l

au« s o i t x t C , uCxJx"1* Ü,; donc, s i x « C/JH, u(x)x-1(UnH;

de même u(x)x~3-t UoH, ai xeCnH; dono ufV(C/iH,ün E).

V(CAH,UAH) décrit un système fondamental de voisinage» de

l'automorphisme identique dans *t(H) et l'image inverse

de T(CnH,TJnH) par u -• v^ contient n (H)n T(C,U), donc

est ouvert dans ï l (H). En résumé:

Proposition 4 . - Si H est tm sotta-groupe fermé de G et al

n eyt(H), la res tr ic t ion tu de n à H est tm automorphlsm»

de H et u -*• u_ est une représentation continue de 7r(H)

dans (̂  (H).

L'image réciproque de l'automorphisme identique de H par

cette représentation est l'ensemble des ue oj (Q) tels aue,

pour tout xe H, u(x) = x, o»est-à-dir« ^<H). u —.u H a
f«st

généralement pas un homomorphiame.

Soit maintenant E un sous-groupe distingué fermé de 0.

9/H est un groupe localement compact; soit <#(o/H) son

groupe dfautomorphism«s. Sinu eYi(H) «t si x 6 Q et y e 0,

xy"^H équiraut à uttiulyr1^ H ou k'Jtlx^y)"1 e H et on à

n(xyH) =u(x)u(y)H = u(x)Ha(y)H; et û{xy)H = "u(x)u(y)H =

*(x)Hu(y)H. Donc xH -»u(x)H est automorphisme û du grou-

P« (non topologique) G/H. Si U est un roisinage de •,

est ouvert dans tt/H; donc û est toieontisu •%

. on roit facilement qu» u-> ù est uae représe»-



tation ds Tl (H) daas O} (Ö/H) et cette représentation est

continue. En effet, aolt ü un YOlainage compact de • et Ç»

uae partit compact» dt Q/H. Il .existe des xie Q(i - 1,2,...,n)

tels au* Cf c Ux.UH; soit C = U X,U; C est unepartie compacte

dt Q et CH une partie compacte de V/H contenant Cv, Si u e

Tl (H) n T(CfU)f quel que soit » €Cf on a u(x)x^Ut u(xH)x
 1 I =

uUJr'HcUH. De même u(*R)x 'HcXJH et u^T(CHtUH) cT(C
f
tTO)

T(Cf »UR) décrit un système fondamental de voisinages de lfau-

tomorphlsme identique de c^(a/H) et l'image réciproque de

7(CftUH) paru-* û contient W(ï) n T(C»V)» donc est ouverte

dans 3T (H), En résumé:

Proposition 5,- Si H est un sous-groupe distingué fermé de

S et si u e ix (H)t xH -*u(x)H est un automorphisme ûe<£

•t u -> û est une représentation continue de 9T(R) dans oj (G/H).

l'image réciproque de l'automorphisme Identique de G/H par

* -* û est le soua-groupe distingué fermé S (H) de ÏZ (X)

formé par les ue"6j(G) tels que, pour tout x * G, u(xH) * xgv

e»est-à-dire U(X)X"VH st ï(x)x'cH. «(IJn^lH) est un sous-

groupe aoélien fermé 3) de y(0). u -* û n'est généralement

pas un homomorphiame.

l'intersection des normalisatetirs d* tous les sous-ferou-

P«s fermés de G est appslée le noyau ") d% ^ (0). C»«st un

sous-groupe fermé de f^(G), oar c'est 1*intersection des

sous-groupes fermés ït(H), a^and H décrit l'ensemble de» sous-



groupes fermés de a. On design» le noyau de (̂ (0) par ^ (a).

X (G) est un sous-groupe distingué dt <£(£), aor il u é -

tt si T e <# (G), on a» pour tout sous-gvuvpe fermé H i i G,

U ( T ( H ) ) = T (H) et Y ( U ( Y ( H ) ) ) « T ( T ( H ) ) « H , donc y.u-V * *c «*).

Proposition 6. - Pour tu'un automorphisme u e <^(B) appar-

tienne à X (0), il faut et il suffit que, pour tout sous-

groupe cyclique H de G, u(I) = I '°).

Soit H un sous-groupe cyclique de G; si u e H (0), u(H) =rî.

Inversement, si H est un sous-groupe fenié quelconque de &

et si, pour tout sous-groupe H de G engendré par x € £,

u(Hx) ̂  B̂ ., on a, al xe H, u(x)f ufH^) c u(j^) - ̂ c I

donc M (r t£ (G).

Définition 4.- Pn aous-groupt fermé H de G est dit ca-

ractéristique si n (H) = ^ (G).

Tout sous-groupe caractéristique est distingué, 31 B est

un sous-groupe de G ttl que u(H) » I pour tout u f^(G), soa

adhérence E est un sous-groupe caractéristique de G.

Théorème I.- Soit (t un groupe localement compact, produit

dfune famille (GL)ttJ: de sons-groupes fermés oaractéristi-

ques; le groupe topologique t$ (G) est Isomorphe au produit

de la famille de groupes j[ CJ (Gc))tÉ.j •

Remarquons que tous les GL sont localement compacts et mê-

me compacts, à 1»exception d'un nombre fini dfentre eux.

Soit u<q(G). ta restriction de u à Ot est un autooor*

phisme u c du group« topologique Gt«t oa a u(xî = (uc(prt(x))> l(.1

ïn effet, si J est une partie finie de I, l'application J -*

V(prt(x)))UCi, * P o u r liBlte vl*) «u^ 0»* !• filtre des sections



de lf ensemble des parties finies de If ordonnée par la rela-

tion c » oar u t est continu pour tout tel,

Inrersement si ute cg, (Rt}§ (u. pr c) c e^ est un automorphis-

se u du groupe (non topologique) G, ut # prc et *uc « prêtant

continus, u est un homeoporphisme de G et sa restriction

à Gt #st nL . On Térifie facilement que u-* i*L)(€.? •&* **»

isomorphisme <f du groupe (non topologique) (g (6) sur le grou-

pe H y. (G, ) # Soit Ü « (1 XT tm roisinage de e dans Gf défini

comme i| suit: Uc est un voisinage de ec dans Gt é&al à 6C

excepté si t appartient à une partie finie J de I. Si C est

une partie compacte de Gt prt (C)- Cteat une partie compac-

te de Gc ; on a C c FI Cc-C'et C
f est une partie compacte de G.

On a donc ?(Cf fTT) cT(CtXJ). Si VL(Cc#tT£) est l'ensemble des

ui tfy^i) t # l s *u# ut (xc )x;
1 é Ut et u\ (xt)x^£Ü£ pour tout

x L e Clf alors pour tout i ̂ ̂ f Vc(CLtUc) » ^jf(G^)# Donc

H TL (
cc.tü£)

 e»* u n voisinage de l'élément neutre du groupe

topologifue n^j(ö. )et en a <f

donc l'isomorphisme^est continu. B'autre part, soit F1T€

un Toisinage de l»élément neutre de rTy(GL), défini comme

il suit: V est un TO lainage de l'automorphisme identique dans

<^(ôL) égal à (̂  (Gt) «xcepté si t appartient à une partie

finie J de I «t, si t^ J» •<. •»* l'ensemble Tt(Ct,Ut) des

*c€^(öL) tels que uc(xt)xt'ttrt«t û^xjx^e U# quel que soit

X\S CL^ ÜL ^ t a n t u n voUsinage de et dans Gc et CL une partis

compacte de GL ). Soit Ut-Gt et C, une partie compacte quel-

conque de GL , pour c $fl. Alors, pcr tout i4H» ^(* t) -Tt a

V . (C JS ). U J n u est un Toisinâgs de e dans 8 t t Ç = D C t



est un* parti* compact* de G; donc 7(C,U) est un voisinage

de l'automorphism* identique dans <£(G) *t l{G%V)s<flTllL )l

lfisomorphieme tp est donc continu et <ƒ est un isomorphisme

d* ($(&) sur H oj (Gf) .

Théorème 2«- SI G est un groupe abélien localement oom-»

pacte et si S» est son dual, les groupes topologiques

sont Isomorphes.

SI u 6 Oj (G)f on sait ^ ) que son transposé û est un auto-

morphisme du groupe tapologique G et on a 9 si Y * <$- (G)t

tT^T = 1t * û. Donc u -̂  û est un Isomorphisme y du groupe (non

topologique) c^ (G) sur le groupe Cg (G)# Quand U décrit 1*

filtre des voisinages do 0 dans X et C (repp. C) l'ensembl*

des parties compactes de G (resp# U ) 9 1
f ensemble vu,Zu> des u <r <Q (G)

tels aue (u(x)-x,£> (U et <U(X)-X9Â> é U (resp. l
fensemble

T(Ct3tU) des û e ̂  (G) tels au* Ocfû(±)-£> c Uet <xfû(i)-± > t U)

quels que soient iec *t i € C, décrit un système fondamental

de voisinages de l'automorphisme identique dans o/i (G) (resp#

dans c^(G)). On a Cu(x)-xt±>s Cu(x) 9l>-<x9±).<z9û(l)> -<xti> ̂

U9û(i)-i>; de même <u(x)-x9±> ~<x9~£(±)-±> • Donc T(CtC9U) -

tf (V(C9C9U)) et ef est un homéomorphism* d* <^(G) sur Cg (G).

Av*o o*8 notations *t celles d* la proposition 59 on a la

Proposition 7,- SI H *st un sous-groupe fermé de G et si

H* est sont conjugué dans Gf on a q> ( Tt (H)) « tt (H*) *t

if ( <£ (H)) =, Sf (H*).

Xn *ff*t9 si x €H *t ± e HT on a <,u(x)9±>-<x9û(*)> # Si



u e Tl (H), on a u(x) e Ht <u(x),x> - 0 , donc ti(x) t H * rt û

Si 4 tT t (H*) , on & fL(i) e H*t <x,û(i)>- O, donc u(x) e H «t

u e i n ( H ) . D'où vf( Tt <H)) - Yl (H*).

D'autre part, s i x e H et x e G, on * <u(x)-x,±>-<u(x) , i >

-<x,x> = <x,Û(x)> -<x,*>=<x,û(x)-±> . Si y e n (H), on a

u(x) = x et<x,û(x)-iV*O; donc û(x)-*t H* pour tout x« S
«t, d« même, û(x)-x t H; d'où < i ( 3 (H*). Inreraernent, si

Û e S (H*), on a û(x>-i é H* •t<u(x)-x,i>.-0 donc u(x) * x

pour tout ieH, c'est-à-dire ut ̂ (H) . D'où <f ( %(H)) - ̂ (H*).



* **•* &rouP* dyautomorphlBmea d'un groupe localement compact

totalement discontinu.

Proposition I»- SI G est un groupe localement oompact tota-

lement discontinu, l'ensemble des soi. s-groupe s ouverts de

est un système fondamental de voisinages de l'auto-

morphlsme Identique»

Soit H un sous-groupe ouvert compact de Ü et C XÜM partie

compacte de 6# C
r ̂  CuH.est une partie compacte de 6 et on

a T(Cf fH) cT(C#H). Si uéTÎC'.H) «t v«T(C
f
fH)# on, a pour

tout K fc G1
1 u(x) ̂  Hz et v(x) € Hx# u(H) cE et v(H) cH; donc

u(i(x))e u(H)u(x) cHx et9 de même, v(u(x))eHx. Donc u *V «•

T(CV
9H)# V(C'fH) est donc un sous-^roupe ouvert de ^ (G)#

D'autre part, quand C décrit lfensemble des parties compac-

tes de G et H l'ensemble des sous-groupes ouverts compacts

de G (qui est un système fondamental de voisinages de e )

T(C'tH) décrit un système fondamental de voisinages de l'au-

tomorphisme Identique dans <$ (G).

Corollaire#- 3| G est un groupe localement eompaet tata-

lement discontinu, (A (G) est un groupe totalement dlseon-

tinu.

Sn effet, V(Cf tH) est ouvert et fermé; la composante con-

nexe de l9automorphisme identique est contenue dans l'in-

tersection de T(Cf
fH) et par suite, se réduit à l'auto-

aorphlsme identique»



Soit G mm groupe abélien localement compact totalement

discontinu ainsi que son dual. On a TU que G est somme &i-

récite locale d# ses composantes primaires Sp (p=2;3;.,.)#

relativement à d®s soms-groupes omTtrts compacts BL#

fhéorèmt Ia» Le groupe fl
rautomorphl3meç ̂ f(G) est pâo*

dmit direct k@al lis groupes dfautomorphismes

£ t3 Mf)i relativement aux soua-groupts otitrerta

lu #ff#tt 1J #st clair tp^t pour tout entier premier pf

§ t s t un 8OU8~gröup4» caractéristifut d© §• Donof si | t <y C#)

la restriction de u à G est un automorphisme up de

H'. «T1H #t i ( I ) n I ^ I f sont des soms-groupes ourtrts
p »

paets d# G #t u{H3/Hf #st mn groupa fiîii dfordr# m f
- tel *

En remarquant que la composante primaire (ass. à p) de H

» d# m(H)î #st H (r#sp* m(Ip))t un voit qm#

les entiers premiers p différents d#s p^ (1=̂  I tS t # #. t®) §

@n a

tous l#s entiers premiers p différents dfentiers pj (J

2 f •..,!»')» #a a m (H )cl • ©on0fpomr tous l#s tntitrs
P P P

»l t r p? différents d#s p^ t t des p . (.1 * I f g i # # # i » f J * I9

2 t # # # t i i»)i oa a m (B :)«Xp9 0f*st~à-dir#" Up e n (Hp). In-
soit (mmL ^ «, tin élément dm produit dlr te t

groupes <#4tp)t r®latiTe©ent aux sous-group#s

owtr t s tgiCEpK Si 3C =,• tx ) p ^ s f 3 f # # . t a T # 0



tier premier p et x ^H_ pour tous les entiers premiers p,

excepté un nombre fini, on a up(xp)eHp pour tous les entiers

premiers p, excepté un nombre fini; donc (up(xp))p =2 3 <? G.

On vérifie facilement que x -~ (u <x p)) p = t3...«»t un autoaor-

phisme u du groupe (non topologique) G. D'autre part, soit

H' = n HJ un Tolainage de 0 dans 0, H p étant un sous-groupe

ouvert compact de Gp, égal h IL, excepté pour un nombre fini

d'entiers premiers pA (i «It2,...,n)# Up(Hp) est un sous*

groupe ouvert compact de Gp, égal à H p si p*Jpj. (i» 1,2,... ,n),

et u(H'} =riUp(Hp) est un sous-groupe ouvert compact de G.

Ceci montre que u est un isomorphisme bicontlnu de G sur

lui-même: u € O?(G). Ces remarques montrant que u -* (u_)p „2.3»».

est un isoKorphisme <f du groupe (non topologique) ĉ .(G)

sur le groupe uj_ , Soit Tp(CptEp) le voisinage de l'automor-

phlsme identique de Gp formé par les upe£(Gp) tels que

« p t X p ) ^ ^ HJ et UptXpJ^XptHJ pour tout x p tGpt C p étant

une partie compacte de Gp contenant H p et B p un sous-groupe

ouvert de H tels que C p = H p =Hp excepté pour un nombre fini

d'entiers premiers v± (i =1.2,... ,n). On a Tp(Cp,Hp)c yt (Hp)

pour tout entier premier p et ¥ (C ,HJ) =Y*(Hp) si p ̂  pj,

t i -I,2,...,n). Les ensembles Jl ?p(CptHp) forment donc un

système fondamental de voisinages de l'élément neutre dans

(& . Pour que tp soit bicontinu, 11 faut et il suffit que les

f t n T p <
c
p »

H
p ) ) forment un système fondamental de voisinages



de lfautomorphisroe Identique dans ^(8)# Vous allons démon-

trer cette dernière propriété. C et H9 étant choisis comme

précédemment, Cw - FI C est une partie compacte de G et H9 »

n Hv est un s ou a-groupe ouvert de H; il est bien wlair

que lfon a u!( fl T (C^fH
f)î c TfC".!!}. Dfautre part, soit

f p P P

Hf = H H9 un sous-groupe ourert de H9 H
9 étant un sous-grou-

pe ourert de H f égal à H excepté pour un nombre fini den-

tiers premiers pjL (i= Xf2f... fn) , et soit C une partie compac-

te de G contenant H. Il existe des éléments Xj eG (J- It2>

• ..fn
f ) tel* tue C cU(x, + H) - C1 et C9 est une partie corn»

j cl fj

pacte Ae G. Si x, - (x, ) , on a x< ~€ H_, excepté pour
j « t P «r & *-r?j%x elf if If

un nombre fini d'entiers premiers p< v (
k« 1.2,5..,n*). Po-

* ei #** v

sons C *U(xj v + Hp). Cp est une partie compacte de Gp con-

tenant H et on a C « H si P*Pjfic (k« l t 8 f * t
nj j-I#8ê

• •e9n
9)# C* = n c est une partie compacte d-e G contenant G

et on a Y(C«tW} C T(CtH
f ) f d

foù le résultat.

Corollaire.- Si G est un groupe abélien compact totalement

discontinu (resp. un groupe discret dont tout élément est
d'ordre fini) on a CQ (G) ̂  VI <£(Gp)*
————— — — p

Soit maintenant G un groupe abélien localement compact

primaire (ass* àp). Remarquons dfabord que le groupe topolo-

gique O/(G) n'est pas en général primaire (ass. à p).Des exemples Ae ee fait sont fournis par les groupes

A'automorphlsmes Ae <Z/(fr) et Ae Q f . Kn effet, d'une



part, tout automorphiame de Z/X**) est de la forme

x'-»ai, où « est premier arec p et le groupe d*automor-

phi âmes de 2/(^5 est un groupe ?*(pr) d'ordre

p'-^Cp-1). pour qu'un automorphisme appartenant à Ttlp') ait

pour ordre une puissance de p; il faut et il suffit qu»il

soit de la forme x -* Çl + pu)x aree u e Z,/(pr). B'autre part

tout automorphisme de Q p est de la forme x -* ax, où a 6

Qp* et le groupe d'automorphismes de Q, est isomorphe aa.

groupe multiplicatif Q* pour ô ue la représentation

M •* aa de Z (nuni de la structure p-adique) dans Qf*

soit continue, il faut et il suffit que aeltp. Ces re-

marques peurent se généraliser de la façon suivante:

Proposition 2.- Soit Q un groupe afrélien compact primaire

(ass. à p); l'ensemble des automprphismes u fe <^(G) tels que

u(x)-x t 6^^ pour tout xeG t est un sons-groupe de 9.(Q);pri»

maire (aaa. à p).

Soit ö un p-groupe aoélien discret et u un automorphisme'

de G appartenant au centralisateur "€(G(p) de &(p); Posons

u(x)-x =-T(X). X - * Y ( X ) est un endomorphlsme de & et on a

•(G, „j),(0!) il a > I, Xn effet,.on a •(&(p)) « (0>; supposons

" si xtö(p»,j on a pxeS( p^,) et pV(x) =(G, n,J4

= O; donc r(px) eG/ j «t T(X) - T(T(X)) - 0; d'où

. .J-6» . Soit maintenant(x1,Xgt..#txn> une partie fi-

ait de G et T(x?( xt,. •. ,x„) le roiainage de 1»automorphisme



identique dans ^ (0 ) , formé* par Ie» u € %/(O) tel* que

x. pour i=1 ,2 , . . . , n . 31 r «at le plus petit entier tel que

V x^ O (i - 1,2,. . . ,n), et a i u t ' é (<*(p))» on a u e V(x̂  ,xv t - *„)

pour tout entier n ' . Sn effet, on a

u(x i) . x± + jC <£ T(xi) * r(x±}

= x± * rL riC* x±) ear r(x±) - à

* x^ car, puisque p r"* dirise 0pr fO<îk<il>,

et T(C*rxx)- 0 ; dono.u t •(x,, ,x , . . . ,x n ) e t ,

ooame Y(x ,x t**>*
x
n) •>* un sous-groupe ouvert de ĉ  ((J),

n1 p
6 Y(x, ,x^,...txn). Ceci montre â « n-*u est une représent

tation oontinue de Z (muni de la structure p-adique) dans

(p) ^ i

Montrons maintenant qu# °f (0/^%) «st complet^ Solt ^

filtre de Cauchy tur ̂  (ft̂  . ) # Pour tout x*Grt l
fimaéPi â»

^ par l'extension de lfapplication oontinue u —- ufx) est

une base de filtre de Cauchy sur O. Co-^e G est complet» oette

base de filtre converge v rs un élément uo(x) de G# On rérifie

facilement que x ̂ u (x& est un endomorphlsme de G et que uo(x)

^x si x^OC y Posons U O(X)-X = T O ( X ) # X -* T O(X) est un endo-

morphisme de G et on vérifie, comme précédemment * que vo(G/ ̂J

-{Ois si n>. 1# Soit X É O et pn l1 ordre de x , x - x + C'

•st un endomotphlsme u^ de G et on a

(X) * £ <-l
O

ear • (x) = 0*
o



Ceci montre que UQ est un automorphisme de O et on roit faoi*

lement que uo t ^(O(p)). Montrons maintenant que le filtre

5 wonrerge rers U Q . Soit (x,^,,., ,xmi wie partie finie de

ö. Il existe M * y tels que M-M c Y(x, ,x, % m ) . Pour tout

1 * *»2 •• A1 «xiste un u ±*M tel gue u^Xj) . ^ ( x j ) . Mais

pour tout u^M, o»au(x i).« 1(x 1) f ear u . ^ e Ttx^ ,x, x,,,).

»one u ( x i ) * u 1 < x 1 ) » u 0 ( x 1 ) et M c u 0 - Y(x ,x , . . . , x n ) . Il en

résulte qxxe ̂  oonrerge rers u Q et (&(p)) «st complet.

La proposition 3 du fi du Chapitre II montre que ^ (&(p))

est primaire (ass. à p ) . Si G design* 1* dual de G, G est un

groupe abélien compact primaire (ass. à p) et G*2' est le

conjugué de G^ . dans G, L'ensemble des u t oj (G) tels

, pour tout ieg, est IÇ (Ô ( p )). 3 (G(P>) est

isomorphe à <€ (G, J d'après la proposition 7 du t I et, p*r

suite, primaire (ass. à p).

Lorsque G est de rang fini, G^p* est un sous-groupe ourert

de G, d'après la proposition 6 du S 3 du Chapitre II; ?

• Y(E,G^JP^) est donc un sous-groupe ourert de ^ (G).

Corollaire.- Si G est un p-groupe abélien discret, <€

est un sous-groupe primaire (ass. à }) de tg. (G).

Lorsque 6 est un' p-groupe abélien discret oonrenable-

ment choisi, cette démonstration montre l'e*istence de

groupes complets primaires (ass. à p) qui ne sont ni abéliens

ni localement compacts et qui ne sont pas des p-groupes.



Proposition 3.- 31 G est tin groupe afréllen localement

eompaot primaire (aaa. à p) et si q * i^pt x-*qx est un au-

tomorphlame u du groupe topologique S et lf ensemble des au-

tomorphlsries u de G est un sous-groupe f2) eompaot du centre

de ^(G)» Isomorphe à Z f ou cyclique dfordre pa.

Sn effet 9 a
1 après la proposition 4 du %Z du Chapitre II,

x -» qx est un endomorphlsme continu de G sur lui-même 9 ear9

d'après la proposition 5 du $2 du Chapitre II» quel que soit

y<~G9 il existe left tel que y^ qy# D'autre part, u_ est

felunlvoque9 car s'il existe x' e G tel que qx- qx
v
9 on a

q(x-xf )n 0 et x « x'v d'après la proposition 5 déjà citée.

Enfin, si q « 1 + P' q'*st un entier p-adique appartenant à *

1 +p et u -1 est un endomorphisme continu de G et c'est é-

Yideriment l'application réciproque de u 9 qui' est ainsi un

automorphisme du groupe topologique G# q -^uq est une re-

présentation du groupe multiplicatif 1+p dans le groupe # (G).

Sn effet, quel que soit x e G et quels que soient qel+J? et

q't l+ft9 on a u (u t(x)) = u(q« ) - qqfx^ ua f(x). Soit C une
q q q x ^̂>

parti* compacte d« D it H on aous-«roup« ouTtrt oompaot

d« G; U exist* des x±é a (i- X•<»... ,n) tels que C c.UCxi +H)

•t la classe x + H «st d»ordP» fini pri dans !• p-«roupe Ö/H
Si r«nax(r7trt,...,rn), pour tout i=I,2 n, on a

x±i. H «t, si q!e^, qxf*. Si xeC, il «ciste un x±

ytH tels que x*x^y «t, ai a^ 1* Ï P. on a a-1 € ?

pri



-Aéi-*pr et on af de m$me, g*1 x-x e H pour tout xe G; dons

u * ¥(CtH)# II en résulté au* a -* »- «st un* représmntation

continue de 1+ £ dans oj (G) et, comme 1+p eat compact, o'est

un homomorphismc. Lf image de 1+y par celui-ci est donc un

sous-grouje de C^(O) Isomorphe à ZP ou à Z /(pn). SI

u e C^ (G)t u(u (x)) = u(ax)= a^(x) «u (u(x))f oar u est con-

tinu; done u» u^v^u et u appartient au o entre de <£ (&}

Notons qu'il y a Identité entre les automorphismes d'un grou-

pe abélien localement compact primaire (asfc. h p) G et les

automorphismes de G9 considéré comme %f -module localement

compact»

En particulier:

Proposition 4«- 31 G est un groupe atélien localement compact

primaire (ass. à p) dont tous les éléments + 0 sont d'ordre

infini et si % est l'espace vectoriel sur Ç>p gui lui est

associé9 tg.(B) est le sous-groupe fermé K(G? du groupe*

des transformations linéaires de G.

. Gela résulte immédiatement de la proposition I du §4 du

Chapitre II.



$3.« Mesure de Haar et groupe d'automorphiames d'un grou-

pe localement oompaot.

Soit G un groupe localement oompaot et JO 1'espace reo-

toriel sur le corps des nombres ooraplexea formé par les

fonctions complexes f définies et continues sur G et telles

gae t,f(O) soit rolatlremont compact. Si f e <=C est nolle

en dehors de l'ensemble compact C et si u fc <# (G), f.'u s'est

une fonction définie et continue sur G et nulle en dehors

de l'ensemble compact u(G); donc f.u e J . Si f 6 <X et g e X ,

on a (f+ghu = f.u+g»u et Af.u = ^ (f»u), pia«r tout nombre corn-

plexe ^ . On roit ainsi q.u* f -»• f «u1 est une transformation

linéaire f de l'espace reotoriel X •

Soit X(f ) ^ J f(x)dx l'intégrale de Haar sur B ( f ^ ) '3 ).

Si u <<^ (o), f. u € / ; posons I^tf) =*Jf(û(x))dx» Iu= I • *V

est une fonctionnelle linéaire positif définie sur Jù> %\ on

a, si a £ G:

f(u(u(s)x))

J f(u(x)) dx

»ar I est Inrarlante à gauche; I m «s.t donc aussi

te à gauche et, par suite, ne diffère de X que par un fao-

teur multiplicatif A(uî > 0:

JfCu(x)) dx = ô(m) ƒ



définition I.» A (n) est appelé de modal» de l'automor-

phisme u 6 <£ (G).

Si c*est le groupe additif de Rn (resp. ç " ), à tout

automorphisme u d« G correspond un* matrice carrée à n

lignas a coefficients ré»la (r»sp. p-adiau«s) dont 1«

déttraînant est un nombre réel (rtup.p-adique) / («} ± 0

et on a \$ M\ ~ A(U) ' * ) .

Proposition !,• u -» A (u) est une représentation continue

du groupe topologique ^(G) dans le groupe multiplicatif

localement compact R* des nombres réels > 0;

Xn effet, si f e X et si u e^(G), et T £ r^(O), on «

A U . Y ) Jf(x) dx = jtÇriuix))) dx

= A(U) ƒ f(îr(x)) dx

_ » -ô(u) 6(T) Jf(x) 4X

done A ( U - T ) « A (u) A ( T ) et U -* A (U) est une représentation

de ^(G) dans ft*. Montrons qufelle est continue. Soit

f U telle que J f(x) dx » 1. f est nulle endehors d'mn

ensemble compact G. Soit T un roisinage compact de e. f est

uniformément continue; donc, quel que soit t>0, il existe

un voisinage compact U'cT tel que si yz"1 É V , lf(y)-f(«)l ^£

et VC sont des ensembles compacts, mesurables et de me-

sures m(VC) > a(UC)>0. Si xeUC et u e?(UCfU) on a u{x)x~\ V

•t \f(u(x))-f-x)Ui.



\ô(*)-l| .' U(n)- l | / f (x) dx

= ij f(u(x)) dx - Je f(x) dx I

= ljitf(u(x)) dx - \ML f{x) dx I car u(l)
't/t

l f(u(x )-f(x)|dx < 8up | f(u(y))-f(y)| Ju (x) dx

< € m(TC)

SB particulier À (u) - A(U)" 1 «t

*(u) ƒ f(u(x)) dx = Jffcc) dx .

31 « design* l'automorphiam» intérieur x-sx»*1, 1»appli-

cation composé* d* A it dl i ->u «at un* représentation

de Qr dans le groupe R.̂ v Qu'on appelle le module de s et

qu'on design* par À(s) et on a

Ata) Jt(x) dx-jf^Cz)) dx - j ti*-1**) 4x

-Jf(aa) dx t
car X est lnTariante à gauoh*. In rertu d* la continuité «

niform* de f, s ̂ &(«) - *st un* représentation continu* d*

a dans R* < r).

Soit t e JL ,u e ̂ (O) •* P u n nombre réel >, . On a

(J »f(u(x)) l r ûx )v'.6{tt)
v' ( J I *(x) l p dx) '

Sono, quel que soit £> 0,

{/»f(x) »f te)v'<A(»)^f entraine ( il*(u(x)) | F dx)

•t I est un* transformation lineair* 4>icontinu* de l'*spa-
u

o* Tftctori*l X , muni d* la topologie tét*rainé* par la
aona* ( j \ f ( x ) | p dxîi'/p • Si c£P design* 1* complété d*

muni d* la structure uniforme définie à l'aide d* cette nor-

at, on a Xf = 2- *u(ï ) - *u( <£p ) •* *u # 8 t u n # *ran«for-



nation lineair* bioontlnue de l'espace X '*)•

De plus, on vérifie facilement que Tu est une transfor-

mation lineaire bicontinue de l'espace X , complété de

1»espace X . norme par sup lf(x')l
Iv e G.

proposition S.- Si f € <£p t u — f»u est une application

continue de ty(G) dans <L?,
Sn effet, soit f tif. Quel que soitt>O, il existe g e <JL

tel que ( j 1 f (x)-g(x) fàx)*!îi. g est nulle en dehors d'aa

ensemble compact G. Soit T un roisinage compact de e. g est

uniformément continue; donc, q^ml que soit i> 0, il existe

un voisinage compact U c T tel que, si yz'^tU, |g(y)-g(z) | ii

UC et 7C sont des ensembles compacts, mesurables et de

mesures m(7C) >„ m(TJC) >0. Si xe UC et si n.r €7(TJC,Ü), on a

etr et \g(û1[T(x)))-g(x)l 4£ . Bonc

-- ' ( J lg(u(T(x)))-g(x) lPdxî'/F oaru(T(C))cW

« ( /(«mp lg(u(T(y)))-g(y)|>P

f ^ ( S%c(x) 4x) '/

D'autre part

t J |f(u<x))-g(üCxnt
V V ^ f — et

ïa Tertm de la continuité de la représentation , i l «xis-



te un voisinage TCC'.tf1} de l'automorphisme identique dans

te l que, a i u .TtYU' .V'V, A ( * ) ' V A, {»)";* . Bone ai

« T(VC)9t)' n T(e f ,Ü'j , o a a

J I f(u(x) )-f(V(x» | f dx}'/r< à{uj* + 3c( A (m)V£ 5 t'.

= k, £ t k . ï 1 .

proposition &,» Si 2 est tua ena«fe%l« mesurable ot da »•-

sure EJ(K) et si m c C5-(G), u(E) «st aussi mesurable at sa

mesure est à (u)m(B) .

effet, •{«(!)} ». JVï^JxÏ *x = A-XU) /«MmCxî) tx

-. A tu) J H (x) dx = A (u)m(S) .

Proposition 4.- Si Ö est un groupe topologique ayant un

sous-groupe ouvert compact, A est un homomorphisme du grofc-

pe topologique t̂(Cr) dans 1® groupe discret Q* des nombres

rationnels > 0.

En effet, soit I un sous-groupe ouvert compact de G et

soit u 6 O L ( Ö ) . U ( H ) et H'cHrttt(H) sont des sous-groupes*

ouverts compacts de S. H* est donc un sous-groupe d1indice

fini n (resp. nf) de u(H) (resp. de H) et il existe de» x^

<« (i»I,2,..,,n) (reap. deaxj^&.) ( J = 1,2,... ,n»} tel»

que les classes x.I* (resp. x*H») forment une partition de

u(H) (resp. de H ) . H, u(HÎ et H» étant ouverts et compact»

sont mesurables et de nesures finies > 0; Onna

( U xiH*)•» P mîxJjH1,) ^nfB(H') et



P'autre part m(u(H)) = a (u)m(H) .

Donc A tu) = */B»

§t A t*t un* représentation &• o», (tt) dans ç*. TTC (S) ê*%

un 3ous-group« ourtrt d« c?(G) •*• 8* u fe ^(H)t ^L(E) = ' S

•t &(u)B(E).-B(u(H))rB(E); donc A (U) = I , o'est-à-dlr*

Tt(H) c A4l) • Donc û (1) est un soua~groupe ou¥#rt d#

c^(Gr) tt A #st un# représentation continu* de ^ (G) dans

le groupe discret Qf f donc un homomorphisme.

Corollaire<- * A(l) eat un sous-groupe distingué ouvert de

et ty{<*)/ à (1) est isomorphe à un sous-groupe de Q*

Si G est un groupe compact (resp# discret)y G(resp. (0> }

est un sous-groupe ouvert compact de G et la démonstration

précédente montre que, pour tout u é ĉ_ (a) on a A (U) -1

Si G est un groupe abélien localement compact primaire

(ass. à lTentier premier p) 9 si H est un sous-groupe ou-

vert compact de G et si u e C^L(G}9 H
f = H ̂ iu(H) est un sous-

groupe df indice pr (resp* prf} d« u(H) (respT de H) et u

a A{VL)*$T~T . û est donc un homomorphisme de ^.(G) dans

le groupe (multiplicatif) cyclique discret formé par les

puissances de p#

Définition 2«- On dit <iuvun groupe localement compact est

unimodulair* sit pour tout s ^ G f A (g) ̂  1 #

Proposition 5,- Tout groupe localement compact dont les

deux structures uniformes sont identiques est unimodnlaire.



Soit O un groupe localement compact dont les deux struc-

tures uniformes sont identiques et T un voisinage compact

de e; il existe un voisinage V de e tel que, pour tout

s «r G, sUa~1cT, l'adhérence U' de U sQs^cT est dons un

Toisinage compact de e tel que, pour tout s € G, sUfe""1,*1.

V1 est donc mesurable et de mesure finie œ(U')> 0 et on a

c'est-à-dire A ( B ) = 1 .

Snit H un sous-groupe distingué fermé d'un group* locale*

ment compact G. Sésignons par i la o la» se de x f O dans le '.

groupe quotient localement oompaot Ö/H et par ƒ g(y)dy et

j h(x{dx les Intégrales de Haar respectives des groupes H.

et G/H* Solt f € X , nulle en dehors d'un ensemble compact C.

y — f(xy) est une fonction Céfinie et continue sur H, nulle

en dehors de la partie compacte x'^CnH de 0; ƒf(xy)dy est

constant sur la classe m de x et x -»Jf(xy)dy est une fono-

tion définie et continue sur G/H, nulle en dehors de la par-

tie compacte CH de G/H. On a, en choisissant convenablement

les facteurs multiplicatifs qui restent indéterminés dans

la mesure de Haar sur H et G/H:

J{ jf(*y)dx) dx = jt(x) dx '')

8oit u fc ïl(H), «_ la restriction de u à H et n l'autômdr-

phlsme de G/H, xH ^ u(x)H . On a u- é ĉ  (H) et u fc^t(G/H) et

A(u) ƒ f(x)dX B ƒ f(u(x)) dX

, ƒ( j f(u(xy)dy)dx = ƒ ( ƒ f(u(x)u(y)) 4y); to



ƒ( J f(xy)dy) dx

(uH) /f(x) .te.

Donc M u ) - A (û) A (t^)

Proposition 1.» Si H est un sous-groupe distingué ftra<

d'un groupe localement compact 8 tt al u e jpç (H), on a

(ti) A

Soit G un groupe localement compact, produit d'un» famille

(Ö c ) t é I dJèé sous-group' a oaraotérlstiquag f«rmés. Il «xlst*

un» partit fini* J d« I ttllt qu«, si c 4- J, Ct «et compact.

Proposition T.- SI u e ^ (fr)» lft restriction d« u à Gt est

un automorphisBie u c t ̂  (ft ) «t on a A (U) - fï A(U. ), A(U. )

iej —
désignant le module dt n t t ÛL (ô },
G est produit du groupe compact PI & et du groupe locale* .

teCJ

ment oompaot fl G. . le nodule de la restriction de u à FI §,

étant 1, 11 suffit donc de démontrer la proposition pour

une suite finie {&,}., ' de sous-groupes caractéristique»
* 1 * 1,t,~ M.de G telle au* G -^ H Q.. four cela, il suffit de démontrer

la proposition pour a«S et de raisonner par récurrence sur n.

Soit dono d un groupé localement compact, produit de detuf

sous-^roupes caractéristiques G^ et Gg et soft u fy(&) •

la restriction de u à G (resp. ©£) «st un automorphisa*

*, de G (resp. uo 4e G ). G est isomorphe à G/Gx et on a,
1 1 S S »
dfaprès la proposition précédents A(U) = ̂ (u^) ù (u2) ,



proposition 8.- Soit Q un groupe ab-;ll»n localement oompaot

£ son dual, u e ̂ (G) «t <J€c^(G) le transposé de u; alors

le module de o. et 1» module de & sont égaux.

Kn effet, aoit f <• X . On a, en ohoiaia.'îaj.t convenable-

t.ent les facteurs multiplicatif a aal restent indé" termine"*

dons les mesures de Haar sur G et G :

*(u) ƒ lf(x)lldx = A ( U ) 1 ƒ |f(m(x))|ldx

= A (u) j I j f(u(x)) ew < x^>4x l1 d*

d'après ! • th<So^rae de Xlanoherol-Veil '* ); donc:

A(u) j l fUMSlx .JIA(U) ƒ f(u(x))e" t ( x» i >dx| td*

- J l / f ( x ) e t i u < i i ( x ) * i > dx | l d x

= J I j f(x)€tot"t3t"^i'> dx | l dx

- A (û) ilf(x)*1 dx

d'après 1« mens théorème. Donc A (u) =



lotos du Chapitre ZT.

^) On trouvera un énoncé des axiomes ( G V ^ ) , ^ ^

et (GVJ,) que vérifia un système fondamental de voisinages

de l'élément neutre d'un groupe topologique ftana S. Bour-

liaki (VI), Topologie Générale, Ch. III,SI, !• 2.

*) Voir H. Bourbaki (VI), Topologie générale, Ch. I # *E.
?) une topologie analogue a été définie par G. Birkhoff

sur le groupe d'automorphismes d'un espace localement oompact

satisfaisant au "II* Axiome de Dénombrabilité", dans le mé-

moire "The topology of transformation-set", Annals of Ma-

thematica T.35, 1934,pp. 861-875 .
u) On peut même Éentorer que, dans ce cas, l'image de G par

la représentation continue s -»u est relativement compacte

dans <^(G).
5) Voir R. Bourbaki (VI), Topologie Générale, Ch. III,*3, Sx.3
6) Plus généralement, si A. et B désignent des parties fer-

mées de G, l'ensemble des u t c^(G) tels que u(x)x~x tB et

ft"1 e B pour tout x e A est un ensemble fermé V (A,B) de

; on *, arec les notations de ce S, IX (B) = T(H,H) ,

«V(H, IO>) et 3L (H) » V(G,H) .

4) Si u est l'automorphisme intérieur x -+ sxs "% l'image-

réciproque de t (H) (resp. Y t ( H ) , 3< (G) ) par m * u 0 est

un sous-groupe fermé de G qu'on appelle centralisateur de

H (resp. normalisateur de H, noyau) dans G. Voir par exem-

ple H. Zassenhaus, lehrbuch der Gru-pentheorie, I I , U .



s) Cette définition des groupas de Galois coïncide areo eel-

le déjà donnée dans les cas étudiés. Toir par exemple W.

Xrull, Galoisohe Theorie der unendlichen lformalkörper.

Mathematische annalen, T.I00,I988,pp.687-198.

9) Voir H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie, IX»

aufgabe 6. •

'*) Le noyau de G, dans le cas d'un groupe discret, a été

défini et étudié par R. Baer dans "Der Kern, eine charakte-

rlstische Untergruppe " Compositie Mathematica, T.I. 1934»

pp. 254-283.

") Toir Chapitre I, « .

'**) Voir H. Baer, "Primary abelian groupa and their automer»

phisms", American Journal of Mathematica, Tol. SIX, 1937,pp.

99-120. On trouvera dans ce trarail d'autres propriétés du grou-

pe d'automorphismes d'un p-groupe abélien discret.

;n>) An sujet de l'intégrale de Haar, on pourra consulter

le mémoire de A. Weil (VII), Ch. II. En particulier les. nota-

tions utilisées ici sont celles de ce mémoire.

"0 Si q. est un nombre p-adiaue, on pose lq| * p"r, si a. f

'5) Voir A. Weil (TII), ChX 2, tt.

l6) Toir A. Weil (TII), Ch* II, t?.'

*) De plus, si (t,g)->t*e*Jtij)e(rml*)&J ••* 1« produit

de composition, loi multiplicatire q.ui fait de X A un anneau

topologique, onra (f."ù)«(g«"ù) - *(u)(f*g) tu ; en effet:



(foi) > <«.*)- ff(û'<y>)g(u<y'x)) dy *Jf(ü(y))g((*(y))- ti(x)) dy

= A (m) j f(y)g(y-Fix)) dy = *(*)(f*«) • « .

'0 Voir À.Weil (YII), Ch. II, *».

"} Toir A.Weil (Til) Ch. 71, 130. G«tt« propriété des mo-

dules de u et û a lieu mdme si les facteurs multiplicatifs

gui restent indéterminés dans la mesure de Haar sur G et &

ne sont pas choisis de telle sorte que l'égalité

JifCxîl « dx= Ji/fCx) e'T.^dx i8 ai
constitue le théorème de Planeherel-Well, ait lieu, ear

) et A ( Û ) sont indépendants de ce choix»
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