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INTRUDUCTION

L'étude de la théorie générale des groupes topof?ﬁuol

a été inaugurée il y a & peine vingt années, Depuis 1926,
de nombreuses monographies ont été publiées % son sujet:
les plus importantes sont celles de L.,Pontrjagin et de A,
Weil., Ces travaux ont permis d'élucider dans une certaine
mesure la structure des groupes compacis et des groupes a-
béliens localement compacts, Mais, si, parmi ceux-ci, les
groupes connexes sont relativement bien connus maintenant,
les groupes totalement discontinmus, et par suite, les grou-
pes localement compacts les plus généraux, n'ont été 1l'ob-
Jet que de recﬁerehes assez fragrentaires, au moins quant

4 leura structure de groupe topolégique, J'ai essayé ici 4'ap-
porter quelque contribution & ces recherches.

La #généralisation de certaines propriétés des groupcs dis-
crets m'a fourni, d'une part, un proccdé d'exploration im-
portant: telles sont l'introduction de la notion de produit
local de groupes topologiques et celle des groupes de nom-
bres p-adiques. D'autre part, la théorie de la dualité dans
les groupes abéliens localement compacts, telle qu'elle a
&é déroulée dans ees derniiéres années par L, Pontrjagin
et A, Weil, s'est révélée comme un moyen d'étude tris effi-
cace, Sur un plan plus général, les travaux récents de N/
Bourbaki sur les structures fondamentales de l'analyse ma-

thématiqued m'ont fourni un moyen d'exposition et de recherche



d'une grande puissance, Conformément aux principes de ocet
auteur, j'ai essayé de donner i ce travail une solide ar-
mature logique, par l'emploi de la méthode axiomatique, de
la notion de structure, par la présentation des faits sous
forme de définitions, propositions et théorémes,

Dans le $I du Chapitre I, J'ai rappelé et précisé les ré-
sultats actuels de la théorie des groupes abéliens locale-
ment compacts. Aux $% 2 & 3, J'ail introduit et étudié deux
notions utilisées par la suite: celle de sous-groupe pur
d'un groupe topologique au § 3 et celle de produit local et
de produit direct local de groupes topologiques au gg ; cet-
te dernitére notion s'est révélée particuliérement intéres-
sante, tant pour 1la sémplification qu'elle apporte dans 1'é-
noncé des résultats généraux que par la fabrication d'exem-
ples tératologiques, Enfin, dans le 5’4, on trouvera un ex-
posé rapide de certaines propriétés des groupes abéliens com-
pacts conndexes,

Dans le chapitre I1 se trouve exposée la notion de grou-
’pe topologique primaire (associé & un entier premier p) .
Dans les $§ 2,3 & 4, sont étudiés plus prarticuliérement les
groupes abéliens localement compacts primaires & 1'aide des
groupes de nombres p-adiques, Cette étude est justifide par
le role qu'elle joue dans le chapitre III,

Dans ce chapitre sont examinées certaines propriétés des

groupes abéliens localement compacts, Au $ I, j'ai déterminé



la structure des groupes abéliens localement compacis to-
talement diseontinus ainsi que leur dual & l'aide des ré-
suliats du chapitre II; aun § 2, la structure des groupes a-
béliens localement compacts dont tout élément est d'ordre fi-
ni est déterminée et les groupes abéliens localement compacts
les plus géréraux sont caractérisés comme sous-groupes fer-
més de groupes topologiques bien déterminés, Les résultats
ainsi obtenus sont encore loin d'@tre suffisants rour ap-
porter une solution compléte au probléme de la déterm na-
tion de la structure des groupes abéliens localement compacts’
Cependant ils permettent déji une étude approfondie- que Je.
n'al pas abordée ici- de struciures d'algébre topologique
plus riches: cellies des anneaux, corps et espaces vecto-
riels localement compacts,

Dans le chapitre IV, j'al défini le groure topologique |
des automorphismes 4d'un groupe localement compact, Dans les
$$ I & 2, J'al donné quelques propriétés élémentaires de ce
groupe: on obtient de cette facon des groupes topologiques
qui jouent un rdle important en algébre topologique, Dans
un prochain travail, Jje reviéndral moins superficiellement
sur leurs propriétés, en particulier sur celles des groupes
fie Galois d'un corps localement comract, Dars le § 3, }j'al
défini le module d'un automorphisme d'un groupe localement
compact, nombre réel associé A cet automorpnisme et jouis-
sant des principales propriétés du déterrinant d'une trans-

formation linéaire de l'espace numérique a n dimensions,



Cette notion permet d'ailleurs de préscnter de fagon trés
gimnle 1'étude de la structure des corps localement compacts,
La plupart des résultats de ce travail ont été résumés et
publiés dans trois notes aux Comptes rendus de 1'Académie
des Schences ) , dont une en collaboration avec M.J. Dieu-
donné,

Un progrés nouveau dans l'étude de la structure des grou-
pes localement compacts me parait 1ié & une extension de
la notion de limite projective de groupes topologiques (cor-
respondant, par exemple, & la notion de produit direct lo-
cal) et d'une étude sgstématique des groupes localement
compacts dont les structures uniformes droite et giuche
sont identiques, qui Jouissent de propriétés généralisant
celles des groupes compacts, des groupes discrets et des
groupes abéliens,

Je voudrais, en terminant, exprimer toute ma reconnais-
sance & M, Jean-Dieudonné., Au cours de la rédaction de ce
travail, j'ail trouvé, prés de lui, les conseils les plus

amicaux et surtout les plus riches d'expérience et d'éru-
dition,

*) Comptes Rendus de 1'Académie des Sciences, 218; 1944,

PP. 304-305; 218,1944,pp.5¥77 -579;220,1945,pp. -



Chapitre I,

$1. - Groupes abéliens localement compacis.”’) .
’

Rappelons le théortme suivant?): Lo

Théortme I,- Tout groupe abélien localement compact est .

isomorphe i un produit de groupes R 'xG, G étant un _roupe

topologique abélien ayant un sous-groure ouvert compact,

Pour que deux groures localement compacts R G et R"x ¢’

solent isomorphes, 11 faut et il suffit que n =n' et que

G et G' solent isomorphes.

L'étude de la structure des groupes abéliens localement
compacts est ainsi ramenée i celle de la structure des
groupes topologiques a_ant un sous-groupe ouvert compact.

Le ggg} d'un groupe abélien localement compact G est le
sousg-groupe 6 de T'G formé par les représentations continues

de G dans le tore 'T' , aprelées caracttres de G, et muni de

la topologie suivante: si V(C,U) est 1l'ensemble des %€ G

tels que X(C)c U avec UcT et C < G, quand U déerit le fil-
tre des voisipages de 0 duns T et C l'ensemble des parties
compactes de G, V(C,U) décrit un systéme fondarental de voi-
sinages de 1'élément neutre de G *). On a le -

Théortme 2.~ Soit G un groure abélien localement compact,

G son dual, G est un groupe abélien localement compact et

le dual de G est G, Si H est un sous-groupe ferné de G,




1'engemdble des caractires x de G tels que #(R) = {0} est .

un sous-groupe fermé K™ de G, qu'on a.ppelle le conjugué )/yr
de H dans G. Le conjugué de H* dans G est H, Si H' est "’f.

un autre sous-groupe fermé de G, le conjugué de H H +H' 9Lt

H* n H'™, 31 G est discret, G eat compact et inversement.

80it £ une représentation continue du groupe abélien lo=-
salement compact G dans le groupe abélioﬁ locakement compact
G', dont le dual est G'. S1 A’ €G', X' .f est un caractd-
re X de G et X' > X est une représentation continue %) de
G* dans G qu'on note f et qu'on appelle la transposée de f.
S1 H est un sous-groupe fermé de .G, —f(n') est un sous-groupe
fermé de G', conjugué du sous-groupe fermé f(H) de G', En
effet, si 3¢ £(H)™ , quel que soit xel, <x,B(F)y- <(£(x),§>
=0 et £(F) <H) e'est-n-dire § e}?(H’) ; done £(R) < ?(H").
Inversement, soit y ¢ £fSH); 1l existe x eH tel que y = f(x)
et (y.» - <r(x).9> &x f(?)) 081 § ¢ r(n ); dono yer(x*)*
et £(H) < t(H")"- commne f(H") est fermé dans ¢', £(H) c
f(H*)' c'est-a-dire f£(H)" o I(H ), done r_(—'n)f& -Jtz(ﬁ*). En
particulier, le conjugué de £(G) est ?(0) .

La transposée de f est £, S1 £ est un homomorphisme de

G dans G', £ est un homomorphisme de G' dans G &t £(G)

est un sous-groupe Termé de G' ; le conjugué de £(G) dans cr
-1

est £(0). Si H' est un sous-groupe fermé de G contenu dans

le sous-groupe fermé H, on a H'c H'* et le dual de H/H' est

H* */H™, Enfin si H est un sous-groupe



ouvert de G, son conjugué H* dans G est un sous-groupe
compaot et inversement. Ep effet, H* est duanl Au groupe
disoret G/H.

Soit G un groupe topologique abélien ayant un sous-groupe

ouvert compact H; G est localement. compact, Le conjugué

H” de H dans le dual G de G est un sous-groupe ouvert

compact de G. Ll'intersection K des sous-grouves ouverts

de G est un sous-groupe compact de G car K c H: -c'est Lq(iu“

composante connexe de 0 dans G°). La réunion F des aoul-}\

groupes ocompacts de G est un sous-groure ouvert de G car
H CP: o'cat 1'ensemble des éléments x de G tels que le

sous-groupe engendré par x soit relativement compact, Si K*

est la composante connexe de 0 dans'a, K' est le conjugué
_de F dansg 6‘}: en effet, quel que socit le Qous-groupe eom~-
pact H de G, on a HCF et FcH, done FcX' et K'*cF;
d'autre part XK' ¢ H*, donc Hc K'™ et F'c X' ", I1 en résul-
te que F/K est un groupe abélien localement qompact tota-

lement discontinu (en abrégé‘l.o. t.d.) ainsi que son awal,

G/F est un groupe abélien discret dont tous les éléaents +0

sont d'ordre infini, car il est dual du groupe conpact

connexe K',

Dans les chapitres qui suivent, nous déterminerons dans
une sertaine mesure la structure deé-groupes topologiques
K , G/F et F/K ; de cette étude nous déduirons certaines

propriétés de la struocture du groupe G lui-méme,

ke
D‘}. V'

[‘,c.r.



$2,- Produit local et produit direct local de groupes
topologiques .

AA
"r, L()

Soit (G, ) ., une famille de groupes topologiques séparél,';&wi

-

H, un sous-groupe ouvert de G, ,e% H le groupe topologique

Il B, . Le filtre des voisinages de 1'élément neutre dans
€

H forme un systdr.e fondar.ental de wolsinages de l'élément
neutre dans une topologie compatible avec la structure de
groupe de G = [1 @,.

Lel -
Définition I,- On dit que le groupe topologique G ainsi

défini eat le produit local des groupes G, , relativement

aux sous-groupes ouverts H, .

81 (J, ).y est une -artition de I; G est isomorphe au
produit looal, relativement aux sous-groures IJHL , des
groupes produits locaux des familles de 3rou£e; (G';)Ledk
relativement éux sous-groupes H .

Si A! est un sous-groupe ouvert de H _égal A H, pour
tout (eI, sauf pour un nombre Siﬂi' le produit local des
G_ , relativement aux K' , eat égal au produit local des
G relativement aux i, , En ppaticulier, sl pour tout

¢ ¢ I, excepté un nombre fini, H - G, , le produit local
des G, , relativement .ux H,  , eat ldentique au groure to-
pologiqﬁe!lQL .

Soit G un groupe produit local 'd'une famille Ge groupes

(G ) 1 Telativement aux sous-groupes ouverts H ,hbet J



une partie finie de I, Si J' = [J, le groupe topologique
G = UGL est isomorphe au sous-groupe distingué ferné de
J '«
G formé par les x -(x )., avec x.-e pour tcJ' , Dans tout

c¢e qui suit, nous identifierons oces deﬁx groupes, Le sous-

groupe K; de G, formé par les x - (x )., avee x < H pour
tout («¢J' , est ouvert dans G, car H c Ky et Ky est isomor-
phe au groupé topologique 116 _x [ 1H ., 81 J={}, on pose

LEY Leg!

K3 — K_. 51 pous tout «¢I, H_ est un sous-groupe distingué

[

de G , H ot K: sont des sous-groupes distingués de G et
K;/H est un sous-groupe du groupe discret G/H isomorphe
a lle /A, .

S1 G' est la composante connexe de e, dans G, , la compo-
sante connexe de 1'élément neutre dans G est ;E{ G' , ocar
o'est la composante connexe de l1l'élément neutre dané H.

Pour que G 5.1t comrlet, 11 faut et 1l suffit que chacun
des G_ le soit, C'est nécessaige, car G, est’un sous:groupo
fermé, donc complet, de G; c'est suffisant, ocar H est un

sous-groupe ouvert complet de.G.

Proposition I,- Pour qu'un groupe topologique G produit

looal de groupes G, , relativement % des sous-groupes ou-

verts H, , soit localement compact, i1l faut et 11 suffit

que tous les G, le soient et que, pour tout c¢I, excepté

pour un nombre fini, H soit compact,

En effet, si G est localement compact, pour toute par-

tie finie J de I, K; est lovalement compact et isomorphe



a QG‘XLE—C,J H ; done, pour tout ce¢I, G_ est localement
compact et tous les H , exoepté au-plus un nomdre fini, _
sont compacts. Ja réciproque est triviale,

Soit G le produit local de groupes G, relativement a
des sous-.roupes H, . Quand J décrit l'ensemble des parties.
finies de I, la réunion G' des sous-groupes K; est formée

par les x-=(x )

Jier Yels que x e H_ excepté au plus pour um

nomdbre fini d'indices . . C'est un sous-groupe ouvert de G
car H ¢ G' et pour toute partie finie J de I on a G; cKjc@',
Définition 2,- Le groupe topologique G' ainsi défini est

appelé le produit direet local des groupes G, , relative-

ment aux sous-groupes ouverts HL o

81 pour tout (€I, H' est un sous-groupe ouvert de H, ,
égal 4 H excerté pour un nombre fini 4'indlces ¢ , le pro-
duit direct local des G, , relativement aux H' , est identique
au produit direct local des G, , relativement aux H
" 81 pour tout (eI, H, est un sous-groupe distingué de G, .»

G' et H sont des scus-groupes distinguéa ouverts de Go.

Le groupe discret G'/H est engendré par la réunion des
séys-groupes Ki/H . Comme, pour toute partie finie J de ¥,

K; /H est isomorphe & JJ,KC/H' G' /H est produit direct des’

gous-sroupes K, /H, respectivement isomorphes a G /B 5.
Pour que G' soit localement compact, il faut et il suf-
it que tous les G, 1le soient et gque pous dout (€I, exe

cepté pour un nombre fini, H soit compact. En effet, e

est un sous-groupe ouvert de G,



Proposition 2.~ Soit G le produit direct local des grou-

pes G, 6, relativement aux sous-groupes ouverts H ; pour gue

G soit compact, (resp, discret), il faut et 11 suffit gue

pour tout (€¢I, G_ soit compact (resp, discret) et que H, =

G (resp.H- fe.} ), excepté au plus pour un nonbre fini

d'indices (. G est alors le :roduit des groupea Gl(reap,

le produit direct des sous-groupes G, ).

En effet, si G est compaot, tous lea G sont compacts et
G/H eat un groupe compact discret, donc un groupe fini,
Comme il est produit direct des sous-groupes G /H,  , on
a G = H excepté au plus pour un nombre fini d'indices ¢,
G est donc produit des groupes G, . La réciproque est tri-
viale .

S1 G est disorét. tous les G, son{ discrets et H est un
groupe fini, Comme 1l est produit des groupes H, , on a
H _-{e.) excepté au plus pour un nombre fiﬂird’indicca ‘-
G est produit direct des sous-groupes G, ., ILa réciproque
est triviale,

Pour que le.granpo G, produit direct local des groupes
G, , relativement aux sous-groupes H,6 , solt abélieny il
faut et 1l suffit que chacun dea G, le soit, Si, dans oce
cas G et les G, sont notés additivement, on dit que ¢

est somme direoté locale des groupes GL. relativement aux

sous-groupes H .



Théordne I.- Soit G un groupe abélien loea.le;nent compact

somme directe locale de groupes G, , relativement & des

sous-groures ouvens compacts H

, & _alors le dual ¢ de G est

somme directe locale des éroupes EL » duals des groupes G, ,

re/iativement aux sous-groupes ouverts compacts H(* » CON=-

Jégés des H dans 6‘ .

Soit H le groupe compact produit des groupes compaots

H . On sait *) que le dual H de H est somme directe de sous-

groupes isomorphes & H_; autrement dit, si x - (x )., ¢K
et s1 % cH, 11 existe une partie finie J de I, dépendant
de £ ot des % ¢ B - pour ¢ & tels que %(x) =kzelai,_(x‘) .
Soit mainte:ant & ¢ G un caractire du groupe G. la restric-
tion de £ 4 G (reasp. H) eat un caractire de ¢, , £ € @L
" (resp. de H, ‘9 ¢ H) . Soit x ¢G; 11 existe alors une par-
tie finie J' de I, dépendant de x, telle que, 81 x =(xL)“1,
x, €K pour (¢J' ., Posons y:(yl)'mex. avec y = e, 8i (e g
et ¢ -x 8l ¢¢J' . Ona:

2x) - $3) + T R (x)
Mais § ¢ H; 11 existe dand une partie firie J de I et des
§. ¢ H pour (eJ tels que

§v) = L 8 y)= B8 (y)

- Y 8 (x)) en posant X - Jo (J' .

S8i1x ¢H , oLr;ka. H
0 81 (47 ,

2 I - ( =
(=) Sl =) {St(xt) si ced



Donc, si (¢ J, 2 est un caractére de G, apurtenant A
E' et sl (eJ, § est la restriction & H, de %,. Il en ré-
sulte que

2x) - % 2(x) + T 2 (x,)
i tf%?’  (x)

Pour tout (¢ J, on a & ¢ H et pour tout (¢I, H ™ , con~
Jugué du sous-groupe ouvert compact H L‘de G,, est un sous-
groupe ouvert compact de EL » done (2 ) est un élément
de la somme directe locale des 6L o relativement aux sous-
groupes HX ., Inversement, 81 x-(x.) ,cGet 81 (& )y
est un élément de la somme directe locale des G, , rela-
tivement aux sous-groueépes H; , posons i(x)=LZ:,3L(xL) B
L étant 1l'ensemble fini des indices ( tels que x, ¢ H, on
2 $H", x >2(x) est un caractdre de £ de G, En effet, c'est
évidemie t une représentation de G dans T et cette repré-
sentation est contirue, car elle est continue sur le sous-
groupe ouvert H de G. On vérifie facileme.t que £ —(R,) .,
est un isomorphisme (de structure algébrique) y de G sur
la somme directe locale des a,_ s relativement aux sous-
groupes Hf e S1 2 - I{»‘((it)wl) appartient au conjugué R” de
H dans G, on a 2R.,¢H" pour tout (& I et inversement, Donec

¢ (HY) =r‘unt*' la restriction de ¢ A K" est un isomorphisme

du soua-groupe ouvert compact H dq ¢ sur le sous-groupe ou-

vert compact [1H' de la somme directe locale des B , rela-
LEL



o

tivement aux H*, En effet, G/H est somme directe des sous-
groupes G /H et comme H” est dual de G/H et H' dual de

G /H , ona E*-T|H' & une isomorphie prés; dons, si ¢R”,
ona 2- (%), ,avec X cH et (%) - (& ). Doney
east un isomorphisme du groupe topologique G sur la so;nme
direote locale des groupes '(‘;L » Telativeme .t aux sous-grou=-

pes H*



u

$3,- Sous-groupes purs d'un groupe topologique abélien,

Soit C un groupe topologiqué abélien séparé et n un en-

tier mtionnél. X - nx est un endomorphisme continu rn de G,

On ;otera qu'en général £, n'est pas un homomorphisme

dans G, méme si f, est une représentation bdiunivoque de G

sur lui-réme, En effet, soit (G ) une famille infi-

Let
nie de groupes discrets isomorphes a Q et H le sous-

groupe des entiers rationels de G S0it G le groupe

L e
topologique abélien produit local des groupes G, , rela-
tivement aux sous-groupes ouver H . fn est une repré-
qentation biunivoque continue de G sur lui-méme, pour
tont entier n, li =1 H est un sous-groupe ouvert de G;

(X34

fn(H) est 1'ensemble des (nx ) ., , avee x ¢ H ; si f,(H)

(Y% 4
était ouvert, 11 existerait une partie finie J de I tel-
le que, 81 H' = H pour.¢Jd et H' - {0} pour ¢ Jd,
WH: C f,(H), ce qui est absurde, Donoc fy(H) n'est pas
(oevaert et fn n'est pas un homomorphismé '°) o

31 n>0, f_, o3t composé de f et de la symétrie x - -x.

81 n et n' sont deux entiers 0, on a fyof, s fn'°tn‘ nt*

Soit G,y l'ensemble des x ¢ G tela que nx =0 et ¢{(n) 11en.

semble des x¢ G de la forme x=nx' , On a ?n(o); G(n) ot

rn(c,) = G(n); G(n) €8t doro un soua-groupe fermé de G,




\2Z

Froposition I,- Si G est un groupe abélien séparé, somme

directe locale d'une famille de groupes (G ) ., .'rolati-.

venent 4 des sous-groupes H , G(n) est un groupe aéparé,

gsomme directe locale de la famille de groupes (G (n))i¢r,

relativement aux sous-groupes ouverts H((n) de GL(n) . .

Bn effet, si x = (x,_),_ er € G(n), il existe une partie finie
J de I telleque x ¢ H 81 . ¢ J; dono, pour tout c €I,
x ¢ Gc(n) et, 81 (¢J, x ¢ H N Gi(n)' Invorstment, 8l x -
(x,) ¢ aprartient 4 la somme directe locale des G (n), re-
lativemert aux H\L(n). onanx =0 et nx - 0, done x€Gp,; «

@ - Neln) est un sous-groupe de ¢. 81 x ¢ G , on ait

n>o0
que x est de hauteur infinie dans G,

Défirition I.,- On dit qu'un sous-groupe H d'un groupe &=

bélien séparé G est rur si, pour tout ertier n > 0, B(n’ =
“(n) n H, 4!)0 ‘
) “ \00) n H..

Propositior, 2,- Four qu'un sous-groupe H d'ur groupe ae

Si H est un aons-—groupe_ pur de G, H ‘™ -

bélien séparé G sold pur, il faut et il suffit que, pomr

® X
tout entier premier p, on sait #(rY)_ ¢{(P*) 4 H, pour tout emn-

tier k > 0.

C'uat évidemmert nécessaire, Pour montrer que o'est suf-
figant, on peut se bor:er i montrer gue, si p est un entier'

% x
premier et q un entier premier avec p, “H (p ). (P )hE et



5(0) . 6{a) B " entraine = B(F'®), (P Vg " | 301t x <
G(Pk‘l) nHe Il existe z ¢ G tel que x - pKqz, Donec x € G(PT) ng
= H(Pk) et 11 existe y ¢H tel que x - pXy; donc p¥(y-qz)-0
et l'ordre de y-qz est une puissance de p inférieure i pk.

p ot q étunt premiers entre eux, dans le groupe eycligue
engendré par y-qz, il existe z' tel que y-qz =qz' et on a
y =alz+z'), Done ye¢ Van = ula) et 11 exiate ¥y'eH tel
que ¥ = qy'. D'olt x = pXay' ¢ H(qu) .

On notera qu'en général, si H est un sous-groupe pur d'un
groupe gbélion aséparé G, sons adhérence H n'est pas un sous=-
groupe pur de G.

Par gxemple. 80oit G le groupe abélien localeuent come-
pact, produit looal d'une famille infinie (G ) Qe
groupes isomorphes & Z /(4), relativement aux sous-
groupes H de G, isomorphes a Z/(2). 0na G(a)=L\ZH,_/
‘6(4);={0}- et P ¢ 81 p eat un entier premier > 2,
Soit H le sous-groupe de G, goure directe des souws-grou-
pes G _ . 8(2) est somme directe des sous-groupes H,_ ot

Cmleh. g an, u4) .0jet BP . m-0lP™) H at pre .

donec H est pur. L'adhérence H du sous-groupe H est la

somme directe locale des groupes G , relativement aux

sous-groupes R _ et f(2) est 1a somme directe de la fa-



=

O N

th

mille de sous-groupes (H ) ., ;i I étant 1nf1n1.'ﬁ(z)
n'est pas fermé et est partout dense da.nakel';lﬂL = e(2)
Dono H(2) 4 6{2) 7 et § n'est pas un sous-groupe pur
de G,

Cependant, si H est un sous-groupe pur relativement ocom-

pact d'un groupe abélien -éfaré G dont tous les éléments
sont de hauteur infinie, son adhérerce H est erncore un sous-
groupe pur de G. En effet, on a W= A(D) . g(n) s car £n(H) -
f::if). puisque H est compact .

On remarquera que, si H est un sous-groupe de G dont tous
les éléments so t de hauteur infirie dans H, H est pur.

S1 G est un groupe abélien aéparé‘produit de deux grou-
pes H et K, H et K sont deux sous-groures purs de G,

Proposition 3.- Si G est urn groupe ahéliern séparé et si

H est ur sous-groupe pur ouvert dont tous les Alémne ts sont

de hauteur infinie,'’), G est isomorple % Hx (G/H) ' ).

Définit¢ior. 2.~ On dit qu'un grou:e abélein séparé est

“réduit si tout sous-groupe pur ferué d nt tout élément est

{de hauteur infiriic se réduit a {O}‘.

Dans un groupe abélien discret G, la réunion de tous les
sous-groupes purs do..t tout éléme:.t est de hauteur infinie
est un sous-groupe H de G ayant des mémes propriédtés et,
d'aprés la propositio: 3, G eat produit de H et d'nn grou=-
pe réduit isomorphe i G/H.

(1w du fok 3] A _H a w8yt



Théoréme 8.~ S1 G est un groupe abélien localement compact,

11 existe un groure abélien localeme. t compact G dont tous

les élémerts sont de !auteur infi:ie et un sous-groure ou-

vert G{ de ¢, isomorphe & G et 81 que tous les éléments de

G/6' soient d'ordre &ini,

Soit G un groupe abélien localeme:.t compact, S un systéme

de générateurs de G et H un groupe abélien (non topologique)

somme directe d'une famille (Hy)yea de sous-groupes isomor-
phes & ¢ , Désigons par Hi le sous-groupe des entiers pa-
tio nels de Hy: H; est un sous-groupe cyclique infini cngene
dré var un élémert z_ de H, La somrme directe H' de la famille

J
“I;)ye g €3t un sous-groupe de H et, sl z¢ H', 1l existe une
partie finlie X de S et des entiers ny (yeX) déterminés de
&acon \nniquo teis que 2 =y§);( nyzy. On vérifie facilement que
zZ-> y%( nyy est une représentation du groupe H' sur le groupe

( on topologique) G. Si K désigne le sous-groupe de H for-

né par les <léments 1 n.z, tels que Ex nyy: O.Zj*nyyex+£‘,xnyz
& yé

yex
est un isomorphisme y du groupe G sur le groupe quotient G'

H'/K. G' est un sous-grofPetiibtient &- H/K, dont  tous
les éléments sont évidemmer.t de hauteur infinie, D'autre
part, H/H' est isomorphe & G/G' et tous les éléments de
H/H' sont d'ordre fini: en effet, HFH' est somme directe

de la famille de sous-groupes (Hyln;)y € S de sous-groupes
isomorphes & (/7 ., Enfin, 1l'image y (0 ) rary du filtre O

y
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des voisinages de o dans G est unc base de filtre dans G et
11 est immédiat que y () est un systdme fondamental de voi-
sinages de 0 dans ure topologie compatible avec la atructn'x'e
~de groupe ;!.o C: v est un isomorphisme du groupe topologique

G dans le groupe G muni de cette topologie et G' - ¢ (G) est
un sous-groupe ouvert de G. S1 V est un voisinage compact de
0 dans G, ¢ (V) est un voisinage compact de O dans Getd

est localerernt compact, d'oll le théoritne ”').

S1 G est totaleme:t discontiru, il en est de méme de g.

in effet, comre G' est un sous-groupe ouvert de 5. la compo~-
sante connexe de O dars G est identique 3 la composante oon-
nexe de 0 dans G', o6'est-a-dire & 1(0};

Si G est réunion de sous-groupes compacts, 1l en est de mé-

me de G. En effet, comme tous les élémev.ts de G/G' sont d'or-
dre fini, 81 x< G, 11 exiaste un entier n tel que nx ¢ 6', Soit
H 1'1dhére .ce du sous-groupe engerdré par nx dans G'., H est
compact et le sous-groupe er, endré par x dans G est co ternu

n-1

dans l1l'ensembdble compact KUO(k:c+H). done relativeuent compact,
d'ou la rropriété. )

Dans lepoas ol G est un groupe abélien diseret dont tous les
éléments 4 O sont d'ordre infini, on peut préciser le thé-
ortme I par le théoréme 2 et la proposition 4,

Théorime 2,= Soit G un groupe abélien discret dont tous les

élémer.ts 3+ O sont dA'ordre 11.fini; 1l existe alors un groupe dds=-

cret ?}, soume directe d'ure famille de sous-groupes isomorphes

&_ Q@ et w. sous-groupe G' de G isomorrvhe i G et tel que tous

les éléments de G/G' solent d'ordre fini,




En effet, G est un Z -module régulier et, d'aprés un thé-

orcme de C, Chevalley '5). il existe un espace vectoriel G par-

rapport au corps Q conterart un sous-module G' isomorphe a

G et tel que G - Q G , S1 x¢G, 11 existe des entlers n et

n tels que m/ X=X'¢G', o'est-d-dire mx - nx' ¢ G' et la clas-
se de x dans G/G' est d'ordre fini., D'autre part, 1l'espace
‘veotoriel ¥ est somme directe d'.ne famille de sous-modules

( Q x ) o dono isomorphes & Q , d'ou le théoréme.

En particulier si t us les éléments de G sornt de hauteur
infinic, G=G' et G est somme directe d'une familic de sous-
groupes isomorphes & Q .

On identifi~ les groupes .G et G' et on 4it gne le groupe (4
st associé A G, Ce groupe G east d€terminé A une isomorphie
prés par la condition de contenir un sous-groupe G' lsomor-
phe & G et tel que toutes les claages de G/G' soient d'or-

dre Tini, Plus précisément:

Proposition 4.- Soit G et G, deux groupes abéliens discrets

dont tous les éléme ts % 0 sont d'ordre infini, G et G, les

groupeé qui leur sont associés; alors tout isomorphisme ¢

de G sur G, se prolonge de fagon unique en un isomorphisme

de a sur 6’1 ®

En effet; on a G-QG et &, - @ G, et le théortme de C.Che-

S

valley d6Ja cité montre qu'il existe u: isomorrhisme f de @

sur G, rrolongeant £, Ce prolongemert est unique; en effet,

\+



so0it £ un autre isomorphisie de G sur G, prolongeant £ ; on a
81 xc¢ G, nx-x'e G et £'(x).Tli4x") - “%Rf'(x') - 2(x*) =
1gf(x') = ftx), par définition,

Soi§ G un groupe abélien localemernt compact, G son dual et

fn le tranapos¢ de l'endomorphisme f,, fn n'est autre gque
1'endomo ‘phisme continu & - nk de G car on a (x,fn(x)) =-
(fn(x) 2= {(nx,)=(x,nt) , Le conjugué dans G au 80US-groue

pe fermé G( n) de G est done l'adhérence du sous-groupe &(n)

de 3. En effet, T,(0) = G,y et £,(39- WD),

Proposition 6.- Si1 G est un groupe abélien localement €fom-

pact ayant un sous-groupe pur ouvert compact, pour tout en-

tier n> 0, fn est un homomorphisme de G dans lui-mémee.

. S0it H un sous-groupe pur ouvert compact de G, lLa rese
triction de rn 4 H colncide avec l'endomorrhisme x -»nx de H,
Cet endomorphisme est continu et, comme H est compact, c'est
un homomorphisme de X dans lul-méme, On a £, (H)- H(m=

H a o(n). g ntn(G) : fn(H) est donec un sous-groupe ouvert de
al{n) ot fn"est un homomorphisme de G dans lui-méme.

De plus, 6{?) cgt alors un sous-groupe fermé de G isomor-

phe a G/G(n) « Le transposé ?n de fn est aussi un homomorphise

me de G dans lui-méme et G(B) ést un sous-groupe fermé de [

conjugué dans G du sous-groupe G(y) de G, En particulier,
a‘nL G équivaut a G(n) ={0} .

Corollaire,- Pour gqu'un groupe abélien compact G ait tous

ses éldémerts $0 d'ordre infini, 11 faut et il suffit que

tous les éléments du groupe diicret ¢ gole: t de hauteur infinie.

W3



§4.- Groupes abéliens localement compacts cors.exes,

Proposition I.- Dans un groupe abélien compact, l'ensem~

ble des éléments de hauteur infinie est un sous-groupe pur

fermé, identigue i la composante monnexe de l'élément neu-

tre.

——

Soit G un groupe abélien compaot; 6{n) est un sous-grou-

pe fermé de G et O ‘). Q 6{n) egt anssi un sous-groupe fer-
n»o

mé de G, 81 G est le groupe abélien digoret dual de G, le
conjugué dans G de 6(n, est le sous-groupe @'®); donc, dans
G, 6'° est le conjugué du sous-groupe ﬂk))‘> 6( n)e c'e‘st-h-_diro
le sous-groupe 8 des éléments d'ofdre £iri de G. G *°’ est

done identique A la composante con:.exe de O dans G, Y. Le \%J““:L /,
dual de G ‘*' est le groupe quotient G/F dont toutes les \,6.‘(:)4":(”

\ "
clasges différentes de F sort d'ordre infini: tous les é- ‘Aﬁ(w;,

N
LV Tl

léments de G '* sont doric de hauteur infinie dans G'*, d'a
prés le raisonnement précédent appliqué au groupe G <™, &£k,
et ¢ ' est un sous-groupe pur de G,

Corollaire.~ Dans dm groupe abélien 1ooaleme\nt compact,

la composante connexe de 1'élédent neutre est un sous-groupe

pur fermé dort tous les éléments sont de hauteur infinie.

En effel, si R"x G est un groupe abélien localement com=
paot, G étant un groupe abélien ayant un sous-groupe ouvert
compact, la composante connexe de 0 dans G eat un groupesom-
pact connexe K dont tous les éléments sont :.e hanteur infi-

nie et la composante connexe de 0 dans R"x @ eat R"x K,
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Soit G un groupe abélien séparé ayant un sous-groups oun-
vert conpact., la composante oconnexe de 1'élément neutre de
G eat uy aous-groupefpur?compact K dost tous les éléments
sont de hauteur 1nf1n1ei;0n pedt donc prolonger 1l'applie
cation identique de X sur lui-méme en une r;présentation ’
£ de G sur ;). £(0) - X' est un sous-groupe de G et le grou-
ve (non topologique) G est isomorphe au produit des groupes
K et K', Pour que le groupe topologiqﬁe ¢ soit isomorphe
& KxK', 11 faut et il suffit gue la représentation f soit
sontime ou bien que X' soit un sous-groupe fermé de G '°),
Il en est aingil, en particulier, d'aprés la proposition 3
du $3, lorsque K est un soua-éroupe ouvert de G, Donoc:

Proposition 2.~ Si dans un groupe abélien localement com='

paet G, la composante conn-xe de 1l'élément neutre est un

sous-groupe ouvert G' de G, G est isomorphe au produitdu

grouype connexe G' et ddipn groupe discret G/G'.

Plus particulic¢rement, 1l en est ainsi lorsque G est lo-

calement comnexe, En effet, il existe alors un voiiinage

cormexe V de O et la ocomposante connexe de O contient V.

S0it G un éronpe corpact oconnexe, Ou bien G est localement
connexe, ou blen tous les points de G sont-des points sin-
3n11ers”3; en effet, s'il‘existe un élément x de G tel gue
tout aystime fondaméntal de voisirages de x contienne un voie-

sinage non connexe, il en est de méme pour tout systéme



fondamental de voisinages 4'un élément gquelcongue de G, Dans

ce derrier cas, on dit que G est non localeme:t con:.exe,

S1 G est un groupe abélien compact connexe, tous les élé-
ments 5+ 0 du groupe abélien discret a. dual de G, gont d'or-
dre infini et inversement.

Définition 1.,- Le groupe abélien sompact S , dual du grou-

pe additif discret de @ , est appelé groupe 801én3ldal™),

Le groupe S est un groupe connoxe.. non localement commexe,
& une dimension, Tous ses éléments + O sont d'ordre infini,
Tous sous-groupe fermé deSt:5est totalement discontinu,

Théoréme I1,~- Soit G wun groupe abélien compaci connexe;

11 existe alors un groupe G, prodult d'une famille de grou-

pes solénoidaux et u' sous-groupe fermé totalerent discon-

tima H de G tel que G swit isomorphe A G/H. Le groupe &

est déterminé & uns isomorphie prés, par cette propriété.

En effet, le dual G du groupe G est un groupe discret

dont tous les élémerits + O sont d'ordre infini, Le grous~

pe &, dual du groupe G' associé au groupe G, est produit de

~ groupes isomorphes i @5, oar &' est somme directe de sous-

groupes isomorphes A Q . S1 H désigne le conjugué de G dans

G, H est un sous-groupe fermé de G, dual de G'/G, donc to=

talemernt discontinu et G/H est isomorphe au dual de G, c'este

d-dire 3 G, Enfin, sl G,est un autre groupe abélien compact

connexe et 5’, le groupe dual du groupe G, , associé au érou—
()

pe discret G, dual de G, , tout isomorphisme T de G sur G,



ss prolonge de facon unique en un isomorphiaue f* ae G' sur
3ﬂ, , dore tout isomorphisme £ de G sur G, se prolonge de fa-
qon uniquo en un isomorphisme }3 de G aur’E; « H eat un grou-
pe abdélien compact totalement discontimu dont t;ua les élé-
ments + O sont d'ordre infiri; nous déterminerons sa struc-
ture dans le $4 du Chapitre I1I,

En particulier, si tous les éléments + 0 du groupe G sont
d'ordre infini, G est produit 4d'une famille de groupes so-
1énoldaux,

Si G a un nombre fini n de dimensions, dans son dual g, 11

¥y a exactemert n éléments linédairement indépendants *

‘et le groupe aikooié 4 G est somme directe de n 3011B=ZTIr 00U~

pes izomorphes X Q . Done:

Proposition 3.~ 31 @ est un groupe abélien compact corne-

b

xe a n dimensiors, 11 est isomorphe au quotient S?B.gg_

S"™ par un sous-groupe fermé totalement discontinu,H.
Ia réoiproque est triviale, 7
Dtautre dact, on saik '') gue tout groupe compact G est 1i-

mite proJective d'uns famille (L ).; de groupes de Lie com-

pacts, S5i G esl connexe, tous les L, le sont aussi et si @
gkn dimensions, on peut supposer que tous les L, ontn di-
mensions. Dono tout groupe abélien compact connexe est li-
mité projective d'une famille de groupes (T™) . , En par-
tiyulier:
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Proposition 4.,- 81 G est un groupe abélien compact con-

nexe & n dimensions, il existe un groupe abélien compact G*

totalement discontinu, aya. t ur systéme fondamental dénom-

brable de voisinages de 0 et tel que G soit isomorphe au

quotient de R"x G' ypar un sous-groupe isomorphe & Z/"ﬁ.

Nous détemirerons la structure du groupe G' dans le $4
du chapitwe II et dans le $I du Chapitre III,

8% G est localeme:.t connexe, 1l est isomorphe 2 T™ ,
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Notes du Chapitre I,

| A W S R G D B WG D W G S W D P

<) Dans ce travail, nous adoptons la formalisation et les
notations de i,Bourbaki (VI). c&ﬁrbrnénent A oette conven-
tion, Z désigne l'anreau des entiers rationnels, Q le corps
des nombres rationnels, R le corps localement compact des ‘
nombres réolg, T le groupe compact R/Z , Dans ce qui suit,

Z. Q@ ,R désignent les groupea additifs de ces an=~
neaux et corps. Si G est un éggggg. nous désignerons par
xy le compogé deé x et y. Si G est abélien, nous utiliserons
la notation additive x +y pour le composé de x et y et 1'é1é-

ment neutre de G sera ddsigné p;r 0.
2)Ce théortme est démontré par E.,R, van Kampen (III),$IV;
, . - .
Th. 8. Cf, L,Fontrjagin (V),Ch;V,5$2,3 et 5, On a' plus 86“"%E§£"

ralement le théorime suivant: Si G eat un groupe localement.
i

compact dont les deux structures uniformes sont identiques,

¢ est isomorphe A un produit de grouped RxG', ol G' est
t 1

} o
un groupe topologique ayant un sous-sroupe distingué oun- %3Zﬁ?v

vert compact .

>) on notera indiféremment la valeur du caractire £ ¢ @ au
point x ¢ G par £(x) omu(x,®> ., Sur la théorie de la dualité,
en partioculier sur la démonstration du théoritme 2, on consul-

tera les ouvrages de L, Pontrjagin (V) éh.v. $§30-34, ot de
A ,Weil (VI1), Ch, VI, 828,

4) Ces prorpriétés sont démontréei_par A.leii (vii), Ch.VvIX,
$28.

*) Yoir N, Bourbaki (VI), Topologie générale, Ch.III, $3, Ex.I8.



‘) En partioulier, si G est sompact, la composante commexe
de 0 est le conjugué du sous-groupe des éléments d*ordre fini
du groupe diagcret 3.

" %) Yoir R.Bourbaki (VI), Algebre, Ch.I, $6, Rx.I8.

3) Voir L.Podtrkasin (V) Ch.¥V,$34 et E,R, van Kampen (III},
$3,6,m).

L' 7) on voit facilement que G° est 1'adhérence dans ¢ du H

produit direct de la famille (G, ) ., de sous-groupes de G,

‘°) Un autre exemple du fait gue fn n*est pas un homomor-
phieme est le suivant: soilt (G ) ¢; une famille infirie de
groupes isomorphes & Z /(p2), B, le sous-groupe de G, iso-
morphe & 27 /ép) et G le groupe abélien loocalement compact
somne directe locale de G, , relativement aux H .fptG}'ctt
partout dense dans R -ftl;'l Het + H; dono :tp n'est -pas un homo-
morphisme.

") 1a notion de sous-groupe pur (servanzuntergruppe) a été
introduite par H.Prﬁror‘(l). et, plus récemment, par L,Kuli-
xoff (V1iI). Dans ce dernier mémoire, on trouvera des prg -
priétés des sous-groupes pura d'un groupe abélien diacret.
Une définition équivalente dané le cas ol tous les éléments
¥ 0 du groupe G sont d'ordre infini a été donnée et étudide
par E.liapin, dans -oﬁ the décomposition of abélian groups
into direct sum of rational groups”, Ree. Math.Moscou,

He3.5K°%6,p0.206-255 ,K08000,1940,

s



') On trouvera une démonstration de cette proposition, eon-
nue sous le nom de Lemme 4'Alexander, dans A, Weil (VII), Ch
vi, /%26, Lemme I, Cf, Aussi R. Baer (IV)

) ;otto'proposition est aussi exacte dans le ocas ou tous
les éléments de H sont d'ordre dorné, VYoir L.Kulikoff (V1I1),
Th. 5. |

'“} Ce théorime est évidemment encore exact dans le cas ol G
n'est pas localement ocompact; mais alors G n'est pas loca-

lement compact,

*) Ce théorime @e Chevalley s'énonce ainsi: Soit K un mo-

dule régulier sur un amneau d'intdgrité A; il existe un es-

pace vectoriel N sur le coryps des quotients X de A et un sous-

module (gur A) M' de M isomorphe 2 X et tel que M -KM', 81

X, est un autre A-module régulier et si ﬁ: eat l'espace vee-

toriel qui lui est ainsi aséooié,‘tout isomorphisme de M

sur M, se prolenge de fagon unique en un isomorphisme de X

sur X, . Voir C.Chevalley, l'arithmétique dans les algibres
de matrices, Actnalités Scientifiques et Indusirielles, Ry 323;

Hermann, Paris, Appendice I, p,27. Pour le cas présent, voir
R, Baer (IV)

) Voir note 6.

") Voir A, Weil (VII), Ch.I, $¢ et Ch. 3, $26, Lemme I.

'8y Voir Y, Bourbaki (VI), Topologie Gé:.érale, Ch, 3, tz.‘ix.li

) on ait qu'un point x Ad'un espace topologique sompact oone
nexe E est nin&ulier 81 tout systéme fondamental d; voisi-

nage de x contient un ensemble non cdr..exe. Voir K,Bourbaki



(V1), Topologie Générale Ch,II, 84, Bx. I7.

) Le groupe solénoldal S a été défini et étudié par D.van
Dantzig, dans "Uber topologisch-homogene Contimua®, Funda-
menta Mathematica, vol. I4, pp.l102-125, 1930,

*') Voir R.R. van Kampen (III) , $3,6,h) et A.Weil (VII),

Ch, 6, $29.

*?) On trouvera une démonstration de ce fait dans A.Weil
(VII), Ch .5, $285,

*) Voir A,Weil (VII), Oh.8, $ 28.



Chapitro 1.

$1.- Groupes topologiques mrimaires, ( a}wﬁ\m trwW‘f:\)

Définition I;- On dit qu'un groupe topologique séparé @.

est primaire (associé & 1l'mntier premier p), si, pour tout’

X ¢ G, la représentation n-,xn de 7 (muni de la structure

p-adique ) dans G se pradlonge p:r continuité en une repré-

sentation de Z, dans @ 1’).

" La représentation ainsi obtenue, qu'on note ¢ — x4, est -

unique et est un homomorphisme n Qe Z.P dans G, car Z, est
L )

compact et G séparé, Done, pour tout x ¢ @, n(Z,) est un sous-

groupe abdlien eompact de G et x'est le plus petit sous-
groupe fermé contenant x, car o'est l'adhérence du sous-
groupe engendré par x, D'autre part, 'T? (@), est un sous-grouim
fermé de Z,, donc un p* (resp. (0} ) si x est d'ordre fini
(rosp. 1nﬁn1) ot n, zz ») o isomorphe h Z,/7 e o e8t isomorphc
A Z/(pF) ¢resp. zf ).

Proposition I.- Etant donné un groupe topolbéique éé’pa-

ré G, 11 existe au plus un entier premier p tel que G meit

primaire (ass. & p) .

Soit G un groupe primaire (ass, a p) et primaire (ass, A
'+ p), Alors, 81 x¢ G, n(Z,)=72,) cak c'est l'adhéreno‘o
du sous-groupe engendré par x, ce qui est absurde si x + @,

d'aprés ce qui ,précédb.

a?
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Tout sous-groupe fermé 4'un groupe primaire (ass. & p)
o8t évidemment un groupe primaire (dss, au méme entier),

Proposition 2.- Tout sous-groupe fini d'un groupe pri-

maire (ass, & p) a pour ordre une puissance de p.

En effet, tout élément d'ordre fini d'un groupe primal-

re @ (ass. & p) a nour ordre une puissance de p, Si H

sst un sous-groupe fini de G d'ordre n et si p' est un di~-

viseur premier de n, 11 existe x ¢ @ d'ordrs »* ), mais

X a pour ordre une puissance de p, donc p=p' et n=epr. :
Prqpositiong{i) L'image par une représentation continue %2?

d'un groupe ;Limaire (assa, & p) dans un groupe aéparé‘est

un groupe primaire (ass, au méme entier),

En effet, G étant un groupe primaire (ass. & p) et f une
représentation continue de ¢ dans un groupe séparé, pour
tout x ¢ G, ¢ - f£(x%) est une représentation con.tinue de 2,
dans G, prolongeant la représentation n — f£(x®) = (£(x))®
de Z dans G,

Gorollaire.- Si H ;st un sous-groupe distingué fermé

d'un groupe primaire G (ass. & p), G/H est un groupe pri-.

maire (ass, au mamq_gnticr).

En effet, G/H est 1'image de¢ G pas l'homomorphisme cano=-

nigue x - xH,
Progosition,’,- Soit (@) ., une famille de groupes to- 4
pologiques séparés; pour que le groupe E&GL so0it primai- ‘

re-(ass, & p) 11 faut et 11 suffit que, pour tomt ( ¢ I,

G _ soit primaire (ass. A p).
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En effet, si, pour tout (¢ I, @, est primaire (ass. & P)
quel que soit x_€¢ @ ,q - (x%}tez est une représentation
contimue de Z, dans‘ilﬁw,prolongiant la représentation
n - (ff)LeI . Inversement, s8i G=1£LGL est primaire (ass.
4 p), pour tout L ¢ I, pr (@) - @ est un groupe primaire
(ass. & p), d'aprés‘la proposition 2,

Il en résulte que, pour qu'un groupe topologique G; limie

te projective °) d'une famille (¢, ), ., de groupes topologiques

séparés, relativement 4 des homomorphismes T _ o B0t primidi-

re (ass. & p), 11 faut et il suffit que, pour tout ce¢ I, @

solt primaire (ass, A p). C'est suffisant cak G est un souse

groupe femmé de T[] G . C'ést nécessaire, car G, est 1'image .
Lel

de G par l'homomorphisme f de ¢ sur L

Proposition 5.,- Pour qu'un groupe séparé complet G moit

primaire (ass. & p), i1l faut et il suffit que, pour tout

X ¢ G, la représentation n — x® de Z (muni de la structure

p~adique) dans G soit contimme,

C'est évidemment nécessaire; c'est suffisant d'apris la
proposition suivante: Toute représentation continue d'un
sous-groupe partout dense d'un groupe oéﬁ;I:?‘& dans un groue

pe complet G* peut &tre prolongée par continuité en uns

représentation continue de G dans G¢' ),
81 G est un groupe primaire {ass. 4 p) non complet et adw
mettant un groupe complété 5. le groupe topologique G n'est

pas en géndral primaire (ass. & p).
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Par exemple, dans le tore T , qui n*est primaire
(associé a ancun entier premier p), le sous-groupe des
éléments dont l'ordre est une puissance de p est par-
tout dense et primaire (ass. & p).

Cependant le groupe complété G d'un groupe abélien pri-
maire G ¢tass, & p) est primaire (ass, au méme entier) dans
le cas ou 1l'application (n,x) - nx de Z x G sur G est con~
timde ( Z étant muni de la structure p-adique), En effet,
(n,x) » nx est une application bilinéaire continue de Z x G

sur G et on peut la prolonger par continuité °) en une ap-

plication bilinédaire continue (q,x) — aqx de waﬁfsur G et,

d’aprds le théordme de continuité p:rtiellab). pour tout

x ¢ 3, la représentation q — qx de Z, dans 6 88t continue

-

et prolonge la représentation n - nx; donc G est primaire

(ass. & p).

Définition 2.,- On 4it qu'un groupe est un p-groupe si

chacun de ses éléments a pour ordre une puissance de l'en-

tier premier p.

Proposition 6.~ Puour gE'un groupe digeraet soit primaire

(ass. & p) 11 faut et 11l suffit qu'il soit un p-groupe,,

Toute structure topologique séparée compatible avee la
struocture 4'un p-groupe en fait un groupe primaire (ass, &

P). Cela résulte trivialement de la définition I,



Proposition 7,- Soit @ un groupe séparé complet et H un

sous-groupe distingué ouvert de G; pour que G soit primai-

re (ass. & p), 11 faut et i1 suffit que H et G/H soient des

groupes primaires (asas, & p).

C'ést nécessaire d'aprés le corollaire de la propositiom
3. C'est suffisant, car, si G/H est primaire (ass. & p;.
c'est un p-groupe discret et, pour tout x ¢ G, il existe
un enticr‘r > 0 tel que <P ¢ H, D'autre part, H est ouvert,
done complet et, pour tonfjx ¢ H et tout voisinage V de @
dans G, 11 existe un entier r*> 0 tel que, pour tout k 3 0
ikpr'e ¥aH. Done, voi.r tout x ¢ G et tout voi:inage V de @
11 existe s - r+ »' tel que, pour tout x>0, ka'eYanV.
ce qui entraine la continuité de la représentation n — x@
de i,(mnni de la structure p-adique) dans G et, comme &
est complet, il est primaire (ass, & p).

Il en résulte que, pour que la somme directe locale d'ue

ne famille (Gl Y ez de groupe dbéliens complets, relative-

ment A des sous-groupes ouveris H, soié primaire (ass, A p),
i1 faut et i2 suffit que chacun des groupes G, soit pri-
maire (ass. & p). C'est nécessaire,car G_ est isomorphe

& un sous-groupe fermé de G, C'est suffisant, car, si, pour
tout (¢ I, G est primaire (ass, 4 p) ', H =T1 E est primaire
(ass. & p) et G/H est un p-groupe discret, car il est somme

directe de p-groupes discretis isomorphes & G /H, .

12
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$3.- Groupes localement sompacts primaires (ass, &;p) .

Proposition I.- Tout éranpe compact primairé (ass, & y}

est limite projective d'une famil'e de p-groupes finig et

inversement,

Tout groupe compact G eat limite projective d'une famille

(L ), de groupes de Lie compacts, Pour que G soit pri-
maire (ass, 4 p), il faut et il suffit que, pour tout ¢ ¢ I,
L, le soit, c'est-i-dire solt un p-groupe fini, En effet,

soit A, unnsous-groupe fermé & un paramétire de L, . H, est

'looalemant isomorphe 34 T ou bien discret, Il n'est
primaire (ass, & p) que dans ce dernier cas et oc'eat al?ra
uwn p-groupe fini, On en déduit que L, est aussi un p-groups

fini. La réciproque est triviale.

Proposition 2.« Pour qu'un groupe compact @ soit primal-

re (ass. & p), 11 faut et il suffit qu'il soit totalement

digcontinu et que, pour chacun des sous-groupes diastingués

ouverts H de G, G/H soit un p-groupe fini,

C'est nécessaire, car la composante connexe de e dans &
ca? limite projective des composantes connexes deés élé-
ments neutres des L '), donc {e}, pour tout sous-groupe
distingué ouvert H de G, G/H est un groupe compact discret
primaire (ass. & p), o'est-h-dire un p-groupe fini. C'esat

saffisant, car, si G est compact et totalement discontinu,



1ltensemble 5 des sous-groupes distipgués ouverts de G est
un sysitme fondamental de voisinages de ¢ ); G est donc
primaire (ass., & p), car c'est un sous-groupe fermé ﬁu grou-
pe primaire “1??6/3. En particulier, tout groupe abélien
’oompact primaire (ass, 4 p) est isomorphe & un sous-groupe
fermé d'un groupe provduit de p-groupes cycliques,

De la proposition 2 dﬁ $I on déduit immédiatement:

Proposition 3.~-L'image d'un groupe abélien localsment

ecompact primaire (ass., & p) par chacun de ses caractires -

est un sous-groupe cyclique de T dont l'ordre est une pulg-
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sance de p, ou bien la réunion de tous ces sous-groupéﬂ.) ) f)

Théortme I.- Le groupe dual d'un groupe abélien locale~

ment compact primaire (ass. & p) est primaire (ass, au mé-

me entier),

Soft G unvgronpe abélien localement compact primaire (ass,
4 p) et @ son dual, Montrons d'abord que, si G est oompao‘é,
G est unlp-groupe discret; en effet, si & est unvaraoctire
de G , 2(G) est un sous-gpoupe fermé de T , donc un groupe
eyclique d'ordre pF, d'aprés la proposition précédente,
Autrement dit, pour tout % ¢G, il existe r » 0 tel que, pour
tout x €@, p*2(x) - O et % est d'ordre pT dans &, qui est
dons un p-groupe, Supposons maintenant G localement compact;

alors 6\ est localement compact et totalement discontinug

en effet, pour tout x¢ &, le sous-groupe engendré par x



est relativement compact ’). Donc, dans G, 1'ensemble & des

sous-groupes ouverts compacts de G est un systéme fondamentﬁi
de voisinages de 0. S1 H *¢ & , G/E™ est dual d'un sous-
groupe ouvert compact H de G.,conjugué de H”, X est ;rimai-
re (ass. & p), done G/H™ eést un p-groupe, d'aprés la remar-
que précédents..Pour tout 2¢ G et tout H ¢ F , 11 existe
donc un entier r > O tel que kp*2® ¢ H™ pour tout entier k,
seci entraine la continuité de la représentation n - nt
de Z (muni de la structure p-adique) dans G, pour tout._
2 ¢ G. G étant complet est primaire (ass. & p) .
_ De plus la valeur au point x du caractireé qt (q ¢ Z, )
est ékale A la valeur au point gx du caractire %, Ex effet,
on a q%(x) = %%5 n®(x) - 1im i(nx)==i(%}5 nx) - X(qx),

n n€Z neL

car & est contimu,

Corollaire I.-~ Pour qu'mn groupe abélien localement com-

pact G soit primaire (ass/ & p), il faut et il suffit qu'il

solt totalement discontinu et que, pour tout sous-groupe

ouvert compact H de G, G/H soit un - p-groupe,

Corollaire 2.~ Tout groupe abélien localement compast

primaire (ass, & p) est limite projective d'une famille

de p-groupes discrets,

En effet, soit G un groupe abélien localement compact
primaire (ass. & p). Il est complet et l'ensemble & des’

sous-groupes ouverts compacts de G est un systtme fondamental
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de voisinages de ’0. dene G est limite projective de la
famille (G/E), . de p-groupes abéliens discrets *) ,

Proposition 4,- 81 G est un groupe abélien localement

compact primaire (ass. & p), (q,x) ~qx est une applica~

tion bilindaire continue de z,~G sutk G ,

Comme G est abélien, pour tout x et y ¢ @, n(x+y) - nx +ny;
d'autre part, on a (n+n)x=nxnx , Done (n,x) -~ nx est une
application bilinéaire de Z ~ G sur G, Montrons qu'eile
est continue en tout point (n,x) de 2. x G, (Z étant muni
de la structure p-adique), L'ensemble des sous-groupes ou-
verts compacts de G est un systéime fondamental de voisi-
nages de O dans G, Pour tout x ¢ @ et tout sous-groupes ouna
vert compact H de G, il existe un entier r > O tel que

Xp'x ¢ H pour tout entier k, car n —» nx est une représen-
tation continue de Z dans G, D'autre part, on a, pour tout
entier n

(2+Xxp)(x+x') - mm.mw".XpTx +XpTx*
done, pour tout x'¢ H

(n +xp*)(x+x') ¢ nx+H:H.-R = nx+H,
et ceci montre que (n,x) >nx est une application biliné-

aire continue de 7. x @G sur G, On peut la prolonger par

ocontinuité en une application bilinéaire continue (q,x) -
£(q,x) de Z_x G sur @ °), car G est complet, D'apris la
théoréme de continuité partielle ‘), la représentation
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q - £(q,x) de Z, dans G est contime et elle prolonge la
représentation n - nx de Z dans G; elle conincide done aves
la représentation q - qx de Z, dans G, car celle-ci est

la seule i jouir de ces deux propriétés., Done (q,x) — qx
£(q,x) est une application bilinéairg continue de Z,x @

sur G,

En particulier, d'apris le théorime de contimité partiel-
le , x»>qx est un endomorphisme continu¢ de G, pour tout

qezz.

Il résulte de cette proposition que, si G est un groupe
abélien localement compact primaire (ass. a\p), la loi de
groupe et la loi de composition externe (q,x) -»qx font de

G un 7 -module topologique ") loealement compact, Il,y

a identité entre les sous-modules fermés de G et les sous-

groﬁpes fermés (donc primaires (ass. 4 p)) de G ot 11 y a

identité entre lee endomorphismes continus de zZ ; ~module

G et les endomorphismes continus du groupe G.

Soit q un entier p-adique d'ordre pr. Alors nw, (%) =
I, cZp) est un sous-groupe fo;mé de 1 cZ,)\ T(Z,) éa

tant, en tant que 7, -module, isomorphe & Z, ou & un de ses

quokients

W-modu..les Roxnde , rr“tzPl est donc identique & "p"x‘zr’

Définition I,- Si G est un groupe abélien localement come

pact primaire (ass. & r), on dit que a ¢ G est de hauteur p*

dans G si r est le plus grand entier tel que & = pfx ait une

solution dans G.




On a donc la

Psoposition 5.- 8i q est un entier p-adique d'ordre pr.,

p'onr que l'éguation a -qx _ait une solution x dans G, 1l

faut et 11 suffit que a soit de hauteur p* dams G,

On en déduilt que 6{P*) est 1'ensemble des éléments de @
de hauteur 5 pf et on a
Gy, = G,y ot 6" @7 8in ¢ PTa [ PF et
Gepry © G pren, @t ¢"> ¢* @, -0} et G- @ .
De 1li 11 résulte que, pour que le 2, -module G soit régu-
lier, il faut et il suffit que~ chacun de ses élémonta‘ + 0
soit d'ordre infini,

Proposition 6.~ Soit G un groupe abélien localement compact

primaire (ass, ap), G son dual; si le sous-groupe des éléments

d'ordre f£ini (resp., de hauteur infinie) de G est partout

dense, tous les éléments de G sont de hauteur finie (reap.

d'ordre infini) | .

Cela résulte immédiatement du fait que le conjugué dans &

—

de G ‘*” (resp. @

oy ) @8t acrﬂv (resp, G<F™ )Y

Définition 2.- On dit qu'un groupe abélien localement

compact G primaire (ass, & p) est de rang n si tout sous-

module de G, somme directe de sous-mod'.les engendrés par

un élément east somne directe de n au plus de ces sous-mo-

dules .

On sait *) que si G est un Z,-module (non topologique) ,

18
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de rang I, 11 est isomorphe & Q, Z,, Q./z, s ¥ Z /(pT)
et que 81 G est de rang n, il est somme directie de n-sous-
"modules de rang I. La seule topologie d'espace localement
compact compatible avec la structure de p-groupe de Q,/z,
est la topolggie disceréte, car Q:z, est dénombrable 'b)., Il
en résulte que la seule structure de groupe localement com-
pact primaire (ass, & p) compatidble avec la structure de.
groupe de QE e3t la structure habituelle, En effct. sl
est primaire (ass. ap) , l'ensembdle Z. -w, (Z,) des entiers
p-adiques est compact et Q/Z, est discret; done Z, est
aussi ouvert et les volisina.es de O dans Z, forment un
systéime fondamental de voisinages de 0 dans Q . Il en fé,,-
sulte que tout groupe abélien localement compact primaire
(ass. & p) de rang 1 est isomorphe a Qoe Z,, 9.2, 08

Z /(pF) et plus généralement:

Proposition 7.- Tout groupe abélien localement compast

primaire (ass. & p) de rang fini n est produit de n groupes

isomorphes & QE s 7 * Q.'2Z, ou Z /(Pr).

P
La proposition 6 du $3 donne une autre caractérisation

des groupes abéliens ocompacts primaires (ass, & p) de rang
fini , |



$3.- p-groupes abéliens discrets et groupeas abéliens som-

pacts primaires (ass, & p).

Théordme I.~ Pour qu'un p-groupe abélien discret ait tous

ses éléments de hauteur infinie, il faut et il suffit qu'il

goit somne directe d'une famille de sous-groupes 1 somor-

phes & Q, /2, Y.

C'est évidemment suffisant, oar tout élément de Q,/Z, est
de hauteur infinie, Montrons que c'est nécessaire, Soit @
un p-groupe abélien discret dont tous les éléments sont de
hauteur infinie, Kontrons 4'abord que, pour tout x ¢ @, %1
existe un sous ~ grbupo l!x de G contenant x et isomorphe A

Q,/%, - Définissons par récurrence la suite (x ), . d'616-

ments de G: posons x = - et soit X, défini par xnf-l = PXpr

pour tout entier n 30. Si Hx est le soua-groupe de G ene

~ gendré par {xo.xl.xz'._..} ,onaxcH ot, sl yeH

y - 2 a,x, (n et a4 entiers positifs)

i=0

"

¥ agpi-ix = kxp - P"Kxngm . |
. pour tout ontt;e‘r m » O. Donc dans H,, tout élément est de
hauteur infinie, D'autre part, si x' est u;x élément d'or-
dre p de xx.' on peut par I_I.o méme procédé associer i x' ua |
sous-groupe H,, de Hy ot x! - p~P2 4éfinit un isomorphisme

de nx' sar qplzp.l(a.is on a Hx= Hys; en effet, Hyv + @.t \
si H_+ N, 11 existe y - Xx, ¢ Hyd CByr; dome xp,y ¢ Hyo,

pout tout n' > n et H_, qui a un nombrefini de générateurs,




est fini, ce qui eat absurde. Soit S 1'ensemble des parties

X de G telles que la somme Ex = EJ.C HEx soit directe, On voit
x €

faclilement que 1l'ensembdle % , ordonné par inclusion, est de

caraftére fini, donc inductif et posside un élément maxi-

\ . s
mal Y g). Hy est un sous-groupe pur de G dont tous les éléments

sont de hauteur infinie., Montrons que G =Hy . Suppomons que
@+ HY. Il existe, d'apres 1la prépcsition 8 du §3 du Chapi-
tre I, un sous-groupe K + {0} de G tel que G soit somme di-
recte de X et de BY e 31 x ¢ K 8t x+0, pour tout entier n >0,
il existe y ¢ Hy et x¢K tels que x - My +2), c'est-a-dire
x-p%z - pBy . Or H!n K=(0} , done x-pBz et X est un sous-
groupe rur de G dont tous les éléments sont de hauteur in-
finie. D'aprds ce qui précdde, il existe un sous-groupe B,
de K isomorphe & @./Z, et la somme H, + Hy est directe, done
{x}uv Ye& , ce qui est coritradictoire, ocar Y est maximal,
Dones @ = Hy, d'ou le théoreme,

Proposition I.- Pour que deux p-groupes abéliens discrets

G et G', respectivement som:.es directes des ra.milles‘ (B N )MI

et (X ,)..; de sous-groupes isomorphes i 9./ 2, soient isomor-

phes, 11 faut et 11 suffit que I et J soient équipotents,
C'est évide ment suffisant, C'est nécessaire, car &(p)
feap, Gzp) est alors somme direfte de la famille (H (p)),.,

( resp. INP))WJ ) do. sous-groupes cycliques d'ordre p;

ces sous-groupes sont simples, 4'ol le résultat '),

wl



Proposition 2.« Tout p-groupe abélien discret est somme

directe d'une familie de sous-groupes isomorphes & Q./Z, et

d'un sous-groupe réduit,

En effet, dans un p-groupe abélien discret G¢ il exiate
un plus grand sous-groupe pur H dont tous les éléments sont
de hauteur infinie et G/H est réduit, G est isomorphe a
H x (G/H) d'aprés la proposition 3 du $3 du Chapitre I,

Provosition 3,~- Tout p-groupe ahélien discret est isomore

phe & un sous-groupe d'un p-groupe abélien discret, somme

directe d'une famille de sous-groupes isomorphes & @,/Z, ,

S0it G un p-groupe abélien discret, S un systéme de géné-

rateurs de G, H le sous-groupe d'ordre 13“’L engendré par

x ¢S et (K;)x:c g une famille de groupes isomorphes & Q,/Z, -
Quel que soit = € 8 , 1l existe un élément unjque yx ¢ Ky
engendrant un sous-groupe H; de K, isomorphe & H,. Soit &

un groupe abélien discret som e directe des gmuupes Ky et H' —
le sous-groupe dle G' somme directe des sous-groupes H} , @*
est un p-groupe abdélien discret dont tous les éléments sont
de hanteur‘ infinie, S1 y ¢ B', 1l exiszte une partie finie K
de 3 et des entiers xr, ( O¢ry<ng, x<¢X ) déterninés de fa-
Gon unique tels que y =:£€.‘,Kprxyx. On vérifie facilement que

¥ - 5 p¥#x est une représentation de H' sur G, Si K dési-

xe X N
gne le sous-groupe de H' formé par les éléments Y Prx,x
xeX
telg que ¥ p™ x -0, G eat isomorphe au groupe quotiemt
xeX

H'/K, H'/X est un sous-groupe du p-groupe quotient G'/K
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dont tous les éléments sont évidem: ent de hauteur infinie.
G'/K est donc som e directe d'une famille de sous-groupes
igomorphes & Q,1Z, , d'aprés le théo¥rzme I, d'ol la proposi-
tion.

Théordme 2.~ Pour qu'un groupe abélien compact primaire

(ass. & p) ait tous ses éléments += O d'ordre infini, 1l

raut et il suffit qu'il soit produit de groupes iéomorphos
i z,.

En effet, sl G est un groupe abélien compact primaire (ass,
4 p) dont tous les élémeﬁts # 0 sont d'ordre infini, son
dual @ est un p-groupe abélein discret dont tous les é1lé-
ments soﬁt de hauteur infinie, d'apieés la proposition 6 du
$2. G est donc somme directe d'une famille (H,(), ., de sous-
groupes isomorphes & Q.!2, et G est isomorphe au produit des
groupes H_duals des 5; » done isomorphes & Z,, la récipro-
que est triviale,

Pronosition 4.- Pour que deux groupes abéliens compacts

primaires (ass, & p) respectivement produits des familles

(H,),; et (K,)ucs; deX groupes isomorphes & 7,, solen® iso-

morphes, 11 faut et il suffit que I et J soient équirpotents,

Cela résulte immédiatement de la proposition I,

Théordme 3.~ Pour qu'un groupe abélien compaot primaire

(ass, & p) soit un p-groupe, il faut et 11l suffit qu'il soit

produit de groupes cycliques d'ordres bornés .,
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C'est évidemment guffisant. Montrons que c'est nécessai-
re. Soit G un p-&roupe abélien discret tel que son dual &
soit un p-groupe abélien compact, Tous les éléments + 0 de
G sont de hauteur finie, d'aprés la# proposition 6 du $2,
Soit & 1'ensemble des parties X de G telles que la somme
Bl des sous-groupes engendrés par les x ¢ X solt directe et
soit un sous-groupe pur de G. On voit facilement que l1l'en-

gsemble ¥ , ordonné par inclusion, est de caractére fini,

done inductif et possdde un élément maximal Y, Hy est un sous-

groupe pur de G, somne directe de la famille des sous-grou-
pes cycliques engendrés par les x ¢ Y, Montrons que G = Hy,
Supposons G *E!. Tous les élémentssny du groupe qnotient
'(}/KT sont de hauteur finle, car dans son dual Hf c 3, tous
les éléments sont d'ordre fini, Il existe donec dans G/Hy une
classe jy d'ordre p et de hauteur p*~1, Il existe x € G/Hy tel que
¥= 21 x et x est de hauteur 1 et d'ordre p*. Le sous-grou-
pe engendré par X dans G/H, est pur: en effet, si % = pXx
(0O¢ck ¢r) était de hauteur pX' 3  pX, on aurait pF-k-1 Z-y
et y serait de hauteur pX'+T=k-1, yr-1, ce qui n'est pas,
Soit x' ¢ G un représentant de la classe x, x' eat d'ordre
»*'s p¥, sinon x gerait d'ordre . On a p¥x' ¢ Hy ot, oom-
me H  est pnx'-, 11 existe x"cHy tel que p¥x'- pFx" et x - x'-x*
est d'ordre p* et appartient A la classe X, La somme de Hy
et du sous-groupe H, engendré par x est directe. En effet,
supposons qu'on ait pix ¢ Hy (o<n <{r) ; alors p“x'-p"x"enY

et pix'e Hy. Ona donc n)r , sinon la classe x de x' serait
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d'ordre <pr. D'ol n=-r, p’x- 0 ot qu By < {0}. Montrons que
le sous-groupe Hx + HY est pur, Soit J e H, + Hy de hauteur
pk dans G. Il existe y'¢ G, z ¢ Hy et un entier n tels que
y- pky'= pnx+z. S1 y' désigne la classe de y' dans G/B!.

on a pk§'= P*x; mais le sous-groupe engendré par x est pur
et on aki<n, On a done z - pky'-pnx:: pk(y'-pnf‘-?x). Comme
HY est pur, 1l existe z' ¢ HY telque z =pXz', o'eat-a-dire
yzzpk(pn'kx+z') et y est de hauteur pX dans H + Hy. qui est
ainsi un sous-groupe pur de G, Done (x}juYec¢F , ce qui

est co tradictoire, car Y est maximal, Dons G - Hy, et G

ést sonmcie directe des sous-groupea_oycliques engendrés par
les x ¢ Y. Son dual G est prodﬁit &'une famille

( Z/(pr‘"‘))xeY de groupes cycliques, rx'étant d'ordre

de x ¢ Y, Supposons. que, pour tout entier r > 0, 1l existe
r > r. Soit & =(ii)xe:Y' ix engendrant Z £(pFx). Pour

tout entier r 3 O, pr2 - (prﬁx) # 0, ce qui est contrae

x¢Y
dictoire, car & est d'ordre fini dans G. Il existe donc un
entier r tel que, pour tout x ¢ Y, r, { r et tous les élé-
ments de G sont ainsi d'ordre { pF, d'oll le théoreme.

Théoréme 4.- FPour qu'un pegroupe abélien discret ait

tous ses éléments d'ordre ¢ p¥, 1l faut et il suffit qu'il

80it somme directe d'une famille de sous-groupes cycliques

8
dont 1'ordre divise p¥ . ).
C'est évidemment suffisant. C'est nécessaire, car, si

@ est un p-groupe abélien disoret dont tous les éléments



gont d'ordre < pr, pour chacun de ses caractéres &, on a
pTa(x) - 2(pFx) - 0 et le dualde G est un p-groupe abélien
gompact G dont tous les éléments sont d'ordre < pr; il est
done produit d'une famille (' 2 /{(p* )) de groupes oy-
r,

cliques d'ordre p*‘ ( p*. G est donc somme directe d'une

famille de sous-groupes isomorphes aux lo/(pr‘ ) .

Pro.osition 5.- Soit G (résp. G') un p-groupe abélien dig-

cret, somme directe d'une famille (B)r)hrétr ) (resp.

Fel2,..

(B% ) c¢s. )r.,.. ) de sous-groupes, H, et H',  étant oy-

cliquesd'ordre p¥; pour que G et G' soient isomorp es, il

faut et il suffit que, pour tout r > 0, I.L et J,. solent é-

quipotents,
C'est évidemment suffisant, Montrons que oc'est nécessai-

re, Pour tout entier r > 0; posons (G(P?)j(p’= Gp et
T H

AreT nr

G,y (resp. G _,) est somme direote de G, et de H, (reap.

- H (resp. G'(P)P)(p)=6'r ot ,,%;f’/**» = Hl). Alors
de G; et de B;) et Gf-llgr (resp. GL_,/G.) est isomorphe

A Br (resp. H;) dnnc somme directe de sous-groupes simples.

G et G' étant idomorphes, Kr et B'r le sont aussi et I.

et J_ sont équipotents. '7).

On déduit facilement de cette proposition, A 1l'aide de

la théorie de la dualité, les conditions d'isomorphie de

deux p-groupes compacts.



Théorcme 5.~ 8Soit G un p-groupe abélien discret tel que

toutes les classes de G/G ™’ soient d'ordre < pr, G est

alors somme directe d'une famille de sous-groupes cycli-

ques d'ordres { p* et de sous-groupes isomorphes & Q,/Z,.

En effet, si x € G“* | quel que soit l'entier n 3 0, i1

existe x,' . €G tel que x = p’“rxn . Ona prxn*r=x'ne (R
et x- p"x'n. Done G '’ est un sous-groupe pur de G et il
est identique au plus grand sous-groupe pur de G dont tous
les éléments sont de hauteur infinie, G est donc somme di-

redte de G'*/ et d'un sous-groupe ssomorphe a G/G '~/ ,

d'aprés la provosition 3 du $3 du Chapitre I. G '™’ est som-

me directe d'une famille de sous-groupes isomorphes 4 Q./Z,
d'aprés les théordme 0 ot G/C L=0) @gt somme directe d'une fa-
mille de sous-groupes ogcliques d'ordres ¢ pF, d'aprés le
théortme 4; d'ol le résultat.

La réciproque e:t triviale,

Propositidn 6,- Soit G un groupe abélien sompact primai-

re (ass. & p); pour que G soit de rang fini, il faut et 11

——

suffit que G(p)soit un sous-groupe ouvert de G.

C'est évidemment suffisant, Montrons que c'eat nécessai-
re, Soit G un groupe abélien compact primaire (ass. & p)
tel que a‘l” soit un sous-groupe ouvert de G, Si n 2 ¢ .

6 (»™) est alors un sous-sroupe ouvert de a, car % pf est

un homomorphisme de G dans lui-m%me. Le dual G de /3. eat

L3



un p=groupe discret et Opr)e conjuzué 4u soua-groupo ouvert
G(P ), est un sous-sroupe comp ot, <ono fini, de G, G (p") clt
dono somme direste d'une suite finie de sous-grourss G_
(K =1je0eolly 16X, A1 K<) yeaeoh=1,,€1 , J_ #t I, étant des
ensembles finis d'indlces) G,_ _ étant un gsous-groupe cycli-
que afordre p (X =| yeessli=1,n). 31 Xec, “engendre G, » 808t
J, 1'ersemble des 1,¢ I, tels que x, ¢ a{P), on voit faci-
lement que Gu,m ) o5t somre directe des sous-group s G, ,,
(€~ X = geseshi=’n) 8t A'une suite (@, )., G sous-
groupes c;oliques d'ordre p"*. Suprosons que, pour tout n, 41
existe un n'> n tel que J, ne soit pas vide, Alors il existe
u. r tel que la somue directe RZJ (Z‘,JG (. 81t une puis .ance
strictement supérieure 3 celle dc: G p)s 08 qui eat absurde, Il
existe donc un 1 tel que, 31 n'” n, J,, s0it vide, Fosons H =

n

2G, . ot K = Z G, (. oI ot K sont des scua-groures de ¢

3 L5
k=1 “ea“' U &I e

et i1 eat olair que G est som e directe de R et de K,301t x un
Bénem‘tour de G,  Aveo n's> n. Alors x ¢ 0{P) ot x . p(y+z),

aveo yeH et z¢ K; on & X=pz-py €K, »als Hpn K- {0} ; done~
PY-C et x - pz. D'oi xeKP), Ceot montre que xrx(p); tous

les ¢léments de X sont done de Lauteur infinie dans X, K est

Par suite somne directe i'une funille (K,) ., de sous-groupes
1somorphe: & Q,1Z,. K(p) eat somme directe de la famille 3 PN J
ot ri\ni. I est donc f£ini, H étant somve directe d'un nomdre 2B
finl de sous-groures cycliques, G est de rang fini et il en

A
est évidemnent de nme de son dual G,



Les p-groupes dbéliens discrets dénombrables jouissent de

propriétés particulidres. Rappelons le théortme suivant:'?):

Théoréme 6.- Pour qu'un p-groupe abélien discret dénom-.

brable ait tous ees éléments + 0,de hauteur finie, 11 faut

et i1 suffit qu'il soit somme directe d'une suite de sous-

groupes cycliques,

En général, sl G est un groupe abélien disoret dont
la puissance est supérieure au continu, et don% tous
les éléments ¢ O sont de hauteur finie, G n'eat pas
somme directe d'une/famillo de sous-yroupes c&cliqnea.
En ef’et, T.. Kulikoff *°) a montré qu'il existe de tels
groupes G tels que, pour toute décomposition de G en
somme directe d'une famille (K ), ., de sous-groupes de.
G, 1l existe un (¢ I toltqup H, alt une puissance au-
préiruer au continue
La théordme 5 permet de déterminer complétement la struc-
ture des p;groupes abéliens disorets dénomdrables., Une tel-
le étude a été faite par H.Ulm et L. Zippfn *7),
S8i maintenant G est un groupe abélien compact primaire

(ass. & p)'ayant un systéme fondamental dénombrable de voi=

sinages de 0, son dual G est un p-groupe abélien discret
dénombrable. I¥tude de la structure de G se raméne aunsi
A celle de la structure de G. Les résultats ainsi dbtenus
ont &té exposés par W, Krull '), Signalons la propriété sui-

vante qui résulte immédiatement du théoréme 6 et de la

&9



peoposition 6 du §2:

Théoreme 7.~ Pour gque, dans un groupe abélien compact &

primaire (ass. A p) ayant un systime fondamental dénondbra-

ble de voisinages de O, lg;sous-groupe des éléments d'ors

dre fini soit partout dense, il faut etldmrit que G

aoit,produit‘de groupes cycliques.




$4.~ 3trusture de certains groupes abéliens localement

compacts primaires (ass, a p).

Hous donnons ici quelques propriétés de la structure de
certains groupes abéliens localement compacts primaires (asa,

a p), tout d'abord des groupes dont tout élément 3+ O est
d'ordre infini,

Théoréme I.- Soit G un grompe abédlien ldcalement eompact

primaire (ass, & p) dont tout élément + 0 est d'ordre infi=-

ni ; 11 existe alors un espace vegtorliel topologique @ sur

le corps Qp » localement compact et tel que G soilt isomor-

phe & un sous-module ouvert G' de G tel que G ~ Q, &' **),

G est un 7, -nodule régulier, D'aprés un théoreme de

C.GheHe& déjn oité *“ ), 11 existe un eapace veotoriel (:

sur le corps (non topologique) @, , un sous-module G' de @

tel que § < Q , G' est un isomorphisme 4 de G sur G', Sim
est le filtre des voisinages de O dans G, «(X¥) est un sys-
téme fondamental de voiainage;de 0 dans une topologie oom-
patible aveec la structure de groupe adiitif de G. ¢ muni

de cette topologie est localement compact et ¢ est un iso-
‘morphisme du groupe topologique G dans le groupe topologi-
que G, G' est un sous-groupe ouvert de G et un groupe pri-
maire (ass. & p); G/G' est un p-groupe. Damne, d'apris la
Proposition 6 du $I, G est un groupe abéllien primaire (dss.

4 p). L'ensemble des sous-groupes ouverts de [ ebt un sys-

51



téme fondamental de voisinages de 0 dans G. Soit K un sous-
groupe ouvert de G ot;q un nombre p-adique, S?. n est le plus
petit entier tel que q ¢ p" , 1l'image réciproque K' de K
par la représentation continme x — pnx est un seous-groupe
ouvert de G et on a, 81 x* €K', qx'e¢ H, G/K est un p-grou-
pe discret; soit pr l'ordre de la classe de x dang G/K: on a
‘prx € K.. Done, quel que soit l'entier p-adique q' et x' ap-
partemant au sons-gronpeh ouvert Xn k' de 5, on a
(qrp"q" Hx+x') = gxegx's oFq'x+pFq' x!
¢ gx+K+K+Kk & qx+K,
Done (q,x) — ax est une application bilinéaire continue de

Q, * ® sur G-et G est un espase vectoriel topologique sur

le corps @, , d'ol le théordme,

Dahs ce qui suit, nous identifierons les 7Z p =—modules &

‘et @' et 1'espasce vectoriel G sera dit associé mu groupe G,
Cet espace est déterminé & une isomoiphie prés par la con-
dition de cuntenir un Z, -module ouvert G' isomorphe & G et
tel que @ - Q, G'. Plus péoisénény :

Proposition I.- 8oit G et Gl deux groupe abéliens loca-

lement compacts primaires (ass. A p) dont tous les “lémentg

£ 0 sont d'ordre infini, G et ¥, les esraces vectoriels sur

—

Q’ qui leur sont respcetivementi associés; alors tout iso-

norphisme f de G su® Gl se prolon_e de maniére unique en un

isomorphisme f de G sur ’61.

Le théordme de Chavalley montre qu'il existe un isomor-
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phisme 4 unique du groupe (non topologique) G sur le groupe
Gl’ prolongeant £, Mais & (resp. G;) étant un sous-groupe
ouvert de G (r:sp, ﬁ )o T et E3 sont eontinus,

Nous allons maintenant construire effeotivemnt i'espace

vectoriel G associé & un groupe abélien localement compast
¢ primaire (a.as.\ a4 p) dont tous les éléments 4+ O sont d'or=-
dre infini, So0it H un sous-groupe ouvert compact de G, H esat
un groupe abélien compact rrimaire (ass., & p) dont tous les
élémentq * 0 sont d'ordre infinis; d'aprés le théoréme 2 du
$3, H esat produit d'une famille (H ). ., de groupes 'isomor-
phes a Zp » Boit ¢¢, ) ., une famille de groupes isomorphes

4 Q, . B peut &tre idenfifié au sous-groupe des entiers

p-adiques de G, . Soit Go le produit’ Yocal des groupes G
relativement aux sous-groupes ouverts éompacts H, 3 00 est
un espace vectoriel (non topologique) sur qQ  ; H' - Lll B,
est un ensemble ouvert oompact de G, ot un Z,-module., 30it

9 l'isomorphisme du Z,-module H’ sur H' et G le sous-espace
vectoriel engendré par R' dans G, ls). Soit x G, G/H étant
un p-groupe, il existe un plus petit entiier r tel que p¥x ¢
B, Soit (x, ) ,, - ¢ (p'x); x, est un entier p-adique apparte-
nant & H_ et jp"r:tL est un nombre p-adique appartenant a G,.
On a (p¥(p~Fx )) ¢ H' et ox vérifie facilement que x —

€T
(p“rx )

ey @8t un isomorphisme ¢ du groupe (non topologi-

que) G sur un sous-groupe G' de 5,' prolongeant ¢ , On a



évidemment § - o, B = @, @', Done, d'apr:s le théoréme de Che-
valley, 11 existe un isomorphisme de l‘gspace‘vectoriel
(non topologigue) G ainsi obtenu sur l'espace vectoriel
associé au groupe G et cet isomorphisme est continu, ainsi
qn; son application régiproqne. car ~¥ (€)= G' est un sous-
groupe ouvert de T isomorphe & G, Ceci montre qu§ G est un
esrace vectorliel to;ologique sur le corps QB qu'on peut i
dentifier avec 1'espace vectoriel assoocié & G,

Soit H, un sous-groupe ouvert compact de G, difrérent de B.

: Hn Hl eat un sous-groupe ouvert compact dé (+ e‘t de Hlé
H/K est donc un p-groupe finil et le dunl de H et le dualde
K sont des p-groupes dlscrets équipotents, D'aprés la pro-'
position I du$3 , 1ls sont sommes directes de familleb é-
quipotentes de sous-groupes isomorpﬁes a Q,'Z, , K est done
produit d'une famil e de groupes isomorphes 4 Z,, équipo=
tente & la famille (H ), ., et il en est de méme de H .
Autrement dit, la puissance de l'ensemble d'indice I est'nn
invariant du groupe Q: On 4it que c'est le rang du groupe
Primaire (asa, & p) @, Cette remarque et la conatruction
précédente montrent que l'osﬁace vectogiel 6. associé au
groupe G, est entidrement déterminé par la donnée de la

puissance de l'ensemble I, Plus précisément:

Proposition 2.- Scient G et 91 deux groupes abéliens lo=.

calement compacts ‘rimaires (ass. & p) dont tous les #léments

¥ 0 sont d'ordre infini, 5'et.§lilea espaces vectoriels sur




QPqni leur sont respectivement associés; pour que G ot 31

soient isomcrphes, 11 faut et il suffit que les groupes G et

Gl soient localement isomorrhes ou bien aient méme rang,

.81 G et G1 sont localement isomorphes, il existe un ho-
méomorphisme ¢ d'un vcisinage V de 0 dans G sur le voisina-
ge ¢ (V) de 0 dans G, mais V contient un sous-groupe ou-
vert compact H et la restriction de ¢ & H est un isomorphis-
me de H sur le sous-groupe ouvert compact ¢ (H) de Gl, done

G et Gl o?t mnfme rang. la réciproqgo esi triviale, D'ou la
proposition 2.-

Nous allons mainternant examiner la siructure des p-groupes

abéliena locale..ent aompacts.

Théoréme 2,- Tout groupe abéléen localement compact dont
~

tous les éléments ¥ 0 sont d'ordre p est produit d'un grou-

pe compact, produit d'une famille de groupes isomorphes A

Z 7/{p); et d'un groupe discret, somme direzte d'une famil-

le de sous-groupes isomorphes &4 Z /(p),

Soit G un groupe abélien localement compact dont tous

les éléments %+ O sont d'ordre p: G est primaire (ass. i P)e
Soiﬁ H un sous~.roupe ouveft compaot de G, Le groupe (noea
topologigue) G esd isomorphe au produit des groupes H et

G/H , car il est somme directe des sous-groupes.simples,
d'aprés\le théoréme 4 du $3 "°), Dons tout x ¢ G est de la'rop-

: X
me (xl,xz) avec x, ¢ H ot x ¢ G/H ot x —» x, 8% uns repré-



sentation £ de G sur F/G. Cette reprédsentation est conti-
nue car i?o) =H est un sous-gronpe ouvert de G, Done le
groupe topologique G est isomorphe au produit H x(G/H), .H
est un p-grog?e compact dont tous lea'élémenta +Q sont
d'ordre p; H est done produit d'une famille de groupes i80=
morphes & Z/(p). G/H est un p-groupe dismret dont tout
les éléments +0 sont d'ordre p; G/R est donc somme directe
d'une famille de sous-groupes isomorphes a Z /(p).

La réciproque est.friviale.

Comme la somme directe locale de groupes topologiques est

aséociative. ce résultat peut s'énoncer ainsi:

Corollaire.~ Tout groupe abélien localementcompact don$

tout élément + 0 est d'ordre p est sowne directe locale de

groupes isomorphes & 7 /(p) et inverscment,

Théoréme 3.~ Si G est un p-groupe abélien localement com=

pact, G est isomorphe & un sous-groupe ouvert d'ur. groupe

ggélien localement compact'GO produit loecal d'une famille

de groupes isomorphes & Q,/Z, , relativement i des sous-

groupes oycliques d'ordres borné;

Soit G un p-groupe abélien localement coupact et H un
sous-groupe ouvert cowmpact de G, H est un p-groupe abélien-

compact, D'aprés le thédoréme 3 du $3; H est produit d'une

§€



familie (H;)th de groupes cycliques d'ordres bornés G/H
eat un p-groupe discret G', Soit §' le p-groupe abélien
associé A G; d'aprads la proposition 3 du $3: G' est un sous-
groupe de G' ot &' est somme directe d'une famille (G, ) .,
de gro pe isomorphes & Q,/Z, . Soit I 1l'ensemble déomme des
ensembles dindices J et J' et (G, ) .z une fumille de grou-
pes isomorphes & Q, /Z, ., 81 (¢ H, on peut identifier H
un sous-groupe cycligue bien déterminé de G, . Posons H, =
{0 8i (e J', Snit Go le groupe abélien localement compast
produit loeal de la famille de groupes (G, ) : ., relative-
ment aux sous~groupes ocycliques dl'ordres bornés H, . Tous les
éléments de G_ sont de haute.r ihfinie, B' est un sous-grou-
pe discret de Go et H ell;l H est un sous-grouge‘ouvert compact
de Go. D'aprés le théorédme 2 du 54, G(P) est produit du
sous-groupe ouvert compadt H(p) de G(p) et d'un sous-grodre
discret Gl de G, H+G(p) est produit des groupes 01 et H,

En effet, H est oompact, G, discret et Ha G, - {0} ). @) est
isomorphe au sous-éroupe (Hfﬁ(p))lli de G/H, donc & un souse

groupe de G'c G . Soit w l'isomorphisme de G; dans G, ain-

-

8l défini, 3% ye H*G(P)’ onay-z+(x ) ., ,aveec z ¢@ et
X ¢ H . ot on voit inmédiatement que ¥ — y (z)+(x) ., est
un isomorphisme ¢ du sou;-groupe ouvert H + G"p') de G daﬁl

Go' Soit & 1'ensemble des isomorphismes ¢, d'un sous-

&roupe fermé L de G dans Go' proloflgea.nt 1'ieomorphisme ¢ , on

;4



voit facilement que l'ensemble 51 ordonné par la rela-

tion “qLast prolongé par qL," , @8t inductif et, par sui-

te, posséde un dlément maximal ¢, . L est un sous-groupe

formé de G contenart H.*G(P)' Supposons G +#L, Il existe donse

x ¢ L tel que px c¢L. Seit y' - ¢ (px)., y" est de hauteur infinie
dans G;; i1 existe donx y ¢ Go tel que y'- py. On a y'scgb(IJ. 8i-
non il existerait x, ¢ L tel que $-¢(x,) e ¢ (px) - py =

Py (x,) =9 (px,). Comme ¢ est un isomorprhisme, on a px - Rx,
et p(x-x,)=- 0 o'est-a-dire x-x4eG(p), d'ol x¢ x;c(p) c X,

ear G(p)CI L, oce qui est contradictoire, cur x ¢ L, La clas-

se de y dans le groupe guotient Golthﬂl) est dons d'ordre

P. Soit L' le sous-groupe ouvert de G engendré par L v { X}V

S8i 2z ¢L', on a Z - kx+x', aves 0 ¢k «¢p et X'¢ L bien déterminés
et on voit faclilement_que z->ky+4 (x') est _un homomorphisme ¢, de
L' dans Go' car L est un soﬁs-group; ouvert de G, Soit

kx+x' ¢ L' tel que ky + 4, éx')=0. On a ky = -q(x") &‘Lf,_ (L),
done x = 0 et, par suite, x' = 0. Dono QL(O)-={05 ot g, est

un isomorphisme de L' > L dans Go’ prolongeant 1fisomorphis-

me ¢ , done . D'oi ¢ , ¢ F , oe qui est absurde car gy, est
un élément maximal de F , Done L= G, d'ol le fésul—

tat,

On remargquera que le groupe Go ainai défini est totale-

ment discontinu, mais non primaire (ass, a4 p), Cependant

l'ensenble G des éléments d'ordre fini de ¢, est un sous-



groupe pur ouvert de Qoi'), ¢ est dono un p-groupe abélien
localement compact et G est isomorphe & ur. sous-gro.pe ou-
vert G' de § . Dans ce qui suit, on identifiera les deux
gro pes G et G' et or dira que le p-groupe abélien ioca-
lement. compact @ ainsi défini est associé au groupe G,

Les démonstrations des théorimes 8 et 3 sont tris 4if-
férentes, On remarque pourtant une grande analogie dans
la définition du p-groupe associé & un p-groupe abélien
localement compact et dana celle de 1l'espace v;oto-
riel associé A un groupe abélien localement compact
primaire (ass, & p) dont tous les éléments + 0 sont
d'ordyre infini, En ofret..si ¢ est un groupe abélien
localement compact primaire (ass, a4 p) dont dous les
éléments + O sont d'ordre infini, il existe ur groupe
Gb produit local d'une famille (¢ ), .; de groupes iso-
wmorphes & Q, , relativement 4 des sous-groupes H tel

que G soit isomorphe A un sous-groupe ouvert de 5, G

L

étant l'image réeiproque du sous-groupe des éléments
d'ordre fini de G /H par l'homomorphiasme canonique de
o 4

@ sur G /H, aves H = T1 K . Si G est un p-groupe abé=

© o Ler . -
lien localement compact, i1l existe un groupe Go pro- .
duit loeal d'une famille (G'_)(GI de groupes isomorphes
& Q. 2, , relativement & des sous-groupes H_ , tel que

G soit isomorphe & un sous-groupe ouvert de G, G étant

sA
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1timage réeiproque du\Eoua-groupe des éléments d'ordre
fini de GOIH par l'homomorrhisme canonique de Gb sur
Go/n' aves H =T H,_ ; En effet, tous les éléments de H
étant d'ordré borné, l'ensemble des éléments d'ordre fie-
ni Qe Go est G. Cependant l'arbitraire qui rézne dans
la définition du p-groupe diseret associé a4 G/H ne per-
ﬂef pas d'éerire des conditions d'isomorrhie analogues
4 celles des propositi&ns Iet2,
81 G eat un p-groupe abélien compact ou discret -(resp,
localement compact) dont tous les éléments sont d'ordre <

p¥ (resp. ¢ ﬁ), G eat som;.e directe locale d'une famille de

groupes cycliques d'ordres p* (resp. p), relativement & cer-
tains sous-groupes, Mais si G est un groupe abélien loca-
lement compact dont tous les éléments sont d'ordre pf (2 1),
G n'est pas en général somme directe locale d'une famille de
groupes oycliques d'ordrespT,
Par exemple, solt G un groupe topologique, produit
loaal d'une famille infinie (G ) ¢, de groupes isomor-
rhes & Z/(pz), relativement aux sous-groupes H, de G,
isomorphes & Z/(p). Tous les éléments de G sont d'or-’
dre ¢ pz et G est localement compact et non compaoct,
G‘P) :aI}H‘ est un sous-groupe’ouvert compact de G, ng*

posons que G soit isomorphe & un groupe G', somme di-

recte locale d'une famille (Gg )kex. de groupes isomore



ples & Z /(pz). relativement 4 des sous-groupes H'

L'ensemble dea » ¢ K tels que H' + G'. eat infini, si-

non G' es par iuite‘b se"aient compacts, ce qul n'est

pas. C'eat produit du groupe compact &; -71G!, avec

G', = H; et du groupe Gz. somme directe locale des grou-

pes G' tels que G' + H] , relativement aux sous-groupes

B, . Gi(p) est le sous-groupe compact de G;, produit

des sous-groupe; oycliques d'ordre p de G:(P). Gé(P)

est un sous-groupe partout dense de G'"’, aifférent d;

Egi’si a;;’eat compact, G'fp) est égal & Gl(p)x GQ(P’ et
non cowpact, ce gquli est absurde, car G(P) et G‘(P) sont
isomorphes, G n'est done isomorphe a aucun groups GY
sonme directe locale de groupes isomorphes & 2 /(ps)
relativement 4 des sous-groupes quelcongues,

Cependant on a la pro:osition suivante;

Proposition 3.~ Tout groupe abélien docalement compact

dont tous les éléments sont d'ordre ¢ ' pF est isomorphe A

un sous-groupe ouvert d'un groupe produit local de groupes

isomorphes & Z /(p%).
En effet, avec les notations de la démonsiration du théo-
de ¢ est 1Somorphe Avsousgrovpe G’'n [
rd - [+ ' ) -
me 3, le sous-groupe fermé G(pr) de G(pr)' D'aprés la proposi
tion I du 83 du chapitre I, E(Drt est isomorphe i la somme’

directe locale de la famil.e de groupes (Gt(pr)?LéI s TOla«



tivement aux sous-groupes n;"“h(pr) et Gg(pr) & les sous-
groupe' eyclique d'ordre pr de Gz. Si tous les éléments de
G sont d'ordre ¢ pr. ona G- 3(pr). d'ol le résultat,

La réciproque est.triviale,

€2



Notes du Chapitre 1II,

") Conformément aux notations adoptées, Z, (resp. Q. ) 4é-
~8igne 1'anneau coﬁpact des entiers p-adiques (resp. le corps
localement compact des nombres p-adiques)., p désigne 1'1-
déal principal (p) de 2, . On dit qu'in entier p-adique est
‘d'ordre »F s'il appartient & pr n (pr’l. Tne définition é-
quivalenée # celle des groures primaires conpacts a été in-
tfodnite par N, Jacobson, dans "Locally compact totally dis-
‘connected rings®™, american Journal of Mathematies, T,LVIII,
1936, p.433,

t) Voir A,Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher
Ordnung, 2.Kap. , $I4, Satz 40.

') La théorie des limites projectives, aves les notations
utilisées iei, est exposée par A.Weil (VII), Ch.I, $5.

“) Voir N.Bourbaki (VI), Topologie générale, Ch. III, $3
Remarque suivant la proposition 6.
$) Yoir N. Bourbaki (VI), Topologie générale, Ch, III, $5
TH.X

®) Voir N. Bourbaki (7131 Topologie générale, Ch. I.'il/
Th, 2.

') Voir A.Weil (VII', Ch/ ¥V, $ 28,

¢) VYoir N, Bourbaki, (VI), Topologie générale, Gh. ;II. 3
Ex, I9

") Voir Chapitre I - fin au $I.
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) Voir A.Weil (VII), Ch, I, $5 , p. 28,
") Soit A un anneau topologique et M un A-module, On 4it

que M est un L-hodnle topologique 81 M est muni d'une topo-

logie compatible aveec la structure de groupe abélien de M
et telle que la loi de composition externe ( > ,x)- 2 x solt

une application bilinédaire continue de AxM sur M.

') Voir Chapitre I, Proposition 5,

$) Voir H, Priifer (I) et W, Krull (IX), $I.

‘“) D'aprés un théordme bien connu de Baire, qui appliqué

aux groupes topologiques, donne le résultat suivant: La seunle

structure topologique d'espace localement compact compa-

tible avec la structure de groupe d'un groupe dénombrable

est 1la topologie discrite, Dans le cas gctuol, on peut le
voir autrement: si Q,/Zp, est localement compact et primaire
(ass. & p), l'enasemble des sous-groupes .ouvert compacts de

est un systéme fondamental de voisinages de 0; tout sous~-
groupe de ¢,/Z, est cyclique et fini ; done ¢,’/2, est
discret.

') Ce théortme est démontré, dans le cas d'un groupe 4é-
nombrable, et sans l'axiome de chnix, par H, Priifer (1), et
L. Z2ippin (11), $4, Theorem 4.3, Voif aussi R.Baer (IV), I

et II.

“) Voir N. Bourbaki (VI), Theorie des ensembles, Facs. ds
rﬁsultats, $6, N° 10 ot II.

") En effet, on a le théorime bien sonnu: Si un groupe




abélien & opérateurs complétement réductible est sommne direc-

te d'une famille (H;)téz de sous-, roupes stables simples

et somme directe d'une famille (H' ), (x de sous-groupes sta-

bles simples, 1l existe wune application biunivoque v de I

sur X telle quc, pour tout (¢ I, K soit isomorphe & B,

Voir par exemple N.Bourbaki (VI), Algtbre , Ch.I, $6, Ex. I8

On peut aussi démontrer cette proposition en remarguant que
G et I ~(resp, G' et I') sont équipotents,

'Yy Ce théordme a été démontré, dans le ca; d'un groupe
dénombrable, par H, Priifer (I), p. 48 et 57 et, dans le c‘a
général, par R,Baer, dans "Der Kern, eine charakteristis-
che Untergruppe®™, coﬁpositio Mathematica, Vol,I, 1934, %8
Leuma I, par une méthode directe tout & fait différente,

A ce sujet, ainsi que pour le Théoréime 5, on pourra consul-
ter R.Baer (IV).

‘) On mm trouvera la démonatratirn dans L.Zippin [11) $6;

*) Voir L.Kulikoff (VIII) §3. Nous n'avons pu consulter le
mémoire original de L,Kulikoff et renvoyons au résuné de ce
mémoire, paru dans le Zentralblatt, Vol 15 , 1342 , PP.@299-300,

) Yoir L.Zippin (II) §Y et E.Ulm , "Zur Therie der ab-
zihlbar-undendlichen Abektschen Gruppen®, Mathematische An-
nalen, T.I107, 1933, pp. 774-803,

') Dans le groupe compact G il existe alors une suite dé-
eroissante (Qn)n:m de sous-groupes ouverts telle gue

N Gh > {0]. Lea groupes abéliens compacts primaires (ass. ap)

n>»e
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ayant un systime fondamental dénombrable de moisinages de 0
sont done identiques aux groupes "séparables™ compacts ine-
troduits par %W.Krullg¢ (IX), $9. Plus généralement, les grou-
pes abéliens localement compacts primaires (ass. & p) ayant.
un systdme fondamental dénombrable de voislnages de O sont
1dent1qnes'aux gfoupes "géparables complets" (separabel ab-
geschlossen) de W,Krull, L'absence de 1'introduction sys-
tématique d'une topologie sur ces groupes muit A la clarté
et & la ooncision du mémoire de W,Krull,

) Soit K un corps topologique et E un espace vectoriel

sur K, On 41t que E est un espace vectoriel topologique si

E est wuni d'une topologie compatible avee la structure de
groupe abélien de G et telle que la loi de composition

(»,x)+ »x s0oit une application bilindaire continue de KXx B

*

sur B, Dans ce §, nous dirons, par abus de langage, que H,
est un sous-module d'un espace vectoriel G sur Q, si H est
un sous-module par rapport &4 Z, .

“) Voir la note '‘) du Chapitre I,

“) G est 1'image réociprogque du sous-groupe des élénents
d'ordre fini de'Golﬂ par 1l'homomorphisme canonique de @,
sur Go{# . '

*) On a en effet le théoréme suivant qui complite celui ae’

la note " ): Soit G un groupe abélien & opérateurs complé-

tement réductible, somme directe d'une famille (H ) .1 de

sous-groupes stables simples; si H est un sous-groupe stabdle

(€3
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de G, 11 existe une sous-gamille (H ) . ., de la famille

(B ) ez telle qui G soit somme direcfe de X et des grou-

pes H_Z de cette sous-famille,

**) Voir K, Bourbaki (VI), !opologiolaénérale, Ch, III, $6.
Ex, I8.

) On voit que G est la composante primaire (ags. & p) du

groupe abélien localement compaci totalement discontinu Gy,

Voir Chapitre 1I1I, $I.
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Chapitre I1lI,

$I.- Composante primaire (ass, A p) ; d'un groups topolo-
gique,

Définition 1.~ L'ensenble Gp des #léments x 4'un groupe

topologique séparé G tels que la représentation n _. x2 de

Z dans G se prolongejban-mtmuiﬂs en une représentation

de Z, dans G est appelé la composante primaire (associée
a p) de G,

81 x¢ Gp et 81 n_ est la représentation de Z, dans G qui
prolonge la représentation n -x%,n est un homomorphisme
de Z , 4ans G et n z, est 1'adhérenge du sous-groupe er.geri-
dré par x; c'est un sous-groupe abélien compact de G, 1s0=-
morphe & Z, ou cyclique d'ordre pT¥ et on a nx(zB)CGp' si
p' est un entier premier différent de p, on a G n G, = {‘}.

P p
ear 81 x ¢ Gp 0 Gp, y OR & N, (Z,1-1,Z,,), ce qul est absurde,

sl x + #.
Si H est un sous-groupe fermé de G, la composante primai-

re (ass. & p) de H eat Hp= HnGy: on a éviderment HPCG’

et 81 x < Hon Gp.ml'le)cn et\ X € Bp .

S1 G est complet, pour qn'uh élément x ¢ G appartienne A

Gp. 11 faut et i1 suffit que la représentation n ~x de 2

(muni de la structure p-adique) dans G soit continue,

La composante primaire (ass, 3 p) d'un groupe discrat G
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est l'ensemble des éléments de G do.t l'ordre est une puis-

as;.nco de p.

Bn général, l'ersemble G, n'est pas ferrmé et n'est pas G«”V
’ - TW %
un sous-groupe de G, /,uwff( -
Dans le tore T , la composante primaire (ass. A p) G«/;M, T

‘est l'ensemble des éléments dont l'ordre est une puis-

sance de p ; cet ensemble est un ;ous—groupe partout den-

se de T , et, par suite, non fermé, Dans le groupe té-

traédrique discret L' , la composante primaire (ass, A 2)

est 1l'ensemble desg lémeints dont l'ordre est une puis-

sanee de 2: cet ensemble n'est pas un sous-groupe de A o
Soit H un groupe topologique aéparé &t &, 1'ensemble des
sous-groupes primaires (ass. & p) de G. S1 H ¢ S’L. HcC Gp.
Soit & une partie totalement ordonmnée de srp. ordonné par
1@01\1310:\1 et X le sous-groupe fwn&:é—pq‘»%’aﬂ. 81 x ; ‘; §>
11 existe une partie finie de & dont le plus grard élément
H' ocorntient x, On peut done prolonger par continuité la re-g
présertation n-x" en une représentation v, de Z, dans G ;
celle-ci est unique et nxize) c B'c K. Dono KeSF ;o8 T,
est inductif, D'aprds le théordme de Zorn, il possdde un é-
lémert maximal,

Définition 2.~ On dit qu'un sous-groupe maximal de F

)

est un sous-groupe de Sylow (ass, 3 p) de G *),

Proposition I.~- 81 G est un gr(;up; localenent compact totale-

ment discontinu dont les deux structures uniformes so-t identi-

Ques, tout aoua-grouie/ de Sylow (ass. & p) de G est fermé,
[C\- AP i‘“‘ A Q g,leéu\ -é,c CMW e h*ha(: aﬁoMM/

Qp o+ fmr’ )
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Soit Rp un sous-groupe de Sylow (ass., A p) de G et x € i’.
L'ensemble des sous-groupes distingués ouverts compact de

G étant un systime fondamental de voisinages de e z ), quel

que soit le sous-groupe distingué ouvert compact H de G,

i1 exiate y ¢ Hp

de Z (muni de la structure p-adique) dans G est continno-

tel que x €Hy, la représentation n - y®

11 existe dono un entier n > 0 tel gue ykf ¢ B, pour ‘tout en-

tier Xk > 0, et xXXP™ ¢ Bykpn H, car H eat distingusé., la repré-
nntatio; ‘:1:“2 (muni de la structure p-adique) dans G est

dore continue et on a x € Gp. Comme Hp est un sous-groupe fer-
mé de G, on & M, (Z,) C ﬁp. iip est donc un sous-groupe pri-
maire (ass., 4 p) de G contenant Hp, 06 qui est absurde si

H,+ 'ﬁp. oar np eat maximal, Donc H, = ﬁp..

Le méne raisomnemert mortre d'ailleurs que la composane

te primaire (ass., & p) Gp de G est un ensemble fermé. -
81 G eat un groupe abélien, la composante pricaire (ass.

A p) de G est évidemment le seul sous-groupe de Sylow (ass.

A p)de G. En effet, si xer et y<Gp, la raprésentation con-
tinue q - qx-qy de Z, dans G prolonge la représentatior M

n - n(x-y) = nx-ny doZdans G et G, est un asous-groupe d )g Py

G NS

31 Aono G est un groupe adélien totalement diacontim. liﬁ_—

compoaanto primaire (ass, & p) de G est u- sous-groupe fer-

&‘_dﬂ Ga




Proposition 2.~ rout‘iroupe abélien compact totalement

digoontinu est produit de ses composantes primaires, ).

‘801t G un groupe abélien compact totalement discontinu,

Gp la composante primaire (ass, A p) de G et G le dual de

G. On gait que G eat un groupe abélien discret dent tous

les éléments sont d'ordre fini. la composante primaire (ass.
A p) de G eat l'ensemble 31, des éléments dont 1l'ordre et

une puissance de p; il est bien conmu 4y que C est somme di-
recte de ses composantes primairea 31, (p=-2,3,00.)s Soit Gi,
le conjugué dans G du sous-groupe q%f 6qde G. G est 1s0-

morphe au produit des groupes G! (Dp-2,3,e¢0) ®)e Gy est i-

D
somorphe & G/ L §q° G; est dono dual de 3 et primaire (ass.
a¥p
A p). On a ainsi G} <G  et, par suite, G c X Gq. G aé-
P . 9%

signant le oconjugué de G dans G. D'autre part, G/G est le

dual de Gp, e'est par mite un p-groupe.f Z', G )/G. est un

P
sous-groupe de G/Gp. c'est-a-dire un p-groupe. ce qui est:
absurde, ocar dars I 3q. aucun élément i+ 0 n'a pour ordre un:

%P
2 >»*
= t L
multiplé de p, Dono q%f Gq Gp ] Gp GP.

Plus géréralement: -

Théortme I,- Soit G un groupe abélien localement compast

totalement dlscontinu, ainsi que son dual et H un sous-grou-

pe ouvert compact juelconque de G; G est isomorphe i la

somme directe locale de ses oompgaﬁtes primaires Gp.

(P =2,3,0..), Felativement aux composantes primaires Hn G

d_.' H. ({‘21, \"' (“_M H RN “‘ M"W
s H‘nar) [(‘"ﬂzu'

-]



H est un groupe abdlien compact totalement discontinu, D'a-
prés la proposition préoédents, il est p;\*odnit de sea ocompo-
laz;ten primaires qui sont4, on 1'a vu, égales a HnGp (p-2,
Bs0es)e 301t X € G ot B, le sous-groupe ouvert de G engendré
par Hu {x}, La olasse de x dans G/H est d'ordre fini: en ef-
fet, le conjugué H de H dans le dual G de G est un sous-zroué

72

pe compact totalement discontima ; c¢'est le dual du groupe dis-

oret G/H dont tous les éléments sont ainsi d'ordre fini,

Le groupe Kx est dono réunion des classes nx + H qui sont
oonpacte; et en nombre fini, lLe groupe Hx est dono compact
et isomorphe au prodult 4e ses composantes prima.ires Hxﬂ G,
(p =2,340..) « S0it x la projection de x, dans Hxn . L0 \
groupe quotient H [ /H étant dfordre fini, la claase d.e xp
dans (H n Gp)/(ll nﬂp) est d'ordre fini et cet ordre est une
puissance de p, Par suite, on a xpe H nGp. sauf pour les
entiers premiers p (en nombre fini) qui divisent 1l'ordre de

nx/B. G' étant la somme directe locale des groupes Gp(p=z.

3,e00)y relativement aux sous-groupes ouverts H 0@y, on voit

ainsl que x - (x ) est un isomorphisme ¢ de G dans G',

) P p=2,3,...
Mails la somme H + i‘ G oat un sous-groupe de G, pour totee

L =
suite fi.le d'entiers premiers (pi)i . et G' eat, par dé-
finition, réunion des sous-groupes H&ﬂ =<f(K + Z Gp e
L 1 1
Done ¢ (@) = @', &'oi le théorime,

Ce th’éorénn admet une réeiprogue; plus'préciaénoﬂt:



Proposition 3.- Soit (Gb) une suite de groupes abéliens

localement compacts primaires (associés aux différents en-

tiers prenliers p) et np un sous-; roupe ouvert compact de Opgx
la somme directe locale des groupes Gp relativement aux sous-

groupes 3p est un groupe adbélien localement cowmpact totale-

ment discortinu, ainsi gue son dual, et Gp est la composan=-

te primaire (ass, & p) de G,

En effet, soit G la somme directe locale des Gp. relati-

vener.t anx<lr. G'_ la comrosante primaire (ass, & p) de @,

p
G eat localemenrt conpact et totalement discortiru et som

dual 6. somne directe locale des groupes primaires 3}. re-~
lativement aux sous-groupes R;. eat aussi totalement dis-

oontima, Enfin, ona G_c “I'J; inversement, si zeci,, on a

P
X= (xq)q:=2.3..... avec xqesaq. Comme x — x, est une repré-
.0t ¢t -
sentation continue de Gp dans Gq. on a xqe Gp s OFr Gi n Gq

{0} , 1 p + q; on a dono x; = 0 sl P+q et x € @, Dono
1 § !=G.
Gp C Gp et Gp p | |

De plis on a les conditions d*isomorphie suivantes, qui

résultent immédiatement du $2 du Chapitre I:
Proposition 4.~ S8oit G (resp. G') un groupe abélien looa~

lement compact, somme direote locale de ses composantes pri-

maires Gp (resp. Gi), relativement 4 des sous-zroupes oue

verts compacts Hp (resp. Hi); pour que G et G' soient iso-

morphes, 11 faut et il suffit qu'il existe un isomorrhisme

‘?p de GP sar G; tel que, pour tous les entiers premiers p,

excepté.au plus un nomdbre fini, Hp e‘ff(ﬂp).

33



Oh notera qu'en général, la don-ée d'une suite de groupes

abéliens localement compacts primaires (ass. & p) (G;)p_g2,3,...
ne. suffit pas 4 déterminer &

une isomorphie preés un groupe
abélien G, localement compact totalement discontinu, ainsi

que son dual, dont la composante primaire (ass, A p) est
isomorphe A Gp.

Un exemple trivial de ce fait est le suivant, Soit
G le groupe compact produit des groupes Z /(p) (p-2,

Bse.s) 6t G* le groupe discret somme directe de sous-

groupes isomorphes & Z /(p) (P =2,34e0e). L€8 COmpo=-

santes primaires (ass, & p) de G et G' sont évidemment

"isomorphes 4 Z /{p). Cependant les groupes topologiques

G et G' ne sont ras isomorphes, car 1l sont 1nrin}a.
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$2,.- Structure de certains groupes abéliens localement

sompacts.

Nous allons étudier ioi la structure des groupes adéliens
localement compaects, & l'aide des résuitats obtenus dans le

$4 du Chapitre I, le $4 du Chapitre II et le $I du Chapitre Ill,
Examinons 4'abord les groupes abéliens localement compacts
dont tout élément eat d'ordre fini,

Proposition 1.~ Tout groupe adbélien localement compaot dont

tout élément est d'ordre fini est totalement discontinu, aine-

8i que son dual,

En otretr 8oit G un groupe abélien localement ocompact dont
tous les éléments sont &'ordre fini, G posstde un SOUS-Erou=
pe ouvert oompaot H, Soit H le dual de H; K est isomorphe
au groupe G/H”, quotient du dual G de G par le conjugué H ™
de H dans G. S1 &<, 2(H) est un sous-groupe fermé de T
dont tous les élémeﬁts sont 4'ordre fini, c'est-3-dire un
groupe syclique fini, Tous les éléments de ﬁ'sont done d';r-
dre fini ot R est totalement discontinu "), Comne H est ou-
vert dans G, la composante connexe de 0 dans G est identi-
que & la composante connexe de¢ O dans H et se réduit dons
A 10} : G est totalement dimcontinu, H est un groupe compact
totalement discorntim, car il est dual du grouje disoret
G/H dont tous les éléments sont d'ordre fini, Comme H est
ouvert da.s G, on voit oomme précédemment que G est totale-

ment discontim,



Soit 8 un 'grbupo abélien ocompact dont tous les éléments sont

d'ordre fini, G est produit de ses composantes primaires Gp

(P = 2,3400+), qui sont des p-groupes abéliens compacts., Quel
que soit x€ G, ona x= (xp)p -2.3,..." avec X, € @, et 11 exis-
te un entier x> 0 tel que kx =0, donec kzp= 0. Par suite,

pour tous les entiers premiers p qui ne-divisent pas x, on

& X< 0., I1 en résulte que, pour tous les ehxiers premiers

D, excepté un nombre fini, Gp:={0} et G est produit d'un nome
bre fini de p-groupes compacts Gp (p==p1.pz.....pn. P.< P2
Cose <pn). D'aprds le théoréme 3 du $4 du Chapiyre I1I, e,

est produit d ‘une famille de p-groupes oycliques d'ordres

bornés. Done tous les éléments de G aonf d'ordre borné et on

a le théoréme suivant:

Théortme I,- Tout groupe abélienm compact dont tout élé-

ment dst d'ordre fini est produit d'une famille de groupes

cycliques d'ordres bornés. °).

Ia réoiproque est triviale,

G(pi) est produit d'une famille (H )“x (I! )) (o <r1<k1)

de groupes eycliques d'ordre borné, H éte.nt un groupe d'or-
dre p¥i, 81 L €¢I(p¥¢ ). On Ait que les > k, ensembles d'indi-.

Lt 1 1=1

ces I(pF),(0<r 4 Xy 1= I,2,0..,n) sONE associés au groupe
G, Ceci permet d'écrire les conditions d4'imorphie suivan-

toai
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Proposition 2,- Soit @ (resp, G') un gfoupo abélien com-

pact dont tous les éléments sont d'ordre fini, I(p‘;i).ﬁ((u

rié kl' 1:=1,2,e..,n) (resp. I'(‘ljsj )0(045351303 =Iozo¢-.ton'}’t

les ensembles d'indices qui lui sont associés, Pour que G et

@' solient isomorphes, 1l faut et 11 suffit que n-n", p4 - qy
et ki=‘ 11 pour tout 1=1X,2,.,..,n 0t que, pour tout r, (0<

x"i.g K od=I42400a0m), I(pfc ) ot x'(pfi ) soient équipotants,

Cela résulte immédiatement de la proposition 5 du $2 dm
Chapitre II et de la proposition 4 du $I du Chapitre III,
Soit rmaintenant G un groupe abélie;x l-ealement compact
dont tous les éléments sont d'ordre fini, H un sous-gsroupe
ouvrert compact de G et Gp la composante primaire (ass, & p)
de G. GP est un psgroupe abélien loealement compact et @
eat somme direote looale des groupes Gy (p=2,3,...), Te-
lativement aux sous-groupes ouverts compacts Hn Gp. Hn GP
est la composante primaire (ass, &4 p) de H et le groupe com-
pact H est isomorphe au produit des groupes H nnp (P=2,3,000)
Kais, 4'aprés le théoréme précédent, Hn Gp={0},sauf pour
un nombre fini d'entiers premiers py (i =I,2,...,n), Done
si p+ pi',‘Gp est un p-groupe discret. Soit G, le groupe disé
cret esomme directe des p-groupes Gp (p*n) et Gy le groupe
somme directe locale des groupes Gp (1-=1,2,,..0n), relati-
venent aux sous-sroupes H “Gpt o Gy est isomorphe au groupe
looalement cowpact rTGpi. Comme la somme directe locale
de groupes est associative, G est isomorphe & Gy x @}, D'ol:




Théoréme 2,- Tout groupe abélien localement compact dont

tous les éléments sont d'ordre f£ini st produit 4'un nome

bre fini de p,-groupes localement compacts (1=1,2,...,8)

et d'un groupe abélien disoret, somme directe de p-groupes

discrets (p+ Pyo 1=14200000m),

Signalons encore la prorosition suivante:

Proposition 3.- Si G est un groupe abélien compast tota-

lement discontimm dont tous les dléments # 0 sont d'ordre

infini, G eat produit é&:amille# de groupes isomorphea 3 A'M(,

ZE (p= 2:3000e)e
Cela résulte de la proposition £ du $I du Chapitre III et
du théorims 2 du $3 du Chapitre 1I,

Nous allons maintenant caractériger les groupes abdiens
localenent compacts généraux ocomme sous-groupes fermés de
groupes torologiques dont on peut étudier la strgucture ;
l'aide des rédsultats précédents, Rappelons que tout grou=
pe abélien locdlement compact est de la forme RxG, ou @

est un groupe topologique abélien ayant un sous-groupe ou-

vert compact,

Soit d'abord G un groupe abélien localement conpact to-

talement discontinm et é‘ son dual. la réunion F des souse

groupes compacts de ¢ eat un sous-groupe ouvert F de G, G/F

est un groupe abélien disoret dont tous les éléments + O sont

d'ordre infini et F est dual de 3/1?. X étant la comnosante

con-.exe de 3. S0it S une partie de G telle que ies claswses

-

L
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y +¥(ye 3) forment un systime de générateurs de G/F. Boit

K' un groupe abélien discret, somme directe d'une famille de
sous-groupes oycliques infinis engendrés par une famille
(’y);e s d'éléments de X', S84 z¢K', 11 existe une partie
finie X de S et des entiers n, (ye X), déterninée de fa-
con unigue et tels que z-%ny%,. On vérifie facilement .
yeX y
que z - Z.nry eat une représentation de kX' dans G, Dono
Yé€X
l'application (x,z), x +yze:xnyy est une rerrésentation ¢ 4u
groupe (non topologique) FxK' sur G, Cette repréaontatibn
est un homomorphisme, car sa restriction au sous-groupe
.

ouvert ¥ de FxX' colncide avec l'automorphisme identique
du sous-groupe ouvert F de G, Le dual X' de X' est lsomor-
phe A Ts et le transposé \Afde \f' eat un isomorphisme de &
dans le groupe ' % (3/1?). dual Qe F'xx'.

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par @G un groupe

topologique abélien ayant un sous-groupe ouvert compact,

par T la réunion des sous-groupes compacts de G et par K la

composante connexe de O, ¥ est un sous-groupe ouvert de @

et X un sous-sroupe compact de ¥, Le raisonnement précédent
appliqué A F (au lieu de G) permet d'derire le résultat suivant:

Proposition 4.~ 31 8 est un systine de gérérateura du du-

al de K, ¥ est isomorphe & un sous-groupe fermésdu groupe
T3> (7/x).

G/F est un groupe abélien discret G, dont tous les é1é-

nents + O sont &'ordre infini . ¢ -F/K est un groupe
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abélien localement compact totalement discontimm ainsi que
son .dual, Soit 5'1 le groupe abélien localement compact as-
socié au groupe G, , d'aprés le théoréme I du $3 du Chapitre I,
Tout les éléments de G, sont de hai.teur infinie et G; est
isomorphe A& un sous-groupe ouvert Gi de 5’1 tel que tous les
é1éments de G./G! solent d'ordre fini, On & vu au $3 du Chh-
pitre B, que 61 est totalement discontimu, ainsi que son

dual. D'aprés le théoréme I du $I du Chapitre 1II? G; est
somne directe loocale de ses composantes primaires (asso-

oiég aux différentes entiers pre;ziers r)"”). Avec ces nota=
tiona, on a le théorime suivant, S désignant un arstime de

générateurs du dual de K:

Théoréme 3,~ Si G est un groupe abélien ayant un sous-

groupe ouvert compact, G est isomorphe & un sous-groupe

fermé du groupe abélien localement compact Tsxﬁlxt}a.

Soit Go le groupe topologiqﬁo T3, '51'»63 o D'apris la pro=-
position précédente, 11 existe un isomorphisme y du sou:;-
groupe ouvert F de G dahs le sous-groupe ouvert Tsxa'l de “o’ .
To s les &lément.; deTd« 5’1 sont de hauteur 1n1’i'nia ;3 on
peut done prolonger ') en une représentation contimue -
de G dans 7 %8, Soit x €6 et X la classe de x dans O/F
=@ .(P(x),x) est un é1ément de G, ot x - (F(x), x) est une
représentation ¢ du groupe (non topologique) G dans le grou=-

pe Go . Cette représentation est contimme, car elle rrolonge
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1'isomorphisne y du sous-groupe ouvert ¥ de G dans @ . ¢

eat diunivoque. En effet, soit x et x' dans G tolg que ¢ (x) -
¢ (x'). On a Cp\(x)a p(x') et la classe de x dan; G/F est i-
dentique A celle de x' ¥ Autrement ait, on a x-x'c¢ F et §(x-x')
=y (x=%") - y(x)- y(x')-0, d'0h x=x*, oar y est un isomor-
phisme, Enfin 1'application réciprogue EF de ¢ est continue,
En effet, i1 est olair que (T S, 5’1) n ¢ (@) = qé(r). D'autre
part, l'image de (G)_ par l'homomorphismé canonique de G,
sur Gol(Tsx 3'1) eat identique & G /(T 8. Til‘) '>) c'est-A-dire
au groupe disoret 68: en effet, on a (T 5, Tq) o () =@ge

Lla restiriotion de cet homomorphisme & ¢ (G) est donc une
représentation contime £ de ¢ (G) sur 6,/(T 3 31) et

4%(0) = (T 2 €;) ne(@) =y (F) . Ilexiste donc une repré-
sentation biunivoque contimue de ¢ (G@)/ ¢ (F) sur G, et,

conme Gz est discret, cette repréunta'tion est un isomore
phisme, (@)/ y (F) est dono discret et ¢ (F) est un sous-
groupe ouvert de ¢ (G). la restriction de ¢ au sous-groupe
ouvert F de G coinoide avec l'ildomorphisme y de F sur le
soug-groupe ouvert ¢ (F)=y (F) de ¢ (G), Donc 1'appliea-
tion 1;* est contimue, On a ainsi montré que ¢ est un isomor-
Phisme, d'ol le théorims.



Notcs du Chapitre II1I.

") Cette définition, dans le cas des groupes finis, CG*I;
eide avec la définition classique des sous-groupes de Sylow,
on trouvera des propriétés des sous-groupes de Sylow d'un
groupe infini discret dans le rémoire de R.Baer intitulé:
*Sylow-theorems for infinite gréups®, Duke Mathematical
Journal; Vol.,6, 1940, pp.598-6I4 .

') VYoir N.Bourbaki (VI), Topologie Générale, Ch,III; $3,Ex,I9

') N.Jacobson a esquisaé une démonstration directe de ceréé
sultat, Voir 'Lgcally compact totally disconnected rings®,
American Journal of Mathematies, T,LVIII, I936,pr.<«35-488,

“) Yoir par exemple L.siprin (II), $SI et 2,

5 VYoir la démonstration du théoréme I du $2 du Ch.I et
L. Pontrjagin (V), Ch,V,$34,

‘) Voir le Théoréme I du $2 du Ch.I.

*) Voir la mote ‘) du Ch.I.

3) Ce théordme et la pr position 2 sont l'extemsion la plus

grande possible du théordme de Gauss-Kronecker sur la dé- .

—

N

compodition d'un groupe ahélien fini en some’directe de
Sous-groupes cyecliques, Remarquons, .. ce sujet, que de nom-
breuses propriétés des grou es finia séétendent non pa;,
Somme il semblerait naturel, aux groupes infinis disoreta,

Raig aux groupes infinis compaois,

$) on pourra Studier la structure de groupe G, a 1'aide des

régultats obtenus par A.Malicev dans "Torsdonsfreie Abels-

Che grupren von endlichen rang®, Recueil Mathématique de

b?.
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T:4, N.S., 1938, pp.<+5=-67,

) 81'§p désigne la comrosante primiire (ass, & p) de G&,,
ﬁp est un groupe abélien localement compact prémaire (ass,
a p) dont tous les éléments sont de hauteur infinie, ear 5;
est un sous-groupe pur ferné de G,.

"") Voir A.Weil (VII), Ch.VI, $26, Lemme I,

») Voir K.Bourbaki (VI), Topologie Gémérsle, Ch.III, §A,
Prop.l12,



-Chapitre IV,

- - aw

e

$1.~ Groupe ﬁ'automorghiamo d'un ‘g.gougo localement
compact,

S0it G un groupe topologique séparé et (7(&) le groupe;

des automorphismes de la structure de groupe topologique

de G, 81 u ¢ (G}, u est un automorphisme de la structu-

re de groupe de G, u eat continu et uniformément contima

4 droite et 4 gauche, ainsi que l'automorphisme .réciproquo
W, C et U étant des parties de G, on désigne par W(¢,U)
1l'ensemdle des u ¢ (7 (G) tels que, pour tout xc¢C, u(x)x’eW;
Quand C déerit 1'ensemble des parties compactes de G et U

un systime fondamental de voisinages de )'édément neutre

e de G, W(C,U) déeorit une base de filtre = sur ( (G), car
W(CuC' UnU"') c W(C,U) n¥(C*,U") c't' 1'intessection des W(C,U)
est l'automorphisme identique,

Supposons que G soit localement compact. Alors B vérifie

les axiomes (GV!), (GV}) et (GV!) des sysiimes fondanentaux
de voisinages de 1’élément neutre dans un groupe topologi-

que ‘). En effet, si U est un voisinage de ¢ et C une partie -
compacte de G, il existe un voisinage compact U' de e tel

que U'SC U; C*= CuU' est une partie compaste de G et 'on A

wW(Cc*,U*) . W(C*',U')c W(C,U)» En effet, si u ot\v e W(C',U'),

T4
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pour tout xe €', u(x) <U'x, v(x) cU'x et u(UV')cU' ", done
u(v(x)) c w(U' Ju(x) c U*3 xUx ot u.v ¢ W(C,U). L'aciome (GV')
est donec vérifié, L'intersection des W(C,U) est 1l'automor-
phisme identique et 1l'axiome (GV') est aussi vérifié, Soit
enfin C une partie compacte de G, U un voisinage de e ot
¥ cy (@) ; alors C'- Cun (C) est une partic oompacte de @
ot U U/fﬂo (U) est un voisinage de e et on u'€°= w(C',U").u,
W(C,U). En effet, s1 ucW(C',U') ot 81 v-u,- u-u,, pour
tout x €€, vle)e T (Urug(x))c (V' )xcTx, done v eW(C,U)
et l'axiome (GV')est vérifié, Dc'mtmo, les ensemblbs'f(c.ﬂ)
_déorivent une base de filtre 1> vérifiant les axiomes (av?).
(Gv?) et (GV'). Done, 81 uc G (G), les bases de filtres
u.? ¢t T. u(resp n-2 et % - u) sont équivalentes et
forment un systéme fondamental de voisinages de u dans une
topologie séparée 4, (resp, «, ) sur e groupe < (G) telle
que l'application (u,v)-u- v de ¢7 (G)x %2 (@) sur <7 (G) .soit
contimur, Bour gue la topologie <, (resp, ¢, ) soit compa=
E}E}p aves la structure de groupe de < (G), i1l faut et i1
suffit que 1l'application u > 4 de ¢ (G) sur lui-néme soit
contimue, c'est-a-dire que les deux topologies <, et <€:
soient identiques. Il n'en est généralement pas ainsi,

En effet, nous allons construire un groupe localement

compact G dont le groupe d'automorphiemes (7 (G) n'a pas

cette propriété. Solt (G ) une famil:e infinie de

(o 3



groupes topologiques isomorphes A Q_et H le sous-grou-
pe des entiers p-adiques de G/; H_ est un sous-groupe
ouvert compact de G . Soit G la somme directe locale
des groupes G, , relativement aux sous-groupes H, et H -
‘ljln » G @8t un groupe abélien localement compact tota-
lement discontinuret H est un sous-groupe ouvert compact
de G, Soit G une partie compacte de G, 1l existe des x,
€ @(1-I,2,...,n) tels que C ¢ \L_r_j’(xf- H)-C' et C' eost
une partie compacte de G. 81 xy - (xy ), » On & X3¢ K,
excepté si ( appartient A& une partie finie Ji de I et
pr (C') = LB' p:_r(‘xi+ H) =Q‘ (xg +H,)e J = {\:‘Ji J4 est une par-
tie finie de I et, 81 ¢ J, pr, (0')-H,, Ona CcC'<
!:_f; pT, (C*')-C'" ot c'_' est une partie compacte de G,
Soit U un voisinage de 0; 11 existe une partie finile
J' de I et un sous-groupe ouvert H! de H .tel gue E - . §

[3

81 14J' et que [|H® = U' < U, U' est ur voisinage de 0, X

LeET

étant infini, soit x¢JuJ', Soit xa‘(z‘)“,éc et x! - x,

8L (+~ et x* - px, . Alors x - {x% ), ., est un automor-
phisme u du groupe topologigue G. On a u ¢ W(C',U*)

(car, 81 (44, x'-x-0c¢H! ot, 8l x e H, x'-x-(p-1)x €

H-HE'; doms, ai x-(x, ) & @, u(x)-x=(x!-x,)

T1 5'-U') et u ¢ W(H,H) (oar, 81 x - (&)

(et

x, ¢H,0 CH("P), x:-p"-x: (l-p'l)xkeu!k et u(x)-x & H),

ce & Ho avee

Il résulte de ceci que, lorsque W(C,U) déerit B , W(C'*,U*)

déerit une buse de filtre équivalente & B et, pour tout



wW(C",U'), 11 existe un u ¢ W(C",U') tel que u & W(H,H).
Donc l'application u — W n' est ras continue sur le grou-
po‘ %K(G).

Cependant, si G eaf le groupe R" (resp. Q: ), les

topologies £, et «, sont identiques; le groupe o( R" )

(resp. @ ( Q")) est le groupe linéaire réel (resp.p-
adique) de rang n, munie de la topologie hahituelle,

S1 G est un groupe compact et si M(U) est 1'ensemble
des automorphismes u de G tels gque u(x)x~l ¢ U pour tout
x ¢ G, quand U décrit un systéme fondaﬁin?al de voisina-
ges de e, W(U) décrit un systime fondamental de volsi-
nages de l'automorphisme ldentique dans les topologies
"~ #¢, et %, qui sont ainsi identiques. En effet, W(U)
F(U-l).' oar si u e W(U-1) ef x ¢ @, u(ul(x))=-x ¢ U-lu(x) et
u(x) daéerit G quand x déerit Q.

81 ¢ est un groupe discret et si l(x;.xa......xn) est
l'ensemble des auntomorphismes u de G tels que u(xi)lrxi
pour 1 = I,2,...,n, alors quand lxl.xz......xn}décrit l'en~-
ﬁomblo des parties finies de G, W(xl.xz......xn) est un
sous-groupe ouvert de (G) qui Adderit un systime fon-
damental de voisinages de l'automorphliasme identique dans
les topologies <, et <. qui sont ainsi 1dan§iquoa.

801t o€ la borne supérieurs 2) des topologies di et <, ot

¥(C,U) 1'ensemble des @ ¢ 4(G) tels que u(x)x~lc¥U ot u(x)x*lcy



pour tout x ¢ @. Lorsque ¢ décrit i'ensemble des parties com-
pactes de G et U un systéme fondamental de voisinages de e,
v(C,U) déorit un systéme fondamental de voisinages de l'an-
tomorphisme identique dans la topologie € et on voit com-

me précédemment que celle-ci vérifie les axiomes .(GY', )e

(GV',) et(GV' ). De pilus, V(C,U) étant symétrique, 1'appli-
cationu — u de ¢ (G) sur lui-méme est contimue. ILa topolo-
gie ¢ vérifie donc l'axiome (GV'. ) 7 ); elle est donec compa-

tible avec la structure de groupe de gy (G). La topologie

est appelée topologie de G. Birkhoff °),

Définition 1.~ On dit que le groupe g(G), muni de la to-

pologie de G, Birkhoff, est le groupe d'automorphismes dm

groupe localement compact G,

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contrai-

re, %1(0-) désignera le groupe topologique ainsi aérini,

Soit G un groupe localement compact; 8i 8 ¢ G, l'automor-

4

Phisme intérieur x - 8xs ™’ est un automorphisme u, € g (@)

et 1l'ensemble des automorphismes intérieurs est un sous~
groupe distingué de < -(G) .

- Proposition I.- S1 G est un groupe localement compact

dont les deux structures uniformes sont identiques, s _, L

o3t une représentation continue de G dans (¢) %),

8 -u_ est une représentation de G dans c¢2(G), ocar, s1

8¢G et t€¢G, u'(ut(x)) - stxt '87"- Uy (X) o Cette représen-

2§
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tation est econtinue, En effet, quel que soit le voisinage

U de o, i1 existe un voisniago aymétrique U' de ¢ tel que

pour tout x ¢ G, XU'x-"-U" et U''cVU °),; dome U'xP'x " c VU '“c ¥,
et, 81 X c U', 8x8'x U ot 8 ° x8x '«U, pour tout x apparte-

nant A une partie compacte quoléonque C de G; done ug € v{c,u).
L'image 'réoilproquo de l'automorphisme identique par cet-

te représentation est le centre de G,

Corollaire,~ Si G est un groupe compact et si Z est son

sentre, l'ensemble des automorphismes intérieurs de G est

un sous-groupe compact de ¢(G), isomorphe ° G/Z,

En effet, les deux structures uniformes de G sont ‘iden-
tiques et s - est un homomorphisme de G dans ¢ (@),

Proposition 2,~ Pour tout xe¢ G, u — u(x) est une applie-

cation continue de ¢ (G) dans @,

En effet, soit U un voisinage de e, L'ensemble des v (a)
tels que v(x)u(x) =lc U est W({x},U).u>V({xy,U). ~u qui est
un voisinage de u danz ¢ (G),

En particulier, l'ensemnle des u ¢ < (@) tela que u(x)- x-
est un sous-groupe fermé de ¢ (@) °).

Soit H un sous-groupe de G et u ¢ ¢ (@) tel gue u(x)-x
quel que soit x<H, On a u(E)= K et, par suite, X est un
sous-groupe fermé de G t;l que u(H)= H- u(f) , La restrio- -
tion de u & H est donc un automorphisme do'ﬁ, prolongeant
l'automorphisme identique de H ; c'est donc 1l'automor-

Phisme identique de H,
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comme H c H, l'ensemble deamu ¢ < (G) tels gque

a(x) =x pour tout x ¢H eat égal 4 1l'ensemble des u < 9 ¢6)
tels que u(x) = x pour tout x ¢ H, Cet ensemble est un sous~
groupe fermé de 9 (G), car il est 1'1ntcr;¢ction des sous-
5rouﬁes fermés de (g(é) formés par les n(x)tx, quand x
décrit H,

Définition 2.- S¢ H est un sous-groupe fermé de G, le

sous-groupe fermé € (H) de ¢ (G) formé par les u ¢ ¥ (@)

tels que u(x)- x pour tout xeH est appelé le centralisa-

teur de H dans  ¢J (6) *).

Soit K un corps topologique localement oompac.t.. K' un
sous-corps fermé de K, L'ensemble des automorphismes
du corps K qui appartiennent au centralisateur ¢ (K*)
de X' est un sous-groupe fermé C1(K,K') de ¢ (X3, qu'on
appelle le groupe de Galois de K par #rapport & K'. Les

groupes de Galois topologiques ainsi définis Jjouent un r8le
important dans la théorie des corps localement compacts, en
particulier dans la théorie des corps discrets d’).
Soit H un sous-groupe de G et uc¢ ¢y (G) tel que u(H) =Ax.
On a u(H). H, car H -u(H) est un sous-groupe partout dense
dans § et dans u(H). u(H).
81 H est un sous-groupe fermé de G, l'ensemble des u ¢<1 (G)
tels que u(H)- H est un sous-groupe fermé de Uj(G). En effet,

81 u(H) - H et v(H)- B, V(H) - H et w(¥(H)) =u(H) - H; c'est
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un ensemble fermé, car c'est 1'intersection des ensembles,
fermés d'aprés la proposition 2, formés par les u <9 (@)
tels .que u(x) ¢ H, quand x déerit H.

Définition 3.- S1 H est un sous-groupe fermé de G, le

sous-groupe fermé ¥ (H) de (7 (G) formé par les u ¢ ¥ (@)

tels que u(H) < H est appelé le normalisateur de H dans
g(e). 7).

Le centralisateur ¢ (H) de H est un sous-groupe distin-

gué fermé de 7T {(H). En effet, si u < n(H), v ¢ “ (K) et
x ¢H, on a u(v(u(x))) - u(i(x)) -x, ear u(x)e H; done u.v.d €
% (H) ®

Proposition 3.~ S1 H est un sous-groupe ouvert gompact

de G, son normalisateur est un sous-groupe ouvert de Y (@).

En effet, montrons que »t (H) - V(H,H). Si u ¢ W (H) ot
81 xc¢ H, u(x)c H et ul(x)x"1c H; de méme u(x)x~1¢ H; dono n ¢
V(H,H)., Inversement, si u ¢V(H,H) et s1 xc H, u(x)x"1¢ H ot
w(H) ¢ H; de méme u(H)c H; d'ol u(H) = H, On en déduit la pro-
rosition, car V(H,H) est un coisinage de l'automorphisme
identique.

Soit H un sous-groupe fermé de G et u ¢ Y7 (H). Ia res-
triction u, deu A H est un automorphisme de H,, On vérifie
facilement que u -, u, est une représentation de ¥1(H) sur
le sous-groupe de (1(E) formé par lea automorrhismes u, de
¥ qui peuvent 8$tre prolongés en un automorphisme de G, Cet-

te représentation est continue. En effet, si u ¢ Vi (H) nY(Q.U).
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¢ étant une partie compacte de G et U un voiaiha.gc de ¢, gue
quel que soit x¢H, on a u(x)cH, n(x)x'le Bx~1_=® et, quel
que soit x¢C, u(x)x=1l¢ ¥,; donoc, sl x ¢ CrH, u(x)x"¢U nn;.
de méme u(x)x~lc¢ UH, 81 xe€ Cn H; dons u éV(CaH, U0 H),
¥(CnH,UnH) décrit un systime fondamental de voisinages de
1'automorphisme identique dans ¥t (H) et 1'image inverse

de V(ChnH,UnH) par u - u; contient W (H)n V(C,U), done

est ouvert dans TU (H)., En résumé:

Proposition 4,- Si H est un sous-groupe fermé de G et =i

u €71 (H), la restriction Uy de u & H est un automorphisme

de H et u - “H est une représentation continue de 77(H)

dans ¢ (H).

L'image réciproque de l'wutomorphisme identique de H par
cette représentation est l'ensemble des uc¢ < (G) tels que,
pour tout x¢ H, u(x) = x, o'est-a-dire €(H). u —.ug n'est

généralement pas un homomorphisme,

Soit maintenant H un sous-groupe distingué fermé de G,

8/H est un groupe localement compaét; soit ¢J(G/H) mson
groupe d'automorphismes. Siru ¢ yI(H) ot 81 X ¢ G ot y € a,
xy~lcn équivaut & n(t’)n(y)"le H ou h’&(x)ﬁ(y)'l ¢cH ot on a
W(xyH) cu(x)u(y)H = u(x)Bu(y)H; et ii(xy)n=ﬁ(x)7&(y)n =
;(I)Hﬂ(y)n. Doneé xH »u(x)H est automorphisme u du grou-

Pe (non topologique) G/H, Si U est un voisinage de e,
(U)K = u(UH) cs.t ouvert dans G/H; donc u est bicontimu et

i“#(G/H). On voit facilement que u — U est une représen=
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tation de TU(EH) dans (7 (G/H) et cette représentation est
contimue, En effet, solt U un voisinage compact de e et C'
une partie compacte de G/H. I1,existe des x, ¢ G(1-1,2,,..,n)

n

tels que C* Cag xi‘lm; soit C - };{ xiv; C eat unepartie compacte
de G et CH' une partie compacte de B/H contenant C', Si u ¢

1 () n V(C,U), quel que soit v ¢C, on a u(x)x"<U, u(xH)x -"H =
w(x)x""H cUH., De méme u(xH)x 'H < UH et u ¢ V(CH,UH) c V(C',UH)
v(c' ,UH) déerit un systime fondamental de voisinages de 1l'au-
tomorphisme identique de ¢ (G/H) et 1'image réciproque de
V(C',UH) par u — u contient W(E) n V(C,U), donc est ouverte
dans 7T (E)., En résumé:

Proposition 5.,- Si H est un sous-groupe distingué fermé de

G et si u ¢ 7t (R), xH —»u(x)K est un automorphisme u ¢y (@/H)

et u _ U est.une représentation continue de 97 (H) dans ¢ (G/H),

L'image réciproque de l'automorphisme lidentique de G/H par
» > u est le sous-groupe distingué fermé Z (H) de v (K)
formé par les uc¢((G) tels que, pour tout x ¢ @, u(xK) * xH,
e'est-h-dire u(x)x tH et W(x)x < H, ¢(R)nZ(H) est un sous-
groupe abélien fermé ’) de y(@). u — u n'ést généralement

Pas un homomorphisme,

L'intersection des normalisateurs de tous les sous-grou-
pes fermés de G est appelée le moyau ") &% ¢ (G), C'est un
sous-groupe fermé de ()(G), car c'est 1'intersection des

sous-groupes fermés J((H), quand H déorit 1l'ensemkle des sous-
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groupes fermés.de @. On désigne le noyau de (g(ﬂ) -par > (@),
X (@) eat un sous-groupe distingué de y(a), asr s1 u ¢ X(G).
et 81 ve g (G), on a, pour tout sous-grumpe fermé H.de @,
w(V(H)) - ¥(H) ot v(u(¥(H))) - v(V(H)) - H, done v.u-¥ ¢ x (@),

Proposition 6.- Pour gu'un automorphisme u ¢ ¢(B) appar-

tienne & J< (G), i1l faut et il suffit que, pour tout sous-

groupe oyocligue H de G, u(H)-H °).

Soit H un sous-groupe cyclique de &; si u e % (@), u(H) -H,
Inversenent, 81 H est un sous-groupe fermé quelconque de &
et 8i, pour tout sous-groupe H de G engendré par x € @,
u(ﬁx) s ix’ on a, 81 x¢H, u(x)e u(E, ) cu(l,)-H; c x
dons u e ¢ (@),

Définition 4.- Un sous-groupe fermé K de G eat dit ca~

pactéristique si ¥ (H) = ¢g (@),

Tout sous-groupe caractéristique est distingué, 8i H est
un sous-groupe de G tel que u(H) - H pour tout u €y(@), son
adhérence E e#st un sous-groupe caractéristique de G,

Théorime I,~ Soit G un groupe localement compact, produit

d'une famille (G, () ., de sous-groupes fermés caractéristie

ques; le groupe topologigue ¢ (G) est isomorphe au produit

de la famille de groupes ( (] (G )) ;.

Remarquons que tous les G , sont localement compacts et mé=-

me compacts, & l'exeception 4'un nombre fini d'entre eux,

Soit uw < ¢(G). La restriction de u 4 G, esat un automor-

Phisme u, Qu groupe topologique G et on a u(x) = (u (pr (x})) .,
En effet, si J est une partie finie de I, l'application J —

u (pr (x))) ., @ pour limite u(x) suivant le filire des sections
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de 1l'ensemble des parties finies de I, ordonnée par la rela-
tion ¢ , car u , est contimu pour tout c eI,
Inversement sl ue g (B )y (uspr ) . est un automorphis-
me u du groupe (non topologique) G, u, . pr et U, . rr, étant
sontinus, u est un homé‘oporphisme de G et sa restriction
G estu . On vérifie facilement que u _» (0 ), st un
isomorphisme ¢ du groupe (non topologique) ¢ (G) sur le grou-
pe m g (G ). Soit U=-t[:|1ULnn voisinage de ¢ dans G, défini
comme i| suit: U, est un voisinage de ¢, dans G  é&al & G,
excepté 81 ( appartient i une partie finie J de I, Si1 C o-f
une partie compacte de G, pr, (C)=- C est une partie compac-
te de GL ; onacC CJ:', Ct=c’ot. C'\ est une partie compacte de G,
On a done V(C',U) cV(C,U). S1 V (C U, est l'ensemble des
w, €9(G ) tels que u, (x )x'¢ U et W, (x, )x;’¢U, pour tout
x € C, alors pour tout (¢ ;, ¥ (C ,U ) = &1(G&,), Done

[1V,_ (C_,U,) est un voisinage de 1'é1lément neutre du groupe

(Y 4

topologigue [ 1 (G Jet on a ¢ (V(C,U))> ¢ (V(C*,U)) =(ﬂ v (C.,U,);

done l'isomt;;;)hisme_“?est_ continu, D'autre part, soit tl:ivt

un voisinage de 1'élément neutre de tTICJ(GL), défini comme

i1 suit: A\ est un voisinage de 1l'automorphisme identique dans
v(e) égal & (g () excepté 81 ( appartient i une partie

finie J de I ot, 81 ¢( eJ, V,_ est 1'ensembdle v .(C ,U ) des

L e‘;szL) tels que u (x )x'e U, ot w, (x )x'e U, quel que soit

x¢ C (U étant un voisinage de e, dans G, et C, une partie

compacte de G, )., Soit U -G _ et C, une partie cémpacte quel-

conque de @ _ , pour ¢ ¢d. Alors, po:r tout (4¥H, (g(c,_) =Y =

V (C U ). U< (17 est un voisinige de e dans G et G- 116G,

L€} (W §
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est une partie compacte de G; donc V(C,U) est un voisinage
de l'automorphisme identique dans ¢j(G) et V(C.U):ZF(];LV‘ )
1l'isomorphieme ¢ est donc continu et est un isomorphisme

de ¢ (G) sur 11 ¢ (@) .

Lel

Théordme 2.~ Si G est un groupe abélien localement com-

——

pacte et si G est son dual, les groupes topologiques gz(G)

ot (g(é\) sont isomorphes.

81w e ¢ (G), on sait ") que son transposé 4 est un anto-
morphisme du groupe topologique Getona » 81 v e ¢ (G;.
i.v = &. 8, Done u — 4 est un isomorphisme  du groupe (non
topologique) ¢ (G) sur le groupe g (G). Quand U déerit le
filtre des voisinages dc O dans T et C (resp. C) l'ensemble-
des parties compactes de G (resp. a). 1*'ensemdble vi,cuydes ucqy (@)
tels que (u(x)-x,X) ¢U ot (d(x)-x,%> ¢ U (resp. l'ensemble
V(c,0,U) des & ¢y (8) tels que <x,8(%)-%) ¢ Vet <x,4(%)-%5 € U)
quels que soient xc¢C et & ¢ C, décrit un systime fondamental
de voisinages de 1l'automorphisme identique dans ¢ (G) (resp,
dans <3(G)). On a Cu(x)-x,&5: u(x),&)=(x,2)-{x,8(%)) -(x,&) =
(x,8(%)-2); de mdme (u(x)-x,&>-(x,4(%)-%) . Done ¥(C,C,U) -

¢ (V(C,E,U)) et ¢ est un homéomorphisme de fg(g) sur ¢ ().
Avec oces notations et celles de la proposition §, on a la
Proposition 7.- Si H est un sous-groupe fermé de G et li'

H™ est sony conjugué dans 6. ona g ( YU (H)) =2 (B®) ot
(¢ (H) = X (R*),

En effet, 81 x ¢H ot X cH, on a <u(x),® x,8(2)) , 851
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ae T (H), on a u(x)e¢ H, <u(x),%)-0, donc a(%)cH et @ ¢ YL(R")
si 4 ¢ v(H”), on a 4(%) ¢ H™, (x,0(%))- 0, donc u(x)e¢ H et
ue VUL(H). Dol ( VU (H)) = vt (HY),
D'autre part, s1 x ¢c H et £ ¢ @, on a (u(x)-x,2 -<u(x),2>
- (X, %) =(x,0(&) -(x,i)=(x:.ﬁ(2)—i> e 1 weVU(H), on a

u(x) = x et(x,a(R)-%y-0; done G(2)-%¢ H” pour tout ¢ &
et, de méme, ~é(i)-ﬂ: ¢ H; d'ol @ ¢ X (H*). Inversement, si

8 e Z(HY), ona 4(g)-2 ¢ B" ot(n(x)-x,i\x-o done u(x) = x
pour tout xe¢ H, o'est-i-dire wuc C(H) . D'oh ¢( % (R)) =% (H").



$ 2.- Groupe d'automorphismes d'un groupe localement compact

totalement discontinu,

Proposition I,.~ S1 G est un groupe localement compact tota-

lement discontinu, 1'ensemble des sous-groupes ouverts de .

(4(0) est un systéme fondamental de voisinages de 1l'auto-

morphisme identique,

Soit H un sous-groupe ouvert compact de G et C une partie
compacte de G, C*' < CuH.est une paftie compacte de G ot on
a V(C',H) cV(C,H), 31 uev(C',R) et v<V(C',H), on, a pour
tout x ¢ €', u(x) ¢ Hx et v(x) ¢ Hx, u(H)cH et ¥(H) cH; done
u(X(x)) e u(H)u(x) c Hx et, de méme, v(u(x))e Hx. Dome u ¥ €
v(c' ,H), V(C',H) est donc un sous-;roupe ouvert de <z (G).
D'autre part, quand C décrit l'ensemble des parties compac-
tes de G ot H 1l'ensemble des sous-groupes ouvertis compacts
de ¢ (qui est un systime fondamental de voisinages de e )
Y(C',H) déerit un systéme fondamental de voisinages de 1l'au-
tomorphisme identique dans ¢ (@),

Corollaire, - 84 G est un groupe localement compact tota-

lement discontinu, (g_ (G) est un groupe totalement discon-

tim,

En effet, V(C',R) est ouvert et fermé; la composante con-
nexe de l'automorphisme identique est contenue dans 1l'ine
tersection de V(C*',H) et par suite, se réduit a l'auto-

morphisme identique.
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Soit G un groupo'ubélicn‘looalemont compact totalement

discontinu ainsi que son dual, On a vu que G est somme di-

recte locale de ses composantes primaires Gp (p =8;3;...).v

relativement 4 des sous-groupes ouverts compacts Hp.

Théoréme I.- Le groupe d'automorphismes ¢J(G) est pho-

duit direct J.ofcal des groupes d'automorphiemes (g(Gp)}(p =

2,3,...), relativement aux sous-groupes ouverts ) (Hp).

En effet, 1] est clair que, pour tout entier premier p,
Gp est un sous-groupe caractériaéiquc de G, Donc, 8i g €Q (G)
la restriction de u A»Gp est un automorphisme u, de Gy,

B - Y;lﬂp et u(H) n H = H' sont des aou_sl-groupu ouverts mcom-
pazts de G et u(H)/H' est un groupe fini d'ordre m - gpf’c o
En remarquant que la composante primaire (ass, a p) de H

(resp. de u(’H)) est Kp<(rosp. n(Hp)), on voit que pour tous
les entiers premiers p différents des py (1-1,2,...,m),
on a n(np) CHy, c'est-a-dire up(Hp) ch. De méme, pour ;
tous les entiers premiers p différents d'entiers P (3 -1,
2....;3'). on a ifp(lip) C Hp” Done ,pour tous les entiers pre=-
mier py différenta des Py et des pJ (1 = I.,z,....m, J = I,
2,...,m"), On a up(Hp)=Rp. o'est-h-dire u, € ¥ (Hp); In-

versement, soit (u un élément du produit. direct lo-

N P)P=2.3...3
cal () des groupes (gL(Gp) , relativement aux sous-groupes

ouverts ﬂ(Hp). Si x = (xp)p=8.3'.’..‘c avec xp? Gp pour tout en-



tier premier p et ire:np pour tous les entiers premiers p,
excepté un nombre fini, on a up(xp)eBp pour tous les entiers
premiers p, excepté un nombre fini; donc (up(xy))p_,, <@

On vérifie facilement que x — (up(xp))pgzdfuolt un automor-
phisme u du groupe (non topologique) G, D'autre part, soit
H'=f§lH£ un voisinage de 0 dans G, H} étant un sous-groupe
ouvert compact de Gpo égal & H,, excepté pour un nombre fini
d'entiers preﬁiors Py (1==I,2.....n). up(Hp) est un sous-

. groupe ouvert compact de G, égal & H, 81 p+Ps (1=1I,2,...,n),
et u(H') =t;lup(Hp) est un sous-groupe ouvert compact de G.
Ceci montre que u est un isomorphisme bicontinu de G sur
lui-méme: u ¢ (J(@), Ces remarques montrant que u —'(u;)P=,z'3.,,,
est un isoworphisme ¢ du groupe (non topologique) ¢y (@)

sur le groupe (1 ., Soit Yp(cp.Hi) le voisinage de l'automor-
phisme identique de Gr formé par les upeg(Gp) tels éuo
lp(xp)-xpe : ﬁ;(xp)éxpeni pour tout xp ¢G,, €, étant
une partie compacte de Gp contenant Hp ot Hi un sousg-groupe
ouvert de Hp tels que cp;=n;==nj excepté pour un nombre fini
d'entiers premiers Py (1 =X,25000,01). On-a vp(cp.nf,)c v (Hp)
pour tout entier premier p et YP(GP.Bi) =Y(Hp) si p =+ py

(1 -1,2,...,n). Les ensembles 1) ¥p(Gy,H}) forment done un
systime fondamental de voisinages de 1'élément neutre dans

(1 « Pour que .4 solt bicontinmu, il faut et 1l suffit que les

-1
g ( EIVi(cp.ni)) Torment un systiime fondamental de voisinages



de 1l'automorphisme identique dans ¢ (@). Nous allons démon-

trer cette derniére propriété, GP et Hi, étant choisis comme

précédemment, C¥ - I? Cp est une partie compacte de G et H' -
g\ H;) e8t un sous-groupe ouvert de H; il est blen wlair’
que 1'on a ¥ ( ]'?1 Vp(cp.H;))) c V(c",H)., D'autre rart, soit

H* = {;’J Hl',’ un sous-groupe ouvert de H, l[i, étant un sous-grou-

pe ouvert de Hp. égal a Bp excepté pour un nomdbre fini Ad*en-
tiers premiers p, (1=1,2,...,n), ot 80it C une partie compac-
te de G contenant H, Il existe des éléments xje€ (3-1,2,

n'
eseglt’) telg que C c_U(zJ+n) =G' et C' est une partie com-

JCI
pacte de G, Si x,- (xJ ) o Onaxy; €H, excepté pour

oD P=21,..
un nombre fini d'entiers premiers Ps.k (x=1,2,§..,n35), Po-

nt

sons cp’};’,(xj D +llp). cp est une partie compacte de ¢, con-
tenant Bp et on a cp= l!p 81 P+ Py,x (k- I.z.....na.j =I1,2,
es.gn®), C¥-= T?cp est une partie compacte d-e G contenant ¢
et on a V(C",H) ¢ V(C,H'), d'ou le résultat,

Corollaire.- Si G est un groupe abélien compact totalement

discontinu (resp. un groupe diseret dont tout élément est

d'ordre fini) ona ¢(6) = T;l‘g(ﬂvp).

Soit maintenant G un groupe abélien localement compast
primaire (ass. 4ap). Remarquons d'ablord que le groupe topolo-
8ique (éL(G) n'est pas en général primaire (ass, & p).

Des exemples de ce fait sont fournis par les groupes

d'automorphismes de Z/(PF) et de Q, . En effet, d'une




part, tout automorphisme de Z/(PF) est de la forme
x»aX, ol & est premier avec p et le groupe d'automor-
phismes de Z/(pT) est un groupe R (p¥) d'ordre
p*~1(p=1). Pour qu'un automorphisme appartenant & A(pT) ait

pour prdre une puissance de p; il faut et il surffit qu'il

soit de la forme x — (1 +pu)x aves u ¢ Z /(p¥)., B'autre part

tout automorphismc de Q » est de la forme x - ax, oL & €

Q," et le groupe d'automorphismes de Q. e8t isomorphe am

groupe multiplicstif Q;*. Pour que la représentation

B ~a® de Z (muni de la structure p-adigue) dans Q,”

80it continue, 11 faut et il suffit que a ¢ i¢p, Ces re-

marques peuvent se généraliser de la facon suivante:

Proposition 2.~ Soit G un groupe abélien compact primaire

(ass. & p); l'ensemble des automprphismes u ¢ & (G) tels que

u(x)-x ¢ 6P) pour tout x¢ ¢, est un sous-groupe de 9 (G); prie

maire (ass. & p).

Soit G un p-groupe abélien diso_l-'ct et u un antomorphimme’

de G aprartenant au centralisateur €(G(p) de @(,); Posoxs
u(x)-x = v(x), x — v(x) est un endomorphisme de G et on a
;(G(p ))={05 8i n> I. En effet,.on a v(G(p)) = {0); supposons
nQ|uc v(G( .,.)) -{01; si zcc(p n) OB & pX eG(p,. ) ot pv(x)
v(px) - 0; dono v(px) G ) ot ¥(x) - v(¥(x))-0; a'od

;( ( ,,)) ={0} . Soit maintenant [xl.xz.....x"} une partie fi-

.nle de G ot V(x,, z.....x ) le voisinage de l'automorphisme
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idsnticue dans (;(G), formé par led u ¢ ¢ (G) tels que u(x,)-
x, pour 1:-1,2,...,n, 31 r est le pius petit entier tel que

~ n’ r -~
prxi- 0 (1= 1I,2,...,0), et 8i n e‘e(G(p)), onau (X, X, 4 %,)

K74%L) pour tout entier n', En effet, on a

p" L 'y
w(x,)-x, + L Corvlxy) + vixg) )
r-1 K .
= X4 4 K{“. v(cP': x4) car ;(xi) -0
= x car, puisque pr"k divise C .. (0 <X< n)
i ’ P - Tl

r

c:,xie G(i") ot v(c:, xil- 0 donc,:x e‘v(x, oX seeseXp) ot,

comme V(x ,x .....xn) est un sous-;ronpe ouvert de (@),

r

Iu‘ € V(x, ,xL’,....xn). 0004 montre que n >u est une ropréun-
tation continue de Z (muni de la structure p-adique) dans
e (6, .) .

(P) S '
Montrons maintenant que < (G(p’) est complet. Soit & um

- f1ltre de Cauchy sur € (0(p’). Pour tout x¢ G, 1'image de

& par l'extension de l'application continue u - ufx) o;t
une base de filtre de Cauchy sur G, Co me G est complet, cette
base de filtre converge vers un élément u,(m) de G, On vérifie
facilement que x -;uo(xl est un endomorphisme de G et que uy(x)
=x 81 xeGip). Posons no(x)-x-.-vo(x). x — v,(x) est un endo-
morphisme de G et on vérifie, comme précédemment, que ;0(6(1;-))
= {0}, 81 ny» 1., Soit x €G ot P° 1'ordre de x. X — X + 3:'(-1)"1"‘0(:)‘

K=1
¢st un endomo#phisme u; de G ot on a

u!tu,(x))

xev (x) v T (D)W L (-1 Flx)

=1

uo(u;(x))

= X car "VLO(I) = 0'



Ceci montre que u, est un aitomorphismc de G et on voit facie
lenent gque LI ?(G(p)). Montrons maintenant que le filtre

5 wonverge vers no. Soit {x,._xt.....zl} uno partie finie de
G. Il existe M ¢ T tels que M-K C V(x, 1X, 4eesoXy). Pour tout
i1 = I,2,,..,m, 11 existe un Uy €M tel que u,(x,) -—u,(xy), Mais
pour tout uc M, on a u(x,)-uy(x,), ear el € VIX X 4000 ,%).

Done n(xi).—_ni(xi)=no(xi) ot Mcu,- V(x ,x ,...,x ), I1 en

résulte que 9 oconverge vers u, ot (G( p)) est comple/t.

La proposition 3 du $I du Chapitre II montre que € (6(p))
est primaire (ass. A p)., S1 G désigne le dual de G, G est un
groupe abélien compact primaire (ass, & p) et 6(1’) est le
conjugué de G(p) dans G, L'ensemble des u¢ ¢ (G) tels que
a(2)-2 ¢ 6{P), pour tout 23, eat Z (8(P)), = (3(P)) est

isomorphe & € (G, ,) 4'aprés la proposition 7 du $ I et, par

suite, primaire (usil.’)é P).

Torsque G eat de rang fini, 3(1’) est un sous-groupe ouvert

de G, d'aprds la proposition 6 du § 3 du Chapitre I1I; Z (8(®))
x Y(E,a(P)) est done un sous-groupe ouvert de ¢ ().

Coi'ollaire.- Si G est un p-groupe abélien discret, < (G(p))

est un sous-groupe primaire (ass., & )) de & ().

Lorsque G est un p-groupe abélien discret convenadble-
ment choisi, cette démonstration montre 1l'existence de
groupes complets primaires (ass, & p) qui ne sont ni abéliems

ni localement compacts et qui ne sont pas des p-groupes,




Proposition 3.- Si G est un groupe abélien localement

compact primaire (ass., & p) et 81 q ¢ 1+Pp, X >qx est un aun-

tomorphisme nq du groupe topologique G et 1'ensemble des au-

tomorphisres nq de G est un sous-groupe '’) compact du centre

~de (1 (G), isomorphe & Z, ou cyclique d'ordre p@.

En effet, d'aprés la proposition 4 du $2 du Chapitre II,

X -» gx est un endomorphisme continu de G sur lui-méme, car,
d'aprés la proposition 5 du $2 du Chapitre II, quel que soit
yeG, i1 existe X ¢ G tel que y- qy. D'autre part, v, est
biunivoque, car 8'il existe ;' ¢ G tel que gx=qx', on a
g(x=x')-0 ot x = x', d'aprés la proposition 5 déjh citée.
Enfin, 81 q ¢ 1+p, q est un entier p-adique appartenant & -
l1+p ot nq-l est un endomorphisme continu de G et c'est é-
viderment l'application réciproque de uq, qui eat ainsi un
automorphisme du groupe topologique G, q -4 est une re-
présentation du groupe multiplicatif 1 +p dans le groupe Y (c).
En effet, quel que soit x € G et quels que soient qec¢l+p ot
Q'¢ 1:P, on a uq(nq.(x))=nq(q'x) =qq"x=ug e(x). Soit C une
partie compacte de G et H un sous-groupe ouvert compact

L
de G; 1l existe des x ¢ @ (1-1I,2,...,n) tels que C CH.(zi + H)

1
et la classe xif H est d'ordre fini 1>1'1 dans le p-groupe G/H
8i r- max(r, .r,_.....rn). pour tout 1 -W,2,...,n, On &
pri x ¢ B ot, si o'epT, q'xien. Si xeC, 11 existe un x,

r
ot ycH tels que x.x+y ot, sl qel+pF, ona g-1lc¢ P et

qx-x=(q-1)x = (‘1‘1)114( q-1)y < HtH=H, oar (q-1)xj €H;

\°<



¢ €1-pF ot on a, de méme, q=1 x-x ¢H pour tout x¢ ¢; done

nqe V(C,H)., Il en résulte que q — L est une représantation

"eontinue de 1+ p dans ) (G) et, comme 1 +p eat compact, ¢'sst

un homomorphisme. L'image de 1 +Pp par celui-ci est donc un
sous-groupe de (1 (G) isomorphe & Z, oua Z /(pn). S1

u ¢ ¢ (@), u(nq(x)) = u(qgx)= qu(x) -uq(u(x)). car u est con-
tinu; done u. Usu,-u et w appartient au centre de (¢ (@)-
Notons qu'il y a identité entre les automorphismes d'un grou-

pe abélien localement compact primaire (ass., A p) G et les

automorphismes de G, considéré comme 'Z,', -module localement

compact,
En particulier:

Proposition 4.- 91 0 est un groupe abélien localement compact

primaire (ass. & p) dont tous les éléments F O sont d'ordre

infini et s1 ¥ est 1'espace vectoriel sur O, qui lul est

associé, (1 (B) est le sous-groupe fermé 7((G) du groupe

9;(&‘) des transformations linéaires de G.

.Cela résulte immédiatement de la proposition I du $4 du
Chapitre II.



$3.~ Mesure de Haar et groupe d'automorphismes d'un grou-

pe localement compact,

Soit G un groupe localement compact et L 1l'espace veo-
toriel sur le corps des nombres complexes formé par les
fonetions ocomplexes f déﬁniols et continues sur G et telles

A
gue (7(0) soit reldtivement compact., 31 f ¢ <l est mulle

en dehors d@ 1'ensemble compact C et 81 u ¢ ¢ (G), 2.0 s'est
une fonction définie et continue sur G et nulle en dehors

de 1l'ensemble compact u(C); dons .U €L, 81 £ ¢ L ot g ed,
ona (f£rg)d = £-d:g-u et AL.W = A (£:u), pomr tout nom})fo com-

plexe N\ . On voit ainsi que £ — f.u est une transformation

linéaire T, de 1l'espace vectoriel L o
Soit I(f) = [ £(x)ax 1'intégrale de Haar sur @ (£cl) "),
Stw <y (a), £.9 ¢ J ; posons I () - [fld(x))ax. I -T1-2,

est une fonotionnelle linéaire positive définie sur L et on

a, 81 scG:

I‘(f'YS) = ff(eu(x)) ax
= ff(d(u(s)x)) ax
= § £(u(x)) ax
= Iu(f).

sar I est invariante & gauche; I, est done aussi invarian<

te A gauche et, par suite, ne différe de I que par un fae-
teur multiplieatif & (u)> 03
ffli(x)) ax-a(w) [ =z} &x o

\



Péfinition I,- 4 (u) est appelé de module de 1'automor-

phisne u ¢ ¢ (G),

S1 o'est le groupe additif de R" (resp, @, ), 2 tout

r
automorphisme u de G correspond une matrice carrée a n -
lignes & coefficients réels (resp., p-adiques) dont 1le
déterminant est un nombre réel (resp.p-adique) 4 (u) + 0

et ona \f(u)l =a(u) '*).

Proposition I.- u > A (u) est une représentation continue

du groupe topologique UJ(G) dans le groupe multiplicatif

localement compast R® des mombres réels > 0;

En effet, 81 £ c¢ L et sl uey(G), et v € 2(G), on a
s(a.v) f2£(x) ax = [£(v(u(x))) ax

= a(u) J £(¥(x)) ax

= s (u) A(T)ff(x} dax
done A(u.v) = » (ﬁ) A{v) et u-a(u) est une représentation
de (j(G) dans R’, Montrons qu'elle est continue, Soit
f ¢4 telle que [f(x) dx = 1, £ est mulle endehors d'un
ensemble compact C. Soit ¥ un voisinage compact de e. £ est
uniformément continune; done, quol’ que soit ¢ > 0, il existe
un voisinage compact UcV tel que sl yz'l eU,It(y)=-2(2)| ¢
UC et VC sont des ensembles compacts, mesurables et de me-
sures m(Ve) > m(UC)>0. Si x¢UC ot u e V(UC,U) on & ;(x)x"le v
ot |f(ulx))-L-x)| (1. Domos

\©



1o(w)-1] = |A(n)-1lff(x) ax
| fumf(il(x)) ax - §_ f£(x) ax|
L f(d(x)) ax - [, £(x) ax | ear u(R) c UG

u

L}

€, TGlx )-tx)ax ¢ sup | £(d(x))-2(3)1 [, (x) ax

¢ fy(x) ax < & m(VC)
En partioulier Afd) = alu)l et
a(u) [ fulx)) ax = [f¢x) ax
81w désigne 1'automorphisme intérieur x —sxs=l, 1*appli-
cation composée de A ot de s ~ug o8t une représentation

de G dans le groupe R*, qu'on appelle le module de s et

qu'on désigne par s(s) et on a
a(a) [2(x) ax-(f(a (x)) ax - [ f(s"lxs) ax
- [f(=s) ax , '

~ear I est 1nv-.r1aﬁtc' 4 gauche, En vertu de la contimité u-
nifor;no de £, 8 —A(g) - est une représentation continue de
@ dans RY °),

Soit £ ¢ L ,u ¢ ¢4 (G) et p un nombre réel > ., Ona

Jrex)) 1 ax)”stu)” (1 2x) 17 ax)””

Done, quel que soit > 0,

J12(x) V¥ ax) " ¢alu)”e emtraine ( fif(u(x)))1” ax)” < ¢
ot T e¢st upe transformation lindaire dicontinue de 1l'espa-
ce v:ctoricl L , muni de la topelogie &éterminée par la
norme () £(x)|” axd’* . 81 o, désigne le complété de L

nuni de la structure uniforme définie 2 l'aide de cette nor-

me, ona [, = 7= Iu(i ) = ti( a[:,.) et 2, est une transfor-

109



pation linéaire bicontimue de 1'espace °[,P”).

De plus, on vérifie facilement que T, est une transfor-
mation linéaire bicontinue de 1'espace o, complété de
1'espace [ , normé par“a\:g 1 £(x) |

Proposition 2.- 81 f ¢.f,,u — f-i est une application
continue de () (G) dans J{,,

En effet, soit fcd,. Quel gue soit <> 0, 11 existe g €L
tel que ( f 1 2(x)-g(x) I’ ax)¥s. g est nulle en dehors d'um
ensemble compact C._ Soit V un voisinage compact de e, g est
uniformément continue; donc, quel gque soit :¢> 0, il existe
un voisinage compact Uc V tel que, si yz=leU, |agly)-gl(z)| ¢
UC et VC sont des ensembles compacts, mesurables et de
mesures m(VC) > m(UC)> 0. S4 x¢ UC et 81 u.v ¢ V(UC,U), on &
u(x(x))x"lev ot | glalv(x)))-glx)| ¢s . Domo
> (F) 7 ( f glE(x))-g(¥(x) ) ax)"- (f1a(@(r(x)))-glx) || ax)?
= ( J yelilv(x)))-g(x) I‘ax) " ocar u(v(C))c VG |
¢ (S Gup | g(Elr(3)))-6xI D" 4, (x) ax) e
< ¢(Jy (x) ax) P ¢ e m(VEYVT
D'autre part
¢ S 1 2(ilx))-glalx))1 ax)"s almd s
(f ] 23 x))-a(F(x))| ax) e a(v)%s T s |
C1e(Ex)-2(F(x)) e ¢ ¢ J12tEx))-gli(x)) "ax) 7
o (12 1 ax)"% () s(a(x))-g(¥(x)) | ax) 7
¢ alw)®s o« s (1) +m(¥E) Yea(v)' 7 en(u) T X 8 (v)7* s

En vertu de la contimuité de la représentation , 1} exig~



te un voisiyage V(C',U') de l'antgmorphismo 1d§nt1que dans
9(G) tel que, si W.TeV(C',U'), a (¥)"c a (u)i« .'Dono 81
w.¥ ¢ ¥(UC),U) a V(C',U'), on a
C o) -2(F(x)) | ax)”¢ s(u)s + k(2 {m)%ee) ¢

= k,if szzc

Proposition 3,~ 81 E est un enseh¥le mesurable et de me-

gure m(E) et si u ¢ ¢ (G), u(E) est aussi mesurable et sa

nesure est 6 (u)m(i) .

“En ettet, m(u(E)) - f ¢ (x)a&x - o(w) Sy (u(x)) ax

wuik)

= afu) S (x)ax - a(um(B) .

‘ Proposition 4,~ 81 G est un groupe topologique ayant un

sous-groupe ouvert cémpact, A est un homomorphisme du grog-

pe topologique (4((}) dans l3 groupe discret Q: des nombres

rationnels >$0.

En effet, soit H un sous-groupe ouvert compact de G et

soit u ¢ g (G). u(H) et H'= Hyou(H) sont des sous-groupes”
ouverts compacts de G. H' est donc un sous-groupe 'd'indieo'
fini n (resp. n') de u(.H) (resp. i;o H) et :.ll existe des x’i
€¢ (1=1,2,00.n) (reap. des 13~_e3,) (§J=1I,240..,n") tels

que les classes xin' (resp. xSH') forment une partition de

u(HE) (resp. de ). H, u(H) et H' étant ouverts et compacts.

sont mesurables et de mesures finies > 0; Onna
(@) «m( U x{B') - L m(x}H') =n'm(A") et
J=1

J‘—C

n(u(E)) -n( U xE') = L a(xg8') = a(8') .%n' a(m).

v
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D'autre part m(u(H)) = s(un(H) .

Done s(u) = B/ '

et o eat une représentation de ¢ (@) dans @', T (R) est

un sous-groupe ouvert de ¢ (G) et, si u ¢ ¢ (H), u(H) = K _

ot o (u)m(BE):-m(u(H))=-n(H); done 4 (u)-1, o'est-a-dire

¥U(H) c 841) . Dome s (1) est un sous-groupe ouvert de

cg,(G)' et A est une représentation continue de (7 (G) dans

le groupe discret (), done un homomorphisme,

Corollaire,- - ’13(1) est un sous-groupe distingué ouvert de

g(G) et 0(6)/ 2 (1) est isomorphe i un sous-groupe de Q:

Si G est un groupe compact (resp, discret), G(resp., {0} )
¢3t un sous-groupe ouvert compact de G et la démonstration
précédente monirs que, pour tout m ¢ ¢ (@) ona 4 (u)-1

»

S1 G est un groupe abélien loocalement compact primaire
(ass., & 1'entisr premier p), si H est un sous-groupe ‘on-
vert compact de G et si u ¢ ¢7(G), H' = H au(H) est un sous--
groupe d'indice p* (resp. p"") de u(H) (resp? de H) et un
a a(u)= St os‘t done un homomorphisme de ¢ (G) dans
le groupe (multiplicatif) cyeclique discret formé par les .
pulssances de p,

Définition 2,~ On dit qu'un groupe localement compact est

-

unimodulaire si, pour tout s ¢ G, 5 (8)=1,

Proposition 5.- Tout groupe localement compact dont les

deux structures uniformes sort identiques est unimodnlaire,




W

Soit é‘gn groupe localement compact dont les deux stfue-
tures uniformes sont identiques et V un voisinage compact
de e; 11 existe un voisinage U de ¢ tel gque, pour tout
8 ¢ G, sUl'lcV. l'adhérence U' de sU s9a~1lc ¥V est done un
voisinage compact de e tel que, pour‘:out 8 ¢ G, sts~l_ v,
U’ est donc mesurable et de mesure finie n(U!')>0 et on a

n(U') . m(xU's"1) _ A (s)mn(U")
c'est-d-dire a(s)=1 ,

Srit H un sous-groupe distingué fermé d'un groupe locale-
ment compact G, Désignons par x la classe d~o X ¢G dans le
groupe quotient localement compact G/H et par [ g(y)dy et

S n(x0dx les intégrales de Haar respectives des groupes "
et G/H, Soit £ €L , mulle en dehors d'un ensemble compact €,
¥y — f(xy) est une fonction &éfinie et continue sur H, nulle
en dehors de la partie compacte x"1CiH de ¥; [ f(xy)dy est
constant sur la classe X de x et x —=[f(xy)dy est une fono«
tion définie et continue sur G/H, nmulle en dehors de la pa'r-
tie ocompaote CH de G/H., On a, en choisissan:t convenablement
les facteurs multiplicatifs qui restent inkéterminés dans
la mesure de Haar sur H et G/H:

JO ftexyrag) ax = [2(x) ax ')

Soit u ¢ Y (H), L 1a restriction de u A X ot u 1l'automor-
phisme de G/N, xH > u(x)H . On a ug € G (H) et u ey (G/R) ot
su) S flx)ax = ff(a(x)) ax
. f(§ tEGxyraydax = f(f fEGouly))  ay) ax



WU

- alw) f(S2Elx)y) 4y  ax
= o) & (ug) f( S 2(xylay) ax
= 4(u) & (ug) fo£(x) ax,

Doxa s(u)- o (u) & (uy)

?roposition 8.~ S3i H est un sous-groupe distingué fermé

d'un groupe localement compact G et si u ¢ ¥t (H), on a

a(u) = a(u) & (ug) ..

Soit G un groupe localement compact, produit d'une famille

(G,) .; de# sous-group-s caractéristiques fermés, Il existe

- une partie finie J de I telle que, si ¢ ¢ J, G, est compact,
Proposition Y.- Siu ¢ g (@), la restriction de u &4 G, est

un automorphisme u, €7 (G ) ot on a & (u) = T1a(u), a(un,)
Leg —_

désignant le module de v _ e ¢ (G ),

G est produit du groupe compact T G et du groupe localee~

. we(a
ment compast | ] G, . Ie module de la restriction de u & l"clﬂ
LED telg

étant 1, 11 suffit donc de démontrer la proposition pour

¢

une suite finie ((Ir:‘.)1 -t

de G telle que G = ﬁ 61. Pour cela, 11 suffit de démontrer
=)

de sous-groures caractéristiques

la proposition pour n=2 et de ralisonner par récurrence sur n,
Soit dono G un groupe localement compact, produit de deux
sous-groupes caractéristiques G; ot Gy et soft u ¢y (@) .

La restriction de u 4 @ (resp. GE) est un automorphisme

u_ de Gl (resp. u, de 92). Gz est isomorphe & G/G; et on a,

1
d'aprés la proposition précédents A(u) = A(uy) o (wp) .
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Proposition 8.~ Soit G un'groupe ab.ilien localement compaot
G son dual, ue g(G) et ¢ g(a) le transposé de u; alors

le module de u et le module de & sont égaux.

Fn offet, soit f ¢ L . On a, en choisissa.t convenable-
.ent les facteurs multiplicatifs qu:4 restent indéterminéds
dans les mesures de Haar sur G et G :

alu) [1£(x)1*ax = atw)? J I2(a(x))|® ax
a(u) SIS elulx)) e=oddrax I'2 ax
¢'aprés le théorime de 7lanchercl-ieil '°); done:

alu) fie(x)1ax - fia(u) f flulx))e™*dax) ax

- S0 ) e @R gyt gy

JJ £(x)emx B2 ax |t ag
b (8) 1S 2(x) XX gy 12 ag
a(8) fie(x) 1t ax
d'aprés le m®me théordme, Donec A (u) = »a(f),

]

ft

]



Kotes du Chapitre IV.

7) On trouvera un énoncé des axiomes (gv' ), (av! ), (a¥! )
et (GV') que vérifie un systime fondamental de voisinages
de 1'élément neutre d'un groupe topologique dana N, Bour-
baki (VI), Topologie Générale, Ch, III,$I, N° 2.

') VYoir K, Bourbaki (VI), Topdlogie générale, Ch, I, $2.

’) Une topologie analogue a été définie par G, Birkhoff
sur le groupe d'antomorphismes d'un espace localement compact
satisfaisant au "II° Axiome de Dénombrabilité™, dans le mé-
moire "The topology of transformation-set™, Annals of la;
thematics T.35, I934,pp. 86I-875 .

“) On peut méfie Aontrer que, dans ce cas, 1l'image de & par
la représentation continue s -0 est relativement compacte
dans ¢ (@).

) Voir N, Bourbaki (Vv1), Topologie Générale, Ch, 11I,$3, BEx.3

‘) Plus généralement, si A et B désignent des parties fer-
mées de G, 1'ensemble des u ¢ g(G) tels que n(x)x."1 ¢B et
u(x)x"lc¢B pour tout x ¢ A est un ensemble fermé V (i,B) de

(1(G); on =, avec les notations de ce §, YC(H) = V(H,H) ',

€(E) =V(H, 10}) et Z (H) = V(G,H) .

3) si u est 1'automorphisme intérieur x —» sxs *, 1'image-
réciproque de ‘¢ (H) (resp. YU (H), X (G) ) par s >u_ est
un sous-groupe fermé de G qu'on appelle centralisateur de
H (resp. normalisateur de H, noyau) dans G, Voir par exem-

ple H, Zassenhaus, Lehrbuch der Gru:pentheorie, II,$4,



) Cette définition des groupes de Galols colncide avec cel-
le déja dgnnée dans les cas étudiés, Voir par exemple W,
Krull, Galoische Theorie der unendlichen Normalk3rper,
Mathematische annalen, T,.100,1928,1p.687-898.

?) Voir H, Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie, II,
aufgabe 6, .

) Le nogau de G, dans le cas d'un groupe discret, a été
défint et étudié par R. Baer dans "Der Kern, eine char;ito-

ristische Untergruppe " Compositio Mathematica, T,I. 1934,
Py. 254283,

") Yoir Chapitre I, $I .

'*) Yoir R. Baer, '?fimary abelian groups and their autol@r-
rhisms®™, Ameriecan Journal of Mathematiecs, Vol, XIX,I937,pp.
99-I20, On trouvera dans ce travail d'autres propriétés du grou-
pe d'automorphismes d'un p-groupe abélien discret,

3) Am sujet de 1'intégrale de Haar, on pourra consulter
le mémoire de A, Weil (VII), Ch, II. En particulier les nota-
tions utilisées ici sont celles de ce mémoire,

') 81 ¢ est un nomdbre p-adique, on pose gl = p°%

red
Pa(l P . |
5) Voir A. Weil (VII), Chi 2, $8.
. *
%) Yyoir A, Weil (VII), Ch/{ II, $7.
) De plus, si (£,8) » :g - f£(y)g(y~1x)ay est le produis

..1q_€'

de composition, loi multiplicative qui fait de £“nn anngan

topologique, on'a (£.w)x(g-u) = a(u)(Lrg) s ; en effet:
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(£-a) » (8.0) - [£(W(y))e(@(y 'x)) ay -f2(U(y))e((d(y)) " d(x)) ay
sa(n) [2(7)ely #Hx)) ay = a(w)(fg) o u .
') Yoir A.Weil (VII), Ch. II, $9,
17) Yoir A.Weil (VII) Ch, VI, $30. Cette propriété des mo-
dules de u et . 2 lieu m@me si les facteurs multiplicatifs
qui restent indéterminés dans la mesure de Haar sur G et (!
ne sont pas choisis de telle sorte que 1'égalité
f120x)] 2 ax- [ife(x) €V ax |2 as

qui constitue le théoréme de Plancherel-Weil, ait lieu, oar

A(u) et a(@) sont indépendants de ce choix,
/s
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