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MM. ?ILLAT Prés ident .
rEEES ^
COULOI© } Examinateurs.

L )



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS

Doyen M. Paul Vontel.

PROFESSEURS

PI
L. BÏARI"GHEM . .
G. JULIA

0 . MAUGUIN. . *
A . «CHEL-LEVY. .
A . DSSJJOY. . . .
L. LDTAUD. . • • •

E.'DARtfOS . . /k •

A . DEBÏ5RÎJE . . .

V . JAVILLIER. . .
Rober t LEVY . • .
Henri VILIAT. . .

C h . JACOB . . . .
P . PASCAL . . . .
M. FRECHET. . . .

E . SSCLÀNGON. . .
*'me RAVART- LUCAS
H. BEGHTN . . . .

FOCH

PAUTHETIEE. . . .

DE BROGLIE. . . .

CKREïIEN
JOB . . . . . . .
PREÎIAHT . . . • .

tILLET
COMBES
GARNP3R . • . . .

PERES.. . . . .
HACKSPILL . . .
LAÜGIER.
TODSSAIRP
V. CÜRÏE
G. RIBAUD
CHAZY . .
GAULT . .
CROZE . .

DUPONT,

T Théorie des Fonctions.
ï Botanique.
T Analyse supérieure et*

Algèbre supérieure.
T Minéralogie.
ï pétrographie.
,T Géométrie supérieure.
T Géographie physique et

géologie dynamique.
T Enseignement de Phy-

sique.
T Electronique et Radio

activité .
T ChiïrJLe biologique.
T Physiologie comparée.
T Vêoanlque des fluides

et applications.
T Géologie.
T Chimie générale.
T Calcul des probabili-

tés et physique mathé-
matique*

T Astronomie,
T Chimie organique.
T Mécanique physi,ue et

expé rimemta le .
T Mécanique expérimentale

des fluides.
T Electrotechnique gêné*

raie.
T Théories physiques.

Optique appliquée.
T Chimie générale.
T Anatomie et Histologie

comparées.
T Mécanique appliquée.
T Physiologie végétale.
ï Applir&tion de l'ana-

lyse à la Géométrie.
T Mécanique rationnelle.
T Chimie minérale.
T Physiologie générale.

Technique Aéronautique.
Physique (p.C.B.)

T Hautes températures.
T Mécanique analytique.
T Chimie appliquée.
T Physique théorique et

Physique céleste. *
T Théories chimiques.

VÂLERON T

BARRÀBE

F . PEFRÏM«
VÀVON. . ,

G . BÀFVOIS . . . . . T
CHATTON T
AUBEL • • • • • • •
J a c q u e s BOTJRCART A

Mme J O L I O T - C Ü F I E * .

PIAOTEFOL . . • •• T
CABAMES ï
GRASSE» T

PREVOST • • • • . ,
BOULIGAWD
CHAUDRON
WYART.
Î E I S S I E R . . . v . . T
MANGSÎOT . . . / • • T
P . AÜGER î

ÎIONNIER . . . •
PIVETEAU. » . .
ROCARD
B. CARTAN . • •
SCHAEFFER # . *
IAFPIÎTI . . •

LERAY

Secrétaire,

COÜLOVB T
M l l e COUSIN . • • .
CHRETIEN

DRACH

CHAïELET ï

EPHRUSSI ï
WURtfSIR . . . . . * T
KASTLEK
BAUER T
R W I E R E . . . . . .
. . CH. MOMISR 1 3

Géologie structurale et
géologie appliquée

Calcul différentiel et
calcul intégral.

Géologie structurale et
géologie appliquée

Théories physiques.
Analyse, et mesures chi~
miques.
Mathématiques généralea.
Biologie maritime.
Chimie biologique.
Géographie physique et
Géologie dynamique.
physique générale et Ra~
dioactivité.

Botanique.
Recherches physiquesi
Zoologie (Evolution des
êtrer organisés.

Chiirie organique.
Mathématiques.
Chirie.
Minéralogie»
Zoologie.
Biologie végétale.
Physique quantique ©t
rel&tivitè.

Physiologie générale.
Géologie,
Physique.
Calcul différentiel.
fhysiologie des fonction»
Chiiide (p.C.B,)
Mécanique théorique des

fluides.
Calcul des probabilité»
et Physique-$athépa-
tique.

Physique du Globe.
Biologie aniaale (F.C«8«)S
Analyse et mesures chi-
miques .

ïvolution des êtres or-
ganisés.

Arithmétique et théorie
des nombres.

Génétique.
Biologie physico-chimique
Physique.
Chimie - Physique.
Géologie (P.C.B.).

AH 1972





A la mémoire de ma mère.

A ma femme»



A Mosifîieiir H. VILLAS?

Membre de 1* Académie des Sciences

Professeur à l a Sorbcmne

A Monsieur J . Br̂ LSAROE

Doyen de la Faculté de a Sciences de





THESE

TABLE 23ZIS

Pages

I n t r o d u c t i o n e t vue & fensemble 1

Chap i t r e I t Mise en éoua t io ï i x>smr "deux m i l i e u x
dan.* le cas de l'équation scalaire
de propagation des ondes eleotroise- 11

Chapitre II : Résolution de l'équation intégro-flif- 35
féruatielle du chapitre ! •

Chnpitr I I I t Etude dix B̂ IBB problème de propagation
dfînft ^deux milieux eu moyen du s^gtome 6y
des équatloiiH de Maxwell »His3 en éoua-
tioD.

Chapitre IV t Héaolution de l'équation intégro-lif-
ft'rentiv Ile auxiliaire et du nystewe 110
int %ro-diff érent ie 1, aux^ue la _ab ô at i t
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La propagation d'ondes électromagnétiques quelconques,
dans deux ou plusieurs milieux successifs, et la diffraction de
CÔÔ ondes, ramenées à l'étuae de problèmes de Cauchy et de pro-
blèmes mixtes et à la résolution d'équations intégra-différen-
tielles*

Introduction et vue d'ensemble.

M# DELSARIE* dans un important Mémoire des Annale© Scien-
tifiques de l'Ecole Normale Supérieure (I), a treité le problème
de la propagation et de la diffraction 'd'ondes électromagnétiques
à la surface plane de séparation de deux-milieux homogènes et iso-
tropes, nom conducteurs» II a considéré successivement le cas de
lf équation scalaire de propagation des ondes sphériques et celui du
système des équations- de Maxwell* II s*agit , dans les deux cas, de
la recherche de la solution génerale, dépendant du tempscJ;d

tune fa-
çon quelconque, et non de la recherche de solutions stationn&ires,
fonctions sinusoïdales du temp s • ̂Sa* effet, comme lfa rappelé M*
DELSARŒS dans son Ménjoire précité, si l'on se restreint a la recher*
che de solutions stationnaires, dutype<jc(arf M,*2*) e

±luJt ,lféquation de

propagation des ondes ae réduit à

• £ const«diélectrique du milieu; ƒ* , perméa-
1 bilité magnétique:c,vitesse de la lumière

dans le vide#

Bt pour cette équation, il est bien connu que les problèmes
extérieurs auxquels on est conduit, qu'ils soient de Dirichlet ou
de PV Heumana, sont indéterminés, la régularité de la solution à
lfiiafixii étant line condition insuffisante pour choisir cette solution
Pour lever cette indétermination, on est alors obl-igé, soit dfirapa**
8©r «ne condition supplémentaire à la solution du problème, condi-
tion bien coanua sous le nonr d*Auestrahîiœgsbedingimg de Soïsmer-
feld« <2)a

(1) Tome LUI, 1936, p. 225 à 273.
(2) - ~?r"ank éb von Mises? Die Différentiel und Inte^ralgleichungen der

Mecnanik und d^r Pnysik,-2é édit., New-York, l943,t.II,chap.
SIX, p.803 et suiv.



Soit,de supposer d*abord que le milieu possède mie conduc-
tibilité <r* et< de faire tendre,ensuite, <r~ vers '2;éro#En effet
dans le cas d'un milieu conducteur,la difficulté précédente ne
se yrévente pas,!*équation;

avec ^ - 6 ^ ^

à laquelle se 4*réduit l'éouation de propagation des ondes,en
cherchant une solution «" ***&?*"$>%) n'ayant pas de solution

continue en tout «point 'et nulle à lfinfini»En faisant tendre
<T~ v«rs séro,dans la solution unique du problème extérieur qu'

on s1 est posé,on obtient alors urre li&ite bien déterminée,qui
ae conforu^d* ai Heurs, avec la solution de Sommerf e ld, obtenue
au moyen de lf "Àusstrahlimgs bedingung"»

Pour éviter cette condicion ou ce passage à la limite,qui,
de toute fayon,paraissent un peu artificiels,on recherche la
solution générale, f onction quelconque du temps, ce qui a, dui res-
te , l<av<antu£;e de s'appliquer à l'étude .des régime0 tr-juasitûires»

Les dexpc cas,de lf équation scalaire de x^°p^gsition et des
équations <ié Maxwell,diffèrent essentielleiiien^t par le choix
des conditions de passage d'un milieu ù l'autre.Pans le cas de
l r équation scalaire,on i&pose à la solution du problème d^tîre
continue,ajuasi que s@3 quatre dérivées jjreïuières,à la traversée
de la 3ur£ac@ de séparation des deux iuilieux;*Dans le cas du
systèBie de fiâaiwe 11, chaque composante des deux vectetirs champ
électrique et champ tuagnétique vérifie la luette équation scalaire
que dana le. ^reiiii^r cas,ruais tanais que les composantes taaagen— *
tifcll^s des ohampô doivent rester continues, à lu traversée dô
la surface de séparation*ce sont,lorsque l'on néglige les ooxi&ue-
t ib i l i t éa , l es composantes normales aes îmduc*ions électrique et
magnétique qui sont soumises à cet ce condition de continuité*

Rappelons brièvement ci-dessous les résultats essentiels
&e l'ëtude de Bi.DELSABŒE*

dam* le cas de 1* équation scalaire des ondes sphériques»
la fonction inconnue est déterminée dtime façon unique,quelles
qxiB soient les valeurs de la vitesse de propagation dans les

deux milieux, séparés par le pl^ai diffraotan*. Cette fonction



( 3 )

inconnue est détçnuinoô au moyen (1*1016 fonction inconnue auxi-
liaire qui vérifie une équation intégro-diif orentie^le. Oelle ci ,
ûi&lgré son apparence compliquée ,peut être rósolue en terues
finis>par une formule très simple

Dans le cas du systèn.e de 6Sax.vell,M.DELSAETE ramène
le problème de la détermination des six ecu^oscoites des
électrique et magnétique à celui de la détermination de deux
inconnues auxiliaires m qui sont * les comi osantes, suivant O-u et
du chaitp électrique dans le plcoi x=O de séparation des deux
milieux»

Ces doux inconnues auxiliaires vérifient deux équa-
tions inté^ro-différentielles,dont la résolution se réduit à
celle de trois problèmes de CUuchy*relatifs- à tóois équations
aux dérivées partielles du second ordre,L -crois variables et à
coefficients constants*ln désignant par €L^ ,- £% 9 ^ -»t \L% ,
respectivement,les constantes diélectriques et les perméabilités
des deux milieux,et en posant:

pour -«. ^K es O ,iea trois équations sont du
type hyperbolique et par suite, les problen.es de Oauchy sont tous
bien pQsés et ont ohaci,xrL une solution unique ^pour K> O , au
contraire, ione ou deux des trois équations est elliptique et le
problème de Oauchy correspondant nfa p^s de solution,en général*

M.DELSARÎE s'est prooccupé de savoir si la qu jit i té
ci-dessus pouvait effectiveiuent avoir les deux s igné s, dans le
cas des milieux physiques réels^De son étude,il résulte que la
valeur de 4i ,très petite pour deux milieux non f erro-ciaçnétiques,
est bien de aigne variable, suivant le chojx des deux milie-ux#Par
suite,la théorie de filaxvvell,lorsquton lfapj.lique à des problèmes
de diffraction à la surface de séparation de deux milieux non
conducteurs ,conduit dans certains cas à des problèmes mal posés,
au sens de Poinoaré et de tA*HABAMAKD-

La quastion se posait alors de savoir si la ïuêĵ e diff i -
culté al lai t ou non se pa?ésenter*en considérant le cas plus
général où la conductibilité électrique des deux milieux n'est
pas nulle•£*où le présent travailyqui est la suite logique de
celui de M.PELSARÏE*Ces recherches nous ont,d*ailleurs,été sug-
gérées par &LDEItSARï! et ont été entreprises sous sa direction*

Oe travail est donc consacré essentiellement à l 'étude
toatfaematique de la propagation dfondes électromagnétiques quel-
conques % daî ai deux milieux suceasifs et de la diffraction de ces
ondes à la surface plane de séparation de ces deux milieux sup-
posés homogènes
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homogènes, iaotropes, possédant constantes diélectriques,p
abilités magnétiques et conductibilités électriques* Fous né-
gligeons la dispersion, c'est à dire que les caractéristiques
précédentes des deux milieux sont considérées comme des cons-
tantes. Toutefois, nous étudions aussi l'extension de la métho-
de de résolution du problème pour trois, .puis n milieux suc-
cessifs*

Nous considérons encore successivement le cas de l'é-
quation scalaire de propagation des ondes et celui du systè-
me des équation's de Maxwell•

Dans le premier cas, l'équation de propagation contient;
cette fois un terme complémentaire, proportionnel à Jnf
<t- désignant la fonction inconnue et t le temps, et aeux
paramètres,V et eu , au lieu d*\ua, paramètres prenant des va^
leurs distinctes dans les milieux I et 2*séparés par le plan
rcrro.uous cherchons une solutions continue, ainsi que ses qj*a-
tre dérivées premières^dans tout l'eâ^ace,connaissant les don-
nées de Cauchy^ c'est a dire les valeurs de la fonction incon-
nue et de sa dérivée première,par rapport au temps,à l'instant
initial «Nous prenons encore comme inconnue auxiliaire,la valeui
prise, à tout instant,par la fonction inconnue dans le Clan
diffractant.La résolution de deux problèmes mixtes t hyperboli-
ques, de type Dirichlet,nous donne la fonction inconnue dans cha«
cun des milieux I et 2*Cette .r ésolution est naturellement plus
compliquée que dens le cas où il n'existe pas de terme en 2**-

dans l'équation de propagation.Nous avons utilisé,à cet ef—^fc
fet.les méthodes de lfouvrage fondamental de M. HADAMAED (I)
et les résultats contenus dans celui-ci, au sujet de l'équa-
tion dite des ondes sphériques amorties*Comme on le sait, les
formules de résolution font intervenir ,sous une intégrale tri-
ple, les dérivées-de la fonction bien connue de Basset, !<>•

En écrivant la continuité de la dérivée normale de
la fonction inconnue, à la traversée du plsn^c^o, nous obte-
nons encore l'équation inté^ro-différentiçlle dont l'inconnue
auxiliaire est solution.Le chapitre I est consaöré à l'exposé
de l'ensemble de ces calcul*-.

La résolution de cette équation intégro-différentiell
constitue la matière du chapitre II.Celle-ci est naturellement
plus compliquée que celle de M* DELSARTE* Mei s la nature du.
problème pose permet encore de ramener cette résolution à cçll*
d'une autre équation beaucoup plus simple• Notre équation inté-
gro-dif f érentielle t' d'apparence compliquée, se réduit en effet *
par des ttrensfornîstions appropriées* simplement à une équation
différentielle,••.

(I) Le problème de Câuchy et les équations aux dérivées par-
tielles, linéaires,hyperboliques, Paris, 1$32
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d*une équation diffé-
rentielle, lineaire, du premier ordre,à coefficients co&stcurbs.
À cet effet, lu. fonction inconnue étant d'abord supposée analy-
tique pur rapport à y* et à 2,nous introduisons un ensemble
d'opérateurs Iiniaire3,permutables,à plusieurs indices,généra-
lisant ceux utilisés pur M.DELSüRTÊ et dont fai t partie 1* opé-
rateur auquel eot soumise la fonction i&onnue dans l'équation
intégro-diffé.rentielle.L'extension de la méthode de résolution,
l'inconnue faiscjat seulement partie de classes linéaires de
fonctions beaucoup BiOins restreintes, se fait ensuite, sur la
suggestion de MU DELSARTE, par application du théorème fondamental
de Weierstrass sur l'approximation des fonctions continues a-
une ou plusieurs Variables,au moyen de polynômes.In effet,la
démonstration directe,par le calcul,de la formule d'inversion
à laquelle procède M.DE'LSARTB dans le cas q- ' i l a t ra i té ,serai t
ici trop compliquée•

Le chapitre I I I est consacré à- la mise en équation
du même problème, dans le cas de là théorie de fifiaxvv@ll.La y%&
équation de Maxwell et son corollaire contiennent cette* fois
un terme complémentairejproportionnel à <r t 1 o~ désignant
la conductibilité électrique et t le champ électrique.Les
conditions de passage, à la traversée du plan diffractant ,o&s=o ,
sont ici : continuité des composa&ées tangentielles des ch&iLps
électrique et iu&gnétique,continuité des composantes normales
de l'induction magnétique et de la densité de courant total*
Pour simplifier,nous sup^oson^d1 abord <jue les données in i t i a -
les vérifient la relation div E (oc»^»^,0) « 0 1 auquel cas ,
le Ciiamp électrique est solénoïdal,que± que soit t «Chaque
composante du chaiùp électrique et du chan,p magnétique vérifie
alors l r équation aux: dérivées partielles considérée au chapitre*
Plus loin,nous montrons q.-?on peut sTaffranchir -de cette condi-
tion et qti^ la ruéthade de résolution du problèuue reste v
pour div E.(x,rM,i to)^rO

,nous donnons des conditions in i t ia les .équivalentes
à celles de Cauchy,dans tout 1*espace,compte tenu des équations
de Maxwell et des conditions de passage.les valeurs,pour «=0> (
des composantes des champs ou de leurs dérivées normales au plan
d if frac tant, suivant les cas, s'expriment encore* en fonction des
deux mêmes inconnues auxiliaires ^ ^ (^ ,$ , t ) et %(y*%*^) »
qui sont les composante s, suivant 0^ et Og , du champ é lec t r i -
que dans le plan sc= O #Lâ  rcsolution de problèmes hyperboliques
mixtesjde tvpa Dirichlet poior les uns,F.£leuij.ann pour les autres,
donne encore les composantes des champs dans tout l1 espace—tempsi

Les conditions de passage fournissent^de même,deux



deux équations intégro—différentielles pour la détermination des
deux inconnues auxiliaires*Ces équations contiennent*outre l'opé-
rateur q*i intervenait dans l'équatiosi intégro-différentielle,
relative au cas de l'équation scalaire de propagation,un second
opérateur renfermant sous une intégrale quadruple,la dérivée de
la iLÔn-e fonction de Basait*Be ces deux équations qui contiennent
boutes les deux les fonctions inconnues |e>4. non sépàrées,on
déduit encore une équation intogro-différentxelle auxiliaire^ne
renfermant plus que l'inconnue

Le' chapitre IV est consacré à la résolution de cette
équation auxiliaire et du système qui détermine ƒ «-* ̂  «Lu trans-
formation de lféquation en F s'effectue d*rune façon analogue
à celle de lféquation intégro—différentielle du chapitre II,d!a—
bord sous leo iuêu&ü hypothèses di^ialycité,par rapport à y et à s,
relatives à F «Cette équation est ainsi réduite à un problème
de C^uchy, relat if à xme équation aux dérivées partielles, linéaire,
u coefficients constants,du quatrième ordre•Cette équation est
de la forme:

Le second membre est connu, le s coefficients ^ ** &
des termes de lf ordre le plus élevé ne dépendent pas des conduc-
t ib i l i tés et ont lë*s mêmes valeurs que les deux seuls coefficients
de l f équation correspondante de 1&. BELS ARTE •

Les conditions de Cauchy sont: •

M) - (IL) =r (UI) =r O

Pour étudier ce problème de Cauchy,suf une suggestion
de 8ft«3BL5ARÏEfnous transformons lféquation(I) on lu. considérant
couiue mô équation différentielle en *££ +. *>XF

et en la résolvant par la méthode de la $ariatxon des constantes
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Après intégration p-r parties de la Tcnuule de rJs&lution trou-
vée ,nous obtenons une équation infcj^ro-diff Jrentielle de la for
me suivante;

o
avec les conditions initialââ;

4 ^ / 5 / ) étant connue et les coefficients ^,l^c, fl,ï3* *< **
p éteint; des constantes^*< e^p n'ont naturellement pas les

même,s valeurs que dans 1 * équation(I) )

Deux ca,s généraux sont alors à d i s t i n ^ e r , suivant l
signe de cuPour -** > & p c'est à dire (r€l ^ £^ ) (£ t Mz — £«, fi

£., <> i r otant les constantes^ diélectriques»
j4, €>V<t les perméabilités des deux milieux,le premier

meüibrö de l'équation (2) est celui d'une équation aux dérivées
partielles du second ordre,du type hyperbolique«Le problème de
Oauchy correspondant peut aiors être résolu par la méthode des
approximations successives*II possède une solution et une seule*

Pour
au contraire^
l i ^
le premier lüembre de l'équation (2) est celu± d '̂une équation^ du
second ordre, du type elliptique «Mous démontrons* que le problème
de Qauchŷ  en question n'a alors pas de solution,si c |> Q ̂  ' ^ ' ^
n'es t pas* analytique,par rapport à ^ et à ^ .

Nous traitons ensuite deux cas particuliers limites fcorres-
pondant l'un à -o- sr a <>++> €x f* - Sx lft s o t l 'autre à €x - £ *. ^ e>

Pour 3 =? o fXe premier Uieiîibre de l'équation(2) devient celui d'une
équation du second ordre,du type parabolique. Si T> C o tc*est*
à-dire si ( tK - t v )(*t<r, - f| CTZ ) >o J
la méthode des
approximations successives est applicable et nous avons encore une
solution et ,une seule.Dans le cas € , — £L «s o le coef-
ficient c*C s'annule dans • • • • • . .
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i l'équation (I) et la transformation indiquée de cette équa-

tion en l1 équation (2) conduit cette fois à une équatîoi^ intégro-
différentielle dont le premier membre renferme * * *<r *
La tr Tislonuation de Luplace,appliquée à l'équation (I) /
niontre alors que le prc^lèr^e de Gauchy correspondant à une so—
lution poux' ^ )

Si/pnalons aussi que dans le cas particulier £ * ^ - * i ^ =
= o , 1'équation(X) se réduit à une équation du second . ordre, COIUK-e
dons le oa? de K.DELSAR3EE nui correspond à <S\ ^ (T̂  = o

L1étude de 1*équation auxiliaire en F"- faite.celle des
ae^x équations intJgro-différentielles qui déterminent J Or Afr
ne présente pas de difficulté»Ces deux équations se ramènent,en
eff et> coïJïue ÜLLXLS le cas ou l'on néglige .les conuuetibilités, à
deux problèmes de Guuchy,relatifs à deux équations aux dérivées
partielles,linéaires,à coefficients constants,du second ordré#pes
équations aux dérivées partielles ne différant de celles qui
correspondent au cas ^ s ^ a o ( que par la présente d'ion
terne supplémentaire en *r/$t 7 (ou. ètAt),les résultats généraux,
relatifs à ces deux équations, / '
sont les HLen.es que - dans le cas de M.DELSARÏÏE.

En rÓBUu-é,notre problème de diffraction à la surface
plane de séparation de deux ruiliexa^,rogi par les équations de
Maxwell * admet une solution et une seule, si

I I nfad£xet pas der solution,sauf si les données sont
analytiques par rapport à y et à z,pour

i - ^ * )( H ; - H O y o

Les conductibilités n^Linterviennent que pour la dis-
cussior des cas liinites

Easuit* .nous justifions la méthode de résolution,pour
des inconnues jj tJr <%, > non analytiques ;par rapport à y* et à 2*par
le même procède qu*au chapitre XI,en appliquant le théorème fonda-
mental de Weierstrass sur l'approximation des fonctions continues,
au moyen de poly-nôrues.

Un court appendice t ra i te enfin des ©as de trois, puis
de n milieux successifs, «épaisseurs quelconques, séparés par dea
plans parallèles•

Noue montrons que les résultats f établis dans le cas de
deux-milieux» sont valables dans ce cas général» (£ufil s'agisse

de 1* équation scalaire de propagation à une tnconnue ou du champ
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électromagnétique B, Hf satisfaisant aux équations dé Maxwell»

Dans l1 ensemble , les résultats de nos recherches ̂confirment
en les généralisant ceux de IU DI&8ARTE. Lorsqu'on considère la théo-
rie de Maxwellt 1& discrimination entre les cas généraux où le pro-
blème a une solution et une seule et ceux où il n'a pas de solution*
en général, est imposée par le& seules valeurs des constantes dié-
lectriques et des perméabilités des deux milieux, sans que les con-
ductibilités interviennent* Ce résultat paraît du à ce que les coef-
ficients des termes du second ordre de 1'équation de propagation de©
ondeat Au, ~ — ^~-^--— — - O n e dépendent pas de la conduc-
tibilité • • V* £tz V 9t H est permis de penser qu'il en
fierait de même pour des corps diffractants de forme quelconque. La
théorie de Hawtfll conduit donc, lorsqu'on l'applique'à des questions
de diffraction, a x& ©urface de séperatioji àe deux ouplusieurs. mi-
lieux, à des problèmes parfois mal posés, au sens de Poincaré et
de M. Hadaraard.

Quelle est la cause de cette grave difficultés comment
pourrait-on l'évxter, la possibilité de sa disparition, lorsqu'on
introduit les conductibilités des milieux, étant maintenant exclue?

On peut* d'abord remarquer que cet obstacle est-
dû aux conditions maxwelliennes de continuité, à la traversée de
chaque plan diffractant,. puisque , dans le cas de l'équation sca-
laire de propa^ftion, on obtient un problème bien pose en écrivant
la continuité de la fonction inconnue et de ses dérivées premières.
Il y a lieu, toutefois, d'ajouter que ces conditions maxwellienijes
de continuité sont une ̂conséquence nécessaire des équatior̂ s de
Maxwell et en sont inséparables.

En considérant, pour simplifier , le cas de deux milieux,
nous voyons alors, pour notre part, trois procédés à tenter pour
obtenir un problème bien posé dans tous les cas. Le premier con-
siste à introduire une couche de passage entre les deux milieux*
dans laquelle les paramètres £, fA, <T" varieraient d*une façon con-
tinue, linéaire, par exemple, du milieu I au milieu 2 et où s*appli-
queraient les équations de Maxwell, C'est $ du reste, ce pGint de
vue de la couche de p-assage qui est admis par les physiciens»

En supposant une épaisseur finie pour celle-ci, on aurait,
semble t-il, un problème bien posé, chacun des trois problèmes hy-
perbolique s, mixte s, auxquels serait ramenée la détermination de cha-
que composante des vecteurs 1T* et ïf ayant encore une solution et
une- seule et les discontinuités des paramètres C, p et <r~ étant
éliminées»Les inconnue^" auxiliaires,valeurs des composantes de]f
suivant Ot£ et O3 ,dans chacun àes deux plans limitant la couche,
seraient déterminées cette fois, en écrivant la continuité de
ĵ ~zx et de 9 X _ 3 y , à la traversée de ces deux

3 ^# J5;v
plans, (x,y, Z ;composantres de E } •Ensuite fon ferait tendre vers
zéro l'épaisseur de la souche et on examinerait si les valeurs
trouvées pour les inconnues auxiliaires tendent bien vers des limi-
tes déterminées,les mêmes pour les deux valeurs de chaque composante,
dans les deux plans qui limitent la couche*
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Les deux difficultés principales de ce procédé paraissent
consister dMis la recherche de la solution élémentaire de l ' é -
quation de propagation» à l fintérieur de la couche , équation à
quatre variables, dans laquelle V devient une fonction linéaire
de x, (ainsi que a), et dans le passage à la limite final»

Le second procédé consisterait à introduire la dispersion,
les paramètres s } *c et <r de chacun des deux milieux n'étant plus
des constantes.

Le troisième, dans le remplacement des équations de Maxwell
par dfautres, dont les précédentes constitueraient une approxima-
tion*

Quelle que soit la véritable raison de cette difficulte,^
pensons que notre travail aura été utile» En plus de son intérêt
théorique, nous souhaitons cu'il^ait des applications techniques,^
II est évid^ranent utile d'avoir à sa disposition les formules géné-
rales exactes de propagation des çndes électromagnétiques dans deux
ou plusieurs milieux successifs* En particulier,des applications
peuvent se révéler dans les domaines en cours d'étude d^s communi-
cations radioéleetriques souterraine et de la prospection radioé-
lectrique* La méthode s'applique à un ébranlement initial quelcon-
que, qui peut être particularisé à volonté : treins d*fondes planes,
cylindriques, etc#.•

II nous reste lf agréable devoir de témoigner notre recojpns&s-
sance à toutes les personnes oui ont bien voulu s'intéresser à cet-
te étude et faciliter notre tfche.Ne pouvant les citer toutes,
qu'il jaous soit permis de remercier' spécialement M.DELSAETE ,
dfabord «qui nous a suggéré le sujet de nos recherches et sous la
direction duquel, celles ci ont été poursuivies •Qu'il veuille bien
trouver ici l'expression de notre gratitude pour les nombreux con-
seils et directives qu'il nous a donnés•^•VILLAT,qui a bien voulu
présenter nos Notes et dont les conseils et les enccursgements nous
ont été précieux, MM*ROCAKDfPEK£S et COULOMB qui nous ont fourni
des renseignements utiles et nous ont témoigné une active sympathie*

Les principaux résultats de nos recherches ont été insérés
dans deux Notes,publiées aux Comptes-rendus de l'Académie des Scien-
ces,séances des 24 Janvier et 26 Juin 1944«(3«)

(3) Tome 218, p. 135 et 989*



( I I )

CHAPITB1 I

tti^.en équation pour deux milieux, dans le cas de
l'équatiojfi aoalt&iréYpropagatioji des ondes électromagnétiques*

I . - Comme on le sait et comme nous- le verrons,du reste,au
chapitre I I I du présent mémoire,il résuite des équations de
Klax»ell,que chaque composante du champ magnétique^ et que, s i la
divergence du champ électrique est partout nulle à l ' instant
initial,chaque composante du champ éleotrique -vérifiant»en milieu
conducteur,une équation de la forme:

oï A,ert le U^c'en ; i \ 4-

v sont des constantes positives
caractéristiques du milieu oà a lieu la propagation et dont
nous verrons l'expression au chapitre Ill^en fonction du pou-
voir induoteur/de la perméabilité magnétique et de la conducti
b i l i t é électrique du milieu considéré»

est homogène avec lf inverse d'une longueur et V avec
une vitesse•

Mous étudions donc le problème suivant:

~ déterminer une fonction jv~ ( * - ' ^ /3 ,£yP a r !©s conditions
ci-dessous;

â - Conditions indéfinies:

V ît4 V > ô t

les variables xfy, 2,prennent toutes "les valeiars réelles t
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t prend toutes les valeurs positives ou "nulles,la fonction u-
est continue taii)sx que sep quatre dérivées premières pour l'en-
seiuble le ces valeurs*

T>- Conditions définies:

: t*0
et p s'annulent à l ' infini et sont continues
que leurs i?uM r̂ dérivées premières pour ?c s o

Kous prenons "une inconnue aux i l i a i r e

(A) ( )
représentant l es valeiars de l a fonction inconnue U (x, H,^ , ^J
clans le plan x-<? de séparation des deux milleuiçfpour t >-c

Lès concordances:

sont supposées remplies»Enfin,nous désignons par I et 2 les
régions où l a coordonnée o c est^respectiveiiient^positive ou
n t i e

dd terminât ion de U. dcins cii^cuaae de ces ̂ r é g ,
lursqu f0H regarde yf comiue connue, s? obt ient par la résolut ion
dfun [.roblèue i^ixte,de type Dirichlet»

résoudre ce dernier problème dans la région l,y^r
exeiuple,nous transformons,par un changement des variables et de
la fonctioii xiicoruiue,!1 équation (I) en lf équation des ondes

ii amorties*

Mous posons^à cet effet:

5:7,5 -
Ci)

J.' i nation d a vient:



et lej conditions définies (3) e-fc (4)

(ï
aveo

t,= o

T v y

En ï csdiit:

{V I,-
(

lu.

\x

+ 5
I

^. ztf

-i (T:



r V T

a'oc coi

s •

T1-

] .
_H [fdf

0 o -'o

I f p ! ^

)

le l ivre de Monsieur H^damardMI»e problème de Cauchy et les équations
aux dérivées partielles,linéaires,hypert>oliques(Paris 1932), (voir no-
tamment les BOB I5I-I54-156 et 157),nous dom.e la solution de l 'équa-
tion (6):

valable pour 0 4 T 4 ZL •
satisfont séparément l'équation(6)
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Cette solution contient,outre les valeurs limites que
nous nous donnons, °^ J (3̂  ̂  2T-t > l a quantitéfj) u/7> Ç'T' £_tjl

Hous 1* éliminons par la ruéthode classique des image s «Bous considé-
rons le point (-1 } *} | 7 ) , sy^ Jtrique du point £T >J T }

par rapport au plan T r 0

somme; J-, ï- l a + I 3 + 1 4 ,

analogue au second ne&bre de (15) >
mais relative au po±nt (-"Ç >̂ )>̂  )
d1 intégration correspondant

nullej Ccj,r le domaine

pas ce point^-T^ *) $ ̂ J .
*

retranchant cette soiuBie,nous pouvons donc écrixme;

d1 intégration correspondan
de l'espace (T^jOST') n e

teru.es en f D W V ]

les différences I^I'a

Les autres termes de ]
se doublent l'un l'autre*

Posons: J . •= I

disi graissent dans

> puisque

«t de

C5% ^ ± i Z

Nous avons:

Hous également:

tn

s

(-is) WiC»D,T,^^)= ^

«



et avons les coneoz'dances*

, r é s u l t a t important y que M0^M, M% ̂  N . N̂

aont dâs fonctions de-.'T^ , continuer et dérivüblesfiiiêi^e pour

Pour Jâ. * nous pouvons écrire,( C£ . HadaB.ard''I»e
de Oauehy... . ;»p.843, 544):' ' ^ '

(20) i

Pour vXi ,nous avons^en posant Coôôr A dLouiA X^ et

'

. - t

r1



~ À remarquer que dans les û.exxx tenues où se trouve
il ,1a dérivation y eat supposée f dite par rapport au premier
<̂  argument lui même,et non,par r ^ ^ o r t uu "Ç qui

figure dcOis ce premier argument (hypo thèse
contraire à celle faite pur M.DELSÂRTE).

B1autre part,

d'où;

(22)

i

e, r*-f

Enfin,en posant,coLaue pour vX̂  %
intégrales provenant d* I3 et cos.ôs A
d lJL t d f l

co* . ö - " " A d„.ns l e s
p

oelJLes provenant d f l nous avons:



Ht

Bous obtenons donc finalement oomoe solution du
problème mixte,relatif à l'«quation(6) et pour î

j

- I

- f H

- :i;

<u -

^ + z\ A[?-**' ^Ï,^H-AI)]AA -

ri

^ H . [ A l - l {

"--1



Pour H é l |C fest k dire de l ' aut re cô1*S de la
türistique \* Z f^enóe par l f arê te coujaime^-TLiOaiix deux
i artied de la multiplicité qui porte les donrijes,nous avons? une
solution dfexpression plus single,qui ne dépend plus que des
donnée3 de Caucîiy et pour laquelle on n fa pas besoin d 'u t i l i sey
lu. ïuéthode des iiages:

(25)

J - OR1

I*a vérification de la continuité de tr et de ses dérivées
preuières sur l'hyper plan ^ r l s'effectue eon̂ me pour 1* équa-
tion dea ondes spÊériquesi ( cf. _ Hadc^i,ard,loc«cit* ,M0I57'/DXS) •
La présence des terue& complémentaires J set J4 > qui ne figurent

pas dans la solution de l'équation des ondes sphériques n ' intro-

• * # • * •
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duit» en effet,aucune difficulté pour cette vérif icatxon.P r
exe&ple ,pour le Calcul de ( W \ *o*on voit.de suite que la
discontinuité de 1 0J4 dt^"!*" est exactement condensée

celle de ^ * ^

Peur la région 2, ( s^°) , nous aurons deux for
mules (24») et (25f),analogues à (24) et (25):

A - Dans la formule (24f) qui correspond à - "f ^ ^ >

1° D t̂is les textes de (24) provenant >de J*
et de J« , remplacer ^ par - ? ;le facteur ^
provient,en effet,de la dérivée normale de t ,
sur le plan f *- 0 ,dorxv^ qui change de signe avec la
rigion considérée.

2° clans les terrées provenant de \X% et de Jj }
le signe du pren ier argument doit être changé dans les
fonctions Mo et M± .En k.ê:.e teu:ps,le aigne de chaque
ternie doit être changé,sauf poiar le& termes contenant ^.
la dorivée étant prise par rapport'au premier arguiuent ^
lui luên.e.

B — d^^is l a f o iuu le (251 ) correspondant à Z. £ -
r i e n n f e s t à changer dans l a fcrruule (25) qui coïncide avec
( 2 5 1 ) .

Avant-indiqué le moyen dfobtenir (241) et (25!

par t i r de (24) et de (25),nous n'écrivons pas ces formules



Nous reprenons Maintenant à l'équation (I),

lenant compte des relations (7), (8), (16), (17),
(18) entre les conditions aux limites relatives à Inéquation (I)
et celles relatives à l'équation (6), ainsi que aea relations
(5),nous obtenons pour le milieu -^(oc^O) et bour ac ̂ V^ b :

fk"v,

2

-tr- ̂ ] N (>j,

dLA-

'x.
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J *
v

j Wt

r l

x

f\t

A

.]d.À
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Pour V, t ̂  3c >
suite,à partir de la formule (25)

nous obtenons de

z

•••. ••"

V,t



la région 2 et pour - x ^ V^t . ,1a solu-
tion se déduit de la formule (24f ) >coxaiue(26) se déduit de (24)»
Mous avons nature l ièrent à u t i l i s e r les relations analogues à
(5)i(7) , (8) , (16) , (17) , et (18),entre les variables et la fonction
inconnue de l1 équation (2),d'une cart et les v^ricJbles et la
fonction inconnue de l1équation (6),d fautre

avons t
I I y a lieu de remarquer qu.e dans la rogion 2,nous

«Ofc

Nous obtenons:

< I A -
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M
f V t

[x-AV2t,...]cU - * Mo[AVtt-x,....']
J 4

1

Vft

. + <x?tVtt

^

POUX V t té-3& I

obtient en replaçant

formule (27') donn_jit 1

Les deux problèmes aiixte^,de ty±e Dirichle fc,rela-
t i f s <*üx équations (I) e t (2) sont a insi résolus j ^ r le a formules

(26) et (27), (26») et (27'X*tiais i l nous reste à dJteru.iner l ' i n -
connue auxil iaire y (<u ,^,b) .

dans le cas de 1réquation des ondes sphéri—
ques,traité par M«DELSARIE,nous allons forrnertà cet effet,une équa-
tion* integro-différentielle que doit satisfaire V(M/3,t).
en écrivant la continuité 4^ la dérivée norrjxale^au-* , a la t ra-
versée du plan 3c»= o 0 5«

% . — Kous aalculons dfabord I 5 ^(^u,x .t)(
L7)x 3 3 ' J X r

Lee termes de (2&}%dépendant
de ) T ( b ) d tde %

donnent,sans difficulté»

VU
SU [ d*



" " N ^ l - * ,«.») + ^ ( ••

donnent:
De même, le s termes qui dépendent df<* et de

+ V,t [ > ^ Ma[AV,

^
J

°



( 27 )

Ces termes qiai dépendent dt°< et d̂  (î , se réduisent
en considérant la dérivée totale,par rapport à X » des
sous les intégrales»Hous obtenons ainsi:

ÙL

R*o



*

f 1 M.

RsO

SU calcule u^ns fiiffieulté,uu ïuoyen de la
loruAile de Tuylorj ( A c î̂ + }!

Hovis en déduisons lf expression suivante de 1 •ensemble
des tsxiies oui dépendent d'o< et de ft pabstraction f^ite du

(30)
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C
M. AA

D'autre part» deux des intégrales de (28),contenant
peuvent être,dès uaintenant,utilement transformée..:

1° xi* un e fajon analogue au cas de l'équation des ondes
( c|?. J.DEL3ARÎE,loc»cit* ,p* 235), en désignant C

df équations:le cercle dféquations

= t nous avons :

la dérivée suivant la normale extérieure au cercle.

D'où,par application de la formule de Green à l 'aire cr
du plan "C-b , limitée par le cercle C^tft ,puis en posant

-

e* i - l

le laplaoien ^ - * - ^ -

le völuii-e du cône de
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révolution jdifini par les inégalités: O ̂ C ^ t ,

2° nous avons;

S
'O ~*o

2 *

4.

La aTor{iule(28) s foorit donc:

Cciloul tout a fai t seLiblable conduit à la valeur de

**-°0n obtient cel le oi en
changeant V4 en Vt y <xn en oû  dans (30) et (31),et en tenant

compte des ciian^e^ents signe entre (26) et (261) .

Hous avons a ins i ;

x=-o



révolution
Dans cette formule,le> volume du cône de

est défini par les inégalités:

D'autre part,nous avonss



J X£ Mt [-A* , Kt

^?Wt

En égalant £

nous obtenons

et 1

J

is-O

é q - u a t i o n i n t a g r o - d i f f é r e n t i e l l e , à l a r é s o l u t i o n
d e l a q u e l l e s e t r o u v e r a m e n é e l a d é t e r m i n a t i o n de ^ ( t \

_>l
iïry;

x &+ - * r 'w > * ,
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où e^t une fonction connue

CM). A ( y v

óriq~u.es,dc*ns le cas de l'équation des ondes
i l e^t corrode dfinVogrer lf équation (35)>wr rapport <
0 i t . Avouât d'écrire la nouvelle, équation inté£;ro-dirf érerttielle
obtenue, nous transioruons les deux intégrales de (3S) , contenant
e:CjL liciteiuent N *ln intégrant ' tar ' rd^y or t au t^upsfde 0 à t }
nous

(36).

•I

I olZ t e * dL*C I O ( u

v rV,k rt-% /tic . ^

•'o « -Ai

De ïx-ê^ej avon4:

«45

I I vient donc,en inté^xant les deux iuen.br e s de
par ra^^oxt au ten^s,entre 0 et t ;



où

i

(t-e)1

d*[ï[ *****

(3a9-

An

AT ̂ ^ fdtf
•'o

-4
Sut

Pour

et nous avons: '^

q i „ d e u x membrea d , ( 5 7 ) s e r é d ( l i s 8 H t
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OHAPIIHI I I

Résolution d© l1 équation intëgro~differentielIe du
ôiiupître I#

£•-* Pour résoudre l1 équation(3?0 du cliapître procèdent,
nous utiliserons,en la généralisant f la méthode de &u DELSARTE
pour 1* équation intéga^b-différentielle correspondante du oas
de l1 équation des ondes sphériquea*

•A cet effet,nous supposerons d'abord que la fonction
inconnue VOy^t) fait partie de la classe linéaire L- .des
f onctions Jf>(y,$jl) • ,analytiques par rapport aux* variables "y et g
hQlomorplies au voisijiage de ^ ^ = ° ^ isitégrable» jar raifort
à t ;pour les valetirs positives t suffisais ent i^etites de cette
variât le, ainsi que toutes lmxrs dérivées,par'rapport à'u. et cc x .

Sous introd^soas le à opérateurs linéaires f
définis dans la classe L i suivants:

w.
les h^£ étant la suite des laplacians successifs

de ^ ,pris par rapport-à ij et» à g .

Ôes opérate"urs sont ceux que Bi.DELSARTE désigne- sous
le nom de Vo[f] , VA [ |] .

I l s soxit tels que; %

n n [f] = ̂  Htf]=pui [f 1 • n[f] = i p, Wf

Oes opérateurs sont encore tels que:

3- ç



öes oL orateurs résultent du produit des ojirateurs
précédents,nous avons:

En effet,en posantr

npus avons :

<M

e t de iuêihe>sjL/ur ft H

XI en résulte que:

= n ç 9i ftïfi = WQi [?KrÇ,j&]=ç*,̂  [fl

ce que l'on peutrdu reste,vérifier dirae-
tement sans difficulté*

Ooiame on le voit, toute s ces propriétés de nos opé
rateurs résultent immédiatement de la formule éléiaentairei

j ()
Sous considérons maintenant une suite dénombrât)}e

de coefficients nuezérique^ o(. % ± * dépendant de plusieurs
indices, ^ J * * . . »
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chaque indice pouvant prendre toutes les valeurs entières,posi
tive ̂ ou nulle,définissant un élément de fonction analytique à
aeux variables:

(8). 4 ( X,Y) = Z Z I ... Z o <x
L! opérateur linéaire, défini par la sorie multiple;

.l. • t.
O^V OO OiQ ^49

a unadfl»s -dans la classe L , coxû e cela résulte des inégalités
de Oâuchy,auxquelles satisfont les °(. j ^ % la série (9)

converge unirorï eurent dans toute région d'holoBuorpiiie de
par rapport à A) et à g ,pourvu que t soit assers petite

x t X , / ) sera encore l 1 indicatrice de l'opérateur
Bous désignerons par i0 )1 * ensemble de tous ces opérateurs^Oert^ins
d'entre BVÛL poiirront,éventuellementfêtre étendus à des espaces
fonctionnels plus^vastes jue la classe L. «Ils sont deux à- deux
permutables^ si 6f et ® ont-pour indicatrices respectives

$(X,Y) et •(X,y),l»opérateur produit @(j) - g) ér a pour
indicatrice la fonction $ V, cora&e le prouve la relation (7)-

*•— .Nous allons maintenant montrer ^ue 1foperatei^ S)
de la fin du chpître précédent fai t partie de lfensemble(^) et
nous dé ter ruinerons ensuite son indicatrice*

Hous 'avons:

fto.\,B)
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*uxt étant le volume au cône de révolution,défini par
les. inégalités:

Supposant que J^C^/x^t) appartienne à la classe L
et que t soit assez petit»nous ^Llôoaa évaluer suecesèiveEîent les
différents termes de ^ t i l > e n ^ônctiooa dfopérateurs PCACO

en utilisant la formule de Œaylor pour les fonctions de plusieurs
variables.

Sout d1abord:

00

t iPour la première intégrale^

O l i j x y *>̂  •

nous avons,en prenant des cocrdonnées seiai—polaire s «auto lyfe 4© la
droite *3* y > ~\ = '§ •

f f% ' • OO " - f
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fêfc •««>*•)

X

'o

X

Jo

*i Z.

'O

6)<u•- i
v

Pb-ur la deuxième intégrale .4e
<

a A
nous avons de même *.
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e-IZ t

= 42L Z f

2V u t

à. IU,t.,t.)

Pour la troisième9en£in,

8TÏ



t=o <L<

C 4 1 )

i-fc

» JA

dfc =

Kous avons:



'P
f
~

(SI-)

tzs o.e 84.f34.tn8?* eeo snoq.

Or

6r

"2 Z
o ó

xte^-ÇOA«j.T:j:jns
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BOUS avons t

V

dont ITin&icatrioe est;

$ (X,Y) = ^ + «

séries multiples composant SLCX /̂j sont ab-*
solxmient et uniformément convergentes à l 1 intérieur dôa cercles

IXl^'V , |Y | ̂  ^9 . A lVîntéri^ur de ces cercles, 4 (X^Y)
est une fonction iiolomoarphe d/X et d/Y et <0[23 f ai* bxen partie
de lf^nsemble ( ^ )•
S - Hous alloias maintenant calculer les scmnues des
séries multiples composant $ ( X^V) .

Pour simplifier l1 écriture dons ce calcui^nous
remplaçons V2X par A ;-aVYpar Y } ^ ( X ^ devient alors:

Pour calculer la soiMae d© la première série . 2—^. « , x
nous l'éerivonsî u f j e o ^

Hous avons:

o (o •
j

"
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Mous avons donc:

fcr £ % * l v fa [JLJL
=

i l =

Jorlvons de iu6iue la de"uxXè̂ e série , Z. 21

(201

Hou

Par suite:

i

Pour la troisième série, 21 ^

nous l'écrivons;



Mous avons:

Par suite

M

(-1-V)1

"i-t

en posants iL_
(t-Yf

avons Î

D'où*
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- y -

Kaf in*

nous obtenons
JSn rassemblant , (20) , (21),

a t propremené dite

t i%Btarquabl€Kient simplet@u égard à la complexité' 4e
par la foxroile (I0)#

4^^ Bous reprenons luaintenant lféquatic^i (54)du chapitre II

a,M*2^0= a

! • s«oonâ mei^re est connu,le premier asembre est un opérateur de
l*-en»»ffible( «ŷ  ) t ayant potir indiGatrlce

i Nüxfc^y ^ ^ y
81»la fonotlon inocmnu» ^('^»'^>t) appartient à la olas-

9» U. , l e s opérateurs ^ «t 2̂ 1> sont permutablesx

cis)

outre,les opérateur» itérés
oat,r«3pective^ônt,pour indicatrices

et

«•
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de sorte que:

£«

Ov a appliquant aus detix mexritre» de (24) 1/ opérateur
^-°U1} nous obtenons,compta tenu de (25) ,(26) et (27j:

ou biec ;

équation différentielle,linéaire du premier ordre,à la résolution
de laquelle se trouve ramenée oelle de notre équation intégro~di£
férentielle (24)•

Bous avons les conditions initiale s «

) J

t - 0

Sous devons iflérifier que ces conditions .initiales
(surabondantes),sont bien compatibles,c• est à dire que;

• • • • •
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Or,nous avons t

d'où. (31)*

Ensuite, v(-M,-*>,t) est déterminée d*une façon unique»

XI nous restera à étendre ce procédé de résolution
aux fonctions #(*^,^,t) n'appartenant plus à la classe linéaire L
öoxume dans le cas de l'équation des ondes sphériques^il nous
suffira de démontrer la légitimité des relations (25), (26) et (27)
lorsque tf est seulement telle qu'elles aient un sen$.

Auparavant,nous allons donner quelques coia l̂éxuents re-
lat if s,à lfétude directe d'un cas particulier simple et à l'étude
du même problème pour l'équatiort de^ ondes ainorties»

D.~ Lorsque les données ^ i 3 0 / ^ . w.
se réduisent à dea fonctions de se seul^la fonction xncbruiue

tfc,y/£,t)se réduit à une fonction de deux variables u(pc,t) et l1-incon-
nue auxiliaire ^ ^ ^ t ) à une fonction de b tf(t)

Les équations (I) et (2) du chapitre I se( réduisent a-
lors à

(31) tifc - — i2îL - i2? ^2L - 0
... . Y. at

c'est à dire que l'on retombe sur l'équation bien connue,dite
ft des télégraphistes" •
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La solution du problème posé au tiébut du chapitre I ,

qui résulte naturellement des formules de résolution du chapitre I f
peut alors être obtenue directement,par une méthode plus simple,
en fonction des données et de l'inconnue auxi l ia i re ï ( )

I l s 'agi t toujours dfua problème mixte,hyperbolique,
de type Birichlet^Par le changeaient de variables et de fonction
inconnue: ~

nous ramenons dfabord -X1équation(32)
à l 'équation:

Mous avons,entre les données re la t ives à l féquation
(32) et celles relat ives à l féquation (35), les re la t ions u i n t

(

îîous obtenons alors la Solution du problèriie mxxte,
re la t i f à l 'équation (35),par application de la méthode classique
de Bieïuaxm,la fonction auxil iaire é t f c

£ (M étant toujours la nêtue ronction

de Basset ,et de la méthode des images»

lies résul ta ts sont les suivants:

I0 dans le milieu A, (^ ^ 0 ) ^ous uvona

•*t
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2° dans le milieu 2 ,•( "^ ̂  o) f pour

V -
- T ̂

r) = G»

V

/,_ . , Hous en déduisons
(32) et-(33):

les solutions 4eS équations

1° dons le milieu I,(équation 32) ,ét

(39) - ~-<V* •t-s
pour

dx

2° dans le «ilieu Z, [ équatioa(33) , et pour -

y ( *



H eus . a von s ensui te :

(AI) \ g a^t)] = - ± tf'(t) - a,

1 y
d . )

U,O] = d TPft)-* oc, ÎT(t) - «LV* f tf rt(t-C>

0(b) sera donc obtenue en résolvant l'équation intégrale:

avec :

v
t
 Jo n o 4 <*»•—

(A 5)

(46) A(t) =
S M
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Pour résoudre l1 équation intégrale (43),nous la
décomposons encore au moyen d'opérateurs linéaires,permutables*
Mais nous n'avons plus besoin de faire d'hypothèses restrictives,
comn.e sur Y (-M , -x ̂  b ̂  • POLIT cette décomposition,il nous suffit
de supposer o(t) ^

est le suivant:

Q: m =
opérateur te l que

* opérateur élémentaire que nous introduisons

-9Î W = Qi 9U»] = PL Cfl
En procédant coninie pour 1f opérateur °û de lféqua*

tion int égr o-dif f ér ent ie I le , défini plus haut par(IO) et au moyen
de calculs plus simples, (on n fa plus à u t i l i ser la formule de Œay-
lor pour les fonctions de plusieurs variables) ,nous obtenons:

I E

dont l'indicatrice est:

avons:



V~ d'où:

La résolution de l'équation intégrale(43) s'acl^ve
maintenant comme colle de l'équation intégro-différentielle(24)

^ - } oÖ*[tfj* «)t\loj est un operateur de l'ensemble
( Cc/ payant pour indicatrice

4

^ eb *ô% sont permutables et nous avons:

Bn appliquant d,ux deux membres de (43) l'
nous obtenons donc:

(50)

avec las données initiales:

ces données sont encore compatibles:

out ;

t z Ocoimae on le vérifie sans peine»

6. - Bous supposons maintenant que lfon étudie le
problème»posé au début du premier paragraphe du chapitre I,pour l1

quation des ondes amorties:

(51) ( A - d ̂ 1 avec
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La so lu t ion du problème mixte,de type D i r i c h i e t , l e d

données étant toujours <* (-x.u^) t ft(x. -u. %,} , s 'obt ient au moyen
de l ' inconnue a u x i l i a i r e Y(%- %• \ ) , Mo, Mf,W ayant toujours l e s
mômes s i g n i f i c a t i o n s , p a r l e s formules suivantes:

I e pour: o c } , O y

(52) Î
V,t

X

X —

çt-*£

" T ^ J Ô [ ^ A t ~ V ' * \ N ^ }

J' f

i
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\7\- I -JML

X «LA-*
f

fvnt

I"

-f t

M

2» potir

(53) AA*

3:



( 56 )

r
' - -1

v,t

f*ï

J

r+^t

-xy ]dLA -

d*. X

N >

Nous avons ensuite:
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-+ f̂ -

/+

r^t

2V,

r r̂
M

(55)
r*~-\/ X
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t

- ^ f l " K v ^ C X Me (-

dÜC -

inégalités:
étant toujoxLrs le cône de révolution défini par les

r̂ r« t , (^-vJV CT- 5)- ̂ (t- c)'

sera donc donnée par:

t I Ï U a\ C ÏJ_- a (3. ?, 0

[y]- ±
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iM,^

< îv^.j.AV;^^! (

U(
o o

• o

^ [*'ƒ* M, ((* i ^
•*

jAH, (-

M

Pour Jt= 0 îles daux meibres de (56) se réduisent à
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Pour résoudre (56^ ,nous supposons encore que 2f (# /}>v
appartienne à la classe fonctionelle l inéaire il % ,définie
au paragraphe I èe ce chapitre•

Mous décomposons alors l1opérateur dû L 0 J t donné par
(57)>au moyen de l 'opérateur élémentaire:

déjà considéré au p^ragr^phe I«

Les calculs sont un peu plus simples que dans le para
graphe 2,en raxson de lfabsence des exponentielles.

Mous obtenons ainsi;

avec o ^32

dont l 'indicatrice est: v /

47T

avec

dont l'indicatrice est:

//

avec

dont l'indicatrice est:



t w

L•'indicatrice de V X̂  L fl J est lonc:

(

La résolution de lf équation (56) s1 achève alors comme
Celle de l'équation (24) et se* reiene à celle de lf équation inté-
grale ;

ou à celle de l'équation différentielle linéaire,à coefficients
constants,du second ordre:

avec lés conditions initiales*

( l \
Y tliV^Jest donc encore déterminée d'une façon unique»La* mé-

thode de la variation des constantes permet d'obtenir son expression*

ï. - Nous revenons maintenant à l'équation intégro-diffé-
rentielle (24);

r i + 2 x

r ? j c
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et nous allons justifier la méthode de résolution adoptée,pour
des fonctions ̂  qui nf appartiendraient pas à la èlasse linéaire L.*

II nous suffira pour cela d ' établir la légitimité des
relations (25),(26^ et(27>:

a, a, [y] = ^ s , tri

fa M-

lorsque YLi^ | ^/rérifie des
condition^ beaucoup moins restrictives que celles dfappartenir à la
classe L. *Hous préciserons ces conditions»

Rappelons d'abord que la classe linéaire L est celle
des fonctions tOl'JiÖ /analytiques P&r rapport aux variables L̂ et T
holomorphes au;v6xsinage dfM ^« O iatégrables en t pour les

OlJiÖ / y ^
holomorphes au;v6xsinage dfM» ^« O ,iatégrables en t ipour les
valeurs positives,suffisamment petites de cette variable e*t tel les
que toutes leurs* dérivée s, par rapport à u et à ** 9 possèdent ces
mènes propriétés• ^ 9

Le principe de la méthode que nous allons u t i l i s e r est le
suivant : parmi les fonctions f ( l . \ ; t \de la classe L- ,figurent évi-
demment tous les polynômes en n#^^t ,quels que soient leurs degrés»
Si donc. V N . v t se réduit à «n^polynÖme P61,? fc)fles relat ions
(25), (26) 'e¥(27j sont vraies- ^ ^ J

Considérons alors,par exemple,la relation(25); par suite
de la linéarité des opérateurs Sû̂  <U 5>^,nous avons:

Donc,pour établir cette relation(25),il nous suffit de
d émontrer que :
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A pet effet>&ous montrerons que îf (<f>*5'V n e v a r i a n t pas»
les deux membres QO cette dernière relation peuvent être rendus
simultanément aussi voisins de zéro que l'on veut.Pour cela,noxis
utiliserons le théorème fondamental de Weierstrass sur l'approxi-
mation des fonctions continues d'une ou plusieurs variables par
tm poly$0me#Xl résulte de ce théorème, ( ci?. Leçons sur les fonc-
tions de variables réelles et les développe!.ents en série de poly-

>1 ï z. )f \ P pp £ £ ,
ceux ci,par rapport à l'ensemble des yariables^,?, t fdan»

ine borné ïb de l'espace M , t l
-r fc \ te l que les inégali

,p pp ^ f
domaine borné ïb de l'espace M,J,t fon peut trouver un polynôûie

es inégalités suivantes aient l ieu:

C éteint donné»aussi pet i t qu'on le veut,et ceci,
quel que soit le point^.yfc^dans D̂ .

Les inégalités(62),(63),(64) et mt réal isées»il nous
suffira dô montrer que les fonctionnelles linéaires*Ü>1Sb3l [f]
et Q& ff] semt cemtinues pour la valeur zéro de la fonctionet ^Ù&i ff] scmt continues pour la valeur zéro de la fonction
argument, puisque

%% [o] = %% [o] , 0
Coxisid&rons donc la fonctionnelle linéaire:

nous examinerons chacun de ses termes
vérifiant les inégalités:

un domaixie ^ borné de l'espace Ht <
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Kous avons d'abord:

tk /k* sont essentiellement positifs),

Ensuite:

-•iV^.^)

ff

L
&



( 65 )

Bous avons donc dans le domaine borné JD considire*

la constante positive ,qui dépend du'doni<=ajae
"borne supérieure de ^ /£) dans !D

contient,en plus de
nous devons,donc'calculer aus^i une borne su-

périeure de

considéré, ét<*nt une

u- ^ '

Les dérivées,par rapport à ^ ^ ^ J (ie<*\L']jse calculent
sans difficulté.En effet,pour la première intégrale multiple:

quand on fait varier H ou \ ,1e cône f subit

une simple translation,il suffit donc de faire varier vp ou Z
de la n-ême quantité dans ^i î Cv^*^) m

P^r suite,poux avoir les dérxvee^ de. l1 intégrale précédente,par
rapport àrtfou à y , i l siaffit de prendre les dérivées corres£ ondarxtes
d e / 4 $ par rapport à Ô ou à X .

3>e même,pour la de\txième et la troisième int^grale,o _ul-

[
tiplea,iiuand on fai t varier *£ c u 5 , seule varie la valeur def^*?, J* ~c*J
ou de r^,]Ttô)J,Po\ir^avoir le^dérivées de ces intégroile^,par Rapport
à M ou à ?>il suffit donc enoore de prendre les dérivées correspondî-
tes dej* >par rapport à ^ ou à ^ •

Et i l en est de iaêiue,pour les ddrivéesfsuccessives de ces
intégrales,par rapport à M. et à

Hous obtenons ainsi:



de A.1 j (<^j, t J ,
exactement la même expression que<2>t [4 J

en fonction de j(*i,*$^) >cfest à dire que neus ayons:

/ C e N _ . _ , . . , - , . . . . . même i n é g a l i t é -

{)|
pourvu que ^ 4 \M , Î , 0 ©t ^ r I (i^-v s^^3^^^33®11^ les

La démonstration s1 achève.De même que D̂̂  \ 4 J vérifie
l ' inégali té (65) > ^ n [̂ f ^ * satisferait dans le ' domaine

pour toute f onction JY^.y H vérifiant les inégalités ,(62«) et (631)
t\(i s1 obtenant en remplaçant dans *« t les paramètres a t et V̂
par ô  eir V̂  , re spe et i*ement •

ficus avons âonc finalement:

<sK,Kt

Se la même façon, sous les mêmes hypothèse s* on montre-
r a i t que l ' o n a ;

( à ; | n |
9v f M ^> e s d e u x fpnctioîinelles linéaires JS^ I L j J

%ij-f LJ J sont donc bien continues pour la
valeur zéro de la fonction argument et i l en résulte,comme nous
l*avons montré dans le principe de la méthode,la-justification
de la relations

pour l e s fonctions 0 l<4,7 ,tJqU i possèdent leurs deux premiers lapla-
oletts^par rappctrt à «ét \ e t qui'sont continues,ainsi que ceux c i
par rapport à l'ensemble*des variables M ,̂ t .
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Considérons maintenant l'une des deux autres rela
tions fondamentales (26) et (27)«Par exemple,(26):

Pour la justifier,il nous suffit encore d'établir
la continuité,pour la valeur zéro de la fonction argument,des
fonctionnelles linéaires qui constituent les deux membres de cette
relation*

Pour le premier membre,c'est déjà chose faitetnous

\

pour les fonctions

J |
é telleo que:

Pour le second membre,c'est immédiat:

tique
Pour la relation (27),-la démonstration serait iden-

la méthode de résolution de notre -équation intégro—
differentie Ile (24) et sa réduction à une équation différentielle
linéaire,du premier ordre,à coefficients constants,sont donc complè-
te tuent àu^tif iées,sous la condition que y £3.y O Possède ses deux
premiers laplaciens,par rapport à ^ et 5, ,et soit continue ainsi
que ceux ci, par rapport à l'ensemble des variables <4 IL et K

Pour l1 équation intégro—différentielle(56)^à laquelle
nous avons été conduits,en étudiant le même problème pour l1 équation
des ondes amortie s, la justification de la méthode de résolution et
de la réduction de cette équation (56) à une équation différentielle
linéaire,du deuxième ordre,à coefficients constants,se fearait dfunô
façon toute semblable»Cette justification serait encore subordonnée
à la même condition»

Dfautre p^xt,posons:
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l'équation différentielle^29) à laquelle a été ramenée
notre équation intégro-différentielle(24-) s'écrit:

Nous avons donc: L.

puisque

5 J ^ P
èmes mixte a

s o n i ; l e - données de Oauchy pour
t i (I) t (2)

l ^l*«ï«5 J ^ P O^ ' l J 'O s o n i ; l e - données de Oauchy pour T
les problèmes mixte a, relatifs" aux „quations (I) et (2) du chapitre i l

Les formules (61),(69),(70),du chapitre II,(30$,(33),
(35) et {39). du chapitre I,permettent dlors de djterikiner jusqu'à
quel pardre |f( frj èd d d é i é J t

à

{). p ,p d t e n e r j s q u à
pdre |f(a * frj possède des dérivées en fr et J- .continues i.ar rap-"

i r t à l'ensenible deâ yariubles ±f, v ,lorsque ^ et (? possèdent
elles mêmes des dérivées continues*jusqu'à un ordre donné.

Enfin,au laoyeiï des formules'(70) ,(69) et (61),on pour-
ra i t déterminer les conditions minimums que doit remplir la fonction
CL ( 0 p o u r ^ u e l a f°rm^le de résolution (70) aî t un sens.

8«— I I y a lieu de remarquer que -la justification des for-
mules (26) et (27)t pour les 'fonctionstfty.^.t) *B\ &f 'ppsrtiennent
^as à la classe L , est superflue. En effet, la -vaxeur de l'opersteur-
i téré ^>AVATY [^,%M"\ » P 8 r exemple, peut s'obtenir dirpc-

tement , sans supposer que % appartienne à la classe L.

Posons9 à cet effet»

fay) définie pour i ^ o ,-satisfaisant l 1*équation eux
vées partielles.

et aux conditions

(72) (

V
II n'est t d'ailleurs, pas nécessaire de supposer véfifiées les con
cordances f

Nous avons i
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c4Yj étant une fonctionnelle linéaire (et homogène ) de

Wx,4,^,t^ satisfait au^conditions définies*

ainsi qu»à Inéquation " (71)

En effet , en raison des conditions (72),

^d'après sa défintion et les conditions (72)»

Et par suite, ~ ^ *

Dfoùf en raison des relations (71) et (73)» vérifiées par

42





CHAPITEE I I I

Etude du même problème de propagation, ians deux milieux
moyen du système des 4%u&tdons de Maxwell**'»Mise en. équation»

I.- Hous reprenons le même problème de propagation d'on&as
et de leur diffraction par un pïan indéfini^ en substituant à
1* équation ^
et
1* équation*

le système des équations de Maxwell pour un milieu possédant- constan-
te diélectrique,perméabilité magnétique et conductibilité électrique*

Le plan diffractant est toujours pris pour plan %°\ , i l
sépare 1*espace en deu£ régions:la région 1 pour *-y° *la région
2 pour X*4>o . tif^i *J* G* désignent,respectivement»la constante
diéle'ctrique,la perméabilité magnétique et la conductibilité élec-
trique du milieu \ \ fv> p v ^ ^ r sont les mêmes caractéristiques pour
le milieu 2.Bous négligeons la dispersion, les six quantités précé-
dentes sont donc regardées coiame des constances»

- • Mous désignons par X ^ / , ^ , l e s COTHD osante ŝ ftu champ électr i
que E et par U/M^N ,celles du champ magnétique H; l e s t la densité
d@ courant total .

Les recteurs E et 1^ sont exprimés dans le système élec-
trostatique GGSf le vecteur ¥C dans le système électromagnétique

CG.$.\ Cdésigne la vitesse de la lumière dans le ville*

les équations de Bïuxwell Récrivent 'alors:

r

J.V î î = 0
I«s conditions de passage du milieu I au milieu 2.à la

tr&yersée du planx«o r sont: ,

) continuité de / , Z . H\ ; H ,
,) continuité de [*L et oie I x s o*X + -L- —- ,

en tout point du plan * * 0 ,et quel que soit t
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Les trois équations scalaires,relatives aux axes ̂ x.).0^J
01. > représentées par l'équation vectorielle (I),seront désignées,

respectivement,par ^ ^ ( i ) (4)3 .De luême, (T.), , £x) t , (>) 3
désigneront les trois équations scalaires,dont l1ensemble équivaut
à 1'équation, vectorielle(2)•

Nous cOMuençons par intégrer 1'équationX3) .Celle ci
nous donne:

(7-) iùr E

Mous étudions plus loin, (voir paragraphe 3 de oe cha-
pitre),le cas général où ^ ^ , 7 ) ^ 0 «Pour simplifier,nous
imposerons d1 abord arûc données Initiales de vérifier la relation:

11 en résultera:

M o ) cUcr E ( * ,
relation qui remplacera dans ce qui suit la relation (3) ci-dessus^

Nous nous donnerons alors à lfinstant initial,dans tout
lfespace: *

puis,au même instant et dans le planXsi? ,les limites,^ droite et
h gauchâ,de X et de L :

, , x

(-11. )
x \r°.i.y) » W
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Ces huit fonctions données sc*} (3 , tf >$ fc^'}/ / H «^t i

^ L^^y doivent être telles, que les conditions maxwelliennes de
c<gatinuité dans le plan %%0 (5) et (6),ainsi que les conditions de
continuité qui en résultent, obtenue s en considérant l^s dérivées,
par rapport au teuups,des composantes tangentielles -des champs et des
composantes normales de l'induction magnétique et de la densité de
courant total^soient vérifiées pour C^o

. Ces conditions mises à part, les valeurs limites,pour
x*+o t>Xï-odes àonnéesoififl{t$(xty,^) et de leurs dérivées ne sont
soumises à aucune autre condition de continuité,les problèmes hy~
p*erboliques,mlxtes,dont nous parlerons plus loin,étunt distincts
à droite et à gauche du plan X^o ^Cette remarque sera ut i l isée,
dans le paragraphe 3 de ce ckapître,pour la öiise en équation du
problème,4ans le cas où Jj^ £ £x,^ ,-}, o ) ^ O .

La continuité,pour & & o des composantes tangentielles
des champs nous donne d'abord:

(44)
P

EnsiAite,la continuité de la composante noruale ae
lfinduction magnétique nous fournit la relation:

Lf équation(I)j, jointe aux deux premières relations(I4) ^
suffit pour assurer la continuité de la comi osante normale de la

aensité de courant total*

Puis ,1es équations (1)2 >(I)3»(2)at(2) 3, nous donnent, puis-
que les dérivées,par rapport à k, >des coi^santes tangentielleo des
champs doivent être %contioues, pour \~ 0 , (les iaê»es conditions^ reT
latives aux dérivées,par rapport au temps,des composantes normales
de lf induction magnétique et de la densité de courant total , sont
satisfaites df elles-mêmes,en raison de (2)^1^(1)1 et (I4)j ;
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L

]

:s+o p-

tious (16):
Nous pouvons éliminer 3i et Sla entre les* deux équa-

- JL (il) l_i_

équations ( I7) Î
De uêtf.e.nous pouvons éliminer k4 e t Vt, » entre l e s deux
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En outre, le s donn$eg doivenjL»être telles que les va-
leurs des composantes de £ et de H pour tT-» o ,et def leurs dé-
rivées premières,par rapport au temps,prises pour bs o ,sf an-
nulent à l'infini»

En écrivant les formules qui donnent celles de ces quan-
tités qui ne résultent pas immédiatement des'données,nous verrons
qu'il est possible de satisfaire à cette condition.

Les relations (14) à (17),entre les valeurs dps données,
étant supposées satisfaites,les équations (9) et (4) permettent
& calculer,à l'instant initial et dans tout l'espace ^X tj> P L

Bous en déduirons., en intégrant pqr rapport à x^ ,à parû.u: cu.9c.ao
et en tenant compte de (12) et de (13) les valeurs de X et de U
dans tout l'espace,pour tse .^ifin,l@s équations (I) et (2)*<ï
termineront,au même instant, '%*£* e t ~àjC ,dans tout l'espace

Mous Bommea donc bien encore en possession des données de
complètes,relatives aux composantes des vecteurs ̂  et yjf

Nous prendrons encore comme inconnues auxiliaires:

et aurons les concordances:

f
L*équation (2)i nous donne alors,pour % « o »par passage

à la limite,à droite et à gauche*:

(«)

Et en intégrant par rapport à t
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f

-ï s fa.*)]
à iJ^lt^^'i^H^2 et-<10) donnent ensuite,par

rSm^î 'MT?3-*8 e t a Sauciie,pour x.«Oten tenantî U'j e t de C2X): s
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D'autre part,il résulte des équatipns (I),(2),(I0) et
^A) que chacune des*composantes des vecteurs E j(*i2>3 ' V e *
H fntH fy k) vér If le l

f équation aux dérivées partielles dix type hyperbo
lique , normal .v ~

équation qui péiit se mettre sous la forme:

__ * 0%A" _ ^ ° - °**• _— O ,

en-, "£ZE£\rET
7 ^ .

Hous connaissons les valeurs de X , / • ̂- , / , y
et de leurs dérivées,par rapport à >fc" fdans tout l'espace,à l'ins-
tant initialjles valeurs &£/,%,[- >à tout instant,dans le planXs-o

à droite et à gauche de ce plan et"de Biêtae#le<a limites par
continuité,à droite et à gauche,de 1)^ ^^ ^™ j & tout instant

djxis ce thème plan.La résolution de. problèmes hyperboliques mixtes
de type Dirichlet,nous donnera donc* y , 21 «>t» L— dans tout 1*es
pace et à tout instant,tandis que la résolution de problèmes hyper
boliques mixtesfde type MeurLann,donnera,dans les mêmes conditions

et N •

I I reste à voir 3i les conditions indéfinies, £I) , (2) ,
(10) et (4) et les conditions de passage (5), (6), sont vérifiées et ,
en liiême teiiips,comment seront déterminées les inconnues auxiliaires

Les conditions indéfinies(I) , (2), (10) et (4) sont rem-
plies.En effet,d'abord,ces relations, sont linéaires et 'leurs pre-
miers membres satisfont à l'équation indéfinis (30) •Insuite,ces
premiers membres sont tous nuls,pour t*=? O ,ainsiw que leurs dérivées
paaeiuières par rapport au jbemps, opiume cela résulte" des conditionà
initiales et de ce aue E et H ,vérifient (30).Il suffit donc
de montrer que (I),(2),(I0) et'(4),soilt satisfaites pour oc ̂  O

l i (*) (̂ ) (î9) * (2) iOr,il en est bien ainsi pour (I)2f(I)3>(10) et (2)i,jpar suite des
conditions (25),(26),(27),(28),(29) et («2).En outre,(I)2>(1)3»et
(10) étant vérifiées i l en résulte en appliquant les opérateurs

y}* et — aux équations (1)2 e * (1)3»respectivement,et en ajou-

dfoù. (I^j/étant solution continue,en tout point,de

V
•_ i± JLlUa O
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aestent(2f2 (2)3 et (4).0r> H satisfaisant à l'équa
tion (50),il en résulte,engrenant le rotationnel de (I):

(Z) imposa

avec

A *V LÀ
d'où,pour les mêmes raisons que, ci-dessus,pour P̂ y àiu r\ =. o
lies relations (2)2 et (2)5 sont alors assurées,en raison des condi-
tions initiales»

Au sujet des conditions de passage dans le planiro ;
sont automatiquement continues par le choix (20) des inconnues
auxiliaire s «La continuité de b L ' est assurée par les relations
(25) et (24).L'équation ( I ) j :

, T f f NV

entraine la continuité de lv » C"X-*- •• • -£li pour toutes les

vale^irs du temps,poiarvu que M et N soient continues,puisque cette
continuité de M, et de H ,implique celle de ses Éerivées en M, et ^
à cause de l'existçnoe de toutes les dérivées secondes de K Ùolt. N *
11 suffit donc,en définitive, que M et N ,soient continues, quel «fut»
soit t fà la traversée du plan x s o .Les relations (lll) ruontrent
qu'i l en est bien ainsi,à l'instant initialjd1 après (2)3 et ( )
en sera de môme,à tout instant,si

Ü ) Or J.

sont continues à la traversée du p l a n x r o «fin écrivant cett^ conti-
nuité,par passage à la limite,à droite et à gauche,nous obtiendrons
alors deux équations intégre—diff érentielles,qui nous serviront à
déterminer t et €* •

X + — Bous entrons dans le détail des calculs«Hous ne résoudrons
explicitement les problèmes mixtes,relatifs à l'équation (31) que
pour y Z X ,seules composantes qui interviennent dans la formation
des deux équations intégro—diff érentielles qî e nous écrivons «Pour
L. M et H ,nous aurions des formules analogies*

Mous nous ocwjipons df abord df Y et de
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-f ̂ 2£ pour
VF ^t
nous retrouvons les conditions

désigneront les râleurs de
C*)3 ^ous donnent alors, Fi
1

•~7.
1(16) J :

Ci

Bous avons les concordances:

'̂î
plan 5c. « o de centre

Jéaigneront^e mÔmefles
stir la circonférence:

ttéKJ seront les râleurs moyennes de
,VM syr la circonférence du
r* ) et dê  rayon |f^-



( 78 )

Mous poserons:

ïoutes ces valeurs iuoy enne o, K, T<^*O.
sont des fonctions régulières de &> ,ïkêue pour ( î so •"

Y et Z seront alors données dans les régions
I et 2,pour x. .4* VAt t£ — * ^ V\ t > respectiveiuentt
par quatre f o^iûles, qui ne âont que la répétitian,dans le cas preseni
des deux formules (2o) et (261) du chapitre I#

Mous aurons besoin des dérivées de / et de Z. f_
Pc%r rapport à X̂  ,pour ^^0 fà droite et h gauche de ce plan.Hou^
avons dra^rës les résultats du paragraphe 2 du chapitre I , ^\ï&
e* i (*) (ayant les tiêiLes significations que danb ce
paragraphe t
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+

A -L M t

-^ ' iu

+
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—. I t _ s'obtient en remplaçant dans

% y

les formules

par|? ? Mo et Mt par f̂(58) et (39), N par

et , f? .et X par Q .

S o u s d é s i g n e r o n s p a r -&i % ^ « 5 f ^ l ' e x p r e s s i o n ^
l f t g/"qui t dans la formule donnant

Hous avons de

p ^ût/
a pour facteur g/" 1 i

•

V,

\

_.aXt
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,3 ) + J? (- «.. ? ,

1 ? ) s » ob t ient , à p-art Ir de [ —- L „

comme f )L à partir de f £J- L

s Hous passons maintenant à la composante X #Dan$ la
région *1 y ->c > o , elle satisfait à l'équation aux dérivées par
tielles (31),ou l'on remplace ou et y par A 1 et \̂  J les condi-
tions initiales sont celles de öauohyfles conditions aux limites
sur le plan ^ r o sont du type He*umann#Ces ocaadijfcions définies
s ̂écriventfd1 ailleurs:
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Nous faisons le changement de variables et
d'inconnue,déjà fait au paragraphe I du chapitre I:

l'équation (31) devient:

sont les suivantes:
conditions définies,vérifiées par

-

Pour exprimer U-ÎZIL» ,
los notations suivantes:

nous introduisais

son* les m°y e i m e s fonctions

a la moyenne de
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t ^ Kous avons, àf ailleurs, ent re ces donnée a, relative s
à .'»—*. et celles correspondantes , ̂  (y-^ 13 ,*?}, *̂-

relatives à ^ ,1e s'relations suivante s, que l'on obtient
immédiatement,à partir de (-47), (48), (49):

A sera alors don&èe,d*aborè,par une formule analo-
gue à (15) du chapitre I:

otL I4 ,Ti fL-i tk\ii soht données par les .formules (9)*(I0)f
(II) et (12) du chapitre I,à condition dfy remplacer o>< ' par

/3 par cô  ; Y' Par *SI et ^JT par "

Ces formules contiennent*outre les données,les
valeurs de ^^* sur le plan ~ *̂  =r o «On élimine ce^ valeurs
par la méthode des* images,déjà utilisée pour la résolution des
problèmes mixte s, de type Dirichlet^En désignant par 1^ .î^lj
X^ les valeurs de r,/rv/lj c> T^ relatives au point

£•"? # V7 ,T )
 no"^s avons;

(-r<. ; 0= r^i^ij + i-; ,

ce point étant hors du domaine df intégration,situé
dans la région !•Mais,cette fois,on ajoute (5&) à (53)>au lieu
de la retrancher*

En posant:

1;.-1,+1;, J/= il+1;, x -1, * 1;, K - h^ii ,

nous avons donc:

+ 1



Insuite:

T
In) Xi;.

U

(
'T

4

. T
l « ;

•T



(

+ i
4

f , A l

M.AV

JL \

1

_ solution du problèïiLe i:;ixte,relatif à lf éq\xation(4^),
se ra donc,poux o ^ T <C> £

(Si)

'T

2. A.

'o

c R'

- 1
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At_

,7

M

± <?;

f

f? A r . ....]

'T

't - *x

'-A

•+ i



f

f

I r*

t

En revenant à l'équation (31) et aux équations
définies (41),(42),(43)>nous obtenons enfin.compte tenu des re
lations de correspondance (44), C45) (50), (51^ et (52) ~ '

^ A

X

0 ** ^ X



f . X

/1

"Jx.
....]

A

.-..] +

- 1



POUK Ie milieu 2tnous opérons d'une façon analo-
gue, en déterminant dyabord la solution du problème mixte, r e l a t i f
à l 'équation (45) en JHL <r# , &+ 9#% *Jc S , Go < ^ ; c> «S^
gardant la xnème signification que dans le milieu I ,en remplaçant
naturellement a ^ et V̂  par a v et Vt nous
obtenons ainsi,pour o <* jr s y- ,

' S * mmm > ^ Jt-» *



i

1
A f?̂  ff _AC /....1J.\

'-1

A£
F

ctX

'è
/

i
^
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I ,-T
u ;

i-i

l
O-

19J
-f

J

Et en revenant au problème mixte,relatif à l'équation
(51),nous obtenons pour o 4* — ĉ ̂  \f^t :

- o-xyi.tr i\
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l 1

v;

-f- —

"•- ' v / ~r~-tl*-

'-1

à
/

ii
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(

X - [

X*

po-ur
ïïous devons maintenant calculer
.Sous trouvons sans difficulté»

4 e t

2- S d+c, nS)

boiànC !

{66) Ct
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f
oLX /

oLX

s'obtient en remplaçant partout , — par —* dans la formule

(65) ci—dessus:

•Ĵ -f VvîJ ' ^ J désignera dans la formule qui donne
^ lfenseïüb*le des tenues conims,qui ont g-^iM*

ue facteure
)
De même -

' ~"i
x



à y / O H 1 l
"*j> \ 'qv' ^ s <obtient encore en remplaçant partout
drans la formule (67)«Et,de même* 3>t
la formule (68).

yr "par ->,
àapartir de

Mous voyons,df aillexirs, que le deuxième terxiie du second
de chacune des formules (65) et (67),par analogie avec de;

intégrales de ce typefdéjà rencontrées au chapitre I et dcOis les
formules (38) et (40) du présent chapitre,peut être utilement
transformé:
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v/t

un
^ "u

\ A <( =

ITT

ît 5 désignant toujours le volurue du cône cle révolution;

(««9 04

Mous avons maintenant tous le-s éléments nécessaires
pour écrire les li&ites,à droite et à gauche,de d~ (^ «. ^
et de J^ / } t ^ D X \ dans le fclan H W
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En égalant cas limites,nous obtenons les équations intégro
différentielles qtie doivent satisfaire les fonctions inconnues
£ dt ÇL «Ces équations décrivent:£ dt ÇL

+ ^̂ )

r 11

/// t4r-*;«
r»4

t. +•

'O.



1^1

-V-t

± F
7

ff

posant:

t-^



27T

3 1

«TT
-

= B
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La dissymétrie,dans les formules (70) et (72) provient
de ce que les fonctions A et JB sont le résultat de la dérivasq s fnctions A et JB sont le résultat de la dériva^
tion de y et de Z. ,par rapport à x. ,et des transformations qui
ont été faites sur ces dérivées, tandis que les f onctions C et
résultent directement de la dérivation de X »P&r rappos* à H
et à ^

Pour Z <= o ,les deux! membres de lféquation (69),compte
tenu des concordances (17) , (21), (33) et (41), se réduisent à;

De îuêiïie, compte tenu des mêmes concordances, le s deux
bre.s de (71) se réduisent,pour k<* o à,:

JSous allons intégrer les deux équations (69) et (71),par
rapport au temps,entre 0 et t *Àvant d'écrire lés équations ob-
tenues, remarquons qu'après cette intégration,les intégrales de
tête des premiers membres de (69) et de (71) peuvent s1 écrire,
par analogie avec des intégrales de ce type,déjà rencontrées au
chapitre JL,formule (3JS1)
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oix i^^t est toujours le volume du même cône de révolution,
défini pur les inégalités(68' ) , ^ r -^p
avec une formule analogue,où. entrent ** -

De L.eri.e, avons:

et une formule analogue,où entrent JP et a •

En introduisant les 0pérateurs3Ù<t et lû t des deux
premiers chapitres,formules (38) et (38') du chapitre Ifnous
obtenons alors:

ÜV
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avec

,t

/ / /

%

j.

oit.
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et P >de n.ême que n et .D fsont des quantités connues,
qui ne dépendent q̂ue des conditions initiales*

(V)

Introduisons les opérateurs:

t
; /

\ ,

ITT

old
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Ces opérateurs perruettent d'écrire comme suit les
deux équations (75) et (75):

Posons encore:

II résulte td
f autre

nous avons:

1 formules (77) et (78), que



de même:
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Bous avons vu au chapitre II, formule (66) 9 que nous avions

ou encore,en posant:

( « 0 . 1 j

équation intégro--différentielle ne renfermant plus que » oouime
inconnue,et de même foorue,sauf les expressions plus compliquées
des 1 ,des ^ et de ^ , que celle obtenue par M.DELSAETE,dans
le c£ra où l'on néglige les conductibilités des deux milieux»

Une fois F déternJLnée, les équations (-79) et (80) ne ren-
fermeront plus,chacune, qu'une, inconnue, ( I ou g •• respectivement)
et serviront à déterminer ces deux inconnues»

Nous avons,en somme,à résoudre le système intdgro—diffé~
rentiel(79) et (80) en ƒ et 4- »A cet "effet,nous étudierons d'a-
bord l'équation auxiliaire (#4) qui ne contient que l'inconnue P .
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L'étude de cette équation (84) et du système (79),(80)
f a i t l 'ob je t du chapitre IV qui suit»

Auparavant,nous allons montrer que le cas général,

f.ormule (o) du present chapitre, se ramène au cas t r a i t é dcjis ce
qui précède, . • • -=f / ^x ~

dur E t * ' } ^ ' 0 / * ° *
I*a f ondule (7) nous a donné:

en posant:

C») ^
Supposons dfabord qu ' i l y a i t un seul milieu au lieu

de aeux»

Kq,us posons:

Nous nous imposons:

) <ifoù i l résulte:>

- 0 ,

en ou t r e t l e s systèmes de vecteurs u ;
; H ' e t E ö t ? 0

doivent vér i f ie r séparément les équations de Maxwell.

Hous verrons immédiatement que ces conditions sont
poss ibles .

Récrivons i s s équations de Maxwell:

H _ ± [-h ne + tl^ r= 0
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D'après les conditions que nous nous soudes imposées»
les équations (00), (82) et (9$) sont automatiquement vérifiées.L'é-
quation ($4) contre quf Eo dérive dfun potentiel c(> (-* t ̂  ,3 ) .
montre que:

(5*;

(94):
ïïous utilisons la solution bien connue de l'éjuation

seruble des points de l'espace où

désigne l 'en

n fest pas nulle»

t €ette dernière fonction est supposée tel'le que la
foruiule (95) ait un sens et que dp possède des dérivées premières
et 5jeoündes«Des conditions suf f isantes,pour qu fil en soit ainsi, sont
connues yar la théorie du potentiel newtonien,dans le cas d'une d is -
tribution de masses, étendue à tout l*espace à t rois dimensions (I)«

Nous avons ensuite:

(5*5
nçus pouvons d Jriver (95),sous le signe ,et obtenons ainsi:

et deux formules analogues pour Jo C* TL o

vecteur est ainsi entièrement

(I) Voir,par ex.rLichtensteinjGrunclla^en der HydrOEiechanik,Berlin,
1929,^.80 et suiv.
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Supposons maintenant qu'il y ait deux milieux, de_constan
tes Ai et \z , séparés par le plan ->c=o .Dans ce o&s, j?* (*w4

reste continu dans tout l'espace et est toujours donné par (96)
Mais "r"? /#- M * fc ) »va devenir discontinu pour oc «s o •

Hous avons,pour oc & :

(37) P ^ î ) 7 . * ? ? ^ i * )

" 1

et pour "X. ̂  O f

(95; ë y ( x , - } , 7 / * ) « f ( « , ï , y % ) - E : o ( " I - J - Î ) «•" l

Parmi les donnée a, relative s à &' (x ,M ( ̂  t tj ,les
et de ŜX / , seront discontinués dans 'le plan x r

Maie ces discontinuités n1 empêchent en rien de résoudre les problè
mes mixtes correspondants,puisque ces problèmes sont distincts,de
part et dfautre du plan X.&.O «Les seules conditions à respecter
et,elles le sont,étant les conditions laaxwelliennes^de continuité»
à la traversée du plan x-s o pour les vecteurs gf t i H -

/ fious nous donnerons toujours les valeurs initiales

des exposantes y > ^ ^ M ^ H d e ^ ^ ^ ^ ^

et de FT C^/^/T'b) .I<es val&urs in i t ia les^ ' / M ' S ) ^ /3' (* /•! ^

nous en déduirons de mêae ; X[*,u • tf), LlX^/rO) e> X

ainsi que Lr. e>r £Jj pour >C s 0
W t

Mous prendrons encore comme inconnues aux i l i a i r e s :
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e t en d é d u i r o n s l e s v a l e u r s o l ' 7 ( O / J / J / t / e t d e Z ' ( o , M , 7

à droite et à gauche,dans le plan 'X.-ssz O ,ainsi que celles de

" Celles ci serviront à déterminer les valeurs de — X l-toi/TA/

compte tenu de ce que otù-r* E"'— O -

Les conditions définies ainsi établies,(conditions,init ia-
les de Cauchy,plus «conditions aux limites,dans le plan oc as o )
pern.ettront de résoudre,d'ime façon analogue au cas où dJUr ËT=S o >
le o problèmes hypQrboliques mixtes de type Dirichlet,pour détermi-
ner y /

) ' Z / eb Ul. et les problèmeë mixtes de type F.Heumann,
pour déterminer X '} M oJ- N ; (4a^is tout IJj^space et à tout ins»
tant)«En effet,les con.posjntes d' E / et de H ,vérifient toujours
l'équation hype rbo lique (51) «On en déduira V / 21 eJr ><» -

Enfin,les conditions de passage, (pour E. et H ),à la
traversée du plan X:O , seront les mômes que dons le cas où

èJt Ë*= O et £ et *̂  seront ^encore déterminées,en écri—
la continuité,pour ^c a O de
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CHAPITRE IV

Résolution de l ' équa t ion in tégro-d i f fé ren t ie l le auxi l i a i re
e t du système in t ig ro -d i f f ér ent i e l , auxquels abouti t le problème posé
au oliapitre I II»

I . - Mous nous occupons d'abord de l1 équation auxiliaire(84) du
chapitre précédent»

Pour la résoudre,nous utilisons la méthode du chapitre I I ,
qui est la généralisation, naturelle de celle de Ba. DELSARTE .Mous sup-
posons d'abord <aue l'inconnue ^"(^/V/\3 t appartient à la classe
'linéaire L— ,définie <xu pcoragrapne x du chapitre Il.Da&s ce para-
graphe, nous dirons défini au^ôi les opJr^teurs linéaire s, per mutable s

"p. tel ^formule (5),les o^éruteurs linéaires,permutables^M

forruule (9),leurs indicatrices <p f X / V / } foriuule(8)et lf ensemble ( y )
dey Oïérateurs CJ*ffl

Kous avons vu ó^aleuent,au peiragraphe 2 du uêue
que l 1 opérateur gB> f a i s a i t pa r t i e de lfenseiJDle (€?} e t q u ' i l

r indicatrice:

jL

qui entre
MSDUS allons maintenant nous occuper de lfopyr^teixi* J L' i
, lui aussi,dans notre équation (84) : ü

Mous montrerons,de uÔu*etqufâl fait partie Ce llensemble!^/ J
et nous d .terminerons sxui indicatrice*
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À cet effet,nous allons développer les deux intégrales,
constituant *| F fi fen fonction des opérateurs

où les c^l sont les lapluciens successifs do f
à M et- à XsM

DTd,bora la. preiuière-Kous ^vons successxveiuent:

±

peuents:
Pour Ici seconde integrale de ,nous avons les do



f n*>

1
° ~ / % l l - l y

r K V

» z. "̂
i,i

o* it

J

a j ! e-

o . _,

X Z



;-'
cl'.û •

VI-1

£
A,o V.

II)

I ^ - V

öö Oe O*

olt
- l

x.< F
0 0

i j+^

( . »

,©

formule ( « ' ) «Iw tkaj^itre H .



oe o . o»

At * ± ZZZ.

(3) - < ? 9

«Je V i [ F J est

?. . .



encore

de
de

( )

Les deux s i r i e s m u l t i p l e s q u i composent J ( X tjj
ooiur^ent e t uniformément c o n v e r g e n t e ^ à 1 ' i n t é r i e u r
X | < ±. eJr | Y | <£ - i - A l'intérieur

cerclas * ^(^>y) e s * encore "̂ ae fonction
X et de y et J [F] f^it bien partie de 1

2-- Le calcul de
qui corax.osent J

de la

soniL.e de chacune des âaux séries multiples
} *é& f^it dfune façon analogue à celui

3 ) •

Pour s i i^ l i i ie r lf écriture,nous men.ylayons encore fproviöoi—
reu en t , \ / z X pc.r X e t - aVV par y ; J ( X , / ) d e v i e n t :

Pour LA sjrie double#nous avons;

f 7 ) —
POLO:' la sJrie triple:

d' où



£ E £ £... x"yl'r

xc y
d-y)11*^-1 = (4-y).

X ;

en posant:

y = w

Kous avons ensuite:

( zó + z ̂ - »- ) !

*/
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.--tl +

Oc

u

« U - * + u
VT-w

_u U
.VTTu V-i-U-w

U

. X

X
Vi_x_2.y

Et pur suite

(3)



3.~ L! indicatrice du premier n.en.bre de notre équation (84)
du chapitre précédent est donc:

xyX1-K1
+*

V/L

Pour obtenir une expression algébrique simple,nous allons
faire disparaître les radicaux et le dénominateur commun,
en multipliant cette quantité pur:
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Cette expression (12) est l'indicatrice de:

,4
[f]~ $>$x \^$ fr+ e* V.

en effet,l'opérateur produit a coiune indicatrice le produit aes
indicatrices des opérateurs composants et A +• le

est lfindicatrice de

t

't>

Mous obtenons ainsi en effectuant ce produit,en tenant
compte des valeurs de V et de ^ ^données par les formules
(32) du chapitre III,et en posant:

(Ak)

+ UXV)
Hil ^ M "

—

_ itv (t,v; - £vv ;"_ £, n /* +^ (£,
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y,. \ KV, ( p.v, - h vt) V'

Remarquons que pour;

cette indicatrice se decorupose en le
produit :

JP I I résulte de ce qui précède, quf en appliquant l 'opéra-
teur C ,dofini par (13) f aux deux men-bres de l1 équation (84) du
chapitre III,nous la transformons an l féquation int<jgro-différentielle;

X ^

f i W- ^FX + * ( f*-i) f C;,; x) lx. + ( ) . ^ - H
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avec:

Nous"vérifions suns difficulté que la concordance

est bien réalisée.

En effet,nous avons;

H

L'équation (18) se rctmène de suite à une équation
dérivées partielles du quatrième ordre,avec des condition© initiales
de Cauchy,en posant:
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Kous

.t

*t«
Dons obtenons

")>t
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avec les conditions initiales:

-* L 5 O

En réalité,nous connaissons également:

mais cette connaissance n'introduit aucune condition supplémentaire,
la concordance (20) étûnt automatiquement vérifiée,comme nous l'a-
vons vu.

Nous remarquons immédiatement que les coefficients des
dérivées de l'ordre le plus élevé,qui figurent dans cette équation,
ne dépendent que des constantes diélectriques £ { ei* C v fet
des perméabilités magnétiques [4< eJk \i^ des deux
milieux et pas de leurs conductibilités*

Ces coefficients sont naturellement les mêmes que dans
le cas 'traité par xBâ.DELSAHTE, où l'on néglige les conductibilités»
Ces termes s'obtiennent,en prenant la dérivée seconde,par rapport
ujx temps,du premier membre de 1! équation correspondante du mémoire
de Bfi.DELSARTE.

Les surfaces caractéristiques de l'équation (25),ne
dépendent donc pas dey conductibilités des deux milieux.

Au contraire, tous les termes, autre s que ceux qui contien-
nent les dérivées de l'ordre le plus élevé,dépendent des conductibili-
tés et s'annulent lorsqu'on néglige celles ci-

4*- Traitons d'abord,poux ne plus avoir à y revenir,le
cas particulier signalé plus haut,(16):



( 124 )

ce cas,comme nous l'avons vu,!1 indicatrice de (I8)se décompose
en un produit de facteurs linéaire s «Biais on peut alors obtenir une
indicatrice xlus simple ̂ ue (15),en multipliant (Il)par:

.,.

Pour voit de quàl opérateur,cetüe expre.sçion est lf in-
dicatrice, remarquons d'abord que, &oy ennant Z^V [ V j ̂ \ ,nous
avons:

eot donc l'indicatrice de;

opérateur de l1 ensemble( KJ )>qui peut s'écrire symboliquement:
. A avec,toutefois,la convention,que poux

^~\J~s o »il se réduit à F̂  '

et non k

câtrice det
Cette convention .admise,nous voyons que (*27) est l'indi-

nons:
En effectuant le produit de (II) par (27),nous obte-

H * V *
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P<̂ r suite,en appliquant l'opérateur £- aux deux
bre's de Inéquation (84), du chapitre III,lu, relation (16) otjit
fiöe,il vient:

O)

avec

La concordcürice

se vérif ie comice la concordance (20) •

En posant:

/O

l'équation (30)est transformée en l'ensemble de l'équation aux djri-
vees L
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jt des conditions initiales de Cauchya

L'équation(32) ne diffère de l'é&ua-fciqn (57) de 6i.DEL-
SARIE que p.j,r l 'existence du terme en "j> ff %nul i.our \ico

n>t
l e s conditions définies (33) sont les niên.es.Les mêmes conclusions
s'appliquentv que povtr le problème de Bi.DELSARŒE:

l1 équation (32) est hy^erboliquelle problème de Cu,achy,relatif à
cette équation,est un problème bien pos,d,qui a une solution et une
seule.

Si

1* équation (32) e^t e l l ipt ique.Le ^roolèïue de OUuchy n fa pas de solu-
t ion ,en g-énéral»Sf i l en a , i l ne peut en avoir qu fune(I)«Il en a, une
et une seule, certainement valable pour Jt assez ^ietit, s i }f̂  lu (y

 L

es t analytique» W à

Si €<\ — £ x « <=>
équation différentielle,pour
solution et une seule•

Enfin, si £4^
ôéduit à wie équation parabolique:

,l!équation (32)se réduit à une
le problème de Oauchy a une

,1'équation(32) se

aveo
5 O

Les plans K z C sont àeu surfaces caractéristiques et le
de Cd-uchy a une infinité de solutions*

( I) Théorème jinéral de
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0
s ^ u ^t^nt doterminée,les vér i tables fonc-

tions iaconnueo £ eJt «? LÎJ1^/^) seront

eoioue d̂ r̂is lp cas général,voir plus loin, par ^graphe 9*

5»~ Nous revenons au cxts Général de 1'équation(25) et des
conditxons i n i t i a l e s (26)»

queotion essentxeile qui se pose ebt de d^liïuiter l e s
cas généraux, pour lesquels le problème <4e Ca,uchy cor respondi t ,
ou n'aura ^ts de solution.On peut rer .̂rquex- tout le sui te ^ue l e s

données in i t i a l e s sont analytiques, a insi que la surface ^ui le o x or
te,plan >t=O ,iuc*is le second aei^re de l féquation (25) ,i?ét(*Af-r f

,ne l ' e s t p^s,en g i é l

Les th^oxè^es généraux, a^i l iqués au problème (25)>(26j,
nous donnent l^s seuls résul ta ts suivants:

1° Lprsque 7»-i C * ! ' ^ ^ ) eb"t analytique,et quelles

que soient les valeurs numériques de^ coefficients du j>rer ior t eî
de (25)>le x> rob le me (25), (26) a xxne solution qui es t analytique e t
certobineruent iralable pour h as^ez p e t i t , (théorème de O^uchy-
Kowalewski)#Dans quelles conditions^cetire solution est—elle prolon-
geât là , ce théorème ne le d i t pas^En outre>il ne peut exis ter qu'une
solution analytique, bauf si £ | |^v — £^U -i « o ,auquel cas,

le plan Jt z? O est car^ciférxstique.

2°»- Le théorème de Holeio;z"en (I) nous apprend ^ue, le cas
où le plan ^ts? o est une surface caractér is t ique excepte, lu, solu-
t i o n ^ 1 i l en exis te ,es t unxque,qufelle soi t analytxque,ou non.

Pour obtenir de^ résu l ta t s plus substant ie ls ,au sujcjt du
problème (25),(26) tnous allons d'abord transformer l 'équation (25),
prenant co^me inco "nue" auxil iaire A-t F̂  ( H , x , t ) *Supj. osant,
provisoirement, FJ et ses di r ivoes ,
par rapport au temps connueo,nous allons considérer(25) comme une
équation dxffé^entielle en ^ i f ^ e$ l ' i n t ég re r par la mjthode
de la variation des constante s, en tencint compte des conditions i n i -
tiales»

Kous posons donc*

s'écrit :

(I) •- Voirjpar ex.Hadamard,"Leçons sur la propagation des ondes..."
Note I.-
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On tA

et,relativement à cette équation différentxelle, en
leij conditions initiales:

<p ,nous avons

4
L'équation caractéristique,correspondant au

de (35),s'écrit:

es sont réelles et entières;

Dans le cas où celles ci sont distinctes

( 3 5 J _ «^ x , nous pouvons écrire:

etJjre

sont détorri . inées par (35) , (36) e t

«tous obtenons ainsi, sons difficulté:
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Dans le cas où l'équation caractéristique a une racine
double, §ui coreesponçi à:

nous retombons sur le cas particulier déjà traité,d^ns le paragra-
phe 4.Lfapxlieation de la méthode de la variation des constantes,
nxxns conduirait auss±,df ailleurs,à l'équation (32) de ce

Nous transformons maintenant l'équation intégro-diffé
rentielle(4I) en intégrant par parties le second membre,de façon
à faire disparaître du signe f , successivement, les dérivées,
#<ax rapport à t jdeFi.

Le calcul assez long»ne présente pas <$e difficultés
sérieuses*Toutes réductions faite3 et en remplaçant <fe par sa
valeur, À̂F» ,nous obtenons finalement lféquation intjgro-diffé
rentielle suivante :

*-£*, f
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avec

et les conditions ijaitiales;

En éliminant le cas particulier 6-^E^^E. J

que nous itraiterons par la suite,et quirdu reste,et^it déjà ta—
citèrent éliminé,l'équation caractéristique devenant alors du
preiiiier degré et la transformation précédente supposant essentiel-
leiuent,à partir du calcul des racines de l'équation caractéris— f
tique , g,̂  — £>%^= O ,nous voyons que lfé£uation(42) peut sfé~
crire, en désignant niaintenant,pour simplifier,
la f onction'inconnue par •it('M;x , t ) ;

(45) s* * 1^ - ~ i * ** «t

ot; fr ; c ; A ^ B j °̂  et (b et *nt des constantes,de signes
quelconques. (Sa fa i t , °C-*M ejt certainement^ nigatif,Liais
nous n'utilisons pas ce riuultat par la suite). p̂(*4 ,& >t)
e^t une fonction connue,continue,donc bornée dans toux aomaine
borné de lf espace • (**£> *fo j^) .et possédant des d^rivee^ premières)
continues dans vai te l domaine «En outre,il résulte des .caractères
du problèu.e de diffraction posé^que < : P ^ i ^ / t ^ rpeut êtr^
supposée tendre vers aéro,qu^n.d "le - point ^MJ"
du plan oo=O ,tend vers lrinfini,uai-s non. .juond u e t a
restfcnt f inis, b ^ugr.ente indif iniment.Au contraire J

tend,en génJr«*lf vers l1 infini, avec t .

Les conditio))s init iales restent:

(46)
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Si le teume constitué par l ' intégrale du second L e<i/bre

a1 existait pas,l1 équation (45) serait une équation aux dérivées
partielles du second ordre^hyperbolique pour ot> O et elliptique,
pour oc ̂  0 T.Le problème de Cauchy se présenterait alort> d jnsi
des conaitions essentiellement dif f érentes, suivant le sî pae de oc.

Par analogie,nous sorunes amenés h étudier
le problème de Cauchy (45) > (46),dans chacun de^ deux
génjr iux ^ cu> O et ex, < O ,cas,que pour des raisons éviden-
tes,nous désignerons aus.si sous les noms de cas hyperbolique et
de cas alliptique*

II s'agxt de sayoir si l1analogie est profonde ou
superficielle.

Supposons d^abord Ot ̂  O ,c^s hyp©rbolique«

Par le ciî ngeiuent de fonction inconnue:

) ^M)
qui conserve les conditions init iales:

; 0 »
(45) est transforLée en l'équation:

(48)

IL + c a un signe quelconque-.

roâulte ju ' i l nous suffit de considérer les
équations:

Jo
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Supposons d'abord le coefficient dl'-u positif et étu
dions le problème de Gauchy correspondant aux relations suivantes:

(go) jM

A est une constante que nous prendrons ensuite égale à un»

Nous allons utiliser la méthode classique des approxima-
tions successived de Picard.

Considérons ün domaine D ,borné,de l'espace

^ H H éteint une constante qui dépend

Cherotions à déterminer une série entière en À J

satisfaisant fornAellement à l'équation (50) et aux conditions ini t ia-
les (51).

En égalant, dans las deux membres, les coefficients des mê-
mes puissances de X ,nous obtenons successivement, (équation des
ondes cylindriques amorties à second membre) (I)".

(54)

(I) Cf.l'ouvrage déjà cité de M.Hadaïaard,
"lie problème de Oauchy Mt_p.28l.
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avec (55) -TL = <o*(t--c)*-

et où 1 est le cône de révolution:

- ( V

(58)

(x-a)
+ B

ci-des$us
Nous avions maintenant majorer les .différents termes

^o ; ^ / // ^̂ vv ^ ^ n "teB^^t compte de l ' inégali té

. , o four>effectuer ces majorations,nous pouvons supposer Â
°N et p , tous positif s, sinon, ceuac de ces coefficients, qui

seraient négatifs,seront remplaces,dans 1Bs inégalités ci-dessous,
par leurs valeurs absolues,ce qui,aura pour effet de majorer encoreles Kfyt)| *ï*

•Bous avons ainsi;

(59) f

(60)
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De i~êue,l'inégaliti:

'

vérifiée pour ort= A et ivr:2. ,entr^ine:

e»T(K«t)

i ~)1N-

L1inégalité(62) 'suffi t à prouver que la série (53)
est absolument et uniformément convergente,quel que soit A *dans
le domaine J2 considéré de lfeai-aoe ( ^ / $ / O *^ a somLie

aussi une fonction continue df -u y* % t , dans ce

En outre,1es djrivées,^ar rapport à 'U et à ^ ,de
chaîne tenue de ,1a série uniformément coxiver^ent^ (52) se calcule-nt
sans difficulté e* ont la ^ . e Ion,e que les expressions (58) ;

^ Q étant,par hypothèse, continues,donc oomias dans 33

le i er e raisonnement que x/récdde£utuent contre que les a-iries obtenues
én d jrivant *(53), terne à teriùe^ar r^pf ort à 4̂ et à ^ ,sont

x> ot or-i; i ouret unir or., e ment convor^jenteo dans

à t

sont,par suite,des fonctions continues d'ii t ; t
De j.êiae,le second n.eubre de (50) a une dérivée, p

,qui est continue dans ̂ D ̂

en ^résulte alors que la f ondule qui donne la solu-
tion du problèihe de C&uchy potir lféquation des ondes cylindriquea*
amorties,à second li.er.ibre,est aptlieable à l'équation (50) ,lorsqtie
1* on-considère cowne connu l̂ e second îue^bre de cetue équation#Par
suite,le r raisonnement classique s'applique pour centrer
est bien solution du problème de Caucby (50), (51)»

De ihêine,le raisonnement classique suffit à démontrer
Itunicité de la solution de ce problème»

Dans le cas de l'équation

f
<LZt
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le même procédé s'applique, eiff remplaçait dans toutes les formules,
cK(KVïï) par cos(Kf3îl) et toutes les conclusions,relatives au
cas où le coefficient d' AA, est positif, subsistent sans changement*

7*- Supposons maintenant oc ^ O ,cas elliptique.

Par le môme changeaient de fonction inconnue (47 ) que dans
le cas hyperbolique,nous ramenons l'équation (45) à la forme:

f
**0

avec les mômes conditions initiales(46)•

En posant' ensuite u)t r b , oo"& — H% ,puis supprimant
les indices,nous obtenons ençpre une équation de même forme que (64),
sauf que le coefficient de \gi devient égal à un.En supposant
df abord A > O ,àous avons donc à étudier le problème de Gauchy:

f66) ^

Supposons qu1 il existe une solution de ce

^^^^régul iè re ,c 'es t à dire -finie et continue ainsi gue ses
vées i remxères,celles de sea dérivées secondes qui, interviennent dans
l'équation (65), TPM, ^-U, et 3̂ AJU étant intégrubles d«̂ ns un

volume V ,borné et fermé, de l'espace \^,^j^) ,limité par
une portion S o O
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et par une surface r Jgulière, quelconque 21
étant»voisin de S et situé à l ' i

du plan t=:0 e p g , q
Le point(M,%,t) étant»voisin de S et situé à l ' inté-

rieur de V , (donc éloigné de 21 ),appliquons la formule de Green
au volume limité *par 6 ; Z et une petite-sphère cr ,de centre
( ^,i% j b ),dont on fera tendre le rayon vers séro:

11
avec la normale intérieure à V
précédente et

= 0

, étant la solution

Uous avons:

J

(
teadant vers zéro,l'Intégrale,relative à la splière o~ ,tend vers

II vient donc:

(68)

^ C ^ ^ ^ ) étant éloigné de Z ',sur cette s
face, ir et ^3r aont des fonctions analytiques et régu-
lières, b tendant vers zéro,tous les termes de (68) varient d'une
façon continue et nous aurons à la limite,en posant
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( 6 9 ) o = -jJJ cat^
xctôl <t̂ ol̂ oL"C -f fonct.analyt.d1 04 et de 7 .

•Qr,de même que l e p o t e n t i e l newtonien, l i j Li^L^SJ d*> oLTJ cl"C

la fonction COÓJOOCM) £ ( D / Ç / C ) * L ! > OL^ dm, n'est une fonction

anaxytique df/u et de ̂ ,que si

est wie fonction analytique d1 \J et de % •

La relation (69)* a donc pour conséquence:

f B
= fonct.analyt.d1 M et de ̂  (et quelconque de t ).

En nous reportant à l1 équation* (65) ,nous avons alors:

= fonct.analyt.d
Du* ^ ^ t ^ ^

et

dfoù i l résulte>par aj^plication de la formule de Green,coijme eindes
susfau volume lxmité par S , 2L at <r* ^ et en faisant tendre

encore vers zéro le rayon de CT" , quf ̂ tySb* t/est fonction analyti-
que dr \k et de x #11 en est donc de même de <p (\A -X fc )
en vertu de (70). v T *'*'

Par suite,si <p (^^ ,t) n'est pas fonction analytique d*
et de ̂  ,1e- problème de uauohy (65), (66) nfa pas de solution à 1
quelle s1 applique la foriuule de Green»

On peut remarquer que cette démonstration n1^impose pas qua
soit fonction analytique de t .Du reste,lorsque <p ne

dépend tjue de t ,1e premier membre de l1équation (65),se réduit
à celui d*\ma équation différentielle ordimaire et le problème de,
Caucby (65), (66) a alors une solution et une seule, comme on le voit
facilement par la méthode des approximations successives, que <b(t)

soit ou non fonction analytique*

On aurait une démonstration analogue,le coefficient d1A
étant supposé négatif et égal à - K* .On prendrait alors
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£•- II nous reste maintenant à traiter rapidement les deux
cas particuliers limites,qui ne rentrent pas dans les deux cas gé
néraux précédents.

Ces doux cas particuliers correspondent,l'un à £^ t"

ou à QL-z.0 ,dans I1 équation (45):l'autre à ,5^-ÉL^

Occupons nous d'abord du premier, £* \ \—£^^=0 .
Lféquation (25) s'éörit alors:

en) ,rH-e,vt)a

et nous avons:

Le^ plans t= C= sont des surfaces caractéristique^ et
les données de CaucJay se réduisent à:

Les relations(72), (73) nous donnent^d'ailleurs:

La u*ôi.e tran&foruation que ddjns le cas général s'appli-
que au j-roblèue (72),(74)>en considérant (72) coxû e une équation
différentielle en ÂE et nous obtenons:

rt
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0*6) K(x^ ,0)=0 avec

L'équation (7$),en désignant l 1 inconnue par -cc fau l i e u
de Ft .>est de l a forme:

avec

c ; A^B ̂ °< et (i étant des constciiites et ^("M x t ) xaie fonc-
tion connue. 3 ' ^ '

Les conditions de Caucny se réduisent à

mais nous savons,en outre, que

Mous faisons disparaître le terme en AJL dans l'équation
(77),en posant:

(81) - ^

et i l nous suffit d'étudier le uiême problème de Oauchy pour l'équa-
tion intégro-diff êrentielie:^
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& étant toujours donné par (7S} , A, B , °< et ù étant encore des
constantes ot <p vérifiant toujours les relations (80).

1K supposant. 8-> O '̂est-à-dirê fê -a J (£^~ £"X) >
(OJ)

la solution du problème de Caueby

(84) '?V 7>V _ ^ ^ y _.

(85) ^(^,^,0) = 0

existe»eöt ionique et donnée par la formule connue:

(86) ^

IMntégration étant étendue à la rég±oo_ "R de l'espace

comprise entre les plans X = 0 et "C^t

De Euêiae que dans le cas hyperbolique,nous pouvons alors u t i -
l iser la méthode des approximations successives:

/at t ) J étant supposée bornée:

^ ^ l borné

hypothèse parfaitement compatible avec le problème de diffraction que
nous nous ôommes posésfnous considérons le problème de Cauchy:

(sa) ^ | - _ g w =

(89)

et nous nous proposons de diterminsr une solution,sous forme de série
convergente en X :
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Nous avojis successivement:

±

Nous pouvons supposer A^B^ °< et p positifs ou nuls*
sinon nous remplacerions celles de ces constantes qui seraient
négatives,par leur valeur absolue,ce qui aurait pour e£fet de ^
r e r l e s | ^ C ) \

(87) entraine alors les inégalités:

D'une façon générale,!1inégalité

*, oi < a ( A
entrulne

< ILL,
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l?ar suite,1a série (90) est uniforaément convergente,
yuel que soit À ,et «les mômes raisonnements s'appliquent que
dans le cas général-hyperbolique, CL > Ö , pour montrer que cette

série (90) est bien , solution du problème (88), (89) et que cette
solution est unique*

Hous étudions maintenant le cas où

l'équation(230 s'écrit alors:

Les données de Caî cby restent celles indiquées pap (26) •

Kous pouvons êgLcor© considérer(91) comme une équation
différentielle en *?£$% ^ \ ^ — A FL ,mais cette équation

est alors du premier ordre «Mous pouvons déterminer sa solution, en
tenant compte de la condition initiale

et intégrer 'par parties lfexpression de cette solution,coimne dans
le cas général,pour ^faire disparaître dans l'intégrale les dérivées
de Ri par rapport au temps.Biais i l se presente une singularité,
due - à ce. que l'équation (9I)est une ^équation différentielle du
premier ordr^ en , &,Jr~ : le premi©!? membre de l'équation in—

tégro-différentielle,ainsi obtenue,contient %-£ :

(si) (
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et les conditions initiales:

Pour éviter l'étude préalable du problème de Gauchy r̂ela—
à une équation du troisième ordre,nous procéderons d'une

autre façon,en appliquant d,jis ce cas la transformation de La-
place,

,00

dX «,

au problèiue de Cauchy (91), (26). (Dans le cas général,au lieu
d'utiliser le procédé de l a trunsfom^tion de Laplace,nous a—
vons proféré lu marche suivie qui donne plus directement des
résultats complets.)

Dans le cas actuel, €L̂  = &^ = & les relations(9I), (26)

sont transformées en l1 équation unique, ! on suppose que F̂

est remplacé par U et ^x^x^)désigne la nouvelle inconnue 1 •

(95)



(^désignant la transformée de

XI s'agit de déterminer la ou las solutions

de l'équation (95) q*ui soient des fonctions £ (A) (I).La transfor-
mée Üfy/^jt) de toute telle solution vérifie automatiquement les
conditions initiales (26).Cette ou ces solutions'de 1'équation(3t&)
doivent être,en particulier,des fonctions analytiques et régulières
de A ,pour les valeurs de Jb dont la partie réelle est positi-
ve et suffisamment grande.

Hous écrivons l'équation (93)s

(94) A.,**, -
en posant:

(95)

(96)

Nous nous restreindrons à lf étude du cas (R(X) >O
polir lequel l'équation homogène

(9?) A ^ - K A J U = 0

ne possède pas de valeurs propres, coraae i l est bien connu,c 'est-à-dire
qu'il n'existe pas de valeurs,à partie réelle positive^e X
telles que cette équation ait vme solution non identiquement rn

( I ) Hotation de l'ouvrage de DoetschwTheorie und Aawendung der La-
place - Transformation"• Berlin 1937*
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continue en tout poi-nt et nulle à l'infini. Alors,!'équation non

homogène (94) possède une solution et une s eule^ continue en tout
point et nulle à l1 infini.

Nous serons assurés d'être dans ce cas,pour les valeurs posi-
tives, suffisamment grandes de 0^(<ó) » pourvu que

condition qui a,en outre,pour conséquence que X tend vers +
avec Jb •

Lf équation hotaogène (97) possède comme solution l a fonction
de Bessel modifiée 9 de seconde'espèce,d'ordre zéro ko ( Vh >t>) , >t

étant la distance du point fixe ('M'^) a u toint variable

Au voisinage de ^t^O , Ko a comme partie principale - 8<xr >o •

En appliquant la formule de Green à l ' a i re du plan( 0y "̂  )*
comprise entre un cercle C ,de centre (^À^) et de rayon
très gatand "R ,que nous ferons tendre vers l^infini et ion cer-
cle T ,de même centreront le rayon tendra vers zéro, (

d 'si^n^jat la solution de l'équation (94) que nous voulons déterminer
et ir la xonctioai Ko (>TA *.) ,nous obtenons,à la limite:

(99) m^iy^,*) = -Jj ^
S désignant le plan ty) f\) e n entier.

On peut,dfaille.urs,vérifier que la fonction AX, donnée par
(99) est bien solution de l'équation (94)*

II reste à montrer que cette fonction JU-('4/^yd) 8C51;

une fonction %

A cet effet, on calcule d'abord une xuajor&nte simple

Dans ce calcul de majorante et dans celui de la majorante de

pfy,3,)b petites lettres du début de l'alphabet français désigne-
ront des constantes positives,dont la' valeur ne sera pas précisé^
et pourra varier d'une inégalité à l'autre»

En supposant les données telles que les composantes des vec-
teurs t et H et de leurs dérivées premier e s, pour t=:O

soient bornées dans tout l'espace,ainsi que les quantités
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, K̂ A*,, ]

quel que soit ,'t^O et A étant compris entre zéro et un,

les formules (39) , (66), (70) ,et (72) du chapitre III montrent que

dfoù lfon déduit:

£ l ^ -, et .
Les formules (13) et (19) du chapitre IV donnent alors:

Les calculs dû paragraphe 7 du chapitre II,un peu prolongés,
fournissent la majorante

d'où lfon déduit,sans difficultés

Oette î^djoranie de | J^i^M/^/t) fournit enfin la majorante

suivante de

avoua» d'autr© part ?

ï



( 147 )

n voit alors que toutes les conditions d'application du
théorème 2,p.126,de lfouvrage de Doetsch,sont remplies par T*f*)

et par suite,pu,r la fonction AÂ*\y^/^i^) n donnee Dar (99)»
Cett^ fonction est donc "bien une fonction Cet la formule complexe

d'inversion lui est applicable pour obtenir la fonction L. corres-

On L eut enfin remarquer que toutes les fois que le produit
ies coefficients des dérivées de F̂  et de f̂" ,par rapport

à t ,de l'ordre le plus élevé,est négatif,le problème, de Cauehy
admet une solution ±>ovaç notre équation aux dérivées partielles (25) •
Ce résultat général correspond au fait que dans l'équation obtenue,

trojasforiu^tion de Laplace;

est alors posrtif ,pour O\ (̂ ó) positif 7su£f isartiuient grand.

p a r s u i t e 'étant ainsi déterminées,

Trfy/Vjt) «t 3^ ' : â | t ) l e seront d'iine façon analogue au cas où lfon né
glige les* conductibilités,au L.oyen aeo éqizations (79) et(oO) du
chapitre I I I :

avec
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En appliquant l'opérateur ^L <Jj^ - L o ^

aux équations (103) et (IQ4),nous obtenons: t

f (,

o

et la même équation pour <x (M/^-y^/ >^a seule différence

étant qufau second membre f &*<> (
r}A>'à> ̂ / >es^ ̂  remplacer par

avons ,df ailleurs:

.i»^. -t a,
On vérifie sans difficulté,cor^me dans le cas de

condition (20),que les concordances

et les égalités analogues pour q et c/jl,sont bien réalisées.

Kous posons encore:
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et obtenons,en remplaçant les V et ou par leurs valeurs,en
fonction des constantes des deux E^ilieux, données par les formules
(32) du chapitre III:

et une équation aî c dérivées partielles identique,pour Qf y ^

cela près que le second membre n'a pas la même valeur,et les mêmes
conditions initiales*

II nous suffit donc'd1étudier le problème de Gauchy(142),
(1*3).

L'équation du second ordre (112) est hyperbolique pour

le problème de Cauchy (112), (Ü5) est- alors bien posé et possède
tme solution et une seule»

Cette équation est elliptique pour

le même problème de CaucBy nfa pas de solution, en général-Si les
données sont telles que (DCz('u/x,t) soit fonction analytique
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d'^ , d€ ̂  eb càe t̂ ce problème a une solution, certainement valable pour
b ^ssez petit .

Si ^ ~ } * ~® ,lféqttation (1X2) devient une équation

différentielle ordinaire et s'intègre immédiatement. Le problème (112)
(113),est encore bien é

Si 6 l^-£. -<jji tti0 ,l'équation (H2) est du type para-
bolique.Les donnJed de Cauchy se réduisent alors à

uuis les o.onnJe"s surabondantes sont encore compatibles «Le problème de
Gauc&y est bien ^osé pour '

ou, ce qui ravient alors au L-êu.

Au contraire,notre problème de Cauchy n*a pas de solution
si les données ne sont pas analytiquesrpour

risuiué,notre problènre de diffraction u la surface pla-
ne de séparation de deux milieux,r^gi pc*r les équations de ûâaxvvell,ad—
n*et une solution et une seule, s i ;

ou

11 n ! a pas de so lu t ion t en général, s i

Les conductibilités n* interviennent que pour l'étude des
cas particuliers limites:

£^p.^— £,^ikx-=: 0 ^ pour lequel notre problème n f a pas de solutic
en général .



( 151 )

^-E.^ — O pour lequel notre problème a une solution,

I Q ~ II nous reste enfin à étendre la méthode de résolution
adoptée pour les équations intégrp-différentielles (7?),,(ÜO) et (84)
du chapitre III,à des fonctions f et oj. faisant partie de
classes linéaires moins restreintes que la classe linéaire L. ,
ces fonctions possédant,par exemple, de s dérivées jusqu'à un certain
ordre,par1 rapport à *u et à ̂  et ces dérivées étant contimies,
par rapport à l'enseiulAe des variables^,^, § b •

Remarquons d'abord que l'extension de la n-éthode de résolu-
tion des équations (7J) et (80)ren r et en <j , "̂(̂ '̂ -> k) étant
connue,est toute faite dfaprès les résultats du chapitre II,parag«7«
En effet,ces équations,qui' se' réduisent alors aux équations (103) et
(104) du chapitre IV,ne renferment plus que lf op jruteûr<3> •

Kous n'avons donc §1 justifier que la résolution de l1 équa-
tion (84)du chapitre III'en F et sa transformation en1 l'équation
(18) du chapitre ÎV.Pour cela,compte t^nû des résultats du paragra-
phe 7 du chapitre II, il nous sufx.ira d1 établir les relations:

(•'M 6) ^ H ! 1 = ̂ 1 0O-1 ? C

les indices, â t ^ = ̂  S)L ) , ,

A cet effet,nous utiliserons les tiennes r^ithodes et suivrons
la uêiue. marche que dans le f arag.précité du chapitre II.Pour cette
raison,nous limiterons les raisonnements et les calculs à l 'essentiel.

Les re3.ations (H6) et (117) sont vraies- lorsque F" se
réduit à vçi polynôme* ^ ^ ^ ^A ' d e deS^é quelconque*Par suite

l l é i S) ^ dé
y ^ ̂  A

de la linéarité des opérateurs S) et ^ ,pour déBiOntrer,par -
la relation (116), i l nous suffit donc de démontrer que:̂

Poior cela,nous tüOntrerons-que ^CH^^) ne variant pas,

les deux n.eubres de cette dernière relation peuvent être rendus

^ ï 1 ^ utiliserons à cet1 ^ ** ZéT° q U e l f ° n v e^.Uous utiliserons à
fonda^e.tal de Weierstrass sur l'approximatipa
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des fonctions continues par des polynômes,duquel il résulte qu'étant
donnée une fonction F>('u;xJt) ,possêdanÇ ses deux premiers la-

placiens AJF *t ùiJF fpar rapport à *u et % ,et étant continue,

ainsi que ceux ci,par rapport à lfensemble des variables /^,'X) > t ,

dans un domaine borné D de lfespace (-u^ ,t) , on peut trouver

un polynôme ^fa^^t) ,tel que les inégalités suivantes aient lieu;

étant donné,aussi petit qu'on le veut et ceci,uniforuément,
quel que soit le point (^x^tj dans 3D •

Considérons la fonctionnelle linéaire:

?
r1

et vérifiant les inégalités

dans un domaine J> borné de l'espace (<u a t ) ,las cônes 1

étant tout entiers intérieurs à ce domaine.
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Kous avojis successivement:

<^ f «([| »^H;>'[< Y ^ v ] ^^,e)494\*»<

= S & U J e* \j (£*) -H] oi-u. < **€ AT fi*et-') due =

= ^ ( ̂ K V + la,vtt t e - ^ ^ - i ) «• K ; (t) £

Par suite;

avec

KM* K,^ + K,^
la constante K^ ,qui depend du doiixaine I ) consider^fetant

une borne superievire de K̂  (t) dans ID

Snsuite,les d^riv^es successives de /J«[P1 7 P a r rapport a -u

et a^,se calculent dfune fagon analogue k celles de S ) f | ] ,ce qu'on
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voit de suite,en considérant la prei 1ère expression de J^ ĵJj J don-

née par (73) du chapitre III• Kous avons:

'"r,y

d'où i l résulte,en vertu deo in^j^libes (149) et (IJO);

df icrire:
L'JLne^alité(65* ) > p 7 du chapitre II,permet alors

[m
étant encore aine quantité positive qui ne dépend fue du domaine

De ±& û*êï«e favon,avec les hypothèsesfnou3 verrions que

dfoù i l risulte,couite nous 1' .yons uontré plus haut, la justification
de la relation \ ^ 6 ) , e t aussi de

lOur les fonctions F jtj r ft J .iui xoso6dent leurs deux premiers la -

x laciens A-jr et ^ t F ,par rapport à H, et à \ , ,et qui sont continues
ainsi que ceux ci ,par r^tp^ort è l'enseiutle des variables 5,, J , "fc" *

P^ur la relat ion (1*7)

sa justification est iruiiédiàte.En effet
,nous venons de voir que
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pour les fonctions , bel]es que

et nous avons:

P ourvu que

La ïuîtJaode de résolution de nos équations int }gro—dLif róren—
tielles (73), ($0) et (%U) du ch^ i t r e I I I et leur rJduction à des ^ro-
blèrues de Oct̂ chy, relatif s à des équations aux dérivées part iel les l iné-
aires,à coefficients constants, sont dçnc ooû.plàtei.ent just i f iés , sous la
condition -que les inconnues ƒ , ^ et r , possèdent, chacune, leurs deux

iers laplaciens,i>ca: rapport à ^ et à ^ et soient continues,ainsi
ceux ci,par rcxpĵ ort à lfensemble de^ variables M / x t t"
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Appendice

Cas de n milieux successifs» d1 épaisseurs quelconques,
séparés par (n~I) plans parallèles.

Le cas de trois milieux, séparés par deux plans parallèles,
traite aisément, une fois résolu le problème pour deux l
Supposons d1abord qu'il n'y ait qu'une inconnue scalaire, satis-
faisait à l'équation de propagation:

A/1 3e v- at

Nous considérons la section de l'espace-temp s par l 'arête ^-Hi/
qui passe par le point U (x, y, z9 t ) , oîi nous voulons déterminer
la solution* (Voir 'f ig.I , page suivante)*

Dans les deux milieux extérieurs, I et 3, ie problème mixte, de
type Dirichlet, est résolu par les formules, valables dans le cas
de deux milieux, séparés par un plan, analogues à la formule (26)
du chap.X, compte tenu des changements de notation et des inconnues
auxil iaires, en nombre infini , 0 jv. V 2i • • * » 0 n> * • • • ? Q* » <̂  »•••••
. . - » £ , • • • , fonctions dfy, z et t , créées par la réflexion des 'ondes
de démarcation OABO • • • .•,0fA'B'C'•*.Une seule inconnue auxiliaire,
( o"L ou ^-v )$ variable avec la position de M, interviendra dans la
formule dominant u (H),

Dans le milieu intérieur, on résout le problème mixte, de prociie
en proche, dans les régions successives, (1,0),(0,1),(2,1), (X?2).*«,
délimitées par les o»d«s de-démarcation. Pour les régions (1,0) et
(0^1) qui ne comportent qu'une réflexion de l'onde rétrograde, les
formules de résolution du problème mixte, et par suite de l'équation
intégro-différentielle, en 1Ç *>, ou Û J , sont les mêmes que lorsqu'i l

n'y a que deux milieux. Sous aurons donc des formules analogues aux
formules (26) du chap.ï et (29) du chap.II, coçpte tenu des nouvel-
les notations. Hous obtiendrons ainsi o j et à T*

Ensuite, e*n se plaçant, par exemple, dans la région (2,1), la va-
leur de l'inconnue u, en M, sera obtenue comme i l est indiqué
sommairement au paragraphe 227, P*4Ô3 de l'ouvrage déjà cité de
Ü. Hadamard, ^Le problème de Oauchy et les équations aux dérivées
par t ie l les , l inéaires, hyperboliques"• L'hypercône caractéristique
de sommet M, aura toujours^ mêura équation et par suite, la valeur
de u, en M, dépendra de o „ d e ^ a niême fajon que la valeur d'u,
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dans la région (1,0) dépendait de 0 T ; cette valeur dfu en H sera aussi

fonction de û I, mais cette inconnue auxiliaire est déjàtdéterniinée.
laturellement, u (Si) dépendra aussi des donriées ini t iales de Cauchy,
01 et (3 et pourra éc r i r e :

À, B, C et D étant des fonctionnelles linéaires (et homogènes) et
ne dépendant chacune que de l'une des quatre fonctions öC , p , flé p e d a t chc q q , p , fl ~
et û I. Le premier membre de l1 équation intégro-différeritielle en QT^
sera donc le même que otlui de l1 équation précédente en 0 j * sauf que

la limite iiijfé^ieure dfioatégarâtion, par rapport à t» au lieu d'être
zéro, sera 1 • Sôuls, les seconds membres de ces équations qui renfer-

ment le3 termes connus, différeront profondément» à cause des termes
en o - que contiendra lfëquatiçn e n ^ p . 0 2 s'obtiendra donc par mie
formule tout-à-fait analogue à celle quivdonne 0 ^ Et de même pourô 2,

vis-à-vis de 0 i et ainsi de suite* l 1 équation de lfhypercôyie caractéris-
tique ne changeant pas avec la position de fil, dans le milieu 2» et'
l1 expression* d*u (tt) ayant toujours un caractère linéaire.par rapport
à 1 «'ensemble formé par les 0 et ô intéressés OC et ($ •

2«- Si maintenant, toujours dans le cas de trois milieux, séparés
par deux̂  plans parallèles,^noùs considérons le champ électromagnétique,
constifetitépar les vecteurs S et H, satisfaisant aux équations de Maxwell,
rien d'essentiel ne sera encore à changer, par rapport au cas t ra i té
de deux milieux* Les données init iales seront analogues à celles corres-
pondant au cas de deux milieux et seront encore équivalentes aux données
de Oauchy, compte tenu des équations de Maxwell et des conditions de pas-
sage» De même, pour les inconnues auxiliaires en nombre infini, fy, f2f • • r

gj, gg| • • • >5j> ?2i • • • * relatives au plan x *» 0 î h^f hg, • • . . , k .̂, k^j • . . ,
Hj» H2t *. • • , relatives au plan x « u »

Dans le milieu intérieur 2, les problèmes mixtes, qu^ls soient de %p
Diriohlet (pour les composantes Y, Z et L) ou de type F,Heumaiin, (pour
les composantes X, II et B), seront résolus de proche en proche, comme
dans le cas scalaire etf pour les mêmes raisons que dans ce cas, les
premiers membres <jtes équations intégro-différentielles, qui détermine-
ront les inconnues auxiliaires, seront toujours les mêmes, à la limite
inférieure dfimtégratien, par rapport à t f près, et compte tenu des
ohang*fcenta de notation, que dans le cas de deux milxeux, séparés par un
plan. lies résultats seront donc essentiellement les mêtues que dans ce
dernier cas. Les ooaditions de résolubilité du problème sfen déduiront
par une extension immédiate ; par exemple, si lfon néglige les conducti-

• • • • / * • • •



( 158 )
bil i tés, le problème sera toujours résoluble, sd les deux conditions
suivantes sont remplies:

3 . - Hous pouvons aussi envisager le cas'de n milieux successifs, d'é-
paisseurs quelconques* séparés par (n-I) plans parallèles |sans que
rien d'essentiel soit changé aux r isul tats .

Prenons pour simplifier la figure et lfexposé, le cas de quatre mi-
lieux successifs, avec une inconnue scalaire u (BU). Hous considérons
encore la section de 1' esp ace- temp o par l'arête*} = y» ^ ~ z* passant
par le point Si (x, ^ , a, t ) , ou nous voulons déterminer la solution.
La principale complication réside dans le plus grand nombre d'inconnues
auxiliaires, introduites par les ondes de démarcation qui, considérées
dans deux milieux successifs, ne coupent pas aux mêmes points 1!arête
de séparation, (dans le plan xt) , des deux milieux. II en résulte, sur
chaque arête de séparation, un nombre beaucoup plus grand d1 inconnues
auxiliaires.

En nous reportant à la figure 2$ nous voyons que 0 T , û ^ e

.se calculent sans difficulté ep fonction des données initiales, comme
dans le cas de deux milieux. 0 « est déterminée, comme dans le cas de

trois milieux, en fonction de û T et des données initiales. Q o , en

fonction de 0 et des données init iales, en calculant u (61), dans la

partie (1,2) du milieu 2> située au-dessous dfAl Â> et dans lu partie

(1,0) du'milieu 3* située au dessus dfAT Ai* &» p, en fonction de û j

et des données ini t ia les , en calculant u (M), dans la partie (Ii2) du
milieu 3, située au dessous c^AjAj. V-z# e n fonction deô2* deo T e *

des données ini t ia les , en calculant u dans la partie (3*2) du milieu 2,
située au-dessous df Ai A~» 0%t e n fonction d e Y \ , df£^ et des don-
nées in i t ia les , en calculant dans la partie (I>2) du milieu 2> située
au dessus d'A^ AI et dans la partie (2^1) du milieu 3, située au des-
sous de Bp Bfl2 • £ -xt en fonction 'ie <£ 2 et des données initiales, en

calculant u dans la partie (I', 2) du milieu 3> située

au dessus dfilrj. Arij et ainsi de suite.. • .

De même, dans le cas du champ électromagnétique E, H, satisfaisant
aux équationb de feaxwell, avec n uâlieux successifs , séparés par j(n-I)
plan^ parallèles, les conclusions resteraient essentiellement les mêmes
que pour deux milieux. Les conditions de résolubilité du problème s1 en
déduiraient par une généralisation immédiate,comme* i l a été indiqué
dans le cas de trois milieux» Seule, la résolution effective deviendrait
vite fastidieuse à cause du pullulement d1inconnues auxiliaires à déter-
miner de proche eh proche.
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Cas de plus de troia milieux 3




