
THÈSES DE L’ENTRE-DEUX-GUERRES

FRANÇOIS CHÂTELET
Variations sur un thème de H. Poincaré
Thèses de l’entre-deux-guerres, 1944
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1944__260__1_0>

L’accès aux archives de la série « Thèses de l’entre-deux-guerres » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Thèse numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=THESE_1944__260__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


N° D'OBDRE :
2921

Série A.
N« de Série 2054 THÈSES

PRÉSENTÉES

A LA FACULTÉ DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITÉ DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHÉMATIQUES

PAR FRAXÇOIS CHÂTELET

l r e THÈSE. — VARIATIONS SUR UN THÈME DE H. POINCARÉ.

2e THÈSE. — PROPOSITIONS BONNÉES PAR LA FACULTÉ.

Soutenues le 1944 devant la Commission d'examen.

MM. JUL1A, Président.

GARNIER, )
VALIRON. \

PARIS
GAUTHIER-VILLABS, IMPRIMEUR-ÉDITEUR

LIBRAIRE DU BUREAU DES LONGITUDES, DE Ï / É C O L E POLYTECHNIQUE

55, Quai des Grands-Augus t ins , 55

1945



FACULTÉ DES SCIENCES DE L'UNIVERSITÉ DE PARIS

Doyen PAUL MONTEL.

PROFESSEURS

CHARLES PÉREZ T Zoologie.
P. MONTEL T Théorie des Fondions.
L. BLARINGHEM.... T Botanique.
G. JULIA T Analyse supérieure et Algèbre

supérieure.

C. MAUGUIN T Minéralogie.
A. MICHEL-LÉVY... T Pétrographie.
A. DENJOY T Géométrie supérieure.
L. LUTAUD y. T Géographie physique et géo-

logie dynamique.

E. BLOCH T Physique.
G. BRUHAT j Physique.
E. DARMOIS 7 Enseignement de Physique.
A. DEBIERNE j Électronique et Radioactivité.
M. JAVILLIER 7 Chimie Biologique.
ROBERT LÉVY 7 Physiologie comparée.
HENRI VILLAT T Mécanique des fluides et appli-

cations.

CH. JACOB T Géologie.
* P. PASCAL T Chimie générale.
M. FRÉCHET T Calcul des probabilités et Phy-

sique mathématique.

E. ESCLANGON J Astronomie.
M™«RAMART-LUCAS T Chimie organique.
H. BÉGHIN J -Mécanique physique et expé-

rimentale.
FOCH T Mécanique expérimentale des

fluides.
PAUTHENIER T Éleetrotechnique générale.
DE BRO&LIE-.., T Théories physiques.
CHRÉTIEN Optique appliquée.
JOB Chimie générale.
PRENANT X Anatomie et Histologie com-

parées.
VILLEY T Mécanique physique et » expé-

rimentale.
COMBES T Physiologie végétale.
GARNIER T Application de l'Analyse à la

Géométrie.
PÉRÈS T Mécanique rationnelle.
HACKSPILL T Chimie minérale.
L AUGIER T Physiologie général c.
TOUSSAINT Technique Aéronautique.
M. CURIE Physique (P. C. B.).

G. RIBAUD T Hautes températures.
CHAZY *f Mécanique analytique.
GAULT J Chimie (P.C.B.),
CROZE J Physique théorique et Physique

céleste.
DUPONT 7 Théories chimiques.
LANQUINE f Géologie structurale et géo-

logie appliquée,
VALIRON T Calcul différentiel et calcul

intégral.
BARRABÉ Géologie structurale et Géo-

logie appliquée.
F. PERRIN Théories physiques.
VA VON | Analyse et mesures chimiques.
G. DARMOIS T Mathématiques générales.
CHATTON T Biologie maritime.
AUBEL Chimie biologique.
JACQUES BOURCART. Géographie physique et Géo-

logie dynamique.
M*' JOLIOT-CURIE. Physique générale et Radio-

activité.
PLANTEFOL T Botanique.
CABANNES 1 Recherches physiques.
GRASSE 7 Zoologie ( É volution des êtres

organisés).
PRÉVOST Chimie organique.
BOULIGrAND Mathématiques.
CHAUD RON Chimie.
WYART Minéralogie.
TEISSIER Zoologie.
MANGENOT Biologie végétale (P. C. B.).
P. AU&ER 7 Physique.
MONNIER Physiologie générale.
PIVETEAU Géologie.
ROCARD Physique.
H. CARTAN Calcul différentiel.
SCHAEFFER J Physiologie générale.
LAFFITTE 'Chimie (P. C. B.).
LE RAY Mécanique t h é o r i q u e des

fluides.
FAYART Calcul des probabilités, et

Physique mathématique.
COULOMB 7 Physique du globe.
M»« COUSIN Biologie animale {P. C. B.).
CHRÉTIEN Analyse et mesures chimiques.
DRACH Évolution des êtres organisés.

Secrétaire CH. MONIER.



À LÀ MÉMOIRE

D'ÉVARISTE GALOIS

A MES PARENTS





PREMIÈRE THÈSE

VARIATIONS -
SUR

UN THÈME DE H. POINCARË

INTRODUCTION.

On appelle problème diophantien tout problème équivalent à la recherche
des solutions en nombres entiers d'un système d'équations algébriques à coeffi-
cients entiers. H. Poincaré a consacré un mémoire (') à l'un de ses problèmes :
la recherche des « points rationnels » (à coordonnées rationnelles) sur une
courbe rationnelle (c'est-à-dire sur une courbe définie par un système d'équa-
tions, algébriques à coefficients rationnels). Il propose de ramener un tel pro-
blème au même problème sur une courbe aussi simple que possible. Pour cela,
il répartit les courbes rationnelles en classes de courbes équivalentes entre elles :
deux courbes rationnelles sont dites équivalentes s'il existe entre elles une
correspondance birationnelle à coefficients rationnels. On peut déduire les
points rationnels simples (2) situés sur une courbe de ceux qui sont situés sur
une courbe équivalente. Il suffît alors de chercher les points rationnels sur la
courbe la plus simple de chaque classe.

La méthode réussit particulièrement bien pour les courbes unicursales (oude
genre zéro). Poincaré a démontré à leur sujet deux théorèmes, dont l'essentiel
avait déjà été obtenu, dans un autre langage, par Nœther, et qui ont été précisés
par Hubert et Hurwitz (3) :

Pour quune courbe unicursale et rationnelle, contienne des points rationnels
simples, il faut et il suffit quelle soit équivalente à une droite (rationnelle).

(*) Journal de Libuville,, 5e série, t. 7, 1901, p. I 6 I - 2 3 3 .
(-) Les points multiples échappent à ces considérations; mais ce n'est guère important : sur une

courbe, il n'y a qu'un nombre fini de points multiples qu'on peut obtenir et étudier séparément. Voir
à ce sujet ma Note aux Comptes rendus de l''Académie des Sciences du 18 janvier ig43.

(3) M. NGETHER, Rationcde Ausführung der Operationen in der Theorie der algebraischen
Funktionen (Mat/u Ann., Bd. 23, S. 3 n ) . — HILBERT et HURWITZ, Über die diophantischen
Gleichungen von Geschlecht Null (Acta mathematica, Bd. 14, 1890-1891, S. 217-224).
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Toute courbe unicursale et rationnelle esV'équivalente, soit à une droitey soit à
une conique (rationnelle).

On peut préciser que la droite, ou la conique, du second théorème peut être
obtenue, à partir de l'équation de la courbe donnée, par des opérations
rationnelles en nombre fini.

Le second théorème ramène la classification des courbes unicursales à celle
des coniques rationnelles.*Or, des critères de Lagrange et de Gauss permettent
de reconnaître si une conique rationnelle contient ou non des points rationnels.
De plus, le premier théorème résout les problèmes diophantiens sur les courbes
unicursales, puisqu'il est facile d'obtenir les points rationnels sur une droite
rationnelle : ce sont ceux dont l'abscisse est rationnelle.

Le présent mémoire est consacré à une généralisation de cette théorie
de Lagrange, Gauss, Nœther et Poincaré : on peut étendre, à certaines variétés
que j'appelle variétés de Brauer (*), l'essentiel des théorèmes de Nœther-
Poincaré et donner des critères analogues à ceux de Lagrange-Gauss. Mais les
méthodes que j'emploie'sont essentiellement différentes de celles de Poincaré;
elles ramènent les problèmes d'équivalence à des problèmes classiques de la
théorie des Algèbres normales et simples ou Algebres de Brauer (5). Pour cela,
je mets en équation les problèmes d'équivalence suivant un procédé galoisien,
c'est-à-dire en utilisant la notion de conjugués d'un nombre algébrique,
convenablement adaptée aux êtres géométriques, et les critères de Galois, qui
permettent de reconnaître si un nombre, ou un être géométrique, obtenu dans
un corps de nombres algébriques, est rationnel ou non.

H. Hasse (6) a montré, dans un cas particulier, la -corrélation-entre certains
problèmes d'équivalence et la théorie des Algèbres; mais il n'a pas atteint le
cas général envisagé ici et ne semble avoir signalé qu'une corrélation formelle.
D'autre part, je n'ai pas épuisé ici les possibilités de la méthode galoisienne au
sujet de laquelle je préparé d'autres mémoires (7).

Pour éclaircir l'exposé des méthodes générales, j'en donne, dans un premier
chapitre, l'application aux théorèmes classiques de ftœther-Poincaré. Cette
application, relativement simple, ne comporte guère de difficultés arithmé-
tiques (qui sont comprises dans les critères de Lagrange-Gauss); c'est pourquoi
la démonstration peut en être faite sans le secours de la théorie des Algèbres.

(4) Cette locution est une abréviation commode de « variété associée à une Algèbre de Brauer ».
(5) L'expression Algèbre de Brauer n'est pas consacrée par les auteurs qui ont étudié cette

notion; ils emploient la locution Algèbre normale et simple. Mais ils désignent sous le nom de Groupe
de Brauer sur un corps\& groupe formé par les Algèbres normales et simples sur ce corps. Uexpres-
sion que Remploie est donc une abréviation de Algèbre contenue .dans le groupe de Brauer sur
le corps de base. Toutes ces notions sont définies au paragraphe I du Chapitre III.

(6) Elementar Beweis des Flauptsatzes liber ternare quadratische Formen {Journal de Crelle,
Bd. 172, 1935, S. 129-132).

(7) Voir mos Notes aux Comptes rendus, t. 506, ig38, p. i532; 212, 1941, p. 32O.
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CHAPITRE I.

LES THÉORÈMES DE NCETHER-POINCARÉ.

Une courbe algébrique plane (F) de genre zéro (ou unicursale), définie par une
équation à coefficients rationnels, admet des représentations unicursales propres
à coefficients algébriques. Je ne me préoccupe pas ici de la manière dont on
peut déterminer une telle représentation. J'utilise les coordonnées homo-
gènes x, y, z du plan et je représente le paramètre par le quotient de deux
variables homogènes u et P. Une représentation propre (Sr) de (F) est définie
par un système de relations

& _ y _ - M _ r

£,, £2? £3 sont trois polynômes homogènes en u et 9 de même degré et premiers
entre eux; Y), et YJ3 sont deux polynômes homogènes en x, y, z de même degré
et premiers entre eux; tous ces polynômes ont leurs coefficients algébriques.
Ces relations définissent aussi une correspondance birationnelle, que je désigne
par le même symbole (9»), entre le point de coordonnées homogènes cc9 y, z
sur (F) et le point de coordonnées homogènes o, u, v sur O/ . L'énoncé
du second théorème de Nœther-Poincaré est ainsi équivalent à :

S'il existe une correspondance birationnelle à coefficients algébriques entre une
courbe (F) (définie par une équation algébrique irréductible à coefficients
rationnels) et Vaxe Or, il existe une correspondance birationnelle à coefficients
rationnels entre (F) et, soit une droite, soit une conique (définie par une équation
à coefficients rationnels).

En outre, le premier théorème de Nœther-Poincaré, précise que :

S'il existe une correspondance birationnelle, à coefficients rationnels, entre (F)
et Oy, il eoùiste une infinité de points rationnels sur (F); pour qu'il existe une
telle correspondance, il suffit qu'il y ait un point rationnel simple sur (F).

L — Système d'équivalence entre deux courbes unicursales.

Je considère deux courbes (F) et (F') unicursales et rationnelles et je
détermine pour chacune d'elles une représentation propre à coefficients algé-
briques que je désigne par les symboles

(o, M, v ) sur O j - ^ (a?, y, z ) sur (F) ,

-> {x!, f, zf) sur (F ' ) .



J'utilise un coips normal K de nombres algébriques, contenant les coefficients
de (SF) et ceux de (S57); je choisis un élément primitif© dans K et je désigne par

les conjugués (absolus) de 0 ; N est le degré du corps K. Je puis exprimer un
nombre a de K en fonction rationnelle, à coefficients rationnels, de 0 ; suivant
les conventions habituelles, j'appelle zlemc conjugué de a et je désigne par a(l]

le nombre de K obtenu en remplaçant 0 par 0^ dans cette fonction. Plus géné-
ralement» si'un système quelconque (®)de polynômes [par exemple le système
qui définit (£F) : £,, E2, ç3, r\i9 rl2] a ses coefficients dans K, j'appelle iiemQ

conjugué et je désigne par ( # ) ( 0 le système obtenu en remplaçant chaque coeffi-
cient par son £eme conjugué sans modifier aucune des inconnues {oc, j , s,
u, 9 dans l'exemple cité).

Ces conventions étant acquises, je vais démontrer la proposition fondamentale
suivante :

(E) . Les correspondances birationnelles, à coefficients rationnels, entre (F ;)
et (F)

(<K): ( ^ y , ; ' ) sur (F') -^ (a, y t z) sur (F),

peuvent être obtenues au moyen de la formule

(E, i)

Dans cette formule, (j?) est une homographie sur O y à coefficients dans K, non
dégénérée^ vérifiant le système d'équations en

(E, a)

où les coefficients (ÖLt) et (<3i[) sont les homographies non dégénérées sur O j , à
coefficients dans K, définies par les relations

(a,) = (5F)" x (SF)-1, (a;) ^ (5')"»x (&f)-K

La formule (E, i) établit une correspondance biunivoque entre les correspon-
dances (Öv) et les solutions (i?) rf// système (E, 2).

En particulier : pour que (F) et (F') soient équivalentes entre elles, il faut
et il suffit qu'il existe au moins une homographie sur O j , non dégénérée,
à coefficients dans K, vérifiant le système (E, 2) d'équations en

S'il existe entre (F') et (F) une correspondance birationnelle

{61): (œ\f, c')sur(F') -^ (X) y, z) sur (F),

on peut en déduire une correspondance birationnelle (1?) sur Oy

(J7) = (^') X (<R) X (5^)^ : (o, K', PI/) sur O7 -> (o, w, ^) sur O j .
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Une tell£ correspondance est une homographie non dégénérée sur Oy. Récipro-
quement, à partir d'une homographie (J?) non dégénérée sur O j , la for-
mule (E, i) (équivalente à la précédente) définit une correspondance (ûV) qui
est birationnelle, car

Si les coefficients de (dt) sont rationnels, ceux de (i?) sont dans K; si les
coefficients de (i?) sont dans K, ceux de (dt) et ceux de (dl)~1 y sont aussi.
Reste donc à chercher la condition pour qu'une telle correspondance (tfi),
définie par des relations à coefficients dans K, puisse aussi être définie par
des relations à coefficients rationnels.

Pour cela, je remarque que, (F) et (F7) ayant leurs coefficients rationnels,
les conjugués d'une correspondance birationnelle (à coefficients dans K)
entre (F') et (F) sont aussi des correspondances birationnelles entre les mêmes
courbes. Et j'utilise la propriété :

(G). Pour qu'une correspondance ((K) (à coefficients dans K) entre (F7) e* (F)
puisse être définie par des formules à coefficients rationnels, il faut et il suffit que
ses N conjuguées soient des correspondances entre (F') et (F) identiques à

( î = i , 2, . . . , N ) .

La condition est manifestement nécessaire ; il est aisé de montrer qu'elle est
suffisante. Je n'insiste pas sur ce point; j'en ai donné une exposition détaillée
et générale dans le chapitre sur les critères de Galois, dans un mémoire sur la
Géométrie galoisienne.

Cette condition (G), appliquée au produit (E, i), donne :

($')-* X(£)x{&) = (&'rt)-*X (i?)idX (̂ )W ( J = I , 2 , . . . , N ) ;

ce qui est équivalent au système (E, 2). Enfin les produits

(a;) = ( ^ x (s^)-1

sont des correspondances birationnelles sur Oyf donc des homographies non
dégénérées sur cet axe.

Le système (E, 2) est appelé, par la suite, système d'équivalence entre (F')
et (F), par abréviation de ce système des équations d'équivalence entre (F')
et (F) déduit des représentations propres (ëF7) et (3^) dans le corps K ».

Il est utile de former les conjuguées de chaque équation du système (E, 2) :
ces nouvelles équations doivent être des conséquences de ce système. En
précisant le/ème conjugué de ©^(qui est aussi un conjugué de @ et correspond
à un produit dans le groupe de Galois de K),je puis calculer les/emes conjuguées
des correspondances (ÖL») et ( âQ; j'obtiens :

(E, 3) (cxtyj^ia^xia,)-!, si e<"=eA.



- 6 -

En effet,

La yième conjuguée de la zième équation du système (E, 2) est donc

(a*) x (a y)- 1=(ai) x (a;)^

c'est une combinaison simple des équations de rang i e t y du système (E, 2).
De ce calcul» je retiens les relations (E, 3) qui montrent que l'ensemble

des produits ((51,) n'est pas un ensemble quelconque de N homographies sur Oy;
elles jouent d'ailleurs un rôle important dans la suite. Je les désigne sous
le nom de relations de compatibilité du système (E, 2).

II. — Points rationnels et homographies dégénérées.

J'ai introduit, au paragraphe précédent, les systèmes d'équivalence pour
obtenir les correspondances birationnelles entre deux courbes (F') et (F) (uni-
cursales et rationnelles); je montre maintenant qu'un tel système permet aussi
la recherche des points rationnels sur une de ces courbes (F).

Un raisonnement analogue à celui du paragraphe précédent permet de géné-
raliser la propriété (E) aux correspondances simplement rationnelles :

(E'). Les correspondances simplement rationnelles, à coefficients rationnels,
entre ( F ) et (F)

(©): (a/, y , s') sur (F) -> {œ, 7, z) sur (F),

peuvent être obtenues au moyen de la formule

(E', 1)

à l'exception peut-être de certaines correspondances dont chacune trans-
forme (F') en un ensemble fini.de points multiples sur (F). Dans cette formule',
(L3) est une correspondance simplement rationnelle sur Oy9 à coefficients
dans K, vérifiant le système d'équations en (# ) :

(ES 2) ( f f ) l ' » x ( a ; ) = ( a ' 1 ) x ( a ) (* = i, 2, . . . , N ) ,

où les (<9Ci) et les ((&,) sont les mêmes homographies non dégénérées sur Oj
que dans le système (E, 2).

Je ne détaille pas la démonstration de cette propriété que j'ai développée sous
une forme plus générale dans la Géométrie galoisienne. J'indique seulement
que les cas d'exceptions proviennent du fait suivant : il peut exister des corres-
pondances (©), transformant (F') en un nombre fini de points multiples
sur (F), telles que le produit (6) x (Sr)~* transforme (F') en un ensemble vide.
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J'appelle ce nouveau système (E7, 2) (concernant les solutions dégénérées)
système étendu d'équivalence entre (F') et (F).

D'un cas particulier de la propriété précédente, je déduis le résultat suivant :

Les points rationnels simples (8 ) sur (Y) peuvent être déterminés par les solutions
homo graphiques dégénérées du système d'équations (E'', 2) (c'est-à-dire par les
homographies dégénérées sur Oj , à coefficients dans K, qui vérifient ce sys-
tème).

En effet, un point rationnel simple M sur (F) détermine une correspondance
simplement rationnelle dégénérée entre (F') et (F), à coefficients rationnels

($) : tout point (cv', y', z!) sur (F') -> le point M;

réciproquement, si une correspondance simplement rationnelle, à coefficients
rationnels, transforme la courbe (F') en un seul point, ce dernier est rationnel.
De plus, une telle correspondance se déduit, au moyen de la formule (E', 1),
d'une solution (#) du système (E', 2) qui transforme l'axe O y en un seul point
de cet axer donc est une homographie dégénérée sur O j .

Ce théorème montre que l'existence d'une solution homographique dégénérée
pour le système (E'? 2) est indépendante du choix de (F'). On constate d'ailleurs
directement qu'un changement du coefficient {(3L[) ne modifie pas les solutions
hornographiques dégénérées de ce système, car en multipliant à gauche une
homographie dégénérée sur 0 / par une homographie non dégénérée sur cet
axe on ne modifie pas la première.

111. — Le premier théorème.

Je démontre maintenant le théorème suivant qu'il suffit de comparer
a celui du paragraphe précédent pour en déduire le premier théorème de
Nœther-Poincaré.

Si un système étendu d'équivalence entre (F') et (F) admet une solution homo-
graphique dégénérée, (F) est équivalente à O j .

La remarque de la fin du paragraphe précédent montre qu'il suffit de prouver
ce théorème pour un choix arbitraire de (F'); il est donc équivalent à : si un
système étendu d'équivalence entre Oy et (F) admet des solutions hornographiques
dégénérées^ il admet aussi des solutions homo graphiques non dégénérées. C'est
sotfs cette forme que je vais le démontrer; de plus je puis faire un choix parti-
culier des correspondances (3*f) et (£F), car un changement de ces correspon-

(») Je ne fais pas dô distinction ici entre les points à distance finie ou infinie du plan (projectif)
et j'appelle point rationnel, ou point dans K, sur (F) un point de cette courbe dont les coordonnées
homogènes ont des rapports deux à deux rationnels, ou dans K.

Thèse F. Châtelet. a
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dances ne modifie ni l'existence d'une solution homographique dégénérée, ni
celle d'une solution homographique non dégénérée.

Je choisis pour représentation {S*') de O y la correspondance identique sur
cet axe; les homographies (cl,') sont donc toutes identiques à l'unité. Je
considère d'autre part,- une. représentation propre (3^) de (F) et un corps
algébrique normal K contenant les coefficients de (9^). Je suppose que le sys-
tème étendu d'équivalence, déduit des représentations {J?\) et (3*r), ait une
solution homographique dégénérée "(^i). 1/homographie (# , ) transforme
Taxe Oy en un seul point FN\ dans K; je sais construire une homographie (i?, )
non dégénérée sur Oy, à coefficients dans K, qui transforme le point à l'infini
de Oy en N<. Je choisis pour correspondance (5**) le produit (J?< ) x (&< ) et je
forme le système étendu d'équivalence :

( E ' , 2 ) ( * f ) « ' x (<*<) = ( * ) (* = I , 3 | . . . , j \ ) ,

déduit des correspondances (&) et ( # ' ) dans le corps K. Ce système en (# )
admet pour solution l'homographie dégénérée

(cCt) X ( C*i)~l : tou t po in t ( o , w, t>) su r O y > le po in t à Voo sur O J K .

Ceci n'est possible que si chacune des correspondances (cl,) conserve le point
k Toc -sur Oy, donc si ces homographies sont des transformations linéaires
sur Oy.

Pour simplifier légèrement les notations, je définis les transformations
linéaires sur Oy en coordonnées non homogènes t= u : vf

(Cl) : {tf=a£-hb}.

Je définis, suivant l'habitude, la somme de telles transformations par l'addition
de leurs coefficients :

Le produit des transformations linéaires est une opération distributive par
rapport H leur somme ainsi définie.

À partir des produits (cl;), qui sont des transformations linéaires,

(et*) : \ttz=alt^rbl)y

et d'une transformation linéaire (i?) sur Oy quelconque, à coefficients dans K

(x°) ; )/'=/*+/«;,

je forme la somme

^ x ( ^ ) (J*de i à N).
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C'est une solution du système (1£', i); en effet, des relations de compati-
bilité (E, 3) et de la distributivité des produits de transformations linéaires par
rapport à leur somme, il résulte que :

(pour tout y de 1 à N).

Je vais montrer que pour un choix convenable de (i?), (S) n'est pas
dégénérée, c'est-à-dire que le coefficient de t dans cette transformation n'est
pas nul. Ce coefficient est

en prenant successivement pour / les N premières puissances de 0, j'obtiens N
valeurs de p qui ne peuvent être toutes nulles : ces N valeurs se présentent
comme N formes linéaires des N nombres ai9 a2, . . . , aN\ d'une part, le déter-
minant de ces formes |0*| n'est pas nul, puisqu'il est égal au discriminant
dans K d'un élément primitif© de ce corps; d'autre part, aucun des nombres^
aK> a2, . . . , aN n'est nul, puisque aucune des transformations ((SI,) n'est
dégénérée. Donc il existe une puissance 0' de 0 pour laquelle la somme

avec = t *'= %'1 î>

est une solution homographique non dégénérée de (E\ 2) et le théorème est
démontré.

IV. — Introduction de relations matricielles.

J'ai obtenu, au paragraphe précédent, une solution du système d'équivalence
en additionnant des transformations linéaires. Cette notion d'addition ne
s'étend pas aux homographies sur Qy, mais seulement aux matrices, ou
tableaux de coefficients, qui les représentent. Aussi vais-je utiliser ces
matrices; je rappelle d'abord les relations qui existent entre elles et les homo-
graphies sur Oy.

Une matrice carrée L régulière (à déterminant non nul), du deuxième ordre,
à termes dans K, définit une homographie (i?) sur Oy, à coefficients dans K
et non dégénérée; réciproquement, une telle homographie (i?) peut être repré-
sentée par une matrice L ayant les propriétés précédentes, dé/inie au produit
près par un scalaire A de K. J'utilise de nouveau les coordonnées homogènes;
l'homographie

U°) "' = K>> l>
au -h &9 ai -h dv j



est représentée par la matrice
II a

L = / x | | è

Une matrice carrée irrégulière du deuxième ordre définit une homographie
dégénérée sur Oy et réciproquement une homographie dégénérée sur Oy, à
coefficients dans K, peut être représentée par une matrice irrégulière, à termes
dans K, définie au produit près, à gauche, par une matrice régulière arbitraire
à termes dans K.

A la multiplication des matrices correspond la multiplication des homo-
graphies; je puis donc exprimer toute relation entre homographies sur O j par
une relation entre les matrices'qui les représentent, compte tenu de l'indé-
termination relative de ces matrices. Notamment, le système d'équivalence :

est équivalent au système d'équations en L et X, :

( E . M , 2) L W x A ^ ^ x A ; X L ( / = I , 2 , . . . , N ) ;

Ai est une matrice à termes dans K représentant (&,•)> Â  une matrice à termes
dans K représentant ( ^ ) ; L est une matrice représentant (i?), donc une
matrice régulière à termes dans K arbitraire-, \t est un scalaire arbitraire de K.

J'appelle, par la suite, ensemble de matrices associé à la courbe (F),
l'ensemble des N matrices Ai représentant les homographies

Cet ensemble vérifie les relations de compatibilité matricielles :

(C.M.) Ai')=A*xA71xai i / si &J*=Qk,

où a;j est un scalaire de K, ces relations sont équivalentes aux relations de
compatibilité (E, 3) vérifiées par les homographies (cl,). J'appelle les N2

nombres aitJ ensemble de scalaires associé à la courbe (F).

Si deux courbes (F) et (F') (unicursales et rationnelles) sont associées au
même ensemble de matrices A,, elles sont équivalentes; les coefficients ((51/)
et ((fi', ) du système d'équivalence entre (F') et (F) correspondant

(jf)<"x (et,) = ( a ; ) x (JS) (i=z i, a, . . . , N),

sont respectivement identiques et ce système admet au moins une solution non
dégénérée, la correspondance identique sur Oy.

Je vais établir le théorème plus général :

•Si deux courbes unicursales et rationnelles sont associées au même ensemble de
scalaires, elles sont équivalentes.
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Je considère deux telles courbes (F) et (F') associées respectivement aux
ensembles de matrices À, et A't tels que

Aj''> = A* x A7] x aLh \y} = Ai x A)"1 x atJ.

A partir d'une matrice carrée V, d'ordre 2, à termes dansK, arbitraire, je forme
la somme

P ^ ^ A ; - 1 X W ' X A, ( / d e 1 à X).

Cette matrice P représente une homographie (??) qui vérifie le système étendu
d'équivalence

( E S 2 ) ( 2 y * ) x ( a , ) ^ ( a ; ) x ( 2 ) (1 = 1 , 2 , . . . , N ) .

Car les relations (CM.) montrent que

p u > = 2 [(A<- t / î)~ i x Y(k> x A' ; )i = 2 f a~"jx A ^ x k>k~' x w ' x A * x A 7 ' x

j'en déduis, en utilisant les faits qu'un scalaire est permutable avec toute
matrice et que le produit des matrices est distributif par rapporta leur somme :

(Ai-1 x V'*'x A*)] x Aff = A; x P x A71 ;

d'où résulte à fortiori la/ème relation du système (E7, 2).
Si P est régulière, l'homographie (#) n'est pas dégénérée et les courbes»(F)

et (F') sont équivalentes entre elles. Si P est irrégulièf*e, (F) esttéquivalente
à Oy, d'après le théorème du paragraphe III. Mais je puis aussi former de la
même façon une matrice P' après avoir interverti le rôle de (F) et de (F'); j'en
déduis que : ou bien (F) et (¥!) sont équivalentes entre elles, ou bien (F') est
équivalente à Oy. Comme l'équivalence de (F) et de (Y1) à Oy entraîne leur
équivalence entre elles, la proposition est démontrée.

Je fais remarquer que toute homographie (®) (dégénérée ou non) qui
vérifie le système (E', 2) (s'il en existe) peut être représentée par une somme
de la forme

2 ; ~ l x V"tx Ait

En effet, si V, est une matrice, à termes dans K, arbitraire, représentant cette
homographie, chacun des produits A ^ x V J ' x A , - représente aussi cette
homographie, en vertu des relations (E', 2). Donc la somme P>, de ces produits
représente encore (ôf).
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Ea particulier toute correspondance birationneüe entre la courbe (F) et
elle-même peut être représentée par une somme de la forme

V x A,.

V. — Corps quadratiques de représentation.

J'appelle corps de représentation d'une courbe (F) (unicursale et rationnelle)
un corps de nombres algébriques fini K, tel que (F) admette une représentation
unicursale propre à coefficients dans K,.

Pour toute courbe unicursale et rationnelle^ il existe au moins un corps quadra-
tique de représentation.

Pour reconnaître si un corps K, est corps de représentation de (F), je puis
choisir pour corps K une extension de KM former un système d'équivalence
entre O j et (F), à coefficients dans K,

( E , a ) ( j r r x ( a l ) = (C) - ( / = i , 2 , . . . , N ) ,

et ne conserver de ce système que les équations qui correspondent aux
conjugués relatifs &lf de & par rapport à K, et non à tous les conjugués absolus
de®.

J'obtiens*" ainsi un système d'équivalence relative dans K< entre Oj, et (F) et
je puis prouver que :

Pour que Ki soit corps de représentation de (F), il faut et il suffit quç le
système (JE, 2) d'équivalence relative dans K{ ait au moins une solution.

En effet, les correspondances birationnelles entre O j et (F), à coefficients
dans K,? se déduisent des solutions du système d'équivalence relative dans K<
(E, 2) au moyen de la formule :

(E, 1)

Je n'insiste pas sur la démonstration complète de ce fait, elle est analogue à
celle du paragraphe I; j'en ai donné un exposé détaillé dans la Géométrie
galoisienne.

Enfin la propriété du paragraphe III s'étend aux systèmes d'équivalence
relative dans Ki ; cette extension qui est assez évidente est aussi démontrée
dans la Géométrie galoisienne.

Si un système d^ équivalence relative dans K, entre deux courbes (unicursales et
rationnelles) (F') et (F) admet des solutions homo graphiques dégénérées, le
corps K{ est corps de représentation de (F).

Je vais maintenant construire un corps quadratique K< vérifiant cette dernière
propriété pour deux courbes identiques entre elles [ce qui est utile pour
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obtenir toutes les correspondances birationnelles à coefficients rationnels
sur (F)].

J'ai dit que toute correspondance Irrationnelle à coefficients rationnels entre
la courbe (F) et elle-même peut être représentée par une somme de la forme

qui vérifie le système particulier d'équations matricielles en P

( M ) P " x A * = A f X P ( / = i , . . . , A ) .

Parmi ces correspondances se trouve la correspondance identique sur Or,
représentée par une matrice scalaire obtenue notamment en prenant pour V
une matrice scalaire.

Mais il existe aussi d'autres correspondances représentées par des matrices P
non scalaires. Je remplace V successivement par les produits d'une matrice
arbitraire V< et des N premières puissances de 0; j'obtiens ainsi N matrices :

P, = 2 [ Ar1 x (@ x V,)-* x A, ) = 2 t e ' x A"] x V^ x A' 1'

Ps = 2 [ A71 x (8« x V,)i" x A,] = 2 [»,* xAr1 x \ V .],

?x Ar( x V'-'x A,|.

qui toutes vérifient le système de relations (M). Ces N matrices sont des
formes linéaires à coefficients scalaires (dansK) desN produits A"1 x V ' f x A,;
le déterminant de ces N formes |0*| est le discriminant de 0 dans K,
donc il n'est pas nul. Par suite, je puis exprimer inversement chacun des
N produits A"1 x Y',0 X A,- en fonction linéaire à coefficients scalaires (dans K)
d*P, ,P3 , . . . ? P N .

Si P o P2, . . ., PN sont tous scalaires, il résulte des faits précédents que
chaque produit A71 x V^x A,-, et notamment V1 = A^1 x V ^ x AN, est aussi
un scalaire. Il suffit donc de choisir pour V, une matrice non scalaire pour
obtenir parmi les N matrices P o Pa? . . ., P^ au moins une solution non scalaire
du système (M).

Je considère une telle matrice P non scalaire ; si P est irrégulière, (F) est équi-
valente à Oy et tous les corps de nombres algébriques sont corps de représen-
tation de (F). Si P est régulière, elle vérifie une équation déterminée du
deuxième degré à coefficients scalaires de K (équation en A ou équation
caractéristique de cette matrice) :

ƒ ( P ) = P2 — ( a H- cl) P -+- ad — bc = o,
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pour la matrice

P™ ( k ^ o o u (%-é.dj matrice non scalaire).
b d ||

Mais les relations (M) montrent que les conjugués de P vérifient aussi cette
équation, car

/(P^)=/(A71 x P x\l) = A7
i xf(P) x ̂ = 0 .

Donc les polynômes caractéristiques des matrices P(/), polynômes qui ne sont
autres que les conjugués de f (ce), sont tous identiques à f {os); il en résulte
que les coefficients de f {as) sont nécessairement rationnels.

Les zéros co et co' du polynôme ƒ (a?) à coefficients rationnels définissent un
corps algébrique K< qui est soit l'ensemble de tous les nombres rationnels,
soit un corps quadratique. Je change au besoin le choix du corps K de façon
qu'il contienne le corps K4 et je montre que Kt est corps de représentation de (F).
En effet, la matrice

P.=IIP_BII= I U~M r

est une matrice irrégulière solution du système relatif (M) dans K,. D'une part,
le déterminant de cette matrice est/(co), donc est nul. D'autre part, P vérifie
le système absolu (M), donc à fortiori Je système relatif; en désignant par &if

les conjugués relatifs de 0 par rapport à K,, j'obtiens

P<0">x A^=| |P" ' Jx A,—Û> x A,'|| — |[A/X P — A , x u| | = A,*x Po,

puisque les conjugués relatifs co,, sont égaux à co et que co est permutable avec
toute matrice.

Le théorème est ainsi démontré.

VI. — Le second théorème*

Puisque j'ai obtenu un corps quadratique de représentation de (F), je puis
former dans un tel corps un système d'équivalence absolue entre Oy et (F).
De ce système, je vais déduire une conique rationnelle (C) et établir qu'elle
est équivalente à (F). Ce qui démontrera le second théorème de Nœther-
Poinearé.

Je suppose donc que le corps K est un corps quadratique! et je choisis dans
ce corps un nombre primitif 0 dont le carré soit un nombre rationnel b. Le
nombre 0 a seulement deux conjugués absolus &i = — & et 02 = 0. Le système
de matrices associé à (F) comprend deux matrices dont la seconde Aa peut être
choisie identique à l'unité. Les relations de compatibilité matricielles sont

A ( ,1 }= A 2 x A71 x ai i, A (
2

n = A t x A71 x a2U

A , x A^1 X 0i 2, A(
î
2) = A , x A71 x Ö 2 2 ;
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elles se réduisent à

ax 2 = a21= a2 2 = i , ax ! = Vl
x

l) x À t — Ai x A^4'.

Le nombre as ̂  est égal k son conjugué, c'est un nombre rationnel que je désigne
encore par a.

Le système d'équivalence entre Oy et (F) comprend deux relations dont la
seconde est identiquement vérifiée; la première est

( j f ) < ' ' x - ( < a i ) = = ( ^ ) ;

qui est équivalente à l'équation matricielle en L et X

L"> xA, = /. x L,

où X est un scalaire de K,
Je décompose L, Ai et X en fonctions linéaires à coefficients rationnels de 0

la relation précédente est équivalente à l'équation en L, L', A, X' :

( C - e ï 7 ) x ( A 4 + 0 Â ; ) = (X + 0X7) X ( L + 6 L ' ) ,

ou encore au système a coefficients rationnels

Lx (X, — î) — 6 x L'x (X\-^ïf)=:o,

L x ( X ; - } 7 ) - J 7 X (!, + >:) = o.

Pour que ce système ait une solution en matrices régulières L, L^ il est
nécessaire que

2 _2 —2 —2

A ! — À — 6 x À J + i x r = o.

Dans cette égalité,
AÎ - b x A; = (X;+ ®Â; ) x (Â, - BA; )

n'est autre que le produit A, x A\i]=a. La recherche des nombres

rationnels X, Xe vérifiant la relation

est équivalente à la recherche des points rationnels sur la conique (C)

œ% — by2 — az1 = o.

Cette conique (C) admet une représentation unicursale propre (<3) k
coefficients dans K,

x %y z u ^

a w 2 + p 2 au2— v* 2MP ' z x — %z

Thèse F. Châtelet. 3
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Le système de matrices associé à la conique (C) est donc

et le système de scalaires associé à la même conique est a, i , i, i. D'après le&
résultats du paragraphe III, la conique (C) est équivalente à (F). Le second
théorème de Noether-Poincaré est démontré.

Enfin je rappelle lo critère de Lagrange ;

Pour qu'il existe des points rationnels sur la conique (C)

,r2 — by- — azl~ o,

il faut et il suffit que V entier b soit resté quadratique (mod. a).

M. Hasse (9) a montré qu'il était inléressant d'énoncer ce théorème sous la
forme suivante :

Pour qail existe des points rationnels sur la conique (C), il faut et il suffit
que (C) soit équivalente à O y dans tout corps p-adique, p nombre premier arbi-
traire.

CHAPITRE IL

ÉTUDE GALOISTENNE DES VARIETES DE IîRAUER.

Je vais généraliser les méthodes du premier Chapitre en vue de problèmes
plus complexes. D'une part, au lieu d'étudier des courbes, j'étudie des variétés
d'un hyper-espace de dimension arbitraire; d'autre part, au lieu de ne consi-
dérer que des courbes et des correspondances k coefficients rationnels, j'envi-
sage des variétés et des correspondances à coefficients dans un corps p Çbn)
quelconque, mais fixé à priori, le définis ainsi l'équivalence, au sens de
Poincaré? des variétés dans le corps p; l'équivalence absolue, étudiée au
premier Chapitre, n'est autre que l'équivalence dans le corps Po des nombres
rationnels. Comme je n'ai étudié dans le premier Chapitre que l'équivalence
des courbes unicursales, j'étudie seulement dans ce mémoire l'équivalence des
variétés de Brauer du corps P.

Ce Chapitre est consacré aux premiers résultats de cette étude : définition
des problèmes d'équiva-lence entre variétés de Brauer de P et mise en équation
de ces problèmes suivant la méthode galoisienne; ce qui généralise les para-
graphes I, II et IV du Chapitre I.

(9) Foir le Mémoire cité daas ld note (fi) et les Mémoires du Journal de Cretle, B»l. 13
S. 129-148, et 205-224; Bel. 433, 19A S. I I 3 - I 3 O et i58-i6>.

{Cihls) La lettre P eçt la ma|uscule de la lettre grecque p, il ne faut pas la confondre â êc P
(p français majuscule).
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I. — Système d'équivalence entre deux variétés de Brauer.

Dans le premier Chapitre, j'ai introduit, incidemment, un système d'équi-
valence relative dans un corps Ki entre deux courbes unicursales et rationnelles.
Il est utile de généraliser ce procédé : je vais étudier non seulement les
correspondances Irrationnelles à coefficients rationnels entre deux courbes,
qui déunissent l'équivalence absolue, mais aussi les correspondances bira-
tionnelles à coefficients dans un corps p quelconque qui définissent l'équi-
valence (relative) dans ce corps p. Parallèlement, j'étudie, en généralisation
des problèmes diophantiens sur les courbes rationnelles, la recherche des
points à coordonnées dans p sur les courbes à coefficients dans p, recherche
que j'appelle problème diophantien (relatif) dans p.

Le corps K, utilisé au premier Chapitre est un corps de nombres algébriques ;
j'élargis également cette hypothèse. L'.énoncé du critère de Lagrange donné
par H. Basse- montre en effet l'intérêt de la notion d'équivalence par rapport à
un corps local de Hensel; et c'est sous cette forme que j'ai pu généraliser ce
critère. J'envisage donc le cas d'un corps de base p quelconque; ce qui soulève
plusieurs difficultés : qu'appelle-t-on courbe, point, correspondance dans un
tel corps ? Dans la Géométrie galoisienne, j'ai réuni les définitions précises des
êtres géométriques dans le corps p et j'ai étudié les relations les plus simples
existant entre eux, formant ainsi les éléments d'une géométrie dans ce corps.

D'autre part, je désire étudier non plus les courbes, mais les variétés. Alors
que la définition de l'équivalence, telle qu'elle a été donnée par Poincaré,
s'impose pour les courbes-planes, on peut envisager plusieurs notions d'équi-
valence pour les variétés d'un hyper-espace, suivant la nature des correspon-
dances recherchées entre ces variétés. Dans la Géométrie galoisienne, j'ai défini
les correspondances homographiques(elles admettent des formules du premier
degré); les correspondances birationnelles (elles admettent des correspon-
dances inverses et ne sont pas dégénérées entre les variétés sur lesquelles elles
opèrent); les correspondances de Poincaré (elles sont birationnelles et tous
leurs points critiques sont isolés). Ce sont ces dernières qui définissent Véqui-
valence au sens de Poincaré que j'envisage .ici (je dirai par la suite équivalence
au lieu de équivalence au sens de Poincaré lorsqu'il n'y aura pas de confusion à
craindre).

J'étudie donc l'équivalence dans un corps de base p des variétés de ce corps;
je me limite aux variétés de Brauer de p, ou variétés de P équivalentes à un
espace de référence, dans l'extension algébriquement fermée^ de p. J'ai donné
dans la Géométrie galoisienne un procédé pour reconnaître si une variété
donnée (F) de P est une variété de Brauer; ce procédé permet, le cas échéant,
de construire dans ù une représentation de Poincaré de (F), c'est-à-dire une
correspondance de Poincaré entre un espace de référence et (F), ce qui est
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nécessaire pour pouvoir appliquer à (F) les méthodes de ce mémoire. J'ai aussi
défini pour les êtres géométriques d'une extension k de p, la notion de conjugué
introduite au Chapitre I pour les correspondances à coefficients algébriques. Ce
qui m'a permis de démontrer les critères de Galois qui généralisent une
propriété utilisée au Chapitre I, paragraphe L Je puis alors aborder la recherche
des correspondances de Poincaré dans le corps de base p entre deux variétés
données de p, généralisation de l'étude du paragraphe I du Chapitre précédent.

Je rappelle les propriétés ainsi obtenues en indiquant les particularités qui
se présentent ici dans le cas de deux variétés de Brauer. J'ai considéré deux
variétés de p équivalentes entre elles dans l'extension algébriquement fermée O
de P; ce sont ici deux variétés de Brauer de p de même dimension r. J'ai con-
sidéré une variété de comparaison (A) equivalente k (F) et à (F') dans p : c'est
ici l'espace de référence (E,)de dimension z\ J'ai construit deux correspon-
dances de Poincaré H coefficients algébriques etséparables par rapport à p

(&) : espace (Er) -> variété (F),

(&f) : espace (E r ) -> variété (F ' ) ;

ce sont ici des représentations de Poincaré de (F) et de (F7). Je choisis une
extension finie et séparable k de p contenant (3*) et (S17), (cette extension n'est
pas nécessairement normale comme au Chapitre I); je désigne par K l'extension
normale de p engendrée par k. Enfin, le groupe des correspondances de
Poincaré (G. P. PE,) de p sur (E,), ou plus généralement (G. P. AEr) de k sur
(E,), est formé par toutes les homographies non dégénérées sur (E,) à coef-
ficients dans p, öu dans k.

Si je considérais l'équivalence birationnelle et les variétés unicursales de p
(ou variétés birationnellement équivalentes dans O à un espace de référence),
ce n'est pas ce groupe (G. P. PE,) qu'il me faudrait considérer, mais le groupe
(G.R. PE,) des correspondances birationnelles de p sur (E,); ce dernier groupe
est formé par les correspondances de Cremona sur (E,), correspondances plus
complexes que les correspondances homographiques et dont la connaissance
actuelle semble insuffisante pour résoudre les problèmes de ce Mémoire.

Le résultat fondamental est le suivant :

(E) — Les correspondances de Poincaré de p entre (F') et (F)

( (K ) : variété ( F ) -> variété ( F )

peuvent être déterminées par la formule

(E, i)

dans cette formule, la correspondance (if) est une homographie non dégénérée
sur (E, ), arbitraire, à coefficients dans k, qui vérifie les équations en (i?)

(E; 2) (j?)«>x (<*/) = «a; ) x (i?) (* = i, a, . . . , n),
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ou les (ÖL,) et les (6L[ ) sont les homographies non dégénérées sur (E, ) définies par

La formule (E, i) établit une correspondance biunivoquc entre les correspon-
dances (dt) et les solutions (X?) du système (E, 2).

En particulier, pour que (F) et (F') soient équivalentes dans p, il faut et il
suffit que le système d'équations (K, -±) soit vérifié par au moins une homo-
graphie ( C) de k, non dégénérée sur (E, ).

Le système (E, 2) est le système d'équivalence dans p entre (F') et (F), par
abréviation de « système des équations d'équivalence dans p entre (F') et (F),
déduit des éléments de comparaison : espace (E,), représentations (S*) et (&*'),
corps K ».

Les homographies (6it) [et les homographies (<X[ ) ] vérifient les relations

(E, 3)

ces relations sont appelées relations de compatibilité du système d'équi-
valence (E, 2).

Je puis notamment former un système d'équivalence entre la variété (F) et
elle-même; il est indiqué de choisir dans ce cas les représentations de compa-
raison (3?) et (S*7) identiques entre elles. Les homographies (Cl,) ét (öL'è ) sont
respectivement identiques deux k deux; le système d'équivalence ainsi formé a
au moins une solution, l'homographie identique sur(E,). De façon plus précise,
les solutions de ce système forment un groupe multiplicatif, que je désigne par
(G. E. PF) et qui est isomorphe au groupe (G. P. PF) [groupe des correspon-
dances de Poincaré sur (F) dans p].

Si un système d'équivalence entre (F') et (F) a au moins une solution ( J?, ),
foutes ses solutions s'obtiennent soit en multipliant ( A ) à droite par un
élément quelconque de (G. E. PF), soit pn multipliant ( A ) à gauche par un
élément quelconque de (G, E, F'V Dans ce cas, les groupes (G. E. PF)
et (G. E. PF') sont isomorphes entre eux.

IL — Problèmes diophantiens et notion de similitude.

Comme au Chapitre I, le système d'équivalence permet, outre la recherche
des correspondances de Poincaré de p entre (F ) et (F), la rechercha des points
de (F) qui sont dans p. Il permet même une généralisation de ce dernier
problème : la recherche de certaines sous-variétés de (F) que je nomme sous-
variétés normales de (F) dans p.
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J'appelle encore système étendu d'équivalence entre (F') et (F), le système
d'équations en

(E', 2) (if)»' X ( c \ l ) = ( c l ' < ) X ( t f ) (/ = I, 2, . . . , / i ) ,

où (3Î) est une correspondance simplement rationnelle sur (Er) à coefficients
dans k. Je rappelle la propriété démontrée dans la Géométrie galoisienne :

(E') — Si une correspondance (simplement rationnelle) de P

{%) \ variété (F') -> variété (F)

transforme (F') en une sous-variété simple de (F), elle peut-être déterminée
par la formule

(E', i) (©) = ( £ F ' ) - 1 x ( ' f ) x ( 5 ) ;

dans cette formule» ( # ) est un élément quelconque de (E. C. /(E,), [ensemble
des correspondances sur (E,.) dans k~\, vérifiant le système étendu d'équi-
valence

(E', 2) ( s r r x ( a o = (cx;)x(ec) (* = i, 2, . . . , « ) .

La relation entre ( # ) et (©) est encore biunivoque.

J'en déduis la propriété suivante :

Les points simples de (F) qui sont dans p peuvent être déterminés biuniço-
quement par les solutions (homographiques et dégénérées) de (E', 2) qui trans-
forment (E r) en un point.

En effet, un point simple M de p sur (F) définit une correspondance dégé-
nérée entre (F') et (F)

(Î5) : variété(F) -> le point M,

à laquelle s'applique la propriété (E'); l'élément de (E. C* AE,.) ainsi obtenu
transforme (Er) en un point, c'est une homographie dégénérée de cet espace
(de nature particulière d'ailleurs). Réciproquement, si une solution (néces-
sairement homographique et dégénérée) de (E', 2) transforme (E,.) en un point,
elle détermine une correspondance qui transforme (F') en un point de (F) qui
est dans p.

Plus généralement, toute solution (#) dégénérée du système ^E', 2) définit
une sous-variété (G) de (F) dans p, à savoir la sous-variété transformée de (F')
par la correspondance (<S) = (^ /)^4 x (sC) x (9*), ou, ce qui revient au même,
la transformée de (E,.) par la correspondance ( ? ï ) x ( 3 r ) . Un peut encore
représenter cette sous-variété (G) par une variété-image dans (E,.) : la transfor-
mée de (E,.) par (<£); la sous-variété (G) est la transformée par (^) de sa
variété-image.



Parmi ces sous-variétés (G), les plus importantes sont celles qui sont
définies par des solutions (#) homo graphique s (dégénérées) de (E', 2), c'est-
à-dire celles dont les variétés-images sont des sous-espaces de (E,.). Je les
appelle sous-variétés normales de (F) dans p.

La notion de sous-variété normale est indépendante du choix du système
d'équivalence étendu (E', 2). Changer ce système revient à multiplier (éF)
et (S*f) par des correspondances homographiques ( î?) et ( C') non dégénérées
sur (Er); une sous-variété (G) de (F), normale dans le premier système, admet,
dans ce système, uae variété-image qui est un sous-espace (E) de (E,.);
(G) admet, dans le second système, pour variété-image la transformée (FJ)
de (E) par ( £ ) ~ \ puisque (£)x(SF) transforme cette variété (E') en (G);
(E') est aussi un sous-espace de (E,.), donc (G) est aussi une variété normale
de F dans le second système.

Je vais établir quelques propriétés importantes de ces sous-variétés normales*

Toute sous-variété normale (G) de (F) dans P est une variété de Brauer de p ;
le groupe (G. E. PG) est homomorphe à un sous-groupe de (G. E. PF).

Par définition unje sous-variété normale (G) de (F) dans p est équivalente
•dans ù (extension algébriquement fermée de p) à sa variété-image (E), car la
correspondance (S7) définit une correspondance de Poincaré entre (E) et (G).
Le sous-espace (E) de (E, ) est lui-même équivalent à un espace de référence ;
donc (G) est équivalente dans û à un espace de référence, c'est une variété
de Brauer. C'est d'ailleurs une variété de p, comme toute variété définie par
une solution dégénérée de (E', 3).

Pour étudier plus facilement le groupe (G. E. PG), je forme le système
d'équivalence étendu (E', 2) de façon que la variété-image de (G) soit un
espace de référence. Ce que je puis faire de la façon suivante : je suppose que
j'ai choisi, sans précaution, le système (E', 2), que (G) est définie dans ce
système par l'homographie dégénérée (#<) sur (E, ) et que (n\) transforme (E,.)
en le sous-espace (E) [qui est la variété-image de (G) dans le système (E', 2)
d'équivalence]. L'espace (E) est dans k et je sais former dans k une homo-
graphie non dégénérée (£A) qui transformé (E) en un espace de référence-(Ef/)
(tel que q<^i\ bien entendu). Je remplace le système (E', 2) par le système
déduit des éléments de comparaison suivants : l'espace (,Er), la corres-
pondance (g* 4) = (£<)-* x (5r) entre (E/) et (F), le corps k. Pour ce nouveau
système, la variété (G) est définie par l'homographie dégénérée ( # 0 X (A)>
car le produit

transforme, par hypothèse (E,.) en (G). Comme {%) X ( A ) transforme (Er)
en (E7), la variété-image de (G) dans ce nouveau système est (Efy).
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La trace sur (E7) de la correspondance (S^) est alors une représentation
de Poincaré de (G) dans k. Je puis donc former un système d'équivalence
entre (G) et elle-même en choisissant comme éléments de comparaison :
l'espace (Er/), la correspondance trace de (->i) sur (E,,), le corps k. Les
homographies ((Bt), coefficients du système d'équivalence ainsi formé, entre (G)
et elle-même, sont les traces sur(Er/) des homographies (cl,), coefficients du
système d'équivalence (E, 2) entre (F) et elle-même et le groupe (G. E, PG)
contient les traces sur (E7) des éléments de (G. E. PG) qui conservent cet
espace. Inversement tout élément (®) de (G. E. PG) est la trace d'au moins un
élément de (G. E. PF) : la correspondance obtenue en effectuant sur les
coordonnées relatives à (Ev) la transformation ($) et en laissant invariantes
les autres coordonnées. Donc le groupe (G. E. PG) est homomorphe à un
sous-groupe de (G. E. PF), à savoir le sous-groupe formé parles éléments de
ce dernier groupe qui laisse invariant l'espace de référence (Ef/). Ces faits
seront d'ailleurs encore précisés par la suite (Ch. IV, § II).

Je dis que deux variétés de p sont semblables entre elles dam p, s'il existe une
sous-variété normale de Vune équivalente à une sous-variété normale de Vautre.
Cette condition de similitude n'exige pas, comme la condition d'équivalence,
que les variétés aient même dimension.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété de Brauer (F) de p
contienne des points de P est qu'elle soit semblable dans p à un point. Les
problèmes diophantiens sur deux variétés de Brauer semblables ne sont pas
essentiellement distincts : si Fun est résoluble, l'autre Test aussi. L'étude de
la similitude ne me paraît cependant pas suffisante; car je désire non
seulement étudier l'existence deb points de p sur une variété de Brauer (F)
donnée, mais aussi obtenir tous ces points par un procédé rationnel. C'est en
vue de ce problème que j'établis ci-dessous la généralisation suivante du
premier théorème de Nœther-Poincaré :

Une variété de Brauer semblable dans P à un point est équivalente dans P à un
espace de référence.

Les relations qui existent entre la notion de similitude et celle d'équivalence
sont encore précisées par le théorème suivant que j'établis aussi ci-dessous :

Si deux variétés de Brauer de p semblables entre elles ont même dimension,
elles sont équivalentes entre elles, dans p.

111. — Introduction de relations matricielles.

Comme au paragraphe IV du Chapitre I, j'utilise la représentation matri-
cielle des homographies par des matrices. J'indique les rapports qui existent
entre ces homographies et ces matrices; je forme les relations entre matrices



qui peuvent remplacer les relations entre homographies envisagées aux para-
graphes précédents. Enfin, j'établis une propriété importante généralisant
celle de l'association d'une courbe à un ensemble de scalaires (Chap. I, $5 fV).

Je puis définir une homographie ()S) de p sur (E, ) par des relations linéaires
en x09 xl9 . . ., xr dans p

et représenter cette homographie par la matrice

0 ' > < > • • • A >

L IZZ
>, • . . / ,

ar h,

Si L est régulière, l'homographie (0) n'est pas dégénérée et réciproquement.
L'homographie (i?) transforme alors l'espace (E,.) en lui-même et chaque point
de (Ér) est le* transformé d'un seul point de (Ef.) dans (i?). Les polynômes
qui déterminent (I?) sont définis au produit près par une même fraction
rationnelle. Pour que ces polynômes restent linéaires, il faut que ce facteur
multiplicatif soit un élément de P, car ces polynômes sont premiers entre eux.
La matrice L est définie au produit près par un scalaire arbitraire A de p.

Si L est irreguliere, l'homographie (i?) est dégénérée et réciproquement.
L'homographie (i?) transformé alors l'espace (E,.) en un sous-espace (E') dont
la dimension est égale au rang de L diminué d'une unité; chaque point de (E,.)
est le transformé dans (i?) d'un sous-espace de (E,). La matrice L est définie
au produit près à gauche par certaines 'matrices dont il n'est pas utile de
préciser davantage la nature.

Le produit de deux matrices, régulières ou non, représente le produit des
homographies représentées par chacun des facteurs. Si deux matrices, régu-
lières ou norv, représentent la même homographie, leur somme représente
aussi cette homographie.

Le système d'équivalence (E. 2) entre (Vr) et (F) est équivalent au système
matriciel d'équations en L et A,

( E . JV1. 3) L"1 x A,'— A z x L x À, n):

A, est une matrice à termes dans K qui représente l'homographie (cl,), A,' une
matrice à termes dans K qui représente (cX^); L est une matrice régulière
arbitraire à termes dans k, les A, des scalaires arbitraires de K. La condition
nécessaire et suffisante pour que (F) et ( F') soient équivalentes dans P est
encore que le système d'équations (E. M. 2) ait au moins une solution en L,
A1 ? A 3 , . . . y A / t .

Thèse fi\ Chdlelet.



Je ne cherche pas à quoi est équivalent le système étendu d'équivalence,
puisque les solutions de ce système ne sont pas nécessairement des homogra-
phies. Je constate seulement que si P est une matrice, régulière ou non, à
termes dans k qui vérifie les relations

P i ' ï x A t — A ; X P ( i = i, 2 , . . . , n ) \

elle représente une solution homographique du système étendu (E', 2).
Les relations de compatibilité (E, 3) sont équivalentes aux relations de

compatibilité matricielles
i <j(i)) ^ G, ,

( C M . ) v(Al)=\lxA7*xafTtl, si J / "

où les aGti sont des scalaires de- K, qui sont d'ailleurs dé terminés par les
matrices A;.

Une représenta t ion de Poincaré ( rF) d 'une variété de Brauer (F) de |> donnée
étant choisie , j e puis former l 'ensemble des n matrices A,, puis calculer les n,N
scalaires a^^; j ' appe l l e système de matrices associé dans |> à ( F ) l 'ensemble
des matrices A; et système de scalaires associé dans l> à (F) l'ensemble des
scalaires aa£.

Si deux variétés (F) et (F') sont associées au même système d(e matrices Àl9

elles sont équivalentes; car le système matriciel (E. M. 2) a alors au moins
une solution : L matrice unité, X, = >̂  = . . . = Xre= 1. Je vais démontrer que :

Si deux variétés de Brauer (F) et (F') de p sont associées au même système de
scalairesa^ ,, elles sont semblables entre elles dans p.

[C'est la généralisation de la~propriété du paragraphe IV, Chapitre 11.

Je considère deux variétés de Brauer ^F) et (F') de V associées au même
système de scalaires aŒW, dont les dimensions r et /•' peuvent être différentes.

Il est aisé de former une variété, semblable à une variété donnée (F) de
dimension donnée r^>r et associée au même système de scalaires a^,. Si {F)
est une variété d'un espace (E,) je choisis un système d'équation définissant (F)
sur cet^espace (E,) et je considère la variété (F4) définie sur l'espace (E^\
[où st — s = i\ — r|, par ce système d'équations; (F, ) peut encore être définie
parla représentation (3^) obtenue en ajoutant à un système de formules d'une
représentation (S*) de (F) les relations

Le système de matrices associé à (F,) s'obtient de la façon suivante : je borde
chaque matrice A, par ri — r lignes et i\ — r colonnes identiques aux dernières
lignes et colonnes d'une matrice unité (formées d'unités dans la diagonale
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principale et de zéros partout ailleurs). Les variétés ^F) et (F4) sont toutes
deux associées au système de scalaires aGit; la variété (F) est une sous-varieté
normale de (F,) qui peut* être définie, dans un système d'équivalence
entre (EM) et (F,) par une homographie dégénérée qui transforme (E7j)
en(E,>.

Je puis ainsi former deux variétés de Brauer respectivement semblables à {F)
et k (F') et de même dimension. De façon plus précise, je suppose avoir
range (F) et (F') dans un ordre tel que r>r'; je garde la variété (F,) = (F)
et je remplace la variété (F') par une variété semblable (F^), associée au
même système de scalaires et de dimension /. Je désigne par Al et Â  les
systèmes de matrices respectivement associées à (F,) et à (F'J, intervenant
dans le système matriciel correspondant; elles vérifient les relations de
compatibilité matricielles

c r ( A f ) = \iX \ j l X aOtl>

(j(A; ) = A; x \ ; l x ani.

À partir d'une matrice carrée V d'ordre r, arbitraire, à termes dans ky je forme
la somme

^ ; l x \ l l l x \ I ( f d e i a / i ) .

Cette somme est a priori une matrice a termes dans K; les relations de compa-
tibilité matricielles précédentes permettent d'obtenir les conjugués par rapport
à p de cette matrice

x v-A» x ff( \ t ) \ = 2 [ < < x K x v r *

= v x f 2 ( A ' r ' x v*lx ^ ) ] x A 7 1 = \; x P x

On voit que G{P) ne depend que du conjugue Û7= a(ö) de 0; d'après les
critères de Galois, P est donc une matrice à termes dans k e t a ( P ) est la/m L

conjuguée fi{/). Jinfin P représente une homographie (/:£) de /c, dégénérée ou
non, qui vérifie les relations

(cf ) est une solution homographique du système étendu d'équivalence ( E \ 2).
Si P est régulière, (L$) est une solution du système d'équivalence proprement

dit (E, 2) ; (F,) et (F'j^ sont équivalentes, donc (F) et(F ;) sont semblables entre
elles dans p.

Si P est irrégulière, elle délinit une sous-varieté canonique (Fj) de (F,)
dans p. Je remplace alors le couple (Fj), ÇF[) par le couple ( F2), (¥\) = (V\)\
ce dernier est formé de variétés respectivement semblables a celles du couple
précédent; la plus grande des dimensions de (F., ) et ( F'( ) est inférieure (etnon



égale) à la plus grande des dimensions de {\4\ ) et (F', ). Je range (V., ) et (J\ )
par ordre décroissant des dimensions et je recommence sur ce nouveau couple
les opérations déjà effectuées sur le couple (F\),#(F, ). Comme précédemment,
ou bien je constate la similitude de ( F. ) et (F,), ou bien je construis un troi-
sième couple ( F, \ (F',) de variétés respectivement semblables à {¥,) et (F',) tel
que la plus grande des dimensions de (F 3 )e t^F) soit inférieure (et non égale)
à la plus grande des dimensions de (F2 ) et {F\). Et ainsi de suite. Je remplace
ainsi le couple (F), (F') successivement par des couples (Fj), (F'K) (u entier),
de variétés respectivement semblables à (F) et (F'); à chaque opération le
maximum des deux dimensions de (Fu) et (F',,^ diminue, Ou bien ces opérations
s*arrèt&nt lorsque je constate la similitude des variétés (F,,), (F^)d'un couple
ainsi formé; ou bien j'obtiens finalement un couple (F,,), (F,,) de variétés
réduites chacune à un point de p. Comme deux points de l> sont des variétés
équivalentes entre elles dans p, les variétés (F) et (F') sont, dans tous les cas,
semblables entre elles dans P.

CHAPITRE 111.

RECOUKS A LA THÉORIE DES ÀLGÈliKES.

Je pourrais continuer simplement à généraliser les méthodes du Chapitre l,
comme je l'ai fait au Chapitre précédent. Mais il se trouve qu'une partie des
résultats peut se déduire de la Théorie des Algèbres, constituée et étudiée pour
un but tout à fait différent par Wedderburn, Dickson, R. Brauer, E. INœther,
Hasse, etc. L'étude actuelle devient par suite une application inédite de cette
théorie.

Je montre pour cela, dans ce chapitre, que les solutions homographiques
d'un système étendu d'équivalence entre une variété de Brauer (F) et elle-
même peuvent être représentées par un ensemble de matrices qui constituent
une Algèbre de Brauer ( l u) sur le corps de base P, que j'appelle associée à la
variété (F) dans p. Je montre que les critères d'équivalence et de similitude
entre variétés de Brauer peuvent être exprimés simplement par des conditions
connues concernant les algèbres associées, ce qui permet d'établir un ensemble
de propriétés constituant l'extension des deux théorèmes de Nœther-Poincaré.

l. - Les Algèbres de Brauer.

Je rappelle, dans ce paragraphe, les définitions et résultats de la Théorie des
Algèbres qui me serviront par la suite ( ' ' ).

(1U) Koir au sujet do coite expression h\ note ('') de l'Introduction.
(11) Pour la Théorie dos Algèbres, j'ai surtout utilisé l'expose d'ensemble de Deuring : Algebrcn^

paru dans la Collection des Ergebnisse der Mathematik, tome IV, fascicule 1. C'est à cet Ouvrage
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Une algèbre sur un corps p est un anneau (i2)9 non nécessa i rement commu-

tatif, ( 0 ) contenant p et admet tant par rappor t à p une base finie A, , A.j, . . . , A/;

que tout élément A de ( 0) peu t être mis sous la forme

où les cci sont des éléments, ou scalaires, arbitraires du corps de base p. Une
algèbre (0) est déterminée par une de ses bases, à condition de connaître,
d'une part toutes les relations linéaires

A ^ o (/* de i à / ; les a(- scalaires de P),

qui sont vérifiées .par les éléments A, de cette base; d'autre part une table de
multiplication de ces éléments entre eux. Dans toute algèbre, il existe au moins
une base minima, ou réduite, dont tous les termes sout linéairement indépen-
dants, c'est-à-dire ne vérifient aucune relation linéaire. Par rapport à une telle
base tout élément de (0) n'admet qu'une représentation de la forme ( i ) ; à
l'élément nul correspondent notamment des at tous nuls. Toutes les bases
réduites d'une même algèbre ont un même nombre d'éléments qui est le rang
de Valgèbre sur le corps de base p .

Une extension finie et séparable k de degré n sur p est une algèbre commu-
tative sur p de rang n; elle peut être définie par la base minima formée par
les puissances 6, 6% . . ., G" d'un élément primitif 6. L'ensemble des matrices
carrées d'ordre r à termes dans p est une algèbre de rang r2 sur p, appelée
anneau complet des matrices d'ordre r sur p ; elle peut être engendrée par la base
minima formée parles r2 matrices différentes dont un terme est égal à l'unité
et dont tous les autres sont nuls.

Le produit direct de deux algèbres (0) et (0 ' ) sur p, définies respectivement
par les bases minima Ai9 A3, . . . , A* et B19 Bâ, . . ., B,, est l'algèbre sur p
définie par la base minima que forment les produits symboliques

A , B , ( I = I , •*, . . . , / , ; y = i , 2 V ) .

Le produit direct d'une algèbre {0) sur p et d'une extension finie k de p est

que je .renvoie le lecteur pour les démonstrations non développées dans ce Mémoire et pour toute
autre précision sur ce sujet. Jl existe aussi dos exposés-français (plus anciens et moins complets) de
k\ Théorie des Algebres dans la Collection des Conférences au 'Séminaire de mathématiques dirigé
par M. G. Julia, année 1932-1933, Conférences de Dubreil, Chevalloy, Dieudonné, etc. et un exposé
anglais de A. Adrian Albert dans le volume XXIV des Colloques- de VAmerican Ma/h. Soc. (1939).
H n fin on trouvera quelques aperçus sur ces questions dans le lome II de la Moderne Algebra de
Van der Waerden, Chapitres XV, XVI et XVII ('>(1 édition).

( *-) Les notions {Vanneau, de corps, OL extension Ji nie, . . . , sont définies clans la Gêomêlrie galoi-
sicnne. Onpeut également en trouver un exposé dans plusieurs Traités classiques {Moderne Algebra
de Van der Waerden; Éléments de Mathématiques de Bourbaki, Chapitre I du Livre II sur les
structures algébriques),
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donc identique, en tant qu'anneau, à l'algèbre sur k engendrée par une base
minima formée d'éléments de (0) linéairement indépendants sur p. En
particulier, l'anneau complet des matrices d'ordre r sur k est identique, en
tant qu'anneau, au produit direct du corps /• et de l'anneau complet des
matrices d'ordre r sur p, considérés comme algèbres sur p.

On définit généralement les algèbres normales et simples sur p, ou algèbres de
Brauer sur p, par des conditions concernant les éléments et les idéaux de ces
anneaux (/3 ). J'utilise seulement la propriété caractéristique suivante :

Pour une algèbre de Brauer (0) sur p, il existe au moins une extension finie
et séparable k de P. qui soit corps de décomposition de (0 ) ( l 4 ) ; c'est-à-dire une
extension finie et séparable k telle que le produit direct de {()) et de k, consi-
déré comme algèbre sur p, soit isomorphe, en tant qu'anneau, a un anneau
complet de matrices sur k.

Ceci est encore équivalent au fait que :

(O) est isomorphe à un ensemble (Ens. P) de matrices carrées P? de même
ordre r} à termes dans ky et telles que :

i° Joute matrice carrée V d'ordre r à termes dans k est identique à une combi-
naison linéaire, à coefficients scalaires, d'éléments de (Ens. P).

2° Les seuls scalaires contenus dans (Ens. P) sont tous les scalaires de P.

Il en résuite, en particulier, que le rang d'une Algèbre de Brauer (0) par
rapport à p est égale à un carré r2.

il. - Algèbre définie par un système de matrices.

Je vais maintenant établir la propriété des algèbres de Brauer qui permet
d'associer une telle algèbre à chaque variété de Brauer. Cette propriété n'a
pas encore été mentionnée, à ma connaissance, par les auteurs qui se sont
occupés de ces questions.

Je considère une extension finie et séparable k de degré n du corps de base p
et j'en choisis un élément primitif 6. J'utilise, comme au chapitre précédent,

(13) Une algèbre est normale {normale Algebra) quand les éléments du corps de b,ase sont les
seuls êtres permutables a\ec tous ses éléments (p. 9 des Algebren)\ elle est simple (einfaehe
Algebra) si ses idéaux biiatères (invariants pour tout produit à droite et à gauche) sont les seuls
idéaux triviaux : zéro et l'algèbre (O) elle-même (p. 17 des Algebren).

(14-) La définition ci-dessus d'un corps de décomposition (Zerfallungskörper) est celle de la page 46
des Algebren; le théorème 18 de la page 47 de cet ouvrage montre l'existence, d'un tel corps qui soit
une -extension finie et séparable du corps de base p ; pour toute Algèbre de Bran or sur p. Quant au
fait que l'existence d'un corps de décomposition soit une .propriété caractéristique dHmo telle algèbrej
il résulte simplement des théorèmes S de la page 37 ot 1 de la page i5 des Algebren,
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les notations de la Géométrie galoisienne pour les conjugués des êtres numé-
riques, algébriques et géométriques de k par rapport à P et pour les éléments
du groupe de Galoih G de k par rapport à p. En particulier K désigne le corps
normal, extension de k.

J'appelle système compatible de matrices un ensemble de «matrices carrées A,
d'ordre r, régulières, k termes dans K et vérifiant les relations de compatibilité
matricielles

(G M.) cr(A,)=AxxA7IX"ern si) °[l\ = ln

où an , est un scalaire quelconque dp K.
Je considère Panneau complet (Ens. V) des matrices carrées d'ordre r à

termes dans k et je vais montrer que :

U ensemble (En s. P) des éléments de (Ens. V) qui vérifient le système adéqua-
tions en P

(M, i) P ' x A ^ ^ x P , (« = 1, 2, . . . , n),

est une algèbre de Brauer sur p , dont k est un corps de décomposition.
L'algèbre (Ens. P) est l'algèbre définie par le système de matrices A,.

Comme au paragraphe HT du Chapitre II, je forme, à partir d'un élément
arbitraire V de (Ens. V), la somme

P = 2 A 7 1 X V"»xA( (i de i a n ) .

C'est, a priori, une matrice d'ordre r à termes dans K. Je cherche l'effet produit
sur cette matrice par une substitution a du- groupe de Galois G de K par
rapport à P; j'obtiens

ou, en tenant compte des relations de compatibilité (C. M.),

^ x A ; x \J' xV^xA^xA- 1 xa f f I ]= A,xP x A71.

Le conjugué G{P) ne dépend que de l'effet 6 ,= <T(0) de a sur 0; d'après les
critères de Galois, P est une matrice à termes dans k. De ptus, elle vérifie les
relations

P/zrA/XPxA"1 (/ = T, 2. . . , n);

c'est donc une solution du système (M, i). Réciproquement, toute solution P
du système (M, i) peut être mise sous la forme d'une telle somme (de plusieurs
façons possibles), par exemple
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Par ailleurs, les solutions dans k du système (M, i) forment un anneau
j la somme, la différence et le produitde 2 d'entre elles vérifient aussi ce système
et ont tous leurs termes dans k \. («et anneau contient le corps p et il admet une
base par rapport à p, puisqu'on peut obtenir ses éléments sous la forme de
sommes

où les matrices V appartiennent à un anneau de base finie par rapport à p
Vanneau (Ens. P) est donc une algèbre sur V.

Je considère alors les n éléments de (Ens. P) suivants :

>, = 2JL V x (O . V ^ x A J r z ^ l O ^ x V x V" x A J ,

V71 x (O2.V)(|1x A, |=2[ i ï f x A^^x V"1 x \ / ] ,

où V est un élément arbitraire de (Ens. V). Puisque 0 est un élément primitif
de k, le déterminant

A = ! 0 { " : = :

est différent de o ; et les produits A 1 X Vl° X A£ peuvent être tous exprimés en
fonctions linéaires à coefficients scalaires (dans K) de P , , P., . . ., P,,. Or la
relation de compatibilité ^C. M.) qui correspond au choix de i=i et de a
identique à l'opération unité du groupe G montre que Ai est un scalaire; donc :

— A71 x V'l1Ix

Ainsi V s'exprime en fonction linéaire des éléments P o P2J . . ., P,, de(Ens. P).
Les coefficients de cette fonction linéaire qui, a priori, sont dans K, sont les
mineurs de À relatifs à la première colonne, et sont des scalaires de k. Le
corps k vérifie donc la propriété i° des corps de décomposition de l'algèbre
<̂ Ens. P) (paragraphe 1 de ce Chapitre).

En outre, les relations (M, 1) prouvent que les seuls scalaires contenus dans
(Ens. P) sont ceux de p : le corps // vérifie aussi la propriété 2° des corps do
décomposition de l'algèbre ^Ens. P), c'est donc un corps de décomposition de
cette algèbre. Par suite, l'algèbre (Ens. V)est une algèbre de Itrauer (d'après
leur propriété caractéristique).

Inversement :

Une algèbre de Hrauer {()) sur p est isomorphe à (au moins ) une algèbre

dé finie par un système compatible de matrices.
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.le choisis un corps de décomposition /.• de cette algèbre (0 ) , corps qui soit
une extension finie et séparable de p. Je forme l'anneau de matrices ^Kns. P)
correspondant à ce corps de décompositiori; les éléments de (Eiib. P) sont
d'ordre r {r2 étant le rang de (O) sur p). Je construis la /"'m(' conjuguée P"1 de
chaque élément P de (Ens. P); l'ensemble (Ens. P(") de ces matrices est un
anneau isomorphe à (Ens. P), donc aussi à l'algèbre de Brauer (()). En vertu
d'un théorème d'E. Nœther (1"J), l'existence de deux anneaux de matrices
(Ens. P) et (Ens. P('>), isomorphes tous deux à (0 ) , entraîne l'existence d'une
matrice régulière A£, d'ordre r, a termes dans K, réalisant cette isomorphie par
la transmutation

J'ai ainsi formé n matrices régulières 'Ai9 A2, . . ., Art; elles constituent un
système compatible. En effet, je puis calculer CT(A() en effectuant l'opération a
sur la relation N

P " = A , x P X Arl;
j'obtiens

a(P- ' ) = P ' = ff( \z) X|P'"-X a ( A , ) " 1 ,

o u e n c o r e , e n t e n a n t c o m p t e d e s r e l a t i o n s v é r i f i é e s pjfr p f / > e t p ( / )

A ( X P x A71 = c r ( A , ) x \,x P x Ay~
1 x \a(\t)]-i,

P X A7 1 X c r ( A ( ) X \ / = V71 X c r ( \ I ) x \ , X P .

La dernière relation montre que la matrice [A~1 x ?(A,) x AJ est permutable
avec chaque élément de (Ens. P) ; comme elle est permutable avec tout scalaire,
elle est aussi permutable avec tous les éléments du produit direct de /• et
de- (Ëns. P), considérés comme algebres sur p. Ce produit direct est, par
hypothèse, l'anneau complet des matrices d'ordre /'sur k\ cela exige que cette
matrice soit un scalaire ant, (de K), de sorte que

X

L'ensemble des-matrices At est bien un système compatible. 11 détermine
sur p une algèbre (0') qui admet k comme corps de décomposition; je vais
montrer que cette algèbre est identique à (Ens. P).

II est d'abord clair que (O') contient tous les éléments de (̂ Ens. P), puisqu'un
tel élément vérifie, par construction des A,, les relations

P " x \ , — \ , x P ( / — Î , 2 ,

qui définissent ( ()'). D'autre part, k est, par hypothèse, corps de décomposition
de {()), donc aussi de ^Ens, P); /*• est également corps de décomposition
de ( / / ) , d'après les propriétés de cette algèbre. Les produits directs de /*, soit

(1 ) C'est le ihóomiH» '> ilo la pago f\ > des

Thèse F. Châtelet.
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avec ( / / h soit avec (EUS. P ), sont donc tous deux identiques à l'anneau complet
des matrices d'ordre /• sur k et par suite confondus. L'algèbre ne peut, par
suite, contenir d'éléments extérieurs à (Ens. P ), car dans le cas contraire le
produit direct de k et de {()') contiendrait dés éléments extérieurs au produit
direct de /.* et de (Ens. P).^Ce qui montre bien que (O') contient tous les
éléments de (Ens. P) et ceirx-là seuls.

Ainsi l'algèbre (()) est isomorphe à l'algèbre (Ens. P) définie par le système
compatible de matrices A,.

ïlï. Algèbre associée à une variété de Brauer.

Au paragraphe III du Chapitre II, j'ai associé, à chaque variété de Brauer (F)
sur p, un système de matrices dont j'ai montré qu'il est compatible. D'après
les résultats du précédent paragraphe, ce système définit une algèbre de Brauer
sur p, que j'appelle algèbre de Brauer associée dans p à la variété (F). J'établis
quelques propriétés essentielles de cette algèbre qui montrent l'utilité de*
cette notion pour les problèmes d'équivalence.

Les solutions homo graphique s <Pun système étendu d" équivalence entre (Y) et
elle-même peuvent être représentées par tous les éléments de F algèbre {Kus. V.)
associée dans P à (F).

Je considère une telle solution (°£) et je choisis une des matrices V, à termes
dans £, qui représentent cette homographie. Les relations du système étendu
d'équivalence montrent que (<f) estausssi représentée par chacune des matrices
A, x V1" x A,"1 et par leur somme

P — 2 f A < x Vulx K~* I <* de J à / ?)-

Mais d'après les raisonnements du paragraphe précédent, cette somme est
un élément de (Ens. P).

Ce résultat contient notamment le suivant :

Le groupe (G. P. PF) des correspondances de Poincaré sur ( F ) dans P est
isomorphe au groupe-quotient du groupe formé par les éléments réguliers de
(Ens. P)*par le groupe de scalaires de P,

Je précise encore une propriété utile pour la suite :

Quand on remplace le corps de base P par une de ses extensions finies et
séparables p% V algèbre (Ens. P) associée à (F) dans p est remplacée parle produit
direct de ( Ens. P) et de p \ considérés comme algèbres sur p.



Je choisis un système compatible de matrices, associé dans P à { F). Pour
obtenir un système de matrices, associé dans p' à (F), je puis parmi elles
prendre celles qui correspondent aux conjugués relatifs 0, de 6 par rapport à p ;
ce fait est démontré dans la (léométrie galoisienne. (les matrices définissent
donc une algèbre {()') formée par les solutions d'un système dont toutes les
relations sont vérifiées par les éléments de ( Ens. P) : de sorte que(()') contient
les éléments de (Ens. P). Comme {()') est une algèbre sur p% elle contient
aussi tous les scalaires du corps de base P', et le produit direct de { Ens. P) et
de P% considérés comme algèbres sur p. Ce produit direct est une algèbre de
rang | ( / - + i )*. rt' | sur p (/* désignant toujours la dimension de (F) et n! le
degré de P' par rapport à p) c'est donc une algèbre de rang (r-t- i )2 sur p \
Comme (^0') est aussi une algèbre de rang ( r + i)a sur i>', elle ne peut contenir
d'autres éléments que ceux de ce produit direct avec lequel elle est confondue.

Enfin, je démontre la propriété fondamentale :

Pour que deux variétés de lirauer sur p soient équivalentes, au sens de Poincaré,
dans p, il faut et il suffit que les algèbres associées à ces variétés dans P soient
isomorphes entre elles.

Je considère deux variétés de Brauer (F) et (F') sur p et deux systèmes
compatibles de matrices A, et A,' respectivement associées dans p à ces variétés.
Si (F) et (T;) sont équivalentes dans P, elles ont môme dimension r et les
systèmes A, et A'£ sont formés#par des matrices de môme ordre r- t - i . De plus,
d'après les résultais du Chapitre II, paragraphe III, il existe une matrice régu-
lière L,,, d'ordre r + i? à termes dans K, qui vérifie les relations

L(j'x \l= V x L..X/! (f = t, >< . . . , '0*

où A<, X3, . . ., X,, sont des scalaires de K.
La transmutation définie par les formules

O U

transforme alors l'algèbre associée à (F) en l'algèbre associée à (F') dans p.
En effet, l'algèbre associée à (F) est l'ensemble des solutions du système

P ' X A t = A , x P (/ = i, a, . . ., n)-y

la transmutation précédente transforme cet ensemble en l'ensemble des solu-
tions du système

( L Ï ' ^ x P " x L Ï ' x A ^ A ^ L ; 1 x P ; x Lo,
qui est équivalent à

P'i' x L{
n° x A, x L-1 = L(

o° x A, x L"1 x P',

ou, en tenarU compte des relations vérifiées par Lo, à

p^' x A; X } , = À , X \ ; x p1.



ou, puisqu'un scalaire est permutable avac toute matrice, au système

\>f< x \ ; ~ \ ; x P (/ — Ï , >, . . , ^ ) ,

dont les solutions forment bien l'algèbre associée k{V' ) dans p.
Réciproquement, si les algèbres associées à (F) et à {F) dans P sont iso-

morphes, les systèmes A, et A[ sont formés par des matrices de même ordre,
soit r + 1r ; de plus, d'après le théorème rappelé d'E. Nœther (1 b) , il existe une
matrice L qui réalise cette isomorphie par la transmutation

P = L0
1 x P 'x U.

Ce qui veul dire que les deux systèmes

P ' ^ X À ; ^ A ; X P

(L<f>)-* x P^ x L<;> x A,= \t x L~" x P' x Lo

out mëïue^ s>olutiowà, celles-ci formanti'algèbre de Brauer (Ras. P'), associée
dans P à (F), J'en déduis que tout élément de (Ens. P') vérifie encore les
relations

v; x P ; x A;-1 x U'Ïx \ ,x K' — L(O()XA.X L71 x P'
ou

P'x \'t~* x L J ' x A ^ L ^ ^ - ' x MfxA.x L ^ x F .

Donc la matrice A] * x L ^ x A t x L~' est permutable avec chaque élément
de (Ens. P ;); comme elle est permutable avec tout scalaire, elle est aussi
permutable avec tout élément du produit direct de (Ens. P') et de k, considérés
comme algèbres sur p. Puisque (Ens. P') est une algèbre de Brauer et admet k
comme corps de décomposition, ce produit direct est un anneau complet de
matrices sur k; ce qui exige que la matrice précédente soit un scalaire A,
(deK) :

\; x \4' x \, X L-1 = ; / , ou L(
o° x \ f = \ ; x Lo X >f.

D'après les résultats du Chapitre II, paragraphe III, l'existence d'une matrice L,
régulière vérifiant ces relations entraîne l'équivalence de (F) et (F') dans p.

CHAPITRE IV.

THEORIE <;ENERALE DhS VARIETES DE BRAUER.

Je traduis maintenant des résultats connus de la théorie des algèbres en
langage de la théorie des variétés de Brauer. Je commence par des propriétés
générales valables, quel que soit le corps de base P. Ces propriétés comprennent
notamment des généralisations des deux théorèmes de Nœther-Poincaré.

( l * ) Vou l,i N o t e (**) d u C h a p i t r e I I I , p a r a g r a p h e I I .



1. — Premier théorème et corps de représentation.

Je vais établir une généralisation du premier théorème de JNœther-Poincaré,
ainsi que des généralisations des propriétés des corps de représentation
(exposées au paragraphe V du Chapitre I).

Si une variété de Brauer (F) admet une représentation de Poincaré dans le
corps de base P, les points simples sur (F) gui sont dans p sont ceujo dont le para-
mètre (dans cette représentation) est danrv; réciproquement s'il existe au moins
un point simple sur (F) dans p, cette variété admet (au moins) une représen-
tation de Poincaré dans p.

La propriété directe est immédiate, puisqu'une représentation de Poincaré
de (F) dans p définit une correspondance du même nom entre l'espace des
paramètres et la variété (F). Pour démontrer la réciproque, j'utilise un théorème
fondamental de Wedderburn (1T).

Toute algèbre de Brauer (O) sur P est isomorphe à un anneau complet de
matrices sur un corps gauche.

Ce corps gauche est lui-même une algèbre de Brauer sur p qui admet les
mêmes corps de décomposition que (0 ) ; il est isomorphe à un ensemble de
matrices (à coefficients dans un de ces corps de décomposition k) dont Tordre
est appelé l'index de l'algèbre (0) .

Je considère une variété de Brauer (F) de dimension r, un système étendu
d'équivalence (E', a) entre (¥) et elle-même dans p et l'algèbre (0) définie par
ce système. D'après les résultats du Chapitre II, paragraphe II, les points,
simples sur (F) dans p peuvent être déterminés par les solutions homogra-
phiques et dégénérées (si elles existent) du système (E', 2) qui transforment
l'espace (E, ) en un point. Comme je l'ai établi au paragraphe III du Chapitre II,
ces solutions sont représentées par les éléments de rang 1 de (O). Pour cher-
cher s'il existe des points simples sur (F) qui sont dans p, je puis donc cher-
cher s'il existe des éléments de rang 1 dans (0) .

J'applique le théorème de Wedderburn à l'algèbre {0); je désigne par(O0)
le corps gauche ainsi obtenu et je représente ses éléments par des matrices à
coefficients dans un corps de décomposition k de (0) . Puisque (00) ne contient
pas de diviseurs de zéro, chacune de ces matrices est régulière; son rang est
égal à son ordre qui n'est autre que l'index t de (O). L'algèbre (O) est ainsi
isomorphe à un anneau (Ens. P) de matrices composées : matrices d'ordre u à
termes matriciels d'ordre t, donc encore matrices d'ordre u. t, à termes scalaires

(J7) Ce théorème est énoncé et démontré a la pago 18 ^Lhrorème oj des Algebreti.
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de k. Comme les éléments de (()) sont des matrices d'ordre r + i sur k} il en
résuite que

l'index / est un diviseur de r-\- i . De plus le rang de tout élément de (Ens. P),
considéré comme matrice sur fc9 est au moins égal à /, puisque cet élément
contient des mineurs (les éléments du corps gauche) réguliers et d'ordre /.
En particulier (0) ne peut contenir d'éléments de rang i que si / — i , donc
si (O) est isomorphe à l'anneau complet des matrices d'ordre r-\~ i sur p.

Enfin l'algèbre associée dans i> à l'espace de référence de dimension /• e.st
isomorphe à Panneau complet des matrices d'ordre r + i sur p. Pour le cons-
tater, il suffît de former le système étendu d'équivalence dans p entre
l'espace (E,) et lui-même déduit des éléments de comparaison : espace (E,),
correspondance identique sur (E,), corps i>. Le système de matrices corres-
pondant contient une seule matrice identique à la matrice unité; l'algèbre
associée est l'ensemble,des solutions de la seule relation identiquementvérifîée
P ' = P . Cette algèbre est bien l'anneau complet des matrices d'ordre r-\- i
sur i\ D'après les résultats du paragraphe précédent, il est nécessaire, pour
qu'il existq des points simples de P sur (F) , que (F) soit équivalente à
l'espace (E, ). Cette condition -entraîne immédiatement celle de l'énonce,
puisqu'une représentation de Poincaré de (F) définit une correspondance du
même nom entre (E,) et (F) et inversement.

J'applique ce résultat à la recherche des corps de représentation de {V);
comme au paragraphe V du Chapitre I, j'appelle ainsi toute extension (finie
et séparable) P' de p dans laquelle existent des points simples sur ( V), ou,
d'après le résultat précédent, une représentation de Poincaré de (FV

Pour qu'une extension (finie et séparable) p ' de p soit corps de représentation
de (F), il faut et il sujfit que p' soit corps de décomposition de P algèbre (0)
associée à (F) dans p .

Je viens de montrer que, pour que p' soit corps de représentation de (F),
il faut et il suffît que l'algèbre associée à (F) dans P' soit isomorphe à un
anneau complet de matrices sur p ' . Mais j'ai aussi montré, au paragraphe 111 du
Chapitre 111, que l'algèbre associée à (F) dans p' est isomorphe au produit direct
de l'algèbre associée à (F) dans P et du corps pr

? considérés comme algèbres
sur p. Le théorème résulte immédiatement de ces deux propriétés et de la
définition des corps de décomposition.

Vindex t de Valgèbre de Brauer associée dans p à (F) divise le degré par
rapport à p, de tout corps de représentation de (F). H existe des corps de représen-
tation de (F' ) dont le degré relatif par rapport à p est égal à t. Pour exprimer
c e s p r o p r i é t é s , j ' a p p e l l e e n c o r e / l ' i n d e x d e l a v a r i é t é d e B r a u e r ( Y ) d a n s p .
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Ceci résulte de ce qui précède et des propriétés suivantes des corps de
décomposition : l'index t d'une algèbre de Brauer {()) sur p divise le degré
relatif par rapport à P de tout corps de décomposition de (O) ; il existe
effectivement du corps de décomposition de (O) de degré t par rapport
à p ( 1 8 ) .

J'ai montré, au cours d'une démonstration précédente de ce paragraphe, que
l'index t d'une algèbre de lirauer divise aussi l'ordre des matrices qui forment
cette algèbre. Donc le dernier théorème a pour conséquence :

Si une variété de Hfauer (F) sur p est de dimension /*, il existe des corps de
représentation de (F) dont le degré, par rapport à P, divise / ' + i. Ceci généralise
'le résultat du paragraphe V du Chapitre I montrant l'existence d'un corps
quadratique de représentation pour toute courbe unicursale et rationnelle
(̂ dont la dimension est i ).

SU existe des corps de représentation de (F) dont le degré relatif par rapport
à p, est premier avec r-\- i [où r est la dimension de (F)], P est lui-même corps
de représentation de (F).

En effet, l'index f de (F) divise r + i , ainsi que le degré de tout corps de
représentation de (F). Si ces deux nombres sont premiers entre eux, t est
nécessairement égal à i, c'est-à-dire que P est corps de représentation (F).

Ce théorème comporte comme cas particulier une propriété bien connue :

II existe des points rationnels simples sur toute courbe unicursale et rationnelle
de degré impair.

En effet, pour une courbe, r-\- i est égal à 2. D'autre part, en coupant une
courbe de degré impair par une droite rationnelle, j'obtiens plusieurs points à
coordonnées algébriques, dont l'un au moins engendre un corps de degré
impair.

IL — Sous-variétés normales et condition de similitude.

Dans ce paragraphe, j'établis quelques propriétés des sous-variétés normales
d'une variété de Brauer et j'indique une condition générale de similitude de
ces variétés.

Un raisonnement analogue à celui de l'extension du premier théorème de
NœtRer-Poincaré montre que :

6'YZ existe une sous-variété normale de (F) dans V de dimension /•', Vindex t
de ( V") dans p divise r' -\-1.

( u ) La première p.irtio de cette propriété rfe^t autre que le théorème 17 do la p«ij;o 47 des
Jlgebrcn; la seconde résulte immédiatement des théorèmes 1G et 18 de la même pagi1.
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D'une part, les soiib-variétés normales de {¥) dans [> de dimension / sont
déterminées par les éléments irréguliers de raflgr '-hi de l'algèbre associée
à (F) dans p. J'ai montré, au paragraphe II du Chapitre II, que les sous-variétés
normales de [F) dans p peuvent être déterminées par les solutions homo-
graphiques et dégénérées d'un système étendu d'équivalence entre (F) et elle-
même dans p. Ces éléments sont représentés par les éléments irréguliers de
l'algèbre ( 0 ) . En outre une sous-variété normale de dimension r1 est repré-
sentée par un élément de rang r ' + i , puisque l'homographie correspondante
transforme {Et) en un espace de dimension rf.

D'autre part, j 'ai montré, au paragraphe précédent, que le rang d'un élément
irrégulier de ( 0 ) est au moins égal à l'index t de (0); de façon plus précise, ce.
rang est un multiple de t. En effet, chaque élément de (0 ) est identique à une
matrice composée : matrice d'ordre a à termes dans le corps gauche ( O0 ), c'est-
à-dire termes matriciels d'ordre t. Le rang de cette matrice composée est égal
au produit de t et du rang de la matrice à termes dans (O0). Le théorème énoncé
résulte immédiatement de la comparaison de ces deux faits.

Jl existe des sous-variétés normales de (F) dans p de dimension t — i, nombre
qui est donc le minimum -de la dimension des sous-variétés canoniques de (F).

Car il existe des éléments de rangzdans(O), par exemple la matrice composée
dont un terme est identique à l'unité de (O0) et dont tous les autres termes
sont identiques à l'élément nul de (O0).

Une sous-iHiriété normale de (F ) dans P est associée à une algèbre semblable
dans p à l'algèbre ( O) associée dans p à (F).

Deux algèbres sur p sont semblables, si elles sont isomorphes à des- anneaux
complets de matrices sur le même corps gauche (O0)( r i ) .

Je reprends la construction faite au paragraphe 11 du Chapitre II d'un système
étendu d'équivalence entre une.sous-variété canonique (G) de (F) et elle-même :
je puis choisir la correspondance de comparaison pour la variété (F) en sorte
que la sous-variété (G) soit déterminée par une homographie qui transforme
( l i ) en un espace de référence (E7); les solutions d'un système étendu d'équi-
valence entre (G) et elle-même peuvent être obtenues en prenant la trace
sur (Ey) des solutions du système étendu d'équivalence entre (F) et elle-même.
Donc les éléments de l'algèbre ( J ) associée dans p £t (F') sont les mineurs,
formés par les q-\- i premières lignes et colonnes, des éléments de l'algèbre (0)
associée dans P & ( F). Ces mineurs forment un anneau complet de matrices

(Vi) C'e^t la définition do la pa^c 4^ do& Jlgebren,
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sur (ö0) , de même que ces matrices elles-mêmes. En particulier, les sous-
variétés normales de (F) de dimension minima t— i sont associées dans p
au corps gauche (<î0).

Je suis maintenant en mesure d'établir un critère de similitude entre variétés
de Brauer :

Pour que deux variétés de Brauer soient semblables entre elles dans p, il faut
et il suffit que les algèbrps qui leur sont respectivement associées dans P soient
semblables entre elles.

En effet, si deux variétés (F) et (F') de P sont semblables entre elles, il
existe une sous-variété normale de (F) equivalente dans p à une sous-variété
normale de (F7). Les algèbres respectivement associées à ces sous-variétés sont
isomorphes entre elles; comme elles sont semblables respectivement aux
algèbres associées a (F) et à (F') dans p, ces dernières sont semblables entre
elles.

Inversement, je considère deux variétés de Brauer (F) et (F') associées
dans p à des algèbres (0) et (0') semblables entre elles. Ces algèbres sontdonc
isomorphes à des anneaux complets de matrices sur un même corps gauche (00)
et, par suite, ont même index t, Ilexiste des sous-varié-tés normales de (F) et
de (F7), toutes deux de dimension t — i ; elles sont toutes deux associées
dans p au corps gauche (00) et par suite équivalentes entre elles, ce qui
démontre la similitude de (F) et (F').

Il en résulte les propriétés suivantes :

Pour que deux variétés de Brauer de p soient semblables entre elles dans p, il
faut et il suffit que tout corps dé représentation de Vune soit aussi corps de repré-
sentation de Vautrç.

En effet, pour que deux algèbres de Brauer sur p soient semblables entre
elles dans P, il faut et il suffît que tout corps de décomposition de l'une soit
corps de décomposition de l'autre.

Si deux variétés de Brauer de P de même dimension r sont semblables entre
elles, elles sont équivalentes.

En effet, les algèbres associées sont isomorphes à des anneaux complets de
matrices sur un même corps gauche {0Q)\ de plus ces anneaux sont formés
par des matrices de même ordre, à savoir —̂— -> (t désignant l'index commun à

ces deux algèbres). Ces anneaux, et, par suite, les algèbres associées
elles-mêmes sont donc isomorphes entre eux.

Thèse F. Chdtelet. 6
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UI. — Second théorème.

Pour obtenir une généralisation du second théorème de iNœther-Poincaré,
il reste à trouver une variété (C), aussi simple que possible, semblable à une
variété de Brauer donnée.

Je montre d'abord que :

Pour qu'une variété de Brauer (F) , associée dans p au système de scalaire a^,-
de K, soit semblable dans p à un point, il faut et il suffit qu'il existe n scalaires
/ ,, X2, . . . , Xrt du corps k tels que

À^1 x aGj ( 7 = 3 : 1 , 2 , . . . } n \ a o p é r a t i o n d e G ) .

Je suppose (F) semblable à un point et je forme un système de matrices
A, de K, associé dans p ' à (F) . D'après les résultats du paragraphe III,
Chapitre II, il existe une matrice régulière P à termes dans k vérifiant le
système matriciel d'équivalence

(E. M. 2) P"'x Xi=hx P (/ = i, 2, . . ., n),

où les X,- sont des scalaires de K. Je déduis de la relation de rang i de ce sys-
tème, par application de l'élément a du groupe de Galois G de k par rapport
à p, que

Pi*»xa(A£) = (j(Âi-) x P</\

ou, en tenant compte des relations de compatibilité matricielles vérifiées
par les Ah

Vk'X A * x \J[ X ntTtt=cr{ll) X Pi/\

J'applique les relations de rang k etj du système (E. M. 2) *

A*x P x a<T7t= u{lt) x > 7 x P ,

j'obtiens finalement

Réciproquement, je suppose qu'il existe n scalaires A,,X2, . . ., 7,n de K
vérifiant cette relation. Puisque la matrice A, n'est définie qu'au produit près
par un scalaire de K, je puis la remplacer par B;= X71 x A,. Or je constate que

x A*x A-"1

Ceci montre que (F) peut être aussi associée au système de scalaires tous
identiques à l'unité; en vertu du résultat final du paragraphe III, Chapitre III,
(F) est semblable k un point dans p.



Je vais construire une variété (G) répondant à la question posée. La condition
précédente exprime l'existence, dans k, de solutions >M, . . ,, X,, pour un sys-
tème de relations à coefficients dans K, mais non rationnelles (à cause de
l'intervention des éléments a du groupe G). Mais je puis exprimer X1? . . ., X„
en fonction d'éléments de P à l'aide d'une base de k par rapporta p et remplacer
ainsi le système de relations en A,, . . ., Xft par un système de relations ration-
nelles à coefficients dans P. La condition précédente est donc équivalente
à l'existence dans P de solutions pour ce nouveau système, ou encore d'un
point de p sur la variété qu'il définit.

De façon précise, dans les relations

ff( Ai ) = ).*>< ljl X Uati,

je remplace les X(- par

n - 0

et <r(X|), CJ(A3), . . . , <i(Xrt) par les expressions analogues obtenues en
remplaçant © par a(6>) (© désigne comme précédemment un élément primitif
du corps K). Je substitue à a(0) son expression en fonction linéaire, à
coefficients dans p, de 0, 02, . . . , 0N, puis j'identifie à o les coefficients
de 0, ©\ . . . , 0N dans chacune des relations obtenues. Je forme ainsi un
système (# ) de relations algébriques homogènes à coefficients dans p
entre a?0, a^, . . . , a?/tX qui définit une variété (C) de P sur l'espace (E//:s). La
condition 'nécessaire et suffisante précédente est équivalente à l'existence
dans p d'une solution en x09 xi9 . . . , xhy du système (#)," ou encore à l'exis-
tence d'un point rfe P sur (G).

Cette variété (C) est une variété de Brauer. En effet, je considère le système

l ineaire en — > — ? • • • ? - ^ >
3? 3C W

0

( j ~ i j 2, .H.}n; a élément de G) .

fie système peut être décomposé en un ensemble de n systèmes à N inconnues
dont chacun a pour déterminant le discriminant de 0, donc est résoluble.

J'exprime ainsi —,—, . . . , £ ^ , en fonctions rationnelles à coefficients dans K



de z/t, Uo> • - •» unj ces expressions constituent une représentation unicursale

propre (C) de (C), puisque —? —? •••> — peuvent s'exprimer en fonctions

rationnelles à coefficients dans K de a?0, œiy . . ., xny. De plus cette représenta-
tion est une représentation de Poincaré, car il est facile dé constater que ni (<2)
ni son inyerse (C)"1 n'ont de points critiques.

Si je remplace le corps de base P par une extension finie et séparable p', je
puis choisir pour corps de comparaison k un corps contenant p' et la condition

veste valable a condition de considérer seulement les éléments a du groupe
de Galois G' de k par rapport à p' (et non plus par rapport à p). La condition
ainsi obtenue est équivalent^ à l'existence d'un point de P' sur (C).

J'en déduis que :

La variété (C) est semblable dans p « (F).

En effet, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une extension P' de p
soit corps de représentation de (F) est qu'il existe des points de P' sur (C),
donc encore que P' soit corps de représentation de (C). Le dernier résultat
du paragraphe précédent montre que cette condition entraîne la similitude
de (F) et de (C).

Le second théouème de Nœther-Poincaré peut maintenant être généralisé
de la façon suivante :

Une variété de Brauer (F) de p de dimension r est semblable dans P à une
variété (C) définie par un système de la f orme

i

dans un corps k dont le degré divise r + i.

C'est une conséquence directe d'une propriété des corps de représentation
établie au paragraphe I de ce chapitre et des résultats qui viennent d'être
établis.

ÏV> — Cas cyclique.

Je donne quelques précisions sur les variétés de Brauer qui admettent un
corps de représentation relativement cyclique par rapport au corps de base p. La
variété semblable (C), construite au paragraphe précédent, se simplifie dans ce
cas, et je l'utiliserai dans les applications du Chapitre V.

Je suppose que le corps k soit une extension normale et cyclique de P; j'en
choisis un élément primitif G; et je désigne par 64, 82> . . ., 6rt ses conjugués
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que je classe dans un ordre tel que l'élément o-j du groupe de Galois G qui
transforme ô en ô, soit un élément primitif de G et que l'élément a( de G
qui transforme ô en- 8/ soit la i^mc puissance de a,. En particulier; an= a" est
l'élément unité de G.

Les relations de compatibilité exigent que

o-^Aj) = A 2 x A71 x a^rjo

où Û1I(TI est un scalaire de k. Les matrices A, ne sont définies qu'à la multiplica-
tion près par un scalaire de k\ je. puis donc choisir pour matrice A2 la matrice
A2 = ai (A1 ) x A1. De même A3 doit vérifier la relation

t7 t(A2)z=A3x A71 x «âf(Tl,

et je puis choisir pour A3 la matrice

A 3 = f f î ( A i ) x ffi(At) x Ai = a 2 ( \ i ) x ffi(At) x A, .

De façon générale, je puis choisir

A i = ( T i _ t ( A 1 ) x <Ji_2(AA) x . . . x <r,( A , ) x A i (? = i , . . . , n).

Mais la matrice An, qui représente l'homographie identique, est un scalaire

O-n-^Ai) X <Jn-o(K) X . .'. X O-^At) X Ai = ^.

C'est, a priori, un élément de k. Mais une permutation circulaire des facteurs
ne change pas la valeur de ce produit de sorte que, pour tout i,

cti{a) = a»**-* (A, ) x er?*'"* (A*) X . . . x o t ! (A, ) x c\ (A t)

= (7 i-_1(A l) X ffi_2(Ai) X . . . X A j X « T , M ( A O X . . . x < 7 / ( A i ) = a;

donc d'après le critère de G;alois, a est scalaire de p.
D'autre part, si i-hjSn->

<T/-{A/) = <J'+/-1 (A,) x ffï^CAi) x . . . x <K(A1) = A, x A71 ;

le scalaire a/jff est égal à 1. Si n<^i -\-j <2n,

a,(A,) =*?•>-' (A*) x C 7 ^ ( A O x , . . x ffj ( A . )

= o-^y-n-i ( Ai) x <7/+;_n_2( A, ) x . . . x A, x crnr., ( Ai ) X . . . X o-,-( A* ) = A^ X a x A~1 ;

le scalaire aU9. est égal à a.,Le système de scalaires associé dans p à (F) est,
en tout cas, déterminé par le seul scalaire a de p.

J'en déduis que :

Pour que (F) soit semblable dans P à un point, il faut et il suffit quil existe un
élément X de k dont la norme relative par rapport à p soit égale à a.
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La variété (F) est semblable dans p à la variété définie par la relation

où N(X) désigne la norme de X par rapport à p.

En reprenant le même calcul que pour les matrices A,, je vois que les
relations définissant la variété se réduisent à

2 ( ' I ) . . . o " i ( À i ) * i ( / = : ! , 2 , . . . , n ) ;

Les rc premières déterminent Xt, X.2, . . ., Xn en fonction de )H ; la dernière est
équivalente à N(X) = a.

Comme au paragraphe précédent, je puis remplacer cette relation non
rationnelle en X, par un système de relations rationnelles à coefficients dans p.
J'obtiens une seule relation de degré n, elle définit une hypersiirface de degré n
dans Vespace (E/t), semblable à (F) dans p.

En particulier, si la variété (F) est une courbe, elle admet, comme je l'ai
déjà rappelé, un corps de représentation quadratique par rapport à p, donc
cyclique par rapport à ce corps. Ce corps peut être engendré par adjonction
à P d'un élément 6 dont le carré est un nombre b de p.

Dans la relation N(X) = a, je remplace X par l'expression

j'obtiens

qui définit une conique de Lagrange. Je retrouve ainsi les résultats de la fin du
Chapitre I; d'ailleurs les démonstrations du paragraphe actuel sont des généra-
lisations directes de celles du paragraphe VI du Chapitre I.

CHAPITRE V.

CORPS DE BASE PARTICULIERS.

Je vais indiquer comment ces résultats et ces méthodes peuvent être précisés
et complétés pour certains corps de base. La théorie des algèbres de Brauer est
particulièrement féconde pour les corps de base suivants : champs de Galois;
corps de nombres réels; corps locaux de Hensel; corps de nombres algébriques*

J'examine chacun de ces cas, je rappelle les propriétés spéciales des algèbres
de Brauer dans chacun d'eux et j'indique les conséquences qui en résultent
pour les variétés du même nom. Le cas d'un corps de nombres algébriques est



particulièrement important : il comporte la solution des problèmes diophantiens
sur les variétés de Brauer dans ces corps et généralisent immédiatement les
recherches de Lagrange, Gauss, Hubert et Poincaré concernant les courbes
unicursales et rationnelles.

I. — Champ de Galois.

Le cas le plus simple e"st celui d'un champ de Galois qui donne lieu au théo-
rème suivant :

Toute variété de Brauer sur un champ de Galois est semblable, dans ce champ,
à un point.

C'est une conséquence du théorème de Wedde r bu r n ( 2 0 ) : Tout corps

gauche (O0) formé d'un nombre fini d'éléments est un champ de Galois
(commutatif).

Toute algèbre de Brauer (0) sur un champ de Galois p est semblable à son
corps de base p. En effet, d'après le théorème général de Wedderburn (21)
utilisé au Chapitre IV, paragraphe I, (0) est semblable à un corps gauche (O0);
mais il n'y a qu'un nombre fini d'éléments dans (0) , et dans le corps gauche
(Ofl); ce dernier est donc un champ de Galois (commutatif). Le corps (0 0) ,
qjui est à la fois algèbre de Brauer sur p et corps commutatif ne peut être que p
lui-même : le produit direct de (Oe) et d7un de ces corps de décomposition doit
être isomorphe à un anneau complet de matrices sur ce corps; comme ce pro-
duit direct est aussi un corps commutatif, c'est l'anneau des matrices d'ordre i
et (00) est confondu avec p. Ainsi toute algèbre de Brauer sur un champ de
Galois est isomorphe a un anneau complet de matrices sur ce corps. Les résultats
du Chapitre IV, paragraphe II, démontrent alors le théorème énoncé.

Les problèmes d'équivalence des variétés de Brauer dans un champ de Galois
se résolvent très facilement : il n'y a qu'une classe de similitude sur P ; toutes les
variétés de Brauer de même dimension sont équivalentes entre elles dans P; il
existe des points sur toute variété de Brauer sur p.

Le problème diophantien dans p sur chaque variété de Brauer (Y) de V est réso-
luble. Pour obtenir effectivement les points sur (F) qui sont dans p, il suffît de
faire un nombre fini d'essais, puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de points sur
chaque espace de P,

Je note encore un cas particulier des résultats précédents :

Si ƒ (a?, y) est un polynôme à coefficients rationnels entiers, indécomposable
suivant un module premier p, et si f (ce, y) = o représente une courbe uriicursale,

(20) C'est le théorème i de la page 49 des Algebren.

' a ' ) Voir la note (1 7) (Chap. IV, § I).



la congruence ƒ (a?, y) = o, {jnod. p)y a des solutions (dans l'ensemble des entiers
rationnelsy mod. p) (22).

En effet, la congruence
ƒ(•*•> Jf) = ° (mod. /?),

définit, dans le corps des restes (mod.p), des entiers rationnels, une courbe
unicursale, donc une variété de Brauer sur ce corps.

II. — Corps des nombres réels.

Je fais remarquer que les problèmes diophantiens et d'équivalence ne se
posent pas dans un corps algébriquement fermé. Dans un tel corps, il existe
des points simples sur toute variété et toute variété de Brauer admet une repré-
sentation de Poincaré. Il n'y a donc pas lieu d'étudier le cas du corps formé
par tous les nombres complexes : il n'existe, dans ce corps, qu'une seule classe
de similitude de variétés de Brauer.

Le corps des nombres réels donne lieu au théorème suivant :

Une variété de Brauer sur le coros des nombres réels est semblable,, dans ce corps,
soit à un point^ soit à la conique définie par Véquation

.r? -h a'l= o.

Ceci résulte du théorème : Un corps gauche, qui est algèbre de Brauer sur le corps
des nombres réels, est isomorphe soit à P soit à Valgèbre des quaternionssurp (23).

Il en résulte que toute algèbre de Brauer sur p est semblable soit à P, soit à
l'algèbre des quaternions sur 1>. Il n'y a donc que deux classes de similitude
d'algèbres de Brauer sur p? donc aussi de variétés de Brauer. Enfin, comme la
conique d'équation

•̂ 0 + X \ "+• -2^—0

ne contient aucun point simple réel, elle est nécessairement associée dans p à
l'algèbre des quaternions sur p.

Pour reconnaître pratiquement dans quelle classe de similitude se trouve une
variété'de Brauer donnée (F) de P, on procède de la façon suivante : On choisit
pour corps de représentation de (F) le corps (2 des nombres complexes; c'est
une extension quadratique, en particulier, normale et cyclique, du corps de

(22) Ce théorème particulier a été démontré, par une autre >oie, par Siegel et Hasse.
(S3) C'est le théorème % de la page óo des Algebren,
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base p. On peut donc former une variété de Brauer, définie par une relation
de la forme

semblable à (F) dans p, suivant la méthode du paragraphe IV du Chapitre IV.

La condition nécessaire et suffisante pour que (F) soit scirtblable à un point
dans p est que le nombre réel a soit positif.

En effet, la norme d'un nombre de il par rapport à p n'est autre que le module
de ce nombre complexe et la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
nombre réel soit le module d'un nombre complexe est qu'il soit positif.

Si a est négatif, (F) est semblable à la conique d'équation

3û\ M- OC] - h 3 ? > — O.

III. — Corps local de Hensel.

Pour les variétés de Brauer sur un corps local de Hensel, j'établis d'abord le
théorème :

l Une "variété de Brauer de dimension r sur un corps local de Hensel P admet,
comme corps de représentation, toute extension de degré r-\~ i du corps p.

C'est une conséquence immédiate du théorème :

Une algèbre de Brauer de rang m- sur un corps local \>> admet, comme corps
de décomposition, toute extension de degré m du corps p (<i4).

Pour reconnaître si une variété de Brauer (F) de p donnée est semblable à
un point, je procède de la façon suivante : D'après le théorème précédent, je
puis choisir, comme corps de comparaison k d'un système d'équivalence
entre (F) et elle-même, toute extension de degré r-f-i dep[r étant la dimension
de (F)]; je choisis une telle extension normale et cyolique^ particulière. Je
désigne par p l'idéal premier (unique) de p et par g ] e nombre d'éléments du
corps p/p des restes de p (mod. p). Une racine primitive d'ordre (g*+i — i ) de
l'unité engendre une extension normale et cyclique de p, que je choisis pour
corp& k. Je construis une variété de la forme

semblable dans p à (F), suivant la méthode du paragraphe IV du chapitre IV;
[N( X) étant la norme, par rapport à p, d'un nombre X de k].

(u) C'est le théorème 4 bis de la page n3 des Algebren,
thèse F, ChâteleU



La condition nécessaire et suffisante polir que (F) soit semblable dans p à un
point est que l'idéal (a) engendré dans \>par Vêlement adeV soit divisible

En effet, la condition de l'énoncé n'est autre que la condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe un nombre de k dont la norme, par rapport àp, soit
égale à a (25).

Gela résout les problèmes diophantiens dans p sur les variétés de Brauer; car
on peut ainsi reconnaître si un te! problème, sur une variété donnée (F), est
possible et, le cas échéant, former une représentation de Poincaré de (F)
dans p. On pourrait encore préciser la répartition des classes de similitude des
variétés de Brauer en utilisant les théorèmes qui précisent la répartition des
classes de similitude d'algèbres du même nom (aô). Je me contente démontrer
que :

Si une variété de Brauer (F) sur p est indécomposable, dans le corps des restes p/p,
elle est semblable, dans p, à un point.

En effet, si a n'est pas divisible par p, la variété (F) est semblable, dans p, à
un point, puisque la condition du théorème précédent est vérifiée dans ce cas.
Le corps k, extension finie de p, est aussi un corps local, dont l'idéal premier |9
divise p. Si a est divisible par p, donc a fortiori par |Û, plusieurs des matrices A/
sont diviseurs de zéro dans le corps des restes &/f) de A% (mod. $1); ces matrices A,
sont irrégulières dans ce corps et définissent des homographies ((ft,) dégénérées
sur (E,). D'autre part, je puis choisir un système de formules de transformation
de (&) dont un coefficient au moiq,s n'est pas divisible parf); ce système définit,
dans le corps kfflune transformation (S^p l'espace (E,)-en une variété (G)p. De
même, je puis choisir un système d'équations de (F) dans p dont un coefficient
au moins soit entier p-adique; ce système définit, dans le corps des restes p/fJ,
une variété (F)p. Si la variété (F)p est indécomposable, elle est confondue
avec (G)ç et admet donc (êF)]i comme représentation de Poincaré; ce qui est
incompatible avec le fait qu'une homographie (&,•) est dégénérée.

ÏV. — Corps de nombres algébriques.

Enfin, j'envisage le cas où le corps de base est un corps de nombres
algébriques. J'obtiens le théorème :

Pour qu'une variété de Brauer (F) sur un corps P de nombres algébriques soit
semblable dans P à un point, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi pour toute variété
déduite de (F) par extension y-adique du corps de base p.

(25) C'est le théorème 6 de la page n o des Algebren.
(*6) Voir le théorème 3 de la page n a des Algebren.



C'est une conséquence immédiate du théorème fondamental sur les algèbres
de Brauer sur un corps p dénombres algébriques (2 7) :

Pour qu une algèbre de limiter( O) sur un tel corps P soit isomorphe à un anneau
complet de matrices sur p} il faut et il suffit qu'il en soit ainsi pour toute algèbre
déduite de (G)par extension y-adique de son corps de base p.

Ce théorème permet de reconnaître si (F) est équivalente à un espace de
référence, donc de résoudre le problème diophantien sur (F) dans p, en
appliquant un nombre fini de f ois la méthode du paragraphe précédent. En effet,
le dernier résultat du même paragraphe montre que la variété (F) est semblable
à. un point dans l'extension p-adique P̂  de p pour tous les idéaux premiers p
de p qui vérifient la condition : (F) définit une variété de Brauer (donc indé-
composable) dans le corps des restes de pp, mod. p, corps qui n'est autre
d'ailleurs que le corps des restes de p, mod. p. Il suffît donc d'appliquer la
méthode du paragraphe précédent aux seuls idéaux premiers de p qui ne
vérifient pas cette condition. Pour chercher ces derniers idéaux, je commence
par remplacer (F) par une variété (C) semblable dans p à (F) et définie par des
relations de la forme

variété que je forme suivant le procédé du paragraphe III, Chapitre IY. Dans ce
même paragraphe, j'ai montré que cette variété (C) est une variété de Brauer,
donc indécomposable, en construisant une de ses représentations de Poincaré ;
mais cette construction n'est possible q-ue grâce aux deux propriétés suivantes,
vérifiées par le corps K et le système de scalaires anj :

i° le discriminant, par rapport à P, d**un élément primitif (@) du corps K est
différent de zéro;

2° aucune des inconnues X, n'est identiquement nulle, c'est-à-dire qu'aucun
des scalaires aQ , nest égal à zéro.

La variété (C) définit donc une variété de Brauer (Indécomposable) dans le
corps des restes.de p, mod. p, si ces deux propriétés sont encore vérifiées
lorsqu'on remplace p par son corps des restes, mod. p, et K par l'extension de
ce corps des restes engendrée par 0. La seconde condition est équivalente
a TN(affi)7^o [où N(aCTiI-) désigne la norme par rapport à p de a ^ ] ; ce qui
remplace une condition sur des nombres de K par une condition sur des
nombres de p. La variété (C) définit donc certainement une variété de Brauer
(indécomposable) dans le corps des restes de p, mod. p, pour tous les idéaux
premiers p de P qui ne divisent ni le discriminant de 0 par rapport à p, ni aucttn
des nombres N(aa ,); pour ces idéaux, (C) définit une variété semblable à un
point dans l'extension p-adique de p. Il rfy a qu'un nombre fini d'idéaux

(-7) C'est le théorème i de la page 117 des dïgebren.
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premiers de p qui divisent un des nombres précédents; c'est à ces seuls idéaux
qu'il suffît d'appliquer la méthode du paragraphe,précédent pour reconnaître
si (C), donc aussi (F), est semblable dans p à un point.

Le théorème précédent a pour conséquence :

Pour quune extension {finie et sèparahle) P' de P soit corps de représentation
de (F), il faut et il suffit que toute extension locale de P' soit corps de représen-
tation de (¥).

Les remarques faites montrent d'ailleurs qu'il ne peut y avoir qu'un nombre
fini d'extensions locales de P qui ne soient pas corps de représentation de (F).

Enfin le théorème fondamental est généralisé par la propriété :

Pour que deux variétés de Brauer (F) et (F') de P soient semblables entre elles
dans P, il faut et il suffît que (F) et (F') soient semblables dans toute extension
locale de P.

Ce qui résulte immédiatement du théorème précédent et de la condition de
similitude indiquée au paragraphe II du Chapitre IV : pour que (F) et (F')
soient semblables entre elles dans p, il faut et il suffît qu'elles aient les mêmes
corps de représentation.

Je signale que, pour reconnaître si (F) et (F') sont semblables entre elles
dans P, il suffit de reconnaître si elles le sont dans un nombre fini d? extensions
locales de p : les extensions qui ne sont pas corps de représentation, soit
pour (F), soit pour (F').

Exemples.

La variété (F), définie dans l'espace (E3) par l'équation
œ\ -h ocl -+- .r;j -h iœ\x^ ] ] \ % b\

est une variété de Brauer, si b est un nombre non nul.
Si ©, 0' et %" sont les racines de l'équation (absolument irréductible)

s — e — ï = = o

et, si A est le discriminant (absolu) de ©, la variété (F) admet la représentation
de Pôincâré
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Si b est un nombre rationnel quelconque, on peut, par un changement de
variable simple, se ramener au cas où b est un entier rationnel sans diviseurs
cubiques. Dans ce cas, la variété (F) contient des points rationnels si et
seulement si la congruence

•0 „ e — jt — o (mod. b)

a des solutions rationnelles.

Par exemple

pour b = J , la variété (F) admet le poirçt rationnel i, o, o ;

pour b = 5, la congruence

e j — B — t = o ( m o d . 5 )

admet 2 pour solution, la variété (F) admet le point rationnel 1, 2, o;

pour b = 7, la congruence

0 '__0_ I = : O • (mod. 7),

admet 5 pour solution, la variété (F) admet'le point rationnel 2, 1,0;

pour b = 2, oti 3, ou i 3 , la congruence

03—0— Ï — o (mod. 6)

n'a pas de solutions rationnelles et la variété (F) n'admet pas de points
rationnels.

D'autre part, la variété (F) est semblable à un point dans tout corps de
congruences, mod. p, pour lequel p ne divise pas b. La variété (F) est sem-
blable à un point dans le corps p-adique, sip ne divise pa^ b ou si la congruence

e*—® — ! — o (mod. / )

a des solutions rationnelles, pe étant la plus grande puissance de p contenue
dans b.

Les calculs concernant ces exemples et d'autres encore seront développés
dans un Mémoire ultérieur.

CONCLUSION.

Ainsi que je l'avais annoncé, j'ai résolu les problèmes diophantiens sur les
variétés de Brauer, généralisant les résultats dé Lagrange, Gauss, Hubert,
Poincaré concernant les courbes unicursales. J'ai résolu accessoirement les
problèmes d'équivalence et de similitude entre ces variétés. Ceci appelle
d'autres études analogues, dont la plus simple semble être celle des variétés
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unteursales générales. Je n'ai pu encore aborder cette étude; je ne connais à
ce sujet que l'étude dfun cas très particulier : celui des hypersurfaces du
second degré par Hasse (28). Il peut sembler étonnant que cette étude soit plus
complexe que celle- des variétés de Brauer. Pourtant la difficulté est réelle et
même d'ordre algébrique autant qu'arithmétique : alors qu'on sait reconnaître
{Géométrie galoisienne) si une variété définie par un système d'équations à
coefficients dans un corps p est une variété de Brauer de ce corps, on ne sait
pas reconnaître si une variété donnée de p est unicursale dans p.

En terminant ce Mémoire, je désire remercier tous ceux dont l'intérêt ou
l'amitié a soutenu mes efforts durant soa élaboration; ils sont responsables
gûnt I>£*aucoup de «on achèvement.

( i 8 ) Journal de Crelle, t. I o 2 7 1923, p . 129-148 e t 205-224 ; t . 153, 1923, p . I i3 - i5o>€t i 5 8 - i 6 ?

Vu et approuve :

Pans le 11 mai 1 g45

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCÏENIJSS,

P. MONTEL.

Va et permis d'imprimer :

LE RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS,

G. ROUSSI.
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