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PREMIERE THESE

VARIATIONS -

SUR

UN THEME DE H. POINCARE

INTRODUCTION.

On appelle probléme diophantien tout probléme équivalent a la recherche
des solutions en nombres entiers d’un systéme d’équations algébriques 2 coeffi-
cients entiers. H. Poincaré a consacré un mémoire (') a 'un de ses problémes :
la recherche des « points rationnels » (a coordonnées rationnelles) sur une
courbe rationnelle (c¢’est-a-dire sur une courbe définie par un systéme d’équa-
tions, algébriques a coefficients rationnels). Il propose de ramener un tel pro-
bléme au méme probleme sur une courbe aussi simple que possible. Pour cela,
il répartit les courbes rationnelles en classes de courbes équivalentes entre elles :
deux courbes rationnelles sont dites équivalentes s’il existe entre elles une
correspondance birationnelle a coefficients rationnels. On peut déduire les
points rationnels simples (*) situés sur une courbe de ceux qui sont situés sur
une courbe équivalente. Il suffit alors de chercher les points rationnels sur la
courbe la plus simple de chaque classe.

La méthode réussit particulierement bien pourles courbes unicursales (oude
genre zéro). Poincaré a démontré a4 leur sujet deux théorémes, dont I'essentiel
avait déja été obtenu, dans un autre langage, par Neether, et qui ont été précisés
par Hilbert et Hurwitz (*) :

Pour qu’une courbe unicursale et rationnelle, contienne des points rationnels
simples, il faut et il suffit qu’elle soit équivalente @ une droite (rationnelle).

(1) Journal de Liouville, 5¢ série, t. 7, 1901, p. 161-233.

(®) Les points multiples échappent d ces considérations; mais ce n'est guere important : sur une
courbe, il n’y a qu'un nombre fini de points multiples u’on peut obtenir et étudier séparément. Yoir
a ce sujet ma Note aux Comptes rendus de I’ Acudémie des Sciences du 18 janvier 1943.

(3) M. Noeraer, Rationule Ausfihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen
Funktionen (Math. Ann., Bd. 23, S. 311). — HicBerr et Hurwirz, Uber die diophantischen
Gleichungen von Geschlecht Null (Acta mathematica, Bd. 14, 1890-1891, S. 217-224).
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Toute courbe unicursale et rationnelle est*équivalente, soit a une droite, soit a
une conique (rationnelle).

On peut préciser que la droite, ou la conique, du second théoreme peut étre
obtenue, a partir de ’équation de la courbe donnée, par des opérations
rationnelles en nombre fini.

Le second théoréme raméne la classification des courbes unicursales 4 celle
des coniques rationnelles.,Or, des critéres de Lagrange et de Gauss permettent
de reconnaitre si une conique rationnelle contient ounon des points rationnels.
De plus, le premier théoréme résout les problémes diophantiens surles courbes
unicursales, puisqu’il est facile d’obtenir les points rationnels sur une droite
rationnelle : ce sont ceux dont I’abscisse est rationnelle.

Le présent mémoire est consacré a une généralisation de cette théorie
de Lagrange, Gauss, Neether et Poincaré : on peut étendre, a certaines variétés
que j'appelle wvariétés de Brauer (*), I'essentiel des théoremes de Neether-
Poincaré et donner des criteres analogues a ceux de Lagrange-Gauss. Mais les
méthodes que j’emploi€ sont essentiellement différentes de celles de Poincaré;
elles rameénent les problémes d’équivalence a des probléemes classiques de la
théorie des Algébres normales et simples ou Algebres de Brauer (*). Pour cela,
je mets en équation les problémes d’équivalence suivant un procédé galoisien,
c’est-a-dire en utilisant la notion de conjugués d’un nombre algébrique,
convenablement adaptée aux étres géométriques, et les crizéres de Galois, qui
permettent de reconnaitre si un nombre, ou un étre géométrique, obtenu dans
un corps de nombres algébriques, est rationnel ou non.

H. Hasse (®) a montré, dans un cas particulier, la corrélation-entre certains
problemes d’équivalence et la théorie des Algébres; mais il n’a pas atteint le
cas général envisagé ici et ne semble avoir signalé qu’une corrélation formelle.
D’autre part, je n’ai pas épuisé ici les possibilités de Ja méthode galoisienne au
sujet de laquelle je prépare d’autres mémoires (7).

Pour éclaircir I'exposé des méthodes générales, jen donne, dans un premier
chapitre, U'application aux théorémes classiques de Neether-Poincaré. Cette
application, relativement simple, ne comporte guére de difficultés arithmé-
tiques (qui sont comprises dans les critéres de Lagrange-Gauss); ¢’est pourquoi
la démonstration peut en étre faite sans le secours de la théorie des Algébres.

(*) Cette locution est une abréviation commode de « variélé associée & une Algébre de Brauer ».

(5) L'expression Algébre de Brauer n’est pas consacrée par les auteurs qui ont étudié cette
notion; ils emploient la locution -/lgébre normale et simple. Mais ils désignent sous le nom de Groupe
de Brauer sur un corpsle groupe formé par les Algeébres normales et simples sur ce corps. L'expres-
sion que j'emploie est donc une abréviation de Algébre contenue dans le groupe de Brauer sur
le corps de base. Toutes ces notions sont définies au paragraphe I du Chapitre III.

(8) Elementar Bewels des Iauptsatzes liber terniire quadratische Formen (Journal de Crelle,
Bd. 172, 1935, S. 129-132).

(7) Voir mes Notes aux Comples rendus, t. 206, 1938, p. 15632; 212, 1941, p. 320.



CHAPITRE 1.

LES TIEOREMES DE NOETHER-POINCARE.

Une courbe algébrique plane (F) de genre zéro (ou unicursale), définie par une
équation a coefficients rationnels, admet des représentations unicursales propres
a coefficients algébriques. Je ne me préoccupe pas ici de la maniére dont on
peut déterminer une telle représentation. Jutilise les coordonnées homo-
génes x, y, sz du plan et je représente le parameétre par le quotient de deux
variables homogénes u et ¢. Une représentation propre (F) de (F) est définie
par un systéme de relations

x o Y . s . [42 . € .
G, v)  Ealu, v)  &(u, v)’ nl(z, y,5)  m(x, ¥y, 5)’

£., &, &5 sont trois polynomes homogeénes en u et ¢ de méme degré et premiers

entre eux; 1, et v, sont deux polynomes homogénes en x, ¥, 3 de méme degré
et premiers entre eux; tous ces polynomes ont leurs coefficients algebnques.

Ces relations définissent aussi une correspendance birationnelle, que je désigne
par le méme symbole (&), entre le point de coordonnées homogénes zx, y, z
sur (F) et le point de coordonnées homogénes o, u, ¢ sur Oy. L’énoncé
du second théoréme de Neether-Poincaré est ainsi équivalent & :

S’tl existe une correspondance birationnelle a coefficients algébriques entre une
courbe (F) (définie par une équation algébrique irréductible a coefficients
rationnels) et l'axe Oy, il existe une correspondance birationnelle a coefficients
rationnels enire (F) et, soit une droite, soit une conique (définie par une équation
a coefficients rationnels).

En outre, le premier théoréme de Neether-Poincaré, précise que :

S’tl existe une correspondance birationnelle, a coefficients rationnels, entre (F)
et Oy, il existe une infinité de points rationnels sur (F); pour qu’il existe une
telle correspondance, il suffit qu'il y ait un point rationnel simple sur (F).

l. — Systéme d’équivalence entre deux courbes unicursales.

Je considére deux courbes (F) et (F') unicursales et rationnelles et je
détermine pour chacune d’elles une représentation propre a coefficients algé-
briques que je désigne par les symboles

(F) : (0, u, v)ysurOy — (=z, y, 5)sur(F),
(F') : (o, &/, ¢'ysur Oy — (&', y', 5') sur (I7).
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J'utilise un corps normal K de nombres algébriques, contenant les coefficients
de (F)etceux de (F');je choisis un élément primitif © dans K et je désigne par
@1) @.‘~ L] @\—1: @\287

les conjugués (absolus) de ©; N est le degré du corps K. Je puis exprimer un
nombre a de K en fonction rationnelle, a coefficients rationnels, de ®; suivant
les conventions habituelles, jappelle 7™ conjugué de a et je désigne par a"
le nombre de K obtenu en remplacant ® par 8, dans cette fonction. Plus géné-
ralement, si*un systéeme quelconque (£)de polynomes [ par exemple le systeme
qui définit (F) : &, &5, &5, M4, 2] 2 ses coefficients dans K, jappelle zm
conjugué et je désigne par (2)® le systéme obtenu en remplacant chaque coeffi-
cient par son 7™ conjugué sans modifier aucune des inconnues (z,y, s,
u, v dans ’exemple cité).

Ces conventions étant acquises, je vais démontrer la proposition fondamentale
suivante :

(E). Les correspondances birationnelles, a coefficients rationnels, entre (F')
et (F)

(R): («', 3!, 5ysur (F') — (a,y, s)sur (F),
peusent étre obtenues au moyen de la formule
(E, 1) (R) = (F")7 < (£) < (F).

Dans cette formule, (£2) est une homographie sur Oy a coefficients dans K, non
dégénérée, vérifiant le systéme d’équations en (£)
(E, 2) (L) x () =()x(£) (i=12, ..., N)

ou les coefictents (A,) et () sont les homographies non dégénérées sur Oy, a
coefficients dans K, définies par les relations

()= (F)"x<(F)7, ()= (F)"x(F)".

La formule (E, 1) établit une correspondance biunivoque entre les correspon-
dances (R) et les solutions (£2) du systéme (E, 2).

En particulier : pour que (F) et (F') soient équivalentes entre elles, il faut
et il suffit qu’il existe au moins une homographie sur Oy, non dégénérée,
a coefficients dans K, vérifiant le systéme (L, 2) d’équations en (2).

S’il existe entre (') et (F) une correspondance birationnelle

(R): (' y'y )y sur (F)  — (=, y, 5) sur (F),
on peut en déduire une correspondance birationnelle (£) sur Oy

(£)=(F) <X (R)x<(F)y': (o,u,¢)surOy — (o0, u,¢)surOy.
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Une tellg correspondance est une homographie non dégénérée sur Oy. Récipro-
quement, a partir d’'une homographie (£) non dégénérée sur Oy, la for-
mule (E, 1) (équivalente a la précédente) définit une correspondance (R) qui

est birationnelle, car
(RYT=(F) < (L)< (F).

Si les coefficients de (®) sont rationnels, ceux de (£) sont dans K; si les
coefficients de (£2) sont dans K, ceux de (R) et ceux de (R)~' y sont aussi.
Reste donc a chercher la condition pour qu’une telle correspondance (R),
définie par des relations a coefflicients dans K, puisse aussi étre définie par
des relations a coefficients rationnels.

Pour cela, je remarque que, (F) et (F) ayant leurs coefficients rationnels,
les conjugués d’une correspondance birationnelle (a coefficients dans K)
entre (F')et (F) sont aussi des correspondances birationnelles entre les mémes
courbes. Et j'utilise la propriété :

(G). Pour qu'une correspondance (R ) (acoefficients dans K) entre (F') et (F)
puisse étre définie par des formules a coefficients rationnels, il faut et il suffit que
ses N conjuguées sotent des correspondances entre (F') et (F) identiques a (R)

(RYW=(R) (i=1,2, ..., N).

La coundition est manifestement nécessaire; il est aisé de montrer qu’elle est
suffisante. Je n’insiste pas sur ce point; j'en ai donné une exposition détaillée
et générale dans le chapitre sur les criteres de Galois, dans un mémoire sur la
Géométrie galoisienne.

Cette condition (G), appliquée au produit (E, 1), donne :
(FH) "< (L)< (F)y=(F'¥)txx (L)0x (F)W (¢=1, 2, ..., N);
ce qui est équivalent au systéme (E, 2). Enfin les produits
(A)=(F)"x(F), ()= (F)x (F)

sont des correspondances birationnelles sur Oy, donc des homographies non
dégénérées sur cet axe.

Le systéeme (E, 2) est appelé, par la suite, systéme d’équivalence entre (F')
et (F), par abreviation de « systéme des équations d’équivalence entre (F')
et (F) déduit des représentations propres (F') et (F ) dans le corps K ».

Il est utile de former les conjuguées de chaque équation du systéme (E, 2):
ces nouvelles équations doivent étre des conséquences de ce systéme. En
précisant le j* conjugué de ©, (qui est aussi un conjugué de O et correspond
a un produit dans le groupe de Galeis de K), je puis calculer les j*™= conjuguées
des correspondances (&) et (A)); j'obtiens :

(E, 3) ()= () < ()7, si =0
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En effet, .
(at)(i)z [(9’)(1\ X (g’)—i}(/‘):—_— (g)(k\ > (ff(]’] )—1
=(FYNX(F)'"X[(F)N < (Fy 1= (Az) X (&;)H.

La j*=¢ conjuguée de la 7*™ équation du systéme (E, 2) est donc
(£)1 3 (Q) > ()™= () X (@)~ < (£)7;

¢’est une combinaison simple des équations de rang £ et j du systéme (E, 2).

De ce calcul, je retiens les relations (E, 3) qui montrent que I’ensemble
des produits (@&;) n’est pasun ensemble quelconque de N homographies sur Qy;
elles jouent d’ailleurs un role important dans la suite. Je les désigne sous
le nom de relations de compatibilité du systéme (E, 2).

II. — Points rationnels et homographies dégénérées.

J’al introduit, au paragraphe précédent, les systémes d’équivalence pour
obtenir les correspendarices birationnelles entre deux courbes (F') et (F) (uni-
cursales et rationnelles); je montre maintenant qu’un tel systéme permet aussi
la recherche des points rationnels sur une de ces courbes (F).

Un raisonnement analogue a celui du paragraphe précédent permet de géné-
raliser la propriété (E) aux correspondances simplement rationnelles :

(E"). Les correspondances simplement rationnelles, @ coefficients rationnels,
entre (F') et (F)

(®): («, ¥, 5") sur (F') — (=z, y, z)sur (F),
peuvent étre obtenues au moyen de la formule
(B 1) (B)=(F") > (%) < (),

a I'exception peut-étre de certaines correspondances dont chacune trans-
forme (F') en un ensemble fini de points multiples sur (F). Dans cette formule;
() est une correspondance simplement rationnelle sur Oy, a coefficients
dans K, vérifiant le systéme d’équations en () : ’

(E/, 2) (2)0 3 () = (&) < () (i=1,z2, ..., N),

ou les (&;) et les (A,;) sont les mémes homographies non dégénérées sur Oy
que dans le systéme (E, 2).

Je ne détaille pas la démonstration de cette propriété quej'ai développée sous
une forme plus générale dans la Géométrie galoisienne. Jindique seulement
que les ¢as d’exceptions proviennent du fait suivant : il peut exister des corres-
pondances (%), transformant (F') en un nombre fini de points multiples
sur (F), telles que le produit (%) > (F)~* transforme (F’) en un ensemble vide.
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J’appelle ce nouveau systéme (E’, 2) (concernant les solutions dégénérées)
systéme étendu d’équivalence entre (F') et (F).

D’un cas particulier de la propriété précédente, je déduis le résultat suivant :

Les points rationnels simples (*) sur (F) peuvent étre déterminés par les solutions
homographiques dégénérées du systeme d’équations (E', 2) (c’est-a-dire par les
homographies dégénérées sur Oy, a coefficients dans K, qui vérifient ce sys-
téme ).

En effet, un point rationnel simple M sur (F) détermine une correspondance
simplement rationnelle dégénérée entre (F') et (F), a coefficients rationnels

(®) - tout point (2/, y’, &’) sur (F') — le point M;

réciproquement, si une correspondance simplement rationnelle, & coefficients
rationnels, transforme la courbe (F') en un seul point, ce dernier est rationnel.
De plus, une telle correspondance se déduit, au moyen de la formule (E/, 1),
d’une solution (2) du systeme (E', 2) qui transforme 'axe Oy en un seul point
de cet axe, donc est une homographie dégénérée sur Oy.

Ce théoréme montre que l’existence d’une solution homographique dégénérée
pour le systéeme (E'; 2) est indépendante du choix de (F’). On constate d’ailleurs
directement qu’un changement du coefficient () ne modifie pas les solutions
homographiques dégénérées de ce systeme, car en multipliant 2 gauche une
homographie dégénérée sur Oy par une homographie non dégénérée sur cet
axe on ne modifie pas la premiére.

11I. — Le premier théoréme.

Je démontre maintenant le théoreme suivant qu’il suffit de comparer

a celui du paragraphe précédent pour en déduire le premier théoréme de
Neether-Poincaré.

St un systéme étendu d’équivalence entre (F') et (F) admet une solution homo-
graphique dégénérée, (F) est équivalente a Oy.

Laremarque dela fin du paragraphe précédent montre qu’il suffit de prouver
ce théoréme pour un choix arbitraire de (F"); il est donc équivalent & : st un
systéme étendu d’équivalence entre Oy et (F) admet des solutions homographiques
dégénérées, il admet aussi des solutions homographiques non dégénérées. Clest
soul cette forme que je vais le démontrer; de plus je puis faire un choix parti-
culier des correspondances (') et (), car un changement de ces correspon-

(*) Je ne fais pas de distinction ici entre les points a distance finie ou infinie du plan ( projectif)
et j'appelle point rationnel, ou point dans K, sur (F) un point de cette courbe dont les coordonnées
homogdnes ont des rapports deux & deux rationnels, ou dans K.

Theése F. Chdtelet.
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dances ne modifie ni I'existence d’une solution homographique dégénérée, ni
celle d’une solution homographique non dégénérée.

Je choisis pour représentation (') de Oy la correspondance identique sur
cet axe; les homographies (&) sont donc toutes identiques & l'unité. Je
considére d’autre part, une.représentation propre (F,) de (F) et un corps
algébrique normal K contenant les coefficients de (&,). Je suppose que le sys-
téme étendu d’équivalence, déduit des représentations (F,) et (F'), ait une
solution homographique dégénérée (<,). L homographie (<,) transforme
Paxe Oy en un seul point N, dans K; je sais construire une homographie (£,)
non dégénérée sur Oy, i coefficients dans K, qui transforme le point & Uinfini
de Oy en N,. Je choisis pour correspondance () le produit (£2,) < (F,) et je
forme le systéme étendu d’équivalence :

(L', 2) (yrx(A)=(<£) (=12, ..., N)
déduit des correspondances (F) et (F') dans le corps K. Ce systéme en ()
admet pour solution '’homographie dégénérée
(24) < (£4)~' = tout point (o, u, v)sur Oy > le point & I'o sur O y.
Ceci n’est possible que si chacune des correspondances (&) conserve le point

a I'ec sur Oy, donc si ces homographies sont des transformations linéaires
sur Oy.

Pour simplifier légerement les notations, je définis les transformations
linéaires sur Oy en coordonnées non homogénes t—=u . ¢,

(@) : (t=at+b}.

Je définis, suivant 'habitude, la somme de telles transformations par I'addition
de leurs coefficients :

2 =ut + b} = gt’: (Zu‘\)t—-{—zbﬁ g

Le produit des transformations linéaires est une opération distributive par
rapport i leur somme ainsi définie.
A partir des produits (&;), qui sont des transformations linéaires,

(&) . U —=wit+0,},
et d'une transformation linéaire (£) sur Oy quelconque, a coefficients dans K
(£): 1 =lt+m],

je forme fa somme
(f}?):E(f)“‘x (@)  (ideraN).
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C’est une solution du systéeme (1¥, 2); en effet, des relations de compati.
bilité (E, 3) et de la distributivité des produits de transformations linéaires par
rapport a leur somme, il résulte que :

(0) 7= 3 (£) 43 (@) 1= X ()6 < () X (@) = () = (&)~
13 k
(pour tout j de 1 a N),

Je vais montrer que pour un choix convenable de (£), (Z) n’est pas
dégénérée, c’est-a-dire que le coefficient de ¢ dans cette transformation n’est
pas nul. Ce coefficient est

p_:zl“a,;
i

en prenant successivement pour /les N premiéres puissances de 0, j’obtiens N
valeurs de p qui ne peuvent étre toutes nulles : ces N valeurs se présentent
comme N formes linéaires des N nombres a,, a,, ..., ay; d’'une part, le déter-
minant de ces formes |®;| n’est pas nul, puisqu’il est égal au discriminant
dans K d’un élément primitif ® de ce corps; d’autre part, aucun des nombres,
@iy Gy, ..., ay n'est nul, puisque aucune des transformations (A,) n’est
dégéneérce. Donc il existe une puissance © de © pour laquelle la somme

(7) :Z(L’)'”x ()  avec (£)=|d=0r¢],
i

est une solution homographique non dégénérée de (I, 2) et le théoréme est
démontré.

IV. — Introduction de relations matricielles.

J'ai obtenu, au paragraphe précédent, une solution du systéme d’équivalence
en additionnant des transformations linéaires. Cette notion d’addition ne
s'étend pas aux homographies sur Oy, mais seulement aux matrices, ou
tableaux de coefficients, qui les représentent. Aussi vais-je utiliser ces
matrices; je rappelle d’abord les relations qui existent entre elles ct les homo-
graphies sur Oy.

Une matrice carrée L réguliére (2 déterminant non nul), du deuxiéme ordre,
a termes dans K, définit une homographie (£) sur Oy, i coefficients dans K
et non dégénérée; réciproquement, une telle homographie (£) peut étre repre-
sentée par une matrice L ayant les propriétés précédentes, définie au produit
prés par un scalaire & de K. J'utilise de nouveau les coordonnées homogénes;
I’homographie

I v’ |

(£) =

aw—+pv  cu—+dv
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a ¢

¢ ol

Une matrice carrée irréguliére du deuxiéme ordre définit une homographie
dégénérée sur Oy et réciproquement une homographie dégénérée sur Oy, a
coefficients dans K, peut étre représcntée par une matrice irréguliére, a termes
dans K, définie au produit prés, a gauche, par une matrice réguliére arbitraire
a termes dans K.

A la multiplication des matrices correspond la multiplication des homo-
graphies; je puis donc exprimer toute relation entre homographies sur Oy par
une relation entre les matrices qui les représentent, compte tenu de I'indé-
termination relative de ces matrices. Notamment, le systtme d’équivalence :

est représentée par la matrice

L—=17x

(E, 2) (£yr < () = (&) < (£) (i=1,....N),

est équivalent au systéme d’équations en L et A, :

(E.M, 2) LU A,=2x A, xL (i=1,2,...,N);

A; est une matrice a termes dans K représentant (), A, une matrice a termes

dans K représentant (@;); L est une matrice représentant (£), donc une
matrice réguliere 4 termes dans K arbitraire; A, est un scalaire arbitraire de K.

J’appélle, par la suite, ensemble de matrices associé & la courbe (F),
I’ensemble des N matrices A; représentant les homographies
(@) = (F) < (F).
Cet ensemble vérifie les relations de compatibilité matricielles :
(C.M.) Aﬁ”': Ap< ATt < ay, si QY= 8y,
ou a;; est un scalaire de K, ces relations sont équivalentes aux relations de

compatibilité (E, 3) vérifiées par les homographies (&). J'appelle les N*
nombres a; ; ensemble de scalaires associé a la courbe (F).

Si deux courbes (F) et (') (unicursales et rationnelles) sont associées au
méme ensemble de matrices A;, elles sont équivalentes; les coefficients (&;)
et (A ) du systeme d’équivalence entre (F) et (F) correspondant

(Frox(@Q)=(Q ) x(£) ({=1,2...,N)
sont respectivement identiques et ce systéme admet au moins une solution non

dégénérée, la correspondance identique sur Oy.
Je vais établir le théoréme plus général :

St deux courbes unicursales et rationnelles sont associées au méme ensemble de
scalatres, elles sont équivalentes.
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Je considere deux telles courbes (F) et (F') associées respectivement aux
ensembles de matrices A; et A! tels que

:\f/): ApX A/-_] X a. j, ,\;(/) = A} X A:;_1 X Qi j.

A partir d’une matrice carrée V, d’ordre 2, 4 termes dans K, arbitraire, je forme
la somme
P:ZA;—’ < Vi A, (idexaXN).
i

Cette matrice P représente une homographie () qui vérifie le.systéme étendu
d’équivalence

(E', 2) (2)0x ()= (&) x (2) (i=1,2,...,N)

Car les relations (C.M.) montrent que

PU= B [(A )= > Vib s AP =W [a7 3 Aj = A~ = VI < Apx AT a5
i k

Jen déduis, en utilisant les faits qu’un scalaire est permutable avec toute
matrice et que le produit des matrices est distributif par rapport a leur somme :

Pvii:A} x[z(A'k—i < Vb ¢ Ak)] < AI—1:A; < P x Aj—i;
k

d’ot résulte a fortiori la j*™e relation du systeme (E', 2).

Si P est réguliere, I'’homographie () n’est pas dégénérée et les courbes-(F)
et (F") sont équivalentes entre elles. Si P est irréguliéte, (I') est équivalente
a Oy, d’aprés le théoreme du paragraphe III. Mais je puis aussi former de la
méme facon une matrice P’ aprés avoir interverti le role de (F) et de (F'); j’en
déduis que : ou bien (F) et (F') sont équivalentes entre elles, ou bien (F") est
équivalente a Oy. Comme I'équivalence de (F) et de (F') 4 Oy entraine leur
équivalence entre elles, la proposition est démontrée.

Je fais remarquer que toute homographie (2) (dégénérée ou non) qui
vérifie le systeme (E', 2) (s’il en existe) peut étre représentée par une somme
de la forme

P=2 A=t Vi Ay
{

En effet, si V, est une matrice, & termes dans K, arbitraire, représentant cette
homographie, chacun des produits A;™" >< V{><A, représente aussi cette
homographie, en vertu des relations (E/, 2). Donc la somme P, de ces produits
représente encore (%),
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En particulier toute correspondance birationnelle entre la courbe (F) et
elle-méme peut étre représentée par une somme de la forme

P:Z}A,’1 =< Vi< A,

V. — Corps quadratiques de représentation.

J'appelle corps de représentation d’une courbe ( F) (unicursale et rationnelle)
un corps de nombres algébriques fini K, tel que (F)admette une représentation
unicursale propre a coefficients dans K.

Pour toute courbe unicursale et rationnelle, il existe au moins un corps quadra-
tique de représentation.

Pour reconnaitre si un corps K, est corps de représentation de (F), je puis
choisir pour corps K une extension de K,, former un systéme d’équivalence
entre Oy et (F), a coefficients dans K,

(E, 2) (L) (@) =(r) - (i=1.2,...,N),

et ne conserver de ce systéme que les équations qui correspondent aux
conjugués relatifs ©,, de © par rapport a K, et non & tous les conjugués absolus
de .

Jobtieng ainsi un systéme d’équivalence relative dans K, entre Oy, et (F) et
je puis prouver que :

Pour que K, soit corps de représentation de (F), il faut et il suffit que le
systéme (E, 2) d’équivalence relative dans K, ait au moins une solution.

En effet, les correspondances birationnelles entre Oy et (F), & coefficients
dans K,, se déduisent des solutions du systeme d’équivalence relative dans K,
(E, 2) au moyen de la formule :

(E, 1) (R) = (F)71 < (£) X (F).

Je n’insiste pas sur la démonstration compléte de ce fait, elle est analogue &
celle du paragraphe I; j’en ai donné un exposé détaillé dans la Géométrie
galoisienne.

Enfin la propriété du paragraphe III s’étend aux systémes d’équivalence

relative dans K, ; cette extension qui est assez évidente est aussi démontrée
dans la Géométrie galoisicnne.

St un systéme d’équivalence relative dans K, entre deux courbes (unicursales et

rationnelles) (F') et (F) admet des solutions homographiques dégénérées, le
corps K, est corps de représentation de (F).

Je vais maintenant construire un corps quadratique K, vérifiant cette derniére
propriété pour deux courbes identiques entre elles [ce qui est utile pour
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obtenir toutes les correspondances birationnelles 4 coefficients rationnels
sur (F)].

Jai dit que toute correspondance birationnelle a coefficients rationnels entre
la courbe (F) et elle-méme peut étre représentée par une somme de la forme

P :2 ATE X Vi Ay,

qui vérifie le systéme particulier d’équations matricielles en P

(M) P'i'X.\i:Aixp (i:l....,\).

Parmi ces correspondances se trouve la correspondance identique sur Oy,
représentée par une matrice scalaire obtenue notamment en prenant pour V
une matrice scalaire.

Mais il existe aussi d’autres correspondances représentées par des matrices P
non scalaires. Je remplace V successivement par les produits d’une matrice
arbitraire V, et des N premieres puissances de ®; j’obtiens ainsi N matrices :

P, :E[A,—‘ < (85 V,)Ux A :2[6;« < AT x VI Ay,
i i

P, :Z[A,—' X (873 V)< Ay == X [0 < AT VO A,
i i

>x—_—2 [A7! < (0% V)1 x &,-]:Z[@;\'x A7 VO s Ayl
qui toutes vérifient le systéme de relations (M). Ces N matrices sont des
formes linéaires & coefficients scalaires (dans K) des N produits A7 >< VI < A;;
le déterminant de ‘ces N formes |@®;| est le discriminant de © dans K,
donc il n’est pas nul. Par suite, je puis exprimer inversement chacun des
N produits A" >< V¢ >< A, en fonction linéaire a coefficients scalaires (dans K)
deP,, P, ..., P,

St P,, P,, ..., Pysont tous scalaires, il résulte des faits précédents que
chaque produit A;'>< V¥>< A;, et notamment V,==AJ' >< V> A, est aussi
un secalaire. Il sufﬁt donc de choisir pour V, une matrice non scalaire pour
obtenir parmi les N matrices P,, P,, ..., Py au moins une solution non scalaire
du systéme (M).

Je considére une telle matrice P non scalaire; si P estirréguliére, (F)est équi-
valente & Oy et tous les corps de nombres algéhriques sont corps de représen-
tation de (¥). Si P est régulitre, elle vérifie une équation déterminée du
deuxiéme degré a coefficients scalaires de K (équation en 4 ou équation
caractéristique de cette matrice) :

f(PY=P'—(u+d)P +ad — bec=o,
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pour la matrice

a ¢

b d

P = (be# o0 ou a2 d, matrice non scalaire),

Mais les relations (M) montrent que les conjugués de P vérifient aussi cette
équation, car
F(Py=f(AT" x P xA)=A7" < f(P) x A,=o.

Donc les polynomes caractéristiques des matrices P, polynomes qui ne sont
autres que les conjugués de f(x), sont tous identiques & f(x); il en résulte
que les coefficients de /() sont nécessairement rationnels.

Les zéros w et o’ du polynome f(xya coefficients rationnels définissent un
corps algébrique K, qui est soit I'ensemble de tous les nombres rationnels,
soit un corps quadratique. Je change au besoin le choix du corps K de fagon

qu’il contienne le corps K, et je montre que K, est corps dereprésentation de (F).
En effet, la matrice

Pl —ol=] “T ",

b
d—w

est une matrice irréguliére solution du systéme relatif (M) dans K,. D’une part,
le déterminant de cette matrice est f(w), donc est nul. D’autre part, P vérifie
le systéme absolu (M), donc a fortiori le systéeme relatif; en désignant par 0,
les conjugués relatifs de ® par rapport a K,, j'obtiens

PV Ay=||Px Ay — o X Av]|=|[Ar<x P —Arx o l=ArxP,,

puisque les conjugués relatifs w, sont égaux a4 w et que w est permutable avec
toute matrice.

Le théoréme est ainsi démontré.

VI. — Le second théoréme.

Puisque j'ai obtenu un corps quadratique de représentation de (F), je puis
former dans un tel corps un systéme d’équivalence absolue entre Oy et (F).
De ce systéeme, je vais déduire une conique rationnelle (C) et établir qu’elle
est équivalente a (F). Ce qui démontrera le second théoréeme de Neether-
Poincaré.

Je suppose donc que le corps K est un corps quadratique’ et je choisis dans
ce corps un nombre primitif ® dont le carré soit un nombre rationnel &. Le
nombre O a seulement deux conjugués absolus @, =— 0 et 6, = 0. Le systéme
de matrices associé 4 (F) comprend deux matrices dont la seconde A, peut étre
choisie identique a I'unité. Les relations de compatibilité matricielles sont

A=A, < AT' X a4, A=A x AT X az 1,
APV=A; x A7t X ay 9 AP = Ay AT X ay;



18 —
elles se réduisent &

U o= Ay 1 == @y =1, a = \‘,”XA,::\leﬁ”.

Le nombre a, , est égal A son conjugué, ¢’est un nombre rationnel que je désigne
encore par a.

Le systéeme d’équivalence entre Oy et (F) comprend deux relations dont la
seconde est identiquement vérifiée; la premiere est

(£)0 o) = (L5
qui est équivalente 4 I’équation matricielle en L et A

LY s Ay=17 x L,
ol A est un scalaire de K.
Je décompose L, A, et A en fonctions linéaires a coefficients rationnels de ®

L=L+6OL, A,—=A,+0A, A=i+0ON;
la relation précédente est équivalente & I’équation en L, [T
(T—01') < (A, +0A,) = (7 +087) < (L+0eL),
ou encore au systéme & coefficients rationnels
Ex(K,—X)—bxﬂx(A_’ﬁ—)?):o,
Lx(A—")—Tx(X,+7)=o.

Pour que ce systéme ait une solution en matrices réguliéres L, L', il est
nécessaire que

Xj—f—b > Kf—n—b xigzo.
Dans cette égalité,
A—bxA=(A;40A,) =< (X, —04A;)
n'est autre que le produit A, > A"=a. La recherche des nombres
rationnels A, X¢ vérifiant la relation
a—ig —+ bi? =o0
est équivalente a la recherche des points rationnels sur la conique (C)

x*— by?*— az*=o.

Cette conique (C) admet une représentation unicursale propre (C) a
coefficients dans K,

z __ Oy 5 u v
aut+ v aul—v? 2up’ z  x—8z

Thése F. Chdtelet. 3
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Le systeme de matrices associé a la conique (C) est donc

0o a

I
1 O

et le systéme de scalaires associé & la méme conique est a, 1,1, 1. D’apres les

résultats du paragraphe III, la conique (C) est équivalente & (F). Le second
théoréme de Noether-Poincaré est démontré.

Enfin je rappelle le critére de Lagrange :

Pour qu’il existe des points rationnels sur la conique (C)

r—hr—azt=o,
tl faut et il suffit que entier b soit resté quadratique (mod. a).

M. Hasse (*) a montré qu’il était intéressant d’énoncer ce théoréme sous la
forme suivante :

Pour qu'il existe des points rationnels sur la conique (C), il faut et il suffit
que (C) soit équivalente o Oy dans tout corps p-adique, p nombre premier arbi-
traire.

CHAPITRE 1I.

ETUDE GALOISIENNE DES VARIETES DE BRAUER.

Je vais généraliser les méthodes du premier Chapitre en vue de problémes
plus complexes. D’une part, au lieu d’étudier des courbes, j’étudie des variétés
d’un hyper-espace de dimension arbitraire; d’autre part, au lieu de ne consi-
dérer que des courbes et des correspondances & coefficients rationnels, j’envi-
sage des variétés et des correspondances a coefficients dans un corps P (")
quelconque, mais fixé a priori. Je définis ainsi I'équivalence, au sens de
Poincaré, des variétés dans le corps P; l'équivalence absolue, étudiée au
premier Chapitre, n’est autre que I’équivalence dans le corps P, des nombres
rationnels. Comme je n’ai étudié dans le premier Chapitre que I’équivalence
des courbes unicursales, j'étudie seulement dans ce mémoire I’équivalence des
variétés de Brauer du corps P.

Ce Chapitre est consacré aux premiers résultats de cette étude : définition
des problémes d’équivalence entre variétés de Brauer de p et mise en équation
de ces problémes suivant la méthode galoisienne; ce qui généralise les para-
graphes I, II et 1V du Chapitre I.

(?) Poir le Mémoire cilé dans la nole (°) ct les Mémoires du Journul de Crelle, Bd. 132, 1923,
S. 129-148, et 205-224; Bd. 133, 19,3, S. 113-130 et 158-16>,

("01s) La lettre P est la majuscule de la lettre grecque g, il ne faut pas la confondre avec P
(p francais majuscule).
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I. — Systéme d’équivalence entre deux variétés de Brauer.

Dans le premier Chapitre, j’ai introduit, incidemment, un systeme d’équi-
valence relative dans un corps K, entre deux courbes unicursales et rationnelles.
Il est utile de généraliser ce procédé : je vais étudier non seulement les
correspondances birationnelles a coefficients rationnels entre deux courbes,
qui définissent I'équivalence absolue, mais aussi les correspondances bira-
tionnelles & coefficients dans un corps P quelconque qui définissent I’équi-
valence (relative) dans ce corps P. Parallélement, j’étudie, en généralisation
des problémes diophantiens sur les courbes rationnelles, la recherche des
points & coordonnées dans P sur les courbes a coefficients daus P, recherche
que j'appelle probleme diophantien (relatif) dans p.

Le corps K, utilisé au premier Chapitre est un corps de nombres algébriques;
jélargis également cette hypothése. Liénoncé du critére de Lagrange donné
par H. Hasse montre en effet I'intérét de la notion d’équivalence par rapport a
un corps local de Hensel; et c’est sous cette forme que j'ai pu généraliser ce
critere. J'envisage donc le cas d'un corps de base P quelconque; ce qui souléve
plusieurs difficultés : qu’appelle-t-on courbe, point, correspondance dans un
tel corps ? Dans la Géométrie galoisienne, j’ai réuni les définitions précises des
8tres géométriques dans le corps P et j'ai étudié les relations les plus simples
existant entre eux, formant ainsi les éléments d’une géométrie dans ce corps.

D’autre part, je désire étudier non plus les courbes, mais les variétés. Alors
que la définition de I'équivalence, telle qu’elle a été donnée par Poincaré,
s’impose pour les courbes-planes, on peut envisager plusieurs notions d’équi-
valence pour les variétés d’un hyper-espace, suivant la nature des correspon-
dances recherchées entre ces variétés. Dans la Géométrie galoisienne, [ai défini
les correspondances homographiques (elles admettent des formules du premier
degré); les correspondances birationnelles (elles admettent des correspon-
dances inverses et ne sont pas dégénérées entre les variétés sur lesquelles elles
opérent); les correspondances de Poincaré (elles sont birationnelles et tous
leurs points critiques sont isolés). Ce sont ces derniéres qui définissent I'équi-
valence au sens de Poincaré que j’envisage ici (je dirai par la suite équivalence
au lieu de équivalence au sens de Poincaré lorsqu’il n’y aura pas de confusion a
craindre).

Jétudie donc I'équivalence dans un corps de base 1 des variétés de ce corps;
je me limite aux variétés de Brauer de P, ou variétés de p équivalentes 4 un
espace de référence, dans ’extension algébriquement fermée Q de P. J’ai donné
dans la Géométrie galoisienne un procédé pour reconnaitre si une variété
donnée (F) de P est une variété de Brauer; ce procédé permet, le cas échéant,
de construire dans Q une représentation de Poincaré de (F), c’est-a-dire une
correspondance de Poincaré entre un espace de référence et (I), ce qui est
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nécessaire pour pouvoir appliquer a (F) les méthodes de ce mémoire. J'ai aussi
défini pour les étres géométriques d’unc extension 4 de p, la notion de conjugué
introduite au Chapitre I pour les correspondances & coefficients algébriques. Ce
qui m’a permis de démontrer les critéres de Galois qui généralisent une
propriété utilisée au Chapitre I, paragraphe I. Je puisalors aborder larecherche
des correspondances de Poincaré dans le corps de base P entre deux variétés
données de P, généralisation de I’étude du paragraphe I du Chapitre précédent.
Je rappelle les propriétés ainsi obtenues en indiquant les particularités qui
se présentent ici dans le cas de deux varietés de Brauer. J’ai considéré deux
variétés de p équivalentes entre elles dans I’extension algébriquement fermée 0
de p; ce sont ici deux variétés de Brauer de p de méme dimension r. J'ai con-
sidéré une variété de comparaison (A) equivalente & (F) et & (F')dans p : c’est
ici Vespace de référence (E,) de dimension ». Jai construit deux correspon-
dances de Poincaré & coefficients algébriques et séparables par rapport a p

(F): espace (E,) — variété (F),
(F') : espace (E,) — variété (F');

ce sont ici des représentations de Poincaré de (F) et de (F'). Je choisis une
extension finie et séparable 4 de P contenant (F) et (F'), (cette extension n’est
pas nécessairement normale comme au Chapitre I); je désigne par K I’extension
normale de p engendrée par 4. Enfin, le groupe des correspondances de
Poincaré (G. P. zE,) de p sur (E,), ou plus généralement (G. P. E,.) de 4 sur
(E,)), est formé par toutes les homographies non dégénérées sur (E,) a coef-
ficients dans p, ou dans £. )

Si je considérais I’équivalence birationnelle et les variétés unicursales de p
(ou variétés birationnellement équivalentes dans Q a un espace de référence),
ce n’est pas ce groupe (G. P. pE,) qu’il me faudrait considérer, mais le groupe
(G.R. pE,)) des correspondances birationnelles de p sur (E,); ce dernier groupe
est formé par les correspondances de Cremona sur (E, ), correspondances plus
complexes que les correspondances homographiques et dont la connaissance
actuelle semble insuffisante pour résoudre les problemes de ce Mémoire.

Le résultat fondamental est le suivant :

(E) — Les correspondances de Poincaré de p entre (F') et (F)
(R): variété (F/) —» variété (F)
peuvent étre déterminées par la formule
(E, 1) (R)=(F)' X< (£)x(F);

dans cette formule, la correspondance (£) est une homographie non dégénérée
sur (E,), arbitraire, a coefficients dans k, qui vérifie les équations en (£)

(E, 2) (L)< () =(a;)x(£) (i=1,2 ..., n),
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oiles () et les (A)) sont les homographies non dégénérées sur (E,) définies par
() =(F)* < (F)~', ()= (F)x (F)"

La formule (E, 1) établit une correspondance biunicoque entre les correspon-
dances (R) et les solutions (22) du systéme (E, 2).

En particulier, pour que (F) et ([') soient équivalentes dans p, il faut et il
suffit que le systéme d’équations (K, 2) soit vérifié par au moins une homo-
graphie ( 2) de k, non dégénérée sur (E, ).

Le systeme (E, 2) est le systéme d’équivalence dans p entre (F') et (I), par
abréviation de « systéme des équations d’équivalence dans p entre (F') et (F),
déduit des éléments de comparaison : espace (E,), représentations (%) et (F'),
corps K ».

Les homographies () | et les homographics (& )] vérifient les relations

c(0) =0,

(E, 3) o (6) = () > (&;)7 * o(0,) =04;

ces relations sont appelées relations de compatibilité du systéme d’équi-
valence (E, 2).

Je puis notamment former un systéme d’equivalence entre la variété (F) et
elle-méme; il est indiqué de choisir dans ce cas les représentations de compa-
raison (&) et (') identiques entre elles. Les homographies (@,) &t (&) sont
respectivement identiques deux & deux; le systéme d’équivalence ainsi formé a
au moins une solution, 'homographie identique sur (E,). De facon plus précise,
les solutions de ce systeme forment un groupe multiplicatif, que je désigne par
(G. E. F) et qui est isomorphe au groupe (G. P. pF)[groupe des correspon-
dances de Poincaré sur (F) dans p].

Si un systéme d’équivalence entre (I) et (F) a au moins une solution (£,),
toutes ses solutions s’obtiennent soit en multipliant (£,) a droite par un
¢lément quelconque de (G. E. pF), soit ¢n multipliant (£2,) 4 gauche par un
élément quelconque de (G. E. F). Dans ce cas, les groupes (G. E. pF)
et (G. E. pF") sont isomorphes entre eux.

II. — Problémes diophantiens et notion de similitude.

Comme au Chapitre I, le systéme d’équivalence permet, outre la recherche
des correspondances de Poincaré de P entre (F) et (F), la recherche des points
de (F) qui sont dans p. Il permet méme une généralisation de ce dernier
probléme : la recherche de certaines sous-variétés de (F) que je nomme sous-
variétés normales de (F) dans p.
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Jappelle encore systéme étendu d’équivalence entre (I') et (I'), le systéme
d’équations en ()

(E', 2) ()< () = () x(2) (i=1,2, ..., n),

ou () est une correspondance simplement rationnelle sur (E.) a coefficients
dans £. Je rappelle la propriété démontrée dans la Géométrie galoisienne :

(E’) — Si une correspondance (simplement rationnelle) de p
(®) : variété (1) — variété (F)

transforme (F') en une sous-variété simple de (F), elle peut-étre déterminée
par la formule

(B, 1) (B) == (F)~1 < () } (F);

dans cetie formule, () est un élément quelconque de (E. C. ,E,), [ensemble
des correspondances sur (E,) dans k], vérifiant le systeme étendu d’équi-
valence

(E', 2) ()05 () = () x (L) (i=1,2, ..., n).
La relation entre () et (%) est encore biunivoque.
J’en déduis la propriété suivante :

Les points simples de (F) qui sont dans P peuvent étre déterminés biunico-
quement par les solutions (homographiques et dégénérées) de (E/, 2) qui trans-
Jforment (E,) en un point.

En effet, un point simple M de P sur (F) défidit une correspondance dégé-
nérée entre (F') et ()

(B) : variéte(F) — le point M,

a laquelle s’applique la propriété (E’); 'élément de (E. C. ,E,) ainsi obtenu
transforme (E,) en un point, c’est une homographie dégénérée de cet espace
(de nature particuliére d’ailleurs). Réciproquement, si une solution (néces-
sairement homographique et dégénérée) de (E’, 2) transforme (E,) en un point,
elle détermine une correspondance qui transforme (F") en un point de (F) qui
est dans P.

Plus généralement, toute solution () dégénérée du systéme (1, 2) définit
une sous-variété (G) de (F) dans p, a savoir la sous-variété transformeée de (I')
par la correspondance (%) =(F')~' < (2) X< (), ou, ce qui revient au méme,
la transformée de (E,) par la correspondance (%)< (F). On peut encore
représenter cette sous-variété () par une variété-image dans (E,) : la transfor-
mée de (E,) par (€); la sous-variété (G) est la transformée par (F) de sa
variété-image.



Parmi ces sous-variétés (G), les plus importantes sont celles qui sont
deéfinies par des solutions (<) Aomographiques (dégénérées) de (E', 2), c’est-
a-dire celles dont les variétés-images sont des sous-espaces de (E,). Je les
appelle sous-variétés normales de (F) dans p.

La notion de sous-variété normale est indépendante du choix du systéme
d’équivalence étendu (E/, 2). Changer ce systéme revient 2 multiplier (F)
et (F') par des correspondances homographiques (£*) et (£) non dégénérées
sur (E,); une sous-variété (G) de (F), normale dans le premier systéme, admet,
dans ce systéme, une variété-image qui est un sous-espace (E) de (E,);
(G) admet, dans le second systéme, pour variété-image la transformée (E"
de (E) par (£)™', puisque (£) < (&) transforme cette variété (1I') en (G);
(E") est aussi un sous-espace de (E,), donc (G) est aussi une variété normale
de F dans le second systéeme.

Je vais établir quelques propriétés importantes de ces sous-variétés normales.

Toute sous-variété normale (G) de (F) dans P est une variété de Brauer de p ;
le groupe (G. E. »G) est homomorphe & un sous-groupe de (G. E. (F).

Par définition une sous-variété normale (G) de (F) dans P est équivalente
-dans Q (extension algébriquement fermée de P) & sa variété-image (E), car la
correspondance (F) définit une correspondance de Poincaré entre (E) et (G).
Le sous-espace (E) de (E,) est lui-méme équivalent 2 un espace de référence;
donc (G) est équivalente dans Q & un espace de référence, c’est une variété
de Brauer. C’est d’ailleurs une variété de P, comme toute variété définie par
une solution dégénérée de (E/, 2).

Pour étudier plus facilement le groupe (G. E. 5G), je forme le systéme
d’équivalence étendu (E’, 2) de fagon que la variété-image de (G) soit un
espace de référence. Ce que je puis faire de la fagon suivante : je suppose que
j’ai choisi, sans précaution, le systéme (E', 2), que (G) est définie dans ce
systéeme par I’homographie dégénérée () sur (E,) et que (<2,) transforme (E,)
en le sous-espace (E) [qui est la variété-image de (G) dans le systeme (E', 2)
d’équivalence]. L'espace (E) est dans k et je sais former dans & une homo-
graphie non dégénérée (£2,) qui transforme (E) en un espace de référence-(E,)
(tel que ¢ <7, bien entendu). Je remplace le systeme (E’, 2) par le systeme
déduit des éléments de comparaison suivants : ’espace (E,), la corres-
pondance (F,)=(£,)"' < (F) entre (E,) et (F), le corps k. Pour ce nouveau
systeme, la variété (G) est définie par 'homographie dégénérée (Z,) < (£2,),
car le produit

(F0) > (£74) X (Fy) = (D) X (£10) X (K7 X (F) = (40) ¥ (F)

transforme, par hypothése (E,) en (G). Comme (,) < (£,) transforme (E,)
en (E;), la variété-image de (G) dans ce nouveau systéme est (E,).
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La trace sur (E,) de la correspondance (&F,) est alors une représentation
de Poincaré de (G) dans k. Je puis donc former un systéeme d'équivalence
entre (G) et elle-méme en choisissant comme éléments de comparaison :
I'espace (E,), la correspondance trace de (F,) sur (E,), le corps k. Les
homographies (3,), coefficients du systéme d’équivalence ainsi formé, entre (G)
et elle-méme, sont les traces sur (E,) des homographies (Q,), coefficients du
systeme d’équivalence (E, 2) entre (F) et elle-méme et le groupe (G. E, »G)
contient les traces sur (E,) des éléments de (G. E. pG) qui conservent cet
espace. Inversement tout élément () de (G. E. ,G) est la trace d’au moins un
élément de (G. E. pF) : la correspondance obtenue en effectuant sur les
coordonnées relatives a (E,) la transformation () et en laissant invariantes
les autres coordonnées. Donc le groupe (G. E. »G) est homomorphe a un
sous-groupe de (G. E. pF), & savoir le sous-groupe formé par les éléments de
ce dernier groupe qui laisse invariant P'espace de référence (E,). Ces faits
seront d’ailleurs encore précisés par la suite (Ch. IV, §II).

Je dis que deux variétés de P sont semblables entre elles dans v, s'il existe une
sous-variété normale de l'une équivalente a une sous-variété normale de [’autre.
Cette condition de similitude n’exige pas, comme la condition d’équivalence,
que les variétés aient méme dimension.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une variété de Brauer (F) de p
contienne des points de P est qu’elle soit semblable dans P 4 un point. Les
problémes diophantiens sur deux variétés de Brauer semblables ne sont pas
essentiellement distincts : si 'un est résoluble, 'autre I'est aussi. L’étude de
la similitude ne me parait cependant pas suffisante; car je désire non
seulement étudier I'existence des points de P sur unc variéte de Brauer (F)
donnée, mais aussi obtenir tous ces points par un procédé rationnel. C’est en
vue de ce probleme que j’établis ci-dessous la généralisation suivante du
premier théoreme de Neether-Poincaré :

Une variété de Brauer semblable dans P ¢ un point est équivalente dans P d un
espace de référence.

Les relations qui existent entre la notion de similitude et celle d’équivalence
sont encore précisées par le théoreme suivant que j'établis aussi ci-dessous :

St deux variétés de Brauer de P semblables entre elles ont méme dimension,
elles sont équivalentes entre elles, dans p.

111. — Introduction de relations matricielles.

Comme au paragraphe IV du Chapitre I, jutilise la représentation matri-
cielle des homographies par des matrices. J'indique les rapports qui existent
entre ces homographies et ces matrices; je forme les relations entre matrices
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qui peuvent remplacer les relations entre homographies envisagées aux para-
graphes précédents. linfin, j’établis une propriété importante généralisant
celle de I'association d’une courbe & un ensemble de scalaires (Chap. I, § V).

Je puis définir une homographice (£7) de P sur (E, ) par des relations linéaires
enx,, x,, ..., x, dans p

1 L) RS

T R R /N S T A O AV R

et représenter cette homographie par la matrice

Ay l)l) /1)
L= % b 4
«w, /l, /1

St L est réguliére, '’homographie (£) n’est pas dégénérée et réciproquement.
L’homographie (£) transforme alors I'espace (E,) en lui-méme et chaque point
de (E,) est le transformé d’un seul point de (E,) dans (£). Les polynomes
qui déterminent (£) sont définis au produit prés par une méme fraction
rationnelle. Pour que ces polynomes restent linéaires, il faut que ce facteur
multiplicatif soit un élément de P, car ces polynomes sont premiers entre eux.
La matrice I est définie au produit prés par un scalaire arbitraire A de p.

Si L est irréguliére, ’homographie (£2) est dégénérce et réciproquement.
L’homographie ¢£) transforme alors I’espace (E,) en un sous-espace (E") dont
la dimension est égate au rang de L diminué d’une unité; chaque point de (E,)
est le transformé dans (£) d’un sous-espace de (E,). La matrice L est définie
au produit prés i gauche par certaines matrices dont il n’est pas utile de
préciser davantage la nature.

Le produit de deux matrices, réguliéres ou non, représente le produit des
homographies représentées par chacun des facteurs. Si deux matrices, régu-
lieres ou non, représentent la méme homographie, leur somme représente
aussi cette homographie.

Le systéme d’équivalence (E. 2) entre () et (I') est équivalent au systéme
matriciel d’équations en L et A,

(E. M. 2) L Aj==\, < L x 7, ({==1,2 ... ¢y

A, est une matrice & termes dans K qui représente homographie (Q,), A, une
matrice 4 termes dans K qui représente (CL,); L est une matrice régulicre
arbitraire i termes dans £, les 7, des scalaires arbitraires de K. La condition
nécessaire et suffisante pour que (I') et ¢([) soient équivalentes dans p est
encore que le systtme d’équations (K. M. 2) ait au mocns une solution en L,
iy Ras oevy Ape

Thése . Chditelet.
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Je ne cherche pas a quoi est équivalent le systéme étendu d’équivalence,
puisque les solutions de ce systéme ne sont pas nécessairement des homogra-
phies. Je constate seulement que si P est une matrice, réguliére ou non,
termes dans £ qui vérifie les relations

P> A== A, < P (i==1,2, ..., 0n);

elle représente une solution homographique du systéme ¢tendu (1, 2).

Les relations de compatibilité (E, 3) sont équivalentes aux relations de
compatibilité matriciglles
a(0) =10,

(C. M. A= N A an, s g

4
ou les a;; sont des scalaires de. K, qui sont d’ailleurs déterminés par les
matrices A;.

Une représentation de Poincarée (:7) d’une variété de Brauer (F) de p donnée
étant choisie, je puis former I'ensemble des n matrices A, puis calculerlesn. N
scalaires a,;; Jappelle systéme de matrices associé dans P a (F) ’ensemble
des matrices A; et systéme de scalaires associé dans P & (F) 'ensemble des
scalaires a; ,. ’

Si deux variétés (F) et (F') sont associées au méwme systéme de matrices A,
elles sont équivalentes; car le systtme matrjciel (E. M. 2) a alors au moins
une solution : L matrice unité, A, =7%,=...=%X,=1. Je vais démontrer que :

St deux variétés de Brauer(F) et (}') de p sont associces au méme systéme de
scalaires a,; ;, elles sont semblables entre elles dans p.
[ C’est la généralisation de la-propriété du paragraphe IV, Chapitre 1].

Je considére deux variétés de Brauer (I) et (F') de p associées au méme
systeme de scalaires «, ,, dont les dimensions 7 et ' peuvent étre différentes.

Il est aisé de former une variété, semblable a une variété donnée (I) de
dimension donnée r,>r et associée au méme systéme de scalaires a,,. Si (F)
est une variété d’un espace (k) je choisis un systéeme d’équation définissant (F)
sur cet-espace (E,) et je considére la variéte (F,) définie sur Pespace (K ),
[ou s, —s=r —r]|, par ce systeme d’équations; (F,) peut encore étre définie
par-la représentation (&,) obtenue en ajoutant 4 un systéeme de formules d’une
représentation () de (I) les relations

4)*v| .‘\t"

Ly o £y,

Le systeme de matrices associé a (F,) s’obtient de la fagon suivante : je borde
chaque matrice A, par r, — r lignes et r, — r colonnes identiques aux derniéres
lignes et colonnes d’une matrice unité (formées d’unités dans la diagonale
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principale et de zéros partout ailleurs). Les variétés (F) et (F,) sont toutes
deux associées au systeme de scalaires a, ; la variété (F) est une sous-varieté
normale de (F,) qui peut. étre définie, dans un systéme d’équivalence
entre (E,) et (F,) par une homographie dégénérée qui transforme (L)
en (E,).

Je puis ainsi former deux variétés de Brauer respectivement semblables a (F)
et & (1) et de méme dimension. De facon plus précise, je suppose avoir
range (F) et (F') dans un ordre tel que »>,'; je garde la variété (F,)=(F)
et je remplace la variété (F') par une variété semblable (F)), associée au
méme systéme de scalaires et de dimension /. Je désigne par A, et A, les
systémes de matrices respectivement associées & (F,) et a (F,), intervenant
dans le systéme matriciel correspondant; elles vérifient les relations de
compatibilité matricielles

o(A) = Vi x N Xag,
g(A])=A) x\] '<as.

A partir d’une matrice carrée V d’ordre r, arbitraire, 4 termes dans £, je forme
la somme

P=N AV N, (cderan).

Cette somme est a priori une matrice a termes dans K; les relations de compa-
tibilite matricielles précédentes permettent d’obtenir les conjugués par rapport
a p de cette matrice

o (P) :E[a( A\t Vhieog( \‘)J:Z[“E’l’x AL > AT s VIR Ay AT g, |
=\ x [Z(A'{‘ > Vi \A)]x A=\ > P x A
k
On voit que o(P)ne depend que du conjugue 0,=3(0) de 0; d’apres les

criteres de Galois, P est donc une matrice a termes dans £ et o(P) est la /o™
conjuguée PO, Eafin P représente une homographie () de £, dégénérée ou
non, qui veérifie les relations

() (@) =)< (1) (=12 ....0);

¢

(7) est une solution homographique du systéme élendu d’equivalence (E', 2).

Si P est réguliére, () est une solution du systéeme d’équivalence proprement
dit (E, 2); (F,) et (F)) sont équivalentes, donc (F) et (F') sont semblables entre
elles dans p.

Si P est urréguliére, elle définit une sous-varieté canonique (F.) de (F,)
dans p. Je remplace alors le couple (F,), (F,) par le couple (F.), (F,)=(F));
ce dernier est formé de variétés respectivement semblables a celles du couple
précédent; la plus grande des dimensions de (F,) et () est inférieure (et non
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égale) & la plus grande des dimensions de (I,) et (F). Je range (F.) et (I,)
par ordre décroissant des dimensions et je recommence sur ce nouveau couple
les opérations déja effectuées sur le couple (F,),«(F,). Comme précédemment,
ou bien je constate la similitude de (F,)et (F,). ou bien je construis un troi-
sieme couple (F), (1)) de variétés respectivement semblablesa (F,) et(I,) tel
que la plus grande des dimensions de (F,)et(F,) soitinférieure (et non égale)
a la plus grande des dimensions de (F,) et (F,). Et ainsi de suite. Je remplace
ainsi le couple (F), (F') successivement par des couples (F,), (F) (u entier),
de variétés respectivement semblables a (F) et (F'); & chaque opération le
maximum des deux dimensions de (F,) et (F,)diminue. Ou bien ces opérations
s'arrétent lorsque je constate la similitude des variétés (F,), (F,) d’un couple
ainsi formé; ou-bien jobtiens finalement un couple (F,). (F,) de variétés
réduites chacune & un point de p. Comme deux points de P sont des variétés
équivalentes entre elles dans p, les variétés (F) et (F') sont, dans tous les cas,
semblables entre elles dans p.

CHAPITRE 111.

RECOURS A LA THEORIE DES ALGEBRES.

Je pourrais continuer simplement 2 généraliser les méthodes du Chapitre 1,
comme je I’ai fait au Chapitre précédent. Mais il se trouve qu’une partie des
résultats peut se déduire de la Théorie des Algebres, constituée et étudiée pour
un but tout a fait différent par Wedderburn, Dickson, R. Brauer, E. Neether,
Hasse, etc. L’étude actuelle devient par suite une application inédite de cette
théorie.

Je montre pour cela, dans ce chapitre, que les solutions homographiques
d’un systeme étendu d’équivalence entre une variété de Brauer (F) et elle-
méme peuvent étre représentées par un ensemble de matrices qui constituent
une Algebre de Brauer (') sur le corps de base p, que jappelle associée a la
variété (F) dans p. Je montre que les criteres d’équivalence et de similitude
entre variétés de Brauer peuvent étre exprimés simplement par des conditions
connues concernant les algébres associées, ce qui permet d’établir un ensemble
de propriétés constituant I’extension des deux théorémes de Nocther-Poincaré.

I. -~ Les Algébres de Brauer.

Je rappelle, dans ce paragraphe, les définitions et résultats de la Théorie des
Algébres qui me serviront par la suite ('').

(") Vuir au sujel de cette expression la note (*) de Plntroduction.
(") Pour la Théorie dos Algebres, jai surtout ulilisé 'exposé d’ensemble de Deuring : Algebren,
paru dans la Collection des Lrgebnisse der Mathematik, tome 1V, fascicule 1. C’est & cet OQuvrage
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Une algébre sur un corps p est un anneau ('), non nécessairement commu-
tatif, ( O) contenant p et admettant par rapport a p une base finie A, A,. ..., A
¢'est-d-dire que tout élément A de (0) peut étre mis sous la forme

(1) A= ﬂ.r,-z\,- (ider1al),

ou les x; sont des éléments, ou scalaires, arbitraires du corps de base p. Une
algébre (0) est déterminée par une de ses bases, & condition de connaitre,
d’une part toutes les relations linéaires

Zu,,-Ai: 0 (¢ de 12/; les a;scalaires de P),

qui sont vérifiées par les éléments A; de cette base; d’autre part une table de
multiplication de ces éléments entre eux. Dans toute algébre, il existe au moins
une base minima, ou réduite, dont tous les termes sont linéairement indépen-
dants, c¢’est-a-dire ne vérifient aucune relation linéaire. Par rapport a une telle
base tout élément de (O) n’admet qu’une représentation de la forme (1); a
I’¢lément nul correspondent notamment des a; tous nuls. Toutes les bases
réduites d'une méme algébre ont un méme nombre d’éléments qui est le rang
de Ualgébre sur le corps de base P.

Une extension finie et séparable k de degré n sur p est une algébre commu-
tative sur P de rang n; elle peut étre définie par la base minima formée par
les puissances 0, 62, ..., 6" d’un élément primitif 0. L’ensemble des matrices
carrées d’ordre » 4 termes dans R est une algébre de rang r* sur p, appelée
anneau complet des matrices d’ordre r sur P ; elle peut étre engendrée par la base
minima formée par les r* matrices différentes dont un terme est égal i I'unité
et dont tous les autres sont nuls.

Le produit direct de deux algébres (0) et (0') sur P, définies respectivement
par les bases minima A,, A,, ..., A, et B,, B,, ..., B, est I'algébre surp
définie par la base minima que forment les produits symboliques

ABy (i=1,2, .l j=1,2.....0).

Le produit direct d’une algébre (O) sur 1 et d’une extension finie 4 de P est

que je renvoie le lecteur pour les démonslrations non développées dans ce Mémoire et pour toute
autre préeision sur ce sujel. Il existe aussi des exposés-frangais (plus anciens et moins complels) de
la Théoric des Algébres dansla Collection des Conférences au Séminaire de mathématiques divigé
par M. G. Julia, année 1932-1933, Conférences de Dubreil, Chevalley, Dieudonné, elc. et un exposé
anglais de .\. Adrian Albert dans le volume XXIV des (’ollaques de I’ American Math. Soc. (1939).
Kofin on trouvera quelques apergus sur ces questions dans le lome Il de la Moderne' Algebra de
Van der Waerden, Chapitres XV, XVI et XVII (»¢ édition).

(12) Les nolions d’anneau, de corps, dextension finie, ..., sont définies dans la Géomélrie galoi-
stenne. Onpeut également en (rouver un exposé dans plusieurs Traités classiques ( Moderne Algebru
de Van der Waerden; Lléments de Mathématiques de Bourbaki, Chapitre I du Livre II sur les
structures algébriques),
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donc identique, en tant qu'anneau, a l'algeébre sur £ engendrée par une base
minima formée d’éléments de (O) linéairement indépendants sur p. En
particulier, 'anneau complet des matrices d’ordre r sur £ est identique, en
tant qu’anneau, au produit direct du corps £ et de I'annean complet des
matrices d’ordre r sur P, considérés comme algébres sur p.

On définit généralement les algébres normales et simples sur 1, ou algébres de
Brauer sur P, par des conditions concernant les éléments ct les idéaux de ces
anneaux (**). J'utilise seulement la propriété caractéristique suivante :

Pour une algébre de Brauer (0) sur p, il existe au moins une extension finie
et séparable £ de p. qui soit corps de décomposition de (O)('*); c’est-a-dire une
extension finie et séparable 4 telle que le produit direct de ( O) et de £, consi-

déré comme algébre sur p, soit isomorphe, en tant qu'anneau, & un anneau
complet de matrices sur £.

Ceci est encore équivalent au fait que :

3

(0) est isomorphe & un ensemble (Ens. P) de matrices carrées P, de méme
ordre r, a termes dans k, et telles que :

1° toute matrice carrée V d’ordre r @ termes dans k est identique & une combi-
naison linéatire, a coefficients scalaires, d’éléments de (Ens. P).
2° Les seuls scalaires contenus dans (Ens. P) sont tous les scalaires de P.

[l en résulte, en particulier, que le rang d'une Algébre de Brauer (O) par
rapport a p est égale & un carré 2.

11. -— Algeébre définie par un systéme de matrices.

Je vais maintenant établir la propriété des algébres de Brauer qui permet
d’associer une telle algébre a chaque variété de Brauer. Cette propriété n’a
pas encore été mentionnée, 2 ma connaissance, par les auteurs qui se sont
occupés de ces questions. '

Je considére une extension finie et séparable & de degré n du corps de base p
et j’en choisis un élément primitif 6. J'utilise, comme au chapitre précédent,

-

(1*) Une algcbre est normale (hornzale Algebra) quand les éléments du corps de hase sont les
seuls étres permutables avec tous ses éléments (p. 9 des Algebren); elle est simple (einfache
Algebra) si ses idéaux bilatéres (invariants pour tout produit & droite el a gauche) sont les seuls
idéaux triviaux : zéro et I'algébre (O) elle-méme (p. 17 des Aligebren).

(%) La définition ci-dessus d’un corps de décomposition (Zerfallungskérper) est celle de la page 46
des Algebren; le théoréme 18 de la page 47 de cet ouvrage montre I'existence, d’un tel corps qui soit
une -extension finie et séparable du corps de base p, pour toute Algebre de Brauer sur p. Quant an
lait que l'existence d'un corps de décomposition soit une propriété caractéristique d’unc telle algébre,
il résulte simplement des théorémes 5 de la page 37 et 1 de la page 15 des Algebren.
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les notations de la Géométrie galoisienne pour les conjugués des étres numé-
riques, algebriques et géométriques de £ par rapport a p et pour les éléments
du groupe de Galois G de 4 par rapport & p. En particulier K désigne le corps
normal, extension de £.

Vappelle systéme compatible de matrices un ensemble de n matrices carrées A,
d’ordre r, réguliéres, i termes dans K et verifiant les relations de compatibilité

matricielles
| _ .\ a(h) :H/v
G oML AN= N AT X gy, s
( ) O'(/ ) A Ny U5y 1(0’(61):6/.
oll «, , estun scalaire quelconque de K.
Je considére ['anneau complet (Ens. V) des matrices carrées d’ordre r a

termes dans £ et je vais montrer que :

L’ensemble (Ens. P) des éléments de (Ens. V) qui vérifient le systéme d’équa-
tions en P
(M, 1) P < A, = A, %< P, (=1, 2, ..., n),

est une algébre de Brauer sur P, dont k est un corps de décomposition.
L’algébre (Ens. P) est ’algébre définie par le systéme de matrices A,.

Comme au paragraphe 11l du Chapitre II, je forme, a4 partir d’un élément
arbitraire V de (Ens. V), la somme

P:ZA,“xV‘”x A, (vde 1 an).

C’est, a priori, une matrice d’ordre r a termes dans K. Je cherche I’effet produit
sur cette matrice par une substitution ¢ du- groupe de Galois G de K par
rapport a P; j’obtiens

o(l’):Z| o (A~ < Vit 3 a(A,)],

ou, en tenant compte des relations de compatibilité (C. M.),

a(P):Z[a;EX Ay AT X VR A AT X ag, | = A, < P > AT
k
Le conjugué 5(P) ne dépend que de D'effet 6, = (0) de o sur 0; d’apres les
critéres de Galois, P est une matrice 4 termes dans 4. De plus, elle vérifie les
relations
P/r=A,xPxA" (j==1,2. .. ,ny;

c’est donc une solation du systéme (M, 1). Réciproquement, toute solution P
du systeme (M, 1) peut étre mise sous la forme d’une telle somme (de plusieurs
facons possibles), par exemple

o3l (8 o
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Par ailleurs, les solutions dans 4 du systéme (M, 1) forment un anneau
|la somme, la différence et le produitde 2 d’entre elles vérifient aussi ce systéme
et ont tous leurs termes dans £ |. Cet anneau contient le corps P et il admet une
base par rapport a P, puisqu’on peut obtenir ses éléments sous la forme de
sommes

P ::2[ \7'xx Ve AL,
:
ou les matrices V appartiennent a4 un anneau de base finie par rapporta p:
l’anneau (Ens. P) est donc une algébre sur v.
Je considére alors les n éléments de (Ens. P) suivants :

== LA < (0 V)0 A == D0, < AT VA

[)_":2{ \7t (02.V )< A, ] :2[.0’2 < .\,_"X Vi \‘,J‘

Pa= N [A < (07 V) /\,]z_Zw,"x ATUx Ve
o V est un élément arbitraire de (Ens. V). Puisque 0 est un élément primitif

de £, le déterminant .
A=10]=1(0)]

est différent de o; et les produits A" >< V' >< A; peuvent étre tous exprimés en
fonctions linéaires i coefficients scalaires (dans K) de P,, P,, ..., P,. Or la
relation de compatibilité (C. M.) qui correspond au choix de /=1 et de &
identique a Popération unité du groupe G niontre que A, est un scalaire; donc:

VAT = Vil AL

Ainsi V s’exprime en fonction linéaire des éléments P,, P, ..., P, de(Ens. P).
Les coefficients de cette fonction linéaire qui, a priors, sont dans K. sont les
mineurs de A relatifs a la premiére colonne, et sont des scalaires de £. Le
corps k vérifie donc la propriété 1° des corps de décomposition de I'algebre
(Ens. P) (paragraphe T de ce Chapitre).

En outre, les relations (M, 1) prouvent que les seuls scalaires contenus dans
(Ens. P) sont ceux de p : le corps £ vérifie aussi la propriété 2" des corps de
décomposition de I'algébre (Ens. P), c’est donc un corps de décomposition de
cette algébre. Par suite, I'algébre (Ens. P) est une algébre de Brauer (d’apres
leur propriété caractéristique).

Inversement :

Une algébre de Brauer (O) sur P est isomorphe a (au moins) une algébre
définie par un svstéme compatible de matrices.
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Je choisis un corps de décomposition / de cette algébre (0), corps qui soit
une extension finie et séparable de p. Je forme I'anneau de matrices (Kns. P)
correspondant & ce corps de décomposition; les éléments de (Ens. P) sont
d’ordre r (7* étant le rang de (O) sur p). Je construis la /™ conjuguée P de
chaque élément P de (Ens. P); 'ensemble (Ens. P"') de ces matrices est un
anneau isomorphe a (Ens. P), donc aussi a 'algébre de Brauer (0). En vertu
’un théoréeme d’E. Neether ('*), I'existence de deux anneaux de matrices
(Ens. P) et (Ens. P"), isomorphes tous deux a (0), entraine 'existence d’une
matrice réguliére A,. d’ordre r, & termes dans K, réalisant cette isomorphie par

la transmutafion
Pr== A, <P x<x A

J’ai ainsi formé n matrices réguliéres A,, A,, ..., A,: elles constituent un
systéeme compatible. En effet, je puis calculer 5(A,) en effectuant 'opération o
sur la relation N

Pr=A <P <A

j obtiens :
g(P)y=P*t=0c(A,) <P/ < a(A),

ou encore, en tenant compte des relations vérifiées par '’ et p1”

Ay P XX AT =0 (A) x A, <X P < A7 < {a(A) |,

PxAT' < o(A) < A, = \T'xo(A,)x A, xP.

La derniére relation montre que la matrice [A;' < 5(A,) x A, ] est permutable
avec chaque élément de (Ens. P); comme elle est permutable avec tout scalaire,
elle est aussi permutable avec tous les éléments du produit direct de /4 et
de- (Ens. P), considérés comme algébres sur p. Ce produit direct est, par
hypothése, I'annean complet des matrices d’ordre »sur £; cela exige que cette
matrice soit un scalaire a,, (de K), de sorte que

g(A)=A;x A/‘“x A .

L’ensemble des- matrices A, est bien un systéeme compatible. 1l détermine
sur P une algébre (0') qui admet & comme corps de décomposition; je vais
montrer que cette algebre est identique & (Ens. P).

1l est d’abord clair que (0') contient tous les éléments de (LEns. P), puisqu’un
tel élément vérifie, par construction des A,, les relations

Prx \,==A,xP (t=1,2, ..., n),
qui définissent (()'). D'autre part, £ est, par hypothése, corps de décomposition

de (0), donc aussi de (Bns. P); & est également corps de décomposition
de ("), d’apres les propriétés de cetle algébre. Les produits directs de 4, soit

(1) Cest le théoréme 3 de la page 4> des Algebren.
Thése F. Chdtelet. 5
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avee ('), soit avec (Kns. P), sont donc tous deuxidentiques & I'anneau complet
des matrices d’ordre » sur 4 et par suite confondus. L’algébre ne peut, par
suite, contenir d’éléments extériéurs 4 (Ens. P), car dans le cas contraire le
produit direct de £ et de (0O") contiendrait dés éléments extérieurs au produit
direct de 4 et de (Ens. P). Ce qui montre bien que (()) contient tous les
éléments de (Ens. P) et ceux-la seuls.

Ainsi P'algébre (0) est isomorphe & I'algébre (Ens. P) définie par le systéme
compatible de matrices A,.

TH. Algebre associée a une variété de Brauer.

Au paragraphe I du Chapitre 11, j’ai associé, a chaque variété de Brauer (F)
sur p, un svsttme de matrices dont j'ai montré gqu’il est compatible. D’aprés
les résultats du précédent paragraphe, ce systéme définit une algébre de Brauer
sur p, que j’appelle algébre de Brauer associée dans p d la variété (I'). J’établis
quelques propriétés éssentielles de cette algébre qui montrent Putilité de-
cette notion pour les probléemes d’équivalence.

Les solutions homographiques d’un svstéme étendu d’équicalence entre (¥ et
elle-méme peuvent étre représentées par tous les éléments de lalgébre (Ens. P.)
associée dans P & (F).

Je considére une telle solution () et je choisis une des matrices V, a termes
dans k, qui représentent cette homographie. Les relations du systéme étendu
d’équivalence montrent que () est ausssi représentée par chacune des matrices
A < V> A" et par leur somme

P:Z[A,x Vi A=) (ide 1 an).

Mais d’aprés les raisonnements du paragraphe précédent, cette somme est
un élément de (Ens. P).

Ce résultat contient notamment le suivant :

l.e groupe (G. P. yF) des correspondances de Poincaré sur (F) dans P est
rsomorphe au groupe-quotient dy groupe formé par les cléments réguliers de
(Ens. P)parle groupe de scalaires de p.

Je précise encore une propriété utile pour la suite :

Quand on remplace le corps de base P par une de ses extensions f[inies et
séparables p', Ualgébre (Ens. P) associce a (F) dans P est remplacée par le produit
direct de (Ens. P) et de P, considérés comme algébres sur p.
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Je choisis un Systeme compatible de matrices, associé dans p & (F). Pour
obtenir un svstéme de matrices, associé dans p' & (F), je puis parmi elles
prendre celles qui correspondent aux conjugués relatifs 6, de 6 par rapporta p';
ce fait est démontré dans la Glomditrie galoisienne. Ces matrices définissent
donc une algebre (0') formée par les solutions d’un systéme dont toutes les
relations sont vérifiées par les éléments de (Ens. P) : de sorte que (') contient
les éléments de (Ens. P). Comme (') est une algébre sur p/, elle contient
aussi tous les scalaires du corps de base P/, et le produit direct de ( Kns. P) et
de p, considéré% comme algebres sur p. Ce produit direct est une aigébre de
rang | (r-1)% n'| sur P (r désignant toujours la dimension de (F) et n’ le
decrre de p’ par rapport P) c’est donc une algébre de rang (r-~1)* surp.
Fomme (0") est aussi une algébre de rang (r+ 1)* sur p/, elle ne peut contenir
d’autres eléments que ceux de ce prod it dxreut avec lequel elle est confondue.

Enfin, je démontre la propriété fondamentale :

Pour que deux variétés de Brauer sur p sotent équicalentes, au sens de Poincard,
dans P, 1l faut et il saffit que les algebres associées a ces variétés dans P soient
1somorphes entre elles.

Je considére deux variétes de Brauer (F) et (F') sur P et deux systemes
compatibles de matrices A, et A| respectivement associées dans I’ i ces variétes.
Si (F) et (F) sont équivalentes dans P, elles ont méme dimension r et les
systémes A, et A’ sont formés,par des matrices de méme ordre r+1. De plus,
d’aprés les résultats du Chapitre 11, paragraphe 111, il existe une matrice régu-
liere L,, ’ordre 7+ 1, & termes dans K, qui vérifie Ies relations

Li< \, =\ x L,x %, (I==1, 2 ..oy ),

oU Ay, Ay, ..., A, sont des scalaires de K.
La transmutation définie par les formules
P=LixPxL: ou P=Li"xPxLl,
transforme alors I’algébre associée a (F) en l'algébre associée a (F) dans p.
En effet, 'algebre associée a (F) est 'cnsemble des solutions du systéme
P A,2= A, xP (t=1,2, ..., n);

la transmutation précédente transforme cet ensemble en I’ensemble des solu-

tions du systéme
(LS < PO L < A=A, < L7" < P/ < L,

qui est équivalent &
PV x L A, < L' = LV < A; < L3' < P,

ou, en tenant compte des relations vérifiées par L, &

P Al <7, =k, < Al < P,
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ou, puisqu’uun scalaire est permutahle avec toute matrice, au systéme

Prose A\ =A< P [ T N T

dont les solutions forment bien 'algébre associée a (F')dans p.

liéciproquement, si les algéhres associées & () et 4 () dans p sont iso-
morphes, les systémes A, et A} sont formés par des matrices de méme ordre,
soit 7 1; de plus, d’aprés le théoreme rappelé d’E. Neether (**), il existe une
matrice L qui réalise cette isomorphie par la transmutation

P, P L,

Ce qui veut dire que les deux systémes

prw > A; — Al’ pe P
(L)< PO LY < A,= A, < L' < P'x L,

ont mémes solutions, celles-ci formant Ualgebre de Brauer (Kas. P'), assaciée
dans P a (F'). Jen déduis que tout élément de (Ens. P') vérifie encore les
relations
AU PIsc A7 s L > A e L == LP < A, < Lyt < P/

ou

Pox AV LO A, < L = A7 L < A< L' < P,
Done la matrice A, ">< LY >< A, >< ;" est permutable avec chaque élément
de (Ens. P'); comme elle est permutable avec tout scalaire, elle est aussi
permutable avec tout élément du produit direct de (Ens. P') etde £, considérés
comme algébres sur P. Puisque (Ens. P’) est une algebre de Brauer et admet &
comme corps de décomposition, ce produit direct est un anneau complet de
matrices sur £; ce qui exige que la matrice précédente soit un scalaire 7,
(de K) :

A/ < L'x A, x Lyt==1, ou LP>< A,= A x Ly x< 7,

D’aprés les résultats du Chapitre II, paragraphe I, existence d’une matrice L,
réguliére vérifiant ces relations entraine 'équivalence de (F) et (F') dans p.

CHAPITRE 1V.

THEORIE GENERALE DES VARIETES DE BRAUER.

Je traduis maintenant des résultats connus de la théorie des algébres en
langage de la théorie des variétés de Brauer. Je commence par des propriétés
générales valables, quel que soit le corps de base P. Ces propriétés comprennent
notamment des généralisations des deux théorémes de Nether-Poincaré.

() Pou la Note (1) du Chapitre Ill, paracraphe 1l



— 33 —

I. — Premier théoréme et corps de représentation.

Je vais établir unc généralisation du premier théoréme de Nccther-Poincaré,
ainsi que des généralisations des propriétés des corps de représentation
(exposées au paragraphe V du Chapitre ).

Si une variété de Brauer (F) admet une représentation de Poincaré dans le
corps de base P, les points simples sur (F) qui sont dans v sont ceux dont le para-
métre (dans cette représentation) est dans P réctproquement s’il existe au moins
un poirt simple sur (F) dans P, cette variét¢ admet (au moins) une représen-
tation de Poincaré dans p.

La propriété directe est immédiate, puisqu’une représentation de Poincaré
de (F) dans p définit une correspondance du mémé nom entre 'espace des
parametres et lavariété (F). Pour démontrer laréciproque, j'utilise un théoréme
fondamental de Wedderburn (7).

Toute algébre de Brauer (O) sur P est isomorphe ¢ un anneau complet de
matrices sur un corps gauche.

Ce corps gauche est lui-méme une algébre de Brauer sur P qui admet les
mémes corps de décomposition que (O); il est isomorphe 2 un ensemble de
matrices (a coefficients dans un de ces corps de décomposition £) dont 'ordre
est appelé I'index de I'algébre (0).

Je considére une variété de Brauer (F) de dimension 7, un systéme étendu
d’équivalence (E', a) entre (F) et elle-méme dans p et I’algébre (0) définie par
ce systeme. D’aprés les résultats du Chapitre II, paragraphe II, les points.
simples sur (F) dans p peuvent étre déterminés par les solutions homogra-
phiques et dégénérées (sielles existent) du systéme (E/, 2) qui transforment
I'espace (I, ) en un point. Comme je I’ai établi au paragraphe III du Chapitre 1I,
ces solutions sont représentées par les éléments de rang 1 de (O). Pour cher-
cher s’il existe des points simples sur (F) qui sont dans P, je puis donc cher-
cher s’il existe des eléments de rang 1 dans (0).

Japplique le théoréme de Wedderburn a ’algebre (0); je désigne par (0,)
le corps gauche ainsi obtenu et je représente ses éléments par des matrices a
coefficients dans un corps de décomposition 4 de (O). Puisque (O, ) ne contient
pas de diviseurs de zéro, chacune de ces matrices est réguliére; son rang est
egal a son ordre qui n’est autre que 'index ¢ de (0). L’algebre (O) est ainsi
isomorphe a un anneau (lins. P) de matrices composées : matrices d'ordre u a
termes matriciels d’ordre ¢, done encore matrices d’ordre «. ¢, a termes scalaires

('7) Ce theoréme ost énoncé et démontré a la page 18 (theoréme 3) des Algebren.
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de k. Comme les éléments de (O) sont des matrices d’ordre r + 1 sur 4, il en

résulte que
Ptz uLdy

Iindex ¢ est un diviseur de r+ 1. De plus le rang de tout ¢lément de (Lins. P),
considéré comwme matrice sur £, est au moins égal 4 ¢, puisque cet ¢lément
contient des mineurs (les éléments du corps gauche) réguliers et d’ordre (.
En particulier (O) ne peut contenir d’éléments de rang 1 que si¢z==1, donc
si (0) est isomorphe a anneav complet des matrices d’ordre 41 sur p.

Enfin I'algébre associée dans p & 'espace de référence de dimension rest
isomorphe & 'anneau complet des. matrices d’ordre r+1 sur ’. Pour le cons-
tater, il suffit de former le systeme étendu d’équivalence dans P entre
I'espace (E,)) et lui-méme déduit des éléments de comparaison : espace (L),
correspondance identique sur (E,), corps P. Le systeme de matrices corres-
pondant contient une seule matrice identique a la matrice unité; 'algébre
associée est "ensemble.des solutions de la seule relation identiquement vérifiée
p'=P. Cette algebre est bien 'anneau complet des matrices d'ordre »— 1
sur . D’aprés les résultats du paragraphe précédent, il est nécessaire, pour
qu'il existe des points simples de P sur (F), que (F) soit é¢quivalente &
I’espace (E,). Cette condition entraine immédiatement celle de I’énonce,
puisqu'une représentation de Poincaré de (F) détinit une correspondance du
méme nom entre (E,) et (FF) et inversement.

Japplique ce résultat & la recherche des corps de représentation de (F);
comme au paragraphe V du Chapitre I, j'appelle ainsi toute extension (finie
et séparable) p’ de p dans laquelle existent des points simples sur (I, ou,
d’apres le résultat précédent, une représentation de Poincaré de (F).

Pour qu’une extension (finie et séparable) P’ de p soit corps de représentation
de (¥, il faut et il suffit que p' soit corps de décomposition de [’algébre (0O)
assoctée a (F) dans p.

le viens de montrer que, pour que P’ soit corps de représentation de (I),
il faut et il suftit que I'algebre associée a (F)dans p' soit isomorphe & un
anneau complet de matrices sur p’. Mais j'ai aussi montré, au paragraphe 111 du
Chapitre 111, que I'algébre associée a (F) dans p’ est isomorphe au produit direct
del’algébre associée a (F) dans p et du corps p’, considérés comme algebres
sur p. Le théoréme résulte immédiatement de ces deux propriétés et de la
définition des corps de décomposition.

L'index t de l'ulgébre de Brauer associée duns p a (¥) divise le degré par
rapport a P, de tout corps de représentation de (F). Il existe des corps de représen-
tation de (¥) dont le degré relati /) par rapport a p est égal a t. Pour exprimer
ces propriétés, j'appelle encore / I'index de la variété de Brauer (') dans p.
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Ceci résulte de ce qui précede et des propriétés suivantes des corps de
décomposition : I'index ¢ d’une algebre de Braucr (0) sur p divise le degré
relatif par rapport & p de tout corps de décomposition de (0); il existe
elfectivement du corps de décomposition de (0O) de degré ¢ par rapport
apr('®).

J'ai montré, au cours d’une démonstration preccédente de ce paragraphe, que
l'index ¢ d’une algébre de Brauer divise aussi I'ordre des matrices qui forment
cette algébre. Done le dernier théoréme a pour conséquence :

St une variété de Btauer (F) sur p est de dimension r, i existe des corps de
représentation de (F) dont le degré, par rapport a p, dicise r—+ 1. Ceci généralise
le résultat du paragraphe V du Chapitre I montrant 'existence d’un corps
quadratique de représentation pour toute courbe unicursale et rationnelle
(dont la dimension est 1).

S’il existe des corps de représentation de (F) dont le degré relatif par rapport
a P, estpremier avec r—+1 |ou r est la dimension de (F)], P est lui-méme corps
de représentation de (I7).

En effet, U'index ¢ de (4) divise 741, ainsi que le degré de tout corps de
représentation de (F). Si ces deux nombres sont premiers entre eux, ¢ est
nécessairement égal a 1, c’est-a-dire que P est corps de représentation (F).

Ce théoréme comporte comme cas particulier une propriété bien connue
Il existe des points rationnels stmples sur toute courbe unicursule et rationnelle
de degré impair.

En effet, pour une courbe, -1 est égal & 2. D’autre part, en coupant une
courbe de degré impair par ane droite rationnelle, j'obtiens plusicurs points a
coordonnées algébriques, dont 'un au moins engendre un corps de degré
impair.

II. — Sous-variétés normales et condition de similitude.

Dans ce paragraphe, j’établis quelques propriétés des sous-variétés normales
d’une variété de Brauer el j'indique une condition générale de similitude de
ces variétés.

Un raisonnement analogue a celui de I’extension du premier théoreme de
Nocther-Poincaré montre que :

8'tl existe une sous-variété normale de (F) dans p de dimension r', 'index ¢
de (') dans p divise r' 1.

('*) La premiére partie de cette propriété n'est autre que le théoréme 17 de la page 47 des
Algebren; la seconde résulte immédiatement des théorémes 16 el 18 e la méme page.
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D'une part, les sous-variétés normales de (F) dans p de dimension # sont
déeterminées par les ¢léments irréguliers de rang '+ 1 de Valgibre associce
a (F) dans p. Jat montré, au paragraphe 11 du Chapitre II, que les sous-varié¢tés
normales de (F) dans p peuvent c¢tre déterminées par les solutions homo-
graphiques et dégénérées d’un systéme étendu d’équivalence entre (F) et elle-
méme dans p. Ces éléments sont représentés par les éléments irréguliers de
I'algebre (0). En outre une sous-variété normale de dimension ' est repre-
sentée par un élément de rang 7’41, puisque ’homographie correspondante
transforme (E, ) en un espace de dimension 7.

D’autre part, j’ai montré, au paragraphe préceédent, que le rang d'un élément
irrégulier de (0) est au moins egal & Pindex ¢ de (0); de facon plus précise, ce.
rang est un multiple de ¢. En effet, chaque élément de (O) est identique & une
matrice composée : matrice d’ ordre u A termes dans le corps gauche (0, ), ¢’est-
a-dire termes matriciels d’ordre z. Le rang de cette matrice composée est égal
au produit de z et du rang de la matrice a termes dans (0, ). Le théoréme énoncé
résulte immédiatement de la comparaison de ces deux faits.

1l existe des sous-variétés normales de (¥) dans p de dimension t — 1, nombre
qut est donc le minimum e la dimension des sous-variétés canoniques de (F).

Car il existe des éléments de rang tdans (0), parexemple la matrice composée
dont un terme est identique a 'unité de (0,) et dont tous les autres termes
sont identiques a I’élément nul de (0,).

Une sous-variété normale de (I7) dans p est ussociée a une algeébre semblable
dans v a ['algébre ( O) associée dans 1 a (F).

Deux algebres sur P sont semblubles, si elles sont isomorphes a des-anneaux
complets de matrices sur le méme corps gauche (0g)('").

Je reprends la construction faite au paragraphe Il du Chapitre I d'un systeme
étendu d’équivalence entre unc.sous-variété canonique( G)de (F)etelle-méme :
je puis choisir la correspondance de comparaison pour la variété (F) en sorte
que la sous-variété (G) soit déterminée par une homographie qui transforme
(L) en un espace de référence (E,); les solutions d’un systéme étendu d’équi-
valence entre (G) et ellc-méme peuvent étre obtenues en prenant la trace
sur (E,) des solutions du systeme étendu d’ Lqulvalence entre (F) et elle-méme.
Donc les éléments de P'algebre (J) associée dans p 4 (F') sont les mineurs,
formeés par les ¢+ 1 premieres lignes et celonnes, des éléments de Palgébre (0)
associée dans P a (I"). Ces mincurs forment un anneau complet de matrices

(1) Cest Ja définition de la page 45 des .Llgebren.
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sur (0,), de méme que ces matrices elles-mémes. En particulier, les sous-
variétés normales de (F) de dimension minima ¢ —1 sont associées dans p

au corps gauche (J,).

Je suis maintenant en mesure d’établir un critére de similitude entre variétés
de Brauer :

Pour que deux variétés de Brauer soient semblables entre clles dans p, il faut
et il suffit que les algébres qui leur sont respectivement associées dans P sotent
semblables entre elles.

En effet, si deux variétés (F) et (F) de P sont semblables entre elles, il
existe une sous-variété normale de (F) equivalente dans P & une sous-variété
normale de (F'). Les algébres respectivement associées a ces sous-variétés sont
isomorphes entre elles; comme elles sont semblables respectivement aux
algébres associées a (I) et a (F") dans P, ces derniéres sont semblables entre
elles.

Inversement, je considére deux variétés de Brauer (F) et (F') associées
dans p & des algebres (0) et (0') semblables entre elles. Ces algébres sont done
isomorphes & des anneaux complets de matrices sur un méme corps gauche (0,)
et, par suite, ont méme index z. Il-existe des sous-variétés normales de (F) et
de (F'), toutes deux de dimension ¢—1; elles sont toutes deux associées
dans P au corps gauche (O,) et par suite équivalentes entre elles, ce qui
démontre la similitude de (I) et (I").

Il en résulte les propriétés suivantes :

Pour que deux variétés de Brauer de P soient semblables entre elles dans p, il
Saut et il suffit que tout corps de représentation de l’une soit aussi corps de repre-
sentation de l'autre.

En effet, pour que deux algebres de Brauer sur P soient semblables entre
elles dans p, il faut et il suffit que tout corps de décomposition de 'une soit
corps de décomposition de I'autre.

St deux variétés de Brauer de P de méme dimension r sont semblables entre
elles, elles sont équivalentes.

En effet, les algébres associées sont isomorphes a des anneaux complets de
matrices sur un méme corps gauche (0,); de plus ces anneaux sont formés

. . . . P+ . . .
par des matrices de méme ordre, & savoir — (t désignant 'index commun &

ces deux algeébres). Ces anneaux, et, par suite, les algébres associées
elles-mémes sont donc isomorphes entre eux.
Thése F. Chdtelet. 6
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I1l. — Second théoréme.

Pour obtenir une généralisation du second théoreme de Ncether-Poincare,
il reste & trouver une variété (C), aussi simple que possible, semblable a une
variété de Brauer donnée.

Je montre d’abord que :

Pour qu’une variété de Brauer (F), assoctée dans v au systéme de scalaire a, ;
de K, soit semblable dans P & un point, il faut et il suffit qu’tl cxiste n scalawes
P iy Aoy ooy Ay ducorps k tels que

G(A) =R X AN X ttg (I=1,2, ..., n: o opération de G).

Je suppose (I) semblable a un point et je forme un systeme de matrices
A; de K, associé dans pra (F). D’aprés les résultats du paragraphe II,
Chapitre I, 11 existe une matrice réguliére P a termes dans £ vérifiant le
systeme matriciel d’équivalence

(E. M. 2) P Ai=7;x P (f=1, 2, ..., n),

ou les A; sont des scalaires de K. Je déduis de la relation de rang ¢ de ce sys-
téme, par application de I’élément o du groupe de Galois G de £ par rapport
a p, que

Pk > U(A“) = U().[) > P";‘,

ou, en tenant compte des relations de compatibilité matricielles vérifiées
par les A,

P N A7 X g, =g (k) x PU.
J'applique les relations de rang £ et/ du systéme (E. M. 2)
Mx P xag=0c(l,)x1,xP,

jobtiens finalement
(hi) X hj= 14 U

Réciproquement, je suppose qu'il existe n scalaires %,, 2., ..., %, de K
vérifiant cette relation. Puisque la matrice A; n’est définie qu’an produit preés
par un scalaire de K, je puis la remplacer par B;= %' >< A,. Or je constate que

a(B)) =a (L)t o (Ny) == 2> 05, < 15 = Ap < A7Y X s, == Bex By,

Ceci montre que (F) peut étre aussi associée au systéme de scalaires tous
identiques 4 'unité; en vertu du résultat final du paragraphe IlI, Chapitre I,
(F) est semblable & un point dans p.
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Je vais construire une variété (C) répondant a la question posée. La condition
précédente exprime I'existence, dans £, de solutions %,, ..., %, pour un sys-
téme de relations A coefficients dans K, mais non rationnelles (4 cause de
intervention des ¢léments ¢ du groupe G). Mais je puis exprimer A, ..., A,
en fonction d’éléments de p & 'aide d’une base’de £ par rapporta pet remplacer
ainsi le systéeme de relations en 7,, ..., %, par un systeme de relations ration-
nelles 4 coefficients dans p. La condmon précédente est donc équivalente
a l'existence dans P de solutions pour ce nouveau systéme, ou encore d’un
point de P sur la variété qu’il définit.

De fagon précise, dans les relations

a'( ;1) = ).k < ;/—1 X Ug,iy

je remplace les 7; par

Xy Y & XN
=0 — 4+ 02= + .. BN,
Zo Ly Lo
- LNt 5 LNope LN
Jo—= @ =2 + 02 =E A C A
Ty . Lo Xy

5 Lip—1N-+1 ZL(n—1IN 12 « LnN
1,=0 + 02 +... 40N,
Xy Lo Xy,

et a(X,), o(hs), ..., o(h,) par les expresstons analogues obtenues en
remplacant ® par o(®) (® désigne comme precedemment un élément primitif
du corps K). Je substitue 2 o(®) son expresslon en fqnctlon linéaire, a
coefficients dans p, de @, 62, ..., O, puis jidentifie & o les coefficients

de 8, 0, ..., O dans chacune des relations obtenues. Je forme ainsi un
systéme (<€) de relations algébriques homogénes a coefficients dans p
entre @,, z,, ..., Z,, qui définit une variété (C) de p sur I'espace (E,). La

condition nécessaire et suffisante précédente est équivalente a I'existence
dans P d’unc solution en x,, x,, ..., x,, du systeme (%), ou encore a l'exis-
tence d’un point de p sur ().

Cette variété (C) est une variété de Brauer. En effet, je considére le systeme

ca Ly Ly ZpN
linéaire en =, =, ..., <=,
Ly 0 Lo
@xil‘—ﬂNﬁ-i - e Li—1N 4 2 g o BN &N — y_z_’
Zy L o Uq
L(i—1IN~4-1 D (111N 2 ¢y LN U
o(0) = 4 p(@) = () S = TRy,
Zy Zo Zo wp
(i=1, 2, .., n; o élément de G):

Ce systéme peut étre décomposé en un ensemble de n systémes a N inconnues
dont chacun a pour déterminant le discriminant de ©, donc est résoluble.

. . - Ly LN . . . . >
Jexprime ainsi ?‘, U —El, en fonctions rationnelles a coefficients dans K
Ly Ly Lo
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de u,, u,, ..., u,; ces expressions constituent une représentation unicursale

Wy ity

. ww, D . .
propre (C) de (C), puisque W @ tr . beuvent s’exprimer en fonctions

rationnelles a coefficients dans K de z,, =, ..., z,. De plus cette représenta-
tion est une représentation de Poincaré, car il est facile de constater que ni (C)
ni son inyerse (C)~' n’ont de points critiques.

Si je remplace le corps de base P par une extension finie et séparable p/, je
puis choisir pour corps de comparaison % un corps contenant p’ et la condition

O'(}.i) x X’;: 7‘k>< Ug i

veste valable & condition de considérer seulement les éléments o du groupe
de Galois G’ de % par rapport a P’ (et non plus par rapport a p). La condition
ainsi obtenue est équivalente a I’existence d’un point de p’ sur (C).

J’en déduis que :
La variéié (C) est semblable dans p a (F).

En effet, la condition nécessaire et suffisante pour qu’une extension p’ de P
soit corps de représentation de (F) est qu’il existe des points de P’ sur (C),
donc encore que P’ soit corps de représentation de (C). Le dernier résultat
du paragraphe précédent mantre que cette condition entraine la similitude
de (F) et de (C).

Le second théoréme de Ncether-Poincaré peut maintenant étre généralisé

de la facon suivante :

Une variété de Brauer (F) de p de dimension r est semblable dans p d une
variété (C) définie par un systéme de la forme
o (k) X 1= e X Ay

1
dans un corps k dont le degré divise r—+ 1.

C’est une conséquence directe d’une propriété des corps de représentation
établie au paragraphe I de ce chapitre et des résultats qui viennent d’étre
établis.

‘1Vy — (Qas cyclique.

Je donne quelques précisions sur les variétés de Brauer qui admettent un
corps de représentation relativement cyclique par rapport au corps de base p. La
variété semblable (C), construite au paragraphe précédent, se simplifie dans ce
cas, et je 'utiliserai dans les applications du Chapitre V.

Je suppose que le corps £ soit une extension normale et cyclique de P; j'en
choisis un élément primitif 6; et je désigne par 6,,0,, ..., 6, ses conjugués
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que je classe dans un ordre tel que I'élément o, du groupe de Galois G qui
transforme 6 en 0, soit un élément primitif de G et que I'élément o; de G
qlii transforme 6 en- 0; soit la 7™ puissance de o,. En particulier, o,= o/ est
P’élément unité de G.

Les relations de compatibilité exigent que

o (A) = A X AT ' X 4 5,

ol a, 4, est un scalaire de k. Les matrices A; ne sont définies qu’a la multiplica-
tion prés par un scalaire de k; je puis donc choisir pour matrice A, la matrice
A,=a,(A,) > A,. De méme A, doit vérifier la relation

i (As) =A< AT X ts5,,
et je puis choisir pour A, la matrice
As=0}(A) X o (A) X Ay=02(Ay) X 03 (Ay) X Ay
De fagon générale, je puis choisir
A= (A)) X o2 (A) X... X o5 (Ay) X A, (i=1, ..., n).
Mais la matrice A,, qui représente ’homographie identique, est un scalaire

U'n—i(A1) X Opa(Ay) X .. o< o (A) X Ay=w.

C’est, a priori, un élément de k. Mais une permutation circulaire des facteurs
ne change pas la valeur de ce produit de sorte que, pour tout 7,

oi(@) =1 (A)) X o (AL) X ... o (Ay) X ) (Ay)

:O'i_1(A1) x ci._g(Aj) X, X A1><0'"71(A1> X XU[(Aj):(l;

done d’apres le critére de Galois, a est scalaire de p.
D’autre part, si +j<n,

o/ (A) = 01 (A,) X 02 (Ay) X ... < &) (A,) = A< ATT;
le scalaire a,, est égal a 1. Si n<i-j<2n,
o, (Ar) = 077" (Ag) X 05772 (M) X1 < o) (Ay)

:7i+j—n~1(A1)X‘71+/'—n—2(A1)><...><A1 XO',le(A:‘) Xo‘-XG'/(Ai):‘AanXA;-_g;

le scalaire a,, est égal 2 a..Le systéme de scalaires associé dans P & (F) est,
en tout cas, déterminé par le seul scalaire a de p.

J’en déduis que :

Pour que (F) soit semblable dans P a un point, il faut et il suffit qu’il existe un
élément \ de k dont la norme relative par rapport a P soit égale 4 a.
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La variété (F) est semblable dans v a la variété définie par la relation
N =,
ot N()\) désigne la norme de 7. par rapport a p.

En reprenant le méme calcul que pour les matrices A, je vois que les
relations définissant la variété se réduisent &

M=o, ((M)&-2(} ). ..o (h) Ry (i=1,2, ..., n);

”:Un(71)°'n-1(715--,-‘71(/1)~

Les n premiéres déterminent X, 7,, ..., /4, en fonction de %,; la derniére est
équivalente 3 N(A) = a.

Comme au paragraphe précédent, je puis remplacer cette relation non
rationnelle en %, par un systéme de relations rationnelles a coefficients dans p.
J’obtiens une seule relation de degré n, elle définit une hypersurface de degré n
dans l'espace (E,), semblable a (F) dans p.

En particulier, si la variété (F) est une courbe, elle admet, comme je I'ai
déja rappelé, un corps de représentation quadratique par rapport a P, donc
cyclique par rapport i ce corps. (e corps peut étre engendré par adjonction
a P d’'un élément 6 dont le carré est un nombre & de p.

Dans la relation N(%) = a, je remplace X par I'expression
2.

P}

~

(Zro2)(2—ot)=220 o,

qui définit une conique de Lagrange. Je retrouve ainsi les résultats de la fin du
Chapitre I; d’ailleurs les démonstrations du paragraphe actuel sont des généra-
lisations directes de celles du paragraphe VI du Chapitre I.

7.:%—%0

j'obtiens

CHAPITRE V.

CORPS DF. BASE PARTICULIERS.

Je vais indiquer comment ces résultats et ces méthodes peuvent étre précisés
et complétés pour certains corps de base. La théorie des algébres de Brauer est
particuliérement féconde pour les corps de base suivants : champs de Galois;
corps de nombres réels; corps locaux de Hensel; corps de nombres algébriques.

Jexamine chacun de ces cas, je rappelle les propriétés spéciales des algebres
de Brauer dans ehacun d’eux et j’indique les conséquences qui en résultent
pour les variétés du méme nom. Le cas d’un corps de nombres algébriques est
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particulierement important : il comporte la solution des problémes diophantiens
sur les variétés de Brauer dans ces corps et généralisent immédiatement les
recherches de Lagrange, Gauss, Hilbert et Poincaré concernant les courbes
unicursales et rationnelles.

I. — Champ de Galois.

Le cas le plus simple ést celui d’un champ de Galois qui donhe lieu au théo-
réme suivant :

Toute variété de Brauer sur un champ de Galois est semblable, dans ce champ,
@ un point.

C'est une conséquence du théoréme de Wedderburn (*°) : Tout corps
gauche (O,) formé d’un nombre fini d’éléments est un champ de Galois
(commutatif).

Toute algébre de Brauer (O) sur un champ de Galois p ést semblable & son
corps de base p. En effet, d’aprés le théoréme général de Wedderburn (**)
utilisé au Chapitre I'V, paragraphe I, (O) est semblable aun corps gauche (0,);
mais il n’y a qu'un nombre fini d’éléments dans (0O), et dans le corps gauche
(0,); ce dernier est donc un champ de Galois (commutatif). Le corps (0,),
qui est a la fois algebre de Brauer sur pet corps commutatif ne peut étre que P
lui-méme : le produit direct de (O, ) et d'un de ces corps de décomposition doit
étre isomorphe & un anneau complet de matrices sur ce corps; comme ce pro-
duit direct est aussi un corps commutatif, ¢’est 'anneau des matrices d’ordre 1
et (O,) est confondu avec p. Ainsi toute algébre de Braver sur un champ de
Galois est isomorphe 2 un anneau complet de matrices sur ce corps. Les résultats
du Chapitre IV, paragraphe II, démontrent alors le théoréme énoncé.

Les problemes d’équivalence des variétés de Brauer dans un champ de Galois
se résolvent tres facilement : i/ n’y a qu’une classe de similitude sur p; toutes les
variétés de Brauer de méme dimension sont équivalentes entre elles dans p; il
existe des points sur toute variété de Brauer sur p.

Le probléme diophantien dans p sur chaque variété de Brauer (F) de p est réso-
luble. Pour obtenir effectivement les points sur (F) qui sont dans p, il suffit de
faire un nombre fini d’essais, puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de points sur
thaque espace de P.

Je note encore un cas particulier des résultats précédents :

St f(z, y) est un polynome a cocfficients rationnels entiers, indécomposable
suivant un module premier p, et si f(x, y)== 0 représente une courbe unicursale,

(20) C'est le théoréme 1 de la page 49 des Algebren.
121y Poir la note (17) (Chap. IV, § ).
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la congruence f(x, y)=o, (mod. p), a des solutions (dans I'ensemble des entiers
rationnels, mod. p) (**).

En effet, la congruence
J(ryyy=o0 (mod. p),

définit, dans le corps des restes (mod. p), des entiers rationnels, une courbe
unicursale, donc une variété de Brauer sur ce corps.

II. — Corps des nombres réels.

Je fais remarquer que les problémes diophantiens et d’équivalence ne se
posent pas dans un corps algébriquement fermé. Dans un tel corps, il existe
des points simples sur toute variété et toute vatiété de Brauer admet une repré-
sentation de Poincaré. Il n’y a donc pas lieu d’étudier le cas du corps formé
par tous les nombres complexes : il n’existe, dans ce corps, qu’'une seule classe
de similitude de variétés de Brauer.

Le corps des nombres réels donne lieu au théoréme suivant :

Une variété de Brauer sur le coros des nombres réels est semblable, dans ce corps,
s0u a un point, soit a la conique définie par I’ équation

i+ aai=o.

Ceci résulte du théoreme : UUn corps gauche, qui est algébre de Brauer sur le corps
des nombres réels, est isomorphe soit a P soit a I’ algébre des quaternions surp (**).

Il en résulte que toute algébre de Brauer sur p est semblable soit 4 p, soit a
I’algébre des quaternions sur 9. Il n’y a donc que deux classes de similitude
d’algébres de Brauer sur P, donc aussi de variétés de Brauer. Enfin, comme la
conique d’équation

g4+ i+ ai=o0

ne contient aucun point simple réel, elle est nécessairement associée dans p &
P'algébre des quaternions sur p.

Pour reconnaitre pratiquement dans quelle classe de similitude setrouve une
variété de Brauer donnée (F) de P, on procéde de la fagcon suivante : On choisit
pour corps de représentation de (F) le corps () des nombres complexes; ¢’est
une extension quadratique, en particulier, normale et cyclique, du corps de

(22) Ce théoréme particulier a été démontré, par une autre yoie, par Siegel et Hasse.
(23) Cest le théordme 2 de la page 5o des Algebren.
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base p. On peut donc former une variété de Brauer, définie par une relation
de la forme

N(A) =«,
semblable & (F) dans P, suivant la méthode du paragraphe IV du Chapitre IV.

La condition nécessaire et sujfisante pour que (F) soit semblable ¢ un point
dans P est que le nombre réel a soit positif.

En effet, la norme d’un nombre de Q parrapport 2 p n’est autre que le module
de ce nombre complexe et la condition nécessaire et suffisante pour qu’un
nombre réel soit le module d’un nombre complexe est qu’il soit positif.

Si a est négatif, (F) est semblable a la conique d’équation

2
2t x4+ 2i=o0.

1. — Gorps local de Hensel.

Pour les variétés de Brauer sur un corps local de Hensel, j’établis d’abord le
théoréme :

i Une variété de Brauer de dimension r sur un corps local de Hensel p admet,
comme corps de représentation, toute extension de degré r + 1 du corps P.

C’est une conséquence immédiate du théoréme :

Une algébre de Brauer de rang m* sur un corps local p, admet, comme corps
de décomposition, toute extension de degré m du corps p (**).

Pour reconnaitre si une variété de Brauer (F) de p donnée est semblable
un point, je procéde de la fagon suivante : D’aprés le théoréme précédent, je
puis choisir, comme corps de comparaison 4 d’un systéme d’équivalence
entre (F)etelle-méme, toute extension de degré r -1 de p [r étant la dimension
de (F)]; je choisis une telle extension normale et cyclique. particuliére. Je
désigne par p 'idéal premier (unique) de P et par g le nombre d’éléments du
corps pfv des restes de P (mod. p). Une racine primitive d’ordre (g'~*—1) de
I'unité engendre une extension normale et cyclique de p, que je choisis pour
corps k. Je construis une variété de la forme

N(?)=uq,

semblable dans p & (F), suivant la méthode du paragraphe IV du chapitre IV;
[N(X) étant la norme, par rapport 4 P, d"un nombre X de £].

(2*) Clest le théordme 4 bis de la page 113 des Algebren.
Thése F, Chdtelet. 2



— K8 —

La condition nécessaire et suffisante pour que (¥) soit semblable dans p a un
point est que 'idéal (@) engendré dans P par Iélément a de p soit divisible parp .

En effet, la condition de ’énoncé n’est autre que la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe un nombre de & dont la norme, par rapport ap, soit
égale 4 a (*°).

Cela résout les problémes diophantiens dans p sur les variétés de Brauer; car
on peut ainsi reconnaitre si un tel probléme, sur une variété donnée (F), est
possible et, le cas échéant, former une représentation de Poincaré de (F)
dans pP. On pourrait encore préciser la répartition des classes de similitude des
variétés de Brauer en utilisant les théorémes qui précisent la répartition des
classes de similitude d’algébres du méme nom (**). Je me contente de montrer
que :

St une variété de Brauer (F) sur p est indécomposable, dans le corps desrestes P/p,
elle est semblable, dans P, & un point.

En effet, si a n’est pas divisible par p, la variété (F)est semblable, dans p, &
un point, puisque la condition du théoréme précédent est vérifiée dans ce cas.
Le corps %4, extension finie de P, est aussi un corps local, dont'idéal premier P
divise p. Si a est divisible par p, donc a fortior: par P, plusieurs des matrices A;
sont diviseurs de zéro dans le corps des restes /P de k£, (mod. P); ces matrices A,
sont irréguliéres dans ce corps et définissent des homographies () dégénérées
sur (E,). D’autre part, je puis choisir un systeme de formules de transformation
de (&) dont un coefficient au moins n’est pas divisible par P; ce systéme définit,
dans le corps £/ une transtformation (F), I’espace (E, )'en une variété (G),. De
méme, je puis choisir un systeme d’équations de (F) dans p dont un coefficient
au moins soit entier p-adique; ce systéme définit, dans le corps des restes p/¥,
une variété (F)p. Si la variété (F), est indécomposable, elle est confondue
avec (G)y et admet donc (F ), comme représentation de Poincaré; ce qui est
incompatible avec le fait qu'une homographie (&) est dégénéree.

1V. — Gorps de nombres algébriques.

Enfin, j’envisage le cas ou le corps de base est un corps de nombres
algébriques. Jobtiens le théoréeme :

Pour qu’une variété de Brauer (F) sur un corps P de nombres algébriques sot
semblable dans P & un point, il faut et il suffit qu’tl en soit ainsi pour toute variété
déduite de (F) par extension p-adique du corps de base P.

(25) C’est le théoréme 6 de la page 110 des Algebren.
(2¢) Poir le théoreme 3 de la page 112 des Algebren.
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C’est une conséquence immédiate du théoréeme fondamental sur les algébres
de Brauer sur un corps P de,nombres algéhriques (*7) :

Pour gqu’une algchre de Brauer(O) sur un tel corps P soit isomorphe @ un anneau
complet de matrices sur P, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi pour toute algébre
déduite de (O) par extension p-adique de son corps de base p.

Ce théoréme permet de reconnaitre si (F) est équivalente 4 un espace de
référence, done de résoudre le probleme diophantien sur (F) dans p, en
appliquant un nombre fini de fois la méthode du paragraphe précédent. En effet,
le dernier résultat du méme paragraphe montreque la variété (F) est semblable
4. un point dans 'extension p-adique P, de P pour tous les idéaux premiers p
de p qui vérifient la condition : (F) définit une variété de Brauer (donc indé-
composable) dans le corps des restes de p,, mod. p, corps qui n’est autre
d’ailleurs que le corps des restes de p, mod. p. Il suffit donc d’appliquer la
méthode du paragraphe précédent aux seuls idéaux premiers de P qui ne
vérifient pas cette condition. Pour chercher ces derniers idéaux, je commence
par remplacer (F) par une variété (C) semblable dans p a (F) et définie par des
rélations de la forme

(k) X b= A X s,
variété que je forme suivant le procédé du paragraphe I1I, Chapitre I'V. Dans ce
méme paragraphe, j’ai montré que cette variété (C) est une variété de Brauer,
donc indécomposable, en construisant une de ses représentations de Poincaré;
mais cette construction n’est possible que grace aux deux propriétés suivantes,
vérifiées par le corps K et le systéme de scalaires a, ; :

1° le discriminant, par rapport a P, d 'un élément primitif (@) du corps K est
différent de séro;

2° aucune des inconnues h, n’est identiquement nulle, ¢’est-a-dire qu'aucun
des scalatres a, , n’est égal @ séro.

La variét¢ (C) définit donc une variété de Brauer (indécomposable) dans le
corps des restes de P, mod. p, si ces deux propriétés sont encore vérifiées
lorsqu’on remplace p par son corps des restes, mod. p, et K par ’extension de
ce corps des restes engendrée par @. La seconde condition est équivalente
a N(a,,;)54 0 [ou N(a,;) désigne la norme par rapport & P de a,;]; ce qui
remplace une condition sur des nombres de K par une condition sur des
nombres de p. La variété (C) définit donc certainement une variété de Brauer
(indécomposable) dans le corps des restes de P, mod. p, pour tous les idéaux
premiers p de P quine divisent ni le discriminant de O par rapport a P, ni aucun
des nombres N(a,); pour ces idéaux, (C) définit une variété semblable a un
point dans I'extension p-adique de P. Il n'yv a qu’un nombre fini d’idéaux

(27) Clest le théoréme 1 de la page 117 des Algebren.
pag
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premiers de P qui divisent un des nombres précédents; c’est & ces seuls idéaux
qu’il suffit d’appliquer la méthode du paragraphe, précédent pour reconnaitre
si (C), donc aussi (F), est semblable dans p & un point.

Le théoréme précédent a pour conséquence :

Pour qu’une extension (finie et séparable) P’ de P soit corps de représentation
de (F), il faut et il suffit que toute extension locale de p' soit corps de représen-
tation de (F).

Les remarques faites montrent d’ailleurs qu’il ne peut y avoir qu’un nombre
fini d’extensions locales de P qui ne soient pas corps de représentation de (F).

Enfin le théoréme fondamental est généralisé par la propriété :

Pour que deux variétés de Brauer (F) et (F') de P sowent semblables entre elles
dans P, Ul faut et il sufit que (F) et (F') soient semblables dans toute extension
locale de P.

Ce qui résulte immédiatement du théoréme précédent et de la condition de
similitude indiquée au paragraphe II du Chapitre IV : pour que (F) et (F')
soient.semblables entre elles dans p, il faut et il suffit qu’elles aient les mémes
corps de représentation.

Je signale que, pour reconnaitre si (F) et (F') sont semblables entre elles
dans P, il suffit de reconnaitre si elles le sont dans un nombre fini d’extensions
locales de P : les extensions qui ne sont pas corps de représentation, soit
pour (F), soit pour (F').

Exemples.

La variété (F), définie dans I'espace (E;) par I'équation
i+ 2,4 i+ 22t xy — a2, 2%+ 2y 7: — 292} — 321 XX = b}
est une variété de Brauer, si b est un nombre non nul.
Si 0, O et O sont les racines de I'équation (absolument irréductible)
O —0O—1==0
et, si A est le discriminant (absolu) de ©, la variété (F) admet la représentation
de Poincaré
Yiy:(8'0" — 070) + y,71(0'0*— 00”) + by} (00— 007

£y
= 21ya(87—0") + 11 y3 (0 02) -+ by (8- O")
Xy
— Fiya(®'—0) 43,y (0 —0") - byi(0'—0)  Ayiy.y;
ay - ‘2.0 bl

2+ 0z + 0z, 2+ Q20+ 0%r; a2,
Y1 - Y - Yo
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Si b est un nombre rationnel quelconque, on peut, par un changement de
variable simple, se ramener au cas ou & est un entier rationnel sans diviseurs
cubiques. Dans ce cas. la variété (F) contient des points rationnels si et
seulement si la congruence

0 —-0—1=o0 (mod. &)
a des solutions rationnelles.

Par exemple
pour b =1, la variété (F) admet le point rationnel 1, o, o;
pour b =25, la congruence
0'—0—1=o (mod. 5)
admet 2 pour solution, la variété (F) admet le point rationnel 1, 2, 0;

pour & =7, la congruence

®—0—1—=0 ° (mod.7),
admet 5 pour solution, la variéte (F) admet'le point rationnel 2, 1, 0}

pour b = 2, ou 3, ou 13, la congruence

0:—0—1=o0 (mod. &)

n’a pas de solutions rationnelles et la variété (F) n’admet pas de points
rationnels.

D’autre part, la variété (F) est semblable & un point dans tout corps de
congruences, mod. p, pour lequel p ne divise pas &. La variété (F) est sem-
blable a un point dans le corps p-adique, si p ne divise pas & ou silacongruence

®—0—1=o0 (mod. p¢)

a des solutions rationnelles, p¢ étant la plus grande puissance de p contenue
dans 6.

Les calculs concernant ces exemples et d’autres encore seront développés
dans un Mémoire ultérieur.

CONCLUSION.

Ainsi que je I’avais annoncé, j'ai résolu les problémes diophantiens sur les
variétés de Brauer, généralisant les résultats dé Lagrange, Gauss, Hilbert,
Poincaré concernant les courbes unicursales. J’ai résolu accessoirement les
problemes d’équivalence et de similitude entre ces variétés. Ceci appelle
d’autres études analogues, dont la plus simple semble étre celle des variétés
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unitursales générales. Je n’ai pu encore aborder cette étude; je ne connais a
ce sujet que l'étude d’un cas trés particulier : celui des hypersurfaces du
second degré par Hasse (?*). Il peut sembler ¢tonnant que cette étude soit plus
complexe que celle des variétés de Brauer. Pourtant la difficulté est réelle et
méme d’ordre algébrique autant qu’arithmétique : alors qu'on sait reconnaitre
(Géométrie galoisienne) si une variété définie par un systéme d’équations a
coefficients dans un corps p est une variété de Brauer de ce corps, on ne sait
pas recannaitre si une variété donnee de P est unicursale dans p.

En terminant ce Meémoire, je désire remercier tous ceux dont I'intérét ou
Pamitié a soutenu mes efforts durant son élaboration; ils sont responsables
pour bsaucoup de son achévement.

-

(28) Journal e Crelle, t. 132, 1923, p. 120-148 et 205-224; L. 183, 1923, p. 1213-130 et 158- 162

Vu et approuve :

Paris, le 22 ma1 1945
LE DoYEN pE LA FacuLTe pEs SciencEs,
P. MONTEL.

Vu et permes d’omprimer :

Le Recteur DE L’Acapemie pE Paris,
G. ROUSSY.
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