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PREMIERE THESE.

SUR

L’ARITHMETIQUE DES QUATERNIONS

ET DFS

BIQUATERNIONS

PREFACE.

Ce Mémoire comprend deux parties, dont on trouvera le résumé en plusieurs
Notes dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [17].

La premiére partie étudie les propriétés des quaternions entiers. On connait
les résultats essentiels obtenus dans ce domaine par Hurwitz [ 11] : son arith-
métique des quaternions, dont 'ordonnance s’inspire de la théorie des corps
de nombres algébriques, est basée sur I’existence d’un plus grand commun
diviseur valable dans tous les cas; i cet effet sont considéres comme entiers
non seulement les quaternions a composantes entiéres mais ceux dont les
composantes sont des moitiés de nombres impairs. Nous suivons ici une
méthode différente : nous définissons a priori les quaternions entiers comme
ayant les composantes entiéres, puis nous construisons leur arithmétique en
prenant pour base l’existence méme des diviseurs premiers. L’étude des
facteurs premiers y précéde donc la théorie du plus grand commun diviseur.

Pour décomposer les quaternions en facteurs premiers, nous indiquons deux
procédés de calcul effectif. Le premier, analogue au raisonnement de Lagrange
[2] sur les sommes de quatre carrés, équivaut a la recherche, par divisions
successives, des diviseurs communs & deux quaternions dont I’'un est premier
scalaire. Le second procédé, obtenu par itération, est d’ordre plus général et
s’étend aisément au cas des facteurs non premiers.

Des résultats complémentaires seront publiés ultérieurement concernant la
théorie des diviseurs et du plus grand commun diviseur, ainsi que 'application
des quaternions a I’étude des matrices orthogonales d’ordre 4 a termes entiers.
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La deuxiéme partie traite de l'arithmétique des biquaternions, nombres
hypercomplexes d’ordre 8 comprenant les quaternions comme cas particulier.
La multiplication n’y est pas associative et, dans la division par un nombre
enticr natarel, la notion de reste doit étre sensiblement moditiée. La decompo-
sition en facteurs premiers, généralement possible, s’obtient par un algo-
rithme simple tout a fait semblable au second procédé des quaternions, qui ne
suppose pas l'associativité du produit. Enfin le théoreme de la décomposition
des biquaternions permet de retrouver les énoncés de Jacobisur la représenta-
tion des nombres entiers par une somme de huit carrés.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici mes sentiments de vive gratitude
4 mon maitre M. Paul Montel et 8 M. A. Chatelet, dont les suggestions et les
conseils m’ont été d’une aide précieuse.
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PREMIERE PARTIE.
LES QUATERNIONS ENTIERS.

CHAPITRE I.

GENERALITES.

1. Définitions et formules. — Les quaternions sont des nombres complexes
d’ordre 4, c’est-a-dire des expressions linéaires de trois symboles 7, j, £

A=xy+ 2t + 2y + 234,

dont les composantes x,, ou coordonnées, seront dans cette étude des nombres
entiers (éventuellement des fractions de dénominateur 2). L’addition et la
multiplication se font comme celles de polynomes en ¢, /, £, compte tenu de la
table de multiplication suivante

Jk=—ki=1,
===, ki =— 1k =,
y =—ji=rk.

Rappelons quelques définitions et propriétés usuelles de 1’algebre de ces
nombres.

La multiplication des quaternions est associative, distributive par rapport a
’addition, mais non commutative. Toutefois un nombre naturel z, peut étre
considéré comme un quaternion, dit scalaire, dont le produit avec tout autre
quaternion est commutatif.

Deux quaternions ayant méme premiére composante (partie scalaire) et dont
les autres composantes sont opposées deux a deux sont dits conjugués :

A=+t + 2,y + 2,4, X::x.,—xii——xz‘/—x,/t;
leur produit est un nombre scalaire positif, qui est leur norme commune
N(A)=N(A) = AA = AA =2} + 2! + 2} + x?.
Le conjugue d’un produit est le produit des conjugués changés d’ordre
AB=BA.
La norme d’un produit se calcule immédiatement : elle vaut le produit des
normes, comme il résulte aussi de I'identité de Lagrange

N(AB) = N(BA)=02\(A)N(B).

THLSE GASTON BENNETON 1
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Ceci montre qu’un produit est nul seulement si 'un des facteurs est nul, de
sorte que, parexemple,

B (Ao entraine B—=FR

A1y
Al)—A

Notons que la division a droite ou 4 gauche est possible, sauf par zéro; elle
donne en général des quaternions &4 composantes fractionnaires.
Il y a huit quaternions J entiers de norme 1

+y, =i, =y, £k

dont les inverses sont aussi des quaternions entiers (égaux ou opposés); ils
constituent le groupe des unités. Multiplier par une unité ne change pas la
norme.

Signalons enfin qu'on ne change pas la partie scalaire d’un produit en
faisant une permutation circulaire des facteurs.

(’est essentiellement la propriété multiplicative de la norme qui justifie
I'introduction des quaternions en arithmétique : décomposer un nombre entier a
en une somme de quatre carrés équivaut a trouver deux quaternions conjugués dont

ce nombre est le produit
a=AA=N(A);

pourdécomposer un produit ab cn une somme de quatre carrés, on peut décomposer
chaque facteur et composer les résultats obtenus soit par I'tdentité de Lagrange,
soit par le produit des quaternions

ab = N(A)N(B).

Notations. — En principe nous désignons des quaternions de méme norme
par une méme majuscule diversement accentuée, et la norme commune par la
minuscule correspondante

«=N(A)=N(A)=N(A")....

2. Points de vue. — Comme nous venons de le dire, I'arithmétique des
quaternions est étroitement liée 4 la représentation des nombres par une
somme de quatre carrés, et on peut étudier I'une afin de compléter I'autre.

En ce qui concerne I’étude des quaternions entiers; il existe plusieurs points
de vue, d’ailleurs peu différents les uns des autres :

a. Définition a priori du quaternion entier en tant que quaternion d compo-
santes entiéres. Pour de tels quaternions la théorie des diviseurs etdu p.g.c. d.
n’est pas valable dans tous les cas, et il faut étudier spécialement certaine
classe ou le facteur 2 joue un role particulier.

Cette définition, la premiére en date est celle de Lipschitz [10]. Elle a été
reprise par L. E. Dickson [15].

b. Construction d’une arithmétique des quaternions basée, comme I'arith-
métique élémentaire, sur 'existence d’un p. g. c. d. toujours valable. Ainsi



-5 —

procéde Hurwitz [11]; a cet effet il nomme quaternions entiers non seulement
les quaternions a composantes entiéres mais encore ceux dont les composantes
sont des moitiés de nombres impairs.

c. Etude d’un systéme de pseudo-quaternions, ot la définition dé base des
produits unitaires est par exemple

W=— (1=, =1, Jhk=—1Ij=/1,

ou ¢, /, k désignent trois unités permutables circulairement. Une telle défini-
tion donne & la multiplication la presque-commutativité que ne possédent pas
les quaternions, BA = AB1. L’associativité par contre n’existe plus. L’arithmé-
tique obtenue est presque identique a celle des quaternions; I'étude des
produits de deux facteurs y est un peu plus simple [16].

d. Etude des quaternions d’aprés les vues de Cayley sur la théorie des
matrices [6]. Les quaternions entiers sont représentés par des matrices carrées
d’ordre 4 et correspondent a des substitutions linéaires orthogonales de quatre
variables a coefficients entiers.

Nous choisissons le premier point de vue. D’ailleurs nous aurons recours aux
considérations b et d pour étendre ou préciser certains résultats.

3. Divisibilité des quaternions. — La notion de divisibilité de P’arithmétique
s’é¢tend évidemment aux quaternions entiers a condition de distinguer les
diviseurs a droite ou 4 gauche. On obtient ainsi les définitions et propriétés
suivantes :

Un quaternion A est divisible par un scalaire entier m, a la fois a droite et a
gauche, s’il existe un quaternion X tel que

A=mX=Xm.

- Pour cela il faut et il suffit que les quatre composantes de A soient divisibles
par m.

Un quaternion A est divisible & gauche par un quaternion B (ou 4 droite par
un quaternion C) s’il existe un quaternion X (ou Y), qui est alors déterminé,
tel que

A = BX on A=YC.

Pour cela il faut et il suffit que
BA =YN(B)X ou BA divisible par b,

e pe
AC=YN(C) ou AC divisible par c.

En particulier, comme il a ét¢ dit, tout quaternion divise sa norme, et divise
un multiple quelconque de sa norme. Pour qu’un scalaire m soit divisible par un
quaternion A, d droite ou a gauche, ¥l faut et il suffit que m sout divistble par la
norme de A :

m=uagq équivaul a m:A(gK):(qK)A.
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Tout diviseur a droite d'un diviseur & droite est un diviseur a droite. De
méme a gauclie. La divisibilité est unilatéralement transitive.

Les diviseurs scalaires jouant un role particulier, nous allons en indiquer
quelques propriétés. Mais d’abord introduisons deux locutions (analogues a
celles de 'arithmétique des polynomes) :

un quaternion est primitif si ses composantes sont premieres entre elles
dans leur ensemble;

tout quaternion est le produit d'un quaternion primitif par un entier positif
qui est son plus grand diviseur (p. g. d.) scalaire.

Ceci posé :

les diviseurs scalaires d’un quaternion sontles diviseurs de son p. g. d. scalaire.
St un nombre m divise le produit de deux quaternions AB et s’il est premier
avec la norme de l'un, il divise ’autre. En effet m doit diviser

AAB=N(A)(p. ¢. d. scalaire B) B,.

B, étant un quaternion primitif; done m divise le p. g. d. scalaire de B.
De cet énoncé résulte que :

st deux quaternions ont des normes premiéres entre elles, le p. g. d. scalaire de
leur produit est le produit des p. g. d. scalaires des facteurs.

En particulier, le produit de deux quaternions primitifs dont les normes sont
premiéres entre elles est primitif. Il est aisé de voir sur des exemples que la
propriété n’est plus vraie si les normes ne sont pas premiéres entre elles.

4. Quaternions associés. Facteurs. — 1° Un diviseur scalaire d’un quaternion
est défini au produit prés par ==r1. Un diviseur 4 gauche B (ou & droite C) est
défini au produit preés a droite (ou a gauche) par les huit unités J :

BJ (ou JC).

Suivant une locution usuelle d’arithmétique générale, ces huit quaternions
seront dits associés a gauche (ou a droite).

En particulier tout diviseur A admet comme diviseurs impropres (ou
triviaux) :

des deux cotés, les huit unités J;

a gauche, les huit associés a gauche Al;

a droite, les huit associés & droite JA.

Tout autre diviseur dont la norme est comprise entre 1 et N(A), est diviseur
propre.

2° Plus généralement appelons quatérnions assoctés 3 A tous les produits de
la forme JAJ', les unités pouvant étre multipliées a droite et a gauche.
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Si B est diviseur de A (a droite ou 4 gauche), tous les quaternions associés
4 B sont diviseurs d’un quaternion associé a A. En effet

A=BC  équivaut a JAV=JBIJ"(J"CJI").

On peut donc se borner a étudier la divisibilitée d’'un quaternion défini a la
multiplication prés par une unité a droite ou a gauche. Un tel quaternion joint
a tous ses associés sera appelé un facteur. Ainsi les quaternions JAJ', qui sont
au nombre de 32 distincts ou non (¢f. n° 18), constituent le facteur A associé
a A. L’égalité ci-dessus devient

A= ®Be,

ou les facteurs @ et € ne sont d’ailleurs pas complétement indépendants.

Les huit unités forment le facteur unité J. Tout autre facteur a pour
diviseurs impropres lui-méme et le facteur unité. Tout facteur dont la norme
est un nombre premier ne possede aucun diviseur propre.

Si deux quaternions A et A sont conjugués, tous leurs associés sont conju-
gués deux a deux; ils définissent deux facteurs @ et @, encore appelés

conjugués et tels que
aAd -=aJ.

5. Restes des quaternions (modm). — Selon une locution usuelle, deux
quaternions A et B sont congrus ou appartiennent a2 une méme classe suivant
le module scalaire m (entier positif), si leur différence est divisible parm :

A=B (modm) équivaut & A —B=mU.

Les classes ainsi définies s’ajoutent, se retranchent et se multiplient (produit
non-commutatif). La propriété dont nous ferons surtout usage est :

Tous les quaternions d’une méme classe (mod m) ont les mémes diviseurs de
norme m, a droite ou & gauche, st toutefois il en existe.

En effet, avec les précédentes notations
=MX entraine B=M(X — MU),
A=X'M entraine B = (X'— UM )M’

La classe nulle, contenant zéro, est I’ensemble des quaternions multiples
de m.
D’importantes démonstrations de I'arithmétique élémentaire sont basées sur

le fait que, dans toute classe d’entiers (modm), il existe un entier (reste)

— m
2

minimum). Pour les quaternions la propriété analogue est celle-ci :

. ' . m
compris entre zero et m, ou encore compris entre et — (reste absolu

Dans une classe de quaternions (modm), il existe au moins un quaternion R,
que nous appelons reste, dont la norme est au plus égale a m*, I’égalité n’ayant
lieu que si m est pair.
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En effet, parmi tous les quaternions congrus 2 A (modm), considérons le
qusternion R dont les composantes sont les restes minima absolus de celles
de A : chaque composanie de R a une valeur absolue au plus égale a 3;1. La norme
de R est au plus égale a m?; elle n’égale m? que si A est de la forme

\ = -';} C (m pair),

les composantes de C étant toutes impaires.

CHAPITRE 11

DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS.

6. Méthode de décomposition en facteurs premiers. — Nous disons qu’un
quaternion est premier st sa norme est un nombre premier. 11 est nécessairement
primitif et n’a pas de diviseur propre.

Dans ce Chapitre nous étudions d’abord la décomposition des quaternions
primitifs. Nous montrons que tout quaternion primitif A est un produit de
quaternions premiers P dont les normes sont les facteurs premiers de la norme
de A, et nous indiquons le moyen de calculer les diviseurs P a partir de A.
Puis nous étudions les quaternions scalaires et nous montrons qu’ils sont
toujours décomposables en produit de quaternions premiers. De la nous
passons aux quaternions quelconques, eux aussi décomposables.

Il en résulte alors que les quaternions premiers sont les seuls a n’avoir pas
de diviseur propre, ce qui justifie lear nom. Quant a la propriété d’arithmé-
tique élémentaire, & savoir qu'un nombre premier ne peut diviser un produit
de deux entiers sans diviser I'un d’eux, elle n’a pas d’équivalent pour les
quaternions en raison de la non-commutativité de la multiplication.

En fin de Chapitre nous recherchons les quaternions primitifs de norme
donnée, et nous donnons une démonstration du théoréme de Jacobi sur les
sommes de quatre carrés.

Bien entendu la notion de facteur (ensemble de quaternions associés) permet
de simplifier la plupart des énoncés.

Pour étudier la décomposition d’un quaternion primitif A, nous en calcu-
lerons d’abord un diviseur premier & gauche P dont la norme divise celle de A,
c¢’est-a-dire que nous résoudrons I’égalité

A=PQ; = NA)=pqg, N@P)=p.

Examinons en premier lieu le cas de p =2 qui présente des anomalies.

7. Existence d’un diviseur de norme 2. — Si N(A) est double de nombre
impair, A est divisible a gauche (ou a& droite) par un seul des trois quaternions
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de norme 2 .
1+, 1+, 1+4,
et par ses associés.
St N(A) est multiple de 4, A est divisible a droite et a gauche par tous les

quaternions de norme 2.

Remarquons d’abord qu’il n'y a pas de quaternion primitif de norme divisible
par 8.

Le quaternion primitif A et son reste A, (mod2) ont les mémes diviseurs a
gauche de norme 2. Mais leurs normes sont congrues entre elles (mod4) de
sorte que, suivant le cas, la norme de A,, au plus égale & 4 et non nulle, est 2
ou 4.

Dans le premier cas A, est la somme de deux unités, ¢’est donc I’associé d'un
seul des trois quaternions 1417, 147, 1+ £.

Dans le second cas les composantes de A, sont =1, et suivant le module 2,
on peut les prendre positives. A, s’écrit alors

i+ j+hk=+0)(1+7)=((1+/)(1+A)=(1+ k) (1+0).
En résumé, si la norme de A est paire :

N(A)y=£o (mod}), A=+ 0)Qou (14 /)Q ou (1+ £)Q",
N(A)y=o0 (mod4), A=0+0)Q=(1+,)Q =(1+ k) Q"

Notons que si un quaternion a pour norme 2, chacun de ses associés est
simultanément associé a droite et a gauche. Tout diviseur a gauche de norme 2
est aussi diviseur a droite, et inversement.

8. Existence d’un diviseur premier de norme impaire. — Un quaternion pri-
mitif A dont la norme est multiple d’un nombre premier impair p a un diciseur
a gauche (ou a droite) P de norme p et un seul, défini au produit prés a droite
(ou a gauche) par une unité.

Remplacons A par son reste A, suivant le module p. La norme de A,, qui est
encore multiple de p, est inférieure & p* et non nulle puisque A est primitif

A=pQ,+ A,. N(Ay)=pqg.. o< g, < p-

Formons le reste R, de A, suivant le module g, ; sa norme est un multiple ¢,q,
au plus égal 4 ¢;. Mais le quaternion ¢, A, est divisible a droite par R, puisque
(n°3)

Y:Anﬁlz(/onKo:Tz’];P:” (mﬂd(]lf];')-

D’ou, en rassemblant les résultats
N(Ao):]”]n
Ri=4A, (modg,), q2Ao= ARy,
N(Ry) = q19.

N(A:) = pg>,
0<¢:5¢q,.
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Faisons la méme opération sur A,. Nous en déduisons des quaternions R,,
A,, et un nombre ¢, au plus égal 4 ¢,. Ainsi de suite. Aprés 4 opérations nous
ohtenons

NN =paqn. N(AD)
— . 4 h) = PGh+
Rr= Apy (modgs). Grer Ai == AxRy, 0< JhmS In
N(Rz)=¢gnrqn.1. :

Arrétons le calcul lorsque pour la premiere fois ¢,., est égal a I'une de ses
limites, ce quia lieu notamment si g,=1, car le reste de A,_, suivant le
module 1 est nul. :

1° Si ¢, est nul, R, est nul. A,_, est divisible par g, et sa norme pg, est
divisible par ¢;. Le nombre p étant premier, il s’ensuit

qrn=1, Ayp,y=P, N(P)=p.
Eliminons les A; entre les A — 1 premiéres égalités
Q294 - g Ag=PRs—y.. .R:R,.

Le scalaire ¢,¢,.. .g)_,, produit de nombres inférieurs a p, est premier avec
la norme de P; il divise donc le produit des R; de sorte que

Ay=PR,, A =P(R4TPQ,).

Nous avons construit un diviseur de A, a gauche, P de norme p.

Ce diviseur P est unique, au produit prés par une unité a droite. En effet A
et A, ont les mémes diviseurs 4 gauche de norme p, et il en est ainsi pour deux
quaternions successifs quelconques A, et A; a partir de A,. Pour cela
comparons les divisibilités par p des produits XA,_, et XA, :

qu(YAi~1):(KAi>Ri: N(Ri):qqu—l-

¢:+: et la norme de R; sont des nombres premiers avec p : la divisibilité par p est
bien identique pour les deux produits.

2° Si g, était égal a g, ces nombres seraient pairs et R, serait le produit

de leur moitié par un quaternion C de norme 4; de sorte que A,_, serait divi-
2

sible par % et sa norme pg, le serait par %f Ceci entrainerait, p étant premier,

gr==4, Apy=2P, P=C (mod2), N(P)=p.

Mais P admettrait, comme C, un diviseur de norme 2 et la norme p serait
paire. L’hypothése envisagée est impossible.

Note. — La démonstration, basée sur la construction de nombres entiers
décroissants g¢;, est inspirée du raisonnement fait par Lagrange [.2], par une
méthode de descente, pour démontrer le théoréme de Bachet. Nous établissons
plus loin ce théoréme, en prouvant que tout scalaire est la norme d’un
quaternion entier.
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9. Deuxiéme procédé. — Supposons la norme de A égale & pg, et formons le
reste R, de A suivant le module ¢,; la norme de R, est un multiple de ¢, au plus
égal a g, B

R,=A (mod.q,), N(R))=gq.¢.. 0<7.<q,;.
La recherche des diviseurs de A a gauche de norme p équivaut a la recherche
des diviseurs (complémentaires) de A a droite denorme g,, qui sont eux-mémes
les conjugués de diviseurs a gauche de R,. Renouvelons I'opération en
considérant

R,=R, (modgs), N(R)=gsqs.  05q:<q,
et ainsi de suite. Aprés h opérations nous obtenons

R,=Rs; (modgy). N(Bz) = gnqn+1, oS qnasSqn

ou il suffit d’étudier les diviseurs de R, a gauche de norme ¢, pour montrer
I’existence des diviseurs de A de norme p.

Cessons le calcul lorsque pour la premiére fois g, est égal a 'une de ses
limites. Ceci correspond a (n° 5)

Th
R,=o0 ou ’;1(1.

Gra=—0 O0u (Gp.

la norme de C étant égale & 4.
D’une maniére générale supposons

R,= ﬁ;—C,, qi1=qi=0 (mod m)

et montrons que ces conditions s’étendent a I'indice ¢ — 1 :

R, — % Co+a:X,  N(Rei)=N(R)+ g i’zf(xci+ CX) 4+ g2N(X),

X étant entier; ce qui entraine bien

Ri,— 223 Ci_s, qim1 = i1+ partie scalaire (m XC,) 4+ ¢;:N(X)=o0 (modm),

les normes de C; et de (7, étant muliiples de 4.

Or R, est de la forme %lC, et ¢i..» gr sont divisibles par m = g¢,,. En raison-
nant de proche en procﬁe sur R, ..., Ry, Ry, A, nous voyons que ¢, doit
diviser en méme temps 2A, p et ¢, ; il vaut nécessairement 1 si I’on suppose A
primitif et p premier impair. Donc

pr
gr—1, qh+1= 0.
Les diviseurs de R,_, & gauche de norme g,_, existent : ce sont les associés

a gauche. Par conséquent A possede des diviseurs & gauche de norme p. Il en
résulte des égalités de la forme

A =PQ,, R, = Q1Q,, ceey Rh_le;,_iJ,

THESE GASTON BENNRTON. 2
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ou J est une unité. L’¢limination des Q; donne Pexpression du diviseur P
Grigee - Ga P = ARR,. R T,

diviseur unique, au produit prés a droite par une unité J.

Remarques. — 1° Ce procédé de décomposition est plus général que celui du
n° 8, car il ne suppose pas essentiellement p premier. Il suffit en cffet que p,
q. etle p. g. d. scalaire de 2A soient premiers entre eux dans leur ensemble.
Nous reviendrons sur ce point.

2° Changeons l'ordre ou le signe des composantes de A. Les restes
successifs R; subissent la méme permutation ou le méme changement de signe
de leurs composantes. Leurs normes sont les mémes, leur nombre 4 ne
varie pas.

En particulier aux divers quaternions associés a2 A correspond un méme
nombre de restes, A.

10. Décomposition d’un quaternion primitif. — Considérons un quaternion
primitif A ayant pour norme un produit de facteurs premiers rangés dans un
ordre choisi d’avance p, p,p;. ... Nous savons calculer un diviseur a gaucheP,
de norme p,, diviseur unique au produit prés par une unité (sauf cas particulier
relatif au facteur 2), de sorte que

A:P1Q17 N(Q1):P21);;....

A son tour le guaternion Q,, nécessairement primitif, possede un diviseur a
auche P, de norme p,

Qi=P,Q,, A =P;P,Q,, N(Qy)=pa....

V]

Et ainsi de suite jusqu’a épuisement de tous les facteurs p;; le dernier quotient
Q. sera nécessairement un diviseur premier P, de norme p,. Nous aboutissous
au reésultat suivant.

Takorimk. — La norme d'un quaternion primitif A étant décomposée cn
Jfacteurs premiers non nécessairement distincts rangés dans un certain ordre

N(A)=pipops. ..
le quaternion peut étre décomposé en un produit de quaternions premiers
A=P,P,P,...

dont les normes sont respectivement les nombres p,, p., ps, .... La décomvosition est
unique, au produit prés de chaque quaternion par une unité. Toutefois s'il y a
deux normes p, et p, égales a 2, pour la premiére d’entre elles le quaternion
correspondant peut étre remplacé indifféremment par un quaternion quel-
conque de norme 2 (ce qui modifie alors tous les facteurs P; situés entre P, et P,
4 moins que ces deux derniers quaternions ne soient consécutifs).
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L’utilisation des facteurs au lieu des quaternions donne & I’énoncé une forme
plus concise :

A tout arrangement desfacteurs premiers de lanorme d’un facteur primiti f &
correspond une seule décomposition de @ en facteurs premiers de normes
rangées dans le méme ordre

N((‘l):p,[)gpg.... C’(:‘Z’ffg‘?»,”.. N(T,)::])i.

Toutefois s’il y a deux facteurs € de norme 2, le premier d’entre eux peut
étre remplacé par un facteur quelconque de norme 2; il y a alors trois décom-
positions distinctes.

Réciproque. — Un produit de facteurs premuers

D opl opt P p >
AU LoDy, . T

15 Aqeeeto

. N(2)=N())...=p,

dont les normes respectives aux indices sont les nombres premiers impairs distincts
Piy P2y P3ss ---, €st un facteur primitif s'il n’y a pas de facteurs conjugués
consécutifs.

Raisonnons par I’absurde sur le produit 222'®R, en supposant 2% primitif
et 222" non primitif. &' est le facteur situé le plus & gauche qui rende le
produit non primitif. 222’ est alors divisible par la norme commune de €

et @'. Le facteur 2 est divisible 3 droite par €'; étant primitif il n'a qu’un
seul diviseur & droite de norme p, a savoir

L LE‘I
= .

Note. — Hurwitz [11], aprés Lipschitz[10], a énoncé le théoréeme de la décom-
position d’un quaternion primitif; il ’a montré en établissant d’abord la théorie
du p. g. c. d. Dans le présent travail, ce théoréme résulte de la décomposition
effective en facteurs premiers.

11. Décomposition d’un nombre premier scalaire.

TucortMeE. — Tout nombre premier scalaire p estle produitde deux quaternions
conjugués de 8(p + 1) maniéres différentes.

CoroLLAIRE. — Tout scalaire entier est la norme d’un quaternion enticr. Ce qui
equivaut au théoréme de Bachet : tout nombre entier est une somme de quatre
carrés.

Le théoréme est évident pour p =2
e=(14+ I —) =0+ T—))=0+kI.I(1—k).

ou J est une des huit unités.
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Pour un nombre premier impair p nous montrons d’abord 'existence d’un
quaternion primitif de norme divisible par p, donc divisible & gauche par un
guaternion premier P de norme p. Nous considérons ensuite I'ensemble des
multiples du méme quaternion premier

PX (X quaternion entier quelconque)

que nous appelons tdéal a droite de norme p. Nous caractérisons cet ensemble
en y distinguant un quaternion de forme simple, quaternion réduit. La détermi-
nation de tous les quaternions réduits correspondant au nombre premier p
permet de trouver tous les idéaux a droite de norme p, et par suite toutes les
décompositions de p.

12. Ensemble des multiples d’un quaternion premier. — 1° On sait depuis
Euler que, pour tout nombre premier p, la congruence
I+ 2+ y*=o0 (modp)
a au moins une solution z,, y,. (Nous reviendrons plus loin sur I'existence et
la recherche de ces solutions.) Le quaternion primitif correspondant
A=1+4zoj + yok

a sa norme divisible par p, de sorte qu’il existe au moins un quaternion P de
norme p. '

2° Considérons 'ensemble des multiples
PX (X quaternion entier quelconque).

I’ensemble contient la somme ou la différence de deux quelconques de ses
termes et le produit de 'un quelconque par tout quaternion entier. C’est un
tdéal a droite au sens général de ce mot. Cet idéal est principal : il est engendré
par I'un quelconque des huit associés PJ et ne renferme aucun autre quaternion
de norme p. Il contient par ailleurs tout quaternion congru a chacun de ses
termes, il est formé de classes (mod p) :

PX + pX,= P(X + PX,).
Nous allons montrer que :

Parmi les multiples d’un quaternion premier P se trouve un quaternion simple,
ou réduit, dont la partie scalaire vaut 1 et dont l'une des trots autres composantes
est nulle. Si cette composante est 1a seule nulle, elle peutétre choisie arbitrai-
rement, par exemple la seconde.

Il équivaut de dire :

un quaternion premier P est diviseur @ gauche d'un quaternion de l'une des
formes '
1+ ai, 1+ bj + ck.
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Pour définir 'ensemble des multiples choisissons un associé PJ dont la
premiére composante ne soit pas nulle,

P =zy+ 21+ 2of + 23K (zo3Z 0) (mod p).
Si 'un des nombres @,, @, n’est pas nul, nous considérons le multiple
Pl(xy— 1) =Yo+Yof + sk (Yo= & + x}),
Yo, inférieur & p, n’est pas divisible par p et 'inégalité
N(P).(z§ + %) >}

montre que y, ou y; n'est pas nul. Nous avons ainsi un quaternion de
I'ensemble de la forme

Lo 2yl OU Yo+ Yof + Yuk (@oyozZ0) (mod p).

Il suffit de multiplier par 'inverse de la premiére composante z, ou y,, suivant
le module p, pour obtenir un quaternion congru & un quaternion de 'une des

formes
1+ ai, 1+ b + ch.

13. Unicité des quaternions réduits. — Vérifions maintenant que le quater-
nion réduit d'un méme ensemble de multiples est unique (4 un multiple prés
de p). De facon équivalente :

Pour que deux quaternions de l'une des formes
[+ ai, 1+ bj +ck
sotent multiples (a droite) d’'un méme quaternion premier de norme p, il faut et il
suffit qu’ils sotent congrus (mod p).
L.a condition nécessaire et suffisante pour que

1+ b/ + ch=PQ, 1+ b+ c'hk=PQ,
est
(1—bj —ck) (14 &) + ' k)= QPPQ, =0 (mod p),

ceci d’aprés la réciproque de la décomposition d’un quaternion primitif. Cette
condition équivaut a

1+ b6 4 ¢+ (¢! — b i4- (b —b)j+ (' —c)h=0 (mod p),
b=1¥, = (mod p),
en supposant bien entendu la norme de PQ divisible par p.

Comparons de méme un quaternion de la premiére forme a un dela seconde.

La condition
(1—w)(1+bf +chk)y=o (mod p)

est impossible, la partie scalaire du produit valant 1.
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Enfin pour deux quaternions de la premiére forme la condition
{(t—u)(i+dijmi+ad' +{d—aj)yi=o (mod p)

équivaut a leur congruence suivant le module p.
Il'y a donc une correspondance biunivoque entre les quaternions de norme p
ct les quaternions réduits de norme divisible par p.

Pour les quaternions de norme p, la construction des ensembles de multiples se
ramene a la résolution de la congruence

L4 yi4-12=0 {mod p);

a une solution (b, c¢) formée de deux entiers nen nuls (mod p) correspond un
ensemble défini par le quaternion réduit

1+ bf + ck=PQ;

4 une solution comgportant un entier nul (o, @) correspondent trois ensembles
définis par les quatarnions réduits

1+ ai=PQ,, 1+ aj =PyQ,, 1+ ak=P;Q,.
On peut dire encore :

le nombre des quaternions de norme p vaut huit fois le nombre total des solu-
tions des deux congruences (indépendantes)

4 yrt1=0 (mod p),

224 1=0 (mod p).

14. Formation des quaternions réduits. — 1° Etudions d’abord la congruence
x4 yr+1=0 (mod p).

Résoudre cette congruence c’est chercher les décompositions de —1 en
nombres de Gauss [3] :
—1=(x+ yi)(x—y7) (mod p).

Premier cas. p—+1 est multiple de 4. L’entier p n’est pas décomposable,
c’est un nombre de Gauss, premier. 1l y a p* —1 classes (modp) premiéres
avec p engendrées par les puissances de I'une d’elles (racine primitive)

G* (o défini, mod p*—1).

Le conjugué de G* est la puissance G**. La décomposition de —1 est donnée
par I’égalité

G*Grr=G* (mod p)
ou

azl—); (mod p —1).
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On obtient ainsi p + 1 solutions

]/—l)‘!/ +1

x—i—yiz(G : (wmodp; 7 =0, 1, ..., p),
qui sont les puissances impaires de I'une quelconques d’entre elles
L4 yi= (Lo yo i)+ (mod p).
Il est & remarquer qu'aucun des nombres x, y n’est nul.

Deuxiéme cas. p— 1 est multiple de 4. L’entier p est décomposable

p=_(a—+ i) (n— bi).

Les classes (modp) premiéres avec p se déduisent des classes prises suivant les
modules respectifs a+ 67 et a—bi. Pour chacun de ces modules, il v a
p — 1 classes, engendrées par les puissances d’une racine primitive.

Appelons G une racine primitive suivant ie moduie a + bi. Les classes
(mod p) premiéres avec p sont

G=GB (o, B définis, mod p — 1);

et la décomposition de — 1 est donnée par I'égalité

—8 — _
G"GB.GaGSE—IE(GG) * (mod p)
ou
oc—!—,@E]):I (mod p —1).
Posons
oczl)j[ “+7 (mod p—1y), GG'=. (mod p).
}
Nous obtenons les p — 1 solutions
.t
z+yi=(GG) " (GG ) (modp; k=1, 2, ..., p—1).
En considérant les solutions particuliéres correspondant 3 + =1,
X+ yol=— mGGqG, mi41=o0 (mod py,
nous pouvons écrire pour la solution générale
&L= yLT= — I (4 )y ) (mod p).

Nous y retrouvons notamment les puissances impaires de 2, + y,7.
2° A chaque solution @ + yi de la congruence correspond le quaternion
réduit
1-- (2 )0) ) =1+ xf + yk.
Et les formules précédentes en A permettent d’exprimer tous les quaternions
réduits (mod p) & partir de I'un d’eux.
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Sip—1 est multiple de 4, il y a en outre deux quaternions réduits supplé-

mentaires qut sont .
1= md, m*+i1=o (mod p).

Le nombre des quaternions réduits est donc, dans tous les cas,
pHi=(p—1)-+a2.

Le nombre de décompositions annoncé du scalaire premier p vaut bien
8(p—+1).

15. Décomposition d’un quaternion quelconque. — Considérons un quater-
nion quelconque A ayant pour norme un produit de facteurs premiers rangés
dans un ordre choisi d’avance :

N(A)=pipapa. .-, A=mnm,...B, (B prinntif),

ol T, %,... est la décomposition en facteurs premiers du p. g. d. scalaire de A.

Si A est divisible par p,, il admet comme diviseurs &4 gauche les 8(p, + 1)
quaternions de norme p,. Si p,, supposé impair, ne divise pas A, il existe
8 qualernions associés P, de norme p, diviseurs 4 gauche de B et par suite
de A. Enfin si p, égale 2 et que les composantes de A soient toutes impaires,
celles de B le sont aussi et A est divisible a gauche par tous les quaternions de
norme 2. Nous pouvons écrire dans tous les cas

A:P1Q1; N(Q‘):pzps

A son tour Q, est divisible a gauche par certains quaternions de norme p,. Et
ainsi de suite jusqu'a I'épuisement de tous les facteurs p,. Il en résulte que :

Tout quaternion est décomposable en produit de quaternions premiers dont les
normes sont rangées dans un ordre choisi d’avance.

Le nombre des décompositions (définies au produit pres des quaternions par

une unité) est
hihyhy. .., hy=—=1 ou (p+1).

On montre d’ailleurs que ce nombre ne dépend pas de I'ordre des facteurs p,.

Supposons alors, dans la décomposition>de la norme de A, que les facteurs
premiers égaux soient consécutifs, et considérons les décompositions corres-
pondantes du quaternion A. Chacune d’elles comprend nécessairement (réci-
proque du n° 10) deux facteurs conjugués consécutifs, de norme =, par
exemple. Faisons abstraction de ces deux facteurs. Le produit restant est le
quaternion non primitif w,...B et renferme & son tour deux facteurs conjugués
consécutifs de norme =, par exemple. Ainsi de suite jusqu’a I'épuisement des
facteurs du p. g. d. scalaire; le dernier produit est une décomposition du
quaternion primitif B.
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Le nombre des décompositions vaut donc
(7T1+l)(7'f2+ l).. <y

nombre qui doit étre triplé si la norme de B est multiple de 4.
Bien entendu le raisonnement s’applique a la décomposition des scalaires
non premiers, pour lesquels B égale 1.

16. Décomposition en produit de quaternions réduits. — 1° Considérons un
quaternion premier P. Il lui correspond un quaternion rédait U admettant P
comme diviseur a gauche

PQ=1U.
Retrouvons le diviseur P a partir de U en utilisant le procédé du n® 9. Nous

obtenons
g1qs- g P =URBRs. .. Ryt J.

Or les restes successifs R, sont des quaternions réduits de la méme forme
que U. L'unité 3, si elle est differente de 1, a pour double un produit de

quaternions réduits
o) =(1+7J)%.

Par conséquent le quaternion premicr P est décomposable en un produit de
quaternions réduits, a un coefficient scalaire / pres :

{P=UU,U,....

2° Le résultat s’étend immédiatement a tout quaternion non premier A; il
suffit de considérer A comme un produit de quaternions premiers, et ces
derniers comme des produits de quaternions réduits :

Tout quaternion A cst décomposable en un produit de quaternions réduits, a un

coefficient scalaire [ prés
lA :UU1U2U3. “ e

17. Nombre des quaternions de norme n. — Si p est premier, le nombie des
(uaternions de norme p vaut

r(p)=8(p-+r1).

Pour n quelconque, le théoréme du n° 10 et sa réciproque permettent
d’obtenir, sans répétition, tous les quaternions primitifs de norme n par leur
décomposition en facteurs premiers. Cherchons donc d’abord le nombre ¢(n)
des quaternions primitifs de norme n.

1> Appelons p un diviseur premier de n = pn,. Comparons ¢(n) a t(n,).
Si p ne divise pas n,, tout quaternion primitif N, de norme n, engendre r(p)
quaternions primitifs PN, de norme n. Inversement tout quaternion primitif N

THESE GASTON BENNETON. 3
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se décompose en produit PN, de 8 maniéres associées. D’olt
t(n)= ’.—(8& t(n)) = (p—+r1)t(ng).

Si p impair divise n,, et si P, de norme p divise & gauche le quaternion
primitif N,, le produit PN, est primitif a condition que PP, ne soit pas divi-
sible par p, c’est-a-dire que P et P, ne soient pas associés a droite. Inver-
sement tout quaternion primitif N provient ainsi de 8 quaternions N,. D’ol

r(p)

t(n)y= ——S;St(nl) =pt(n,).

. o e . n D . A s N
Si p =2 divise n, sans diviser ‘> P et P, ne doivent pas étre associés 2

droite. Inversement tout quaternion primitif N provient de r(p) = 24 quater-
nions N,, d’ou
r(p)—38

t(n)= =)

t(ny) = %l(nl).

Si %1 est pair, n est multiple de 8 et N est divisible par 2. Par conséquent, m
étant impair
t (2m)=3¢ (m), t(om)=2at(m), t(8m)=o.
La valeur de ¢ (n) se déduit aussitot.

Le nombre des quaternions primitifs de norme n estégal a

t(n):ShnH<I+;—)>:

produit étendu a tous les diviseurs premiers de n, le coefficient £ valant zéro si n

est multiple de 8, valant % si n est quadruple de nombre impair, valant 1 dans
tout autre cas.

2° Le nombre total des quaternions de norme n, primitifs ou non, se déduit
du nombre des quaternions primitifs par I’égalité

r(lz):2t<§>,

somme étendue a tous les carrés ¢* diviseurs de n. Ce nombre est, comme ¢ (n),
une fonction factorable. Si n est exactement divisible par p*(p premierimpair),
le facteur correspondant de ¢ (n) vaut p*+ p*~*, celui de r (n) vaut donc

pr+p*too 4+ p+a,

qui est aussi la somme des diviseurs de p*. Si n est pair, quelle que soit la
puissance de 2 qui divise n, le facteur correspondant de » (n) vaut 3.
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Le nombre total » (n) s’obtient par multiplication et correspond au théoréme
suivant, du a Jacobi [5] :

Le nombre r (n) des quaternions de norme n vaut 8 fois ou 24 fois la somme des
diviseurs impalirs de n, suivant que n est impair ou pair.

18. Nombre des facteurs de norme n. — 1° Examinons d’abord le cas des
facteurs premiers.

Tout facteur premier € de norme p est diviseur a gauche d’un facteur
réduit @ associé a un quaternion réduit A de laforme

A=1+a/+ yh ou A =1+ a2

Inversement, pour que deux facteurs réduits & et &, soient divisibles 4 gauche
par le méme factenr €, il faut et il suffit que

AJA,=o (modp),

J désignant une unité quelconque. Pour cela il faut ct il suffit que les valeurs
absolues des composantes de A et de A, soient respectivement congrues suivant
le module p.

En outre chaque facteur réduit étant primitif n’est divisible que par un seul
facteur de norme p.

Cette correspondance biunivoque entre & et ¢ donne le nombre des facteurs

de norme p : il est égal au nombre total des solutions des deux congruences
(indépendantes)

x4+ )*+1=o0 (modp), 22+ 1=o0 (modp),

. . ., \ . )
solutrons limitées a ’intervalle o, 12—
Le nombre des facteurs premiers de norme p vaut donc

2 +
I/ ou P‘:—’7’
4 4

suivant que p est un multiple de 4 diminué ou augmenté de 1. Il vaut 3 sip
égale 2.

2° Les facteurs de norme composée n ne peuvent étre étudiés aisément &
partir de leur décomposition en facteurs premiers, car ces derniers sont liés
entre eux et leur structure méme intervient.

Pour abréger nous dirons qu’un facteur appartient a la formé 2*+ y*+ 221
si ses composantes sont en valeur absolue distinctes et positives; qu’il appar-
tient 4 22+ y*si deux composantes ont une méme valeur aksolue et qu'une
troisiéme soit nulle, etc.

Tout facteur appartenant 2 22, 22 ou 4 2 comprend 8 quaterrions distincts.
On le voit en considérant par exemple les facteurs de norme 1, 2 ou 4.



— 929 _

Tout facteur appartenant & 2° 4 y* ou 2 x‘l ~+ 2 y? comprend 16 quaternions
distinets; ¢’est le cas des facteurs de norme 5 ou 10.

Tout autre facteur comprend 32 quaternions distincts. On le voit par I'étude
directe des facteurs appartenant a

322, 3xi4 Y, 2x 4y, 2&+ ) 3%, x4 p gl a4 34 5 4 £,
Y J J J 2

ou bien en considérant les normes premiéres 3, 7, 11, 23, 59, 71 qui appar-
tiennent successivement aux formes précédentes et pour lesquelles le nombre
des quaternions 8(p -+ 1) vaut 32 fois celui des facteurs.

Par conséquent, si n n’est ni un carré ni une somme de deux carrés, le
nombre des facteurs de norme n et celui des facteurs primitifs de méme norme

valent respectivement
r(n) t(n)
) ? .
32 32

Sin est représcentable par une somme de deux carrés, nous désignons par
r'(n) le nombre des solutions de I’équation en nombres entiers x*4- y* =n et
par ¢(n) le nombre des solutions primitives de la méme équation. On trouve
que le nombre des factears de norme n et celui des facteurs primitifs valent
respectivement

= rin)-+ 6r'(n)), L ) +6¢(n) (nimpair),
32 / 32

é(r(n)—}-ISI”(/z)), ;(z(n)—l—fit’ n +121’< >> (n pair).

DEUXIEME PARTIE.
UNE ARITHMETIQUE DES BLQUATERNIONS.

CHAPITRE 11I.

CONSTRUCTION DES BIQUATERNIONS.

19. Généralités. — Les quaternions, nombres hypercomplexes d’ordre 4,
possédent essentisllement I'associativité du produit et la propriété multipli-
cative de la norme. Cette seconde propriété, qui correspond a I'identité de
Lagrange, joue l¢ principal role dans I'étude arithmétique des quaternious.

Aussi bien njus chercherons a étendre les résultats uniquement pour les
nombres hyper:omplexes d’ordre n supérieur a 4 qui vérifient la propriété
multiplicative {e la norme (somme des carrés des composantes). Cette exten-
sion suppose nne formule transformant le produit de deux sommes de n carrés
en une seule yomme de n carrés. La formule existe pour n =8, qui est I'iden-
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tité de Brioschi [8]. En outre, un théoréme de Hurwitz[12] démontre I'impossi-
bilité d’une telle formule pour n supérieur a 8.

Retrouvons l'identité de Brioschi et étudions toutes les maniéres possibles
de I’écrire en nombres entiers.

Considérons un nombre hypercomplexe d’ordre 8

A =z, @y, X3, T3, 2, X5, Z,, Z7]

que nous écrivons encore, par abréviation,
A=1|U, V],

U et V étant les quaternions de composantes respectives x,, Z,, ., &, et z,,
Zy, x5, ;. Délinissons comme suit le produit de A par un nombre hyper-

complexe B d’ordre 8
AB= |z, 2 @ @) , z; 2, 2:|.S,

ou S est une matrice carrée d’ordre 8 ayant ces propriétés : les termes de S
dépendent linéairement des composantes de B, les composantes de AB sont
entiéres s’il en est de méme de A et B, la norme de AB est égale au produitdes
normes de A et B.

Chaque ligne de la matrice est une substitution linéaire orthogonale & coef-
ficients entiers des composantes de B : elle contient donc ces composantes une
fois, a I'ordre et au signe prés. Chaque colonne de méme, [a matrice étant
orthogonale.

Or on ne change pas le probleme en permutant les composantes de A ou
celles de AB, c’est-a-dire en permutant les lignes ou les colonnes de lamatrice.
Par de telles permutations, compte tenu de I'orthogonalité de la matrice, faisons
en sorte que les quatre premiers termes de la premiére ligne se retrouvent a
I'ordre et au signe prés dans la premiére moitié des trois lignes suivantes. Ils
figurent alors dans la seconde moitié des quatre derniéres lignes. La matrice S
se partage en quatre matrices orthogonales d’ordre 4, correspondant chacune
a un produit de quaternions.

Les composantes du produit AB sont donc, a 'ordre pres, celles de

(CE + DF, C'F' + D'E’],

ou [C, D] et [E, F| sont respectivement isomorphes de A et B (c’est-a-dire
différent seulement par l'ordre et le signe de leurs composantes), ou les
quaternions C, D, E, F et C/, D', E/, I sont isomorphes deux & deux et sont
écrits a 'ordre prés dans chacun des produits CE, DF, C'F’, D'E".
Il reste a étudier la condition relative aux normes
N(AB) = N(A)N(B) -+ partie scalaire (2CEFD + 2C'F"E'D’).

Cette partie scalaire doit étre nulle quels que soient les quaternions. Les
produits EFD et F/E'D’ sont alors isomorphes, ce qui entraine que EF et F'E/
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soient associés; c’est impossible pour des quaternions quelconques. Il faut
dohe intervertir certains facteurs et choisir I'une des formes

([GCE + kD, UF' + E'D’],

[CE 4 FD, F'C’ + D'I].

Dans la premiére forme les produits EDF et F'D'E’ sont isomorphes, ED
et E'D’ sont associés; de méme DFC et C'F'D’ sont isomorphes, CF et C'F’
sont associés. Dans la seconde forme, I’échange des facteurs revient & écrire les
produits conjugués.

En conclusion, les composantes du produit AB sont, & 'ordre prés, celles de

|CE 4+ FD, 1l 4+ K],

les quaternions H et K, ou leurs conjugués, étant respectivement associés
a CF et ED.

20. Les biquaternions. — Parmi tous les systémes correspondant aux
diverses formules de multiplication, choisissons les nombres hypercomplexes
qui s’apparentent le plus aux quaternions.

Nous supposons d’abord que pour A, B et AB, quatre composantes d’un
méme rang, les quatre premiéres par exemple, correspondent respectivement
aC, E et CE4+FD. Le systeme comprend alors les quaternions comme cas
particulier

X, 0]=X (quaternion X quelconque).

Désignons par D, et Iy les quaternions relatifs aux quatre derniéres compo-
santes de A et B. Les quaternions D et F seront pris non seulement isomorphes,
mais égaux a D, et Iy, ou a leurs conjugués, au signe prés. Les quaternions H
et K seront pris non seulement associés mais égaux 4 CF et ED, ou i leurs
conjugués, au signe pres.

Deux seulemént de ces nouveaux systémes possédent une unité principale 1
telle que Atr=1A =A, quel que soit A. Ils sont définis respectivement par

[C, Dy].|E, F,]=[CE — F,,, ¥,C + D,E],
[C, D,].|E, ¥,] = [CE —F,D,, CF, + ED,].

D’ailleurs on passe d'une formule & l'autre en changeant de signe les trois
derniéres composantes des facteurs et du produit (ce qui revient a changer de
signe les trois derni¢res unités du systéme). Nous choisissons la premicre
formule, parce qu’elle permet également d’obtenir le systéme des quaternions

a partir des nombres complexes ordinaires. Et nous posons la definition
suivante :

Un biquaternion A est un nombre hypercomplexe d’ordre 8 déterminé par
deux quaternions C, D qui jouent des rdles différents

A=|C, D]
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L’addition et la multiplication sont défintes par

A+B=[GD]+([E F]=[C +~ E,D+F]
AB=|(C, D].[E, F] =|[CE —FD, FC + DE].

La régle du produit permet d’établir la table de multiplication des huit unités

de base
1, 4 J, k [o,1], [o0,f], [o,/], [o,k],

que nous désignerons aussi par fo, &y, Zs, U3, 4, Iy, I, I;. Les produits mutuels
s’éerivent
Yo, J]|=—[o, 1]¥' =0, JJ'],
[0,3] 10, 3]=UJ, [0 ¥P=—1,

J et J' étant I'une ou ['autre des quatre premiéres unités, J' étant toutefois
différente de 'unité principale 1.

On voit ainsi que les sept derniéres unités peuvent étre groupées en sept
triades ou la loi de multiplication est vérifiée comme pour les quaternions
unités z, j, k. Ce sont

(s, 15, 33)y  (l1y Uy, T5), (o, Ooy i), (fs 1, 35), (6 0, 0), (6l 1y ), (i3, G, 1'.-,)~

Nous reconnaissons la une propriété des nombres étudiés par Cayley sous le
nom d’octaves [7], eux-mémes utilisés par G. Fontené sous le nom d’octants [13)].
Notre systeme de biquaternions, a 'ordre prés des unités, ne differe pas des
octaves de Cayley.

21. Propriétés algébriques. — 1° Le produit de deux biquaternions A et Best
un biquaternion dont les composantes sont des formes bilinéaires des compo-
santes de A et de B.

Remarquons que deux biquaternions, dont les quatre premiéres ou les quatre
derniéres composantes sont nulles, ont un produit de la méme forme.

Le produit d’'un nombre quelconque de biquaternions se calcule de proche
en proche : on multiplie les deux premiers, on multiplie le résultat par le
troisiéme, et ainsi de suite

ABCD = ((AB)C) D.

La multiplication, distributive par rapport a I’addition, n’est ni commutative,
nt assoctative.

Deux biquaternions ayant méme premiere composante (partie scalaire), et
dont les autres composantes sont opposées deux a deux, sont dits conjugués

A=[E,F], A=[E—F];

leur produit est un nombre scalaire égal 4 leur norme commune, somme des

carrés des composantes 3 o
N(A)=N(A) =AA —AA.
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C’est la un cas particulier de produit commutatif, un autre cas simple étant
le produit de deux biquaternions dont I'un est scalaire.

Rappelons que la norme d'un produit est égale au produit des normes, par
construction méme des biquaternions. Il en résulte qu'un produit est nul
seulement si un des facteurs cst nul (il n’y a pas lieu par conséquent d’étudier

les diviseurs de zéro) :
AB=AB (Ao0) entraine B=D.

Le conjugué d’un produit de deux facteurs est le produit des conjugués
changés d’ordre
AB=BA.

On le veérifie en remplacant chaque facteur par ses quaternions composants.
Cependant le produit CBA n’est pas le conjugué de ABC, la multiplication
n’étant pas associative.

Il y a 16 biquaternions entiers (4 composantes enticres) de norme 1, qui
forment le groupe des unités; elles seront habituellement désignées par )

=+, X, =y, £k X1, =i, £, i

Leurs inverses sont aussi des biquaternions entiers. Le produil par une
unité ) ne change pas la norme.

2° Revenons sur les propriétés de la multiplication, notamment sur I’ asso-
ciativité. Nous allons indiquer des conditions suffisantes simples pour que trois
biquaternions A, B, C vérifient

(AB)C = A (BC).

Tout d’abord il suffit qu'un des biquaternions soit un scalaire, celui-ci
pouvant étre associé 4 un factear quelconque du produit.

Parailleurs, sept triades d’unités suivent la loi de multiplication des quater-
nions unités ¢, j, k, et créent une sorte d’ussociativité partielle. 11 suffit que A,
B, C appartiennent en méme temps au sous-systeme de biquaternions relatif a
I'une des triades; ce qui a lieu, par exemple, si les deuxiéme, troisiéme,
cinquiéme et huitieme composantes sont nulles pour chaque biquaternion.

On trouve encore de nouvelles conditions en remplacant A, B, C par leurs
quaternions composauts, et en étudiant les relations obtenues:

Il suffit que les facteurs extrémes A et C soient égaux et qu’ils aient leurs
quatre premiéres ou derniéres composantes nulles

ABA=A(BA), A=[A".0] ou [o, A].
Ce qui a lieu notamment si A est I'une des seize unités

JBI=J(BJ), N({)=1.
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Il suffit enfin, condition importante, que les deux derniers biquaternions B

et C solent conjugués
ABB =6A, b =N(B).

Autrement dit, deux biquaternions conjugués consécutifs d'un produit peusvent
étre remplacés par leur norme commune

ABBD = bAD, b =N(B).

Remarque. — Observons la gradation des propriétés pour les nombres hyper-
complexes d’ordre 2", chaque systéme d’ordre 2" ¢tant un sous-systéme du
suivant d’ordre 2"+' :

h=1, nombres complexes ordinaires (formant un corps): la multiplication est
commutative el associative;

h= 2, quaternions (formant un corps gauche) : lamultiplication est associative,
non commutative ;

h=3, biquaternions : la multiplication o’est ni commutative, ni associative;

h= 4, la mutiplication ne posséde pas la propriété des normes.

CHAPITRE IV.

LES BIQUATERNIONS ENTIERS.

22. Divistbilité des biquaternions entiers. — Nous appelons biguaternions
entiers ceux dont les composantes sont des nombres entiers. Cherchons-en les
propriétés.

La multiplication n’étant pas en général associative, plusieurs résultats de
I'arithmétique des quaternions ne s’étendent pas directement aux biquaternions.
Une autre difficulté se présente : dans la division d’un quaternion par un entier
scalaire m, la norme du reste est généralement inférieure a m?, et cette
proprieté a donné une méthode de descénte largement utilisée dans les
premiers numéros; or, pour les biquaternions, une définition semblable du-
reste conduit & une norme inférieure seulement & 2m*.

Nous définissons, comme pour les quaternions (n° 3), la divisibilité a droite
ou a gauche, en remarquant toutefois que le produit ABC, s’il est divisible a
droite par C, n’est pas en général divisible 2 gauche par A. Nous obtenons la
méme condition de divisibilité suivante :

Pour que A soit dwisible par B a gauche (ou a droute), il faut et il suffit que BA
(ou AB) sout divisible par la norme de B.
En effet, eu égard a I’associativité des facteurs conjugués,

A=BX  équivauta BA =N(B)X,
A=YC équivaut 2 AC=N(Q)Y.

THESE GASTON BENNETON. 4
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On démontre comme au n° 3 que, si deux biquaternions ont des normes

premiéeres entre elles, le p. g. d. scalaire de leur produit estle produit des p. g. d.
scalaires des facteurs

La notion d’associés 2 gauche (ou a droite) est moins utile, la divisibilité
n’étant pas transitive pour les biquaternions. Toutefois nous conservons la

définition : les associés a gauche de A sont les seize biquaternions AJ, ou J

désigne une unité quelconque. Inversement A est associé 3 AJ puisque A = AJJ.
Mais deux biquaternions associés & un méme troisiéme ne sont pas nécessai-
rement associés.

23. Classes de biquaternions (modm). — Deux biquaternions A et B sont
congrus suivant le module scalaire positif i, si leur différence est divisible

par m
B=A (modm).

Plus généralement nous dirons que A et B appartiennent & une méme classe
suivant le module m s’il existe un nombre entier « premier avec m tel que,
suivant le cas,

B=uA (modm impair),

B=uA—+ -’;EK (mod m pair),

K désignant un biquaternion de norme o ou 8, dont toutes les composantes
sont égales 4 o ou a 1. Ces deux congruences se réduisent d’ailleurs ala seconde,
pour une valeur paire ou impaire de m. La définition est bien réciproque puisque

mo.
A=u'B 4+ 5 K. ' =1 (modm).

Les classes, suivant le module m, s’ajoutent, se retranchent et se multiplient
y p
(produit non associatif). Leur principale propriété est celle-ci :

Tous les biquaternions d’une méme classe (modm) ont les mémes diviseurs de
‘norme m, a droite ou @ gauche, si toutefois il en existe.

En effet appelons M un biquaternion de norme m, et comparons les caractéres
de divisibilité de A et B, a droite par exemple. Si m est pair, toute forme
linéaire des composantes de M dont les coefficients sont tous pairs ou tous
impairs est divisible par 2; le produit KM est donc divisible par 2. Dans tous
les cas nous pouvons écrire

BM = «AM + I—;EKM =uAM (modm).
Si M est diviseur a droite de A, il 'est de B.

La classe nulle, contenanto, est’ensemble des biquaternions divisibles parm,
auxquels il convient d’ajouter, lorsque 2 est pair, tous ceux dont les compo-
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. . . nm . .
santes sont des multiples impairs de -~ Tout biquaternion de la classe nulle

(modm) est divisible a droite et 2 gauche par tous les biquaternions de norme m.

24. Restes des biguaternions (modm). — Considérons un biquaternion A et
prenons les restes minima absolus de ses composantes suivant le module m.
Nous obtenons un biquaternion R de la méme classe que A, dont les compo-

santes ont une valeur absolue au plus égale a i;—l, dont la norme est au plus
égale & 2m*. Nous I'appelons reste de A suivant le module m :
R=A (modm), N(R)<2m?.
La méme opération peut étre faite sur tous les biquaternions d’une méme

classe. Nous allons montrer que,

dans une classe (modm) définie par le biquaternion A, il existe au morns un
biquaternion R, dont la norme est au plus égale @ m*; nous 'appelons reste de la
classe ou moindre reste de A (modm) :

Ro= «A + %LK (mod m), N(Ry) < m2.

1° Supposons m pair. Iin remarquant que u =1 est le seul nombre qui soit
premier avec tous les nombres pairs, nous considérons les deux restes

R=A, K=A+TK (mod ).

Si 2 est une des composantes du premier reste, la composante de méme rang

m . . . om? . oo
du second estz == - -; la somme de leurs carrés est au plus égale a -, I'égalité
o4

. . m < e
n’ayant lieu que si @ vaut o ou - La somme des deux normes est donc infé-
rieure 4 2m*; elle égale 2m* si quatre composantes sont nulles et que les

. m
quatre autres vaillent —--

Un au moins des deux restes R, R' a une norme au plus égale a m*, certainement
inférieure si A est primitif.

2° Supposons m impair. Les puissances de 2 sont les seuls nombres premiers
avec tous Ies nombres impairs. Etudions donc les restes des multiples suivants

de A :
R=A, Ri=24, R Ry=2%A (mod m).

Soient x, z,, ..., x, les valeurs absolues des composantes d’un méme rang
des divers restes. x; est égal & (22)* ou & (m — 22)* suivant que z se trouve

dans lintervalle (o, 17,:-) ou dans (’;f, %) Supposons un instant que x prenne
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toutes les valeurs rationnelles de chaque intervalle, entiéres ou non. A deux

L .m . R .
valeurs de & symétriques par rapport 4 - correspond le méme x,. Le maximum
Nt

o ) . . m m' .
de la somme x* + 2 a donc lieu dans 'intervalle (-4 ; -2—); la somme s’exprime

alors par 2+ (m — 2z)*, trinome du second degré borné supérieurement par
la plus grande des valeurs prises aux limites de I'intervalle : le maximum a
lieu pour x = Z;—

Le raisonnement se poursuit pareillement : & deux valeurs de x, ayant pour

m m N : o 2 2
somme 7 + - correspond la méme valeur de x,. Le maximum de x* + z} + «;

. .\ e ) mom NPT m 3m
a lieu dans la premiére moitié de I'intervalle (73 {;): c’est-a-dire < 0 -8—>
4 2

La somme s’écrit alors
x4 (m—2x)+ (fa — m).

. . . . . .. 3m
Son maximum s'obtient & I’'une des hhmites de Pintervalle, ici =

Par le méme procédé dichotomique, en étudiant la formation des termes, on
aboutit & la borne supérieure de

S=xrt -z ..+ 0y

Les intervalles successifs sont limités par les fractions

m m 3m 2% — (—1)*
Uy == —) 113—-'[:7 Uy == —5—> ey WUy — 3. 0%

8

m,

ol chaque fraction est la moyenne arithmétique des deux précédentes. Par
récurrence on prouve que la somme z est maximum & Pune des limites de
I'intervalle (u,, u,.,) et qu’elle s’écrit alors

m

::1-’—%—4(&— )2—!—4(‘1—-Ig)zwi—...+4°‘(z—ux)-’.

2
La valeur relative & & = u,., est supérieure i celle qu’on obtient pour = u,.
Par conséquent, quel que soit @ et particuliétrement pour z entier, la
somme z est inférieure 4 la valeur qu’elle prendrait pour x = u,. ,, c’est-a-dire,
tous calculs faits,
x-’+.z;’+...+‘1,§<<1+2+ ! 2 )mz.
9 27.(—2)*  108.4%

Nous obtenons notamment
I iz m2,

Ajoutons maintenant les carrés des huit composantes; nous voyons que les
normes de R, R,, ..., R; ont une somme inférieure 2 8m?*. Une au moins des
normes est donc inférieure & m? :

St m est impair, un au moins des huit multiples A, 2 A, 2’ A, ..., 2" A a pour
reste (modm) un biquaternion de norme inférieure a m*.
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Augmentons indéfiniment le nombre «. La norme moyenne

I
oa+1

[N(R) + N(R,) +...+ N(Ry)]

reste inférieure 2 un nombre qui tend vers gm Appelons A le plus petit

exposant vérifiant
2h=1 (modm),

qui est d’ailleurs un diviseur de I'indicateur d’Euler %go(m). La norme de R,
redevient la méme lorsque « augmente d’un multiple de /4. Il s’ensuit que la

. . 8 .
norme moyenne des % prewmiers restes ne dépasse pas ém-‘.

Si h est le plus petit nombre vérifiant 4*=1 (modm impair), un au moins des
h multiples A, 2A, ..., 2" A a pour reste (modm) un biquaternion de norme

P .8 . s o . 8
inférieure a O Le moindre reste de A (modm) a une norme inférieure a §m2.
L

.. . - 8
En particulier si s composantes de A sont nulles, la borne supérieure §m2
. ., 8—s . . . .
s’abaisse 2 —9—m2. Ainsi pour les quaternions, au moins un des h multiples
. e inféri e
donne un reste de norme inféricure & 3™
25. Etude des diviscurs de norme 2. — Le facteur 2 jouit de proprictés
spéciales, celle-ci d’abord :
Tout diviseur @ droite de norme 2 est un diviseur a gauche, ct inversement.
En effet si P est un diviseur de A, & droite, de norme 2, il vérifie

AP =AP =PA

Il
I

[ (mod2),

et est aussi un diviseur 4 gauche.
Considérons un biquaternion A de norme paire. Son moindre reste R (mod2)
a une norme au plus égale & 4. Plusieurs cas se présentent.

1° Si R est nul, les huit composantes de A sont de méme parité. A appartient
a la classe nulle (mod2) et est divisible par tous les biquaternions P de
norme 2; ceux-ci sont au nombre de 16.7.

2° Si la norme de R vaut 2, deux ou six composantes de A sont impaires.
A et R sont divisibles & droite et a gauche par les mémes biquaternions de
norme 2, qui sont les 16 biquaternions associés RJ.

3° Silanorme de R vaut4, c’est que A contient quatre composantes impaires.

Considérons, par exemple, les quatre premiéres ou derniéres composantes
impaires :
R=ti1x,*xix1 ou R=ti*xi+ 4.

5
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Pour que le biquaternion P de norme 2 soit un diviseur de R, il faut et il
suffit que RP soit divisible par 2, ¢’est-a-dire que les deux composantes uni-
taires de P soient en méme temps dans les quatre premiers rangs ou dans les
quatre derniers. R est aloes divisible par 16.3 biquaternions P formant trois
groupes de diviseurs associés.

Comme deuxiéme exemple, prenons

R=ti+i*x{x1 ou R==x=4*xixix

== g,

R est divisible par P a condition que les deux composantes unitaires de P soient
en méme temps dans les premier, troisiéme, sixieme, huitieme rangs, ou en
méme temps dans les quatre autres rangs. R admet 16.3 diwiseurs de norme 2,
plus exactement trois groupes de diviseurs associés.

Le méme raisonnement s’applique aux biquaternions R, et aux complémen-
taires, dont les trois composantes unitaires autres que la premiére forment
'une des triades du n° 20. Ces biquaternions sont au nombre de 16.14.

Tous les autres biquaternions R, au nombre de 16.70, sont indécomposables,
¢’est-a-dire n'admettent aucun diviseur de norme 2.

Vérifions-le en dénombrant les produits de la forme

PP'=A, N(P)=N(P')=2.

Aux 16 biquaternions A divisibles par 2 et aux 16.14 biquaternions A relatifs
aux triades correspondent respectivement

16.7.16 —16%.7, 16.3.16.14 =162.42.

décompositions PP’. Tous les produits possibles PP’ ont été considérés puisque
leur nombre total vaut 16*.7%. Il n’y a donc pas de décomposition en dehors
des précédentes.

26. Décomposition en facteurs. — Nous avons établi pour les quaternions
(n* 8 et 9) deux procédés de décomposition en produit de facteurs. Seul le
second procédé peut étre étendu aux biquaternions, car il n’exige pas I’associa-
tivité du produit; en outre, il est valable pour des facteurs quelconques,
premiers ou non.

Supposons la norme de A égale i gg, et formons un moindre reste R, de A
suivant le module ¢,. La norme de R, est un multiple de ¢, au plus égal a ¢;

R = u1K—|—%1K (modg,), N(R) = q¢1q2

g:= ui g -+ partic scalaire (¢, KA) + 521 N(K), 0S ¢S g,
u, et K ayant la méme signification qu’au n° 24. La recherche des diviseurs
de A 4 gauche de norme g équivaut a la recherche des diviseurs a droite de
norme ¢,, enx-mémes conjugués des diviseurs a gauche de R;.



Renouvelons 'opération en considérant le moindre reste R, de R, suivant le
module ¢,. Et ainsi de suite, jusqu’a

Ry= w;Rpy -+ %" K (modgy), N(Rw) = 92911, 02q11S G

Il suffit en définitive d’étudier les diviseurs de R, 2 gauche de norme ¢,,.
Nous supposons que pour la premiére fois g,., est égal a 'une de ses limites,
ce qui correspond a (n° 24)

qi
RIL: '/2—' C) Yrri—0 oOu ¢
C étant nul ou primitif de norme 4.
D’une maniére générale, écrivons

Ri=- C, Giit = ¢,=0 (mod m),

la norme de C; étant maultiple de 4, et montrons que ces conditions s’étendent
aux indices supérieurs et inférieurs :

— : , m
Ri+1: ui—HRi+ %(K =+ 2‘X) - _2_ Ci*b

R=u R —+ % (K+2Y)= '—;ECZ-_1 (vu; =135 modg,),

2

Qiro=ul , q; +partiescalaire <mui+1 -+ mu; ., XC,—) -+ (]’—4'"1 N(K+2X)=o0 (modm),

qi—1== u.* ¢4+ parlie scalaire (mu: -I% -+ mu, YCL> +%~i N(K+2Y)=o0 (mod m).

Les normes de K+ 2X, K+ 2Y et C; sont en effet multiples de 4 et le
produit KC; est divisible par 2.
Ceci posé, le dernier reste est de la forme

R/,_—_)gc, m=q, N(C)=o ou 4, -

et le scalaire m divise a la fois 2R, ¢, ¢, En raisonnant de proche en proche
sar R,_,, ..., Ry, Ry, A, dans les deux sens, nous voyons que m divise a la
fois 2A, g et g,, et qu’il est le plus grand nombre tel.

En outre, si m est impair, tous les biquaternions C; sont divisibles par 2,

. . 2A . . . .
notamment le premier qui est —r el le dernier C qui est nul. Si m est pair,

tous les C; appartiennent a la méme classe suivant le module 2, comme le
montre I'expression de R..,. Dans les deux cas on peut dire que C estle

. 2A .
moindre reste de —— suivant le module 2.
Le probléme est alors ramené a la recherche des biquaternions de norme m,

I . N~ : .
diviseurs & gauche de - C. Examinons les cas possibles.
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Premicr cas. — Le dernier reste est nul, C=o. Il est divisible par tous les
biquaternions de norme m. Le nombre des décompositionsde A en produit de
facteurs de normes ¢, ¢, est donc égal au nombre des biquaternions de
norme m. Tous les restes R, sont eux-mémes décomposables sous la forme

A:Q(\)U RIZQ, QZ; RS Rh—lzah—xlvl«
ou M est un biquaternion quelconque de norme m. L’¢limination des Q, donne
Pexpression du facteur Q,,

Fae e Y (1/¢Q1 = Mﬁh—t Eh—‘.h . -R—.) R,.
d’out l'on tire 'expression de Q.

Deuxiéme cas. — Si C n’est pas nul, il est primitif de norme 4. Le dernier
m

* o Le

scalaire m est pair. Les diviseurs a gauche de R, dont la norme égale m, véri-

fient nécessairement

reste R, a quatre composantes nulles et les quatre autres égales a

MR,=o0 (modm), MC=o (mod2).

Examinons deux nouveaux cas.

o T . . 7 . .
a. Si - est impair, le reste de M(mod2) est un biquaternion P de norme 2.

Pour que PC soit divisible par 2, il faut et il suffit que M et C aient un diviseur
commun de norme 2.

Si C est indécomposable, il en est de méme de R, et de A.

Si C est décomposable, il est divisible (n° 25) par trois biquaternions P
non associés, lesquels divisent M. En multipliant tous les biquaternions de
norme %l par ces trois biquaternions P, on obtient sans répétition tous les M :
il y a alors trois fois plus de décompositions pour A que de biquaternions de
norme %L

b. Si ~- est pair, il existe des biquaternions M divisibles par 2, et ceux-ci
rendent divisible le produit MC. La décomposition est donc possible. Le
nombre des solutions se calcule moins aisément; notons seulement qu’il

. m
surpasse le nombre des biquaternions de norme - -

La formule donnant Q, est encore valable, 4 condition que M soit remplacé
par les biquaternions appropriés.
Résumons les résultats obtenus.

27. THEOREME. Soit un biquaternion A de norme qq, que Uon cherche a
décomposer en produit de facteurs N ="QQ, de normes respectives q et q,. Sott m
le plus grand nombre scalaire qui divise a la fois 2A, q et g,.
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. 2\,
Le motndre reste C de — (mod2) a pour norme o ou 4.

St C est nul, A est décomposable en autant de produits qu’il y a de biquater-
nwons de norme m. Les facteurs Q et Q, calculables par l'algorithme du n° 26,
sont de la forme

(Qu==MS5,...>,, (g, ) =MS,S,...S,.\,

[ étant un entier scalaire, M un biquaternion quelconque ¢ norme m, et S,,
S,y ..., S, certains biquaternions de normes croissuntes.

St la norme de C vaut 4, A est décomposable d’autant de maniéres qu'il y a de
biquaternions M de norme m rendant le produit MC divistble par 2. Alors, M véri-
Jiant cette condition, les facteurs Q et Q, ont la forme indiquée pour C nul.

Le biguaternion A ne peut étre décomposé en facteurs de normes q et q, dans le
seul cas o m est le double d'un nombre ympair, C étant un biquaternion indécom-
posable de norme 4.

Corollaires. — 1° Si g et ¢, sont premiers entre eux, tout biquaternion A de
norme ¢gg, est décomposable en produit A = QQ, de 16 maniéres.

2° La norme d’un biquaternion quelconque A étant décomposée en produit
de A puissances de nombres premiers distincts, le biquaternion A peut étre
décomposé en produit correspondant de 16"~' maniéres

NA)Y=qiq.- .y, A=0Q,Qs...Qu

3° La norme d’un biquaternion A primitif, supposée non divisible par 4,
étant décomposée en produit de % facteurs premiers non nécessairement
distincts rangés dans un certain ordre, le biquaternion A peut étre décomposé
en produit de (6*~' maniéres

N(A)Y=ppr.. pus A=P,P....P.

4° Les seuls biquaternions indécomposables en produit de facteurs (dont
aucun n’est unitaire) sont :

les biquaternions premiers, dont la norme est un nombre premier,
les biquaternions primitifs ayant pour norme une puissance de 2, et pour
reste (mod2) un biquaternion indécomposable de norme 4.
Exemple :
\=[7.0, 5.3, ». 2,1, o0}
5> Soit A un biquaternion de norme ¢g, indécomposable en facteurs de
normes ¢ et ¢,. En permutant deux composantes convenablement choisies, on
obtient un biquaternion décomposable.
Ainsi
\=|5,6, 3,95, 2, 2,1, 0
est décomposable en deux facteurs de normes quelconques ayant 128 pour
produit.

THEBE GASTG\ BEN\ETON o
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28. Ensemble des multiples d’un biquaternion premier. — Ktant donné un
biquaternion premier P de norme p, ’ensemble de ses multiples

(AW

(AN (X biquaiernion eniier queicongue)

ne constitue plus un idéal : il n’est pas conservé par multiplication a droite par
un biquaternion. Cet ensemble est formé de classes suivant le module p :

uPX 4+ pX,=P(uX+ PX,).

Nous allons montrer (ue, parmi les multiples d’un biquaternion premier P,
se trouve un biquaternion simple, ou réduit, dont la partie scalaire vaut 1 et
dont trois composantes sont nulles. D'une maniére plus précise :

Tout biquaternion premier est diviseur a gauche d’un biquaternion réduit de
l'une des formes

T4 &y 0, U4 Xyle— Xyly, 1420 4 2yl 2+ X5 0,

les deux premiéres formes étant, si I'on veut, des quaternions réduits.
Prenons d’abord le cas particulier d’un biquaternion premier ayant ses
quatre derniéres ou ses quatre premiéres composantes nulles :

P=[P,0), DP'=[o,P]

Le quaternion P est diviseur 4 gauche d’un quaternion réduit U. Il en résulte
que P et P’ sont diviseurs & gauche des deux biquaternions réduits conjugués

U=PrQ, U=P/[o, —Q].
Pour le cas général nous posons
P=[A, B, N(P)y=p.

La norme de A, inférieure & p, premiére avec p, a pour inverse un entier a',
suivant le module p. Ecrivons

WPA= (It’ AA, {LIBA] = (1, «'BA| (modp).
Ce dernier biquaternion réduit admet bien P comme diviseur 4 gauche.
29. Décomposition d’un biquaternion réduit. — Considérons un biquaternion
premier P, diviseur a gauche d’un biquaternion réduit U :
U =P0Q.

Retrouvons P a partir de U, par I'algorithme du n° 26, en utilisant les seuls
restes normaux, sans multiplicateur : c’est ici possible car I'existence des
composantes nulles diminue la norme. Nous obtenons

R,=R._, (modg;), N(R)) = q:iquiss.
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Les restes successifs sont des biquaternions réduits de la méme forme que U.
Leurs normes sont décroissantes puisque

v () (3) - (5) + () <7 s

(sauf peut-étre si ¢; valait 2; mais R, serait un biquaternion réduit de norme 4,
nécessairement indécomposable, contrairement a I’hypothese faite sur U).
La derniére norme non nulle ¢, est donc obligatoirement égale a 1.

Le diviseur a gauche P prend finalement la forme

qgq. . .711_1F = JE/I—!- . Aﬁi EoU.

L’unité J, si elle est différente de 1, a pour double le carré du biquaternion
réduit 1+ J. Le second membre de I'égalité devient un produit de biqua-
ternions réduits.

En remarquant que le calcul peut se faire pour P comme pour P, et que,
d’autre part, tout biquaternion est en général un produit de biquaternions
premiers, nous aboutissons au résultat :

Tout biquaternion premier P est décomposable en produit de biquaternions
réduits, a un coefficient scalaire [ pres,

IP=U,0,U;....

Tout biquaternion A, de norme non divisible par 4, est décomposable en
produits composés de biquaternions réduits, a un coefficient scalaire pres,

ZA:(U1U2U3.. ')(Uk[,T‘_)_ ..). “ee

30. Unicité des biquaternions réduits. — 1° Montrons que le biquaternion
réduit d’un méme ensemble de multiples PX est unigue (2 un multiple pres de la
norme p). Nous représentons le biquaternion P par ses quaternions com-

posants :
P =|[A, Bj, N(Py=p.

Supposons d’abord que I'ensemble des multiples contienne un biquaternion
réduit U de I'une des deux premiéres formes, c’est-a-dire

U=[V, o] = PX,.
Il en résulte
PU=o0, AV=VB=o (modp).

Le quaternion V étant primitif, il faut que les normes de A et B soient divi-
sibles par p. Le biquaternion P a donc ses quatre premiéres ou derniéres

composantes nulles
=|A, o] ou P =0, B|.

Suivant le cas, V est 'unique quaternion réduit divisible 4 gauche par A, ou a
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droite par B. Le biquaternion U est bien déterminé d’une maniére unique 2
partir de P, 3 un multiple presde p
Supposons maintenant (ue le hiquaternion réduit U soit de la troisicme
forme, c'est-a-dire
U==1, V] = PX,.
Il en résulte
PU = o, A+BV=B— VA =0 (modp ).

Aucun des quaternions A ou B n’est congru a zéro, car I'autre le serait éga-
lement, ce qui est impossible. La norme de A est donc premiére avec p et a
pour inverse un entier @’. Nous obtenons

a'N(A) =1, VAA = BA, V=4'BA (modp).

L’expression de V, et celle de U, sont alors définies en fonction de P, 3 un
multiple prés de la norme p.

2° La propriété d'unicité établit unc correspondance entre les biquaternions
de norme p et les biquaternions réduits de norme divisible par p. A tout biqua-
ternion réduit de 'une des trois formes, c’est-a-dire a toute solution d’une
certaine congruence suivant le module p, correspondent 16 biquaternions
premiers. Cependant & un biquaternion réduit de norme 4, nécessairement
indécomposable, ne correspond aucun biquaternion de norme 2. D’ols I'énonceé
relatif aux normes impaires :

Le nombre des biquaternions de norme p premier impair vaut 16 fois le
nombre total des solutions des trois congruences indépendantes

2yl Pt 41=0 (modp),
x4 yr+1=0 (modp),
LT =0 (mod p).

Ces nombres de solutions résultent d'ailleurs de formules plus générales
établies par V.-A. Lebesgue [9)]. Etudions la premiére congruence en partant
de la seconde :

Si p — 1 est multiple de 4, les congruences

X yi=m, S =m/ (modp)

ont chacune p —1 solutions. Toutefois si m est nul, ou »/, le nombre des
solutions devient 2p — 1. En faisant m + n'= — 1, nous obtenons le nombre

cherché
(p—2)(p—1)+a(p—1)(2p—1)=p —p.

Si p+ 1 est multiple de 4, nous avons respectivement comme nombres de
solutions p 41 et 1, au lieu de p —1 et 2p — 1. Le nombre cherché reste le
méme.
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Le nombre total vaut dans les deux cas

16(p'—p) +16(p + 1) =16(p"+1).
Le nombre des biquaternions de norme p premier impazir est

r(p)=16(p*+1).

31. Nombre des biquaternions de norme n. — Ce nombre vient d’étre calculé
pour n premier.

Pour n quelconque, nous suivons une méthode semblable a celle dun°17, en
recherchant d’abord les biquaternions primitifs de norme n. Nous utilisons le
théoréme du n° 27 et son corollaire 3°.

1° Cherchons le nombre z(n) des biquaternions primitifs de norme impaire
donnée p. Appelons pun diviseur premier de n = pn,, et comparons t(r)at(n,).

Si p ne divise pasn,, tout biquaternion primitif N, de norme ~, engendre r(p)
biquaternions primitifs PN, de norme n. Inversement tout biquaternion pri-
mitif N se décompose en produit PN, de 16 maniéres. D’on

,.(p)i(Rl):(])=+l)l(nl)-

t(n)—= 6

Si p divise n,, tout biquaternion primitif N, est divisible a gauche par
16 biquaternions P, de norme p. Le produit PN, n’est primitif que si P n’est
pas diviseur a gauche de N,, c’est-a-dire si P n’est égal 4 aucun des 16 biqua-

ternions P,. Inversement tout biquaternion primitif N provient ainsi de
16 biquaternions N,. D'ou

{(n)= L(—p—)lz;—ﬁt(n,):p"t(lq).

Il en résulte que le nombre des biquaternions primiti fs de norme impaire nvaut

/(n):16n"11<1+;:;>,

produit étendu a tous les diviseurs premiers de n.

2° Le nombre total des biquaternions de norme n se déduit du nombre des
biquaternions primitifs par I'égalité

7.(11):2)5(%%),

somme étendue i tous les carrés 2* diviseurs de n. Ce nombre est, comme 7 (n),
une fonction factorable (n° 27, corollaire 2°). Si » impair est exactement divi-
sible par p* (p premier), le facteur correspondant de t(n) vaut p**— p*'*—*';
celui de 7(n) vaut donc

PEAPIT Pt i,
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qui est aussi la somme des cubes des diviseurs de p*. Par multiplication on
obtient le nombre »(n), ce qui démontre le second théoreme de Jacobi [3]:

e nombre des biquaicranions de norme im

cubes des diciseurs de n.

[ R S R S,
nvaud a(‘(cc_/r i3 G SOIiiie

3* Le diviseur premier p==2 cxige une étude spéciale; la structure des
biquaternions y intervient comme au n° 25.

Rappelons d’abord qu’il y a 16.5 biquaternions de norme 2.

Cherchons le nombre ¢(n) des biquaternions primitifs de norme n=2n, a
partir de ¢(n,). Les lettres P, P’, P, désignent ci-aprés des biquaternions de
norme 2.

Si n est double de nombre impair, N = PN, donne aussitot

t(n)y= C£~g—)t(nJ Yy=r7t(n).

Si n est quadruple de nombre impair, chaque bhiquaternion N, de norme 7,
est divisible & gauche par 16 biquaternions P,. Le produit PN, est primitif si P
n’est égal & aucun des seize P,. Inversement tout biquaternion N primitif et
décomposable provient ainsi de 16.3 biquaternions N,. Le nombre des biqua-
ternions primitifs N admettant un diviseur de norme 2 est donc

r(2)-—16

. t(n,)=21(n).
3.16 (7.) VL

Le nombre des biquaternions indécomposables est quadruple, c’est-a-dire
vaut 8z(n,). En effet, dans un biquaternion N ayant quatre composantes paires
et quatre impaires, permutons les composantes inégales de toutes les maniéres
possibles. Puis fixons arbitrairement le rang des composantes paires. A ce
choix correspond un certain nombre de permutations (égal au nombre de
permutations des composantes paires multiplié par celuir des composantes
impaires). A tout autre choix correspond un nombre égal de permutations. Or
il'y a 70 maniéres de choisir la parité des composantes : 14 manieres conduisent
a des biquaternions décomposables, 56 4 des biquaternions indécomposables.

Supposons enfin » multiple de 8 ¢t considérons tous les produits PN, pri-
mitifs Désignons par «(n) le nombre des biquaternions primitifs de norme n
ayant quatre composantes impaires et admettant un diviseur de norme 2,
par ¢(n) le nombre des biquaternions primitifs 3 composantes toutes impaires :

tn)=>5u(n)+v(n).

Tout biguaternion N, primitif de norme n,, ayant quatre composantes impaires
et admettant un diviseur de norme 2, est divisible 4 gauche par 16.3 biqua-
ternions P, ; il donne 16.4 produits primitifs PN, le biquaternion P devant étre
distinet de P,. fout biquaternion N, primitif, sans diviseur de norme -,
multiplie par un biquaternion P quelconque, engendre 16.7 produits primitifs.
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Enfin tout biquaternion N, a composantes impaires donne un produit divisible
par 2. Inversemecat, tout biquaternion de norme n ayant quatre composantes
impaires et admettant un diviseur de norme 2 se¢ décompose en produit PN,
de 16.3 maniéres; tout biquaternion de norme n a composantes impaires se
décompose en produit de 16.7 maniéres. Il en résulte I’égalité

16.hu(ny) +16.7.4u(n)=16.3u(n)+16.7¢(n).

En particulier tout biquaternion de norme n 2 composantes impaires se décom-
pose en un produit P'N, ou P’ a ses deux premiéres composantes unitaires et
les six autres nulles. Alors N’ doit avoir ses deux premieres composantes de
parités contraires, ainsi que les suivantes deux 4 deux; ce qui correspond i
16 maniéres de choisir la parité des composantes, sur un total de 70 maniéres.
Le nombre des biquaternions N/, égal a ¢(n), vaut donc

c!(n):5u(nt).i—§‘

70

Nous obtenons ainsi
u(n)y=8u(n,)=17yv(n), t(n)=136¢(n).
D’ou I’énoncé :
Le nombre des biquaternions primitifs de norme n est égal a

l(ll):lﬁhn"[](l—{-—;f—: ),

/

produit étendu a tous les diviseurs premiers de n, le coefficient h valant g pour

. . 35 . .
n double de nombre impair, valant 5, pour n quadruple de nombre impair,
valant 1 dans tout autre cas.

St n est multiple de 4, le nombre des biquaternions primitifs ayant seulement
quatre composantes impatires vaul

I

St n est multiple de 8, le nombre des biquaternions primitifs a composantes
toutes impaires vaut
G (e 5)
nd I+ — ).
9 11 o)

4° Comme au »*, dénombrons les biquaternions de norme n, primitifs ou non,
oy, - n ,
en considérant les diviseurs de la forme ;- D’une part, 7 supposé exactement

divisible par 2%, le facteur corvespondant de (n) est, selon la parité de o,

8* 82—t + B jo 41 ou 8- 8* =t 4 87+ 824 7,
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c’est-a-dire dans les deux cas
84 8%t 48 - 82+ 8 —1I.

D’autre part, le nombre des biquaternions a composantes impaires vaut la
somme des cubes des diviseurs impairs de » multipliée par

a.S’.(I—{— l\zg’
9 / 2

il est donc égal a la demi-somme des cubes des diviseurs de ndont les diviseurs
conjugués sont impairs.
D’oui la conelusion :

Le nombre des biquaternions de norme n vaut 16 fois 'excés de la somme des
cubes des diviseurs pairs de n sur la sonune des cubes des diviseurs impairs.

La norme n supposée multiple de 4, le nombre des biquaternions ayant seulement
quatre composantes impaires est égal a —: Jous la somme des cubes des diviseurs
de n dont les conjugués sont impairs.

L.a norme n supposée multiple de 8, le nombre des biquaternions a composantes

toutes impaires est égal a la demi-somme des cubes des diviseurs de n dont les
COMjugués Sont imparrs.

32. Note sur les biquaternions a composantes positives distinctes. — Le calcul
donne les résultats suivants concernant les normes :

Tous les nombres entiers naturels, 4 exception de
, 2, 3. 4 5, 6, 9, 9, 1o, 12, 13. 15, 18, ur,

sont représentables par une somme de huit carrés positifs; ils correspondent,
si 'on veut, a des biquaternions a composantes positives.

Tous les nombres entiers suffisamment grands sont représentables par une
somme de huit carrés positifs distincts. Les nombres naturels qui ne peuvent
étre représentés de cette maniére sont au nombre de 305, dont les plus grands
sont 406, 418, 462.

Tous les iombres naturels sont des sommes de huit carrés premiers entre
eux dans leur ensemble et correspondent ainsi & des biquaternions primitifs.

La suite des nombres représentables par une somme de huit carrés positifs
distincts est identique a la suite des nombres représentables par une somme
de huit carrés positifs distincts premiers entre eux dans leur ensemble. Tous
les nombres naturels, excepté 305 nombres, peuvent étre considérés comme
des normes de biquaternions primitifs & composantes positives distinctes.




Vu et approuvé :
Paris, le 9 juin 1943.
Le DoveN pE LA FAcULTE DEs ScIENCES,
PavL. MONTEL.

Vu et permis ltl’imprii?zer :
Paris, le g juin 1943.
LE RECTEUR DE L'AcCADEMIE DE Panmis,
GiuBert GIDEL.



