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INTRODUCTION

Par définition, il y a choc, à un instant, dans le problème des trois corps si une ou plusieurs
distances mutuelles s'annulent à cet instant. A partir de conditions initiales réelles, le choc est réel
ou imaginaire suivant que les projections sur les axes de coordonnées des distances qui s'annulent
sont nulles ou non en même temps que ces distances. Parmi les chocs imaginaires, le choc simple, le
choc double et le choc triple correspondent aux cas où une, deux ou trois distances mutuelles s'annulent
mais non leurs projections sur les axes de coordonnées. Dans un choc, les conditions d'application du
théorème de Cauchy Picard sur l'existence des intégrales holomorphes du système d'équations diffé-
rentielles du mouvement ne sont plus satisfaites : les chocs correspondent à des points singuliers des
solutions de ces équations. MM. Sundman et Levi-Civita ont régularisé ce système différentiel, et, en
un choc réel et simple, M. Chazy l'a ramené à un système de forme classique qui généralise le système
à partir duquel Poincaré a défini les nœuds, les cols et les foyers. L'étude des chocs réels a fait l'objet
d'importants travaux dont nous donnons les résultats principaux pour les comparer aux résultats que
nous obtenons dans l'étude des chocs imaginaires.

M. Sundman (1) a démontré que dans le choc réel de deux corps, la droite joignant ces deux
corps tend* vers une position limite ; au voisinage de l'instant du choc, soit t = tOj les coordonnées carté-

i

siennes des trois corps sont représentées par des séries entières en (t — tQ)3 qui dépendent au total de
dix constantes arbitraires, si le mouvement est rapporté au centre de gravité, et qui permettent de
définir un prolongement analytique du mouvement au delà de l'instant du choc. La solution générale
dépendant de douze constantes arbitraires, un mouvement des trois corps qui aboutit à un choc réel
de deux d'entre eux satisfait à deux conditions qui ont été étudiées par Painlevé et par MM. Biscon-
cini (2), Ghazy (3), Kiveliovitch (4) et Rosenblatt (5). Painlevé et M. Chazy ont démontré que ces
conditions sont transcendantes et non algébriques par rapport aux coordonnées et vitesses initiales, et
même par rapport aux vitesses seules.

M. Sundman (6) a étudié d'autre part le choc réel des trois corps, et a démontré que ce choc ne se

(1) Acia Mathematica, t. 36, p. 105-179,
(2) Acia Mathematica, t. 42, 1920, p. 99-144.
(3) Bulletin astronomique, t. 35,1918, p. 321-389 ; Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, t. 56, 1932, p, 79-104.
(4) Bulletin astronomique, t. 7, 1931, p. 75-127.
(5) Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, t. 52, 1928.
(6) Loc. cit.
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présente que si le vecteur des aires dans le mouvement autour du centre de gravité est nul ; par suite
le mouvement est plan ou rectiligne. La figure des trois corps tend quant à la forme, soit versie triangle
équilatéral de Lagrange, soit vers la configuration d'Euler. M. Chazy (1) a démontré qu'au voisinage
de l'instant du choc, soit t = £0, l'orientation de la figure des trois corps tend aussi vers une limite, et
que les neuf coordonnées cartésiennes sont développables en séries ordonnées suivant des puissances

2

croissantes du temps t, dont les premiers termes sont en (t — t0)^ pour une direction arbitraire des
axes et dont les exposants dépendent en général des rapports des masses. Dans le cas du triangle
équilatéral, le mouvement des trois corps supposé plan doit satisfaire à trois conditions dont Tune est
la nullité de la constante des aires.

L'existence des chocs imaginaires a été considérée pour la première fois en 1913 par M. Chazy (2)
qui a constaté que les équations différentielles cartésiennes du problème des trois corps sont satis-

î

faites si Ton substitue aux coordonnées des développements en séries entières en (t — /0)^ convergents
et dépendant de douze paramètres arbitraires. L'une des distances mutuelles s'annule tandis que ses
projections sur les axes de coordonnées ne sont pas nulles.

L'intérêt de ces chocs imaginaires est en évidence dans le problème des deux corps. Considérons
les équations classiques du mouvement elliptique :

x = a(cos u — e), y = a y/1 — e2 sin K, r = a(ï — e cos w),

u — e sin u = n(t — t0) = Ç.

Toute fonction de u dépend de e et de Ç et peut s'exj>rimer par un développement en série procé-
dant suivant les puissances entières de e dont les coefficients sont des fonctions de Ç. Cette série cesse
d'être convergente lorsque u cesse d'être une fonction holomorphe de e, c'est-à-dire pour les valeurs
imaginaires ux de u satisfaisant à l'équation

1 — e cos ux — 0.

Désignons par tx la valeur du temps correspondant à une telle valeur ux ; en développant le pre-
mier membre de l'équation de Kepler suivant les puissances de (u — ux) nous tirons :

e sin

Par inversion, (u — ux) et par suite #, y% r, s'expriment en séries entières en (t -— tx)
%. Ainsi, les

valeurs de u qui limitent le développement de ces fonctions suivant les puissances de e sont également
celles pour lesquelles se produit un choc imaginaire. Or, l'on sait que plusieurs de ces développements
sont classiques et importants. Comme l'écrit M. Chazy (3) « ce rapprochement montre comment la
considération des valeurs complexes d'une variable qui ne semble pas au premier abord devoir conduire
à une application pratique, peut avoir des conséquences lointaines et donner des renseignements sur
les circonstances et l'allure d'un mouvement ».

(1) Bulletin astronomique, t. 35, 1918, p. 321-389. Voir également H. BLOCK [Ark. for Math. Astr.9 t . 5, 1909).
(2) Comptes rendus, t. 157, 1913, p. 1398.
(3) Notice sur ses travaux scientifiques (1935).
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M. Belorizky (1) en 1933 et M. Uno (2) en 1935 ont retrouvé les résultats de M. Chazy dans le cas
du choc imaginaire simple. M. Uno a étudié également le choc imaginaire double et a signalé qu'il y
aurait intérêt à étudier le choc triple. En 1939, M. Belorizky (3) a repris Fétude du choc double et a
étudié le choc triple ; enfin, en 1941, M. Belorizky (4) a mis en évidence le choc de deuxième espèce :
deux distances s'annulent, mais non leurs projections sur les axes de coordonnées, et d'autre part,
la troisième distance et ses projections s'annulent.

Nous nous proposons, par l'emploi d'une méthode simple et rigoureuse, de présenter une étude
systématique des chocs imaginaires. Prenons d'abord pour variable indépendante une distance mutuelle
qui s'annule, soit r, et transformons le système différentiel classique en fonction de r, des six coordon-

dXi
nées Xi et des six dérivées -y2. Par plusieurs changements de variables successifs, nous formons un

nouveau système différentiel comportant l'égalité de rapports dont les numérateurs sont les différen-
tielles des nouvelles variables et dont les dénominateurs sont holomorphes et nuls pour r nul et pour
des valeurs convenablement choisies des autres variables définissant une multiplicité singulière. Selon
le nombre des racines positives, négatives et nulles de l'équation caractéristique, nous appliquons le
théorème fondamental que M. Chazy (5) a obtenu par extension des résultats classiques de Poincaré
relatifs aux noeuds, cols et foyers et aux lignes de nœuds, de cols et de foyers.

L'application de ce théorème fondamental à l'étude des chocs imaginaires nous a permis de pré-
ciser la forme des développements des coordonnées, la présence ou l'absence de logarithmes dans les
développements et le nombre de constantes arbitraires dont ils dépendent au total. Les résultats acquis
dans le problème général des trois corps sont encore valables dans le problème restreint. Mais en raison
de Pimportance de ce dernier problème en Mécanique Céleste, nous avons donné une étude directe et
sommaire des chocs imaginaires simple et double en rapportant le mouvement de la masse nulle aux
axes mobiles.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus dans l'étude des chocs réels et imaginaires, en
supposant toujours le mouvement rapporté au centre de gravité du système des trois corps, de sorte
que la solution générale dépend de douze constantes arbitraires :

NATURE DU CHOC

Choc réel de 2 corps
Choc triple réel

Choc imaginaire simple

Choc imaginaire double

Choc imaginaire triple

Choc imaginaire de deuxième espèce

LES DÉVELOPPEMENTS
SONT DES SÉRIES ENTIÈRES EN

1
t*

les exposants dépendent en général
des rapports des masses

i
t2

i

i i
t2 et t* log t

i i
t3 et t^log t

NOMBRE DE CONSTANTES ARBITRAIRES

10
5

12

10

10

10

(1) Journal des Observateurs, vol. XVI, p. 207, remarque.
(2) Annali di Matematica, t. XIV, 1935.
(3) Comptes rendus, t. 208,1939, p. 558-560 et p. 966-969.
(4) Comptes rendus, t. 213, 1941, p. 558-560.
(5) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 56, 1932.
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L'instant du choc est donc un point critique algébrique dans un choc réel de deux corps et dans
un choc imaginaire simple ou double et c'est un point critique transcendant dans un choc triple réel
ou imaginaire et dans un choc de deuxième espèce.

La deuxième partie de notre travail est consacrée à l'étude du mouvement d'un point matériel
attiré par deux centres fixes. Nous appliquons la transformation de Sundman au système différentiel
du mouvement et nous retrouvons les formules d'intégration classiques. A partir de ces formules nous
mettons en évidence les conditions de périodicité du mouvement dans l'espace et l'instabilité des solu-
tions périodiques du problème.

Dans la troisième partie, nous avons étudié les solutions du problème des trois corps que Poincaré
appelle solutions périodiques de deuxième espèce (1). Soient trois corps de masses m0, m1? m2 ; soit m2

la masse principale, et posons m0 — sM0, mx — zMx ; Mo et Mx étant des quantités finies. Poincaré consi-
dère pour e assez petit des orbites décrites autour de la masse m2 par les masses m0 et mx et qui com-
portent des approches ou des chocs de ces deux masses. Pour s nul chaque masse m0, mx décrit deux
ou plusieurs ellipses et les solutions considérées par Poincaré se réduisent, à la limite, à ces ellipses.
Les solutions périodiques de deuxième espèce sont parmi les solutions ainsi considérées celles qui sont
périodiques.

Pour étudier l'orbite au voisinage d'un choc de deux corps de masses m0 et mx nous utilisons les
variables de Sundman qui ont l'avantage d'être simples, et nous établissons les formules de récurrence
donnant les coefficients des développements de ces variables suivant les puissances de la variable
indépendante u définie par la relation dt = rdu. L'étude des propriétés de ces coefficients nous a permis
de retrouver des résultats déjà énoncés par MM. Chazy et Kiveliovitch et nous avons déduit également
des résultats nouveaux :

1° A l'instant du choc le plan osculateur à la trajectoire relative de la masse m1 par rapport à la
masse m0 contient la troisième masse m%.

2° A l'instant du choc cette trajectoire relative présente un point de rebroussement de deuxième
espèce dans le cas du problème plan des trois corps.

3° Si les masses m0 et m1 qui se choquent sont infiniment petites les coordonnées relatives x, y, z
de la masse mx par rapport à la masse m0 sont de la forme :

X = eP(B) + C*I(U), y - eP(ll) + e4l(a), Z = eP(») + £4I(W),

où P(w) et ï(u) sont des séries entières en u convergentes et contenant seulement des termes pairs ou
seulement des termes impairs.

A partir de ces développements et à l'approximation admise par Poincaré nous construisons
des orbites à chocs pour s infiniment petit. Cette construction est arbitraire parce que nous supposons
avec Poincaré l'existence d'une sphère d'activité hors de laquelle les deux petites masses sont sans
action mutuelle. Nous montrons rigoureusement qu'il n'existe pas, pour de petites valeurs de s, des
solutions périodiques se réduisant, pour e nul, à des solutions périodiques où les trajectoires de chaque
petit corps sont représentées par deux ou plusieurs ellipses. Nous concluons à l'inexistence des solutions
périodiques de deuxième espèce telles qu'elles sont définies par Poincaré.

L'étude des solutions périodiques dans le problème des trois corps a pour point de départ des
solutions périodiques connues : soient les solutions de Lagrange, soient les solutions correspondant

(1) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. III, 1899, p. 362-371.
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à une valeur nulle du paramètre s. Or, de l'existence de solutions périodiques pour s = 0, ces solutions
étant représentées par deux ellipses qui se coupent et le mouvement étant périodique, nous ne pou-
vons pas déduire l'existence de solutions périodiques, avec chocs ou sans chocs, pour de petites valeurs
du paramètre e par l'application du théorème fondamental de Poincaré sur les intégrales infiniment
voisines. Par conséquent, il ne nous a pas été possible de mettre en évidence l'existence de nouvelles
solutions périodiques du problème des trois corps.

Le sujet de ce travail m'a été proposé par M. Chazy qui, dans la rédaction, m'a souvent aussi
donné des encouragements précieux et a toujours accueilli mes résultats avec bienveillance. Qu'il me
soit permis de lui adresser ici le témoignage de ma plus vive gratitude. Je dois également remercier
M. Picart et M. Rougier, Directeurs successifs de l'Observatoire de Bordeaux, qui m'ont toujours
donné toutes les facilités pour accroître mes connaissances et qui ont bien voulu s'intéresser à mon
travail.





PREMIÈRE PARTIE

CHOCS IMAGINAIRES

CHAPITRE PREMIER

CHOC IMAGINAIRE SIMPLE

Définition. — Soient trois corps de masses mx, m2, m3 dont les distances sont respectivement

m*

n, ' g —*m2

II existe entre ces trois corps un choc imaginaire simple si une distance, r par exemple, s'annule sans
que ses projections sur les axes de coordonnées soient nulles.

Équations différentielles du problème des trois corps. — Désignons par xu x2, xz les coordon-
nées de la masse m2 par rapport à la masse mx, par #4, #5, xQ les coordonnées de la masse m3 par
rapport au centre de gravité G des masses mx, m2 et par K la constante des forces vives.

Posons :

M = m, + m» + 7n3, X = ^—>
1 3 3î m + m2

mx + m2

H-m2)

r\ = (#4 —

M _ m x +
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Le mouvement des trois corps est défini par les six équations

(I)

* »

TO8)

^ = - M (^ + ^

* * =» _ M (^ + £) ^ + XuM ( i - ^ ^

Les six équations différentielles (I) admettent l'intégrale des forces vives

dXAl 4- h [(dX*Y 4- (dX*Y 4- (dX i 4- l 1 - K

1- Premier changement de variables. — Prenons pour variable la distance r qui s'annule au lieu
du temps t et posons :

"5F
dx*

dr
dx&
dr dr

Nous aurons ainsi douze variables :

et

dont nous calculerons les dérivées par rapport à r. Nous obtiendrons entre ces douze variables un sys-
tème différentiel S d'ordre 12 :

(S)
dr dxx

r ~~rïh
(£==1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) .

Les dénominateurs de ces rapports s'expriment en fonction des dérivées secondes des variables xt

données par le système (I) et ils contiennent la quantité ( J~ ) que nous tirerons de l'équation des forces

vives. Si nous posons :
A = g(y\ + 2/1 + yl) + Myt + yi + y\),

B = 2M ["— + — + — 1 + Kr,

l'intégrale des forces vives se transforme en une équation dont on déduit immédiatement :

y A
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X Système différentiel Zt. — Posons :

E == [ ( + ) + ( + )Z\ +m2) + m3 (~
 + Fl

° = vî + 2/1 + vl

Le système différentiel S exprimé en fonction des variables r, x^ yi se transforme en un système
différentiel Sx :

dr dxx dx% dxB dx± dx5 dx6

2/i —

lij _ _ _

* -

Af
02/1 + B L"~

AT
^2/2 "T" D 1

, Af

(«1 +

(«1 +

+ ÉC-

, Ar+ g[-

^1 2 J_

T

\XZ 2

- v^4 r2 + &Ejr2 — ï/4E]

^2/5

3 — y tE 1

•-*.]
2 — 2 / 3 E ]

A
g

3. Second changement de variables. — Le second changement de variables que nous allons
1effectuer a pour but d'éliminer le facteur - des dénominateurs correspondant aux différentielles dyt,

dy2i dyz. A cet effet, définissons trois nouvelles variables %, za>
 zz a u moyen des équations :

Les nouvelles variables seront donc :

#i> #2> xzi Xfr x& ^e e t zi> zzi 23> H, H* H

et il existe entre elles deux relations obtenues à partir de l'expression de r en fonction des coordonnées
xu x2i xz et de sa dérivée par rapport à r :

<2) r* - x\ + x\ + xl

(3) = r(x1 — zj.
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En fonction de ces nouvelles variables :

„ 2H , (-4

A = 2g |

4. Système différentiel 2 a . — A ce second changement de variables correspond le système dif-
férentiel S 2 :

dr ^ dxx _ dx2 dx3 _ dx^ __ dx5

17 = Ir zx x2zx + z2r x3zx + z3r r

dzx

A

dz2

"" Ar

A

, A a i e *
y4 °2/4 f g L Y%4T + OXX7

— A
y5 — °#5 + g [— W 2 + S^2?

A 2

13

2/4 r2/s WB

ZnUi [

* - * . ]

•!-i/,E]

5. Étude des dénominateurs du système S2. — A Tinstant du choc et du fait même de sa
définition, les coordonnées xu #2, ^3 peuvent prendre toute valeur sauf la valeur zéro. Nous trai-
terons le problème dans l'hypothèse suivante : le point figuratif de chaque coordonnée considérée
comme variable complexe reste à l'intérieur d'une couronne ayant Forigine pour centre. Si nous don-
nons aux variables x^ des valeurs arbitraires x^ satisfaisant à cette hypothèse et aux variables r, JZ1?
z%i ~3> Vte y$-> V& des valeurs nulles, tous les dénominateurs du système S3 sont nuls et sont des fonctions
holomorphes des variables. En les développant au voisinage du système de valeurs :

r = zx = z2 = zz = y 4 = yh = yQ = 0, ^ — xi0 = Xi0 = 0.

et en remarquant que le coefficient de zx dans le dénominateur correspondant à d^ est :
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nous obtiendrons le système différentiel Sg :

dr
r

di

dxt

H ~— % -
«10

dx5 du

X2zx

« 1 0

dx%
x^
« 1 0

1*1 +
rz2 +

dz'3 <

Xzzx

CLXf>

30 "vr

«îo lZ
1 « i o '•*

Les termes non écrits dans les dénominateurs correspondant aux différentielles dzx. dz%, dz^,
dy$-> dyQ sont au moins du second degré par rapport aux variables r, JSX, z3, z8, y^ y5y yG, X».

6. Application du théorème fondamental au système S^ — Le système 2£ satisfait aux con-
ditions d'application du théorème fondamental. Le système 22 admet la multiplicité singulière :

Le long de cette multiplicité Féquation caractéristique du système 2'2 a sept racines positives
égales à 1 correspondant aux variables r, zXi z2i zz, y4, yh, ye, six racines nulles correspondant aux
variables xx, #2, xZj x±, x$, T6, mais elle n'a pas de racines négatives. Par conséquent, en chaque point
Xj0, x20, #3Û, #40, x5Q, xm de cette multiplicité passe une%eule famille de caractéristiques.

Les caractéristiques de cette famille sont définies par six équations non différentielles de la
forme :

et après substitution des fonctions Sx dans le système It2 par le système différentiel d'ordre six :

7. Étude des équations non différentielles. — L'application de la méthode des coefficients indé-
terminés au calcul des coefficients des séries entières St donne, en nous bornant aux termes qui nous
seront utiles ultérieurement :

x —x = x = ^

_x — x — — z -V ^-4- x —x — X — ry*

8. Étude des équations différentielles. — Le système différentiel (5) admet la multiplicité singu-
lière :

n

(1 ) S»(# | JS) est une fonction des variables #, holomorphe pour la valeur zéro donnée à ces variables et dans le développement
de laquelle les coefficients dépendent des variables z et sont nuls jusqu'à Tordre n — 1 au moins. Pour n = 0, nous supposons que
le terme constant de la fonction "S{x \ z) est différent de zéro. Nous désignerons également par T$n(x) une série entière par rapport
aux variables x commençant par des termes de degré n et par <S[z) une série ayant un terme constant différent de zéro.
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Les racines de l'équation caractéristique sont égales à 1 et la solution de ce système pourrait
contenir des logarithmes. Cette solution fait cependant exception.

Substituons aux variables zx, JS2, z3i ?/4. Î/5, yG des développements à coefficients indéterminés sui-
vant les puissances de r sans termes constants. D'après l'étude que nous avons faite des équations non
différentielles, les développements des variables X* commenceront au moins par des termes du premier
degré en r. Par suite, les seconds membres des équations différentielles (5) ne contiendront pas d'autres
termes du premier degré en r que ceux introduits par les termes du premier degré zu z2: s3, Î/4, Z/5, ?/6.
Par conséquent, on ne sera pas arrêté dans le calcul des coefficients et les variables z, y s'exprimeront
par des séries entières en r dont les premiers termes seront respectivement :

Cir) C2r, C3
rî C4r, C6r, C6r,

Q, G2, Ca, C4, C5, C6 désignent des constantes arbitraires.
Pour ce cas simple où toutes les racines de Féquation caractéristique sont égales à 1 on peut con-

firmer le résultat qui précède en faisant le changement de variables :

zx = rZ1? z2 = rZ2y z3 = rZ3, y^ = rZ4, y5 = rZ5î ye = rZ6.

Le système transformé se compose de six équations qui expriment les six dérivées -r1 en fonc-

tion de r, Zi} holomorphes pour :
r = 0

et pour six valeurs arbitraires des Z$. D'après le théorème classique de Cauchy, au voisinage des valeurs
ainsi considérées, les Z{ s'expriment en fonctions holomorphes de r et par suits les variables zx, z2,

 zzi
V^ Vb, y* admettent des développements de la forme indiquée.

Les variables x» s'expriment par des développements en séries entières de la forme :

9. Du nombre et du choix des constantes. — La résolution du système Sg introduit douze
constantes arbitraires :

Deux relations déduites de (2) et de (3) existent entre ces constantes :

l ° / ^îo? i ^20 ~r ^30 — u> v-*2**f20 ~r ^a^ao — ^îo*

Le nombre de constantes arbitraires est ainsi réduit à dix ; mais, pour passer à la solution du

système (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante, soit t0, introduite par l'inté-

gration de l'expression en r de la dérivée T-. Le nombre de constantes arbitraires devient égal à douze

et nous pourrons choisir :
*, 2) W î *-i5> W) M» **"
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10. Expression des coordonnées en fonction du temps. — La dérivée-r; s'exprime en fonction

de r sous la forme :

En posant tQ = 0, nous obtiendrons successivement :

puis :
i* = rS(r)

et enfin par inversion :
i i

(9) r = *aS(i*).

i

Par conséquent les coordonnées s'exprimeront par des développements en séries entières en t2

de la forme :

10 + k*V2Cxt*+ ai + ..., x2 = x^ + &y/2Cx^t*+bt, xz = xzo + là A /2C 1 ^ e t "+ et
(10)

avec :

1O

Les coefficients a, è, c sont des fonctions des constantes xi0, Q.

CONCLUSION. — Après deux changements successifs de variables :

1° 75: = * ' (* = M,3 ,4 ,5 , 6),

2° sj = 7 !̂, z2 = aî̂ a — a;^, z3 = ^y 3 —

les nouvelles variables étant x^ zu z%, z3, y4, y6, yQ nous obtenons un système différentiel auquel le théo-
rème fondamental est applicable. Nous démontrons que les coordonnées Xi s'expriment par des déve-

1

loppements en séries entières en if2; le développement de la distance qui s'annule commence par un
i

terme en i2 et les développements dépendent au total, comme l'intégrale générale, de douze paramètres
arbitraires y compris l'instant du choc t0.



CHAPITRE I I

CHOC IMAGINAIRE DE DEUXIÈME ESPÈCE

Par définition, il existe, entre trois corps, un choc de deuxième espèce si, à un instant, deux distances
s'annulent mais non leurs projections sur les axes de coordonnées et si d'autre part, la troisième distance et
ses projections s'annulent.

Les équations différentielles du mouvement étant les mêmes que celles utilisées dans l'étude du
choc simple, nous supposerons que c'est la distance r des masses mx, m2 qui s'annule ainsi que ses
projections.

1. Premier changement de variables. — Prenons r pour variable et posons :

3 * = * » , (1 = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6) , ^ = «i, 75? = «i-

Nous considérerons les seize variables :

et nous calculerons leurs dérivées par rapport à r. Nous obtiendrons entre ces seize variables un système
différentiel S d'ordre seize :

dr __ dxi ̂ _ _ _ _ _ _ dyi drx __ dr2 dux du2

T rVi (dty Yd*Xi ffir\ ~ ru, ~ m2~ (dty Vd*rx tfrl ~ (dty HPr, £r
\dr) ldt*~yidt*] \dr) [W~Uldfl\ \Ir) L~SF *dt«

2. Système différentiel Sx. — A, B, E, a, p, y, S, a, ayant la même signification que dans le
chapitre I, le système S explicité se transforme en un système 1^ ;

dr _ dxx _ dx2 __ dx3 __ dxé _ dxh _ dx§ __ drx ̂ _ dr2

__i
A

I — (»*i + TOa) y — a^r2 + px4r
2 — ̂ E J

A
g
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A
2/3 — <% + g

1
ï 2/ E I

j

A
— <% + g [— YV2 + S^r2 —

— ^6 + g t—

A
g

- ««1 + myt — m)' — «ïï £ + 1 £ j — fr + 1*̂ )̂  + ̂  + x

+ [S + •* l -1? E

' 9 D 'ft
— (Y— xp)(*î + aj + 4)

2 " ' »

3. Second changement de variables. — Ce second changement de variables a pour but d'éli-
1

miner le facteur -^ des dénominateurs précédents. En tenant compte de ce que Ton a :

Xl = X2 = XZ = 0 .

à l'instant du choc, nous définirons de nouvelles variables :

S) P l î ? 2 Î ? 1 Î ? 2 ) ? 3 Î * 1 ? ^ 2 î * 3 Î * D * 2 î

au moyen des équations :

Vx — 5i = Yi> ^ 2 — 52 = Y2J 2/3 — Ç3 = Y3.

Les seize nouvelles variables étant :

5i, 52, 53 î ^4, £5, »6» Piî P2 e t Y i > Y 2 , Y s , 2^4,2^5, y6} V l f V a ,

nous les exprimerons en fonction de la variable $. A partir des équations :

r2 - xl + x\ + xl ri = £(£4 — ̂ ) 2 , r\ - £(z4 + ^J»
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et de leurs dérivées par rapport à la variable s nous déduisons six relations entre les nouvelles variables :

(2) 11Y1 + 52Y2 + Ç3Y3 = 0,

(3) (*2 + «2 + A) — W&1& + [A4 = s\l

(6) 22(^4 + Xs%) [y, + X(YX + y ] = p2(p2 + V2).

En fonction des nouvelles variables :

o = 1 + Y} + Yj + Yl,
A = g + g(Yf + Yl + Yl) + h(yl

4. Système 22. — Posons ;

En remarquant que Ton a :

dr 1 ds s rfVj pi du* s d\^o P2 du*

2

le système 22 correspondant au second changement de variables se déduit aisément du système 2^ et
nous obtenons :

2 " Y2 ~ Y3 ~ s^y, - *V6 ~ s2z/6 " Vx " V2

-Y,-».-

- Y 2 - ( S 2 H

1 8 \ ^3

f YJ SYf -

hYa)SY?-

f Y3) I Y | -
dY3

A

2^X4)5 — Y2E]

SÇA)^-Y3E]

• y4 £ Y? + g [— W
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— VB g [- Y.¥ - 2/«E]

>- f l+*)=YÎ+Lfr t-rtY1+«].- + - _ .
6 p. „ )

JSa? • s — f (V j+ Pi)E
4 ^ )

V2

- V a - 2 T - (V, + P2)
ZP2

?2

2 A

92 ö f m2)s2

[— Yx + f5 — | 2 (V t + P2)E

F). Étude des dénominateurs du système S2. — Dans les dénominateurs correspondant aux

— • "&-> contiennent des termesdifférentielles dVu dV2, les quantités qui multiplient — ^

indépendants de s et des termes du premier degré en s et en V :

[Pi - 2XSÇA] - [(Tx -

§
Xfc) Lf + f

P l V l f

P2V8.

Nous remplacerons dans ces deux expressions, p| +
tirées des deux équations (4) et (6) :

(7)
(8)

et p| — 2 x 2 ^ ^ par leurs valeurs

- — p2V2

Par conséquent, pour des valeurs arbitraires des variables £1? ̂ 2? Ç8, a;4, T5, rc6, pa, p2 et pour des
valeurs nulles des variables s, Yl5 Y3, Y3, y45 ys, ye, V1? V2 tous les dénominateurs du système S2 sont
holomorphes et nuls. Nous pourrons donc développer ces dénominateurs au voisinage du système des
valeurs :

Si — 5io — Sx = Oj £2 — Ç20 = S 2 — 0, Ç3 — Ç30 = S 3 = 0 ,

^4 — #40 = X 4 = 0T xb — xbç = X 5 = 0, xQ — XQQ = X 6 = 0,

Pi ~ Pio = Pi = 0, p2 — p20 = P 2 = 0,

V l = V2 - s = Y , = Y 2 = Y 3 - 2/4 = y5 - 2/6 = 0.

Pour ces valeurs arbitraires des variables on a, en particulier :

SE MI ROT. — r/iése.
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Par suite, en nous bornant aux termes du premier degré le système 22 se transforme en un sys-
tème 2^ :

2 2

Y2
x + m2) ^ '" 2 ' 2(m1 + m2)

 5 "̂  *" 2 "̂  2(mx

2 0 / *vi ^L w» \ ~t~ * * * "o O / ™ ' ™ \ * i • * * o O t ~* i ™ \ * ~r • • •

V l + ^ T ^ 2 a ?«Y l 2(Wl + m2)
 5 + - V 2 + p 2 T + ^ ^ o Y l

6. Troisième changement de variables. — Les dénominateurs correspondant aux différen-
tielles dYx, dY2, rfY3, (iVi, rfV2 contenant au premier degré plusieurs des variables, nous ferons deux
changements successifs de variables :

1

p10
~ ^;*'40/-'l — ÖTZ; _, __ % * —

PlO ° l " * l 1 m%) PlO

^ P20 P20 3(mi H~ ^ 2 ^ P20

7. Système différentiel 23 . — Après avoir multiplié par 2 tous les dénominateurs, nous obtenons
entre les nouvelles variables :

^ l ï ^2> ^3> ^ 4 Î ^ 5 Î ^ 6 ' Pi» P2 t ! l ^ l i ^2? Z J 3 Î 2/4) i/s> i/ôî V V 1 Î V V 2

le système différentiel d'ordre seize S3 :

ds d%i d%2 d^o

=

2 Z P10(a?4 — S i S 6 ^ 4 ) 0 ~*2Z I Pi -i- m2

6 P10 P10 d l w i ~r ^ 2 ; P10
7 -l-

P20 ó{m1 - h m 2 j p 2 0

P2JO5
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-f- ... Z/2 + •.. ' *

2W.

8. Application du théorème fondamental au système Sa. — Le système différentiel 2 3 admet
la multiplicité singulière :

s = Z l = Z2 = Z3 = z/4 - 2/5 = y, - W, = W2 - 0.

Le long de cette multiplicité singulière, l'équation caractéristique du système S3 a quatre racines
positives égales à 1 qui correspondent aux variables 5, y^ y5, ?/6 ; cette équation a d'autre part cinq
racines négatives : deux égales à 2 qui correspondent aux variables W3, W2 et trois égales à 1 qui corres-
pondent aux variables Zu Z2, Z3 ; enfin cette équation, a huit racines nulles qui correspondent aux
variables £1? £2, £3, .x4, xSj xB, pl5 p2. En chaque point :

de la multiplicité singulière passent deux familles de caractéristiques. L'une d'elles s'obtient en expri-
mant les variables s, y4, y^ yQ en séries entières s'annulant avec les variables W1? W2, Zu Z2, Z3. L'une
de ces équations qui est résolue par rapport à la variable s se réduit à :

et par conséquent aucun mouvement ne correspond à cette famille.
Les caractéristiques de l'autre famille sont déterminées d'une part, par treize équations non

différentielles :

i ai — Sl(S> y4, 2/s, VQ \ ?IOJ 5201 ?30) ^40) Xb0i ^60» PlO» P20)) (l = 1, 2 , 3 ) ,

Xi = sx( — | — ), (i = l , 2,3),
P « = S a ( — | — ), (» = i , 2 ) ,

(10) Z, = Sa( — | — ), (£ = 1,2,3),
(11) W« = Sa( - | - ), (i = 1,2),

et d'autre part, après substitution des développements précédentsMans le système S3 par trois équa-
tions différentielles :

s ds ~y*~ mi + m2
s + -> sds~y5 m1 + m,s + "" s ds ~ y' mx + m2

s + "'

Après cette substitution les termes non écrits dans les seconds membres du système différentiel
(12) sont au moins du second degré par rapport aux variables 5,2/4, y5, y6. Le système différentiel (12)
admet la multiplicité singulière :

s = y* = ys = y* = 0.
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et les racines de Féquation caractéristique sont égales à 1. Les équations (12) seront satisfaites si Fon
substitue aux variables y^ y5j y6 des développements en séries entières en :

S, S ÎOg S

dépendant de trois constantes arbitraires C4, G5, C6 :

9. De la disparition des logarithmes. — En se reportant au système différentiel (12) on cons-
tate que les logarithmes disparaissent si les coefficients de s sont nuls. Par conséquent l'une ou l'autre
des deux relations suivantes doit être satisfaite :

(13) Xplo + HP?O = 0

(14) xm = xsa = xeo = 0.

Le premier cas ne peut pas se présenter car des équations (7) et (8) nous déduisons :

(15) Pf0 + 2|*SÇM*i0 = 0
(16) p§0 —

et il est impossible de satisfaire aux trois égalités (13), (15), (16). Enfin le second cas est à éliminer,
puisque nous n'envisageons pas dans cette étude le choc triple réel.

10. Expression des coordonnées en fonction de s. — En tenant compte des équations (9),
(10), (11) l'étude du système différentiel S3 permet d'obtenir immédiatement les premiers termes
des développements des variables suivant les puissances de s et de s log s :

(17)

*4 = *4o + 512c« + L Ylf*° , U 3 — ; , 'T 4 0 i s3 lpg * + - ,

Le développement des variables Çx, p2 ne contient pas le terme s log s.

11. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Posons î0 = 0. De l'égalité :

(dty A
\dr) ~rB

nous déduisons successivement :

î Ë Œ 5'S(5> 5log 5)' ' = 53S(Sî s log 5)'
i3 — *S(5, s log s)y log t = 3 log s + S(s, 5 log 5), t3 log « = 5 log 5 S(s, 5 log s) + sS{s, log s).
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ï i

Si nous considérons les deux expressions de tz et de tz log t comme des équations implicites en s
et s log s, nous obtenons par inversion :

1 1 1 1

s = S^t3, 23logi), s log 5 = Sx(f
3, t*logt). (1)

Par conséquent, les coordonnées s'expriment par des développements en séries entières en :

i 3 e t t^logt

et l'instant du choc est un point critique transcendant.
Le premier terme en logarithme contenu dans A étant s2 log s, il s'ensuit que le premier terme en

i i

logarithme du développement de s suivant les puissances de tz et de t3 log t est t log t. Par suite,
en se reportant aux développements (17) nous obtenons pour premiers termes des développements des

î i

coordonnées suivant les puissances de tz et de t3 log i :

x± = a2Ç10t
5 + azt + a4«

5 + aht* log t + ...,
#4 = xio + M + M l°g * -I- —•

cti et ôi désignant des constantes.

12. Du nombre et du choix des constantes. — La résolution du système S3 introduit onze
paramètres : les huit valeurs arbitraires données aux variables Ç1? £2, Ç3, o?4, x5, a:6, px, p2 et les trois
constantes d'intégration C4, C5, C6. Ces paramètres satisfaisant à trois relations déduites des équa-
tions (1), (3) et (5) :

Pao V W 2

leur nombre se réduit ainsi à huit. Pour passer à la solution du système différentiel (I) il faut ajouter
la constante des forces vives K et la constante t0 introduite par l'intégration de l'expression en s delà

dérivée -r-. Finalement cette solution dépendra de dix constantes arbitraires et nous pourrons choisir :

?10i ?2O? #401 ^50 Î PlO) ^4> C 5 , C 6 , K , £0.

13. Conditions de choc. — La solution générale du système différentiel (I) dépendant de
douze constantes arbitraires, le mouvement des trois corps aboutissant à un choc de deuxième espèce
satisfait donc à deux conditions. Ces deux conditions peuvent s'obtenir par l'élimination des dix para-
mètres entre les développements (18) des coordonnées et leurs dérivées par rapport au temps. D'après
une remarque de M, Chazy (2) : « ces deux conditions s'obtiennent par un calcul qui à partir du système

(1) CHÀZY, Sur le problème rectiligne des trois corps. Bulletin de la Société Mathématique, t. 57,192"?, p. 259-260.
(2) CHAZY, Sur les multiplicités singulières du problème des trois corps. Bulletin des Sciences mathématiques, t. 56,1932, p. 79-104.
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différentiel S3 d'ordre seize est l'extension du calcul par lequel on forme en un col d'un système diffé-
rentiel d'ordre 2 la surface lieu des caractéristiques mise en évidence par Poincaré ». Dans l'étude du
choc imaginaire de deuxième espèce, ce calcul conduit aux cinq équations (10) et (11). En ayant égard
aux relations (2), (4) et (6), deux de ces équations donnent les conditions de choc et par symétrie nous
choisirons :

W t = S a ($ , y 4 , y 5 , Î /6 | Çx, Ça, Ç8, sc4, xh, a;6, pj , pa), (i = 1, 2 ) .

Ces deux conditions de choc sont transcendantes. En effet, si elles étaient algébriques, d'après le
théorème de Bruns complété par Painlevé elles seraient des combinaisons des quatre intégrales des
forces vives et des aires et il existerait alors une relation entre les quatre constantes correspondantes.
Or, si dans les intégrales des aires dont la première est :

[ <fag dx{\ Y dxç dx{\
Xl dt~x* dt]+n \_x* dt ~x* dt]

nous remplaçons les variables par leurs valeurs en fonction de s, les constantes des aires ont pour
expressions les produits du coefficient hV2(m1 + *w2) par :

[^40^5 ^50^4]) [#60^4 — ^âO^elî [^50^6 ^BO^sl

et ces quantités sont bien indépendantes de la constante des forces vives.

CONCLUSION. — Après trois changements successifs de variables :

1° $ ? = » , (£ = 1,2,3,4,5,6), ^ % , £ = «,,

2o r = s2, rx = spu r2 = 5p2, xx= ^ s 2 , x2 = ?252, xs = Ç35
2,

-fc = Vi + Pi, ^ = V2 + P a , 0! — ?i = Yx, 02 — Ç2 = Ya , 03 — Ç3 = Y3 î

m,)

W i V i 3 P l 0
 +

P l 0
S f l P t t Z l 3 ( m 1 + i«i) P i 0

W, = V2 - 1 ^
m2

nous obtenons entre les variables £x, Ça, ̂ 3, x4, a:5, x6, Zl5 Z2, Z3, ?/4, ?/5, Î/6 et les variables auxiliaires
Pu f>2> Wx, W2 un système différentiel 23 auquel le théorème fondamental est applicable. Les coordon-

î 1

nées s'expriment par des développements en séries entières en tz et tB log t. Le développement de la
distance qui s'annule en même temps que ses projections sur les axes de coordonnées commence par un

terme en tz et le développement des autres distances commence par un terme en if3. Les développe-
ments dépendent de dix constantes arbitraires y compris l'instant du choc.
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NOTE SUR LE CHOC BINAIRE RÉEL

En prenant la distance r qui s'annule pour variable indépendante nous obtenons un système
différentiel analogue à celui que M. Chazy a formé dans le Bulletin des Sciences mathématiques pour
Fétude du choc binaire réel et Fétude des trajectoires hyperboliques et hyperboliques-paraboliques.

Considérons le système d'équations différentielles (I), (chapitre I, choc imaginaire simple) et
faisons les deux changements de variables successifs :

lo

A partir de l'expression r2 = x\ + x\ + xl e^ de sa dérivée par rapport à r nous obtenons les
deux relations :

(1)

(2) l + 2̂̂ 2 + ^H — 0

En fonction des nouvelles variables on a :

hl = iz? + 1, A = g + glzf + A2yJ.
I l 1 4

A partir- du système différentiel 1^ (chapitre I, choc imaginaire simple) et en faisant le second
changement de variables indiqué nous obtiendrons entre les variables Çl9 £2, H3, x4, rr5, :r6, 2l5 z2, z3,
2/4? Vh V& le système différentiel Si :

dx5 _ dx6

dzx

dyQ

3 6

l r2'
3 — Jâ
i "2

x + m2)yi - M ( ^ + ^3) ^ +

L V i '2/ v i ' 2 / J )
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Pour des valeurs nulles des variables r, zx, z2, %, ?/4, ?/5, y6 et pour des valeurs arbitraires des
variaties ^ , £2, £3, ̂ 4? #5? #6 tous les dénominateurs sont nuls et Ton a :

2M F — + — + — 1 + Kr 2(/W1 -f- 77t2)

Par conséquent, le long de la multiplicité singulière :

/ — &1 — &2 — A3 — t/4 — t/5 — t/g — V

1
Féquation caractéristique du système considéré aura trois racines négatives égales à x correspondant

. . . 1
aux variables z1? z2, z&, quatre racines positives dont trois égales à K correspondant aux variables
y4, 2/5, y6 et une égale à 1 correspondant à la variable r ; enfin, cette équation aura six racines nulles
correspondant aux variables %u Ç2, %& x^ xh-> xe- En chaque point Ç10, Ç20, ^30, x40, x5Oi xG0 de cette mul-
tiplicité singulière passent deux familles de caractéristiques dont Tune est à éliminer. Les caractéris-
tiques de la famille que nous considérerons sont définies par neuf équations non différentielles de
la forme :

et après substitution des fonctions S dans le système différentiel Xi par le système différentiel d'ordre
trois :

où les termes non écrits sont du second degré par rapport aux variables r, ?/4, y5, yB. Le système diffé-
rentiel (5) admet la multiplicité singulière :

et Féquation caractéristique admet une racine égale à 1 correspondant à la variable r et trois racines
1

égales à x correspondant aux variables y^ y5, y6. Substituons aux variables y^ 2/5, ?/6 des développe-
1

ments à coefficients indéterminés suivant les puissances de r2 sans termes constants. La détermination
des coefficients est possible et par suite les variables yi s'expriment par des développements en séries

1

entières en r2 dont les premiers termes sont :

C4, C5, C6 désignant des constantes arbitraires.
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Nous déterminerons l'expression des coordonnées en fonction du temps à partir de l'égalité :

(dty A

de laquelle nous déduirons successivement en posant t0 = 0 :

et par inversion :

2 1
La résolution du système 2^ introduit neuf paramètres : les six constantes arbitraires Ç10, £20,

£30, #40, ^50Î 6̂0 e^ ^es trois constantes d'intégration C4, C5, C6. En ayant égard à la relation (1) de laquelle
on déduit £f0 + £i0 + 5§o = 1 le nombre des paramètres se réduit à huit. Pour passer à la solution du
système différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante t0 introduite

par Fintégration de l'expression en r^ de la dérivée -r. Finalement cette solution dépendra de dix cons-

tantes et nous pourrons choisir £10, £20, x40, #50, #60, C4, C5, C6, K, t0.
La solution générale du système différentiel (I) dépendant de douze constantes arbitraires, le

mouvement des trois corps aboutissant à un choc binaire réel satisfait donc à deux conditions. Deux
des équations (4) : Zi = S(r, y±, y5, y& \ Ç1? Ç2, ^3, #4) x5i x6) représentent les conditions de choc ; les
trois variables zu z2, zz ne sont pas en effet indépendantes puisqu'il existe entre elles la relation (2) :
Si*i + £2*2 + £3*3 == 0.

Nous retrouvons ainsi des résultats déjà énoncés, mais nous avons refait cette étude sous une
forme nouvelle qui nous sera utile dans la suite de ce travail.



CHAPITRE III

CHOC IMAGINAIRE DOUBLE

Définition. — Soient trois corps de masses mx, m2, m3 dont les distances sont respectivement

in , Jn

II existe entre ces trois corps un choc imaginaire double si deux distances, r13 et r23 par exemple, s'an-
nulent sans que leurs projections sur les axes de coordonnées soient nulles.

Équations différentielles du mouvement. — Rapportons le mouvement des deux masses ml5

m2 à la troisième masse m3. Désignons par %, x2, xz et par x4, x5, x6 les coordonnées respectives des
masses m2, mx par rapport à la masse m3 ; par K la constante des forces vives et par :

r19

les distances mutuelles des trois masses. Le mouvement des trois corps est défini par le système diffé-
rentiel (I) d'ordre douze :

(I)
r = — (m»

(xx —
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II faut ajouter à ces équations quatre équations analogues relatives aux variables ar2, #3, xb, x6.
Les équations différentielles (I) admettent l'intégrale des forces vives :

*8 + g + *g + m ** + g +g j + ̂  j
r23 r l2

1. Premier changement de variables. — Prenons pour variable indépendante une distance qui
s'annule, soit r23 = r, et posons :

UJUX U/JJ2 LbJ/Q LIJÜ£ WXg U/JUQ

~dF^Vl' W^y2> W = y* W^y^ W^y^ ~W^y*

— r — — » — — u — — u
ri3 — rPl) ri2 ~ p2' fo — Wl» ^ r — U2*

Les nouvelles variables sont :

xly x2j x3y x4 , x5 , a;6 e t y l y y 2 , y Z i y ^ 2/5) y$

et nous y joindrons les quatre variables auxiliaires :

A partir des expressions des distances en fonction des coordonnées et de leurs dérivées par rap-
port à r nous obtenons six relations entre les nouvelles variables :

(1) r2 = x\ -+• x\ + x%

(2) r2?2 = xt + x\ + xl

(3) r2 =

(4) r =

(5) r P i w i = = ^42/4 H~
/£î\ *•/¥ —. Vf | »• JKJ 71 /̂y» ftt J /y« 1)* [ iy f f I /y 7* 1 /y» n/ I /y» f / N "|
^O^ 'Wj — P2I/ l * P l^ l \ t t ' l"4 I *h%yb \ ^Zob 1 '"û.&l 1 ^ 5 3 2 1 ""fï&Z)J'

2. Système différentiel Sx. — Posons :

A - mz[mx(yt + y\ + y\) + m2{y\ + y2
2 + 2/1)] + mxm2[(y^ — yx)* 4 (y,

B = 2(1»! + m» + m8) I m2m3

« = yî + v\ + 2/i» D = ^i^4

E = — [m2 + m3 + TOiPÖr» + mx

L'intégrale des forces vives se transforme en une équation dont on déduit immédiatement :

(dty A
\dr) =rB
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Nous obtenons entre les variables le système différentiel 2^ d'ordre seize :

dr dxx dx2 dx3 dx± dxs dx6 dpx dpz

A
Vi~ o»i — g

A
JL>

A
y8 —«Va — B

~~ A
?4— <** — g

A

" A

~ |JW2 "

1 r

1 r

1 r

1 r

1 r

f m3)xx + m^a?! — x^)

# 3

•f- m3) - | + 1̂ X3 + ma

Pï-

PI + mi ^

pi + >%|_

î*4 — *l)pij

+ 3 E

ux — <sux 4-Br2

Px

— BÎJ p2 4- g — ( j | 4 (mx 4

— [m, 4 (mx + 4 l

3. Second changement de variables. — Afin d'éliminer le facteur -^ des dénominateurs précé-

dents, définissons sept nouvelles variables 2X, z%, z3, z4, z5, z6, Ux au moyen des équations :

Posons :

2/2 = ux— Pl =

6 3 3

= mxm3 Lzf 4 m3m2 SzJ 4 m1m2S(24 — Zj)2, Oi = £z| .
4 1 1

Nous obtenons entre les nouvelles variables r, Xi, Zi et les variables auxiliaires pl9 p2, U1? u2 le
système différentiel S2 d'ordre seize :

dxx _ dx2 dxs

f ~l J
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A, r
— <sxz2r

% — -g j (m2 -f mz)x2 -\
Q

AI r

A T x

c
AT r

2 * 1 / J_ \ s

L r i
<

- m^a —a;5)pl +

lzz

- rnx(xz — x6) p| +

^ + » . ,<* . -

h m2x2 + m2(x5 —

— 4- z2E 1

"1
23E 1

A r x
— (JiV2 — ^ Umx + m3) ^|

OTT * ^ 1 I / TT f \ îï 1 8 9 1 "*• •*"! I 1 ^ \ " ^

du2

4. Étude des dénominateurs du système S8. — Pour des valeurs arbitraires des variables
Zi, z%, px et pour des valeurs nulles des variables r, p2, Ui, w2, les dénominateurs correspondant aux
différentielles dry dx^ dpx, dp2î ^ 2 s o n t nuls. Les autres dénominateurs sont nuls si les valeurs arbi-
traires données aux variables x^ Zi, px satisfont aux relations suivantes :

^D Jo' Z - = L ^ D Jo' Z - = L - ^ D J
£40 == I m~D I ' z&0 === I m D I ' ^60 ===" I w ~ D

\y) P10 — «,

W22

Développons les dénominateurs au voisinage du système de valeurs :

-j-T r\ -\r r\ y r\ Tp f\

(1 = 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ) .

Posons :

r = g~ ^3/^A.j -j~ ^gA-2 ~j~ ^•^»-3 r ^i-^*-4 " r ^2^*-5 ~r* ^3^*-6J "4" * 1
P10 Pi

et remarquons que Ton a :
( M _ 1 , PÎO .
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Après développement des dénominateurs, le système 2 2 se transforme en un système 2 2

dr
r ~ (z10

^
(z20 + Z2)r

2 ~ (zao + Z3)r
2 ~ (zi0

(z60 +

z 42

Z5

2

Zx

2

z 22

z 32

I P?° [

PÏo f
1 2m1D0[

1 P?° [

3 r~
Pio I (

3 tr j

-iDoL

[Tn2 I

_-(«,+

(mx + m3)
P!O

:mx + m3)
pf.

/TT,— o
"^3/*^*-l 3 -**-4 ~n

PlO

^3)-^-2 3 -"-5 1
PlO

« ^v m l v 1 3

T/tg) JV3 g .A-g -f-

x m x 1 3 rmi

P?o

^1^50 p ,

PÏo r i '

^1^60 p ,
4 A 1 l~

+ rnz) x p

+ ms) ^
4 ^SO1

1
2 1 0 ^ T

z20F 1 •+

Z 3 0 F] 4

1 + * F

1 + 250F

- s 2

] + s,

] + s2

Z« s ; L 6 "~ a Wo 60 x + 60 J +

2 U l ~ 2

Ax\ « /9D\ D 9B\
J S3.

Sw désigne par abréviation les fonctions Sn (r, p2, Ui, wa, X<, Z4,

5. Système différentiel S3. — Les dénominateurs correspondant aux différentielles d\]x et
contenant au premier degré ]es variables Uî5 Px et w2? P2> définissons deux nouvelles variables V!

et U2 au moyen des deux équations :

(a) Vx = Ux + P t

Après ce changement de variables, nous obtenons entre les variables r, xt, Zi et les quatre variables
auxiliaires pl5 p2, Vx, U2 un système différentiel S3 qui se déduit du système S2 en remplaçant Ux et

u2 par leurs valeurs tirées de (a) et de (b) et — >̂ —- par les rapports :
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et :

^ TT O

2 Ua °

• ^ 1

PÏo

6. Application du théorème fondamental au système 23 . — Le système différentiel E3 admet
la multiplicité singulière :

r = Zi = Vx = U2 - p2 - 0.

Le long de cette multiplicité singulière, l'équation caractéristique du système 2 3 admet neuf
1

racines positives : deux égales à 1 correspondant aux variables r, pa, six égales à 2 correspondant aux

3
variables Ẑ  et une égale à ^ correspondant à la variable U2 ; cette équation a d'autre part sept racines

nulles correspondant aux variables xh px ; enfin elle a une racine négative correspondant à la variable Vx.
En chaque point x^ p10 de la multiplicité singulière passent deux familles de caractéristiques du

système 23 . L'une d'elles est définie entre autres par des équations non différentielles qui expriment
les variables r, p2, Z ,̂ U2 par des séries entières en V! s'annulant avec cette variable. L'équation résolue
par rapport à r donne une valeur de r identiquement nulle et par conséquent aucun mouvement ne
correspond à la famille considérée.

L'autre famille est définie d'une part, par huit équations non différentielles de la forme :

(9) Xi — xi0 = Xi = Sx(r, Zi, U2 , p21 x,o, P l0)

(10) Pi — p10 = P i = S2(r, Zh U a , p21 Xioi P10)

Vx = S2(r, Z t ) U2 , p2 | XiQ, p10)

et d'autre part, après substitution des développements précédents dans le système S3 par un système
de huit équations différentielles :

r
d Z * _ ? 5 . rd92-n + rdlJ2 3 TT 4-

7. Étude des équations non différentielles. — L'application de la méthode des coefficients
indéterminés au calcul des coefficients des développements des variables X$, Px, suivant les puis-
sances de r, Zs, U2, p2 donne pour premiers termes de ces développements :

(13)

~ ^ „ V _ ! 1 0 r 2 ! C ™ « _ y _ _ 120 r2 l C „ V — ?30 ,.2 l Q
*̂ 1 10 • / vl O ^ ^ 3Ï 2 *̂ 20 y*-2 — O ' ^3ï "̂ S x30 — ^ 3 — o ' ~T ^ 3 Ï

*̂ 4 ^40 -^4 o ^ ' 3ï *̂ 5 *̂ 50 = = -^5 = = ^ ^ ^ r ^3) *̂ 6 *̂ 60 = = -^6 = = ^ ~ *̂ ~F ^3*

Pi — Pio = P i = S2(r, Zi, U2 ï pa | Xi0, p10).

8. Étude des équations différentielles. — Le système différentiel (12) admet la multiplicité sin-
gulière :

r = Z% = p2 = U 2 = 0 .
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1

Le long de cette multiplicité singulière, Féquation caractéristique a six racines égales à x corres-

pondant aux variables Z*, deux racines égales à 1 correspondant aux variables r et p2 et enfin, une racine

égale à W correspondant à la variable U2. Un système différentiel dont l'équation caractéristique possède
des racines égales ou multiples les unes des autres admet généralement une solution contenant des
logarithmes. Le système (12) fait cependant exception.

Substituons aux variables Z*, p2, U2 des développements à coefficients indéterminés suivant les
î

puissances de r 2 :
Zi = CV* + ... P2 « C7r + ..., U2 = C8r2 + ...

î

D'après l'étude que nous-avons faite des équations non différentielles, les seuls termes en r2, r,
3 1

r2 contenus dans les seconds membres des équations (12) développés suivant les puissances de r2 seront :

C l Q 3
£ — O _ ;;* «2 P r _ P P22 r , ^ 7 ' Î o 8 *

Par conséquent la détermination des coefficients sera possible (1) et les coordonnées x* s'expri-
i

meront par des développements en séries entières en r2 dépendant de huit constantes Ci, C?, C8 :

(14)
= -40 + -fr»- + | c 4 r i + ..., x5 = x^ + fr* + \

x2 = xzo + ̂ M + | c 2 r* + ..., x3 = xm + f

9. Du nombre et du choix des constantes. — Nous avons introduit vingt et un paramètres
dans Fétude du système différentiel S2 : les treize valeurs arbitraires données aux variables x^ z», px

et les huit constantes d'intégration Q, C7, C8. Les constantes zi0 étant déterminées par les relations (7)
et du fait que :

le nombre des paramètres se réduit à quatorze. En ayant égard aux relations (7) et en portant les
î

valeurs des variables exprimées suivant les puissances de r2 dans les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6),
nous obtiendrons six nouvelles relations entre les paramètres :

(15)

1
+ /v»2 ..1, /y>2 ~ f l /y*2 [_ /y»2 [ /yi2 — f l //y» *>> I /y> <7» ,,| /j* /y« \ — ^__ «

20 ^ ^ 30 ^^ ) 40 "T" fiû "l" 80 ~̂"~ > \ 1 4 ^^ 2 fi ^^ 3 S/0 ""— 0 /^2

Q

\ + 5̂0̂ 2 +" #60̂ 3 + 1̂0̂ 4 + 2̂0̂ 5 + #30̂ 6 ~ P" *

(1) En prenant pour variable indépendante la variable s définie par l'équation r = s2 nous formerions un système différen-
tiel auquel le théorème de Gauchy serait applicable.
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Le nombre des paramètres se réduit ainsi à huit et comme pour passer à la solution du système

différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante /0 provenant de l'intégra-

tion de l'expression en r de la dérivée - j - , les développements dépendront finalement de dix constantes

arbitraires et nous pourrons choisir :

^10» ^20» ̂ 40» ̂ SO) ̂ 1? C 2 , VJ 4 , (-g, K , f0.

10. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Posons tQ = 0. De l'expression

on déduit successivement :
/dt
\Tr

puis :
î i i

«« = r«S(r5)

et par inversion :
2 1

(16) r = t*S(t«).
1

Les coordonnées Xi s'expriment donc par des développements en séries entières en t5 dont les
premiers termes sont :

Xi = xi0 + a4i* + aBt + ...,

les a* étant des constantes.

11. Conditions de choc. — La solution générale dépendant de douze constantes arbitraires,
le mouvement des trois corps aboutissant à un choc imaginaire double devra satisfaire à deux condi-
tions. Les quatorze variables #*, Zi, p2, U2 étant exprimées en fonction de r, les quantités z^ p10 étant
remplacées par leurs valeurs (7) et (8) nous pourrons par inversion calculer les quatorze constantes
Xftj C«, C7, C8 en fonction des variables considérées. Puisque :

m1910 = S i '

Tune des conditions de choc s'obtient en remplaçant dans l'équation :

Pi — ~ = S^r, Zi, U2î p21 xiOi Pl0)m2

les constantes par leurs valeurs ainsi trouvées. L'équation (11) :

Vx - Ux + Pj = Sa(r, Zi, U2 î p2 | ^ , Pl)

est la deuxième condition de choc. Nous démontrerions comme au chapitre II que ces conditions sont
transcendantes.

SÉMIROT. — Thèse, 3
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12. Étude d'un cas particulier (1). — Si les trois corps forment à chaque instant un triangle iso-
cèle, les deux masses placées aux angles égaux sont égales et l'on peut distinguer trois cas possibles
du mouvement :

1° mouvement admettant un axe de symétrie ;
2° mouvement admettant un plan de symétrie ;
3° mouvement plan admettant un axe de symétrie.
La condition :

^23 ~~ P l ° ~~ ^ 2 ~~

est satisfaite et, comme d'autre part, il est inutile de considérer la variable ux, nous en conclurons
que les développements obtenus dans le cas général restent valables et que dans les trois cas le nombre
de constantes arbitraires est égal à Tordre du système différentiel (2).

CONCLUSION. — Après trois changements successifs de variables :

CLOCn\ 7* OLV-x o CLV-t a
l o — — 2/ 7*1 o — f10-i V n — — î — JJ^ •—• ixn

dr * ' 13 lT 12 p2 dr 1? dr

2o y% = rz%, ux — 9l = U j

3° v x - u , + Pl— Pl0, u2 = u2 + ^ ( 1 ^

nous obtenons entre les variables r, #*, z» et les variables auxiliaires p1? p2î Vx, U2 un système différentiel
auquel le théorème fondamental est applicable. Les coordonnées s'expriment par des développements

i

en séries entières en r5; les développements des deux distances qui s'annulent commencent par des
2

termes en tl. Les développements dépendent de dix constantes arbitraires y compris l'instant du choc
Zo. A l'instant du choc le rapport des deux distances r33, r23 qui s'annulent est égal au rapport des
masses m1 et m2. Enfin, si à chaque instant les trois corps forment un triangle isocèle le nombre des
constantes arbitraires est égal à l'ordre du système différentiel.

(1) CHAZY, Bulletin astronomique, tome 1, 1921, pp. 171, 188. Solutions isocèles du problème des trois corps.
(2) DRAMBA, Sur les singularités réelles et imaginaires dans le problème des trois corps (Thèse présentée à la Faculté des Sciences

de Paris le 5 mars 1940).
UNO, loc. cit.



CHAPITRE IV

CHOC IMAGINAIRE TRIPLE

Par définition, il existe entre trois corps un choc imaginaire triple si les trois distances s'annulent
sans que leurs projections sur les axes de coordonnées soient nulles.

1. Premier changement de variables. — Rapportons le mouvement des deux masses m^ m2

à la troisième masse m^ et prenons pour variable indépendante la distance r12 des deux masses ml5 m2.
Posons :

dxx __ dxc __ dççs ̂ _ dcçz _ dx5 _ dxç __

et prenons pour fonctions inconnues de r les seize variables :

$ii Vu Pi* P2. »l , »2» ( f = *» 2^ 3» / j . 5
?
 6 ) -

A partir des expressions des distances mutuelles des trois corps en fonction des coordonnées et
de leurs dérivées par rapport à r nous obtenons six relations entre ces variables :

(1) r*9\ = x\ + x\ + xl

(2) r2pl - xi + xl + xl

(3) r2 =

(4)

— [^y4 4-

Afin d exprimer les dérivées -p? -j— ' - r - en fonction des dérivées -^-j- nous poserons :

A = m^m^yl + y\ + j^) + m2(2/f + y| + yî)] + mjfn^y^ — yx)
2 + (y, — y2)

2 + (y, — y*)%

B = 2(m, + m2 + m3) [̂ m, + » + » ] + Kr,
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ma)ç*l— 7WIPÎP1, R2 = m^pf—

E = PFP1 [(I*4~ Rl + R i —

2 J ' G = rfrf L R s p |
* 2

L'équation des forces vives se transforme en une équation de laquelle on déduit :

fdty A
\dr) " r B '

2. Système différentiel Sx. — Nous obtenons entre les variables r, #., y4, px, p2, M1? M2 un système
différentiel d'ordre seize :

dr àxx dx% dx2 dx± dx5 dx6 dpx dç>2

ryx ry2 ryz n/4 ry5 ï% ^ — Pi u2 —

=

g [^V^-yiE] y. - y.** - )̂2 + g

y . - y . ^ - v , ? +

A i » î — «8 A
g [F - uxE] u2 - u^(y, - yi)« + ±—^ + g [G

3. Second changement de variables. — Ce second changement de variables a pour but
d'obtenir un nouveau système différentiel 22 dans lequel les dénominateurs ne contiendront plus le

facteur - . A cet effet, définissons dix nouvelles variables %*, U^ U2, ?i, £2
 a u moyen des équations :

• y=—

— Pi = — p2 = U2, x5 =

Au total, nous aurons les dix-huit variables :

%h Zi, 9v ?2î U1T U 2 , ?!, ÇSl
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et à partir des six équations (1), (2), (3), (4), (5), (6) nous établirons entre elles les six relations :

(7) r*9\ = x\ + x\ + xl

(8) r*p* = i [( pîsj + i\ + Çj)^ +

(9) ra = (pï + P|)ra — ~ [ ( ^ 2

(10) % + #3*3 = [«l(U! + Pi) —

(11) z5z5 + #6z6 = |>4(U2 + p2) —

(12) r » [Pl(Ul + Pl) + P8(U2 + PJ - ^ + 2 ^ - 1 > ( i + & ) ] r

Les dénominateurs du système Sa contiendront les quantités, ax, a4, aj, <r4, a14, 9 que nous défini-
rons par les équations suivantes :

I* ia J 4 = 2 liw^wia + m8) ~^—mtm2 ^

^i = 2/f + 2/1 + S& ^4 = ^ + 2/1 + y§, a14

9 = ^ ( m i
x f

+ ma) [ M + 4 + 4 + 2 ( U ï ) ] + ^ ( ^ + m

+ Z ^ + ***** (pf + 2 i 1 ) + l P A ^ U x - P Ï ^ , + ̂  + Ç A ] ̂  + [ P 2 ^ Ç A - Ç 2 S 6 ] ^ J

En fonction des nouvelles variables et en mettant en évidence les termes du premier degré par
rapport aux variables z1 et z4, nous aurons :

A = otjZj + a4z4 4- 9

= ^r H + i [PW + 4 + ̂  + 2z4(P2a;4U2

4 [?Î4 + 4
xi

.2 L
'4

*1

X\

(Pf + P| — 1
"T" ^2^5 1

4. Système différentiel S2. — Le système S2 correspondant à ce second changement de variables
s'écrira :

dr dxx dx2 dx3 d%± dx$ dx6

r ~~z^ ~ rz2 + £2% ~" rzs + ~ "~ + x ~ +

fi __
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dzx dz%

• A f R i ^ i + Ras4 Tl ^ . A r R3 I ï

Zl - c l A + g [ ---— - %EJ z2 - a14z2 + g l ^ i ̂  - z2E J

A r R2 n[ = I , A fR3x4 + R ^ I ï
J 2*4 - *14*4 + fi [ p3p| ~ ^ E J

Z6 - a14z6 - I [ ^
d\]2

^ + g [ F ( U + P ) E ] 2 U ( U + P ) < J + f l ^ i +

5. Système différentiel S^ — Pour des valeurs arbitraires des variables x^ pu px et pour des
valeurs nulles des variables r, z<, Ux, U2, Çx, Ça, tous les dénominateurs s'annulent et sont des fonc-
tions holomorphes des variables si l'expression :

h —
Ph

Pio P20

est différente de zéro. En supposant (B)o ^ 0 et en développant les dénominateurs au voisinage du sys-
tème de valeurs :

r = Zi = U x - U 2 = 5X == Ça = 0,

^1 ^iO = X f , pi p 1 0 = P x , p2 P20 — P 2 î

le système différentiel S2 se transforme en un système différentiel S2 dans lequel nous avons posé :

P1P2

Nous aurons :

dr dx1 dx%

? 3 ( ? ) ̂ @ ) ^ 1 ^

^ | | ? l #
o B o 1 L 1 d%i toi J o B o

8B 1
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dz2 dzz

z2 + S2

- 2 [ | - §] (h - + g* 9 -§>

z5 + S2
JU,

d\]2

— / p 2 0 — — — (*i — 24) + ^ — 24
L X l X 4 jo X40

[ü — p2E]0 + S2

S» désigne la fonction Sw (r, z£, Ux, U
2,

P15 P2).

6. Troisième changement de variables. — Les dénominateurs correspondant aux diffé-
rentielles dzx, dZfr rfUx, dU2, d£u dZ,2 contiennent au premier degré plusieurs des variables. Un troisième
changement de variables s'impose donc et nous remplacerons les variables zu z4, Ul5 U2, 5i? 2̂ par six
nouvelles variables Zl7 Z4, Vx, Va, Ï]X, YJ2 définies par les équations :

(13)

(14)

(15)

«40

y TT nO '
ï 4:

2x40

T — TT T l ° 7
^2 — U 2 ~7^ Ll

Y40.

^10

Après avoir effectué le changement de variables (13), les dénominateurs correspondant aux
différentielles dUi, d\J2 contiennent les variables Zx et Z4 au premier degré. Les quantités (310, y10 et
p4o? Ï4o sont les coefficients respectifs des variables Zx et Z4 et ils ont pour expressions :

(16)

2p3a4

P40=-—-iPx

Ï40 = — 2P2 B



— 40 -

7. Système différentiel S3. — A la suite de ce troisième changement de variables, nous obte-
nons entre les variables ry %i, Z3, z2i z3, Z4, z5i zQ et les variables auxiliaires pl5 p2, Yu Va, TQI, ^2 un
système différentiel d'ordre dix-huit :

dr

a4a4)0

«40^40%! I j_
J '

f

dZ1

dz2 dzz

Z2

= — 2YX + S2
 = — 2V2 + § ; = — ifc + S2

 = — 73, + S2

Sw désigne la fonction Sw (r, Zx, z2, z3î Z4, z5, z6, P3, P2, Vj,, V2, >h, TJ2).
Calculons le coefficient"^ Z4 dans le dénominateur correspondant' à Ta différentielle dZ4. En

ayant égard à la relation :

(17) ^loPxo + ^îoPfo = ^io^4o( Pi + Pi — l)o

obtenue par Télimination de la quantité (^#2 + £2̂ 3) à partir des deux équations (8) et (9) nous trou-
vons pour valeur de l'expression ( a ^ + -̂4̂ 4)0 :

(18) ( « A + «4̂ 4)0 = — B o .

Par conséquent, le coefficient de Z4 est égal à 1.
L'équation caractéristique du système S3 a donc sept racines positives, quatre racines négatives

et huit racines nulles.

8. Application du théorème fondamental au système S3. — Le système S3 admet la multipli-
cité singulière :

r = Zj = z% = zz == Z4 = z5 = zQ = Vj = V2 = % = 7Î2 = 0.

Le long de cette multiplicité singulière, Féquation caractéristique a sept racines positives dont six
égales à 1 correspondent aux variables r, z2, z3, Z4, z5, z6 et une égale à 2 correspond à la variable Zx ;
cette équation a d'autre part quatre racines négatives correspondant aux variables Vu V2, v ,̂ v)2 et
enfin elle a huit racines nulles correspondant aux variables xu #2, x3, rc4j x5, x6, p1? p2.

En chaque point ^io, p10, p20 de cette multiplicité passent deux familles de caractéristiques du
système 23 .
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L'une d'elles est définie entre autres par des équations non différentielles qui expriment les variables
r, Z1} z2, z3, Z4, JS6, z6, Xi, Px, P2 par des fonctions des variables V1? V2, TJX, V)2 s'annulant avec ces
variables. L'équation résolue par rapport à r donne une valeur de r identiquement nulle. Par consé-
quent, aucun mouvement ne correspond à cette famille.

L'autre famille de caractéristiques est définie d'une part, par douze équations non différen-
tielles qui, pour X* et Px, P2 sont de la forme :

(19)

(20)

(21)

Pi Pio = Pi =

— P20 = P 2 =

et pour Vi, V2, %, 2̂ s o n t de la forme :

Sa(r, Zx,

r, Zl5 z2î z3, Z4, z5, z6 | x^ p10, p20),

r, Z l 5 z2 , z3, Z 4 , z5 , z6 | ^io, p10, p20),

r, Z2 , z3 , z3, Z 4 î z 5 î z6 | x^o, p1Oî p20)j

0) p 1 O î p 2 0 ) ;

D'autre part, cette famille est définie après substitution des développements précédents dans
le système S3 par le système différentiel d'ordre six :

(23) r ^ = ^ - Z.

9. Étude des équations non différentielles. — L'application de la méthode des coefficients indé-
terminés au calcul des coefficients des développements des variables Xi, Pi, P2 suivant les puis-
sances de r, Zi, z2i z3, Z4, zb, ZQ, donne, en nous bornant aux termes du premier degré :

(24)

Xj = — — j a10a30Z4 + 7
V X2Û

2 = — B x
1

P = — Z -4- — Z 4- __ Y10 7 , Ï40 7 ,

10. Étude des équations différentielles. — Le système différentiel (23) admet la multiplicité
singulière :

r = Zj = z2 = z3 = Z4 = z5 = z6 t= 0.

Le long de cette multiplicité, l'équation caractéristique a cinq racines égales à 1 et une racine égale à 2,
Considérons pour Zl5 z2, z3, Z4, 25, JJ6 des développements à coefficients indéterminés suivant

les puissances entières de r :

(25) ..., z% = C2r + ..., % = C3r + ..., 'Z4 = C4r + ..., z5 = C5r + ..., z6 - C6r + ...,

les Ce étant des coefficients arbitraires.
En remplaçant dans le système différentiel S3 Les variables Xi, Px, P2 par leurs valeurs (24),
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puis Zl5 z3, 33, Z4, z5, z6 par leurs développements (25) suivant les puissances de r, il s'introduit, dans

le second membre der-~, en plus du terme 2(V2, un autre terme en r2 dont nous désignerons le coef-

ficient par Ax.
La possibilité des développements considérés dépend de la valeur de A^

11. Étude du coefficient &x. — Ax a pour expression :

B0a40 0 4 ^
(nu + m2 + m*)a?nC?
— (R3

— ^3^4] 2pf[pfx4 —

|a;4(R1x1 + R2x4)

(R4 — — R8

&î\ 2P1[P

- p| [(R[( Î ^ 4 + (R4 - Ri + RB - J
Pour effectuer le calcul de la quantité entre accolades, recherchons les coefficients respectifs

des quantités Rx, R2, R3, R4 et ordonnons-les par rapport aux puissances de px et de p2. Remplaçant
ensuite pf0 par sa valeur tirée de (17) :

2 _
P i o ^

nous obtenons finalement :

X [m%x\9l + W ^ ^ P I P Î ] [R3 — RJ + [—

xx — a;4) [P1^X(^I — x&) + a;|]pî] R

— l)pf] R4

En posant :

N =

M = —

L =

lxl(x1 — rr4) [ ( ^ — a;4) p| + a:4] [m2p2 + m3],

a;4] [map2 + m3] —

— ar4) 9% + ^4] [(«
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la nouvelle quantité entre accolades dans laquelle on a remplacé Rx, R2, R3, R4 par leurs valeurs se
met sous la forme :

Cette quantité est nulle si Ton a :

N2p« = L2 + 2LMpf + M2pJ2 = 0

ou, en remplaçant pj par sa valeur tirée de (17) si la relation suivante est satisfaite :

(27) x\{xx — x^[{x1 — XÙ é + %*? — m*i — *ù Pi + ^ l 5 = 0.

Par conséquent, Ax n'est pas identiquement nul. Il est donc impossible de déterminer les coefficients
des développements de Zj, z2i zs, Z4, z5, zG suivant les puissances de r. Mais il est possible de former
pour chacune de ces variables des séries ordonnées suivant les puissances de r et de r2 log r et ces
séries convergent pour des valeurs suffisamment petites de r.

Au voisinage de l'instant d'un choc imaginaire triple les coordonnées s'expriment par des développe-
ments en séries entières en ;

r, r2 log r.

12. Expression des coordonnées en fonction de r. — En remplaçant dans le système dif-
férentiel S3 toutes Jes variables par des développements à coefficients indéterminés nous pourrons
par des identifications, calculer de proche en proche tous ces coefficients. Nous constaterons que les
développements des variables z^ JS3, Z4, z5, z6 ne contiennent pas le terme (r2 log r). Les coordonnées
s'expriment par des développements de la forme :

(28)

a10a l0 / ! _ f^^lO A 2 i

— x20—
£ ) 0

_ -10w40 p , + V3logr + ...,

nous avons posé, en désignant par A4 Je coefficient du terme r2 dans le développement de Z4 :

Dl = 2B~0 [ ¥ * Ai — "*a*Ci

1 « b p ] , D 4 = - A4
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13. Du nombre et du choix des constantes. —• Les développements (28) dépendent de qua-
torze paramètres : des huit valeurs arbitraires données aux variables xi0, pt, pa et des six constantes
d'intégration C». Le nombre des paramètres se réduit à huit si Ton tient compte des six relations obte-
nues en remplaçant dans les égalités (1), (2), (3), (4), (5), (6) les variables par leurs développements. Ces
relations s'écrivent :

T 2 J_ T 2 _i_ T 2 fl T 2 I ,yi2 I T 2 Ci /y /y J_ <r *v __L r w (\

"̂ ÎO f *̂ 20 I ^30 — u î ^ O "T" ̂ 50 i x 6 0 — u î ^ÎO^O 'T" ^O^öO \ ŜO^BO — u î

(^°) #40?20 = = #50^5 " ^ #60^6) #10Pl0 = = #20^2 ~T #30^3)

#10#40 t PÎ + P| — 1 ] = #40 [#2oC5 + #3oG6] + #10 [#5oC3 + #6oC3)'

Les six équations (29) peuvent être simplifiées par ̂ introduction d'une variable 8 telle que :

#20 ~ ^#10 C 0 S 6 ' #30 = ^#10 S i l i Ö7 #50 = ^#40 C 0 S 6 î #60 ==

Les trois premières équations (29) sont satisfaites et les trois dernières deviennent :

pfo = î tC5 c o s 0 + C6 sin 8], PIQ = i [G2 cos 6 + C3 sin 6],

2i t(Ca + C5) cos 6 + (C3 + C6) sin 6] = 1.

Pour passer à la solution du système différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K

^t4& constante t0 provenant de l'intégration de l'expression en r de la dérivée -y-. Par conséquent, les

développements dépendront de dix constantes arbitraires et nous pourrons choisir :

#10? # 2 0 Î #40î ^ l î C 2 , 4 ' 5 î 6 î ' ^°

A
14. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Développons la quantité ^ suivant

les puissances de r et de r2 log r :

A = « A + gz« + 9 == g Z4 + S,(r, Z1? z,, z3, Z4, %, ̂ ) = S^r, r̂  log r) = rS(r, r log r)

Posons £0 = 0 ; de l'expression :

nous déduisons successivement :

dr

puis :

~ « rS(r, r log r), i = r2S(r, r log r), log t = 2 log r + S(r, r log r),

i i

2̂ = rS(r, r log r), «5 log t = r log rS(r, r log r) + rS(r, log r).
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ï ï

En considérant les expressions de t% et de t2 log t comme deux fonctions implicites en r et r log
nous aurons par inversion :

r =
2, t2 log f), r log r = S(t2, *a log t).

Les coordonnées s'expriment par des développements en séries entières en :

de la forme :

i
2, «Mog*

i l
xx = x10 + a1Qt2 + a2Ot + au t\ogt + ... log «)* + ...,

(3°) *10
f- aut log

i l

,

1 log t)i + ...,

... + b'ûit2)^2 log ty' + ...,

;, i,i; c^, fl{,-,

a'^t log

c^ sont des coefficients qui s'expriment en fonction des constantes précédentes.

15. Conditions de choc. — La solution générale 'du système différentiel (I) dépend de douze
constantes arbitraires. Le mouvement des trois corps aboutissant à un choc imaginaire triple dépendra
donc de deux conditions. A partir des huit équations (19), (20), (21) nous pourrons, par inversion,
calculer les huit constantes x^ p10, p20 en fonction des variables Xi, pl7 p3, r, Zu z2, z3, Z4, z5, z6.
En portant les valeurs ainsi obtenues dans les quatre équations (22) et en tenant compte des deux
relations :

5 = ' 5

les conditions de choc s'expriment par les deux équations :

(31)
V2 = S2(r, Z1? z2i z3, Z4, z5, z6 I ̂ , p!, pa)*

16. Discussion du cas B o ^ 0 . — Reprenons le système différentiel 2^ et considérons Féquation ;

( 3 2 )

En ayant égard à la relation (18) :

a4a4)0 = — Bo,
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les deux racines X1? X2 de l'équation caractéristique :

^40
= 0

sont égales à 1 et à 2, et nous pouvons faire un changement de variables linéaire de telle sorte que
Féquation (32) devienne :

Le troisième changement de variables que nous avons effectué :

suppose que les quantités a40 et a]0 sont différentes de zéro. D'après la relation (18) ces deux quan-
tités ne peuvent être nulles à la fois. Par conséquent, pour a40 nul nous ferons le changement de
variables :

Z l = %
a 1 0

et pour <y]0 nul nous ferons le changement de variables :

«40

Nous obtiendrons ensuite un système différentiel analogue au système S3 et nous démontrerions que
les coordonnées s'expriment encore par des développements en séries entières en r et r2 log r.

Dans le cas général où a10 et a40 sont différents de zéro, nous avons défini une quantité Ax au
moyen de l'équation (26) :

(m, + m2 _ ^ 2 „

et nous avons démontré que la forme des développements dépend de la valeur de Ax. Pour des valeurs
arbitraires des variables x^ rr4, p2 satisfaisant à Tune ou l'autre des deux relations ;

(33)

(34) x,) pf + x4) f — x\ [{xx — z4) p| 4- = 0,

la quantité Ax est nulle et les coordonnées s'expriment par des développements en séries entières en r.
De l'équation :

| ) - r £ = r Z4 4- S2(r, 4, z5, = r*S(r)



— 47 -

nous déduisons successivement :

et par inversion :

r =

Enfin, la quantité Ai est nulle lorsque le coefficient C4 est nul. Il faut alors, dans le système
différentiel (23) substituer aux variables Z1? z2, £3, Z4, z5, z6 des développements de la forme :

Z2 = r2S(r), z2 - rS(r), z3 = rS(r), Z4 - r2S(r), 25 = rS(r), z6 = rS(r).

La détermination des coefficients de ces développements est possible. De Téquation :

I ) = r g = r

nous déduisons successivement :

et par inversion :
2 2

C ^ du triangle équilatêral •— Le cas où les trois corps forment à chaque instant un triangle équi-
latéral, le mouvement se réduisant au mouvement de Lagrange, offre un exemple dans lequel la quan-
tité Aj est identiquement nulle. En effet, pa et p2 sont identiques à 1 et en ayant égard à la relation
(17), la condition (34) est bien vérifiée. Comme d'autre part il est inutile d'introduire les variables
auxiliaires uly u2, les développements des coordonnées dépendront d'un nombre de constantes arbi-
traires égal à l'ordre du système différentiel.

17. Étude du cas B = 0. — Rappelons que nous avons posé :

B = 2(mx + m2 + m3) \nhm2 + ^ » + ^ - 3 1 + Kr = r [U + K) ;
L Pi P2 J

U désignant la fonction des forces. Les valeurs arbitraires données aux variables pl7 pa sont choisies de
telle sorte que :

(ct^i + a4a4)0 = — Bo = 0.

Considérons le système différentiel S2 et faisons le changement de variables :

zt = rZc, Ui = rVx, U2 = rV2, (£ = 1, 2, 3, ,4 5, 6) ;
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z<? Vj, V2 ont une signification nouvelle. Nous ajouterons à ces variables la fonction des forces U
et une variable W définie par l'équation :

axax - j - ot4a4 = r W .

En fonction des nouveDes variables et en désignant par T et par ç-, les coefficients de /a, les quan-
tités G et 9 ont pour expressions :

a± « ^ Zxr + v», c4 = ^ Z4r + T4r>, au = 2 [ | - | ] ( Z x - Z4)r + W ,

A partir du système différentiel 22 , nous obtiendrons entre les variables :

r, xh Pi, pa, Zu Vx , Va , çx, ç2, U, W

un système différentiel 2 3 d'ordre vingt :

dr dx1 dx2 dxz ^ dxA __ dxh dxe

Z J £• [rZ3 + ^ Z J rZ« ^ [rZ5 + xBZ4] ^ fZ, +
x xA x

+ g L a i r&l& 1 — O14^2 + g 7373 ?1 r

dZs ^ 4
a.Z, + a4Z4 + r9l f R2 1 ~~ ^i^! + ^Z4 + r9l

g L"PV — I — CT 4 B L 4 —

R* - y „
52 + rZ6E

-

rfW
„ T 9a, da*. da. da,

1
La quantité B introduit dans les dénominateurs du système S3 le facteur - que nous éliminerons

en posant :

(36)
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et en prenant Ç pour variable au lieu de Z4. Nous obtiendrons un système différentiel E4 qui se déduira

du systèn

rapport :

du système S3 en remplaçant Z4 par sa valeur tirée de (36) et en remplaçant le rapport —^ par le

a i ^ + U + K lXV ~ r l5 iy + Ll dr + a4 tfr

Donnons des valeurs arbitraires aux variables xt, Z2, Z3, Ç, Z5, Z6 , p l 7 p2 e t des va leurs nulles
aux variables r, Z1? V1? V2, Ç1? Ça, U, W. Tous les dénomina teurs du sys tème 2 4 s ' annulent si Ton a la
relation :

Le système S4 admet donc la multiplicité singulière :

r - Zx = Vx = V2 = 5i = Ça = U - W = 0.

Le long de cette multiplicité l'équation caractéristique du système S4 a deux racines positives égales
à 1 correspondant aux variables r et Z1? treize racines nulles correspondant aux variables x^ Z2, Z3,
Ç, Z5, Z6, pa, p2 et six racines négatives correspondant aux variables Vx, V2, 5u 2̂? U, W.

Le théorème fondamental est applicable au système S4 et nous démontrons que toutes les
variables rencontrées successivement s'expriment par des développements en séries entières en r. Si,
dans le système S3 nous substituons aux variables des développements en séries entières en r, nous
formerons immédiatement ces développements par le simple examen des dénominateurs. Nous trou-
verons :

x% — xiQ = r*S(r), P l — P l 0 = r2S(r), p2 — p20 - r2S(r),

Zx = rS(r), Z2 — Z.0 - raS(r), Z3 — Z30 = r*S(r), Ç — ^ « r2S(r),

Z5 - Z5Û = r2S(r), Z6 - Z60 = r«S(r), Vi - rS(r), V2 = rS(r),

Çj - rS(r), ^2 - rS(r), U = rS(r), W =

et par suite :

De Fexpression :

U/ U
nous tirons successivement :

et par inversion :
r = i3S(f3).

Par conséquent, si à l'instant du choc les valeurs arbitraires données aux variables px et p2 satis-
font la relation :

[ » »1 = 0,^ + +
Pl r2 J

SÊMIROT. —
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la fonction des forces est nulle à cet instant et les coordonnées s'expriment par des développements
î

en séries entières ent3.

CONCLUSION. — Après trois changements successifs de variables :

dx% Ór23 ^ r i 3

2o * - a , , a = 5

TT TT ' ^ 1
ul Pi — U l7 «2 ?2 — U27 xh —

3O Zl ^ Zl ~ \tJoZ^ Z4^Zl+ \ïJ0
Z*

Vx = U i — -£- Zx — -g- Z4, V2 = U a — -£- Zx — -3- Z47

nous obtenons entre les variables r, x^ Zu z2i z3, Z4, z6, 26 et les variables auxiliaires plf p2, Vl7 V2,
73!, T)2 un système différentiel auquel le théorème fondamental est applicable. Les coordonnées s'expri-
ment par des développements en séries entières en :

1 1
t2 et t*\ogt

i.

et les développements des trois distances qui s'annulent commencent par des termes en £2.
L'instant du choc est donc un point critique transcendant. Le mouvement des trois corps abou-

tissant à un choc triple imaginaire satisfait à deux conditions. Dans quelques cas particuliers les déve-
loppements des coordonnées ne contiennent pas de logarithmes. Nous donnons dans le tableau sui-
vant les résultats que nous avons obtenus :

I. B0^0
1 1 1

a) A x ^ 0 r =
b) A 1 = =

«4)84)8

ou
- X* [(xt — xj 9Î + v*]5] - 0

1 1

r = t*S(t2)

2 2
2o C4 = 0 r = t*S{t&)

IL B0 =



CHAPITRE V

CHOCS IMAGINAIRES DANS LE PROBLÈME RESTREINT

Rapportons le mouvement de la masse nulle au système d'axes mobiles ayant le centre de gra-
vité G des deux massse mu m2 pour origine. Prenons la distance de ces deux masses pour unité de
longueur et leur somme pour unité de masse.

Désignons par xly x2, x3, les coordonnées de la masse nulle ; par

r2 =

les distances de cette masse aux masses m^ m2 et par K la constante de Jacobi. Le mouvement de la
masse nulle est défini par le système différentiel d'ordre six :

(I)

(X,

i
U'Xp n uu;-. x , J)Q

tt, / i. I sy YYi ^ YYi — •
7,0 ** 7. \^ *vn fff/i o ffto o )

dt2 dt 3 xr? 2rl
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Les équations (I) admettent l'intégrale de Jacobi :

Premier changement de variables. — Prenons rx pour variable indépendante et posons :

rx = r, 7J5T = !fc, (£ = 1 , 2 , 3 ) , A = y* + yl + i&

B = 2 [m, + m2^ + {X* ̂  X*] r + K r ] , D - (^ + m2)(x1 — m1) + x\ + x%,

E = 2 [(a?! + m2)y2 — ^22/x]r ̂  + (xx + m2)^r + x\r — m1 — ^̂3

L'équation de Jacobi se transforme en une équation de laquelle on déduit immédiatement

Définissons une nouvelle variable auxiliaire R au moyen de l'équation :

(2) !

De l'équation (1) nous tirons alors :

Système différentiel E^ — Nous obtenons entre les variables r, z*, ^ et la variable auxiliaire R
un système différentiel S t d'ordre sept :

dr dxx dx2 dx3 dû
r ~~ r?/! "" r̂ g" "~ ry3 ~~ — AR — rR3E

Vi — Ayx -f- 2y2r
2lR + a ^ R 2 — m1(x1 + m2)

dvo

2^/ /*^R -f- /e r 3 R 2 Tft Xt

dy%

) R2 — m2(x1 — mj) R2 ^ — ^ rR 2 E

r3

^2

Étude du choc simple. — Définissons trois nouvelles variables zu z%, zz au moyen des équations

En fonction des nouvelles variables, A prend la valeur :



Nous obtenons entre les variables r, xh z^ R le système différentiel 2 2 d'ordre sept :

dr _ dXi __ dx2 dx3 _ dR
r ~~ zx ~ rz2 + x2zx "" rjs3 + x^zx ~ — AR — rR3E

2z Az 4 - 2 '~2 ' ~2"1 Rr2 4- r R2r4 m (r 4- m ^R2r m fr m iR2 — 7 rR2F
2

A 0 ' L\~l ' ""2/ i X 2 ] % T ^2^2

m2)

(rz2 -f- x2zx)

Pour des valeurs arbitraires des variables xu x2, rc3, R et pour des valeurs nulles des variables r,
zu %%i zz tous les dénominateurs du système E2 s^annulent. En développant les dénominateurs au voi-
sinage du système de valeurs :

r = zx — z2 = z3 = 0, Xi — xt0 — X{ = 0, R — Ro = Y = 0,

le système différentiel S2 se transforme en un système S2 :

Xf zx + S2 — ~ Roz, + m.Rgr + S2
1̂0 + ^2 #10 + ^2 ° X ^ 1 0 -T 2

dzx dz2 dz
s

2Zl — mi(x10 + m2) Rgr — 2 z\ - m1[2(a:M + m,) R0Y
ixio "r ma;

Sn désigne la fonction Sn (r, z^ z2y z3, Xi Y).
Le dénominateur correspondant à la différentielle dzx contenant au premier degré les variables zx

et r nous ferons le changement de variables :

Zx = zx — ar

avec :
a = /%(%> + m2)Rg.

Entre les variables r, #«, Zj, 2a, z3, R, nous obtiendrons le système différentiel S3 :

dr __ tój cZa;2 ' fe3

7 " Z 7 T Ï

i
 " •

R § a r ] r

Z2 "i~ S2 z3 + S2

Sn désigne la fonction S»(r, Zu z25 %, X», Y).
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Le système différentiel 2 3 admet la multiplicité singulière :

r = Z± = z2 = z3 = 0.

Le long de cette multiplicité l'équation caractéristique a quatre racines positives dont une égale à
2 correspond à la variable Zx et trois égales à 1 correspondent aux variables r, z2, z3 ; cette équation a
quatre racines nulles correspondant aux variables xu x2* xZi R, mais elle n'a pas de racines négatives.

Le théorème fondamental est donc applicable au système Z3. En chaque point x^, Ro de la multi-
plicité singulière passe une famille de caractéristiques.

Cette famille est définie d'une part, par quatre équations non différentielles :

(4) Xi — xi0 = Xi = S^r, Zx, za, z31 xiQ, Ro)

(5) R - Ro = Y = Srfr, ZlT z2, s3 | ^ Ro)

et d'autre part, après substitution des fonctions Sx dans le système Z3, par un système différentiel
d'ordre trois :

(6) r ^ = 2Z1 + ..., r ^ = 2 2 + ..., r £ - * + ....

L'étude des équations non différentielles donne pour premiers termes des développements de X»
et de Y suivant les puissances de r, Zu z2, z3 :

Xl — «10 = X l = ö r + y ' ^2 — 2̂0 = X 2

R - «. - T — ( ç l ^ j («r + Z,, + S,.

Le système différentiel (6) admet la multiplicité singulière :

r = Z± = z% = 2 3 = 0 .

Le long de cette multiplicité l'équation caractéristique a deux racines égales à 1 correspondant
aux variables jga, 33 et une racine égale à 2 correspondant à la variable Zx. Considérons pour les variables
Zi, ^2, 23 des développements à coefficients indéterminés suivant les puissances entières de r :

(7) Z, = G^2 + ..., z2 = C2r + ..., z3 - C3r + ...,

les Ci étant des coefficients arbitraires.
En remplaçant dans le système S3 les variables Xi, Y par leurs valeurs (4), (5), puis Z1} z2, z2 par

leurs développements (7), il s'introduit dans le second membre de Féquation :

en plus du terme 2Cxr
2, un autre terme en r2 dont le coefficient est nul. Par conséquent, la détermi-

nation des coefficients des développements (7) sera possible et les variables Xi s'exprimeront par des
développements en séries entières en r.

Finalement, les coordonnées s'exprimeront par des développements en séries entières en t* dépen-
dant de six constantes arbitraires et nous pourrons choisir :
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Choc double. — Définissons deux nouvelles variables p et a au moyen des équations :

dr»

et, au système S1? joignons les deux rapports :

d9

U p

et :
du

— A — uz rR r2R2 R2 rR2

u — Au + — + 2 [(xx — mx)y2 — x^x] y + [xx(xx — mx) + x\\ - y - — mxD — — m2 -^- — rR2Eu

Définissons quatre nouvelles variables j219 z2, ^3, U au moyen des équations :

Vi = r*i, V% = TH<> Vz ==^81 M — p = U .

Nous obtenons entre les variables r, #*, z» et les variables auxiliaires R, p, U un système différentiel
d'ordre neuf :

dr _ dxx __ rfx2 ___ dx3 ___ rfp d(R
y ^ ^ ^ ^ ^ ^ T j " " — Rr22zf — R3rE

arxr
2R2 - \mx{xx + m2) +

r TT8

— 2U — (U + ) » Z J + ^

En remarquant que Ton a :

rR2E = 2[(xx—m2)z2 — x&]r*R + (xx + m2)xxr
2R2 + a;|r2R2 — mxrR* — m2 —3 -^

nous constatons que tous les dénominateurs s'annulent pour des valeurs nulles des variables U, r, R
et pour des valeurs arbitraires des variables x^, p, z^ satisfaisant aux relations :

(8)
[ m1(x1 -f- ^ 2 ) P 3 + mz{xi— mi)~\ p^i^2P3 + ^2^2"!

m2T> J o ' Zao ~~ L ^ 2 D J o '

[ o 1
7/t| 3/Q p ~\ TYhn*
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Après développement des dénominateurs au voisinage du système de valeurs :

r = U = R = 0, Xi — xi0 = Xi = 0, z, — ** = Z* = 0, p — Po - P - 0

nous obtenons le système différentiel :

dr dxx dx2 dxs dp dR dla\ dû
T = r*(z10 + Zx) = r^ 2 0 + Z2)

 = r*(zzo + Z3) ^ IJ = R~~T = Z " " ~ ~1T~ P " " " '
2 + 5 2 2 ^ ! 2 2 "*" ö«

Sn désigne la fonction S„(r, U, R, Xi7 Z*, P).
Le dénominateur correspondant à la différentielle d\J contenant au premier degré les variables U

et P nous remplacerons la variable U par la variable V définie par Féquation :

V = U + P.

Le système différentiel obtenu, admet la multiplicité singulière :

Le long de cette multiplicité Féquation caractéristique a cinq racines positives dont une égale à 1 cor-
1

respond à la variable r et quatre égales à K correspondent aux variables Z* et R ; cette équation a

1
quatre racines nulles correspondant aux variables x^ p et enfin, elle a une racine négative égale à K

correspondant à la variable V. Le théorème fondamental est donc applicable au système différentiel
S3. En chaque point de la multiplicité xi0, p0 passent deux familles de caractéristiques. À l'une de ces
familles ne correspond aucun mouvement. L'autre famille est définie d'une part, par cinq équations non
différentielles :

%i — $io = Xj = Sjfr, Zh R | xm p0),

(9) 9 — Po = P = S^r, Z«, R | asio, pu),
V = S2(r, Zh R | xl0, P o) ,

et d'autre part, après substitution des fonctions S dans le système S3 par un système différentiel d'ordre
quatre :

Les variables s'expriment par des développements en séries entières en r2 et par suite, par des
i

développements en séries entières en £5 dépendant de quatre constantes arbitraires y compris l'instant
du choc.

Nous n'insistons pas davantage sur cette étude qui, à partir des équations (9) et (10), est ana-
logue à celle que nous avons faite pour le choc double dans le problème général des trois corps.



DEUXIÈME PARTIE

SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS ATTIRÉ
PAR DEUX CENTRES FIXES

Le problème du mouvement d'un corps attiré par deux centres fixes suivant la loi de Newton a
été résolu pour la première fois par Euler dans le cas du mouvement plan et par Lagrange (1) dans le
cas général du mouvement dans Fespace. Lagrange a ramené le problème aux quadratures par l'emploi
de la méthode dite des équations de Lagrange et Jacobi a appliqué au même problème sa méthode d'in-
tégration des systèmes canoniques. L'inversion des quadratures elliptiques qui figurent dans les inté-
grales a fait l'objet de plusieurs travaux et nous citerons particulièrement la thèse de M. Andrade (2)
dont nous adopterons les notations. Enfin, Chariier (3) a donné une analyse très claire du mouvement
plan en évitant la théorie des fonctions elliptiques.

Nous nous proposons d'appliquer la transformation de Sundman (4) à l'intégration des équations
différentielles du mouvement et d'en étudier ensuite systématiquement les solutions périodiques.

(1) Œuçres, t. 12, pp. 101-114.
(2) Journal de VEcole Polytechnique, 1890.
(3) Die Mechanik des Himmels, 1902, Erster Band. Bedingt periodische bewegungen (Zweiter abschnitt, pp. 97-114). Bewe-

gung eines punktes, der von zwei festen centren nach dem Newton'schen gesetz attrahirt wird (Dritter abschnitt, pp. 117-163).
(4) Loc. cit.



CHAPITRE PREMIER

APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE SUNDMAN

Le point matériel C est attiré par deux centres fixes P' et P suivant la loi de Newton. Prenons P'
pour origine des coordonnées et dirigeons Taxe des x suivant P'P. Soient x, y, z les coordonnées de G ;
2c la distance P'P,

y 2 + 2 + 2 r =+ z2, + 4c8 —4GB,

les distances P'G et PC ; K'2 et K2 les coefficients attractifs des centres P' et P. Désignons par C' la pro-
jection de C sur le plan yV'z et, par 9 et ^ les angles yP'C' et CFC.

(1)

Le mouvement du point matériel C est défini par le système différentiel d'ordre six

^ = -^(2*-*)—-5-*,
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Les trois équations différentielles (1) admettent les deux intégrales premières :

dz dy
z

(2)

(3)

h et g étant respectivement la constante des forces vives et la constante des aires.
Définissons une nouvelle variable u au moyen de la relation :

dt = p du.

En prenant comme fonctions inconnues de u :

x, y, z, p, *, x\ y\ z', p',

nous obtenons, par l'application de la transformation de Sundman, le nouveau système différentiel

du
du

dû

I->[T+2-T-& dt = p'

du
dx' a : V -
du ~

<fr'_yy-K"y_Ky te_ = ;
(lll û 7*̂  ' (lu

K 2 p 2

p r° v au p ra *" au p r°

En fonction des nouvelles variables x'\y'\ z'', les intégrales des forces vives et des aires deviennent ;

X>2. _|_ y>2 _|_ z'2,

(6) yz —zy

En choisissant P pour origine des coordonnées et en introduisant de même la variable v définie
par la relation :

dt = rdv>

on forme un système différentiel analogue au système (4) et en particulier Téquation différentielle

analogue à Féquation en -r- :

(7)
d (dr K2

 t 2K'2 K'2

Les six variables x, y, z, x', y\ z' s'expriment en fonction des variables r, p, r', p' au moyen des
deux égalités (5) et (6) et des quatre relations :

= p2

pp' = xx' + yy' + zz\ rr' = pp' — 2ca&'.
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Par suite nous pourrons former un système de cinq équations différentielles entre les cinq fonc-
tions r, p, r', p', t de la variable indépendante u, soit :

(8)

En fonction des nouvelles variables r, p, r', p', l'intégrale des forces vives se transforme en l'équa-
tion :

(9) p2rV2 + pW 2 — prpV(r2 + p2 — 4c2) = p2 j J [16c2
P
2 — (p2 + 4c2 — r2)2] [ ^ + ~ + fcl — 4c2g

D'autre part, l'expression :

p du p du \ p /

est une dérivée exacte et donne par intégration l'équation :

- 4 C * ) 2 , ( r 2 + p8) +

a désignant une constante arbitraire Cl).
Si Ton fait abstraction dans les équations différentielles (8) de la variable f, les distances p et r

satisfont, en fonction de w, à un système différentiel d'ordre quatre dont on obtient deux intégrales
en résolvant les équations (9) et (10) par rapport aux constantes g et a. En combinant les deux équa-
tions (9) et (10) nous obtenons la double équation, valable soit avec les signes supérieurs, &oit avec les
signes inférieurs :

(11) r*{r' ± p')2 - K'2[(P ± r)« + 4c2(r ± ?)} + K2[(r ± p)» — 4c2(r ± p)]

+ \ [(r ± P ) 4 - 16c4] + l [(r ± p)2 - 4c2] - 4c2g*.

La somme et la différence des variables r et p étant en évidence, introduisons les coordonnées
elliptiques :

r+ P-2X, r—p = 2j*,

et posons :
a = 2(a —2^c2),

R(X) = ( X2 — c2) [2^X2 + 2{K2 + K'2)X + a] — g2r2, S(|i) == (\>? — c2) [ 2 ^ 2 + 2(K2 — K/2)ti + a] — g2c*.

L'équation (11) se décompose alors en les deux équations :

(X + tx)2X'2 = R(X), (X + tx)V2 =

X et [i étant des fonctions du temps, nous tirons des deux équations différentielles précédentes deux

(1) LAGRANGE, loc. cit.t p . 105.
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nouvelles équations différentielles dans lesquelles il faut mettre le signe -}- ou — devant les radicaux
suivant que les variables X et y. croissent ou décroissent :.

d\

± VR(X) ±

(12)

(13)

Nous déduisons ensuite :

(14)

(15)

Nous déterminerons l'angle 9 en considérant l'intégrale des aires exprimée au moyen des fonc-
tions ?, f, p sous la forme :

P* cos2 4. •£ = g

et dans cette équation nous remplacerons p2 cos2 <J/ par son expression en fonction de X et de y. :

P c °s * -
16cV — (r2— p2 —

L'angle d'azimut <p sera alors donné par la quadrature résultant de l'expression :

(16)
x2 — c2) ± (cz — i

Au total, nous retrouvons bien pour déterminer la trajectoire et la loi du mouvement les quadra-
tures classiques.



CHAPITRE II

ÉTUDE DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES

Rappelons quelques équations indispensables à cette étude. En désignant par T la demi-force
vive, par U la fonction des forces et par H la fonction hamiltonienne, on a successivement :

aT x2 —
d[Lf ê — [A2 ^ ' a<p'

- j x 2
 2 . c2

 2 1 K2 K'2 _ ,

(1)

Les équations différentielles du mouvement prennent la forme canonique :

d\ dH d\L aH d<p a H

dp_ aH dq_ m <k_ m
dt ax dt du. dt d<a

De l'étude que nous avons faite dans le chapitre I nous déduisons immédiatement la solution du
système canonique (1) :

(2)

J ±VR(X) y ± vs(^) y ±VR(^) J -

/

c*gdl f agi-j_ # .

ê— txa '

A, T, G désignant des constantes arbitraires.
Il est facile de déduire trois intégrales du système (1) à partir des trois dernières équations (2).
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Suivant que Ton tire la valeur de a de Tune ou l'autre des équations qui expriment p et q en fonction
de X et de jx, on obtient :

(3) p*(X* - c2) + ^ V 2 - 2(K2 + Kl'*) X - 2 m = «

ou :

(4) ?V» _ c2) + - £ r ? - 2(K2 _ K'V - 2v*h - a.

Les expressions H = h, s = g jointes à Tune ou l'autre des expressions (3), (4) dans lesquelles on a
remplacé les constantes h et g par H et s forment trois intégrales du système différentiel (1).

I. — Étude des racines des polynômes R(x) et S(JA).

Nous supposerons, ce qui ne nuit en rien à la généralité du problème, que Ton a :

K2^K'2 , c = l.

Les deux polynômes R(X) et S(|x) s'écriront alors :

(5) R(x) = 2 / a * + 2(K2 + K'2)X3 + (a — 2fc)X2 — 2(K2 + K'2)X — (a + g2),

(6) S(it) - 2 V + 2(K2 — K'*)n» + (a — 2h)^ — 2(K2 — K'2)n — (a + g2).

Pour que le mouvement soit périodique il est nécessaire que les variables X et \i aient un mouvement
d'oscillation (1). Chaque polynôme R(X) et S(jx) devra donc admettre au moins deux racines simples.
Les racines simples rx et r2 du polynôme R(X) et les racines simples px et p2 du polynôme S(|x) satisfont
aux inégalités suivantes :

1 < rx < 7-2, — 1 < P l < p2 < 1,

et, puisque les polynômes R(X) et S({JL) figurent sous des radicaux, ces polynômes devront prendre
nécessairement des valeurs positives pour toutes les valeurs de X et de \i comprises respectivement entre
ru r2 e t px, p2.

Nous examinerons successivement les cas h > 0, h = 0, h < 0.

1. Cas h > 0. — Les coefficients du polynôme R(X) présentant une ou deux variations suivant
les signes de la quantité (a + g2), ce polynôme peut, d'après le théorème de Descartes, avoir au plus
deux racines positives. L'examen du tableau suivant qui donne les valeurs de R( X) pour les valeurs — oo,
— 1, + 1 , r3)r2, H- oo de X :

X

R(X)

00

+ 00

— 1

— g2

+ 1

-g2 0

' a

0

+ 00

+ 00

(1) Quand une variable varie entre deux limites alternativement dans l'un et l'autre sens, on dit encore qu'il y a mouvement
de libration (Charlier).
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montre que le polynôme R(X) aurait en plus des racines rx et r2, deux autres racines réelles : Tune com-
prise entre — oo et — 1, et l'autre plus grande que r2. Ce polynôme aurait donc trois racines positives
ce qui est impossible. Par conséquent, il n'existe pas d'orbites périodiques lorsque la constante des
forces Vives h est positive.

2. Cas h = 0. — Formons comme précédemment le tableau donnant les différentes valeurs de
R(X) pour les valeurs — oo, •— 1, •+- 1, r1? r3, + oo de X :

X

R(X)

.—• oo

00

/[

- g 2

4- 1

_ g 2

»1

0 0

+ oo

+ 00

Ce tableau montre encore que le polynôme R(X) devrait admettre trois racines positives, ce qui est
impossible, puisque ses coefficients présentent une ou deux variations. Par conséquent, il n'existe pas
d'orbites périodiques lorsque la constante des forces vives est nulle.

3. Cas h < 0. — Considérons les polynômes R(x) et S(x) obtenus en remplaçant dans les expres-
sions (5) et (6) X et [JL par la variable x. La position relative des deux courbes :

dépend du signe de la quantité :

et Ton a :

y =

R(x) — S(x) =

y = S(rp),

— 1),

— oo

(x) — S(x)

— 1 + 1 +

Imposons simultanément deux racines plus grandes que 1 au polynôme R(x) et deux racines comprises
entre — 1 et + 1 a u polynôme S(x). Les coefficients de ces polynômes présentent trois variations si
la quantité (a + g2) est négative et deux variations si cette quantité est positive et les courbes :

y = S(x)

auront nécessairement Tune des allures suivantes quant au nombre et à la séparation des racines :
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A r\X1

En tenant compte de la relation (7) et des courbes précédentes nous constatons que si le polynôme
S(x) a ses quatre racines réelles dont deux plus grandes que 1, le polynôme R(x) aura également quatre
racines réelles dont deux plus grandes que 1. Par conséquent, il y aura dans ce cas mouvement d'oscilla-
tion pour les variables X et |x. Dans les autres cas, l'étude des racines des polynômes R(x) et S(x) pourra
se faire par l'emploi de la méthode de Descartes ou de Ferrari sur la résolution générale de Féquation
du quatrième degré et par l'application du théorème de Budan-Fourier sur la séparation des racines.

Par conséquent, il sera toujours possible de choisir les constantes arbitraires a, g, &, c'est-à-dire
les conditions initiales du mouvement, de telle sorte que les variables X et jx aient un mouvement d'os-
cillation et ces constantes ne devront satisfaire qu'à des inégalités. Les valeurs des variables X et \i
oscillant respectivement entre les racines simples r1? r2 et ç>u p2, il s'ensuit que dans le mouvement relatif
plan la trajectoire sera contenue dans l'aire comprise entre deux ellipses et deux hyperboles. La dérivée
par rapport au temps de la variable 9 étant constamment positive, la trajectoire du point matériel C
dans l'espace sera contenue dans le volume compris entre deux ellipsoïdes et deux hyperboloïdes ayant
pour axe de révolution la droite joignant les deux points fixes. Nous étudierons successivement les cas
où le point matériel C se meut sur un ellipsoïde de révolution, sur un hyperboloïde de révolution ou sur
un cercle.

4. Mouvement sur l'ellipsoïde de révolution X == const. (1). — Ce mouvement a lieu si le poly-
nôme R(X) a une racine double plus grande que 1. Pour cette valeur de X, soit Xo, on aura :

(8)

(9)

K = Po = 0,

R(X0) = 2A>* + 2(K2 + K'2)Xg + (a — 2h)\l — (2K2 + K' 2)^— (a + g2) - 0,

K '2)X§ + (« —2/̂ )Xg —(K2 + K'2)] - 0.

Des deux équations (8) et (9) tirons les valeurs de A et de a. On trouve :

(K2 + K'2)
2(>J — ! ) •

4-

(Suite page 68.)

(1) Les conditions auxquelles doivent satisfaire les valeurs initiales des variables pour que le mouvement ait lieu sur un ellip-
soïde ont été énoncées par AND RADE, loc. cit., p. 12.

SE MI ROT. — Thèse. 5
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Mouvement dans I' espace

Mouvement plan a >O

1 * >• < r2

A = f

Selon les valeurs des racines rx, r2 et pj, p2 des polynômes R(X) et (S(JL) le mouvement a lieu dans une partie limitée de l'espace
que nous représentons par des surfaces hachurées ou des traits renforcés. D'après la notation que nous avons choisie, pour les valeurs
de [x égaies à — 1 et à + 1 les hyperboles se réduisent respectivement au demi-axe positif P, + 00 et au demi-axe négatif
P', — 00 ; enfin pour X égal à 1 l'ellipse se réduit au segment P'P. Pour le mouvement plan nous donnons en tête de chaque
colonne les courbes y - S((i) = {y* — 1) [— 2felti» + 2(K2 — K/2)tx + a].
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Mouvement plan a < O

"X = 1

"k =r7- rg " X H I •X =1

O
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En ayant égard à l'intégrale première :

le mouvement aura lieu sur un ellipsoïde de révolution si les valeurs initiales des variables X, \i, p, q,
s satisfont aux deux conditions suivantes :

Po-0, + J

5. Mouvement sur un hyperboloïde de révolution y. = const. — [x0 étant une racine double du
polynôme S(fi) comprise entre — 1 et + 1, un raisonnement analogue au précédent montre que le
mouvement aura lieu sur un hyperboloïde de révolution si les valeurs initiales des variables X, JJL, p, g,
s satisfont aux deux conditions suivantes :

ff - 0

6. Mouvement sur un cercle. — Si les polynômes R(X) et S(^) admettent simultanément une racine
double, la trajectoire, dans le mouvement relatif plan, se réduit à un point et, dans l'espace cette tra-
jectoire est une circonférence. Le mouvement aura donc lieu sur une circonférence si les valeurs ini-
tiales des variables satisfont aux quatre conditions :

K = Po = °> ^ = ô = 0,

Les valeurs initiales Xo et jx0 des variables X et \x doivent donc satisfaire à la fois à la relation obtenue
en éliminant s0 des deux équations (12) et aux inégalités :

1 < \ , — 1 <(X0 < 1 .

Si nous désignons par ƒ([*) le résultat de cette élimination nous obtenons l'équation :

= (K 2— K'2)[— \^ — 3X(X2 — l )^ 2 + X3)l 4- (K2 + K'2)[(3X2 —l)(x3 + X2(X3 — 3)ti] = 0.

et, à toute valeur de Xo correspond une racine 4a0 de cette équation comprise entre — 1 et 0. On a en
effet :

et par conséquent le mouvement étudié est possible. Le point matériel C ne peut pas décrire une circon-
férence équidistante des deux centres attractifs P' et P si K2 est différent de K'2. Dans ce cas, on doit
avoir jx0 = 0 et en portant cette valeur dans l'équation (13) on a :

(K2—K / 2)x3 = 0

et cette égalité ne peut être satisfaite que si les coefficients attractifs sont égaux.
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7. Mouvement plan (1). — L'étude du mouvement d'oscillation des deux variables X et (JL se déduit
immédiatement de l'étude du cas général du mouvement dans l'espace en annulant la constante des
aires g et en faisant passer les courbes S(x) par les points — 1 et + 1. La trajectoire est généralement
contenue dans Taire comprise entre une ellipse et une hyperbole ; cependant, cette trajectoire peut
être contenue dans une ellipse. D'autre part, le mobile peut décrire une ellipse, un arc d'hyperbole, un
segment de la droite P'P ayant pour extrémité P' ou P, ou, le segment P'P. Enfin, le mobile peut être
en équilibre en un point du segment P'P.

CONCLUSION. — Lorsque la constante des for'ces vives h est négative, il est possible de choisir les con-
ditions initiales du mouvement de telle sorte que les variables X et y. aient un mouvement d'oscillation.

[Les planches (pp. 66-67) résument et illustrent les différents cas du mouvement périodique],

II. — Conditions de périodicité du mouvement.

Considérons les équations (2) et soient I les valeurs intégrales :

T C dx T f x2rfx T f tî^
l n = ƒ / T 1J 2 = ƒ / > l i s = ƒ

J ± VR(*) J ± VR(X) J ±(x2 —
T f fa _ r \pd\i _ r c%g

Si initialement, pour une valeur t0 du temps, les variables X et JJL prennent des valeurs Xo et [x0 satisfai-
sant aux inégalités :

les intégrales I prendront des valeurs que nous désignerons par 1°. Les racines r1? r3 et p1? p2 des poly-
nômes R(X) et S([x) sont des points critiques réels de V R ( X ) et de \/S([x) ; par conséquent, si les
variables X et y. partant de la valeur Xo et de la valeur JJL0 décrivent respectivement des lacets entourant
les points critiques r1% r2 d'une part et p1? p2 d'autre part, les valeurs 1° des intégrales I s'accroîtront de
quantités 2co telles que :

(14)

2o)„ = 2 ci13

^23 —

Si au temps £0 + 2T les variables X et (x reprennent les mêmes valeurs x0 et [iQ après avoir décrit
respectivement mx et m2 fois les contours fermés contenant les points critiques r1} ra et les deux points
critiques p1? p2, les intégrales 1^ et ht prendront pour cette valeur t0 + 2T du temps les valeurs :

- Ifcfc £ = 1 , 2 , 3 ) ,

/nx et m2 étant des nombres entiers arbitraires.

(1) L'étude des solutions périodiques dans ie cas du mouvement plan a été faite par CHARLÎER, loc. cit.
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Pour que le mouvement dans l'espace soit périodique, il faut que pour un accroissement 2T du
temps l'angle d'azimut <p s'accroisse d'un multiple de 2n1 soit 2msny mz étant un nombre entier arbi-
traire. Les équations (2) valables pour toutes les valeurs du temps devront être satisfaites pour les
valeurs t0 et t0 + 2T. Nous pourrons donc écrire :

I?i — I?i = A, Iîi — IL - (I?x + 2mton) — (Ifc + 2mzo2l) - A,

I?2 — I?2 = h 4 r, Iî, — lia = (1?2 + 2rrii<*i2) — («» + 2m2o22) = (t0 + 2T) + T,

9o = I?3 + I§3 + G, (9o + 2m3TC) = IÎ3 + I|3 + G - (i;3 + 2m1«u) + (Ig3 + 2m2<o23) + G,

et ces équations seront vérifiées si les quantités co satisfont aux relations :

^1^11 JW2°21 ~ ^î ^1^12 ^2C032 = T, W^i«i3

conséquent, le mouçement du point matériel G sera périodique si les variables 'kety. ontun mouve-
ment d'oscillation et si les quantités co définies par les intégrales (14) satisfont aux deux conditions :

la demi-période T étant définie par la relation :

(16) T = m^jù^—

Étude des conditions de périodicité dans deux cas particuliers. — 1° Mouvement sur l'ellipsoïde de
révolution X = const. Le mouvement est défini par les intégrales :

% -4- T = f —» «p = = / • -f- (j,

et il sera périodique si l'on a la relation :

La demi-période T sera définie par l'intégrale :

T = i

Pi

2° Mouvement sur l'hyperboloïde de révolution \i = const. Le mouvement sera périodique si Ton
a la relation :

f **-
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et la demi-période T sera définie par l'intégrale :

T =
\/R(x)

III. — Étude de la stabilité.

Nous appliquerons les résultats classiques de Poincaré à l'étude de la stabilité des solutions
périodiques du système d'équations canoniques (1). La fonction hamiltonienne étant indépendante
de 9, considérons les deux systèmes d'équations différentielles :

(17)

(18)

Soit:

d\ 3H

X = f,{t, «,g , A, A , T)> !

dp
dt = —

dT
aH

" ds'

g, K A,

dq
di

dH

9 = M

ds
dt ""

t, a, g, A,

—

A,

aï
a<ï

G,

ï
- >>

= Uh «, g, A, A, 5 = g,

une solution des équations différentielles (17) et (18) telle que le mouvement du point matériel C soit
périodique. Considérons cette solution comme solution génératrice et formons les équations aux varia-
tions des équations (17) et (18) en posant :

x - h{t) + 5>v, n = U(t) + ^r 9 == U{t) = çT,

P - fpit) + Çp, g - ƒ«(«) + 5a, ^ = g + 5..

Les varfables l satisfont aux six équations différentielles suivantes :

(19)

(20)

dix a2H
dp

a2H

dm em

dt
ç, a2H

a2H
d\ dq

dm

a2H

a2H
Ht

dt
dm

ds ax
a2H

a« apt, ^

9 nJest pas une fonction périodique du temps, mais puisque la fonction hamiltonienne H est indépen-
dante de <p, tous les coefficients des £ sont des fonctions périodiques du temps de période 2T. Par consé*
quent, le système d'équations différentielles linéaires à coefficients périodiques (19), (20) admettra des

(1) POINCARÉ, Exposants caractéristiques {Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t . 1,1892, p . 162-232).
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solutions particulières qui, dans le cas général, sont de la forme e**S, x étant l'exposant caractéristique
et S une fonction périodique du temps de période 2T. Si n exposants caractéristiques sont égaux, les
équations aux variations admettront une solution particulière de la forme :

(21) e"[S0 + Sxt + ... + S ^ ^ - i ]

Le polynôme en t dont les coefficients S sont des fonctions périodiques peut cependant être de
degré inférieur à (n — 1). Nous rechercherons successivement les exposants caractéristiques, puis les
fonctions S.

1. Exposants caractéristiques. — Les équations différentielles (17) et (18) admettent trois inté-
grales uniformes :

que nous écrirons d'après la notation de Poincaré :

F « A, Fx = & F 2 - oc.

Les deux crochets de Poisson [F, F J et [F, Fa] sont évidemment nuls; et puisque F2 est indé-
pendant de la variable 9 et que Fx ne dépend que de la variable s, le troisième crochet :

x dp dp a x J ^ L ^ dq Bq dp J "*" L ^9 ds ds B<?

est également nul. D'autre part, tous les déterminants fonctionnels des intégrales F, F l 5 F2 par rapport
à trois variables quelconques choisies parmi les six variables X, p,, 9, /?, y, s ne sont pas nuls à la fois
en tous les points de la solution périodique. En effet, si nous considérons les deux déterminants fonc-
tionnels :

D(F, F,, F,)

D(F, F,Fa) f0 2Xs2 o/u-2 . t<"2\ z , u l a F _ fo..„a 2^ s 2 o,™ i / * / . « 1 9 F

D ( X , | i , « ) ~ L F (X a —l) 2 - i - - r " > J 3 | * ~ L ^ (l*1 —1) :

nous constatons que pour les valeurs des variables p = 0, q = 0 qui annulent le premier déterminant,
le second est différent de zéro.

Par conséquent, d'après Vétude classique de Poincaré^ les six exposants caractéristiques seront nuls.

2. Formation des fonctions S. — La solution des équations différentielles (17) et (18) est connue
et elle dépend de six constantes arbitraires a, g, A, A, G, T. Les équations aux variations admettront
donc les six systèmes de solutions particulières obtenues en dérivant les six fonctions ƒ(£, a, g, A, A,
G, T) par rapport à chacune des six constantes.

Mais pour étudier ces solutions particulières, il est plus simple de considérer d'abord les équations
aux variations (19) qui correspondent aux équations différentielles (17). Ces cinq équations différen-



tielles (17) admettent une solution dépendant de cinq constantes arbitraires, a, g, h, A, T. Les équa-
tions aux variations (19) admettront par conséquent cinq systèmes de solutions particulières :

? ? ? ! ?!â
9a 9a 9a 9a 9a

dh du fu, n, y*
dx dv 9T 9T dv

Ces cinq équations particulières forment un système fondamental parce que le déterminant A formé
par les vingt-cinq fonctions du tableau précédent est différent de zéro. En effet, si nous dérivons par
rapport à chaque paramètre a, g, h, A, T les deux membres de l'intégrale première H = h dans laquelle
les variables X, jz, p, g, s ont été remplacées par les fonctions f(t, a, g, h, A, T) nous obtiendrons un
système de cinq équations du premier degré en :

9H m m m m
3X ' 9{x ' dp ' dqy ds

dont le déterminant qui n'est autre que A ne peut être nul puisque les quantités — » * * • > y - ne sont ni

infinies ni indéterminées.
Les seconds membres des équations différentielles (17) et (18) étant des fonctions holomorphes des

variables X, p, p, 9, 5, les solutions /x(Z), /̂ (Z), /^(t), /^t), /fi(ï) de ces équations différentielles sont des
fonctions de la variable t également holomorphes.

D'après un théorème de Poincaré (1) il résulte que les fonctions périodiques ƒ*(£), /ji(f)» ƒ?(*)> /«(')
pourront être développées en séries trigonométriques absolument et uniformément convergentes. La
période 2T ne dépendant que des constantes a, g, A, les trois systèmes de solutions particulières obtenus
par dérivation des fonctions ƒ>,(£), /^(f), ƒ„(£), /^Q par rapport à ces trois constantes seront de la forme •

S* + S',

S et S' étant des fonctions périodiques du temps de période 2T\ Les deux systèmes de solutions parti-
culières obtenus par dérivation des fonctions /x(Q, /̂ (Z), fp(t), f£t) par rapport aux paramètres A et T
seront des fonctions périodiques.

Si nous désignons par A< des constantes, la solution générale des équations aux variations (19)
sera représentée par les formules :

(22)

= Ax(Sn + SJit) + A2(S12 + SJA + A3(S13 + S'13t) + A4S14 + A5S15,
= AX(S21 + S'21t) + A2(S22 + S220 + A3(S23 + S23*) + A4S24 + A5S25,

35î
A2(S32 + S&) + A3(S33 + S33f) + A4S34 + A5S
A2(S42 + S;2f) + A3(S43 + S43*) + A4S44 + A5S45,

- Aa.

(1) Méthodes nouvelles, t. I, p. 64.
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II faut remarquer que les fonctions S ne sont pas toutes indépendantes puisque certaines d'entre

elles ne diffèrent de la dérivée — qu'à un facteur constant près.

Les coefficients A t, A2, A3, A4, A5 sont respectivement multipliés par les dérivées des fonctions
f(t) par rapport aux constantes a, g, hy A, T.

Considérons maintenant Féquation aux variations (20). Les coefficients des variables Ç étant des
fonctions holomorphes des variables X, tx, s seront par suite des fonctions périodiques et holomorphes
du temps et, par conséquent, ils pourront être développés en séries trigonométriques. Remplaçant les \
par leurs valeurs (22) la solution de Féquation aux variations (20) sera représentée par la formule :

(23) Ç9 = A^Sw + Si*) + A2(S62 + S;,*) + A3(S63 + S'at) + A4S64 + A5S65 + A6.

Ainsi les solutions particulières des équations aux variations (19) et (20) sont bien de la forme (21).
Les exposants caractéristiques seront nuls comme nous l'avons déjà démontré et le polynôme en t ne
sera pas du cinquième degré.

Les coefficients A* seront déterminés en fonction des valeurs initiales £0, c'est-à-dire en fonction
des accroissements arbitraires qui seront donnés aux valeurs initiales des variables X, [jt, 9, /?, ç, s qui
définissent le mouvement périodique du point matériel C. Les variables Ç seront alors déterminées en
fonction du temps par les équations (22) et (23) et nous en conclurons que les variables X, n, 9, p, y,
s sont instables.

_ _ TV 17 17 17 \ TV 17 17 17 \

3. Discussion. — Si le déterminant fonctionnel ^ Z *' * et le déterminant fonctionnel ' u *

écrit sous Tune des deux formes indiquées ne sont pas nuls à la fois en tous les points de la solution
périodique, les six exposants caractéristiques sont nuls. Lorsque les variables p et g sont identiquement
nulles on a :

A
 dp dU

 A n dq dH .

et les deux déterminants fonctionnels sont nuls à la fois en tous les points de la solution périodique. Le
mouvement a lieu sur un ellipsoïde ou sur un hyperboloïde ou sur un cercle et le théorème de Poincaré
n'est plus applicable. La constante a s'exprime alors en fonction des constantes h et g. Les équations
canoniques (17) et (18) n'admettent plus que deux intégrales uniformes distinctes F = h et Fx = g.
Par conséquent il y a quatre exposants caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques non
nuls, égaux et de signes contraires. Si le mouvement s'effectue dans un plan il y a deux exposants
caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques égaux et de signes contraires. Nous recherche-
rons ces exposants caractéristiques dans le cas où le point matériel est en équilibre sur la droite joignant
les deux centres fixes et dans le cas où le mouvement a lieu sur une ellipse et sur une hyperbole.

4. Cas du point matériel en équilibre sur l'axe P'P. — Le mobile est en équilibre sur Taxe P'Psi
Ton a :

X = l , (Jt = ïx0 = cst , p = 0, q = 0.

Posons :
2K2 2K/2 _ 2K2 2K'a

(1 + Ho)3 T (1 — Ho)3 (1 + Ho)3 (1 - Ho)3
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Les équations aux variations (19) s'écrivent :

(24) /̂T = °> ir ^ ?«» "wT — a^A ~+
ttfc fitî lit vvv

Le système différentiel (24) est un système différentiel linéaire à coefficients constants dont nous
rechercherons des solutions particulières de la forme £4 = A^1 ; Ai et o> étant des constantes. L'équa-
tion caractéristique du système différentiel (24) est :

= wa(o2 — a) = 0 .

L'équation caractéristique a donc deux racines nulles et deux racines réelles ± Va.
Finalement la solution générale du système différentiel (24) s'écrira :

Cù

0
a
b

0
ta

b
a

0
0
O

0

0
1
0
o:

(25)
= A,

Va

A, B, C, D étant des constantes.

5. Mouvement sur l'ellipse X = Xo = est. — La variable y. est définie en fonction du temps par
l'intégrale :

(26) , + T = y<M.-" 2 W l '

la valeur de q2 est donnée par l'expression :

(27) gi = •

et l'on a
(K2 + K'2)

Les équations canoniques (1) admettent l'intégrale des forces vives H = k et par conséquent deux
exposants caractéristiques de la solution périodique seront nuls. En supposant les variables y. et q
exprimées en fonction du temps et des deux paramètres h et T, les équations aux variations admettent
les deux systèmes de solutions particulières distincts :

dq

dq
W

ax

dh'

dp

dp
dh = 0.
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Le système d'équations différentielles aux variations qui est du quatrième ordre peut donc être
ramené à un système du second ordre. Considérons le système d'équations différentielles linéaires :

(28)

fit* fï?J

-j- + axx + bxy + cxz + dxu = 0, -j%

= 0,
du
dt

+ ^zV + C2Z + ^2U ==s 0,

Supposons que l'on connaisse deux systèmes distincts d'intégrales (x3, yx, zu ux) et (x2, y2, z2, u2)
tels que A = xxy2 — yxx% ^ 0. Le changement de variables :

x = x1X + #2Y, y = yxX + yzY, z = zxX + z2Y + Z,

conduit au système d'équations différentielles linéaires :

U,

(29)
~— fcZ - YiU = 0, 5 - p2Z - Y2U - 0,

dZ
dt

avec :

=0, -s-

_d2x2 — dxy2
Yi — A ' Y2 —

= 0,

Posons Çp, = x, Çff = ?/, Ç-A = z, Zp = u et identifions les coefficients des deux systèmes d'équa-
tions différentielles (19) et (28). Nous aurons :

a, = — dq d\i

a2H

Ui " a^ ax7

a2H a2H
ax

a2H o A " " o

a2H , a2H

a2H

cd =
a2H

En ayant égard aux égalités -r- = ^-^ ^ , les coefficients px, p2î Yi> Y2 prennent les valeurs

suivantes :

A Idh dy.d\ + dh dqdx\ P2 A Lâ̂  â^âx + â7 â i ^ J " ~ Â dt \dï

Finalement nous aurons à résoudre le système d'équations différentielles linéaires :
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L'intégration des deux dernières équations différentielles se ramène à l'intégration de l'équation
différentielle du second ordre :

dfl <m dt \dp*) dt "*" a/?2

dp*

Si Ton pose :

w Z-PV,

on est conduit à l'intégration de l'équation différentielle du second ordre :

(31)

avec :

le coefficient P de V est une fonction périodique du temps.
On a successivement :

(Xg— ^

2 K 2

par suite, la fonction P aura pour valeur :

(32) P(ri = ^ 4 ^ 2 ) 1 [ K 2 ( ^ — H)2(H3— xo^ + (2xg—3)tx+xg) + K'2(X<)+^2(—t^3—Xo^ —(2x1 —

et dans cette expression il faudra remplacer [x par sa valeur exprimée en fonction du temps. II existe
une valeur Xx du paramètre X comprise entre 1 et 2 telle que, pour les valeurs de X supérieures à X1?

la fonction P(n) reste constamment positive lorsque la variable y. oscille entre les valeurs — 1 et + 1.
La fonction P{[L) ne peut pas être constamment négative puisque cette fonction est positive pour
n = 0.

6. Mouvement sur l'hyperbole [i = [x0 = est. — Une étude semblable à la précédente conduit à
la résolution de l'équation différentielle du second ordre :

(33) -g£ + PV - 0,

avec :

(34) P(X) = i ^ ^ ^ t ^ X — iio)
2[X8 — M* + (2|*8 —3)X + i»83 + K^X + îxom3 + M 2 + (2rf —3)X
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Dans ce cas particulier du mouvement les constantes h et a s'expriment en fonction du para-
mètre fi0 :

K -I- K'
la variable X oscille entre les valeurs -f- 1 et r2 — ^ __ ^ , [A0 et le paramètre fx0 est compris entre 0

et + 1.
Etudions le signe de la fonction P(X). Pour X == 1 et X = r2 nous aurons respectivement :

+ 2)

8K*K'2(K+K') f /K + K'\H 2 )

L2 +
 I K ^ K V J t*e—s j .

La quantité P(r2) s'annule pour deux valeurs ^ et (JL2 de JA égales à ±

et nous poserons \it < 0 < \i% < i. Pour \i > \ix la quantité P(r2) est positive et, puisque la quantité
P( + 1) est négative, la fonction P(X) prend des valeurs positives et négatives pour les valeurs de X
comprises entre + 1 et r2. Pour (x < \LX la quantité P(r2) est négative et la fonction P( X) est constamment
négative pour les valeurs de X comprises entre + 1 et r2.

7. Application du critérium de Liapounoff (1). — L'équation différentielle du second ordre

-SS- + PV — 0 dans laquelle le coefficient P est une fonction périodique du temps a fait l'objet de

nombreuses études. Nous rappellerons les deux théorèmes suivants dus à Liapounoff :
Théorème I. — Si la fonction P ne peut prendre que des valeurs négatives ou nulles (sans être

identiquement nulle), les racines de l'équation caractéristique correspondant à Féquation (33) seront
toujours réelles, et l'une d'entre elles sera plus grande, Fautre plus petite que 1.

Théorème II. — Si la fonction P ne peut prendre que des valeurs positives ou nulles (sans être
identiquement nulle), et si en outre elle satisfait à la condition :

2T

2T fpdt^^
o

les racines de Féquation caractéristique correspondant à Féquation (33) seront toujours imaginaires,
leurs modules étant égaux à 1.

Lorsque la fonction P est constamment positive les exposants caractéristiques ne sont pas
nécessairement imaginaires. Liapounoff donne un exemple dans lequel les exposants sont réels et
Picart (2) donne un exemple dans lequel les exposants sont imaginaires.

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2« série, t. IX, p. 402 (1907).
(2) Bulletin astronomique, p. 225,1898.
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Lorsque le mouvement a lieu sur l'hyperbole [i = ^0, les exposants caractéristiques sont réels,
égaux et de signes contraires pour les valeurs de \i0 satisfaisant Finégalité [iQ < [i^ On peut considérer
les solutions asymptotiques correspondant à chacun de ces exposants. Les conditions d'existence énon-
cées par Picard sont immédiatement vérifiées et les solutions asymptotiques ne dépendent que d'une
seule constante arbitraire.

8. Étude de la stabilité dans le problème des deux corps. — Lorsque l'un des coefficients attractifs
est nul le problème des deux centres fixes se réduit au problème des deux corps et Téquation différen-
tielle (14) du chapitre I devient une équation d'Euler :

Il serait donc possible de déduire Fétude du problème des deux corps de Fétude du problème des
deux centres fixes mais il est plus simple d'en donner une étude directe. Soient r et v les coordonnées
polaires de la masse m2 par rapport à la masse m1 et jx le coefficient attractif. Si H désigne la fonction
hamiltonienne et h la constante des forces vives nous aurons :

Posons :
dr ndv
dl'P = rf7' " = «-a-

En fonction des nouvelles variables p et q on a :

dr
dt ~ w dv

dt ~ W
dp
dt ~

du
-~dF'

dq
dt ~

3H
~~ dv

Le mouvement est défini par les équations différentielles canoniques

(35)

L'équation aux dérivées partielles de Jacobi :

admet l'intégrale complète :

S=— ht+ M+J ±y2h+^ — ~dr

et la solution du système différentiel (35) est représentée par les formules :

f rdr r *dr
t + T = ƒ , , v — a = /

p~ ± -y/2hr* + 2\j.r — a2, q — a.
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Les équations aux variations correspondant au système différentiel (35) s'écrivent :

Posons lq = A4 et remplaçons le système différentiel (36) par les deux équations différentielles :

A« - V r4 + rV 5r + 4 r3 dt ~ ~ r* ^ + 1&

Dans le cas général du mouvement on connaît deux intégrales uniformes : l'intégrale des aires et
Tiïitégrale des forces vives. D'après le théorème de Poincaré tous les exposants caractéristiques corres-
pondant à la solution du système différentiel (36) seront nuls. Cependant, si le mouvement a lieu sur
un cercle, il existe deux exposants caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques non nuls.
Si la trajectoire de la masse m% est un cercle de rayons r0, le polynôme (2hr* + 2[ir — a2) admet rQ

pour racine double. Par conséquent nous aurons tx2 + 2£a2 = 0, r0 = — ~r et par suite :

?£ JL ̂  = Ü
r* + 4 4

Posons -3 = k2 et déterminons successivement les solutions des deux équations différentielles

(37). Nous obtiendrons :

•OQX ) 5r = Axcosto
(00) <

(

2a 3A4

== — T-3 [Ax sin fa — A2 COR fe] — - ^ t + A3,

= A[— Ax sin fa + A2 cos fa].

Les deux exposants caractéristiques non nuls sont donc imaginaires.
Les études précédentes sur la stabilité peuvent être rapprochées de l'étude de la stabilité du mou-

vement pendulaire. La position du pendule est définie par un paramètre 8. Il existe une intégrale des
forces vives et d'après le théorème de Poincaré les deux exposants caractéristiques correspondant à

la solution de l'équation aux variations -^ + f (cos 0) £e = 0 s o n t nuls. Si 6 est constant et a pour

valeurs 0 ou 7c les deux exposants caractéristiques ne sont pas nuls et ont respectivement pour valeurs

IV. — Conclusion.

Le système d'équations canoniques définissant le mouvement d'un point matériel attiré par
deux centres fixes admet des solutions périodiques. Ces solutions ne dépendent que de quatre cons-
tantes arbitraires alors que la solution générale dépend de six constantes. Les trajectoires parcourues
périodiquement sont contenues dans le volume compris entre deux ellipsoïdes et deux hyperboloïdes
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de révolution ayant pour axe la droite joignant les deux points fixes. Il n'existe pas d'orbites pério-
diques à chocs dans l'espace.

A des accroissements arbitraires H>° des valeurs initiales des variables X, [i, <p, /?, q, s génératrices
du mouvement périodique correspondent des faisceaux de trajectoires instables. Cependant, si les
accroissements £° sont choisis de telle sorte que les coefficients Ax, A2, A3 des équations (22) et (23)
soient nuls, les faisceaux de trajectoires correspondant aux nouvelles conditions initiales seront stables.
Nous devrons avoir ainsi en particulier :

5? = A2 = 0

®t, puisque la variable s est égale à g et ne doit pas subir d'accroissement d'après l'égalité précédente, on
remarque notamment que dans le mouvement perturbé la constante des aires devra conserver la même
valeur que dans le mouvement périodique.

Les six exposants caractéristiques qui correspondent aux solutions des équations aux variations
sont nuls. Cependant, lorsque le mouvement a lieu sur un ellipsoïde, sur un hyperboloïde, sur un cercle,
sur une ellipse, sur une hyperbole ou lorsque le mobile est en équilibre en un point de l'axe P'P, deux
exposants caractéristiques sont différents de zéro.

SÉMIROT. — Thèse.





TROISIÈME PARTIE

CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DU CHOC BINAIRE RÉEL

CHAPITRE PREMIER

ÉTABLISSEMENT DES FORMULES DE RÉCURRENCE DONNANT LES COEFFICIENTS
DES PUISSANCES DE u DANS LES DÉVELOPPEMENTS DE SUNDMAN

I. Dans son mémoire sur le problème des trois corps, Sundman transforme le système différen-
tiel classique d'ordre douze en un système différentiel d'ordre dix-huit en remplaçant le temps t par
une nouvelle variable u définie par la relation :

dt — r du.

Soient Po, P l5 P2 trois corps de masses m0, mj, m^. Si Ton désigne par x, y, z les coordonnées de la
masse mx par rapport à la masse m0 et par £, *], X, les coordonnées de la masse m2 par rapport au
centre de gravité des masses m0 et Mj qui se choquent, le système différentiel de Sundman s'écrit :

(I)
du

du

£-*.

dr'
—

y —^~ =

' du,
, dz'

j- = Xrr' + L^,

d£=Zrr' + Lz',

D'après la notation de Sundman nous avons posé :

M = m0 + m1 + m2, X = • m * mn M
mx

{X =
m0

m0 + ml mx) mom1
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n = •

L = xX + yY + zL -f- 2w

rV — (m0 + ^i)^ r V — (mo + mi)y r'z' — (̂ o + Tnx)z dl __ ^ „ / ^̂  _ r'

Au voisinage de Tinstant du choc les dix-huit variables s'expriment par des développements en
séries entières en u qui dépendent de neuf constantes arbitraires : 9, x, 4* cosinus directeurs fixant la
position limite, à l'instant du choc, de la droite joignant les deux masses m§ et mx ; El5 T)X, ^ coordonnées
du corps de masse m^ ; Ç(, rj{, ÇJ composantes de la vitesse de la masse m^ ; K constante des forces
vives. Si les variables sont exprimées en fonction du temps il faut ajouter la constante arbitraire t0,
instant du choc. Dans cette étude nous poserons iQ — 0.

2. Considérons pour les variables de Sundman des développements à coefficients indéterminés
et soient :

(1)

P2 - g + UÎ +

3̂ [1 + $>& + ... + (Dnu* + . . . ] , JL =« I

L = Lo + L3U3 + ... +Lnu»+... ,

L» sont des coefficients que nous devrons exprimer en fonction des constantes <p?

X? +> £D ̂ i» ^iî î> ra> £i- Ces coefficients satisfont aux relations suivantes :
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L» = T 1 ( f + T ) - 5 b I* 2 1™ + S(2DsD»-3) + ... + S (D%) ou S ^ ^

[
n—4

2R2R„_a + ... + R\ ou 2RB_1R,S+1 + V (j*®, + x^) (2R,Rll_+_t + ... R2„_* ou 2Rn_j_1RM_1+1
>)l

a ~ T ~ ~~2~ fZZ$, \ ' "T" —2 —2—/J

«—a

+ ? 2 {Œ>i — &i) tS(^a»-i) + ${Ka«-i-z) + - + S(An-i^a2)],
i=2

O» = ^ [S(2C1A„) + S(2A3AM_3) + ». + S ( A « « ) OU S ̂ A^-jÀn+i) — 2^[S(Ç1a.) + S(A3<z„_"3) + ... + S(A„_aag]

2RaR„_2 + ... + R2„ ou 2R„_1
\ a ~ï~

3 „ „ 3 _ 3 • 5 _ _ 3 ^ . 3 - 5

4 + af) - 3
23

 5
3 , 7 aj , <©7 = — | o ,

Nous avons posé :

( ) = 2
2 2 2 2

= An_.2a2 -[" Bn_2c>2 -f- Cn_2c2.

&n s'obtient en remplaçant dans Texpression de <£>» les coefficients <J". t par les

coefficients o»*"-T • <®n? ̂ n, ^ s'obtiennent respectivement à partir de A», Dn, Fn en rem-

plaçant la quantité \i par la quantité — X.

3. Afin de développer les seconds membres du système différentiel de Sundman suivant les puis-
sances entières de u nous exprimerons en fonction de a quelques quantités nécessaires à ce calcul.

.A. — r

„M
Ps

[ tir—2 n—2 ~î

— On— 2 (**©< + ^i)ar^i + Wffl* — ên) + 2 A,(dV_i — <V-f) ^n+ .»

[
— Çx

n-2 -jj

+ X̂  2 (®»-i — &^ai ^ + -
i=2 J

L0Rw +
i

[ f i - 1 -1

(n + l)Loan+1 + ... + 2 (» + 1 — î)LiOn+i-i «n + •«,
i=3 J
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ou

«—;—2 «—;—2

X

rr'X = -J12R2[— a2 + ^((D2 — S2)] u5 + ...

n~ j—2

-i

J

^ ou 2R,
2 2

- ; + 5i(ö>i^ — ̂ »-;) +X [— On-i —
i^2 1=3

p »-2 -1
rÇ' - ÇJR,»» + ... + ç;Rn + 2 D ^ ' R ^ "n + ->

L i=3 J
I r— M Q

S = p j — ^Rju» — ^Rs«3 + . . . + _ 5 lRn + 2 ] R,- [— U XO„+3- + ^^_,) — A
\ l_ ?=2

~1

J

?—2 w—;~2

{ = 3 î = 2

" 1

Wn+ ...
J

4. En égalant dans les deux membres des équations différentielles (I) les coefficients des mêmes
puissances de u nous déterminerons la valeur des coefficients des développements (1) au moyen des
formules de récurrence suivantes :

(2)

ftr-4:

(n — l)nR« = L0Rn_2

n - 4 p
7:±1 —
2 J L

n—y—4

»—ƒ—4

(n 4 ~ 2R«R»-t + - + R2>±i o u 2 R^ R ±̂_2
L 2 2 2 - J

[ n—j—

— CLn^—j — 2
t=2

[
± ±̂_
2 2 2

«—;—3

4
— £n-i-?-i) h

J
j&—3 p

— ̂ Rn-i + 2 R?" "" ^l

?' = 2 L

»—;—3

->) — A^-l-? — 2 A i

n

+ V
J

«A» = Ç̂
i « 3
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5. Afin d'étudier les propriétés des coefficients précédents nous déterminerons de proche en
proche quelques-uns d'entre eux. A cet effet nous devrons expliciter la quantité L„ et nous aurons
successivement :

— &s = 0, ffi4

- <S5 = | , S(A3a2) — ^ S ( d

XÖD, + v&2 = 0, \(D3 ^ i ) , XÖD4 + n<S4 = — ^

>•&» = — ^ ( X —

+ 7 ^ + V
L3=0, L4 = -

= Ç • ̂  (I* -

L7 = -

2

1aS!)]S L 5 = 0

(X - - g* L0RÎ,

y

A partir de ces expressions nous trouvons pour valeur des coefficients

R) + Ml 2L§R2

1 r2 LoR2 ^ p a . e ^ R rQ,_ ,1 21 p _ n _
K s - . 7 • 8 L 6 ! ~~ p3 K a + p5 K2L»(^i«2)J J , «9 - ", « a -

7^2

TIÏ'

1 pi4R2 3-5m2 3a-5m2 ,
10 = 9^TÖ L ~ ^ l 4 . 7 p 3 ^0^2 -T 2T77 p6 ^0^2 Lö» ̂ la2) J

3 - 5 w 2 (X—| —X)
[S(Çi«2)]3 j .

a l === a 3 := : a5 — a7 — « 4 - 4 1

8a8 = 8L0a8 + 4L4a4 + 2L6a2 + ^ [2R§[— a4 —

= ^ j L S o . - ^ R Î a , + ^ a,[S(Ç1a10]« + ^ RHiSt^a,),

)a2 + ^(G)4— <S4)] + 6R2R4[—



et) , = aB = a, = a9 = 0,
2 a. — TT'

2Lga2

~ 6 T '

7 • 8 ag =

9 • 10 a10 = a8 + — I R|[— a4 —

10 • 11 an = <x9 -\—|

^ RI [- a2 + ^ S ^ ) ] ,

X<S2)a2 + ^((D, — <S4)] + 2R a R 4 [— a2

A) • * * ^ O

2
4 = 0, A6 = g-j A6 =

M

- ^ R2a2S(^

2
i> A, = ^-j

1 M
Î8Ô ?

Xe~"~~2 -32p3

2, 10 A10 = D3R6 + D6R4 + D7R2 .

Finalement les variables de Sundman s'expriment par des développements en séries entières en
u de la forme :

(3)

r = Ru»u + ».,
a4li*

t s'exprime en fonction de u su moyen de l'intégrale :

= l rdu.



CHAPITRE II

ÉTUDE DE L'ORBITE AU VOISINAGE D'UN CHOC

1. A l'instant d'un choc binaire réel, le plan osculateur à la trajectoire relative de la masse mx

par rapport à la masse m0 contient la troisième masse m2. — Considérons la trajectoire relative de la
masse m1 par rapport à la masse m0. Le corps Po de masse m0 est l'origine des coordonnées et la tan-
gente P0T en ce point à la trajectoire a pour composantes 9, x> 4>* Le plan passant par un point P
de la trajectoire voisin de Po et par la tangente P0T a pour équation :

X
9
X

Y

X = 0.

Y, X, Z désignent les coordonnées courantes d'un point du plan et les variables #, y, z devront être
remplacées par leurs développements (3). En se reportant aux valeurs trouvées pour les coefficients a*
(chapitre I, § 5), nous constatons les propriétés suivantes : les coefficients a2, a4, a6 contiennent le
facteur 9, les coefficients a8 et a10 sont des fonctions linéaires de 9 et de £x, enfin, tous les autres coeffi-
cients sont des fonctions linéaires de 9, £1? £( de ]a forme :

p, <?, s étant des fonctions de 9, x, <is £1, ?h, £i, £{, *)i, Si- D'autre part nous remarquons que les
coefficients bi et c< des développements des variables 2/ et z s'obtiennent en remplaçant dans la rela-
tion (4), 9, 5i, li par x, TQI, ̂ Qi et par +, Ç1? ^ .

Nous aurons donc :

(5)
y == (PsX

z =

(p1QX

(Pio*
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Par conséquent le plan oscillateur à la trajectoire au point Po aura pour équation :

X Y Z

<P X 4> = 0

et par suite, à l'instant du choc, le plan osculateur contiendra la masse m2.

2. Si dans les*développements (5) nous négligeons les puissances de u supérieures à la dixième,
le mouvement sera plan. — En effet, il existera entre les variables .z', yy z la relation linéaire :

(x£i— <K)s + (Hx—9Ki)y + (<p%— x5i)2 = 0.

3. La trajectoire relative de la masse mx par rapport à la masse m0 présente un point de rebrous-
sèment. Dans le cas du problème plan des trois corps le point de rebroussement est de deuxième espèce.
— Prenons la tangente P0T pour axe des x et le plan osculateur pour plan des xy y. Nous aurons :

d 'où:

Les développements des variables x, y, z suivant les puissances de a seront alors de la forme :

x = a2u
2 + ..., y = bsii* + ..., z = cui*u + ....

Au voisinage de l'instant du choc, les projections de la trajectoire sur les plans de coordonnées
seront données par les figures suivantes :

Par conséquent, dans le problème plan, la trajectoire admet un point de rebroussement de
deuxième espèce à Tinstant du choc.

4. Si dans les développements (5) nous négligeons les puissances de u supérieures à la sixième»
le mouvement est rectiligne. — On a en effet :

Ce résultat a été signalé pour la première fois par Kiveliovitch (loc. cit.).
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5. Sur des résultats obtenus par M. Chazy. — Considérons Tune des trois équations des aires :

A, B, C désignant les trois constantes des aires. En remplaçant dans l'équation (7) les variables par
leurs développements (3) nous obtenons :

+ mi

M ( m ° 6 p t

A l'instant du choc u = 0 et nous aurons les trois relations suivantes :

Nous en déduirons que le choc a lieu dans le plan du maximum des aires, et, qu'à l'instant du
choc, les trajectoires du troisième corps et du centre de gravité des deux masses m0 et mx sont tangentes à
ce plan (1).

Si, à l'instant du choc, les composantes ÇJ, vjj, K[ de la vitesse de la masse m2 sont nulles, les
trois constantes des aires A, B, C seront nulles et, d'après le théorème de Dziobek, le mouvement sera
plan. D'après la forme des coefficients ai} bt, c^ A*, B*, C* chapitre I. § 5), les coordonnées rr, y, z9

Ç, 7], Ç seront des fonctions paires de u. M. Chazy donne à ce choc le nom de choc symétrique (2).

6. Choc de deux masses infiniment petites. — Les deux masses m0 et mx qui se choquent étant
infiniment petites, nous poserons :

m0 = eM0, m1 = eMl5

Mo et Mx désignant des quantités finies et s étant un paramètre arbitraire. Dans les développements
des variables x9 y, z, r, a, (3, y les coefficients des puissances impaires de u sont d'ordre 4 par rapport à
s et les puissances paires de u sont d'ordre 1. Dans les développements des variables Ç, 7), Ç, £', TJ', Ç',
les coefficients dès puissances paires de u sont d'ordre 2 et les coefficients des puissances impaires sont
d'ordre 1. Nous constatons ces propriétés par l'étude des coefficients des premiers termes des dévelop-
pements (3) et nous avons vérifié, à partir des formules de récurrence (2) que si les coefficients des
termes en u2k et en u2k+1 sont de la forme indiquée, il en sera de même des coefficients des termes
en u2k+2 et en u2k+B. Par conséquent, en mettant dans chaque coefficient le facteur é en évidence nous
aurons :

( r = eP(tt) + £4I(u), t = el(ll) + £4P(a), X = eP(tt) + £4I(a),

f Ç = ?1 + el(tt) + e2P(u), Ç' = Vx + el(») + £2P(ü),

P(w) et I(u) désignent respectivement des séries entières en u convergentes et contenant des termes
pairs ou impairs. Nous appliquerons aux orbites à chocs de Poicnaré les résultats obtenus en étudiant
paragraphe par paragraphe le chapitre XXXII des Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste qui traite
des solutions périodiques de deuxième espèce.

(1) Remarques sur les problèmes des deux corps et des trois corps (Comptes rendus, t. 168, 1919, p. 81).
(2) Sur Vallure finale du mouvement dans le problème des trois corps (Bulletin astronomique, 2e série, t. VII , 1932, p. 403-436).



CHAPITRE III

ORBITES A CHOCS DE POINCARÉ

1. Définition. — «Si les masses m0 et mx sont infiniment petites, les deux planètes suivront les
lois de Kepler, à moins que leur distance ne devienne elle-même à certains moments infiniment petite.
Supposons en effet, que les deux planètes, d'abord très éloignées Tune de l'autre, décrivent l'une et
l'autre une ellipse képlérienne. Il pourra arriver que ces deux ellipses se rencontrent, ou passent très
près l'une de l'autre, et cela de telle façon qu'à un certain moment la distance des deux planètes devienne
très petite, à ce moment, leur action perturbatrice mutuelle pourra devenir sensible et les deux orbites
subiront des perturbations importantes. Puis, les planètes s'étant de nouveau éloignées l'une de
l'autre, décriront de nouveau des ellipses képlériennes. Seulement ces ellipses différeront beaucoup
des anciennes. » Poincaré admet qu'après un choc la vitesse relative de la masse mx par rapport à la
masse m0 a une direction quelconque et que les constantes des forces vives et des aires ne sont pas alté-
rées Ces constantes étant données et en supposant e = 0, Poincaré construit les ellipses décrites
après un choc indépendamment des ellipses construites avant le choc. Il considère une sphère d'activité
ayant pour centre le point de choc Q et il admet qu'à l'entrée et à la sortie de la sphère les vitesses
des masses m0 et mx par rapport à la masse principale m2 sont celles que posséderaient ces deux masses
au point Q d'intersection des ellipses décrites pour i = 0. Nous savons d'après les travaux de Sundman
que les constantes des forces vives et des aires ont la même valeur avant et après un choc et nous
appliquerons la transformation dt = rdu à l'étude du choc de deux masses infiniment petites..

2. Étude de la trajectoire au voisinage du choc. — Pour e infiniment petit, considérons une sphère
d'activité S de centre Po et de rayon ep, p étant fini. A l'extérieur de cette sphère, les trajectoires des
masses m0 et mt sont, par approximation, des orbites képlériennes. Pour étudier le mouvement à
l'intérieur de la sphère S nous considérerons les développements (9). Les termes impairs des développe-
ments des variables r, #, y, z contiennent le facteur e4 et pourront être négligés. D'autre part, nous
ne conserverons dans les développements des variables Ç et £' que les premiers termes ^ et ÇJ. La
variable u aura donc la même valeur absolue à l'entrée et à la sortie de S et par suite, la trajectoire

dx x'
relative de ml par rapport à m0 revient sur elle-même. Les composantes de la vitesse relative -rr = ~ '

-f~ = —? -T: = — sont de la forme l{u) + z2P(u) et, en négligeant les troisièmes puissances de e, elles
CLZ r az r
ont même valeur absolue avant et après le choc et sont de signes contraires. Par conséquent, la vitesse
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relative a même grandeur, même direction avant et après le choc, mais elle a un sens opposé. Le temps
mis par la masse m1 pour traverser la sphère d'activité est infiniment petit ; les coordonnées et la vitesse
de la masse m2 sont les mêmes à l'entrée et à la sortie de S.

- V ->•

3. Construction des orbites à chocs, — Connaissant les vitesses v0 et vx des masses m0 et m1 par

rapport à la masse mz à l'entrée dans S nous déterminerons les vitesses Vo et Yx de chaque masse à
la sortie de S. Les coniques décrites avant le choc par les masses m0 et mx se coupent en un point Qx ;

nous admettrons que le point de choc est le point Qx et que les vitesses ç0 et çx sont les vitesses des
masses mQ et mx en ce point.

->
Prenons le corps P2 de masse m2 pour origine des coordonnées et désignons par vr la vitesse

-*-
relative de mx par rapport à m0, et par v^ la vitesse du centre de gravité G des deux masses m0 et
mx par rapport à P2. Nous aurons :

P ? = P ? P ? P i G = P ? + p S Z = ̂  ^ ^ = p + x * v

Les vitesses ^0 et vx étant connues en grandeur, direction et sens, les vitesses Vo et Yx seront don-
nées par la construction suivante :

' = - G A ,

Si, initialement, les trajectoires des masses m0 et mx sont des ellipses, les vitesses c0 et vx vérifieront
rinégalité :

(10) ^ 2 < ^ > avec PtQi^r.
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Dans cette inégalité nous avons pris la constante de Gauss égale à Funité et nous avons négligé

les masses infiniment petites des deux corps m0 et mx. Par suite, comme après le choc une vitesse Vo

ou Vx est toujours à l'intérieur du triangle QaAB, l'une des deux vitesses Vo ou Yx vérifiera l'inégalité

(10) et la trajectoire correspondante sera une ellipse. Si les deux petites masses sont égales onaV 0 = ^ ,

Vx = v0 ; les nouvelles trajectoires décrites après le choc sont les coniques primitives mais chaque corps
a changé de conique.

Les orbites à chocs décrites par les deux masses m0 et mx infiniment petites autour de la masse
principale m2 sont des orbites approchées. Au degré d'approximation admis par Poincaré les orbites
à chocs n'ont pas la généralité qu'il leur supposait et après un choc la vitesse relative n'a pas une
direction quelconque. Les ellipses initiales étant données, les coniques décrites après le choc sont
connues ; l'une de ces coniques est une ellipse et Fautre conique est une ellipse, ou une parabole, ou
une hyperbole ou se réduit à un segment de droite. Chaque masse infiniment petite m0 et mx peut
décrire successivement deux ou plusieurs ellipses et le mouvement peut être périodique. Pratiquement
nous avons construit ces orbites à chocs en admettant implicitement les hypothèses suivantes : e est
nul et par suite chaque corps décrit rigoureusement un orbite képlérienne ; après chaque passage
simultané des corps Po, Pi aux points d'intersection des orbites décrites la vitesse relative change de sens.

4. Lorsque e tend vers zéro, peut-on conclure qu'à la limite, pour e = 0, chaque corps décrit rigou-
reusement des orbites képlériennes telles qu'après chaque passage simultané des corps Po et Px aux
points d'intersection des orbites décrites la vitesse relative change de sens ? A priori nous pouvons
répondre à cette question par la négative mais afin d'apporter la rigueur nécessaire à cette étude nous
reprendrons le système différentiel que nous avons établi dans notre note sur le choc binaire réel.
(Première partie, chapitre II) (1).

Après avoir posé mx = eM^ mz = eM2 nous aurons :

M2 Mx M gx Mx + M2 hx Kx

avec
M , Mx + M2

gl = mz(Mx + M2) ' - 1 ~~ MXM2

En remplaçant dans le système différentiel considéré les quantités mx et m% par eMj, et plar eM2

nous obtenons le système différentiel Sx :

dr d£>x d%% à Ç3 dx4 dxb dx6 dz2 dz3 dy5 dy$

r zx z2 23 n/a n / 5 ry$

— ms (~ + -3 ) ^ r 3 + m3 ( -3 — -3 ) xj

(H + ?i) [™3 (^ + ~|) ^3 - mz (Js — ̂ 3) f 5A

(1) Nous conservons la notation utilisée dans ce chapitre et par suite les deux niasses qui se choquent sont mx et /wa.
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#4

2M — + iw
«(M, + M,*. - M (-3 + ^ ) z4r* +

En annulant e dans le système différentiel Sx nous obtenons le système différentiel S2

r z2 ~~ z3 ~~ ryt~rys

— H — («i + Si) l i l
7 + ^ J + KI

&VA

- M
/1 1

2/4

Pour des valeurs nulles des variables r, zl7 z2, %3 et pour des valeurs arbitraires des variables Çx,
Ç«» Ç3, ^4, 6̂» ê» Vu 2/5» 2/e tous les dénominateurs du système différentiel S2 sont nuls. Les variables
s'expriment par des développements en séries entières en r alors que pour e ^ 0 les variables s'expri-
ment par des développements en séries entières en r \ Posons dt = rdu. De la relation :

nous tirons :

2M

Par suite, pour e ^ O o n a

et pour s = 0, on a :

dr

S ayant la même définition que dans la première partie.
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Les résultats mis en évidence et Fétude des dénominateurs du système différentiel S1 et des

seconds membres des équations différentielles en -r: et -3- montrent que les variables ne sont pas des

fonctions continues du paramètre e au voisinage de l'instant du choc et de la valeur zéro du para-
mètre e. L'on ne peut donc pas passer par continuité d'orbites à chocs définies pour e ̂ 0 aux orbites
décrites pour s = 0. D'autre part, la transformation de Sundman n'est valable que pour s ^ 0.

Pour s nul, chaque corps Po et Px décrit une conique et une seule ; il n'est donc pas légitime
d'écrire que pour e = 0 chaque corps décrit deux ou plusieurs coniques et que la vitesse relative change
de sens après le passage des deux corps aux points d'intersection des coniques décrites.



CHAPITRE IV

ÉTUDE DE SOLUTIONS PÉRIODIQUES

(11)

1. Considérons le système d'équations différentielles :

où Xi est une fonction des variables Xi et d'un paramètre s. Il est généralement impossible de démon-
trer l'existence de solutions périodiques de ces équations. Cependant, dans le cas où pour une valeur
nulle du paramètre z les équations (11) admettent une solution particulière périodique :

Xi = Uh 0),

Poincaré a démontré l'existence de solutions périodiques de ces équations pour e suffisamment petit.
Poincaré a utilisé, à cet effet, un théorème (1) qui est une extension du théorème de Cauchy sur l'exis-
tence des intégrales holomorphes des équations différentielles :

«Si les fonctions X* sont développables suivant les puissances de s, Xi — 8i(£, 0), pour toutes
les valeurs de t comprises entre 0 etjo , les solutions 0t-(t, e) des équations (11) peuvent être développées
suivant les puissances de e pour toutes les valeurs de t comprises entre 0 et f0. »

Dans l'étude des solutions périodiques du problème des trois corps basée survie théorème de

Poincaré on suppose toujours une masse principale, deux petites masses nti et l'on définit le para-

mètre e par l'égalité e = yï, M* étant une quantité finie. Le théorème fondamental de Poincaré n'est

pas applicable axi système d'équations différentielles du problème des trois corps si, pour s nul, la
solution particulière 0(£, 0) est représentée par deux ellipses qui se coupent pu par une trajectoire recti-
ligne de l'un des petits corps et une trajectoire elliptique de l'autre petit corps.

La transformation de Sundman régularisant le système différentiel du problème des trois corps
au voisinage d'un choc, il est permis de se demander s'il n'est pas possible de démontrer l'existence de
solutions périodiques à chocs ou sans chocs pour de petites valeurs du paramètre e se réduisant pour s nul
aux trajectoires précédentes. En désignant par mQ et par mx les masses qui se choquent, nous devrons
considérer deux problèmes distincts.

1° les deux masses m0 et mx sont petites et la masse principale est m% ; pour e nul, les deux masses

(1) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1,1892, pp. 58-61.

SE MI ROT. — Thèse,
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m0 et mx passent au même instant en un point d'intersection des ellipses qu'elles décrivent et le mouve-
ment est périodique ; nous savons d'après le chapitre précédent que chaque petit corps décrit une
ellipse ;

2° les deux masses m1 et m2 sont petites et la masse principale est m0 ; pour s nul, m1 décrit un
segment de droite, avec choc en m0, m% une ellipse et nous supposons le mouvement périodique.

L'une des conditions de l'existence des solutions périodiques est la continuité des solutions
Xi = 6i(u, s) du système différentiel de Sundman par rapport au paramètre s pour toutes les valeurs de
u y compris celle de Firistant du choc. Dans le cas du premier problème nous savons que les variables
ne sont pas des fonctions continues du paramètre s au voisinage de l'instant du choc. Dans le cas du
second problème, toutes les conditions d'application du théorème sur les intégrales infiniment voisines
sont vérifiées et il est possible de démontrer l'existence de solutions périodiques pour s ;*= 0 (1).

CONCLUSION. — Soient deux petites masses m0 = eM0, mx = eMx, Pour e nul. ces deux masses
passent au même instant en un point d'intersection des deux ellipses qu'elles décrivent autour de la
masse principale m% et le mouvement est supposé périodique. De l'existence de ces solutions pério-
diques pour s nul il n'est pas permis de conclure à l'existence de solutions périodiques pour de petites
valeurs de s par application du théorème de Poincaré.

2. Nous donnerons un exemple très simple où les solutions périodiques existent pour s ^ 0 sans
qu'il soit possible de les déduire de l'existence des solutions périodiques pour s = 0.

Considérons le point matériel C attiré par deux centres fixes P' et P distants de 2c, les coeffi-
cients respectifs étant e et K2. Nous supposerons le mouvement rectiligne avec chocs en P' et en P.

Posons :

P'G = p, PC = r, c < K2, dt = rpdu = rdv, h = — hx, hx > 0,

h désignant la constante des forces vives. Le mouvement sera défini par une équation différentielle
déduite de l'intégrale des forces vives :

—' ^ i ( 2 c — P)P + e(2c— p) + K2p
( 2 c — p ) p

Pour s nul, l'équation différentielle (12) est régularisée par l'introduction de la variable P, et elle
transforme en l'équation différentielle :

(13) ^ - V2 V P C -

Le point matériel C décrit le segment P'P si l'on a la relation

(14) 2c = g ,

et le mouvement est périodique.

(1) KlVELlOVITCH, loC, cit.
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Pour e différent de zéro, Féquation différentielle (12) est régularisée par l'introduction de la
variable u et, en tenant compte de la relation (14), elle devient :

(15) ^ = V2 VP&C— P)[hl9*+s(2c— p)].

Le trinôme du second degré [/^p2 + e(2c—p)] n'a pas de racines puisque son déterminant A
est négatif : A == e(e — 4K2) < 0. Par conséquent, le point matériel C décrit le segments P'P et le
mouvement est périodique.

Appliquons le théorème de Poincaré à l'équation (15) et intégrons cette équation différentielle
pour s nul. La variable p n'est pas une fonction périodique de u ; en effet, p s'exprime en fonction de u

au moyen de Féquation différentielle — = V2h1('2c — p)p3 et la variable p admet la valeur d'arrêt

p = 0. D'autre part, en supposant s petit, nous constatons que le second membre /(s, p) de l'équation
différentielle (15) n'est pas développable suivant les puissances de s. On a en effet :

df 1 [(2c— p) V2(2c—p,p~| df (2c—9) /2(2c—9)9

et cette dernière expression est infinie pour p nul.
Le théorème de Poincaré n'est donc pas applicable à l'équation différentielle (15). Le mouvement

est périodique pour e nul, mais nous ne pouvons pas démontrer l'existence de solutions périodiques pour
de petites valeurs de e se réduisant à la solution périodique mise en évidence pour £ nul. Il n'existe pas
de solutions périodiques pour de petites valeurs de e et pour s nul telles que la différence entre les
deux solutions soit aussi petite que l'on veut.

3. Solutions périodiques de deuxième espèce. — Poincaré a construit des orbites périodiques à
chocs approchées pour une valeur infiniment petite du paramètre s et il en a déduit qu'à la limite,
lorsque s tend vers zéro, les trajectoires de chaque petit corps se composent de deux ou plusieurs
ellipses. Par définition, les solutions périodiques de deuxième espèce sont des solutions périodiques avec
chocs ou sans chocs qui se réduisent à ces ellipses lorsque s tend vers zéro.

Nous avons montré que pour s = 0 chaque petit corps décrit une seule ellipse et que l'on ne peut
pas passer par continuité d'orbites décrites pour e ^ O aux orbites décrites pour e = 0. Par consé-
quent, nous ne pouvons donc pas mettre en évidence l'existence, pour s 7^ 0, des solutions périodiques
de deuxième espèce de Poincaré se réduisant pour e = 0 à des solutions périodiques où les trajectoires
de chaque petit corps sont représentées par deux ou plusieurs ellipses ; mais de plus, nous n'avons pas
pu déduire de l'existence de solutions périodiques pour e = 0 l'existence de solutions périodiques pour
s ^ 0. L'application du théorème de Poincaré sur les intégrales infiniment voisines ne nous a point
permis, en utilisant les propriétés de continuité, de montrer Fexistence de nouvelles solutions périodi-
ques et, par suite, de progresser dans l'étude des solutions du problème des trois corps.





TABLE DES MATIÈRES

INTRODUCTION

Pages

1

CHAPITRE Ï.

CHAPITRE IL

CHAPITRE IIL

CHAPITRE IV.

CHAPITRE V.

CHAPITRE I.

CHAPITRE IL

CHAPITRE I.

CHAPITRE IL

CHAPITRE IIL

CHAPITRE IV.

PREMIÈRE PARTIE

CHOCS IMAGINAIRES

- Choc imaginaire simple 7

- Choc imaginaire de deuxième espèce 14
Note sur le choc binaire réel 23

- Choc imaginaire double 26

- Choc imaginaire triple 35

- Chocs imaginaires dans le problème restreint 51

DEUXIÈME PARTIE

SUB LE MOUVEMENT D'UN CORPS ATTIRÉ PAR DEUX CENTRES FIXES

- Application de la transformation de Sundman à l'intégration du problème 58

- Étude des solutions périodiques 62
Étude des racines des polynômes R(X) et S(^) 63
Conditions de périodicité du mouvement 69
Étude de la stabilité 71

TROISIÈME PARTIE-

CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DU CHOC BINAIRE RÉEL

- Établissement des formules de récurrence donnant les coefficients des puissances de wdans
les développements de Sundman 83

- Étude de l'orbite au voisinage d'un choc 89

- Orbites à chocs de Poincaré 92

- Étude de solutions périodiques 97

1489. — IMPRIMÉ EN FRANCE PAR L'IMPRIMERIE NOUVELLE, ORLÉANS — 5-1943


