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INTRODUCTION

Par définition, il y a choc, & un instant, dans le probléme des trois corps si une ou plusieurs
distances mutuelles s’annulent & cet instant. A partir de conditions initiales réelles, le choc est réel
ou imaginaire suivant que les projections sur les axes de coordonnées des distances qui s’annulent
sont nulles ou non en méme temps que ces distances. Parmi les chocs imaginaires, le choc simple, le
choc double et le choc triple correspondent aux cas ou une, deux ou trois distances mutuelles s’annulent
mais non leurs projections sur les axes de coordonnées. Dans un choc, les conditions d’application du
théoréme de Cauchy Picard sur 1’existence des intégrales holomorphes du systéme d’équations diffé-
rentielles du mouvement ne sont plus satisfaites : les chocs correspondent & des points singuliers des
solutions de ces équations. MM. Sundman et Levi-Civita ont régularisé ce systéme différentiel, et, en
un choc réel et simple, M. Chazy I’a ramené a un systéme de forme classique qui généralise le systéme
a partir duquel Poincaré a défini les nceuds, les cols et les foyers. L’étude des chocs réels a fait 1’objet
d’importants travaux dont nous donnons les résultats principaux pour les comparer aux résultats que
nous obtenons dans I’étude des chocs imaginaires.

M. Sundman (1) a démontré que dans le choc réel de deux corps, la droite joignant ces deux

corps tend vers une position limite ; au voisinage de 1’instant du choc, soit ¢ = ¢,, les coordonnées carté-
1
siennes des trois corps sont représentées par des séries entiéres en (2 — #,)® qui dépendent au total de

dix constantes arbitraires, si le mouvement est rapporté au centre de gravité, et qui permettent de
définir un prolongement analytique du mouvement au dela de 'instant du choc. La solution générale
dépendant de douze constantes arbitraires, un mouvement des trois corps qui aboutit & un choc réel
de deux d’entre eux satisfait & deux conditions qui ont été étudiées par Painlevé et par MM. Biscon-
cini (2), Chazy (3), Kiveliovitch (4) et Rosenblatt (5). Painlevé et M. Chazy ont démontré que ces
conditions sont transcendantes et non algébriques par rapport aux coordonnées et vitesses initiales, et
méme par rapport aux vitesses seules.

M. Sundman (6) a étudié d’autre part le choc réel des trois corps, et a démontré que ce choc ne se

(1) Acta Mathematica, t. 36, p. 105-179,

(2) Acta Mathematica, t. 42, 1920, p. 99-144.

(3) Bulletin asironomique, t. 35,1918, p. 321-389 ; Bulletin des Sciences mathématiques, 2¢ série, t. 56, 1932, p. 79-104.
(4) Bulletin astronomique, t. 7, 1931, p. 75-127.

(5) Bulletin des Sciences mathématiques, 2¢ série, t. 52, 1928.

(6) Loc. cit.

Stmiror, — Thése.
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présente que si le vecteur des aires dans le mouvement autour du centre de gravité est nul ; par suite
le mouvement est plan ou rectiligne. La figure des trois corps tend quant a la forme, soit versle triangle
équilatéral de Lagrange, soit vers la configuration d’Euler. M. Chazy (1) a démontré qu’au voisinage
de I'instant du choc, soit ¢t = ¢, l'orientation de la figure des trois corps tend aussi vers une limite, et

que les neuf coordonnées cartésiennes sont développables en séries ordonnées suivant des puissances
2

croissantes du temps ¢, dont les premiers termes sont en (¢ — t,)3 pour une direction arbitraire des
axes et dont les exposants dépendent en général des rapports des masses. Dans le cas du triangle
équilatéral, le mouvement des trois corps supposé plan doit satisfaire & trois conditions dont 1’'une est
la nullité de la constante des aires.

I’existence des chocs imaginaires a été considérée pour la premiére fois en 1913 par M. Chazy (2)

qui a constaté que les équations différentielles cartésiennes du probléme des trois corps sont satis-
1

faites si ’on substitue aux coordonnées des développements en séries entiéres en (¢ — 1,)? convergents
et dépendant de douze paramétres arbitraires. L'une des distances mutuelles s’annule tandis que ses
projections sur les axes de coordonnées ne sont pas nulles.

L’intérét de ces chocs imaginaires est en évidence dans le probléme des deux corps. Considérons
les équations classiques du mouvement elliptique :

z = a(cosu—e), y=a/1—e?sinu, r==a(l — ecos u),

u-—esinu = n{t —1ty) = &

Toute fonction de u dépend de ¢ et de { et peut s’exprimer par un développement en série procé-
dant suivant les puissances entiéres de e dont les coefficients sont des fonctions de {. Cette série cesse
d’étre convergente lorsque « cesse d’étre une fonction holomorphe de ¢, ¢’est-a-dire pour les valeurs
imaginaires u, de u satisfaisant & l’équation

1 —ecosu, =0.

Désignons par ¢, la valeur du temps correspondant & une telle valeur u, ; en développant le pre-

mier membre de ’équation de Képler suivant les puissances de (z — u,) nous tirons :
e sin ul(il:iﬁ)—z 4+ o =n(t—1).
1

Par inversion, (u — u,) et par suite x, y, r, s’expriment en séries entiéres en (¢ — #,)?. Ainsi, les
valeurs de u qui limitent le développement de ces fonctions suivant les puissances de e sont également
celles pour lesquelles se produit un choc imaginaire. Or, ’on sait que plusieurs de ces développements
sont classiques et importants. Comme P’écrit M. Chazy (3) «ce rapprochement montre comment la
considération des valeurs complexes d’une variable qui ne semble pas au premier abord devoir conduire
4 une application pratique, peut avoir des conséquences lointaines et donner des renseignements sur
les circonstances et 1’allure d’un mouvement ».

(1) Bulletin astronomique, t. 35, 1918, p. 321-389. Voir également H. Brock (Ark. for Math. Astr., t. 5, 1909).
(2) Comptes rendus, t. 157, 1913, p. 1398.
(8) Notice sur ses travaux scientifiques (1935).
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M. Belorizky (1) en 1933 et M. Uno (2) en 1935 ont retrouvé les résultats de M. Chazy dans le cas
du choc imaginaire simple. M. Uno a étudié également le choc imaginaire double et a signalé qu’il y
aurait intérét & étudier le choc triple. En 1939, M. Belorizky (3) a repris I’étude du choc double et a
étudié le choc triple ; enfin, en 1941, M. Belorizky (4) a mis en évidence le choc de deuxiéme espéce :
deux distances s’annulent, mais non leurs projections sur les axes de coordonnées, et d’autre part,
la troisiéme distance et ses projections s’annulent.

Nous nous proposons, par ’emploi d’'une méthode simple et rigoureuse, de présenter une étude
systématique des chocs imaginaires. Prenons d’abord pour variable indépendante une distance mutuelle
qui s’annule, soit r, et transformons le systéme différentiel classique en fonction de r, des six coordon-
nées 2; et des six dérivées C—fl—a;l Par plusieurs changements de variables successifs, nous formons un
nouveau systéme différentiel comportant 1’égalité de rapports dont les numérateurs sont les différen-
tielles des nouvelles variables et dont les dénominateurs sont holomorphes et nuls pour r nul et pour
des valeurs convenablement choisies des autres variables définissant une multiplicité singuliére. Selon
le nombre des racines positives, négatives et nulles de I’équation caractéristique, nous appliquons le
théoréme fondamental que M. Chazy (5) a obtenu par extension des résultats classiques de Poincaré
relatifs aux nceuds, cols et foyers et aux lignes de nceuds, de cols et de foyers.

L’application de ce théoréme fondamental a I’étude des chocs imaginaires nous a permis de pré-
ciser la forme des développements des coordonnées, la présence ou I’absence de logarithmes dans les
développements et le nombre de constantes arbitraires dont ils dépendent au total. Les résultats acquis
dans le probléme général des trois corps sont encore valables dans le probléme restreint. Mais en raison
de I'importance de ce dernier probléme en Mécanique Céleste, nous avons donné une étude directe et
sommaire des chocs imaginaires simple et double en rapportant le mouvement de la masse nulle aux
axes mobiles.

Le tableau suivant résume les résultats obtenus dans I’étude des chocs réels et imaginaires, en
supposant toujours le mouvement rapporté au centre de gravité du systéme des trois corps, de sorte
que la solution générale dépend de douze constantes arbitraires :

NATURE DU CHOC somﬂfgfﬁéﬁ;‘;?}fggﬁiﬁs BN NOMBRE DE CONSTANTES ARBITRAIRES

i

Choc réel de 2 COrPS «vvvnnen it iiieeiinananns 3 10

Choe triple réel ..., les exposants dépendent en général 5

des rapports des masses

1

Choc imaginaire simple ...........oiiiiiiinnnn, t2 12
1

Choc imaginaire double .................iat, t® 10
1 1

Choc imaginaire triple ............coiviiian, t2ett2logt 10
1 1

Choc imaginaire de deuxiéme esSpéce ............... t3etiloge 10

(1) Journal des Observateurs, vol. XVI, p. 207, remarque.
(2) Annali di Matematica, t. X1V, 1935.

(8) Comptes rendus, t. 208, 1939, p. 558-560 et p. 966-969.
(&) Comptes rendus, t. 213, 1941, p. 558-560.

(5) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 56, 1932.
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L’instant du choc est donc un point critique algébrique dans un choc réel de deux corps et dans
un choc imaginaire simple ou double et ¢’est un point critique transcendant dans un choc triple réel
ou imaginaire et dans un choc de deuxiéme espéce.

La deuxiéme partie de notre travail est consacrée a 1’étude du mouvement d’un point matériel
attiré par deux centres fixes. Nous appliquons la transformation de Sundman au systéme différentiel
du mouvement et nous retrouvons les formules d’intégration classiques. A partir de ces formules nous
mettons en évidence les conditions de périodicité du mouvement dans I’espace et I'instabilité des solu-
tions périodiques du probléme.

Dans la troisiéme partie, nous avons étudié les solutions du probléme des trois corps que Poincaré
appelle solutions périodiques de deuxiéme espéce (1). Soient trois corps de masses m,, my, m, ; soit m,
la masse principale, et posons m, == eM,, m; = M, ; M, et M, étant des quantités finies. Poincaré consi-
dére pour ¢ assez petit des orbites décrites autour de la masse m, par les masses m, et m, et qui com-
portent des approches ou des chocs de ces deux masses. Pour ¢ nul chaque masse m,, m; décrit deux
ou plusieurs ellipses et les solutions considérées par Poincaré se réduisent, a la limite, & ces ellipses.
Les solutions périodiques de deuxiéme espéce sont parmi les solutions ainsi considérées celles qui sont
périodiques.

Pour étudier 'orbite au voisinage d’un choc de deux corps de masses m, et m, nous utilisons les
variables de Sundman qui ont 'avantage d’étre simples, et nous établissons les formules de récurrence
donnant les coefficients des développements de ces variables suivant les puissances de la variable
indépendante u définie par la relation dt = rdu. L’étude des propriétés de ces coefficients nous a permis
de retrouver des résultats déja énoncés par MM. Chazy et Kiveliovitch et nous avons déduit également
des résultats nouveaux : .

10 A T'instant du choc le plan osculateur & la trajectoire relative de la masse m, par rapport a la
masse m, contient la troisiéme masse m,.

20 A I'instant du choc cette trajectoire relative présente un point de rebroussement de deuxiéme
espéce dans le cas du probléme plan des trois corps.

30 Si les masses m, et m,; qui se choquent sont infiniment petites les coordonnées relatives z, y, z
de la masse m, par rapport a la masse m, sont de la forme :

z = eP(u) + (u), y = eP(u) + U(u), z = eP(u) + =(u),

ou P(u) et I(z) sont des séries entiéres en u convergentes et contenant seulement des termes pairs ou
seulement des termes impairs.

A partir de ces développements et & ’approximation admise par Poincaré nous construisons
des orbites & chocs pour ¢ infiniment petit. Cette construction est arbitraire parce que nous supposons
avec Poincaré I'existence d’une sphére d’activité hors de laquelle les deux petites masses sont sans
action mutuelle. Nous montrons rigoureusement qu’il n’existe pas, pour de petites valeurs de ¢, des
solutions périodiques se réduisant, pour e nul, & des solutions périodiques ou les trajectoires de chaque
petit corps sont représentées par deux ou plusieurs ellipses. Nous concluons & 'inexistence des solutions
périodiques de deuxiéme espéce telles qu’elles sont définies par Poincaré.

L’étude des solutions périodiques dans le probléme des trois corps a pour point de départ des
solutions périodiques connues : soient les solutions de Lagrange, soient les solutions correspondant

(1) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 111, 1899, p. 362-371.
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a une valeur nulle du parameétre ¢. Or, de ’existence de solutions périodiques pour ¢ = 0, ces solutions
étant représentées par deux ellipses qui se coupent et le mouvement étant périodique, nous ne pou-
vons pas déduire I’existence de solutions périodiques, avec chocs ou sans chocs, pour de petites valeurs
du parameétre ¢ par I’application du théoréme fondamental de Poincaré sur les intégrales infiniment
voisines. Par conséquent, il ne nous a pas été possible de mettre en évidence I’existence de nouvelles
solutions périodiques du probléme des trois corps.

Le sujet de ce travail m’a été proposé par M. Chazy qui, dans la rédaction, m’a souvent aussi
donné des encouragements précieux et a toujours accueilli mes résultats avec bienveillance. Qu’il me
soit permis de lui adresser ici le témoignage de ma plus vive gratitude. Je dois également remercier
M. Picart et M. Rougier, Directeurs successifs de 1’'Observatoire de Bordeaux, qui m’ont toujours
donné toutes les facilités pour accroitre mes connaissances et qui ont bien voulu s’intéresser a mon
travail.







PREMIERE PARTIE
CHOCS IMAGINAIRES

CHAPITRE PREMIER

CHOC IMAGINAIRE SIMPLE

Définition. — Soient trois corps de masses my, m,, m; dont les distances sont respectivement
Ty Tay 73

n,

Il existe entre ces trois corps un choc imaginaire simple st une distance, r par exemple, s’annule sans
que ses projections sur les axes de coordonnées sovent nulles.

Equations différentielles du probléme des trois corps. — Désignons par x;, x,, 25 les coordon-

nées de la masse m, par rapport & la masse m,, par x,, z;, Z; les coordonnées de la masse ms par
rapport au centre de gravité G des masses m,, m, et par K la constante des forces vives.
Posons :

my my

M =m, 4+ my + my, A=

T my + my’ =+ my
g M my + my
= ——————, _—=,
my(my + my) mymy

3 .
Ts=r, r? = lewfy r} = (Tg — p21)? + (T5 — pu2s)? + (Tg — pTy)?, r$ = (Zg+ M2p)? + (@5 + Mp)? -+ (75 + Axy)?
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Le mouvement des trois corps est défini par les six équations :

d*x (my + my) TN Y 1 1

'at-zl":_—l“,—s‘—zxr—ms r—:ls+;g Ty + my ;:;_‘r‘g>x41

d2x. (my + my) @ A 1 1

= e () m b ()

d?x {my, + my) T

723 lra 2""’3“ 3<;§Tr3>x3+ms<rs 78| Zer
M < d*z, A m 1 4

dtz“‘ M ;‘—%,'4-—,.—% a:4—l— AuM r—g-—-‘r—g Zy,

d2x ® 1 1

dt25__ M<r3+r3> $5+ ApM (a—-;;) Ly,

d?x AR 1 1

772“=—M(7g+7z>%+ M (=)

1

Les six équations différentielles (I) admettent ’intégrale des forces vives :

g [(%)2 + (%)2 + (dx"‘> ] + k [(dx4> <dx‘> + (%‘)2] —2M [milr1+ — 4 — =K.

Mol mgr

1. Premier changement de variables. — Prenons pour variable la distance 7 quis’annule au lieu
du temps ¢ et posons :

dx. dz dx. dx dx dx,
El‘ =Y, “‘172 = Ya» dr3 = Y3, d_r4 = Ya, ’de = Y5 376 = Ye-

Nous aurons ainsi douze variables :

Ly, Loy Lgy Xy, 5y Tg et Y1) Y25 Y35 Y1, Y5> Ye

dont nous calculerons les dérivées par rapport a r. Nous obtiendrons entre ces douze variables un sys-
téme différentiel * d’ordre 12 :

dr_ dz, _ dy; . o
(2) r - ’Ty_l - ﬁ)z dzx,‘ ﬁ‘ ’ (L - 17 21 4 41 57 6)-
(dr, ar — Yige

Les dénominateurs de ces rapports s’expriment en fonction des dérivées secondes des variables ;

dt\2
données par le systéme (I) et ils contiennent la quantité ( dt> que nous tirerons del’équation des forces
vives. Si nous posons :
A =gyl + 93+ ¥3) + hlyi + 98 + 90,

r 1
B:QM[ —]—’72;]+Kr,

myry - Myly

I'intégrale des forces vives se transforme en une équation dont on déduit immédiatement :

d\e A
(E' =B’
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2. Systéme différentiel =,. — Posons :
[TARND \ 1 1
E =—| (my + my) + my <;§ + ;3> r3l 4+ my <,.—3—,Ts> (w124 + ZaT5 + T2,
1 2 1 2
n A 1 1 T 1 1
smm(pra) em(zog) =) - (3-g)
o=y} + 93+ ¥i.

Le systéme différentiel = exprimé en fonction des variables r, zi, y; se transforme en un systéme
différentiel X, :

AT z ]
NBr— oY+ g | — (Mt my) 71 — azyr® + Bryr? — y, B

dy,
AT Ty 2 2
Yp— oYy + Bl — (my + my) riantas 4 + Bzyr? — y,E

dy,
[~ n

A
Y3 — oy; + Bl (my + my) 5:‘_3__ azgr? + Brgr? — y,E

. 4y,
- A
Ya— oYy + B [— yzg? + 32,02 — y,E]
_ dys
B A 2 3 :
Y5 — oYs + B [— yxgr? + dxyr? — ysE]
dys

\ .
Ys — oYs + B [ YZgr? + 3252 — yoE]

3. Second changement de variables. — Le second changement de variables que nous allons
effectuer a pour but d’éliminer le facteur - des dénominateurs correspondant aux différentielles dy,,

dYs, dys. A cet effet, définissons trois nouvelles variables z,, z,, z; au moyen des équations :

_ % _ 2+ Ty _ %+ T3y,
O h=3 B=T 0 k=T
Les nouvelles variables seront donc :
Ty Tgy Xgy Lgy Ty Tg et Zyy Zgy 23y 24y 25y Zg

et il existe entre elles deux relations obtenues a partir de ’expression de 7 en fonction des coordonnées
Zy, T, &3 et de sa dérivée par rapport & r :

() r? = a} + 2} + a3,

3) T2y + TyZy = I(Ty — Zy).
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En fonction de ces nouvelles variables :

_23  (—R+ 4+
c = T’E—l_ + ———x—%——' bl
— 2 2 2
A= 25,';—‘1 +¢ A *;2224"23) + h(yi -+ v3 + %))
4. Systéme différentiel Z,. — A ce second changement de variables correspond le systéme dif-
férentiel X, :
dr _doy _ _dwy __dz, _dmy_ds _da
oz Zpgy bz B2 2 TYs TYs  TYs
zy z,
_ dz,
- A
22, — oz, + g [— (my + ma)z, — a,r® + By — z,E]
dz,

A
23— 033 + B [B(Z5Ty — Z4%y)r% — 2,E]

dz,

A
33 — oz3 + g [B(%6% — 24%3)r? — 2,E]
dy,
A
Ya—Ya+ gl— YZg? + dzyr% — y,E]

dys
A
Ys — oYs + B [ vzsr® + dxr% — y;E]

dys .
A 2 2
Ys — oY+ B [ yzgr® + 3z — yeE]

5. Etude des dénominateurs du systéme Z,. — A Pinstant du choc et du fait méme de sa
définition, les coordonnées x,, x,, z; peuvent prendre toute valeur sauf la valeur zéro. Nous trai-
terons le probléme dans I’hypothése suivante : le point figuratif de chaque coordonnée considérée
comme variable complexe reste a 'intérieur d'une couronne ayant I’origine pour centre. Si nous don-
nons aux variables z; des valeurs arbitraires x; satisfaisant & cette hypothése et aux variables r, z,,
Z3, %3y Ys, Ys, Yo des valeurs nulles, tous les dénominateurs du systéme X, sont nuls et sont des fonctions
holomorphes des variables. En les développant au voisinage du systéme de valeurs :

r=2z, =2, =23 =Y, =Ys = Yg =0, Xy — Xy = X4 = 0.
et en remarquant que le coefficient de z, dans le dénominateur correspondant & dz, est :

Q_M_}:ﬂz 1,
B,



nous obtiendrons le systéme différentiel = :

g _ dz, dx2 dz,
rT oz X,z rz = X.2, =& rz
1 _2921 Aoly X11+ 2+ 1+ Agly 30X11+ 3+
Z10 Z10 Z10
_ dzy — dzs — dzg — dzl — dz, — dzg — d?/4 - ays — 2Ye .
Yy TYs TYe Zi 4+ .. Zgt e Bt Y+ o Ys oo Yot oo

Les termes non écrits dans les dénominateurs correspondant aux différentielles dz,, dz,, dz,, dy,,
dys, dys sont au moins du second degré par rapport aux variables 7, z;, 2,, 23, Yay Y5, Yoy Xi-

6. Application du théoréme fondamental au systéme ;. — Le systéme 3; satisfait aux con-
ditions d’application du théoréme fondamental. Le systéme X5 admet la multiplicité singuliére :

r=2; =2y=723 =Yg = Y5 = Yg = 0.

Le long de cette multiplicité 1’équation caractéristique du systéme Z; a sept racines positives
égales & 1 correspondant aux variables 7, z,, 2, 23, ¥4, Y5, Ys, SiX racines nulles correspondant aux
variables x;, x,, x5, 2,, 5, 6, mais elle n’a pas de racines négatives. Par conséquent, en chaque point
Zy0, Tagy T30y Laoy Tso, Leo de cette multiplicité passe une deule famille de caractéristiques.

Les caractéristiques de cette famille sont définies par six équations non différentielles de la
forme :

(4) Zi— g = Xy = Sy(1, 24, 23, 23, Ya» Yss Ys | Tio), (1)
et apres substitution des fonctions S; dans le systéme X3 par le systéme différentiel d’ordre six :
dz dz dz d d d
(5) rd—rl=zl—!—..., rd—:=zz+..., ra—;"=z3-4,—..., d?i_4—y4 d‘z—ya + .. r%=y6+...

7. Etude des équations non différentielles. — L’application de la méthode des coefficients indé-
terminés au calcul des coefficients des séries entiéres S; donne, en nous bornant aux termes qui nous .
seront utiles ultérieurement :

r
xl—zm:Xl:zl) x4—x40=X4=%~4
rz r
(6) xz_xzozxz—_“1+z:vz—+ xs-——w5o=X5=-%
rz. r
xs_xso”—:xs—_1+2x3+ ooy xs—-xw:Xs_—_-_%

8. Etude des équations différentielles. — Le systéme différentiel (5) admet la multiplicité singu-
liére :
r=12y=2=123=1Y4=Ys =Yg = 0.

{1) Salz | 2) est une fonction des variables z, holomorphe pour la valeur zéro donnée a ces variables et dans le développement
de laquelle les coefficients dépendent des variables z et sont nuls jusqu’a I'ordre » — 1 au moins. Pour » = 0, nous supposons que
le terme constant de la fonction S(z | z) est différent de zéro. Nous désignerons également par Sa(z) une série entiére par rapport
aux variables z commencant par des termes de degré n et par S(z) une série ayant un terme constant différent de zéro.
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Les racines de I'équation caractéristique sont égales a 1 et la solution de ce systéme pourrait
contenir des logarithmes. Cette solution fait cependant exception.

Substituons aux variables z, z,, z;, ¥4, ¥s, ¥s des développements a coefficients indéterminés sui-
vant les puissances de r sans termes constants. D’aprés ’étude que nous avons faite des équations non
différentielles, les développements des variables X; commenceront au moins par des termes du premier
degré en r. Par suite, les seconds membres des équations différentielles (5) ne contiendront pas d’autres
termes du premier degré en r que ceux introduits par les termes du premier degré z,, z,, 23, Y4, Ys, Ye-
Par conséquent, on ne sera pas arrété dans le calcul des coefficients et les variables z, ¥ s’exprimeront
par des séries entiéres en r dont les premiers termes seront respectivement :

Cyr, Cor, Cgr, Cyr, Cyr, Cgr,

Gy, Gy, Gy, Gy, G5, Cg désignent des constantes arbitraires.

Pour ce cas simple ou toutes les racines de I’équation caractéristique sont égales & 1 on peut con-
firmer le résultat qui précéde en faisant le changement de variables :

2y = rZy, 2y = Iy, 23 = rlg, Yg = 1Ly, Y5 = rZs, Yo = rls.

\ . D, . . . e qae . dL;
Le systéme transformé se compose de six équations qui expriment les six dérivées —df en fone-

tion de r, Z;, holomorphes pour :
r=20

et pour six valeurs arbitraires des Z;. D’aprés le théoréme classique de Cauchy, au voisinage des valeurs
ainsi considérées, les Z; s’expriment en fonctions holomorphes de r et par suits les variables z,, z,, 23,
Y1y Y5y Ye admettent des développements de la forme indiquée.

Les variables x; s’expriment par des développements en séries entiéres de la forme :

x Z.
%, = Ty + Cyr + ..., xa/z—-zgo—l-;ﬁclr-&-..., x3=x30—|-x—:l’zclr+...,
Q)
z4=x4o—!——;fr2—i—..., x5=x50—|—%§r2+..., z6=x60+%r2—|—....
9. Du nombre et du choix des constantes. — La résolution du systéme Z; introduit douze

constantes arbitraires :

Z10y Z205 T305 Ta0s Ls0: Teor C1y Cay Cg, Gy, Cg, G
Deux relations déduites de (2) et de (3) existent entre ces constantes :
(8) xfo, + 3o + 25 = 0, Coyy + Cyzg = Ty

Le nombre de constantes arbitraires est ainsi réduit & dix ; mais, pour passer a la solution du

systéme (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante, soit ¢,, introduite par l'inté-
. , . (., Al I v

gration de 'expression en r de la dérivée I Le nombre de constantes arbitraires devient égal & douze

et nous pourrons choisir :

Z19, Tas Tags Ts0, Teos 1y Cgy Gy, G, Gy, 4, K.
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e, dt . .
10. Expression des coordonnées en fonction du temps. — La dérivée 7. Sexprime en fonction

2
<%> = r% = r23(r).

En posant ¢, =0, nous obtiendrons successivement :

de r sous la forme :

<%’> == r§(r), t = rig(r)

puis :
1
t2 = rS(r)
et enfin par inversion :
11
9 r=125(t2).

-

Par conséquent les coordonnées s’exprimeront par des développements en séries entiéres en ¢
de la forme :

1 1 1 1 1 1
T, = X0 + k4A/2Ct2+ at + ..., :c2=x2o+k4\/§cl%—°t2—!—bt, x3=x30+k4\/§C1?t2+ct+...
(10) 10 0 .

1 1 1
Xy = T4o + k2Ct + ..., @5 =15+ k2Cst 4 ..., 2g =2 + £2Cst + ...

avec :

Les coefficients a, b, ¢ sont des fonctions des constantes x;, C;.

ConcrLusioN. — Aprés deux changements successifs de variables :
dx; . A
fo Td;z=yi7 (t=1,2,3,4,5,6),
20 2 =TYy 2= Tyl — Lo, Z3 = T1Y3 — Z3Y1,

les nouvelles variables étant x;, z,, 2, 23, ¥4, ¥s, s DOUS obtenons un systéme différentiel auquel le théo-
] 7 7 K y b y5 q

réme fondamental est applicable. Nous démontrons que les coordonnées x; s’expriment par des déve-
1

loppements en séries entiéres en /?; le développement de la distance qui s’annule commence par un
1

terme en ¢? et les développements dépendent au total, comme Iintégrale générale, de douze paramétres
arbitraires y compris I'instant du choc ,.




CHAPITRE 11

CHOC IMAGINAIRE DE DEUXIEME ESPECE

Par définition, il existe, entre trois corps, un choc de deuxiéme espéce si, a un instant, deux distances

s’annulent mais non leurs projections sur les axes de coordonnées et sv d’autre part, la troisiéme distance et
ses projections s’ annulent.

Les équations différentielles du mouvement étant les mémes que celles utilisées dans I’étude du

choc simple, nous supposerons que c’est la distance r des masses m;, m, (ui s’annule ainsi que ses
projections.

1. Premier changement de variables. — Prenons » pour variable et posons :

d: ) dar. drn
‘_1?1____,”5, (l=1,2,3, 4, 5,6), ~d71=u17 Ti;:llz.

Nous considérerons les seize variables :

Liy Yiy 15 Tay Uy, Us

et nous calculerons leurs dérivées par rapport & 7. Nous obtiendrons entre ces seize variables un systéme
différentiel = d’ordre seize :

dy; dry dr, du, du?

(O [ Pa @ T rw T rw T (@[ d BT AN B
(dr de —Yige "\ar) Ldp —"ae dr) | dr —%gp

2. Systéme différentiel Z,. — A, B, E, «, B, v, 3, 5, ayant la méme signification que dans le
chapitre I, le systéme X explicité se transforme en un systéme X, :

S

_dn_
=i

dy, )
A z, 2 9
Y1 — oy + Bl (my + my) PRy + By —y,E
dy,
A Ty 2 2
Y2 — oYy + Bl (my + my) i + Bzyr? — y,E
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dys
A Zg 0 2
Y3 — oYs + Bl (my + m2)7—- azyr? + Prgr? — ysE
dy,
A
Ya— oYy + B [— yzy? + S22 — y,E]

dys
A 2 2
Y5 — oY + B [ yz5r? + dwor? — yE]

dye
A
Yo — oYs + g [— v2e® + 325" — yoE]

— du,
a 2 a1’ Ar? 2 2 2
u; — ouy + [Z(y, — vyy) ”“ullr_l‘f‘ﬁr—l — (v + uB) (=] + 28 + )
—[ub‘ + Hz(,ml_j;_m_z)+ “za] ” [8 tu (my ;i; my) Fou(a+ 1) + Hzﬂ] lezh__r:% B $
— du,
o 2 . Ar? . . .
Uy — olg - [E(ys + )2 —ufl - + 5§ — (v — MB)(] + 2§ + 23)
ro ' Bry
—[—- A8 + 2% (—m%)pi)-—{- 120(] r2 4 [8—- )\(m_l;l;_m_z)_ Mo+ ) + )\2(3] lex‘,——rir—?E ;

3. Second changement de variables. — Ce second changement de variables a pour but d’éli-
miner le facteur ’% des dénominateurs précédents. En tenant compte de ce que I’on a :
2z, =Ty = 25 = 0.
a 'instant du choc, nous définirons de nouvelles variables :
8,01y P2, 1y Eay &3y Y1, Yo, Y, Vi, Vo,
au moyen des équations :
r=s? Ty = Sey, Ty == S0, z; = $%E,, Zy = $2&,, Ty = $2&y,
%= Uy, %= U,, Uy—e=Vy Uy — pp =V,
hh— & =Yy, Yo— & =Y, Ys— &3 = Y,
Les seize nouvelles variables étant : -
€1 B2y B3y Tay Ty Ty 01 02 et Y1, Yo, Y, Y4y U5 ¥ V1o Ve

nous les exprimerons en fonction de la variable s. A partir des équations :

r?=af + 2§ + 23, i = 2% — pay)?, r§ = E(zq + 22y)?
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et de leurs dérivées par rapport a la variable s nous déduisons six relations entre les nouvelles variables :

(1) g+8+8=1

(2) £,Y; + &Y + &Y =0,

3) (2§ + 28 + 23) — 2us?TE;z, + pist = s%,
(4) 22(xy — us®y) [y — w(Yq + &)1 = puler + Vi),
() (2§ + 23 + 2) + 202y, + Nt = 5%,
(6) 252y + 226 [ys + MYy + €] = palee + Vo).

En fonction des nouvelles variables :

o=1-47Y}+ Y} + Y3
A=g+4 g(Y}+ Y24 Y3 + h(y} + 43 + vd).

2 1
B=—NI[1-l—ﬂ’L3<tl —I— >S—’2’”LM3827

ms mypy  Mapy
A 1 1
E=—@m + my) —m, (% + —3> s34 my <—3—~§) SZE 2.
P1 ~ fa/ f1 P2
4. Systéme X,. — Posons :
@ = as?, By = Bs?, = s, 3, = 3%
En remarquant que I'on a :
dr ds sdVy _ o du s dVy _ o du,
r- s’ 3ds =3 t2rg Z_Ts’—_‘_+2srdr’
2

le systéme X, correspondant au second changement de variables se déduit aisément du systéme Z; et
nous obtenons :

STY T Yo Yy sy, s%y sy Vi Ve
2 2
_ dy, .
= p L
— Vi — (& + Y0) ZYF 4 F [By(2a — & 24008 — Y,E]
- dY,
= ; -
— Ya— (&2 + Yo) 2V} + p [B1(@ — £ 26205 — Y,E]
— aYs
= ; .
—Ys— (& + Yy) fY? + g [Bi(#s — & ZEyzy)s — YSE]
= Y,

3 A
~—Ys E:Yf + B [— 71248 + 8,8;8% — y,E]
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. dys
= . i
— Y5 ?Y% + B [— Y158 + 8,808° — yE]
_ dys
3 A
— Y ?Y% + B [— v1®es + 8,855° — yeE]
- av,
- Vi 232 2 A
—V, —”—‘ — (Vi + o) EYz + ZE[ys—e(Y; + &) - _FZ B % — u¥(my + my)s® — (ud; + play)s’
+ [u(my + my) + (3 + wey + pyy + w2y)s*| T2y — [v; + uBy] %x? : S—‘%l (Vi + e)E ;
- AL
- V2 2s? 2 A
V,— — (Va2 + ¢2) 2‘.Y2+ Zly, + MY, 4 €] = ‘B % — N(my + my)s? 4 (18; — A%ay)s®

+ [— Nmy + my) + (8, — Aoy — Ayy + 7\291)33]251354 + [— v + 28] izx%*?—%‘z(vz + eo)E i

5. Etude des dénominateurs du systdme 3,. — Dans les dénominateurs correspondant aux
cpes . . .o A 2 A .
différentielles dV,, dV,, les quantités qui multiplient p% g et ” B contiennent des termes
1 2

indépendants de s et des termes du premier degré en s et en V :

TR o+ 2uzge — | o + us) $ot + § 8,30, s + T 0,

my + my

) [e3 — 222&7,] — [(Yl — ABy) sz 2 91251174] s+ ——5—— M T + L

ALY

Nous remplacerons dans ces deux expressions, p? + 2uXf;z, et p} —22ZE,xz, par leurs valeurs
tirées des deux équations (4) et (6) :

(7 of + 2uXEzy = — 0, Vy + 2224y, — 2uTx, Y, — 20 TE Y, - 8% + 2%,
8 P2 — 2AZTE 1wy = — 0pVy + 2520y, + 228z, Y, + 222Ey, - s7 + 22%%

Par conséquent, pour des valeurs arbitraires des variables &,, &,, &s, &4, @5, Zg, p1, p2 €t pour des
valeurs nulles des variables s, Y,, Ys, Y3, %4, ¥s, ¥s, Vi, Vs tous les dénominateurs du systéme Z, sont

holomorphes et nuls. Nous pourrons donc développer ces dénominateurs au voisinage du systéme des
valeurs :

E,—&o=E; =0, By — By = 8, =0, Es— &3 = B3 =0,
Zy— Ty = Xy =0, Ty — Ty = X5 =0, Zg— Zgp = Xg =0,
o~ f10o =P, =0, pe — 20 = Py =0,
Vi=Veo=s=Y, =Y, =Yy =y, =1y; =y = 0.

Pour ces valeurs arbitraires des variables on a, en particulier :

A 1
<§)o = 2my + my)’ z3y + 2% + 23, = 0.

StmiroT. — Thése.
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Par suite, en nous bornant aux termes du premier degré le systéme =, se transforme en un sys-

téme X} :
ds _d&, _d%, _ d& _ dw, duy  dzg dey _ de,
s YI—Yz—Ys—Sy‘,_sys_sys—\i V,
2 2 2
_ dy, B dY, dY,
- Yy Bro(®a — E1TET,), T Yy Buol®s — & 28,24), Y, ProlZs — &3 Z&1%4)o
2 dmmy Tt TR Ty T T2 T gy T
_ ay, _ dys _ dys
Ya Y% Ys  _ Yi%so o ?/6 Y10%60
2 T Wm w2 T2, T 2 T 2wyt T
- av, - dav,
= SZyls M BroP10 Dt 07 = Sz ) Broboo ZEroZ
_V w0¥s P Y, — Daof P10~510%40 R 2Z40Y 4 = Ez,Y, — 10 P20 ~S10%40 .
vt P10 P10 a0 2(my + my) £+ Vet P20 T P20 e 2(my + my) s
6. Troisitme changement de variables. — Les dénominateurs correspondant aux différen-
tielles dY;,, dY,, dY,, dV,, dV, contenant au premier degré plusieurs des variables, nous ferons deux

changements successifs de variables
Bro(®s — Eo & Elxq)o

Zy=Y,— 2(my 1 my)

7

?

Z, =Y, — Biof -'”4 - 51251354)0.S

' 2y + )
o= ¥, Bl =25t
% Wy = Vg e B g s e e — e,
Wa = Vo 2 sty b g By E 5, + s
7. Systéme différentiel ;. — Aprés avoir multiplié par 2 tous les dénominateurs, nous obtenons

entre les nouvelles variables :
et Zu Zz, Zav y47 ys, y67 \Vlr W2

51; 527 g:); $4’ .’Ea, xﬁv P1y 92

le systéme différentiel d’ordre seize Z,
%_5' . dil dEz . dES
s Brol®g — §1251x4)0 Bio(Zs — EaZETa)y . Bao(®s — 53251%)0
22, + my + my 222 + my + my s 22t my + my
dzy  dzy  dzg
2s%y, 25y, 28y,
dey
iz
B Sia [eZExs — pilos

2 Ezygyy 20
oL S s SNy A N
10 WOFL T 3(my + ma) ey

2 BZpoyy 2 B1o 2E,%40
S22 L Bl — - AZE, 2y + 02lys
N 40441 3(my + my) P20 [ 124 e3lo
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B dzZ, _ dZ, . dZ,
Y S S R S
. dy, _ dy; . dy, . dw, B dW, .
o Y% Y10%50 - Y10%60 T —2Wy A T —2W, A
Ys— m1+m28 I y“-m1+m23+"' ys—-ml_*_mzs—l—...
8. Application du théoréme fondamental au systéme ;. — Le systéme différentiel Z; admet

la multiplicité singuliére :
sS=Ly=ZLy=1Ly=yY,=Ys =Yg = W; = W = 0.

Le long de cette multiplicité singuliére, ’équation caractéristique du systéme 3; a quatre racines
positives égales a 1 qui correspondent aux variables s, y,, ¥s, s ; cette équation a d’autre part cinqg
racines négatives : deux égales & 2 qui correspondent aux variables W,, W, et trois égales & 1 qui corres-
pondent aux variables Z,, Z,, Z;; enfin cette équation. a huit racines nulles qui correspondent aux
variables &, £,, &3, %4, %5, X, p1, p2- En chaque point :

E100 €200 E30) Za0y L3505 Loos P00 P20

de la multiplicité singuliére passent deux familles de caractéristiques. L’une d’elles s’obtient en expri-
mant Jes variables s, y,, ¥s, s en séries entiéres s’annulant avec les variables W,, W,, Z,, Z,, Z;. L’une
de ces équations qui est résolue par rapport a la variable s se réduit a :

s =0.
et par conséquent aucun mouvement ne correspond & cette famille.

Les caractéristiques de P'autre famille sont déterminées d’une part, par treize équations non
différentielles :

B; = Sy(5, Ya» ¥s Ye | E10y E20+ E30> Za0) T50) Loos P105 P20) (t=1,2,3),
9) X; = Sl( - ' - )s (" =1, 2, 3),

P; = Sl( - | - )s (L =1, 2)7
(10) Z; = Sz( - l - )s (l’ =1, 2, 3)7
(1 Wi=S8( — | — ),  (=1,2),

et d’autre part, aprés substitution des développements précédents*dans le systéme =5 par trois équa-
tions différentielles :

(12) deh:yd__ Y10%40 s+ dys . Yi%so s+

st =1y Y10%e0
ds m; + my e ds 5 my + my,

my + my

dye__
vy Ss = Ys s+ .

Aprés cette substitution les termes non écrits dans les seconds membres du systéme différentiel

(12) sont au moins du second degré par rapport aux variables s, y,, ¥s, . Le systéme différentiel (12)
admet la multiplicité singuliére :

s=Yys=1Ys =Yg = 0.
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et les racines de 1’équation caractéristique sont égales & 1. Les équations (12) seront satisfaites si 'on
substitue aux variables y,, y5, ¥s des développements en séries entiéres en :

s, slog s
dépendant de trois constantes arbitraires C,, Cs, Cq :

Y10%60

my + my

Y10%50

my, + my

Y10%40

slogs 4+ ...
my + mg gs

Yy = Cys — slogs -+ ..., Y5 = Cys — slog s, Yg = Cgs —
4

9. De la disparition des logarithmes. — En se reportant au systéme différentiel (12) on cons-
tate que les logarithmes disparaissent si les coefficients de s sont nuls. Par conséquent I’'une ou I'autre
des deux relations suivantes doit étre satisfaite :

(13) Aedo + uedo =0
(14) Zgg = Tgg = Tgo = 0.

Le premier cas ne peut pas se présenter car des équations (7) et (8) nous déduisons :

(15) o30 + 20Tl =0
(16) Pl0 — 2AZE;%g = 0

et il est impossible de satisfaire aux trois égalités (13), (15), (16). Enfin le second cas est a éliminer,
puisque nous n’envisageons pas dans cette étude le choc triple réel.

10. Expression des coordonnées en fonction de s. — En tenant compte des équations (9),

(10), (11) T’étude du systéme ditftférentiel =; permet d’obtenir immédiatement les premiers termes
des développements des variables suivant les puissances de s et de s log s :

— 1‘ _Mo%s0 | s 2 YiTw g
x4_~x40+3[2C4+;(m1+m2) $2—3 )slogs—l—...,

(my + my
17 &, = &0 + (7%1‘_9‘-”1—) (g — &, ZE124)0S + -y
2
P1 = P10 + [4!‘(:‘10?;0"12) ZC451340] s+ ...,

Le développement des variables £,, p, ne contient pas le terme s log s.
11. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Posons 7, = 0. De ’égalité :
e A
d_r> =B
nous déduisons successivement :
dt\2 A dt
<Z9> = st B s%5(s log ), = s%S(s, slog s), t = s35(s, slog s),

1 1
£3~: 85(s, slogs), logt=3logs -} S(s,slogs), t3logt = slog s S(s, s log s) + sS(s, log s).
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1 1
. « 19 . 3 . , . . ..
Si nous considérons les deux expressions de ¢” et de ¢® log ¢ comme des équations implicites en s

et s log s, nous obtenons par inversion :

1 1 1 1
s = 5,(t3, t3log t), slogs = S(t3, t31logt). (1)

Par conséquent, les coordonnées s’expriment par des développements en séries entiéres en :

P

1
et t3logt

o~

et 'instant du choc est un point critique transcendant.

Le premier terme en logarithme contenu dans A étant s2 log s, il s’ensuit que le premier terme en
1 1

logarithme du développement de s suivant les puissances de ¢% et de ¢2 log ¢ est ¢ log z. Par suite,

en se reportant aux développements (17) nous obtenons pour premiers termes des développements des
1 1

coordonnées suivant les puissances de ¢° et de 23 log ¢ :

2 4 4
(18) Ty = a€t3 + agt + a4t3 + aztdlogt + ...,

Ty = T49 + bt + betlogt - ...
a; et b; désignant des constantes.

12. Du nombre et du choix des constantes. — La résolution du systéme X; introduit onze
parameétres : les huit valeurs arbitraires données aux variables £,, &,, &3, %4, 5, Zg, p1, p2 €t les trois
constantes d’intégration C,, C;, C;. Ces paramétres satisfaisant a trois relations déduites des équa-
tions (1), (3) et (H) :

m
Soteht@=1, ahtehtoh=0, 2—(-T)

leur nombre se réduit ainsi & huit. Pour passer a la solution du systéme différentiel (I) il faut ajouter
la constante des forces vives K et la constante , introduite par I’intégration de ’expression en s dela

cao At . . . I o
dérivée a5’ Finalement cette solution dépendra de dix constantes arbitraires et nous pourrons choisir:
€10y £20) T40) Ts0, P105 Ca, Cs1 Cos K, 2.

13. Conditions de choc. — La solution générale du systéme différentiel (I) dépendant de
douze constantes arbitraires, le mouvement des trois corps aboutissant & un choc de deuxieme espéce
satisfait donc & deux conditions. Ces deux conditions peuvent s’obtenir par I’élimination des dix para-
métres entre les développements'(18) des coordonnées et leurs dérivées par rapport au temps. D’apres
une remarque de M. Chazy (2) : « ces deux conditions s’obtiennent par un calcul qui & partir du systéme

(1) Crazy, Sur le probléme rectiligne des trois corps. Bulletin de la Société Mathématique, t. 57,1927, p. 259-260.
(2) Cuazy, Surles multiplicités singuliéres du probléme des trois corps. Bulletin des Sciences mathématiques, t. 56,1932, p. 79-104.
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différentiel Z; d’ordre seize est 1’extension du calcul par lequel on forme en un col d’'un systéme diffé-
rentiel d’ordre 2 la surface lieu des caractéristiques mise en évidence par Poincaré ». Dans I'étude du
choc imaginaire de deuxiéme espéce, ce calcul conduit aux cinq équations (10) et (11). En ayant égard
aux relations (2), (4) et (6), deux de ces équations donnent les conditions de choc et par symétrie nous
choisirons :

Wi = 84(5, Y Us, Y | &1y Eas Eay Zay Ts, T 015 02), (t=1,2).
Ces deux conditions de choc sont transcendantes. En effet, si elles étaient algébriques, d’aprés le
théoréme de Bruns complété par Painlevé elles seraient des combinaisons des quatre intégrales des

forces vives et des aires et il existerait alors une relation entre les quatre constantes correspondantes.
Or, si dans les intégrales des aires dont la premiére est :

dz dx dz dz
g [x1~d?2—~x2 Ttl] + h[x47t5—x5d—t4

nous remplagons les variables par leurs valeurs en fonction de s, les constantes des aires ont pour
expressions les produits du coefficient RV 2(m; + my) par :

[240C5 — Z50Cal, [%goCa — Z49Cel, [250Ce — ZgoCs]

et ces quantités sont bien indépendantes de la constante des forces vives.

ConcLusioN. — Apreés trois changements successifs de variables :
dz; . dr dr,
10 E.!:‘ Yis (7'= 1,2; 3) 41 51 6)7 'd_;‘: Uy, '&;—: Ug,
20 r=s? ry = Spy, Ty = Spg, Z,= ;52 Ty = Eo8% Ty = E,482,

dr dr
'd_;=V1+Pv E§=V2+ P2y h— & =1Y,, Yo— & = Yy, Ys—E3 = Y5,

3o Z,=Y,— Bio(Ts — E15E1%4)o P Zy=Y,— Bio(®s — EZE;24) s Zy =Y, — Bro{g — E3 & 24)0 s

2(my+ my) ’ 2(my + my) ’ 2(my + my) ’
_ 2 Zxy0y, | 20 Bio BE Ty 5
W, =V, T3 e -+ o 2"174.10Z1""3(,,,Ll Ty e [eZEz, — eflos,
2 Zxgyy 22 Bio ZE Ty 3
W, =V, — 3 "920——‘ _F;) 242, + 3(my + my) [AZ&zq + p30S,

nous obtenons entre les variables £y, &,, &3, X4, X5, e, Z1, Zs, Zs, Ya, Ys, Ys €b les variables auxiliaires

P1, P2, Wi, W, un systéme différentiel =, auquel le théoréme fondamental est applicable. Les coordon-
ot
nées s’expriment par des développements en séries entiéres en 13 et t* log t. Le développement de la

distance qui s’annule en méme temps que ses projections sur les axes de coordonnées commence par un
2 1

terme en 2 et le développement des autres distances commence par un terme en . Les développe-

ments dépendent de dix constantes arbitraires y compris I'instant du choc.
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NOTE SUR LE CHOC BINAIRE REEL

En prenant la distance r qui s’annule pour variable indépendante nous obtenons un systéme
différentiel analogue a celui que M. Chazy a formé dans le Bulletin des Sciences mathématiques pour
I’étude du choc binaire réel et 1’étude des trajectoires hyperboliques et hyperboliques-paraboliques.

Considérons le systéme d’équations différentielles (I), (chapitre I, choc imaginaire simple) et
faisons les deux changements de variables successifs :

dzx;
1o ‘(# =Y
20 Z; =1k, Ty = Iy, Zy = rés, Yy1— 51 = %y, Yo — & = 2, Ys — &3 = 2z3.

A partir de I’expression 72 =} + 2} + 23 et de sa dérivée par rapport & » nous obtenons les
deux relations :

(1) g+ eg+e=1
2) €12y + E925 + &3z =0

En fonction des nouvelles variables on a :
3 3 3 6
Ty=Xz2 41, A=g+ gl + h3yd
1 1 1 4

A partir du systéme différentiel =, (chapitre I, choc imaginaire simple) et en faisant le second
changement de variables indiqué nous obtiendrons entre les variables &, &,, &;, &,, %5, %, %1, %2, Zs,
Y, Ys Ys le systéme différentiel Xj :

s g+g§ﬁ+h%ﬁ
— 2 — (3 + &) 22} + r
1 2M[ ——I— J—I—Kr

myry - Mgry

A 1 1
(my + mg)zy — myg <ﬁ + ﬁ> §,r3 + my <F§—‘,._a> xyr2
1 2 1 2

A 1
a8 [ o (5 53) 2 — e (J—5g) (Buta o s + 0] |
dy,

g+g§ﬁ+h§ﬁ
] (my + my)ys —M <
+ Kr

S+

1 1
ﬁ) zgr? + M <ﬁ_7§> g,r3

= ?/4%221 +
! 2M[

myry mzrz

A 1 1
+ Ys [ma (,.% + ‘,‘g> rd—my <r_§——r—§> (Esq + Eos + &3”6)’2] i
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Pour des valeurs nulles des variables r, z,, 2., z3, ¥a, ¥s, ¥s €t pour des valeurs arbitraires des

variables &,, &,, &, @4, 5, Z tous les dénominateurs sont nuls et I'on a :

3 6
g+ gZzt + hZy? 1
1 4

2M[ r N r '*‘,,173]"‘1{" 0—2(m1+m2)

myry - Mgy
Par conséquent, le long de la multiplicité singuliére :

r=z=2=Z% =y =Y =Y =10
I’équation caractéristique du systéme considéré aura trois racines négatives égales a 5 correspondant

aux variables z,, z,, 23, quatre racines positives dont trois égales & 5 correspondant aux variables

Y&, Ys, Ys €t une égale & 1 correspondant a la variable r ; enfin, cette équation aura six racines nulles
correspondant aux variables &,, &,, &;, ,, &5, %. En chaque point £, &30, £30, La0s Zs0, Leo de cette mul-
tiplicité singuliére passent deux familles de caractéristiques dont 1’'une est & éliminer. Les caractéris-

tiques de la famille que nous considérerons sont définies par neuf équations non différentielles de
la forme :

(3) & — &io = Si(", Ya, Yss Ys | E10) E20» Esos Zag> Z505 %g0)s (= 4,2: 3),
) T @ — g = Sy, Yar Ys» Ys | Eros E200 Eaor Tao» Ts0r Teo)s (i =4,5,6),
(4) 2i = ST, Yay Ysy Yo | E10 E200 E305 Zao» Ts0> Teo)s (t=1,2,3),

et aprés substitution des fonctions S dans le systéme différentiel %] par le systéme différentiel d’ordre
trois :
d
(5) Ya

r —— =

T

SN

dys _ Ys dys  Ys
+ ., rdr_2+"" ra—r——j—i-...,

ou les termes non écrits sont du second degré par rapport aux variables 7, ¥4, ¥s, ¥s. Le systéme diffé-
rentiel (5) admet la multiplicité singuliére :

r=y,=ys =1y =0,
et ’équation caractéristique admet une racine égale a4 1 correspondant a la variable r et trois racines

égales a % correspondant aux variables y,, ¥s, ¥s. Substituons aux variables y,, ¥, ys des développe-

1
ments & coefficients indéterminés suivant les puissances de 72 sans termes constants. La détermination

des coefficients est possible et par suite les variables y; s’expriment par des développements en séries
1

entiéres en r? dont les premiers termes sont :

1
C4rz) Cs" ? Cﬁr ]

C,, Gy, C4 désignant des constantes arbitraires.
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Nous déterminerons I’expression des coordonnées en fonction du temps a partir de I'égalité :
dt\* A
(@) =5 -
de laquelle nous déduirons successivement en posant £, =0 :
2 1 1 1 3 1
(G) =rseh,  G=riseh, i=rsgh, ¢

et par inversion :

La résolution du systéme Z; introduit neuf paramétres : les six constantes arbitraires &;o, &3,

E20, Ta0, 50, Leo €1 18 trois constantes d’intégration C,, C;, Cs. En ayant égard & la relation (1) de laquelle

on déduit &3, + £3, + £3, = 1 le nombre des paramétres se réduit & huit. Pour passer a la solution du

systeme différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante ¢, introduite
1

par I'intégration de I'expression en 72 de la dérivée ((—ﬁé Finalement cette solution dépendra de dix cons-

tantes et nous pourrons choisir &,,, £29, %49, L50, Teo, Cay Cs, Coy K, to-

La solution générale du systéme différentiel (I) dépendant de douze constantes arbitraires, le
mouvement des trois corps aboutissant & un choc binaire réel satisfait donc & deux conditions. Deux
des équations (4) : z; = S(7, Ya, Ys, Vs | Exs Eay Esy Zay s, %) Teprésentent les conditions de choc ; les
trois variables z;, 2, z; ne sont pas en effet indépendantes puisqu’il existe entre elles la relation (2) :
€121 + €22, + €325 = 0.

Nous retrouvons ainsi des résultats déja énoncés, mais nous avons refait cette étude sous une
forme nouvelle qui nous sera utile dans la suite de ce travail.




CHAPITRE 111

CHOC IMAGINAIRE DOUBLE

Définition. — Soient trois corps de masses m,, m,, m; dont les distances sont respectivement

T'y2y Ti3y To3-

m4

(x’h )x’é,xc) 13 '7,23 (mq ,xz,OC3)

m
m 2
‘ T2

11 existe entre ces trous corps un choc imaginaire double st deux distances, ry3 et Yo3 par exemple, s’an-
nulent sans que leurs projections sur les axes de coordonnées soient nulles.

Equations différentielles du mouvement. — Rapportons le mouvement des deux masses m,,
m, & la troisiéme masse my. Désignons par x,, x,, 23 et par z,, %5, z¢ les coordonnées respectives des
masses m,, m, par rapport a la masse m; ; par K la constante des forces vives et par :

— A/ T3 — 5 —
ris = A%} + 2% + 2§, Tos = A/ 2§ + a3 + 28, ris = A/ I(Zq— 2,)?

les distances mutuelles des trois masses. Le mouvement des trois corps est défini par le systéme diffé-
rentiel (I) d’ordre douze :

d?z, Ly (%1 — 24) Ty

< di2 =—(m3—|—m2);3———m1 3 — M3

(1) 23 iz 13
d*z, Z4 (Tg — %) Ty

= (Mg M) 5 — Myg——5— — Mg 3*

) di? (mg Vrls 2 iy 2rds
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I1 faut ajouter & ces équations quatre équations analogues relatives aux variables x,, 3, 75, 6.
Les équations différentielles (I) admettent 1'intégrale des forces vives :

- [”h dz} + dz? + da? dz? + dag + da?

dar? M gp | T mume [(dg”4 — dx,)® + (dws — dp)? + (dog — dws)z]
t t

dt?

—2(m; + my + my) [mf::a + el + mlms] = K.

T12 T3

1. Premier changement de variables. — Prenons pour variable indépendante une distance qui
s’annule, soit 7,3 =r, et posons :

dz, dz, dz, dz, dzg dzg
ar = Y1, ar = Yas ar = Y3 ar = Yas dar = Ys» ar = Ye»
r dr dr
T3 = Toy, "12:9_2’ d_;.a“—'un ‘d%z=u2~

Les nouvelles variables sont :
Ty gy X3y Tay Ty g et Y1 Y25 Y3 Yar Y5y Ys
et nous y joindrons les quatre variables auxiliaires :
1y P2 et Uy, Us.

A partir des expressions des distances en fonction des coordonnées et de leurs dérivées par rap-
port & r nous obtenons six relations entre les nouvelles variables :

) P =af+ o} + o,

2 rPe} = 2§ + 2§ + 4},

(3) r? = p3[r® + r?e} — 2Zz7,],

(%) r =2y + TYs + Ts¥Ys

(5) regiy = ZgYy + TsYs + ZTeYs,

(6) rig = polr + rogty — (B1Ys + ZoYs + TsYs + TaYy + TsYs + TeYs) ]

2. Systéme différentiel Z,. — Posons :
A = mg[my(y3 + yE + y3) + ma(yi + ¥3 + 3] + mama[(Ya — y1)® + (Y5 — Y2)? + (¥s — ¥a)?],
+ Kr,

mymg”
f1

o=y} +y3+ v D = 2,2, + 2,75 + %37,

B = 2(m; + my + my) [mzms -+ mymgp, -+

1
E = —[my + mg + myp3lr2 + m, [pg-—a] D.

L’intégrale des forces vives se transforme en une équation dont on déduit immédiatement :

(dt 2 A
a) =B
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Nous obtenons entre les variables le systéme différentiel £, d’ordre seize :

dr _de, _dv, dwy dz, dv  dv,  _dey _ de
r TY, TYs TYs TYa TYs TY¢ Uy— P1 P2 — Oollg
_ N dy,
- 1 z, |
ylhcyl-ﬁi;[(mzv*-m:i)zl—}'ml(zl_xll)pg—l_ml_; “”?!%E%
Py r
— dy,
o A(lT 5 |
?lzbcyz—ﬁ;; (m2+m3):c2—!—m1(x2-——x5)p§+ml—g +y_22E£
L P r
_ 1T dys
z
ya“—cya"‘ﬁé; (mz+ms)xa+m1(1's_xs)93"‘mlp_:.;_l +%EE
B il
_ dy,
- A(1T z
Ya— oYy ﬁi; (my + mg) =5 + myzy + my(xy — )03 ‘i‘ng%
| f1 ] r
— _ dys
- A1 x 1 v
Ys—o°Ys—pg ;_(ml‘f‘ma)p_g"f‘mzxz‘l‘ mz(xs“‘xz)PgJ‘i’r_z*;E%
. i dys
- A{1T z,
Vo oto— |y | 07+ m) 22 maty + mufz, — met | + 24w
— du,
= =
A D m m Sy2—u?
ul_cul+ﬁé3m2(93—1)?_[—l’_%_‘§+ mng] pur? — . !
1 f1 o1
. ) du,
- 3 A m.
Uy — oy + [?y?—zzylyr“ug] s -+ Eg— [‘P‘?lg§ + (my, + mz)Psa] Piee
m. P .
— [mg + (my + ma)ed] es + [ms + o+ Am + mz)?%] S5 —RE

3. Second changement de variables. — Afin d’éliminer le facteur 7 des dénominateurs précé-
dents, définissons sept nouvelles variables z,, z,, 23, 24, 25, 25, U; au moyen des équations :
Y = T3y, Yo = T2y, Ys = T2, Ya = T2y, Ys = TZ5, Yo = T'Zg, u— py = Uy

Posons :

6 38 3
Ay = mymy 32§ + mgmy T2} + mymyE(2, —2,)%, o = Tz}
4 1 1

Nous obtenons entre les nouvelles variables 7, z;, z; et les variables auxiliaires p,, p,, Uy, u, le
systéeme différentiel X, d’ordre seize :

dz, _
A z
— oyz, 7% — “‘gl [(mz + mg)x; -+ my(z, —%4) 03 + my é + ZIE]
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_ dz,
- s A \ s Z5 T
I Ay =Y (mg + mg}x, + my(2y — x5) 03 + my ;% + z,E
_ dz,
2 Al ) 3 Zg |
I -y - (my + m3)zs + my(Zs — %g)p3 + m1§; + zE
_ dz,
- AT z .
— 02 — Tf (my + mg) ;; + maTy + my(xy — 2y) 08 + Z«;E—1
_ dzg
2 Al [ Zs 3
B 2 Uy - (my + my) :§ + myxy + my(xs — %) 3 + ZsEJ
_ dzg
2 Asf Zg 3 i
— %% —J L(ml + my) ;{ ~+ myTy -+ my(Tg — Z3) 3 -+ 26K
_ dU,
92 1 2 Zz 2 Al 3 b n, + ms 2
- U1—¥+(U1+ p1)orr +2—r ‘*“E m2(92_1);1_ T‘*‘mz?z prr? — (Up + epE
- du, 7
_ 2 % 2__ 9% 2__ .2 Ay ™ 3| 3, .2
Uy — oyUr® + - Z; 2324 | P2I" uge, + B o8 + (my + mg)ed | eiper
m R
— [mg + (my + my)ed] por® + [ms + p_%s + 2(m; + my) Pg] peD — u,E
4. Etude des dénominateurs du systéme X,. — Pour des valeurs arbitraires des variables

Ziy zi, py et pour des valeurs nulles des variables 7, p,, Uj, u,, les dénominateurs correspondant aux .
différentielles dr, dux;, dp,, dp,, du, sont nuls. Les autres dénominateurs sont nuls si les valeurs arbi-
traires données aux variables x;, z;, p; satisfont aux relations suivantes :

(my + ms)xlpl + myz, _ [ (my + mg)zs0} + myzs (mg + ma)xap + my%,
Z19 = 7 299 = mlD H] o
7
" - ma%, 0} + (ml + m3)x4 mgZap + (my + ma)xs MmyZs03 + (ml + my)zg
0= m,D ’ m,D ’ °
My,
(8) P10 = m,

Développons les dénominateurs au voisinage du systéme de valeurs :

=92:U1=u2:07 Zi— 5 = X3 = 0, Zi— 2 = L; =0, pr— f10 =P, =0,
(t=1,2,3,4,5,6).
Posons :
3m1Do
P

m
= “:ﬁ [ X, + 25X + 26 X3 + 2,X,; + 2, X5 + 23Xg] —

(¥

P

et remarquons que ’on a :
. bl
m,D,

D) >
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Aprés développement des dénominateurs, le systéme =, se transforme en un systéme X :

ar dz, _ dz, - dz, . dz, . dz, . dzg _dpy dp2
r (210 + Z)r% " (20 + Zo)r? (230 + Zg)r? (29 + ZJT% (250 + Zs)r? ™ (260 + L) U; 0y — p3ltp
dzZ,
Z1 e [ mq 3m %y ]
5 +z 2m,D, | —(my + mS)XI_P_:foXA + ot P4+ 2,F | + S,
dZ,
= 3 T m 3myx, T
2 24 2m11‘})° L— (mg + ms)Xz—;i X5 + i = Py 4 2,0F | + S,
dZ,
= Zyg e | my 3myZgy ]
) s am,Dgy | (mg ma)Xa_p—:lso X+ —5 Py + 25F | + S,
dZ,
= Z, e}o (ml + ma) 3{’”1 + m3) ]
9 2m,D, | 03, myX, + 2Py + z40F_ + S,
dZ,
~Z o3 (my + my) 3(my + my) i
P e A
dZ;
=z o3 - (my + m 3(m, + my ]
e . ) P
. dUl
- 3 P
) U,— 71 + S,
du,

3 m

= 3 /4 3\
uy -+ (1 -+ o3 p2

2 2m,

(B

Al

B
dey

AD (1
—3 <Bp > [m3pe + mu,lP; + [m3 * 910) e + _uz]

>ox<awz>x°+<B> (%) Z'—(%—zD

e

S désigne par abréviation les fonctions S, (7, ¢z, Uy, tp, X5, Z;, Py).

9B

ot

6,

@
or

)]

5. Systéme différentiel ;. — Les dénominateurs correspondant aux différentielles dU; et
dus contenant au premier degré les variables U,, P; et u,, p,, définissons deux nouvelles variables V,
et U, au moyen des deux équations :

(a)
()

V,=U, +P,

U, = uy + %(1 + o2o) o

Aprés ce changement de variables, nous obtenons entre les variables r, z;, Z; et les quatre variables
auxiliaires p,, pg, Vi, U, un systéme différentiel £; qui se déduit du systéme Z; en remplacant U, et

u, par leurs valeurs tirées de (a) et de (b)

o 40,

av,
V1+S2

—= par les rapports :
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et :
du,

3 AD
5Uz—3 <Bpl) [, Uy — maedealPy
B (3),5(E), %+ (8),5 (3,2~ (B[ r+ () m+ (B s

6. Application du théoréme fondamental au systéme Z;. — Le systéme différentiel =, admet
la multiplicité singuliére :

r=272,=V,="U,=p,=0.
Le long de cette multiplicité singuliére, ’équation caractéristique du systéme 2; admet neuf

. - . ., 1
racines positives : deux égales a 1 correspondant aux variables r, p,, six égales a 5 correspondant aux

variables Z; et une égale a 5 correspondant & la variable U, ; cette équation a d’autre part sept racines

nulles correspondant aux variables z;, ¢, ; enfin elle a une racine négative correspondant a la variable V.
En chaque point 24, ¢, de la multiplicité singuliére passent deux familles de caractéristiques du
systéme Z;. L’une d’elles est définie entre autres par des équations non différentielles qui expriment
les variables 7, p,, Z;, U, par des séries entiéres en V, s’annulant avec cette variable. L’équation résolue
par rapport & r donne une valeur de r identiquement nulle et par conséquent aucun mouvement ne
correspond a la famille considérée.
L’autre famille est définie d’une part, par huit équations non différentielles de la forme :

9 T; — g = Xi = Sy(r, Zy, Uy, 03 | Zr0, P10)
(10) e1— e10 = Py = Si(r, Z;, Uy, 5| Zig, e10)
(11) Vi = Sy(r, Z,, Uy, pa | Zigs P10)

et d’autre part, aprés substitution des développements précédents dans le systéme 3; par un systéme
de huit équations différentielles :

dZ; Z; d dU 3
(12) rE =gt TP =, 1 =5U
7. Etude des équations non différentielles. — L’application de la méthode des coefficients

indéterminés au calcul des coefficients des développements des variables X;, P,, suivant les puis-
sances de r, Z;, U,, p, donne pour premiers termes de ces développements :

210 o Zy Z30
x1”—xlo=—"x1— r? + S, 5”2_-"720=X2=7’2+Ssv xa“—xao=xa=7’2+sm

(13)

x4——x40=X4=%)r2+Sa, x5_x50=X5=Z‘259"2+537 xs—xso=Xs=z2ﬂ’2+Ss’
f1— P10 = Py = So(r, Z;, Uy, 2| @ig, e10)-
8. Etude des équations différentielles. — Le systéme différentiel (12) admet la multiplicité sin-

guliére :
r=1Z,= py= Uy = 0.
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1
5 corres-
2

pondant aux variables Z;, deux racines égales 4 1 correspondant aux variables r et p, et enfin, une racine

Le long de cette multiplicité singuliére, I’équation caractéristique a six racines égales a

égale a 5 correspondant & la variable U,. Un systéme différentiel dont ’équation caractéristique posséde

des racines égales ou multiples les unes des autres admet généralement une solution contenant des
logarithmes. Le systéme (12) fait cependant exception.

Substituons aux variables Z;, g,, U, des développements & coefficients indéterminés suivant les
1

puissances de 7?2 :
1 3
Z;=Cygr2 + ... ps = Cor + ..., Uy = Cgr2 + ...

1
D’aprés I’étude que nous.avons faite des équations non différentielles, les seuls termes en r?, r,
3 i
r* contenus dans les seconds membres des équations (12) développés suivant les puissances de 7? seront :

o

- 3
2 Cyr2.

1
iz
7‘2, C-ﬂ', i

|

Par conséquent la détermination des coefficients sera possible (1) et les coordonnées x; s’expri-
1

meront par des développements en séries entiéres en 72 dépendant de huit constantes C;, C;, Cs :

Zy0 5 , 2 g Z o , 2 3 230 .o 2 g_s_
Ty =%+ 5 T +5Cﬂ’ + ..., x2=:1:20+7r +gcz" + . x3=:c30—!—7r +503r b
(14) Zo 9 5 Zso 2 5 Zeg 2 5
‘ $4=$40+7i‘2+‘5c47‘2+..., x5=xw+—§—r2+gc5r2—|—..., x6=x30+§—r2+5—)cﬁr3+....

9. Du nombre et du choix des constantes. — Nous avons introduit vingt et un paramétres
dans I’étude du systéme différentiel =, : les treize valeurs arbitraires données aux variables x;, z;, ¢,
et les huit constantes d’intégration C;, C,, C;. Les constantes z;, étant déterminées par lesrelations(7)
et du fait que :

m

-

P10 = M
le nombre des paramétres se réduit & quatorze. En ayant égard aux relations (7) et en portant les
1

valeurs des variables exprimées suivant les puissances de r* dans les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6),
nous obtiendrons six nouvelles relations entre les paramétres :

1

x3 + 23 + 23 = 0, z3 + 23 + 23 =0, (%124 + Zo5 + ZgZg)y = — ace’
(15) 240Gy + Z9Cp + 230C3 = 0, Z49Cq + Z50C5 + 2geCe = 0,
Cq

%Gy + 2500 + oCg + 210Cq + 220C5 + 23006 = G,

{1) En prenant pour variable indépendante la variable s définie par I’équation » = s% nous formerions un systéme différen-
tiel auquel le théoréme de Cauchy serait applicable.
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Le nombre des paramétres se réduit ainsi & huit et comme pour passer a la solution du systéme
différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K et la constante #, provenant de I'intégra-

. (e, dt . . . .
tion de I'expression en r de la dérivée I les développements dépendront finalement de dix constantes

arbitraires et nous pourrons choisir :
T30 Ta0y La0s T30, C1y Cay Cy Csy K, 16

10. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Posons {, = 0. De 1’expression

2 1
(%) = r% == r38(r?)

on déduit successivement :
1 & T

<%> =r2S(r?), t=riS(r?)
puis :

et par inversion :
(16) "= 158(15).

1
Les coordonnées x; s’expriment donc par des développements en séries entiéres en t® dont les
premiers termes sont :

’ 4
Ty = Tig + agt® + azt + ...,

les a; étant des constantes.

11. Conditions de choc. — La solution générale dépendant de douze constantes arbitraires,
le mouvement des trois corps aboutissant & un choc imaginaire double devra satisfaire & deux condi-
tions. Les quatorze variables z;, zi, p,, U, étant exprimées en fonction de r, les quantités zi, p;, étant

remplacées par leurs valeurs (7) et (8) nous pourrons par inversion calculer les quatorze constantes
Zigy Ciy Cyy Cg en fonction des variables considérées. Puisque :

m

—

P10 = m,

I’'une des conditions de choc s’obtient en remplacant dans I’équation :
P1 _% = 8y(r, Zs, Uy, 02| Zio, £10)
les constantes par leurs valeurs ainsi trouvées. L’équation (11) :
Vi = U + Py = Sy(r, Zi, Uy, p2| 2, 1)
est la deuxiéme condition de choc. Nous démontrerions comme au chapitre 11 que ces conditions sont

transcendantes.
StmiroT., — Thése,
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12. Etude d’un cas particulier (1). — Si les trois corps forment & chaque instant un triangle iso-
céle, les deux masses placées aux angles égaux sont égales et I'on peut distinguer trois cas possibles
du mouvement :

1o mouvement admettant un axe de symétrie;
20 mouvement admettant un plan de symétrie ;
3° mouvement plan admettant un axe de symdétrie.

La condition :
m _ m

— o =

Tos P10 = My

est satisfaite et, comme d’autre part, il est inutile de considérer la variable u,, nous en conclurons
que les développements obtenus dans le cas général restent valables et que dans les trois cas le nombre
de constantes arbitraires est égal & I’ordre du systéme différentiel (2).

ConcLusion. — Apreés trois changements successifs de variables :
dz r dr dr
to —(l_;:yi, s == T'fp, r12:o_2’ —d%?:ul’ d—ll'2:u2’
20 Yy == T2y, ul——?l:Ul
m
3o Vi=U;+ p1— 100 Uy =uy + ﬁj“ + ofo) ez

nous obtenons entre les variables r, x;, z; et les variables auxiliaires g, s, Vi, Us un systéme différentiel
auquel le théoréme fondamental est applicable. Les coordonnées s’expriment par des développements
1

en séries entiéres en t°; les développements des deux distances qui s’annulent commencent par des
2
termes en t°. Les développements dépendent de dix constantes arbitraires y compris I'instant du choc

to- A Vinstant du choc le rapport des deux distances rys, 755 qui s’annulent est égal au rapport des
masses m,; et m,. Enfin, si & chaque instant les trois corps forment un triangle isocéle le nombre des
constantes arbitraires est égal & I’ordre du systéme différentiel.

(1) Crazy, Bulletin astronomique, tome 1, 1921, pp. 171, 188. Solutions wsocéles du probléme des trois corps.

(2) DrAMBA, Sur les singularités réelles et imaginaires dans le probléme des trois corps (Thése présentée & la Faculté des Sciences
de Paris le 5 mars 1940).

Uno, loc. cit.




CHAPITRE 1V

CHOC IMAGINAIRE TRIPLE

Par définition, il existe entre trois corps un choc imaginaire triple si les trois distances s’annulent
sans que leurs projections sur les axes de coordonnées soient nulles.

1. Premier changement de variables. — Rapportons le mouvement des deux masses m,, m,

a la troisiéme masse m; et prenons pour variable indépendante la distance r;, des deux masses m;, m,.
Posons :

dr dr
—_ 223 2713 __
T =1, To3 = TPy, T13 = TP ar = %o

dz, dx, dx, dx, day dxg
ar = Yo dar = Y ar = Ys ar = Ya ar = Ys ar = Ye

et prenons pour fonctions inconnues de r les seize variables :
Liy Yoy P1+ P2y Uy, Ug,y (t=1,2,3,4,5,6).

A partir des expressions des distances mutuelles des trois corps en fonction des coordounées et
de leurs dérivées par rapport a r nous obtenons six relations entre ces variables :

1) rtet = 2} + af + 23,
el r*ed = af + 2§ +
3) % = (0} + e})r? — 2(2,%4 + %5 + TaT),
(4) rely = Yy + LYy + ZgYs,
(3) Togle = Z4Yy + TsYs + ZeYs,
(6) r = (o1t + palla)r — [Z1Ys + ZoYs + Zs¥g + Zaly + ZsYz + TeYs)
Afin d’exprimer les dérivées %{—”, %a %3 en fonction des dérivées C% nous poserons :

A = my[my(yi + ¥ + yd) + mo(yd + ¥3 + ¥3)] + muma[(ya — ¥0)? + (¥s — ¥2)? + (¥s — ¥s)?1,

momg | Mym
B =2(m, + m; 4 my) [m1m2 “zl—‘s—i——;—z—z] + Kr,
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R, = — (my + my)p§ — m, 033,
R,

Rz = ml[ P8 —

—— (my + my) e} — mypied,

(e 1+ 03 —1)
2

Ry = my[e} —

1
B =g | (Re— Ry + By~ Ry
1P2

1 (2 + 3 —1)
[ 2 A VS WL AT
F=cia [Blp‘ + R 2 ] ofed

11¢3,
1703,

+ (Ry— R)et + (R — Roet ],

G =L [Bspg 4 34(_93_‘E2L3:ﬂ].

L’équation des forces vives se transforme en une équation de laquelle on déduit :

_,A
hrB-

(@)

2. Systéme différentiel Z;. — Nous obtenons entre les variables r, z., y;, ¢1, p2, U1, Us Un systéme

différentiel d’ordre seize :

dr _dz, dz, dog  do, dzy_dzg __dey __dey
rryy TYy TY; TYs 5 TYs Uy~ P Us— @y
_ dy, _ dys
- A | Rz, + R,z 7 ARz, + Rz ]
Y1 — YW —y)® + | \_—‘—‘p—gg-g—‘~ E| % unIe—) g | T aa  %E
. dy; _ dy
- AT Ryz; + Ryz - AT Ry, + Rz T
_ — 2 4 2 Ra%s 6 _ _ Al Da%a T Moy
Yo~ %I — ) T 5| T g ysE] Ya— ¥ ZW— )’ + 5| T g Y&
_ dys - . 4y
- A TRz, + RX 1 AT Rz + Ry ]
Ys—UZU— Y + 5| T g WE| B %I — ) g | T g Y|
du, du,
= 3 = 3
Tyi—ul Syi—ui
Uy — U E(ys — yy)® + o + B [F—u,E]  uy—uy By, —y,)® + — B (G —u,E]
1 P2
3. Second changement de variables. — Ce second changement de variables a pour but

d’obtenir un nouveau systéme différentiel =, dans lequel les dénominateurs ne contiendront plus le

1 .. . . , .
facteur - A cet effet, définissons dix nouvelles variables z;, U;, U,, &,, &, au moyen des équations :

y =4, v =z2+x2y1’ y =Zs+zsy1,
17 2 z, s z
Y=, % TeYs v _ %t Tl
T 5 Z4 8 A
r&, + X,7, r&, -+ 157,
u,— ey = Uy, upy— pp = Uy, Ty = — Zg = - -

Ty ¢ Ty
Au total, nous aurons les dix-huit variables :

iy Ziy P1y Pes Ulv Ua, &1 Ea,
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et & partir des six équations (1), (2), (3), (4), (5), (6) nous établirons entre elles les six relations :

(7) r2e} = 2} + 2§ + 23,
1
(8) r3pd = x—§[( pixd + &3 1+ EPr? 4+ 2z4(,x, + Euzy)r],
2
(9) r? = (e} + p3)r? _"x‘I [(E125 + EaZa)T + z403r%],
(10) ZyZy + 323 = [2(Uy + e1) — erziler’,
(11) Tsz5 + Te2s = [24(Up + 05) — pazZaleal,

ﬁ)]r+xszz+xszs+xzzs+xszs.

(3 +e3—1) (2
(12) r= [91(U1 + p1) + pa(Up + 0g) — _”"2—“‘_ 'x“lI + z, z z,
Les dénominateurs du systéme =, contiendront les quantités, «y, a4, 6y, 64, 614, ¢ que nous défini-
rons par les équations suivantes :

of o3 e3 ef
o, = 2 [mz(rn1 + my) 5 mymy x:]’ oty == 2 [ml(m2 + my) z mym, ;1],

o, = yi + ¥3 + ¥3, oy = Y3 + i + 3, 614 = Z(Yg— ¥1)®

mg(my + ms) my( m2 + ms)

2 (0323 + 22 + 22 + 2z4(pax,Us — p324)]

2y |

+ 212Uy — #3242, + €12 + 5223] + [po®124Uy— 03712, — €;25— E,526] ;; {

(o2} + 23 + 2% + 224(py%, Uy — e3z,)] +

(o} 4 03 —1)
2

q):

m12

—2 (2124 1~ 2925 -+ 23%6)

En fonction des nouvelles variables et en mettant en évidence les termes du premier degré par
rapport aux variables z, et z,, nous aurons :

A=uoz + 02, + @
202 1
o; = :!:_11 z + x_f [e323 + 23 + 28 + 224(py2, Uy — ¢iz))]

203
Z4

6y =

1
24 + :zz (325 + 22 + 2% + 224(paZaUs — 0324))

2 2 1
p P
o = 2 [ X xz] (2, —24) + "2 [p322 + 28 + 23 + 2z(p12, Uy — p321)]

Zy
2 {(ef+ef—1

242, 2925 —+ 232
.2, ) 124 + 2425 3%6

[Pzzg + 2% + 28 4 224( 0o, Uy — p329)] —

[Pz%%Uz — 08%124 — &325 — Ey26] + [p1x1x4U1 — 04zy + Ei2p + Ep25] -

4. Systéme différentiel =,. — Le systéme =, correspondant & ce second changement de variables
s’écrira :

dr _day  dzg dzg dry,  dzg  dzg
T 2y T3yt Xz T3y + Zyzy 24 B+ Ty TEg + Tl
z, Z, Z, Zy
~den_ des
U U
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dz, dzz
R,z Ryx
22) — o142, + B [ : lp_:pz =t — 1EJ Zy— OuZ + [ B [ 803 & — ZzE]
_ dzg dz,
- ATR 1 R,z, + Rz
Z3—owi + g [?923 Ey — z3EJ 22, — ot + 7 [LIPITLA z4E]
. dz . dz6
Al R -
%5 — % — [ [?:g & + st] Zg — Sl J [9193 & + 2 ]
au,
o 9 U2 T U2
—2U; — (U; + py)on +——’ B[F—(U1+ enE] _‘2 U, —(U; + 92\"’14‘*‘ o2 B[G_(U2+ p2)E]
dEl d£2
z z Zy
—al+—4z5 x‘*z2+[gc—‘lJrgc—‘-‘Ja1 £2+—zs——z3+[ ]52
5. Systéme différentiel ;. — Pour des valeurs arbitraires des variables x;, ¢;, p, €t pour des
valeurs nulles des variables r, z;, U,, U,, &,, &, tous les dénominateurs s’annulent et sont des fonc-
tions holomorphes des variables si ’expression

(B)o = mym, + Ll

est différente de zéro. En supposant (B), =0 et en développant les dénominateurs au voisinage du sys-
téme de valeurs :

r:zi=U1:U2=£1: 52:0
x — Tig = Xy, 1 P10 = Py, P2 — Pao = Py,

le systéme différentiel =, se transforme en un systéme différentiel Z; dans lequel nous avons posé :

Ryz; + Rz%
dl =

Rz, + Ryx,
gy = — -t
eie el
Nous aurons :
dr _dzy _ dz, B dz,
r z, x2> <x2> 5,Xs | T2 <£3> <?§> rz3
=) z1—(5) X ! S, 2 — 5,X,
<x1 o ! x3 /o 1T + Z10 xm+ z,/0 1 z3 1
_ gz, dxy _ dz, B id__l ~ ‘—i—eg
Tz (% Zs _L__ZA_X_5 TZg - <§7_s> _ (9_1_> Z4X rZg U,” T,
<z4>OZ4— <x§>ozll " Xy Zgo + S Zy oz4 z3 24Xe + 5 + + S;
dz,
= (61931 =+ %4024) 2 o2 2
221 + %10 LB—mz—4 —2 [.’%1 - 5;_2 (zl _— 24)21 + el (051021 -+ 14024)21
[} 1 4 ot a A ; <
., 0oy oa, ] 2,X; “1 94, z1 [ o | ] Z
—r—?[aléa-}—alg;i]o B0+2 + lap 1ax+“4ax,
2 ao‘4 aal Z4P alo aB
+ ?[01 ‘3; + g o 28 lo Bo Bz or + ap

P, + ap Pz] (23031 =+ 24024) + Sg



dz, dzg
z2 + S, 23 + S,
dz,
= 0402 o402 E .
224 + a40( 1 + w9 ;1 ] (31— 2424 + B_ ? _Bo (arg92y + 014924124
6 doy da,| 2, X doty day| zP, | ¢ doyy 9a,] 2,X;
e wanl, by g e L
2 dog da, | 2,0, a40 B B oB ]
. Lty Za0| OO — P, + =
f[*am %J B, B} wr+ahpl‘awpz(““f%%“”+ss
o dzy dzg
ozt 822264— Sy
. au,
- Pl__ﬂ% m (“1oz1 + %g924)
—2U;— 204 [xl 4 |, (2, — 2q) + 2 xlo B, [F— e E]y + S,
. dU,
- [ o2 02 e {0037 + 0tapZs’ T
— 20, — 20 | T 8| oz 2 2y, 4 (Bt op, s,
T Zaldo Zag 0
— dE-’l . d&g
= = =
— & -+ lozs—"@zz‘l‘sz —52‘*‘@ s—x_433+sz
Zgo Z10 40 Z10
S, désigne la fonetion S, (7, z;, Uy, U,, &4, &3, Xy, Py, Py).
6. Troisitme changement de variables. — Les dénominateurs correspondant aux diffé-

rentielles dz,, dz,, dUy, dU,, d&,, d¢, contiennent au premier degré plusieurs des variables. Un troisiéme
changement de variables s’impose donc et nous remplacerons les variables z,, z,, Uy, U,, &, &, par six
nouvelles variables Z,, Z,, Vy, V,, n,, %, définies par les équations :

(13)
(14)

(15)

10 %40
Zl=zl_"droz4> Z4:zl+a_loz47
Vy=U,— 0z, Bez, v, —u, Ty Tug
Z10 Za0
ny =& — 23« 5+2x Za, N2 = Ez—zx“ e+2xmzay

Aprés avoir effectué le changement de variables (13), les dénominateurs correspondant aux
différentielles dU,, dU, contiennent les variables Z; et Z, au premier degré. Les quantités 8y, v,, €t
Bso, Yao Sont les coefficients respectifs des variables Z, et Z, et ils ont pour expressions :

2
0= i v 5 a0 (-5 ]
16 Y0 = ZZP_T_'__E%;‘; 7, L (o + o) (;i }i)]
b= — 20 () i ey B P el
o= =20 (01 ) s e g B G D
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7. Systéme différentiel Z;. — A la suite de ce troisiéme changement de variables, nous obte-
nons entre les variables r, i, Z;, z,, z3, Z,, 25, 2z, et les variables auxiliaires p,, ey, Vi, Vg, %1, %2 un
systéme différentiel d’ordre dix-huit :

dr dx, dz,
r %10@1024 + Cao®a0Zy Zao [ Y e c‘40“4,0Z'1J 1§
(8 - alyly Zio L (%81 + o)y b2

. dx, _ dzg
= 7 A =
239 [“10“10 1 + Ot4oa4o ] +8S <___°°1_a4_,__> (Zy—Zy) Zso <__°ili4___>o (Zg—1Zy) + S,

Z10 (o0 + agly)g @y + %40/ Zgo \ %30y + o040y
d P1 . d92

Tz a = =
_gg(_____“l__g )(Z4 Z) + S, _V1+%Z1+%49Z4 V3+%Zl+%gz4

Zgo \ 010 + %404,
dz,
= aols ([ 0ay da, da, da, 2 oa, 9a,
2Z1+amB0¥[a46x Qg |, K1t | %, e, | R T 2| %y, “lap] Pi{ + 5
dz, dz, dz, dzg dzg

=Z2+82=AZ3+52=<2+°‘1a1+0€4a4> Z4+Sz=z5+82:zc+sz
B 0

_ 4V, __ adVy, __ dn _ dw
TV, S, =V, + S, — S, —mt S,

S, désigne la fonction S, (r, Z,, 2,, 23, Zy, 25, Zg, Py, P, Vy, Vg, m1, ma).
Calculons le coeffictent-de Z, dans le dénominateur correspondant a la différentielle dZ,. En
ayant égard a la relation :

(17) z3oe30 + 230p30 = Zio%aol 0 + 03 — 1)o

obtenue par I’élimination de la quantité (§,z, + £,x;) & partir des deux équations (8) et (9) nous trou-
vons pour valeur de I'expression (a;a; - o,a,),

(18) (ey@y + &4%)0 = — By

Par conséquent, le coefficient de Z, est égal a 1.
L’équation caractéristique du systéme X, a donc sept racines positives, quatre racines négatives
et huit racines nulles.

8. Application du théoréme fondamental au systéme Z;. — Le systéme Z; admet la multipli-
cité singuliére :
r=ZLi=z=z=17L;=2=z,=V =V =1 = =0

Le long de cette multiplicité singuliére, ’équation caractéristique a sept racines positives dont six
égales & 1 correspondent aux variables r, z,, 2, Z,, z;, 2, et une égale & 2 correspond & la variable Z, ;
cette équation a d’autre part quatre racines négatives correspondant aux variables Vy, V,, 4, 7, et
enfin elle a huit racines nulles correspondant aux variables x;, x,, s, %4, 5, %s, p1, P2-

En chaque point Zi, p1q, p20 de cette multiplicité passent deux familles de caractéristiques du
systeme Z,.



L’une d’elles est définie entre autres par des équations non différentielles qui expriment les variables
ry Ly, 2y, 23, Ly, 25, 25, Xiy Py, Py par des fonctions des variables V,, V,, 7;, v, s’annulant avec ces
variables. L’équation résolue par rapport & » donne une valeur de r identiquement nulle. Par consé-
quent, aucun mouvement ne correspond a cette famille.

L’autre famille de caractéristiques est définie d’une part, par douze équations non différen-
tielles qui, pour X; et P,, P, sont de la forme :

(19) Ty — Tig = Xi = Sl(r? Zla 29y Z3, Z4) 25, Zg l Tigy P10y 920)’
(20) p1— P10 = Py = Sy(r, Zy, 2y, 23, Zs, 25, %6 | Tios P101 P20)>
(21) P2 — P20 = Py = S,(r, Zy, 2y, 23, Zy, 25, %5 | Tio, P10y P20)s

et pour V,, V,, n, 1, sont de la forme :
(22) So(ry Zy, 29, 23, Ly, 25, 2 | Tigy P10y P20) 3

D’autre part, cette famille est définie aprés substitution des développements précédents dans
le systéme Z; par le systéme différentiel d’ordre six :

dzZ d d dz d dz
(23) rd—r‘=:2Zl+..., rd—z:=z2+..., ’d—z:=za+-~-7 r—d—r‘=Z4+..., rd—zrs:z5+..., rd—:zze-l--m

9. Etude des équations non différentielles. — L’application de la méthode des coefficients indé-
termings au calcul des coefficients des développements des variables X;, P;, P, suivant les puis-
sances de r, Zy, 2, Zs, Z,, s, %, donne, en nous bornant aux termes du premier degré :

1 g0l x 040Q,
X, = — %, [aloa,024 + =5 ZI] +.., X,= _ﬁ; [ocloamZ4 + 4‘,3 = Zl] + ...
x, %ol o108 Z ,
X, = — g [amamz4 4 Santao zl] o X= —ate [z,,_?;] ;..
(24)
__ %0%0 %o _ Z, _ %30%0 Zgo Z,
X5 — Bo x40 [Z4 2] + veey XG _—— B0 . x4o [Z4 - 2 ] + veey

p=fog 1 Bog 4 om0y g
10. Etude des équations différentielles. — Le systéme différentiel (23) admet la multiplicité
singuliére :
r=172,=2=23=172y=125=25=0.

Le long de cette multiplicité, I’équation caractéristique a cing racines égales & 1 et une racine égale a 2.
Considérons pour Z,, z,, 25, Z,, 25, % des développements a coefficients indéterminés suivant
les puissances entiéres de r :

(25) Z;=Cy2+ ..., 2,=Cor+ ..., 23=Cpr+..., Ly=Cyor+ .., 25=Cy + ..., 25=0Cq¢ + ...,

les C; étant des coefficients arbitraires.
En remplagant dans le systéme différentiel =, les variables Xi, P;, P, par leurs valeurs (24),
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puis Z,, 2y, 25, Zy4, 25, z¢ par leurs développements (25) suivant les puissances de r, il s’introduit, dans

dz,
le second membre de r - 4 o0 plus du terme 2C,72, un autre terme en 7% dont nous désignerons le coef-
ficient par A,.
La posstbilité des développements considérés dépend de la valeur de A,.

11. Etude du coefficient A,. — A, a pour expression :

aal 0ay] w904 [ da, oa, %0810 aal da, Bso aal 0a, | vao

[ Yz, M ax4]0 B, | %, ° 13:1:] +[ Yge, M apl] 3t [“4 EP 1a92]?§

- (my + my + my)a2,C3
(#:1240103B%a,)y

3 3032 Zy(ms + mye} + myel) [Raz} + (Ry — Ryzz, — Ry2f]

+ Z1p8[myx, 08 — My pf — mgz,] [2 eileizy — 032, 1[Ryzy + Ryzy — Ryz; — Ry

(o222 2,2
— 2pfzy(Ryz, + Ryzy) + Rypinyz, +- sz

— e [(R3 — Ry)edzyzy + (Ry — Ry)eizzy + (Rg— Ry + Ry — Ry) %@]]
+ z303[my 2,03 — myze} + myx,] | 203 012s — e37:1[Ry2y + Ro%y — Ryz; — Ry,
— 2p3z,(Ryz, + Ryzy) + Rspgxlxgﬂllm_l_x_i%:_gﬁl

— 03 [(R3 — Ry)edz2y + (Rll — Ry)ezz, + (Ry— R, + Ry — Ry) (ﬁﬁjz;@]] |
Pour effectuer le calcul de la quantité entre accolades, recherchons les coefficients respectifs

des quantités R,, R,, R;, R, et ordonnons-les par rapport aux puissances de p, et de p,. Remplagant
ensuite p?, par sa valeur tirée de (17) :

_ [z — edzy(zy —2y)
P10 Zy(Ly — T4) 0

nous obtenons finalement :

{my; + my + myle3C3
22124080321 — x4)?

(26) A, =

[e3(z) — x4)? — 2]] § Za(y — X4) [%424 + P37 (%) — 74)]
X [mqafed + myz 240303l [Rs — R,] + [_ MTIT () — Ty) 0§ — M3y (T — Z) (2124 + 0324(T; — Zo) Jed el
— MaE3Ty (%) — T4) [0371(2y — &) + 2] Pg] R,

+ [212, + edry(2, — 24)] [— mgr3xi + MaTiTy (T — Tg)pf + m2§r (T — 2y)(e3 — 1) P?] R, ;

En posant :
M = — m,p3a323(x; — 24) [(%; — %4) 0§ + 7,][Map, + m5],
N = m,pda2a3(x, — x,) [(2y — x4) 0§ + Zgl[Maps + Mm3] — momaz@ied((z, —— z4) 03 + 2, 1%,

L = momge3z,23[ (1, — T4) 0§ + 2] (2, — )03 + 2]
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la nouvelle quantité entre accolades dans laquelle on a remplacé R,, R,, R;, R, par leurs valeurs se
met sous la forme :
Mp§ 4+ Nei + L.

Cette quantité est nulle si 'on a :
N2pf = L2 4 2LMef + M2pi2 =
ou, en remplacant p} par sa valeur tirée de (17) si la relation suivante est satisfaite :
(27) T§(2y — D)3 [(By — Zg) @ + 2412 — 23[(2y — 24) 03 + #,1° = 0.

Par conséquent, A, n’est pas identiquement nul. 11 est donc impossible de déterminer les coefficients
des développements de Z,, z,, 25, Z,, 2;, 35 suivant les puissances de r. Mais il est possible de former
pour chacune de ces variables des séries ordonnées suivant les puissances de r et de r* log r et ces
séries convergent pour des valeurs suffisamment petites de r.

Au voisinage de Uinstant d’'un choc imaginaire triple les coordonnées s’expriment par des développe-
ments en séries entiéres en :

r, r2logr.

12. Expression des coordonnées en fonction de r. — En remplagant dans le systéme dif-
férentiel Z; toutes Jes variables par des développements a coefficients indéterminés nous pourrons
par des identifications, calculer de proche en proche tous ces coefficients. Nous constaterons que les
développements des variables z,, 23, Z4, z;, 2, ne contiennent pas le terme (72 log r). Les coordonnées
s’expriment par des développements de la forme :

%10%30 %40%a9

Ty = Lo — B, Cyr + D2 —- 2B, Artlogr + ..
Top %1010 Lag  %s0l40

Xy = Tgg — == » —— Cg + Dgr2 ——2 . 2222 A r2logr 4 ...
zp B 2 Z10 2Bo * 8 ’
Loy Gyl z.

Ty = gy — -2 . O0C o | Dy T2 0O A p2logp 4

(28) Z,, By Z10 2B
%00 )
_ 10%20 10%40
Ty = Lgg — —WCQ' + D% + 2B, Ayrilogr + ...,

Tgg g0l x,

50 *10%40 50  %10%0

Ty = Xgg— — + —5—Cgr + D.r2 +- =2 Artlogr +

5 50 4 5
T B Zg 2B, T g

Leo %1020 Zeo  *10%40

Lg = Tgo— — * 1~ Cqar + Dgrz +=2. Ayr2logr 4

(] 60 F LA 6
Z4 Bg T4 2B, 71 g

nous avons posé, en désignant par A, le coefficient du terme r2 dans le développement de Z, :
1 [ea, 1
D, = 8.l o by — wga,Cy — “1“1A4]0’ D, = ﬂ* [C2 + 2Dy2zy],
D 1 o‘10‘140
8= 22y, [Cs + 2Dyzy], D, = Cy—

D; = 2‘3‘54‘0 [Cs + 2Dgz5), Dg = 2740 [Ce + 2D 4]
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13. Du nombre et du choix des constantes. — Les développements (28) dépendent de qua-
torze paramétres : des huit valeurs arbitraires données aux variables xy, py, ¢, €t des six constantes
d’intégration C;. Le nombre des paramétres se réduit & huit si I’on tient compte des six relations obte-
nues en remplacant dans les égalités (1), (2), (3), (4), (5), (6) les variables par leurs développements. Ces
relations s’écrivent :

zf + 23y + 23, =0, z3 + zd + 23, =0, T10Ta0 + TaoTs0 + TaeZeo = 0,
(29) Z40P30 = Z50Cs + Zgols, Z10030 = Z20Ca + Z3Cs,
Zyo%so [0 + 03 — 1] = Z4o [20C5 + 230Ce] + 19 [256Cq + Z6oCs)-
Les six équations (29) peuvent étre simplifiées par Pintroduction d’une variable 0 telle que :
Zgq = 1Zyg COS 0, Zgg = i%yq SiD 6, Zgg = Ty COS H, Zgy == 1Z40 8iN O, i=4/—1.

Les trois premiéres équations (29) sont satisfaites et les trois derniéres deviennent :

e3o = i[Cscos 0 + Cgsin 8], % = i[Cycos 6 + Cysin 6],
2i[(Cy + Cj) cos 8 4 (Cg + Cg) sin 6] = 1.

Pour passer a la solution du systéme différentiel (I) il faut ajouter la constante des forces vives K
et-la constante ¢, provenant de l'intégration de ’expression en r de la dérivée % Par conséquent, les

développements dépendront de dix constantes arbitraires et nous pourrons choisir :

Z10, Ta0, L4905 Cl) Cza C47 CS: CG) Kv to

LA
14. Expression des coordonnées en fonction du temps. — Développons la quantité g suivant

les puissances de r et de 72 log r :

A
B=taT M EC M0y 4 Sy, L, 2, 25 Zus 25 2) = Sy(ry P2 log 1) = rS(r, rlog 1)
(]

Posons t, = 0 ; de 'expression :
2
<g—;) =r % = r?S(r, log r)
nous déduisons successivement

%, = rS(r, rlogr), t = r2(r, rlog r), logt = 2logr -+ S(r, rlogr),

puis :
1
2

1
t2 = rS(r, r log r), t?log t = rlog rS(r, r log r) 4 rS(r, log r).
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1 1
En considérant les expressions de ¢? et de ¢* log ¢ comme deux fonctions implicites en r et r log r,
nous aurons par inversion :

1 11 11
r = t25(t2, t% log 1), rlogr = S(t2, t2 log ¢).

Les coordonnées s’expriment par des développements en séries entiéres en :

1 1
12, t2logt
de la forme :

1 1 1 A
Ty = Tyg + Gyl + gt + ajtlogt + ...+ ay(t2) 2 log ty + ...,
z 1 x 1.1 .
Ty == Tgq + x—: Ayot? - bygt + x—j:’) aytlogt + ... + by(t2)i(g2 log 1)7 + ...,
z 1 . 1 1 )
Zy = Tgg + x_i: ayot? 4+ Cpot + ﬁg atlogt + ... + ¢;(t2)it2 log t)7 + ...,

Ty = Ty + a392t+ agt + ajtlogt + ... 4 ai(12)¥(t% log t)7 + ...,

z 1 z 1.1 .
Ty = Xgy + ;i: aot® + byot + 56%2 ajtlogt + ... + bj(t2)i(t2 log 8)7 + ...,

z 1 , z , oy 1 .
| Ze = o +- ;z-:: ajgt® + cpot + x_::: ajtlogt + ... + cg(22)e2 log t)l + ...,

@, byij ¢y, aiy, biy €35 sont des coefficients qui s’expriment en fonction des constantes précédentes.

15. Conditions de choc. — La solution générale 'du systéme différentiel (I) dépend de douze
constantes arbitraires. Le mouvement des trois corps aboutissant & un choc imaginaire triple dépendra
donc de deux conditions. A partir des huit équations (19), (20), (21) nous pourrons, par inversion,
calculer les huit constantes i, py9, poo €n fonction des variables i, oy, ps, 7, Zy, Zsy 23, Zs4y 25, Zs-
En portant les valeurs ainsi obtenues dans les quatre équations (22) et en tenant compte des deux
relations :

_ Xy — T3y

gy = L84,

r

ZeTy Lol
r

£1=

les conditions de choc s’expriment par les deux équations :

(31) g Vi = Sy(r, Z, 29, 23, Ly, 25, 2g | Ti5 15 02),
Vo = So(r, Zy, 25, 23, Ly, %5, 26 | Zis 15 02)-
16. Discussion du cas B, =0. — Reprenons le systéme différentiel ; et considérons I’équation :
(32) dz, dz,

%30%10 %40030 - %1040 %40240 )
(2 %) + g0 7, at (24750
En ayant égard a la relation (18) :

(,8; + %484)p = — By,
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les deux racines 2,, A, de I’équation caractéristique :

<2 + “1}(;“10)__ 2 “zl}%aom

0
*10%40 9 1 %%
B, ( g, ) *

sont égales & 1 et & 2, et nous pouvons faire un changement de variables linéaire de telle sorte que
Péquation (32) devienne :

suppose que les quantités a,, et «,, sont différentes de zéro. D’aprés la relation (18) ces deux quan-
tités ne peuvent étre nulles a la fois. Par conséquent, pour a, nul nous ferons le changement de
variables :

«
40
Zy =2y + == 24 24 == Zy,
%10

et pour o,, nul nous ferons le changement de variables :

- a
4y =zl——-a—1°z4, 24 = 2y
40
Nous obtiendrons ensuite un systéme différentiel analogue au systéme X; et nous démontrerions que
les coordonnées s’expriment encore par des développements en séries entiéres en r et 72 log r.

Dans le cas général ou «,, et a,, sont différents de zéro, nous avons défini une quantité A, au

moyen de I’équation (26) :

_(my 4+ my + mg) o3,C3

A, =
1 8 .8 2
2219%40 P30 £30(%1 — Z4)3

[p3(xy — 74)% — x3]o [Mef + Nef 4 L],

et nous avons démontré que la forme des développements dépend de la valeur de A,. Pour des valeurs
arbitraires des variables z,. 7,, ¢, satisfaisant & I’'une ou 'autre des deux relations :

(33) 030(%y = Z4)§ — 25 = 0,

(34) [xg(xl — 20)[(T; — Ty) 0§ + Tg) PP — 23 [(% — 24) 0} + ,]° 0 0,

la quantité A, est nulle et les coordonnées s’expriment par des développements en séries entiéres en r.
De I’équation :

2
(%) =T % =T [%1;0 Zy + So(r, Ly, 25, 23, Ly, 25, zs)] = r8)(r) = r¥§(r)
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nous déduisons successivement :

1
2

%; = r8(r), t = r2g(r), 12 = rS3(r),
et par inversion :

1 1
r=125(t2%).

Enfin, la quantité A, est nulle lorsque le coefficient C, est nul. Il faut alors, dans le systéme
différentiel (23) substituer aux variables Z,, z,, 23, Zy, Z;, 2¢ des développements de la forme :

Z, = r’s(r), 2y == 18(r), zg = rS(r), Z, = r*S(r), z5 = r3(r), zg = rS(r).
La détermination des coefficients de ces développements est possible. De I’équation :
dt\? A
<d_r> =rg=r [%_1;) Ly —+ Sy(r, Ly, 29, 23, Ly, 25, Zs)]

nous déduisons successivement, :

[ H &)

2 3 5
(%> = r33(r), %- = r2S(r), t = r2S(r), 1= r3(r),

et par inversion :

Cas du triangle équilatéral. — Le cas ou les trois corps forment a chaque instant un triangle équi-
latéral, le mouvement se réduisant au mouvement de Lagrange, offre un exemple dans lequel la quan-
tité A, est identiquement nulle. En effet, ¢, et p, sont identiques & 1 et en ayant égard a la relation
(17, la condition (34) est bien vérifiée. Comme d’autre part il est inutile d’introduire les variables

auxiliaires u,, u,, les développements des coordonnées dépendront dun nombre de constantes arbi-
traires égal a 'ordre du systéme différentiel.

17. Etude du cas B = 0. — Rappelons que nous avons posé :

B=2(m1+m2+m3)[mlmz+T;T”‘3+ﬂ;2—”‘3]+Kr=r[U+K);

U désignant la fonction des forces. Les valeurs arbitraires données aux variables p,, p, sont choisies de
telle sorte que :
(@183 + %48,)g = — By = 0.

Considérons le systéme différentiel =, et faisons le changement de variables :

2 =rl; U, =1V, U, =1V,, (t=1,2,3,,45,6);
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Z;, V4, V, ont une signification nouvelle. Nous ajouterons a ces variables la fonction des forces U
et une variable W définie par I’équation :

®, 8y 4 o4y = rW,

En fonction des nouvelles variables et en désignant par = et par o, les coefficients de 72, les quan-
tités ¢ et ¢ ont pour expressions :

2 9202 2 2
6, = Zed Zir + 1,12, oy = L AP T2, Opq = 2 [3-1-— gg:I (Zy—Z)r + 7,72,
I Ty T, Ty
P = gr*®
A partir du systéme différentiel Z,, nous obtiendrons entre les variables :
Ty Tiy Piy P2, Zi) Vrh V?,v E17 521 U’ A

un systéme différentiel £, d’ordre vingt :

Q’ dzy _ dz, . dzg _dzy dz; _ dzg _dpy __dpy
rorL [rz2 aZ] L UZoA4 wZd T L0z, v ey Lz, +aZg r Ve
x4 Xy z,
_ dz, _ dzZ,
Zy— oty + 2T ST gy g, 4t ul Tt ""1[ b fz,,E]
B dZ, - dZ,
== oriZa + w2y + %24 + ro, [91;93 g rZsE] - Za— oy + oz, + u§Z4 + ro, {4y — rZE]
_ dZs _ dZg
= oo a2, + océZ4 + ro, 9R4 L+ rZ5E] - orZy — wZy + acéZ4 + roy [:jgs £+ rZeEJ
—_— ’ dV N .
3V, — Vit e ( >(z — 2+ |+ _Zx"f Zyt e — rvg] L AR
- d"_’ 2
—3Va— (Va0 | ( ) Z) -+ Tmr] + —% Qx—i% Z4+14r—rV§] bt et TG oy, 4+ gE]
- — d52
——El-{-arZs——x—erz«}— &1[%+%]r ‘-—52—[- rZ — rZ3 €y +§4 r
- du _ dW

9o, da,

m m - da do,
_U—?.(ml—{—mz—!—ms)ma[—p?\/l—i——pgle] — W oyt a2 w5 ey

La quantité B introduit dans les dénominateurs du systéme 2, le facteur - que nous éliminerons

en posant :

(36) 02y + gy = 1%,
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et en prenant { pour variable au lieu de Z,. Nous obtiendrons un systéme différentiel =, qui se déduira

du systéme Z; en remplagant Z, par sa valeur tirée de (36) et en remplacant le rapport dZq par le

rapport :

dg
+ d —— P
~°14§+6+?[\N’—~rlz‘,c]-]—Zld_arl.{_(_%_:‘l_l)di:

Donnons des valeurs arbitraires aux variables x,, Z,, Z;, ¢, Z;, Zg, ¢y, p2 €t des valeurs nulles

aux variables r, Z,, V,, V,, &, &, U, W. Tous les dénominateurs du systéme =, s’annulent si 'on ala
relation :
(C+ 910 =0.

Le systéme X, admet donc la multiplicité singuliére :
r::Z1=V1=V2=€1:: §2=U=W=O,

Le long de cette multiplicité I’équation caractéristique du systéme X, a deux racines positives égales
a 1 correspondant aux variables r et Z,, treize racines nulles correspondant aux variables x;, Z,, Z,,
€, Zs, Zg, ¢4, po €t six racines négatives correspondant aux variables V,, V,, &, &, U, W.

Le théoréme fondamental est applicable au systéme X, et nous démontrons que toutes les
variables rencontrées successivement s’expriment, par des développements en séries entiéres en r. Si,
dans le systéme X; nous substituons aux variables des développements en séries entiéres en r, nous
formerons immédiatement ces développements par le simple examen des dénominateurs. Nous trou-
verons :

*, — Ty == r°5(r), p1— 10 = r28(), P2 — P20 = r25(r),
Z, = rS(r), Zy — Zgy = r?5(r), Zy — Zgy = r35(r), — & = r33(r),
Ly — Zgy = r®(r), Zy — Zgy = r2S(r), V, = r§(r), Vy = rS(r),
£, = rS(r), £y == rS(r), U = rS(r), W = rS(r),.
et par suite :
91 = 910 + 1*S(7).

De I’expression :

nous firons successivement :

1
3

(ﬁ> = r¥§(r), t = r33(r), t3 = rS(r),

dr

et par inversion :
11
r = t38(t3).

Par conséquent, si & 'instant du choc les valeurs arbitraires données aux variables p, et p, satis-
font la relation :

mem. n,m.
2(my + my + my) [m1m2+ :ls_*___;z_a] =0,

StMiroT, — Thése. 4
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la fonction des forces est nulle & cet instant et les coordonnées s’expriment par des développements

1
en séries entiéres en t3.

ConcLusioN. — Aprés trois changements successifs de variables :
dz, dryg dry,
1o d_,.‘=yia Tag = T'Pyy T13 = TPy, ar = B ar = Y
% 2y + 2oy, 23 + 23y,
0 =1 =22 T 72J1 — 3 T 7371
2 hh=73 Y2 z, Ys z,
% Z5 + ZsY, Zg + ZeYa
Ya =7 Ys = 1, Ye = z,
réy + 2,7, r€y + 252
u— e = Uy, Uy — pg = Uy, x5=—-1——5——_’ x“:-—z——x—ﬁ’
1 1
a o
30 Zy=12— <a_1> 24, Zy=12 + <a_4> 24,
4/ 0 1/ 0
V,=U, by Peg oy, vy, Twg  Yug
1 1__4 1_7 4y 2 = 2——4 1_3 4y
—r _ T Za9 _r _ T Zao
= § 4o z5 + 27, 22, Ng = & %40 zg -+ Prn 23,

nous obtenons entre les variables 7, x;, Z,, z,, 23, Z,, 25, 25 et les variables auxiliaires g,, ps, V;, Vs,
M1, M2 un systéme différentiel auquel le théoréme fondamental est applicable. Les coordonnées s’expri-
ment par des développements en séries entiéres en :

[0

1
et t2logt

1
et les développements des trois distances qui s’annulent commencent par des termes en 2.
q

L’instant du choc est denc un point critique transcendant. Le mouvement des trois corps abou-
tissant & un choc triple imaginaire satisfait & deux conditions. Dans quelques cas particuliers les déve-

loppements des coordonnées ne contiennent pas de logarithmes. Nous donnons dans le tableau sui-
vant les résultats que nous avons obtenus :

I. By 0 o
a) A =0 r=125(t2, t%log t)
b) A, =0
1o Pho(Ty — T — 23 =0
ou r— téS(t%)
[23(2, — 28 [(@, — 24) 0§ + 2,12 — 23 [(2, — ) e + 2,15] = 0
20 C, =0 r= t%S(t%)

1 1
II. B, =0 r = 135(13)




CHAPITRE V

CHOCS IMAGINAIRES DANS LE PROBLEME RESTREINT

Rapportons le mouvement de la masse nulle au systéme d’axes mobiles ayant le centre de gra-
vité G des deux massse m,, m, pour origine. Prenons la distance de ces deux masses pour unité de

longueur et leur somme pour unité de masse.

s X3
my
, T~y
/’
6L e,
Ly
m
Xy

Désignons par z,, x;, Z;, les coordonnées de la masse nulle ; par
ry = A/(%y — m;)® + 2§ + 23

ry = A/(x; + mg)? + 23 + i,
les distances de cette masse aux masses m,, m, et par K la constante de Jacobi. Le mouvement de la

masse nulle est défini par le systéme différentiel d’ordre six :

1(‘/"71 "l; mg) m (% —m,y)

?

d*z, dz,
=g tam 3
d2z dx z Zy

1 @2 9%, T2 Te

o) dt? Q@ TR B M

d’z, Zg
e = ——m1;§—~ my o3+
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Les équations (I) admettent I’intégrale de Jacobi :

[(dx‘> <dx2> + (%)2] R (2} + 23 + K.
Premier changement de variables. — Prenons r, pour variable indépendante et posons

dﬁ:i .
E;.“':yi’ ("‘_‘17273)) A=?/§+?/§+?I§,

2
B:Z[m]+m2r2+(x -i’ xz) +Kr:|,

E =2 [(z; + mp)y, —

= (%y + my)(x, — my) + 7§ + a3,

dr r
oyl g; + (20 + mayr + 2fr — my — mgD &

I’équation de Jacobi se transforme en une équation de laquelle on déduit immédiatement
AN A
(1) (3;> =rg
Définissons une nouvelle variable auxiliaire R au moyen de I’équation
@ & —Re.
De I’équation (1) nous tirons alors :
dt
(3) E‘ =rR.
Systéme différentiel =,. — Nous obtenons entre les variables r, x;, y; et la variable auxiliaire R
un systéme différentiel =, d’ordre sept :
dr _dw _d, _dzy,____dR
r ry, rys, rys —AR—rR3E
— ) dy,

3
Y1 — Ay; + 2y.r*R + 2,73R2 — my(2; + my) R? — my(x; — my)R2 :Ts — y,rR?E
2
_ dy,

3
Yo — Ay, — 2y,r?R + z,73R? — m 2, R% — my2,R? ;g — y,rRZE

— dys

3
Y3 — Ay — m Rz — mzxaRZ:—g—-— YsrR2E

Etude du choc simple. — Définissons trois nouvelles variables z;, z,, 2, au moyen des équations

y =4, y _z2+x2y1 _ %t Ty
17 r 27z, + my 8T 2, 4+ my

En fonction des nouvelles variables, A prend la valeur :

2

1
A =5"1 + mﬁzl +(x1 + mg)z(“_ﬁ +4+ 5




Nous obtenons entre les variables 7, z;, z;, R le systéme différentiel £, d’ordre sept :

dr dey,  dzy,  dzy; dR
rz, rap+ %3, 173+ %32, — AR —7rR3E
z; + my zy + my
. dz,
22, — Az, + 2 e Rr? + 2,R%rt — my(x, + my)R%r — my(z; — m ) R? r_: — z,rR2E
T, + my 3
. dz,

2 1 2 - ZoZ 3
Zy— Azg — 2 [[(x‘ + m(il _'{_ f’fz])z 1+ % 2r] Rr + myz,R2r8 — my(m, + m2)$2B2;—g_ z,rR2E

dz,

3

(rzo + 2,z r )
(T2 1 Zo2,) zgrR — 2,273R2 — myo(m, + my)z;R2 = 27 R2E

Zg— Azg—2 z, + m,

Pour des valeurs arbitraires des variables z,, z,, z;, R et pour des valeurs nulles des variables r,
2y, 2y, Z3 tous les dénominateurs du systéme Z, s’annulent. En développant les dénominateurs au voi-
sinage du systéme de valeurs :

r=2z,=2,=12;3=20, Ti— Ty = X; =0, R—Ry=Y=0,

le systéme différentiel =, se transforme en un systéme X :

dr _dz, dz, _ dz, dR
r- Zy - Zog _ o T30 | - - 3
x—-—m +m, 2, + S, x—_m + 7y 2 -+ S, Py Ryz; + mR3r + S,
N dz, . dz, dzg .
- 2 Tz, +S, T 2+ S,
22y — my(Zyo + M) RIr — ———— 28 — m,[2(z) + M) R Y + REX, — Rz, 1r + S, 2 2 : 2

(%10 + my)

Sa désigne la fonction S, (7, 2, 2s, 25, X; Y).
Le dénominateur correspondant & la différentielle dz, contenant au premier degré les variables z,
et 7 nous ferons le changement de variables :

Z,=12z,—ar
avec :
a = my(z;o + my)RG.

Entre les variables r, x;, Z,, z,, 25, R, nous obtiendrons le systéme différentiel Z; :

dr  dz, dz, _ T drg .
r T Zy+tar Ty ‘—< x5 >
(’”1 T m2>0(Z1 +ar) + S, %+ m 0(Z1 + ar) + S,
— dR _ dzZ,
= R — 5
o (xl - m,)o (22, + ar) + 8, 2Z,— (1o + mg) a?r? — my [2(wy9 + my)ReY + RFX, — Riar}r + S,

_dzg  dzg
T2+ S, 23+ Sy

Sn désigne la fonction Su(r, Z,, z,, z;, X;, Y).
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Le systéme différentiel Z; admet la multiplicité singuliére :
r=12,=2,=12;,=0.

Le long de cette multiplicité I’équation caractéristique a quatre racines positives dont une égale &
2 correspond a la variable Z, et trois égales & 1 correspondent aux variables r, z,, z; ; cette équation a
quatre racines nulles correspondant aux variables x,, #,, x5, R, mais elle n’a pas de racines négatives.

Le théoréme fondamental est donc applicable au systéme =;. En chaque point z;, R, de la multi-
plicité singuliére passe une famille de caractéristiques.

Cette famille est définie d’une part, par quatre équations non différentielles :

(4) Zy— g = Xi = Sy(r, Zy, 25, 23| %19, Ry)

(5) R— Ry =Y = Sy(r, Zy, 25, 23| s, Ro)
et d’autre part, aprés substitution des fonctions S, dans le systéme X;, par un systéme différentiel
d’ordre trois : '

dz dz d
(6) rd—rl=2Z1+..., rd—rz—_—zz-{—..., r%::zs—l—....

I’étude des équations non différentielles donne pour premiers termes des développements de X;
et de Y suivant les puissances de r, Z,, z,, 25 :

Z z Z
xl—x10=X1=ar+§1a xz—x20=X2=<;1_{_2—mz>o<ar+71>+Sz,

v Z5 Z, v R~
xa-—.xso_X3—<xl+’n2)o<ar+ 2)—{-—82, R_R°—Y__<z1+m2

>o(ar + Z,) + S,
Le systéme différentiel (6) admet la multiplicité singuliére :
r==%2,=2zy=23=0.

Le long de cette multiplicité I’équation caractéristique a deux racines égales a 1 correspondant
aux variables z,, z, et une racine égale a 2 correspondant a la variable Z,. Considérons pour les variables
Z,, 23, z; des développements a coefficients indéterminés suivant les puissances entiéres de r :

(7) Z, =Cir?+ ..., 2o = Cor + ..., 23 == Cyr + ...,

les C; étant des coefficients arbitraires.
En remplacant dans le systéme X, les variables X;, Y par leurs valeurs (4), (5), puis Z,, 2, 2; par
leurs développements (7), il §’introduit dans le second membre de ’équation :

dz
rd—rl =2Z; + ...,

en plus du terme 2C,;72, un autre terme en r? dont le coefficient est nul. Par conséquent, la détermi-
nation des coefficients des développements (7) sera possible et les variables x; s’exprimeront par des

développements en séries entiéres en r. .
Finalement, les coordonnées s’exprimeront par des développements en séries entiéres en ¢* dépen-

dant de six constantes arbitraires et nous pourrons choisir :

Z195 L9, Cp, Gy, K, £,
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Choc double. — Définissons deux nouvelles variables ¢ et u au moyen des équations :

dr,
I =Tp, 'E; =u,
et, au systéme X, joignons les deux rapports :
dp
u—p
et :
= du
N 2R R? R? '
n— (@, — my)ys xzyll R oy —my) + a3 D e mzipT — rREx

Définissons quatre nouvelles variables z,, z,, z;, U au moyen des équations :
Y =712y, Yo = T2y, Y3 = Iz, u—p="U.

Nous obtenons entre les variables 7, x;, z; et les variables auxiliaires R, p, U un systéme différentiel
d’ordre neuf :

dr_dv, dv, dvy de dR
roriz, riz, riz; U — Rr?Zz2— R¥E
_ dz,
N 25,2 1 Qg p2 2R 2 my(%y — my) | 22 2
— 2,72322 + 2z,r*R + 2,r?R%2 — | my(z, + my) + S —B——rR Ez,
_ dz,
= 2
— 272222 — 22,r°R + 2,r?°R% — [mlac2 + m:;c 2] Zg’ — rR2Ez,
. dz,
= 3
— 257%52% — [mlac3 -+ m:.f 3] 2]"32'
_ dU
- r:xz2 — U2 R
—2U — (U + p)r2xsz? 4 —'p + 2[(2y — my)2y — %92, ] - r?
m,D  myr?] Zz?
+ [[xl(xl —my) +2 ] - __p — _:'4 f“ (e + U)rRZE.
En remarquant que l'on a :
D =22

rR2E = 2[(2, — my)zy — 2,2, IF*R + (2 + my)2,r?R? + 22r?R% — m;rR2 — my — 3B

nous constatons que tous les dénominateurs s’annulent pour des valeurs nulles des variables U, r, R
et pour des valeurs arbitraires des variables s, g, 2 satisfaisant aux relations :

e — my(x, + my)e® + my(z; — m,y) , . myx,e% 4 myt, )
10 sz 0 20 T sz 0

®)

__ myTgp® + myTy me
Zgo = | —— ——+Fw — )

my,D
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Aprés développement des dénominateurs au voisinage du systéme de valeurs :
r=U=R=O, xi“.’l}io——":XiZO, z,—zio=Zi=O, p——QOZPZO

nous obtenons le systéme différentiel :

dr dz, . dx, . dz, _dp 4R aZ; dU .
ror¥ 2+ 4y r¥(zh + Zyy T rHz, +Zy) U g +s, % 48, __% - —2_1) + Sz,

S. désigne la fonction S,(r, U, R, X, Z;, P). )
Le dénominateur correspondant a la différentielle dU contenant au premier degré les variables U
et P nous remplacerons la variable U par la variable V définie par I’équation :
V=U-<+P
Le systéme différentiel obtenu, admet la multiplicité singuliére :

r=Z;=R=V=0.

Le long de cette multiplicité I’équation caractéristique a cinq racines positives dont une égale a 1 cor-

. . . . .
respond & la variable r et quatre égales a 3 correspondent aux-variables Z; et R ; cette équation a

quatre racines nulles correspondant aux variables x;, ¢ et enfin, elle a une racine négative égale a 5

correspondant & la variable V. Le théoréme fondamental est donc applicable au systéme différentiel
Z;. En chaque point de la multiplicité xy, ¢, passent deux familles de caractéristiques. A I'une de ces

familles ne correspond aucun mouvement. L’autre famille est définie d’une part, par cinq équations non
différentielles :

Ty — Tig = X; = Sy(r, Ly, R | Ty, p0)s
(9) P Po = P = sl(r1 Zia R lxio, Po)s
V= S2(r7 Ziv R | Z10s 90)1

et d’autre part, aprés substitution des fonctions S dans le systéme 2, par un systéme différentiel d’ordre
quatre :

|

2,
-
| =

(10) r‘zé:%—l— ey r + e

dr

ISy

r

1
Les variables s’expriment par des développements en séries entiéres en r* et par suite, par des
i

développements en séries entiéres en ¢> dépendant de quatre constantes arbitraires y compris I'instant
du choc.

Nous n’insistons pas davantage sur cette étude qui, & partir des équations (9) et (10), est ana-
logue & celle que nous avons faite pour le choe double dans le probléme général des trois corps.




DEUXIEME PARTIE

SUR LE MOUVEMENT D’'UN CORPS ATTIRE
PAR DEUX CENTRES FIXES

Le probléme du mouvement d’un corps attiré par deux centres fixes suivant la loi de Newton a
été résolu pour la premiére fois par Euler dans le cas du mouvement plan et par Lagrange (1) dans le
cas général du mouvement dans I’espace. Lagrange a ramené le probléme aux quadratures par ’emploi
de Ia méthode dite des équations de Lagrange et Jacobi a appliqué au méme probléme sa méthode d’in-
tégration des systémes canoniques. L’inversion des quadratures elliptiques qui figurent dans les inté-
grales a fait I’objet de plusieurs travaux et nous citerons particuliérement la thése de M. Andrade (2)
dont nous adopterons les notations. Enfin, Charlier (3) a donné une analyse trés claire du mouvement
plan en évitant la théorie des fonctions elliptiques.

Nous nous proposons d’appliquer la transformation de Sundman (4) & I'intégration des équations
différentielles du mouvement et d’en étudier ensuite systématiquement les solutions périodiques.

(1) @Euores, t. 12, pp. 101-114.
(2) Journal de U’Ecole Polytechnique, 1890.
(8) Die Mechanik des Himmels, 1902, Erster Band. Bedingt periodische bewegungen (Zweiter abschnitt, pp. 97-114). Bewe-

gung eines punktes, der von zwei festen centren nach dem Newton’schen gesetz attrahirt wird (Dritter abschnitt, pp. 117-163).
(4) Loc. cit.




CHAPITRE PREMIER

APPLICATION DE LA TRANSFORMATION DE SUNDMAN

Le point matériel C est attiré par deux centres fixes P’ et P suivant la loi de Newton. Prenons P’
pour origine des coordonnées et dirigeons I’axe des x suivant P'P. Soient z, y, z les coordonnées de C
2¢ la distance P'P,

p:\/x2+y2+z2, r=\/92+402-—4c:v,

les distances P’C et PC ; K'2 et K2 les coefficients attractifs des centres P’ et P. Désignons par C’ la pro-
jection de C sur le plan yP'z et, par ¢ et § les angles yP'C’ et CP'C.

) {

N\

2c
P

X

Le mouvement du point matériel C est défini par le systéme différentiel d’ordre six :

a2z K2 K2 d?y K2 K2 2 K? K72

) @A mh =T Ry g gET TRk
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Les trois équations différentielles (1) admettent les deux intégrales premiéres :

@ o[ () + (@) +(?Tf>2]— Rl

dz d

h et g étant respectivement la constante des forces vives et la constante des aires.
éfinissons une nouvelle variable u au moyen de la relation :
Dét 11 abl yen de la relat

dt = p du.
En prenant comme fonctions inconnues de u :
z, Y, 2 0t 2y, 2, e’

nous obtenons, par ’application de la transformation de Sundman, le nouveau systéme différentiel ::

do K2 ~2K? K? du
du’—‘p7 %_9[ ‘),.3(" +P—462)+2h] %—:9)
dz , dy "
(4) EL =, zl; = y ) du
d’  z'p' — K"z  K?2p? 9 dy' _y'e'— K% K2 a7’ 7o’ — K'% szz
du = e T (4c— ), du = [ B Y du = P ’ %

En fonction des nouvelles variables 2’, 3', z’, les intégrales des forces vives et des aires deviennent :

,12 2 2 K2 K.’2
) %ﬂ_ [_ + ] —

r p
yz' — zy’
6 L~
®) 5

En choisissant P pour origine des coordonnées et en 1ntr0du1sant de méme la variable ¢ définie

par la relation :
dt = rdy,

on forme un systéme différentie]l analogue au systéme (4) et en particulier I’équation différentielle

7

anélogue a I’équation en d—‘;

(N % <g> [KZ 12'2 K* 5 (7% ¢ —de) + 2h]

Les six variables z, y, z, 2, ¢/, 2 ¢’expriment en fonction des variables r, ¢, 7, ¢’ au moyen des
deux égalités () et (6) et des quatre relations :

p2 = a? + y? 4 2%, r? = g% 4 4c® — ke,

po’ = 2z’ + yy' + 27, rr’ = pp’ — 2cx’.
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Par suite nous pourrons former un systéme de cinq équations différentielles entre les cinq fonc-
tions r, ¢, ', ¢’, t de la variable indépendante u, soit :

do do’ K2 2K? dt
n=°% A= 9[p+—r— o,s(’”+9-—46")+2h] =

ar d lr’_)_ [Kz K'z K'2
=" du e 1)

®

5 (r° + o2 — e +2k]

En fonction des nouvelles variables r, p, r’, ', I'intégrale des forces vives se transforme en ’équa-
tion :

PE L] .

2
(9)  o%r2p"® + T — oro'r/(r? 4- o8 — hc?) = ngé [16c262 — (o? + 4e2 — r2)2] [%
D’autre part, I’expression :
rr’ do’ ,d (rr
Tt w(s)

est une dérivée exacte et donne par intégration I’équation :

2 L2 - 2
ore'al =2 [Kz Ot @A) | kGt f 59 4 2hgre 4 o) + a],
a désignant une constante arbitraire (1).

Si ’'on fait abstraction dans les équations différentielles (8) de la variable ¢, les distances p et r
satisfont, en fonction de u, & un systéme différentiel d’ordre quatre dont on obtient deux intégrales
en résolvant les équations (9) et (10) par rapport aux constantes g et a. En combinant les deux équa-

tions (9) et (10) nous obtenons la double équation, valable soit avec les signes supérieurs, soit avec les
signes inférieurs :

(A1) 20" + 0% = K'?[(p £ 1)® + 4c¥(r + p)] + K2[(r £ p)> — b4c®r £ ¢)]

+ g [(r + p)*—16¢*] + g [(r + p)? — 4c?] — bc2g?.

La somme et la différence des variables r et p étant en évidence, introduisons les coordonnées
elliptiques :
r+e=2% r—e=2y
et posons :
a = 2(0.— 2he?),
R(}N) = (22 — ) [2h2% + 2(K2 + K2 4 a] — g2,  S(p) = (2 — &) [2hp? + 2(K2 — K'?)p + o] — g2

L’équation (11) se décompose alors en les deux équations :
(M w)2N2 = R(}), (M + p)p'?=S(p).

A et u étant des fonctions du temps, nous tirons des deux équations différentielles précédentes deux

{1) LAGrANGE, loc. cit., p. 105.
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nouvelles équations différentielles dans lesquelles il faut mettre le signe + ou — devant les radicaux
suivant que les variables A et p croissent ou décroissent :

(12) 02—y D = & /R,
d
(13) (W@ — u?) 2= = + 1/S(w).

Nous déduisons ensuite :

dx dy
14 = —)
) +4/R(2) £ 4/S(w
(15) A% udu

[ — .
+4/R(3) £ /S

Nous déterminerons I’angle ¢ en considérant I'intégrale des aires exprimée au moyen des fonc-
tions ¢, ¢, p sous la forme :

de
preos? o =g
et dans cette équation nous remplacerons p? cos® ¢ par son expression en fonction de A et de p :

160292 _ (,.2 —— 92 —_ 402)2 _ ()‘2 — cz)(cz — 2).
16¢2 - c?

p?cos? ¢ =

L’angle d’azimut ¢ sera alors donné par la quadrature résultant de I’expression :

dx du.
16 do = ge? . -
() P [ﬂ:m——c% VRO T E @ — ) \/S(u)]

Au total, nous retrouvons bien pour déterminer la trajectoire et la loi da mouvement les quadra-
tures classiques.




CHAPITRE 1I

ETUDE DES SOLUTIONS PERIODIQUES

Rappelons quelques équations indispensables & cette étude. En désignant par T la demi-force
vive, par U la fonction des forces et par H la fonction hamiltonienne, on a successivement :

ax ., dw_ ,  do
=M wTw gT e

1 )‘2"—H2 ;\2_“2 (7\2——02)(62———[12) K2 K2
=z 1 '2 ” -
T_2[)\2 cz)‘ +cz—u2“ + c? cp], U"’>\+u+7~——y’
L VN S N Wt G
p—"a_)\'_m)‘v q—a“:——cg_“gv-, aq)/— ] ¢,

ct ] K2 K2

H_1 12_02 . 62_!"2 ) . __h
] EEa i ek p e T R R i

Les équations différentielles du mouvement prennent la forme canonique :

b_ d_om o
. i~ ap’ d = o’ dt~ o’
M dp oM dg_ oM ds_ aH

a= T AT o dT T e

De P’étude que nous avons faite dans le chapitre I nous déduisons immédiatement la solution du
systéme canonique (1) :

da dy. A2 w2y
—— PR —— == A, e —— t— ’f,
iVNn./iVW) /;vmnufivm)t+

_ c2gd cgdy.
@) qH/i(A”—cﬁ)\/R(x;Jr i(cuuz)vsw)%’
_+£VR®) A
P=—pm_a q= P =&

A, 7, G désignant des constantes arbitraires.
Il est facile de déduire trois intégrales du systéme (1) & partir des trois derniéres équations (2).
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Suivant que I’on tire la valeur de « de I’une ou I’autre des équations qui expriment p et ¢ en fonction
de A et de p, on obtient :

252
®3) P — ) + 55— — (K2 + KA — 2% = a
ou :
2 y2
(%) (2 —c?) + uzc—g_ i 2(K2 — K"?)p — 2p?h = a.

Les expressions H = &, s = g jointes & I'une ou ’autre des expressions (3), (4) dans lesquelles on a
remplacé les constantes & et g par H et s forment trois intégrales du systéme différentiel (1).

I. — Etude des racines des polyndmes R(2) et S(u).

Nous supposerons, ce qui ne nuit en rien 4 la généralité du probléme, que I’'on a :
KN K2 c=1.
Les deux polynémes R(2) et S(p) s’écriront alors :

(5) R(2) = 2kt + 2(K2 4 K'2)28 + (x — 2k) 2% — 2(K2 + K'2)x — (« + g?),
(6) S(u) = 2hpt + 2(K2 — K" + (« — 2k)p? — 2(K2 — K'3)u — (« + g2).

Pour que le mouvement soit périodique il est nécessaire que les variables A et p aient un mouvement
d’oscillation (1). Chaque polynéme R(2) et S(u) devra donc admettre au moins deux racines simples.
Les racines simples r, et r, du polynéme R(2) et les racines simples g, et p, du polyndme S(p) satisfont
aux inégalités suivantes :

1<rn<r —1<p<e<l,

et, puisque les polynémes R(2) et S(p) figurent sous des radicaux, ces polynémes devront prendre
nécessairement des valeurs positives pour toutes les valeurs de A et de w comprises respectivement entre
Ty, T2 et oy, o

Nous examinerons successivement les cas 2> 0, 2 =0, 2 <O0.

1. Cas kb > 0. — Les coefficients du polynéme R(2) présentant une ou deux variations suivant
les signes de la quantité (« 4 g?), ce polynéme peut, d’aprés le théoréme de Descartes, avoir au plus
deux racines positives. L’examen du tableau suivant qui donne les valeurs de R(2) pour les valeurs — o,
—1, +1,r,r, +oder:

A ‘ — —1 +1 ry Ty + ©
R(») l + o — g2 — g 0 0 -+ oo

(1) Quand une variable varie entre deux limites alternativement dans I'un et 1’autre sens, on dit encore qu’il y a mouvement
de libration (Charlier).
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montre que le polynéme R(2) aurait en plus des racines r, et r,, deux autres racines réelles : I’'une com-
prise entre —- oo et — 1, et I’autre plus grande que r,. Ce polynéme aurait donc trois racines positives
ce qui est impossible. Par conséquent, il n’existe pas d’orbites périodiques lorsque la constante des
forces vives & est positive.

2. Cas h = 0. — Formons comme précédemment le tableau donnant les différentes valeurs de
R(2) pour les valeurs — oo, — 1, 4+~ 1,74, 75, + 0 de A :

A — 0 —1 +1 ry ry + oo

R(») — o — g — g 0 0 + o0

Ce tableau montre encore que le polyndme R()) devrait admettre trois racines positives, ce qui est
impossible, puisque ses coefficients présentent une ou deux variations. Par conséquent, il n’existe pas
d’orbites périodiques lorsque la constante des forces vives est nulle.

3. Cas & < 0. — Considérons les polyndmes R(x) et S(x) obtenus en remplagant dans les expres-
sions (5) et (6) A et p par la variable . La position relative des deux courbes :

¥y = R(=), y = S(=),
dépend du signe de la quantité :
(7 ' h R(x) — S(x) = 4K 2x(z? — 1),

et ’'on a:
x — —1 0 41 + ®@

R(z) — S(a) — + | - | 4+

Imposons simultanément deux racines plus grandes que 1 au polynéme R(x) et deux racines comprises
entre — 1 et -+ 1 au polyndéme S(x). Les coefficients de ces polynomes présentent trois variations si
la quantité (« -+ g?) est négative et deux variations si cette quantité est positive et les courbes :

y = S(z)
auront nécessairement 1’'une des allures suivantes quant au nombre et a la séparation des racines :

2
0(4-3 £0

D
e
g

-1 +:1 -i \/ 1‘+1 "1‘/
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2
°<+3 >0

1\ , | N\ ff\ ol ;/\\ &
(AN A SVAA A v

En tenant compte de la relation (7) et des courbes précédentes nous constatons que si le polynéme
S(x) a ses quatre racines réelles dont deux plus grandes que 1, le polynéme R(z) aura également quatre
racines réelles dont deux plus grandes que 1. Par conséquent, il y aura dans ce cas mouvement d’oscilla-
tion pour les variables A et 1. Dans les autres cas, 1’étude des racines des polynoémes R(z) et S(x) pourra
se faire par 'emploi de la méthode de Descartes ou de Ferrari sur la résolution générale de I’équation
du quatriéme degré et par I’application du théoréme de Budan-Fourier sur la séparation des racines.
Par conséquent, il sera toujours possible de choisir les constantes arbitraires «, g, &, c’est-a-dire
les conditions initiales du mouvement, de telle sorte que les variables A et p. aient un mouvement d’os-
cillation et ces constantes ne devront satisfaire qu’a des inégalités. Les valeurs des variables A et p
oscillant respectivement entre les racines simples ry, 7, et o4, p,, il s’ensuit que dans le mouvement relatif
plan la trajectoire sera contenue dans I’aire comprise entre deux ellipses et deux hyperboles. La dérivée
par rapport au temps de la variable ¢ étant constamment positive, la trajectoire du point matériel C
dans I’espace sera contenue dans le volume compris entre deux ellipsoides et deux hyperboloides ayant
pour axe de révolution la droite joignant les deux points fixes. Nous étudierons successivement les cas

ol le point matériel C se meut sur un ellipsoide de révolution, sur un hyperboloide de révolution ou sur
un cercle.

D

A

4. Mouvement sur P’ellipsoide de révolution A = const. (1). — Ce mouvement a lieu si le poly-
néme R(2) a une racine double plus grande que 1. Pour cette valeur de 2, soit 2,, on aura :

)‘l; = po = 0,
8 R(%) = 2k3§ + 2(K? + K22} + («— 2R) 2§ — (2K2 + K'%) 2y — (¢ + g%) = 0,

9) (de‘(xl‘)> = 2[4h3§ + 3(K* 4+ K®) 2 + (« — 273§ — (K* + K"%)] = 0.
0

Des deux équations (8) et (9) tirons les valeurs de % et de «. On trouve :

(K2 4+ K'?) g o , K2 4 K2 g
— T an,  Am—D “‘(xﬁ—n—z‘K”Kz""”‘g[ PN +2n§——1>ﬂ]‘

(Suite page 68.)

h =

{1) Les conditions auxquelles doivent satisfaire les valeurs initiales des variables pour que le mouvement ait lieu sur un ellip-
soide ont été énoncées par ANDRADE, loc. cit., p. 12.

SkmiroT. — Thése. 5
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Mouvement dans I’ espace
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Selon les valeurs des racines ry, r; et p;, p, des polynomes R(}) et (Su) le mouvement a lieu dans une partie limitée de’espace
que nous représentons par des surfaces hachurées ou des traits renforcés. D’apres la notation que nous avons choisie, pour les valeurs
de p. égales & —1 et & + 1 les hyperboles se réduisent respectivement au demi-axe positif P, + o> et au demi-axe négatif
P’,— o0 ; enfin pour A égal & 1 D’ellipse se réduit au segment P'P. Pour le mouvement plan nous donnons en téte de chaque
colonne les courbes y = S{u) = (p2 —1) [— 2hyu® + 2(K2 — K2)u. + o].
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En ayant égard & I’intégrale premiére :
H=na,

le mouvement aura lieu sur un ellipsoide de révolution si les valeurs initiales des variables %, u, p, g,
s satisfont aux deux conditions suivantes :

171 —u2 s2 I K2 + K2 s2
10 -0 { 0 .2 6 _ — o__ 0.
9 po ’ 2 7‘3“!-‘3%-*_(7‘3“_1)(1_!‘%) Ro - to 7‘0'““0+ 22 +2(7\3‘_1)2 0

5. Mouvement sur un hyperboloide de révolution p. = const. — ., étant une racine double du
polynéme S(u) comprise entre — 1 et + 4, un raisonnerment analogue au précédent montre que le
mouvement aura lieu sur un hyperboloide de révolution si les valeurs initiales des variables A, g, p, g,
s satisfont aux deux conditions suivantes :

1 2—1 s3 K2 K:  KP—K* & o
2L —ug™® T (N — (L —ud) Nt e A 2 20—

6. Mouvement sur un cercle.— Si les polyndmes R(2) et S() admettent simultanément uneracine
double, la trajectoire, dans le mouvement relatif plan, se réduit & un point et, dans I’espace cette tra-
jectoire est une circonférence. Le mouvement aura donc lieu sur une circonférence si les valeurs ini-
tiales des variables satisfont aux quatre conditions :

)‘(’)=p0=01 (‘Léqu:O’
K2 4 K st g (KK s

o —_— (
(12) H=—""5% —am—0¥ 2u, 2 —DF

Les valeurs initiales 2, et g, des variables A et u doivent donc satisfaire & la fois a la relation obtenue
en éliminant s, des deux équations (12) et aux inégalités :

1< —1<py<lt.
Si nous désignons par f(r) le résultat de cette élimination nous obtenons I’équation :
(13)  f(w) = (K2 — K2 [— 2t — 372 — 1)u? + 23)] + (K2 + KB [(33 — 1)p® + 23 —3)u] = 0.

et, & toute valeur de A, correspond une racine y, de cette équation comprise entre — 1 et 0. On a en
effet :

f(—1) <0,  f0)>0,

et par conséquent le mouvement étudié est possible. Le point matériel C ne peut pas décrire une circon-
férence équidistante des deux centres attractifs P’ et P si K2 est différent de K’2. Dans ce cas, on doit
avoir p, = 0 et en portant cette valeur dans I’équation (13) on a :

(K2 — K'2)38 = 0

et cette égalité ne peut étre satisfaite que si les coefficients attractifs sont égaux.
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7. Mouvement plan (1). — L’étude du mouvement d’oscillation des deux variables x et p se déduit
immédiatement de I’étude du cas général du mouvement dans ’espace en annulant la constante des
aires g et en faisant passer les courbes S(z) par les points — 1 et + 1. La trajectoire est généralement
contenue dans l’aire comprise entre une ellipse et une hyperbole ; cependant, cette trajectoire peut
étre contenue dans une ellipse. D’autre part, le mobile peut décrire une ellipse, un arc d’hyperbole, un
segment de la droite P’P ayant pour extrémité P’ ou P, ou, le segment P'P. Enfin, le mobile peut étre
en équilibre en un point du segment P'P.

ConcLusIioN. — Lorsque la constante des forces vives h est négative, il est possible de choisir les con-
ditions initiales du mouvement de telle sorte que les variables \ et.u. aient un mouvement d’oscillation.
[Les planches (pp. 66-67) résument et illustrent les différents cas du mouvement périodique].

II. — Conditions de périodicité du mouvement.

Considérons les équations (2) et soient I. les valeurs intégrales :

111=f——‘£l-—’ 1 =/‘—&@—, 1 =f czgdl —
R(x) 1 + /R(%) 1 + (22— %) 4/R()
Wy e P—
Y + 4/S(u) ® + (2 — u?) 4/S(w)

Si initialement, pour une valeur ¢, du temps, les variables A et u prennent des valeurs 2, et u, satisfai-
sant aux inégalités :

L < <x<r,, —l <o < <pp<+1,

les intégrales I prendront des valeurs que nous désignerons par I°. Les racines r,, 7, et py, p, des poly-
nomes R(2) et S(r) sont des points critiques réels de V4 R—({)_ et de 4/ %; par conséquent, si les
variables A et u partant de la valeur 2, et de ]a valeur ¢, décrivent respectivement des lacets entourant
les points critiques r;, r, d’une part et ¢,, p, d’autre part, les valeurs 1° des intégrales I s’accroitront de
quantités 2 telles que :

9 f ) 0 N2 da ) ¢ egda
== -J (&) = b (6] =
1 VR 12 A/ R(») 18 f(xz — &) VRN

(14)

don =2 [ o "y f c*g du
= : V/S(#) = VS (@ — u?) 4/S(w)

Si au temps ¢, + 2T les variables A et u reprennent les mémes valeurs 2, et p, aprés avoir déerit
respectivement m, et m, fois les contours fermés contenant les points critiques r, 7, et les deux points
critiques p;, p,, les intégrales Iy; et Iy; prendront pour cette valeur ¢, + 2T du temps les valeurs :

I%@ = Igﬂ + zmlml‘i) I%l = Igﬁ + 2m2“°2i) (i = 1) 2, 3)7

m, et m, étant des nombres entiers arbitraires.

(1) L’étude des solutions périodiques dans le cas du mouvement plan a été faite par CEARLIER, loc. cit.
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Pour que le mouvement dans 1’espace soit périodique, il faut que pour un aceroissement 2T du
temps I’angle d’azimut ¢ s’accroisse d’un multiple de 2, soit 2myw, m; étant un nombre entier arbi-

traire. Les équations (2) valables pour toutes les valeurs du temps devront étre satisfaites pour les
valeurs ¢, et ¢, + 2T. Nous pourrons donc écrire :

% — Iol = A, Ih - I%l = (1(1)1 + 2’”1‘*’11) - (Igl + 2ma°’21) =A
I —1% =t +r, I}, — I = (19; + 2my @) — (13 + 2myeg,) = (ty + 2T) + =,
¢o = 193 + 1% + G, (9o + 2mgm) = I} + I3 + G = (I + 2my055) + (135 + 2my0y,) + G,

et ces équations seront vérifiées si les quantités » satisfont aux relations :
My ey — My =0, Mmy©yy — Mywgy =T, My 013 = Myegg = My,

Par conséquent, le mouvement du point matériel C sera périodique st les variables \ et u ontun mouye-
ment d’oscillation et st les quantités » définies par les intégrales (14) satisfont aux deux conditions :

(15) My — Mytrg, =0
o
mywig + Mywgy = Mmgm

la demi-période T élant définie par la relation :

(16)

T = MmyWyg — Mo Wog.

Etwde des conditions de périodicité dans deux cas particuliers. — 1° Mouvement sur ellipsoide de
révolution A = const. Le mouvement est défini par les intégrales :

= [[(B—ude =f gG—u?) dp G
s f () ? TRl — )+ Rm

et il sera périodique si ’on a la relation :

£a
2__ .2
2m3n=2/'( 8N —u?) du
2

B — 1)1 — u?) v/S()

La demi-période T sera définie par 1'intégrale :

_f(%VS(u)

20 Mouvement sur ’hyperboloide de révolution p = const. Le mouvement sera périodique si ’'on
a la relation :

2m"=2f g(32 — pg)da
? (2 —1)(t — ud) V/R(¥)
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et la demi-période T sera définie par I'intégrale :

vV R(%)

LY

111. — Etude de la stabilité.

Nous appliquerons les résultats classiques de Poincaré a I’étude de la stabilité des solutions
périodiques du systéme d’équations canoniques (1). La fonction hamiltonienne étant indépendante
de ¢, considérons les deux systémes d’équations différentielles :

. dr_oH g _OH dp_ O dg_ oM ds_ oM

a7 at — op’ dt — o’ dt — ~ ax’  dt~ T e’ dt ~ ~ a9’
dep oH

Soit ¢

A= f‘l‘(ta %, §, h’ A, ), = f@(h %, 8, hv A7 ), ¢ = f@(tﬂ %, &, hy A, G, ),

pP= fp(t, %, 8, h) A) ), q= fq(t, o, g, ha Aa ), s =g,

une solution des équations différentielles (17) et (18) telle que le mouvement du point matériel C soit
périodique. Considérons cette solution comme solution génératrice et formons les équations aux varia-
tions des équations (17) et (18) en posant :

A= f(t) + &, ¢ = fu(t) + &y, @ = fot) = &,
p = fp(t) + &p, q = fq(t) + &, s=g+ &.

Les varfables £ satisfont aux six équations différentielles suivantes :

d,, _ ®H | PH *H dg,  @H a2 H a2H
i ———apa)\EA-I—apauip‘!-a—pzﬁp, _di__mg)\-'i_maﬂ-{__&?g{-
g,  #H 2H oH eH 2H
(19) @S T IR T B T aap P T anag T e o
dy,  ®H _ @H aH @H a1 dg _ o
T T e T e T uop? T Pnogt omas  d O
di, ®H 2H 2H
(20) d s T asan o T e b

¢ n’est pas une fonction périodique du temps, mais puisque la fonction hamiltonienne H est indépen-
dante de o, tous les coefficients des £ sont des fonctions périodiques du temps de période 2T. Par consé-
quent, le systéme d’équations différentielles linéaires a coefficients périodiques (19), (20) admettra des

(1) PoincarE, Ezposants caractérisiiques (Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1, 1892, p. 162-232).
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solutions particuliéres qui, dans le cas général, sont de la forme %S, x étant ’exposant caractéristique
et S une fonction périodique du temps de période 2T. Si n exposants caractéristiques sont égaux, les
équations aux variations admettront une solution particuliére de la forme :

1) e[Sy + Syt + ... + Sp_ytn1]

Le polynoéme en ¢ dont les coefficients S sont des fonctions périodiques peut cependant étre de
degré inférieur & (n — 1). Nous rechercherons successivement les exposants caractéristiques, puis les
fonctions S.

1. Exposants caractéristiques. — Les équations différentielles (17) et (18) admettent trois inté-
grales uniformes :

2 §2

H=#h, s=g,  p(2—1)+ iz‘s_‘f—m{z + K2 —200H = ¥ —1) + 57— 2AK*— K?)p—2u'H =«

ue nous écrirons d’aprés la notation de Poincaré :
q
F=h, F1=g7 F2=°"

Les deux crochets de Poisson [F, F,] et [F, F,] sont évidemment nuls ; et puisque F, est indé-
pendant de la variable ¢ et que F, ne dépend que de la variable s, le troisiéme orochet

[aF1 oF, oF, oF, ﬁ 9F, dF, oF, [aF1 oF, 9F, dF,
- d¢ 0s  0s Op

on. 9 99 O
est également nul. D’autre part, tousles déterminants fonctionnels des intégrales F, F,, F, par rapport
a trois variables quelconques choisies parmi les six variables A, u, ¢, p, ¢, s ne sont pas nuls a la fois
en tous les points de la solution périodique. En effet, si nous considérons les deux déterminants fone-
tionnels :

D(F, Fy, Fy) — 11 — “2)

o S Bt L Bt

D(p, ¢, ) s —

Zy.s

D(F, F, Fz)
[2”’ TR

) (K2 K'z)—mH] = [
nous constatons que pour les valeurs des variables p = 0, ¢ = 0 qui annulent le premier déterminant,

le second est différent de zéro.
Par conséquent, d’apres Uétude classique de Poincaré, les six exposants caractéristiques seront nuls.

2. Formation des fonctions S. — La solution des équations différentielles (17) et (18) est connue
et elle dépend de six constantes arbitraires «, g, 4, A, G, 7. Les équations aux variations admettront
done les six systémes de solutions particuliéres obtenues en dérivant les six fonctions f(¢, «, g, h, A,
G, 7) par rapport a chacune des six constantes.

Mais pour étudier ces solutions particuliéres, il est plus simple de considérer d’abord les équations
aux variations (19) qui correspondent aux équations différentielles (17). Ces cing équations différen-
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tielles (17) admettent une solution dépendant de cinq constantes arbitraires, «, g, &, A, =. Les équa-
tions aux variations (19) admettront par conséquent cing systémes de solutions particuliéres :

h O Oy O s
0o da do do do

oh o W % e
dr dr dr ot ot

Ces cinq équations particuliéres forment un systéme fondamental parce que le déterminant A formé
par les vingt-cing fonctions du tableau précédent est différent de zéro. En effet, si nous dérivons par
rapport 4 chaque parameétre «, g, 2, A, = les deux membres de I'intégrale premiére H = & dans laquelle
les variables %, u, p, ¢, s ont été remplacées par les fonctions f(t, «, g, h, A, 7) nous obtiendrons un
systéme de cinq équations du premier degré en :

gH 3 H M H
o’ o’ ap’ og’ ds

, . . R . ... oH oH .
dont le déterminant qui n’est autre que A ne peut étre nul puisque les quantités %' "7 s Desont ni

infinies ni indéterminées. ~

Les seconds membres des équations différentielles (17) et (18) étant des fonctions holomorphes des
variables A, p, p, ¢, s, les solutions fi(2), fu(?), fa(2), fo2), (1) de ces équations différentielles sont des
fonctions de la variable ¢ également holomorphes.

D’aprés un théoréme de Poincaré (1) il résulte que les fonctions périodiques fi(t), fu(?), f2(2), fd)
pourront étre développées en séries trigonométriques absolument et uniformément convergentes. La
période 2T ne dépendant que des constantes «, g, %, les trois systémes de solutions particuliéres obtenus
par dérivation des fonctions fi(2), fu(?), f4(2), f?) par rapport & ces trois constantes seront de la forme :

St -+ 8,

S et §’ étant des fonctions périodiques du temps de période 2T. Les deux systémes de solutions parti-
culiéres obtenus par dérivation des fonctions fi(), fu(?), fx(?), ) par rapport aux parameétres A et <
seront des fonctions périodiques.

Si nous désignons par A; des constantes, la solution générale des équations aux variations (19)
sera représentée par les formules :

£2 = Ay(Syy + Siat) + Ag(Sya + Spaf) + Ay(Sy3 + Sigt) + ASi + AsSys,
Eu = Ay(Sgy + Szit) + Ay(Saa + Spat) + Ag(Ses + Sigt) 4 AySay + AgSgs,

(22) €& = Ay(Sg; + Saif) + Ay(Ssz + Szat) + Ay(Sss + Szgt) + AgSgy + AgSgs,
& = Ay(Sy + Siat) + Ay(Sap + Sigt) + Ay(Sys + Sgat) + ASyy + AgSys,
E-'S = Aa.

(1) Méthodes nouvelles, t. I, p. 64.
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I1 faut remarquer que les fonctions S ne sont pas toutes indépendantes puisque certaines d’entre

. r L ’ a EBY by
elles ne difféerent de la dérivée 5’; qu’a un facteur constant preés.

Les coefficients A,, A,, A;, A,, As sont respectivement multipliés par les dérivées des fonctions
f() par rapport aux constantes «, g, A, A, =.

Considérons maintenant I’equatlon aux variations (20). Les coefficients des variables £ étant des
fonctions holomorphes des variables A, u, s seront par suite des fonctions périodiques et holomorphes
du temps et, par conséquent, ils pourront étre développés en séries trigonométriques. Remplagant les &
par leurs valeurs (22) la solution de ’équation aux variations (20) sera représentée par la formule :

(23) Ep = Ay(Sg; + Sgit) + Ag(Sea + Sgat) -+ Ag(Ses + Sgat) + AgSeq + AsSes + As.

Ainsi les solutions particuliéres des équations aux variations (19) et (20) sont bien de la forme (21).
Les exposants caractéristiques seront nuls comme nous I’avons déja démontré et le polynéme en ¢ ne
sera pas du cinquiéme degré. ,

Les coefficients A; seront déterminés en fonction des valeurs initiales &,, c’est-a-dire en fonction
des accroissements arbitraires qui seront donnés aux valeurs initiales des variables , u, ¢, p, ¢, s qui
définissent le mouvement périodique du point matériel C. Les variables £ seront alors déterminées en
fonction du temps par les équations (22) et (23) et nous en conclurons que les variables 2, v, o, p, ¢,
s sont instables.

. D<F’ F17 Fz) D(F, F] ) F,)
3. Discussion. — Sile déterminant fonctionnel D(p,q,5) DO, $)
écrit sous I'une des deux formes indiquées ne sont pas nuls a la fois en tous les points de la solution
périodique, les six exposants caractéristiques sont nuls. Lorsque les variables p et ¢ sont identiquement
nulles on a :

et le déterminant fonctionnel

dp  oH - dg  OH _
0, 7y —=0 q_—_O, a‘t‘— ay‘

= " =0

Il

p

et les deux déterminants fonctionnels sont nuls a la fois en tous les points de la solution périodique. Le
mouvement a lieu sur un ellipsoide ou sur un hyperboloide ou sur un cercle et le théoréme de Poincaré
n’est plus applicable. La constante 2 s’exprime alors en fonction des constantes 2 et g. Les équations
canoniques (17) et (18) n’admettent plus que deux intégrales uniformes distinctes F = h et F, = g.
Par conséquent il y a quatre exposants caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques non
nuls, égaux et de signes contraires. Si le mouvement s’effectue dans un plan il y a deux exposants
caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques égaux et de signes contraires. Nous recherche-
rons ces exposants caractéristiques dans le cas ou le point matériel est en équilibre sur la droite joignant
les deux centres fixes et dans le cas o le mouvement a lieu sur une ellipse et sur une hyperbole.

4. Casdu point matériel en équilibre sur ’axe P’P. — Le mobile est en équilibre sur’axe P'P si
Pona:
A=1, @ = yo = cst, p=0, ¢g=0.
Posons :
2K® 2K’2 2K? 2K'2
TFut T T—e T F e T—w

a =
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Les équations aux variations (19) s’écrivent :

d d d d
(24) Tlgi): =Y —EE‘{!'L = &g, Tf‘tg = a&) + bEy, _dgtl = b&) + ap.

Le systéme différentiel (24) est un systéme différentiel linéaire a coefficients constants dont nous
rechercherons des solutions particuliéres de la forme &; = A;e®t; A; et o étant des constantes. Li’équa-
tion caractéristique du systéme différentiel (24) est :

= (;)2((1)2-—“) =‘—0-

>~ a © ¢
! >~ g ©
og oo

=)

(O]

L’équation caractéristique a donc deux racines nulles et deux racines réelles + Va.
Finalement la solution générale du systéme différentiel (24) s’écrira :

B.=A,  E=—l2 4 BeVi 4 ComV,
(25) o ] ] o ]
g =D+ E=04, ﬁe‘/“‘—f—}e“/”, & = A/a(BeV — Ce—Vat) ;

a . a a

A, B, G, D étant des constantes.
5. Mouvement sur Pellipse A = A, = cst. — La variable u est définie en fonction du temps par
Pintégrale :

(08— v du

26 4 T = )
(26) + v

la valeur de ¢? est donnée par I’expression :

S 1
@ ¢ = o = g LK — WP o+ K0 + w)]
et 'on a :
2 3
h=——(-———K ;;OK )’ a = — (K2 + K21, p=0.

Les équations canoniques (1) admettent I'intégrale des forces vives H = & et par conséquent deux
exposants caractéristiques de la solution périodique seront nuls. En supposant les variables u et ¢
exprimées en fonction du temps et des deux paramétres & et t, les équations aux variations admettent
les deux systémes de solutions particuliéres distincts :

ou oq ar op
& 3 =0 =0
0 0 o 0
2 g P _ o

o’ o e’ ok



Le systéme d’équations différentielles aux variations qui est du quatriéme ordre peut donc étre
ramené & un systéme du second ordre. Considérons le systéme d’équations différentielles linéaires :

d d

£+alx+bly+clz+dlu=0, 7}:+a2z+bzy+czz+d2u=0,
(28) dz du
E—Fa3x+b3y+c3z+d3u=0, a—t—+a4x+b4y+c4z+d4u=0.

Supposons que I'on connaisse deux systémes distincts d’intégrales (xy, ¥y, 21, ;) eb (Zz Y, 22, Us)
tels que A = x,y, — 1,2, ¢ 0. Le changement de variables :

z=z;X + z,Y, y =y, X + y,Y, z2=2, X+ 2,Y + Z, u=u,X +uY + U,

conduit au systéme d’équations différentielles linéaires :

dX dyY
Tt— BIZ—Y1U=O: W—Bzz_'YzU:O,
29 3 4z du
dt + (¢3 + B2y + Boza)Z + (ds + v12, + Yg%5)U =0, @ + (g + Byuy + Boua)Z + (dg + vyu; + Yauz)UA= 0,
avec :
Coy — C CqYy — Col dyxy — d. d,y, — dyx
8, = 2T - 1Yz, By = 1Y1 = 201 Y= 272 = 1Ys Yo = 1Y1 - Pt

Posons &, =z, £, = y, &1 = z, £, = u et identifions les coefficients des deux systémes d’équa-
tions différentielles (19) et (28). Nous aurons :

al=——aZH ) b =—a2——Ha C =-—ﬂy d =—£2—I-1"==0
0q o 1 092 i og o 1 dq op ’
o°H o*H o*H 9°H
Qg = 'a—y.—za bz = __—_ap. aq! Cy = —_al-‘- a)\a dz = _—al" ap = O,
o2H 9*H o2H o?H
%= = s ="pag=" ST gpa=-0 G=—7m
o°H 9°H 0°H o?H
a¢=———a)‘ap_, b4=*——alaq7 C4='5T2‘7 d4=m=0.

, 1., O dyp. @ ..
En ayant égard aux égalités a—‘: = ?‘g, -a—g = %, les coefficients B,, Bs, v1, Y2 prennent les valeurs

suivantes :

_iree 8*H 9 3H Bp=—L[2 ®H  ow @HT = 1d3H\_, —0 0
Pr=3|%%3uor ok 9g o]’ 2 Alavogor Tar dpor|  Adi\er)— > MmTH M=

Finalement nous aurons & résoudre le systéme d’équations différentielles linéaires :

X ay dz dU
G BL=0, S=0, T44U=0, S 4cZ=0
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L’intégration des deux derniéres équations différentielles se raméne a I’intégration de I’équation
différentielle du second ordre :

d?Z 1 d (®H\dZ ©o*H o*H
0 @) @ Tt =0
op?
Sil’on pose :
0°H
¢ = a—p27 Z = OV,

on est conduit & I'intégration de I’équation différentielle du second ordre :

d?
(31) X—i—PV-O

avec :
p o L dv i(d" R
— dt FTOE

20d2 4o?
le coefficient P de V est une fonction périodique du temps.
On a successivement :
N—1 do 28 —Dude 20§ — DHu(l —u?)

m’ dt - ()\‘2)_. p‘2)2 dt - (;\g__ l‘(‘2)3 a1,

Y =

d 1 — 3ul)(2 — u?) + 6p2(1 — u? 1 — p2 §—1 K2 K2
{ =203 — 1) | SN R=0 —e +  (G S e — ot o))
PH  (A—ud) . K2 2K’

e TN T i — W

par suite, la fonction P aura pour valeur:

(32) P(u)=~—— K2 — w3 (03— 2 + (2 —3) e + 2]) + KN+ )2 (— 03— A — (22 —3)pu + 2
(N

et dans cette expression il faudra remplacer p par sa valeur exprimée en fonction du temps. Il existe
une valeur 2; du paramétre A comprise entre 1 et 2 telle que, pour les valeurs de A supérieures a A,
la fonction P(u) reste constamment positive lorsque la variable p oscille entre les valeurs — 1 et + 1.
La fonction P(n) ne peut pas étre constamment négative puisque cette fonction est positive pour
w=0.

6. Mouvement sur hyperbole p. = ¢, = cst. — Une étude semblable & la précédente conduit a
la résolution de I’équation différentielle du second ordre :

azv

(33) dt2

+ PV =0,

avec

1
(3) P(N) = mr—ma | KA — #)®[2® —o2® + 2u—3)% 4 u] -+ K0+ wol?[¥ + p2? + (25— 3)a— 3]
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Dans ce cas particulier du mouvement les constantes . et « s’expriment en fonction du para-
metre p, : :
(K2 — K%

h=— 2u a=— (K2 — K"y, ;

. ) K + K’ . .
la variable A oscille entre les valeurs 4 1 et r, = K=K ™ et le parameétre y, est compris entre 0
et 1.

Etudions le signe de la fonction P(2). Pour A = 1 et A = r, nous aurons respectivement :

P(+ 1) = g | K3 — woed — Dlko + 2 + KA + wi(ud— D2 — )],
8K2K')K + K') K+ K
P(ry) = (K— ( K_"_)s_ 903[24’ <K K1>]F§—3$-
oq 3 ; ’ . 3
La quantité P(r,) s’annule pour deux valeurs p, et u, de p égales & + K LK\
2+ (g ic)

et nous poserons p; <0 <y, < 1. Pour p > p, la quantité P(r,) est positive et, puisque la quantité
P(+ 1) est négative, la fonction P()) prend des valeurs positives et négatives pour les valeurs de A
comprises entre + 1 et ry. Pour p < g, la quantité P(r,) est négative et la fonction P(}) est constamment
négative pour les valeurs de A comprises entre | 1 et r,.

7. Application du critérium de Liapounoff (1). — L’équation différentielle du second ordre
d*v - s s 3
a2 T PV = 0 dans laquelle le coefficient P est une fonction périodique du temps a fait 1’objet de
nombreuses études. Nous rappellerons les deux théorémes suivants dus a Liapounoff :

Théoréme I. — Si la fonction P ne peut prendre que des valeurs négatives ou nulles (sans étre
identiquement nulle), les racines de I’équation caractéristique correspondant & 1’équation (33) seront
toujours réelles, et I'une d’entre elles sera plus grande, I’autre plus petite que 1.

Théoréme II. — Si la fonction P ne peut prendre que des valeurs positives ou nulles (sans étre
identiquement nulle), et si en outre elle satisfait a4 la condition :

2T

2Tdeté4,

)

les racines de I’équation caractéristique correspondant a I’équation (33) seront toujours imaginaires,
leurs modules étant égaux a 1.

Lorsque la fonction P est constamment positive les exposants caractéristiques ne sont pas
nécessairement imaginaires. Liapounoff donne un exemple dans lequel les exposants sont réels et
Picart (2) donne un exemple dans lequel les exposants sont imaginaires.

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. 1X, p. 402 (1907).
(2) Bulletin astronomique, p. 225, 1898.
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Lorsque le mouvement a lieu sur I'hyperbole n = p,, les exposants caractéristiques sont réels,
égaux et de signes contraires pour les valeurs de p, satisfaisant 'inégalité u, < u,. On peut considérer
les solutions asymptotiques correspondant & chacun de ces exposants. Les conditions d’existence énon-
cées par Picard sont immédiatement vérifiées et les solutions asymptotiques ne dépendent que d’une
seule constante arbitraire.

8. Etude de la stabilité dans le probléme des deux corps. — Lorsque I'un des coefficients attractifs
est nul Je probléme des deux centres fixes se réduit au probléme des deux corps et I’équation différen-
tielle (14) du chapitre I devient une équation d’Euler :

dx _ e
+ A/R(A) ~ + 4/R(p)

Il serait donc possible de déduire I’étude du probléme des deux corps de I’étude du probléme des
deux centres fixes mais il est plus simple d’en donner une étude directe. Soient r et ¢ les coordonnées
polaires de la masse m, par rapport a la masse m, et u le coefficient attractif. Si H désigne la fonction
hamiltonienne et % la constante des forces vives nous aurons :

1§ /dr\* do\2 ®
H=2Ra>+*%a>]—?=h

dr dv

— 2.

p=g 1=

Posons :

En fonction des nouvelles variables p et ¢ on a :

2
H=;—[p3+g— —Eoh

re r
Le mouvement est défini par les équations différentielles canoniques :

. r_oM  do_oM  dp__oH  dg__oH
(35) &= dT e A a— o

L’équation aux dérivées partielles de Jacobi :
S 1[/eS\2 1 /9S\2 2p
3£+'2‘[(5;) +7=(a7> —71=°
admet lintégrale compléte :
S=—ht+ av +f;t 2h —l—%:—‘—;;dr

et la solution du systéme différentiel (35) est représentée par les formules :

'+ f rdr o—p /‘ odr
T = L) — == 1
+ A/2hr® + 2pr — o + 7 A/2hr? 4 2ur — o3

1
p=:}:;'\/2hr2+2y.r-——oc”, q = .
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Les équations aux variations correspondant au systéme différentiel (35) s’écrivent :

dg, d&, 2q 1 d 3¢% 2 2 d
(36) Tt Ee—Ru+nu P=(—F+E)e+de P

Posons £, = A, et remplagons le systéme différentiel (36) par les deux équations différentielles :

d3g, 3q? 2¢q dg,
de?

2u 2 A
(37) = —“rf+§>gr+A4§’ ’dt—=—r—3€r+;§!'

Dans le cas général du mouvement on connait deux intégrales uniformes : I’intégrale des aires et
I’intégrale des forces vives. D’aprés le théoréme de Poincaré tous les exposants caractéristiques corres-
pondant & la solution du systéme différentiel (36) seront nuls. Cependant, si le mouvement a lieu sur
un cercle, il existe deux exposants caractéristiques nuls et deux exposants caractéristiques non nuls.
Si la trajectoire de la masse m, est un cercle de rayons r,, le polynéme (2Ar2 + 2ur — «?) admet r,

pour racine double. Par conséquent nous aurons p? + 24«2 =0, ry = — ,‘;—h et par suite :
3¢ (2u__ &
s s

Posons ’% = k? et déterminons successivement les solutions des deux équations différentielles

0

(37). Nous obtiendrons :

2 :
38) & = A, cos kt + A, sin kt + 2A4§’ £y = __k%”; [A, sin kt — A, cos kt] —%it + A,

Ep = k[— A, sin kt + A, cos kt].

Les deux exposants caractéristiques non nuls sont donc imaginaires.

Les études précédentes sur la stabilité peuvent étre rapprochées de I’étude de la stabilité du mou-
vement pendulaire. La position du pendule est définie par un paramétre 6. Il existe une intégrale des
forces vives et d’aprés le théoréme de Poincaré les deux exposants caractéristiques correspondant a

la solution de I’équation aux variations WEO + % (cos 6) & = 0 sont nuls. Si 6 est constant et a pour

valeurs O ou = les deux exposants caractéristiques ne sont pas nuls et ont respectivement pour valeurs
s .g \/é .
i‘VCO“i l
IV. — Conclusion.

Le systéme d’équations canoniques définissant le mouvement d'un point matériel attiré par
deux centres fixes admet des solutions périodiques. Ces solutions ne dépendent que de quatre cons-
tantes arbitraires alors que la solution générale dépend de six constantes. Les trajectoires parcourues
périodiquement sont contenues dans le volume compris entre deux ellipsoides et deux hyperboloides



— 81 —

de révolution ayant pour axe la droite joignant les deux points fixes. Il n’existe pas d’orbites pério-
diques a chocs dans I’espace.

A des accroissements arbitraires £° des valeurs initiales des variables A, u, ¢, p, ¢, s génératrices
du mouvement périodique correspondent des faisceaux de trajectoires instables. Cependant, si les
accroissements £° sont choisis de telle sorte que les coefficients A;, A;, A; des équations (22) et (23)
soient nuls, les faisceaux de trajectoires correspondant aux nouvelles conditions initiales seront stables.
Nous devrons avoir ainsi en particulier :

E=A,=0

et, puisque la variable s est égale a g et ne doit pas subir d’accroissement d’aprés’égalité précédente, on
remarque notamment que dans le mouvement perturbé la constante des aires devra conserver la méme
valeur que dans le mouvement périodique.

Les six exposants caractéristiques qui correspondent aux solutions des équations aux variations
sont nuls. Cependant, lorsque le mouvement a lieu sur un ellipsoide, sur un hyperboloide, sur un cercle,
sur une ellipse, sur une hyperbole ou lorsque le mobile est en équilibre en un point de I’axe P'P, deux
exposants caractéristiques sont différents de zéro.

SEmMiroT, — Thése. 6






TROISIEME PARTIE
CONTRIBUTION A L’ETUDE DU CHOC BINAIRE REEL

CHAPITRE PREMIER

ETABLISSEMENT DES FORMULES DE RECURRENCE DONNANT LES COEFFICIENTS
DES PUISSANCES DE u DANS LES DEVELOPPEMENTS DE SUNDMAN

I. Dans son mémoire sur le probléme des trois corps, Sundman transforme le systéme différen-
tiel classique d’ordre douze en un systéme différentiel d’ordre dix-huit en remplacant le temps ¢ par
une nouvelle variable u définie par la relation :

dt = rdu.

Soient P,, P,, P, trois corps de masses m,, m;, m,. Si I’on désigne par z, y, z les coordonnées de la
masse m, par rapport & la masse m, et par £, n, { les coordonnées de la masse m, par rapport au
centre de gravité des masses m, et m, qui se choquent, le systéme différentiel de Sundman s’écrit :

%’;=,f, %:mo—{—ml—l—rL, %=r,
%g - %x,;' = o + r2X, Z—Z = Xrr' + L2/,

I gz -y, ‘;?I/L' = B + 7Y, ZTE = Yrr' 4+ Ly,

D %:z,’ %:Y—{-rzz, j—;:er’—l-Lz',
% =r¥, 3—2 =ry, Z_,E =g,
% =rg, (22, =rH, (% = rIL

D’aprés la notation de Sundman nous avons posé :
M = my + m; + my, )‘zmon-i—lml’ y':morrll-oml, g=n72(7n_ol\_4+_r55' =m;)n:;n:nl,
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=2ty B=E—wlPt+m—wPtE—e)? =E+ M+ O+ N+ ()

B 1 TR N 1 1
X =i (5 +3) tmi () Y=—ma (3 3) +men (5—5)

— 2 &_*1>
=—me (G 7) + i (7—a)
1

1 1 K
L =xX+yY+zZ+2m2<E+Tr—l> mM(E'“r 12+ — 2

_ 'z’ — (mg + my)z 6= 'y’ — (my + my)y _r'z—(my+my)z dt % dn z
- r ’ - r ’ = r ’ dt = a=— " dt =~

Au voisinage de I'instant du choc les dix-huit variables s’expriment par des développements en
séries entiéres en u qui dépendent de neuf constantes arbitraires : ¢, x, ¢ cosinus directeurs {ixant la
position limite, & I'instant du choc, de la droite joignant les deux masses m, et m, ; &, n;, ¢, coordonnées
du corps de masse m, ; £1, w1, & composantes de la vitesse de la masse m, ; K constante des forces
vives. Si les variables sont exprimées en fonction du temps il faut ajouter la constante arbitraire t,,
instant du choc. Dans cette étude nous poserons {, = 0.

2. Considérons pour les variables de Sundman des développements & coefficients indéterminés
et soient :

r=agu®+ agud+... +aut+..., y=bgu+4bud+ ...+ bu"+..., 2=cgud + cgud+... + cum+ ...,

a=(mog+my)e-+ou+..+ou ..., B=(mo+my)x+Bu+...+Bat™-..., v=(mo+my)b+v2+...+ 18 +...,
(1) { =& +Agud+ .. +Aurt.., n=mn,+ Bgud+ ...+ B+ ..., C= ¢+ Cqu®+ ... + Cout®+ ...,

=8 +Dgud+...+Dur+..., = +Eud+...+Eut+..., =8¢+ Faud+... +Fur+ ...,

r =Rgu?+...4+ Ru*+..., t=Tqud+..+Tu +...,

p? =& + 0 4 T3,

2= 92[1 4@ 4 o+ At + ], R = o[ 4 By 4 . + B+ ..],
1 1 1

A= LU+ 0@t 4 o + @ur+ ], m= gl o+ &t ),

1 1 1 1

== 14+ Fud + ... + Fur+ ...], —=-[1 4 3 4 ... + H,u"+ ...],
o P n e

L = Ly + Lgu® + ... + L + ...,

a by, ¢, ..., Fi, 3, L; sont des coefficients que nous devrons exprimer en fonction des constantes o,
% ¥y &1y M1y C1s EL, w1, Ci- Ces coefficients satisfont aux relations suivantes :

2m K

(z + o+ —

© T e g
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L, =

2_mz<?§» %)_ My
P u+ A

1Da) + S(2D3Dy—p) + ... + S<Dzn> ouS (2Dn—1Dn—-l>]

2

— 22| 2R Ry + .+ R L 00 2R Ry + Z (60, + 38) (2RaRais + -, Rin_s 00 2Ry iy Roiny) |

I 2 2

+ 2 Z (@i — &) [S(Eatn—i) + S(Agtnig) + - + S(An_i2)],

=1 [3(2 EAL) + SCAA,o) + . 4 8 <Az,_,> ouS <2A,l__1A,i+_1> — 2u[S(5sn) + S(Agtn_s) + o + S(An_g29)]
2 2 2

+ 02 (2ReRug o+ o + R?, o 2RHR,,+1\],

3 3 3.5 3 3:5
632:_2'6(2’ G-)s:_jas) @4=‘—_a4+22_ as, @5 = as“"'za 2A,4,4,
3 3-5 3:5-7 3 35 3-:5.7
@Dy =—5As + 25 524X+ A — 5537 A Oy =—35 A + 5375 20As + 205Qy) — 5537 38,

Nous avons posé :

S(2E,D,) = 2(E,Dn + nEu + 4F.), s(zb,ﬂnm> =2 <D,.___1D,._+l+ EpyEney + F,_,:IF,ﬂ>, ey
2

2 2 2 2 2 2 2

§( §1a,) = €10, + "hbn + &yCns S(An—aaz) = Ap_,05 + Bn——zbz + Cn—zca-

. . .. 3-5-7..2i+1
F, s’obtient en remplagant dans ’expression de @, les coefficients o L( 'L +2) par les
. 3:5-7..20—1) s 1ar . . .
coefficients : . By, &,, ¥, s’obtiennent respectivement & partir de Ay, D,, F, en rem-

2" !
plagant la quantité p par la quantité — A.

3. Afin de développer les seconds membres du systéme différentiel de Sundman suivant les puis-
sances entiéres de u nous exprimerons en fonction de u quelques quantités nécessaires a ce calcul.

n—2 n—2
X= L:'azg [—as+ &) (Dy—&g) Jul ... + [——a,,— Z(U-@i + A an—i + Ey(Dn — &n) + ZAi(GJn—i— n—z)] u4-... gs

=2 =38

n—32

- M

o o= ';;.‘;;— &y — Ey( MDDy + wég)u? 4 ... + [— E{( APy + wbn) — Ap— ZAi(IG‘)ﬂ—i + wén—)
=3

n—2
+ A Z (QOn— — 5n—~i)ai:l u® -+ ... g )
i=2

n—2
rL = LoRgu® + LoRy#® + ... + [LOR,. + ZLéﬂ,._,-] .,

i=3

n—1
2'L = 2Lgaqu + 3Lgagud + ... + [(n + NLyapey + .. + Z(n +1— i)LiaMl_.] u® + ..y

1=38



— 86 —

n—2
X — ';i: RI[— ay + E(Dy — &)1 ub + ... + [2 [2323,-_2 4+ ..+ R%ou 2R,~_1R,~+]]
- 3 T -
n—j—2 ’ n—j—2
X [“ An—j — 2 (w0 + 2)ay_j—; + E(Dn—j — &) + 2 Al Dp—ji — ‘gn—-i—i)]:l ut 4 ... E )
i=2 =3
n—2 ' 1
m
X = T2 ORI a, + E(Dy — 8y)]uS + ... + [252”— [ZRsz_l + .. + R%,, 0u 2R,~R,~+2]
0 - ~ = 3 3

=3

‘ n—j—2 n—j—2
x | — any— Zzwcm )i - B Dy — Eumi) + D A Dt — an_,-_o]] u % ,

n—2
ré’ = E{Ru? 4+ ... 4+ [E{Rn + ZDiRn_i] ut -+ ...,
i=3
n—2
s%—‘ £ Rou? — ERgu + ... + [‘ &Ra + 2 R; [‘— E( MRy rj + v&y—j) — An—j
=2

?

N—j—2 n—j—2 .
— Z A AMDn—j—i + 8p—ji) + Mt E 0 Dn—j—i — En—j—) J]u" + .. g .
i=3 1=2
4. En égalant dans les deux membres des équations différentielles (I) les coefficients des mémes

puissances de u nous déterminerons la valeur des coefficients des développements (1) au moyen des
formules de récurrence suivantes :

n—4

(n—1)nRn = LoRu—g + X LiRug—s,  7Tu = Roy,

=3

n—i n—j—4
m
(n— D)y = oy + 53 D [2323,_2 + .. + R%, 0u 2R, R,-ﬂ] [— oy — ¥ (0D; + AE)tn—gii
< 2 2

j=4 2 i=2

n—j—4
+ E(Dn—g—j— Ep—g—j) + ZAi(G)n—z—-ﬂ'— i 5%—2—7‘—4‘)],

=3

n—2 n—3
. 41
noy = nLoa, + Z (n— t)La,—; +- % Z %— [2R2R,_1 + . F RZH__I ou 2RZ-R,-+_2
- — 3 2 2
@ 4 = i=3 s
X [— ap—y—j — (V-@i + 7\80“»—1—7‘4 + 51‘ G‘)n—l—)' - 5n——1—-7‘) + 2 Ai((Dn-—l-—J‘——i - 5n—1—i—i):|,
i=3

=2

M n—3 n—j—38
nDy = 53— & Rn— + R; [— E(MDn—y—j + vbn—1—) — An—3—j — Z A MDDy —j—i + wEn—3—j—)

j=2 =3

n—j—3
+ Z o Dp—y—y—i — ‘Sn—l—i—'i):l i )
i=2

n—3

nAp = ERa_y + ¥ DiRy s s

=3




5. Afin d’étudier les propriétés des coefficients précédents nous déterminerons de proche en

proche quelques-uns d’entre eux. A cet effet nous devrons expliciter la quantité L, et nous aurons
successivement :

3 3 3 3-5
@y — &y = 35(51%), @Dy — &3 =0, @Dy — 84=;§S(£la4) +2_‘pz(7*—l‘)R§ +T2‘54—(P-‘—' 1) [S(&,a,) 13,

3 3.5
Qs — &5 = o S(Agaty) — ot S(€;A3) - S(&,4,),

MOy by =0, D + by = — S RS(EE), A+ 1y = — 55 [SQEAY + WRE] + o MlS(Ea)T
U0y + Ay = — O~ WS(Et), By + Ay = — 3 S(5Ay),
% + % S(f‘f:*’) " Ty 2o %‘ 219 32 g‘A‘) + R*] + 55851 P, % + S-SE= _z_xt—pz S(2£,Ag),
Foy Tom —y|XEBLE S(Az) +2RR, | + 5 [8S< £uta) - S(8aay) + 40— WRIS(Gay) + D]
+ 3 — N IS(ET,
oy Boe SCEA) L IRISQEAY + 4S(Ea)S(Agt) ] — o S(EAY [S(Eap) T,

L; =0, Ly= “'2—,7:2 R + 6m2 [S(&,az) 12, Ly=0

3 5
Lo=5 - 2 (u— VISP + [Lo[S<ela2)]= S (v — WRIS(5e) | — FELoRY,

5.11 m,

11 -
L, = — 7 - ReS(EE) - (S5 + 7 - 7 [2R:S(8,0s) - S(Eias) + RIS(EED]-

A partir de ces expressions nous trouvons pour valeur des coefficients :

R) R2=mo+m1

2 2
y  Ry=0, R,= 12,}2,, R, =0, R,=-_Ctf

Ry =715 gIé—nR”—Z—'"-’;R"+ TERSEWP],  Ro=0,  Ru=goT

1 2L4R 3-5m 3 5 mg(A— 52m
Ry= 9. 10[ 80! ?— 4.7p azLoR + 22 L oRa[S(€;a5) 2 + _aip__ R§S(&,a9) + 5 —“—z(l; ) Ra[S(&4,) ]3]-
2
a) oy = oy = Ol == Oy = O, oy = Loaz, == Z‘ILoaz,
2
= B—ILoaa——- ay + 5 % [S(&,a) 1 + : R3,5(&,a,),

Bag = 8Lgag + 4L4ay + 2Lgay + ":?;g [2R§ [— ag— (Mg + MS)ag + 51(MDy— &) ] + 6RyRy[— ap + &(D3 — 52)]],

2 5§ , £l
9oy = 2ty + 2052 R [ B (5,20 + S 8(a) — 22 S(5,50S(5uee) + () |-
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2Lqa 2L3a.
o m=Tgyn G=Tgro

my + my
2

a) Ay = @5 = 87 = @y = 0, Ay = P

3
7 -8ag = oy + %R% [—— ay + %}S(ila,&)],
910 ay = o + i:_t: [Rg[““ ag — (6My + A)a; + &(MDy— 84)] + 2RyRy[— a5 + & (D, — 52)]] ’

m
10 - 11 @y = a9 + P_sz R3[— (M5 + A&3)ay + E,(MD5— &5) + Ag(@, — &)1

D) Dy=—z5Ri&, Dy=0, Dy=-— %Lomg,, De = — g5 | — 33 REGS(5) + 5 Rgg;],
D, = % [’“62‘! LiR2%, + %2-‘: RiE, — o - 2 R [S(E) P + % Rya,S( 51%)].

A) A= 5ReEl,  Ag=0, A —yLoRgE, A= g RiE, A= LI,
Av=r1g5 3 Rilof,  9A,= &Ry + DyRy, 104y = DyR, + DyR, + Dy,

Finalement les variables de Sundman s’expriment par des développements en séries entiéres en
u de la forme :

[ _mogt+my
T=T2
o= (my + my)e + wu? + aut + ogqub -+ agud 4 agu® + ..,
3) z = m——o;zi-—m—l ou? + aut 4+ agul + agu® + a,ul® + autt 4 ...,
i & =& + Dgu® + Dguf + Deu® + ...,
| g— g, - Agd + AgS + At + ...

u? + Raut 4+ Rgu® + Rgu® + Rgut® 4+ Rjut! + ...,

t s’exprime en fonction de u au moyen de 'intégrale :

v

t= | rdu.
0




CHAPITRE 11

ETUDE DE L'ORBITE AU VOISINAGE D'UN CHOC

1. A Pinstant d’un choc binaire réel, le plan osculateur 2 la trajectoire relative de la masse m,
par rapport a la masse m, contient la troisiédme masse m,. — Considérons la trajectoire relative de la
masse m, par rapport a la masse m,. Le corps P, de masse m, est I’origine des coordonnées et la tan-
gente P, T en ce point a la trajectoire a pour composantes ¢, y, ¢. Le plan passant par un point P
de la trajectoire voisin de P, et par la tangente P,T a pour équation :

X Y VA
o x ¢ = 0.
x y 2

Y, X, Z désignent les coordonnées courantes d’un point du plan et les variables xz, y, z devront étre
remplacées par leurs développements (3). En se reportant aux valeurs trouvées pour les coefficients a;
(chapitre I, § 5), nous constatons les propriétés suivantes : les coefficients a,, a,, ag contiennent le
facteur o, les coefficients a; et a,, sont des fonctions linéaires de ¢ et de &,, enfin, tous les autres coeffi-
cients sont des fonctions lindaires de o, &, &; de la forme :

(4 pe + q& + s&,

p, ¢, s étant des fonctions de o, x, ¢, &, n, &, &4, 01, . D’autre part nous remarquons que les
coefficients b; et c; des développements des variables y et z s’obtiennent en remplagant dans la rela-

tion (4), ¢, &, & par x, ny, 0y et par ¢, gy, 4.
Nous aurons donc :

’ >0
2= "0 it | pygut 4 pagi® + (Pe® + G458 + (Pro® + QroF)U + D) (ae + Gty + saE,
n=11
G {y= ”—“°—§—"ﬁ1 1+ paxut + pexu® + (Psx + gsm)¥® + (Pox + quom)u® + Z(pnx + ¢uny + san)un,
n=11

2 =" ™ ur 4 g 4 podu® + (Peb + GuTIE + (Pra® + G208 + (P + Gay - sl

n=11
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Par conséquent le plan osculateur & la trajectoire au point P, aura pour équation :

X Y Z
® x P =0
& L <}

et par suite, a I'instant du choc, le plan osculateur contiendra la masse m,.

2. Si dans les’développements (5) nous négligeons les puissances de iz supérieures 2 la dixidéme,
le mouvement sera plan. — En effet, il existera entre les variables x, y, z la relation linéaire :

(x% — )z + ($&; — &)y + (o — x&)z2 = 0.

3. La trajectoire relative de la masse m, par rapport a la masse /2, présente un point de rebrous-
sement. Dans le casdu probléme plan des trois corps le point de rebroussement est de deuxiéme espéce.
—- Prenons la tangente P, T pour axe des x et le plan osculateur pour plan des z, y. Nous aurons :

x=4¢=0, on — x& =0, $& — 04, =0, %0, X8 — ¢y # 0,
d’ou :
¢, =0, ony #= 0.
Les développements des variables z, y, z suivant les puissances de u seront alors de la forme :

z = au? + ..., y = bgut + ..., z=cutt + ...

Au voisinage de I'instant du choc, les projections de la trajectoire sur les plans de coordonnées
seront données par les figures suivantes :

RS 3T IR

R J

i * R K

«

F

[o]

Par conséquent, dans le probléme plan, la trajectoire admet un point de rebroussement de
deuxiéme espéce a I'instant du choc.

4. Si dans les développements (5) nous négligeons les puissances de usupérieures 3 la sixiéme,
le mouvement est rectiligne. — On a en effet :

Ce résultat a été signalé pour la premiére fois par Kiveliovitch (loc. cit.).
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. Sur des résultats obtenus par M. Chazy. — Considérons I'une des trois équations des aires:
dy d"] dg x.?/ N o
() g( d ydt)+h< > ”dt) g< ; >+h(£n—n&) C,
A, B, C désignant les trois constantes des aires. En remplacant dans I’équation (7) les variables par

leurs développements (3) nous obtenons :

3 my(my + my)4
28,7 " Op Y (on, — Xgl)s(glq))

m0+m1

M(my + m,)

+ h [(Emi — n87) + S (n? — E}ud 4 ] = C.

4
+ Rau? +-..

A Pinstant du choc u = 0 et nous aurons les trois relations suivantes :
h{nlt{ —gm) = A, h(C, &1 — E:18)) = B, h(&m — n &) = G

Nous en déduirons que le choc a liew dans le plan du maximum des aires, et, qu’a l'instant du
choc, les trajectoires du troisiéme corps et du centre de gravité des deux masses my, et m, sont tangentes a
ce plan (1).

Si, a Vinstant du choc, les composantes ], ni, ¢; de la vitesse de la masse m, sont nulles, les
trois constantes des aires A, B, C seront nulles et, d’aprés le théoréme de Dziobek, le mouvement sera
plan. D’aprés la forme des coefficients a;, b;, ¢;, Ai, Bi, C; chapitre I, § 5), les coordonnées x, vy, z,
£, m, ¢ seront des fonctions paires de u. M. Chazy donne & ce choc le nom de choc symétrique (2).

6. Choc de deux masses infiniment petites. — Les deux masses m, et m, qui se choquent étant
infiniment petites, nous poserons :

my = eM,, my = €My,

M, et M, désignant des quantités finies et € étant un paramétre arbitraire. Dans les développements
des variables z, y, z, r, «, B, v les coefficients des puissances impaires de u sont d’ordre 4 par rapport a
e et les puissances paires de u sont d’ordre 1. Dans les développements des variables &, v, ¢, &', v, ¢/,
les coefficients des puissances paires de u sont d’ordre 2 et les coefficients des puissances impaires sont
d’ordre 1. Nous constatons ces propriétés par I’étude des coefficients des premiers termes des dévelop-
pements (3) et nous avons vérifié, & partir des formules de récurrence (2) que si les coefficients des
termes en u?* et en u**! sont de la forme indiquée, il en sera de méme des coefficients des termes
en u*+2 et en u?+3, Par conséquent, en mettant dans chaque coefficient le facteur ¢ en évidence nous
aurons :
r = Pu) + «4(u), t = el(u) + «4P(u), z = P(u) + (u),

& £ = &, + el(u) + 2P(u), § = E] + el(u) + 2P(u),

P(u) et I(u) désignent respectivement des séries entiéres en u convergentes et contenant des termes
pairs ou impairs. Nous appliquerons aux orbites & chocs de Poicnaré les résultats obtenus en étudiant
paragraphe par paragraphe le chapitre XXXII des Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste qui traite
des solutions périodiques de deuxiéme espéce.

(1) Remarques sur les problémes des deux corps et des trois corps (Comptes rendus, t. 168, 1919, p. 81).
(2) Sur Vallure finale du mouvement dans le probléme des trois corps (Bulletin astronomique, 2¢ série, t. VII, 1932, p. 403-436).



CHAPITRE 111

ORBITES A CHOCS DE POINCARE

1. Définition. — «Si les masses m, et m, sont infiniment petites, les deux planétes suivront les
lois de Képler, a moins que leur distance ne devienne elle-méme da certains momenis infiniment petite.
Supposons en effet, que les deux planétes, d’abord trés éloignées 'une de I’autre, décrivent l'une et
I’autre une ellipse képlérienne. Il pourra arriver que ces deux ellipses se rencontrent, ou passent trés
prés I'une de I’autre, et cela de telle fagon qu’a un certain moment la distance des deux planétes devienne
trés petite, & ce moment, leur action perturbatrice mutuelle pourra devenir sensible et les deux orbites
subiront des perturbations importantes. Puis, les planétes s’étant de nouveau éloignées l'une de
Pautre, décriront de nouveau des ellipses képlériennes. Seulement ces ellipses différeront beaucoup
des anciennes. » Poincaré admet qu’aprés un choc la vitesse relative de la masse m, par rapport a la
masse m, a une direction quelconque et que les constantes des forces vives et des aires ne sont pas alté-
rées. Ces constantes étant données et en supposant ¢ = 0, Poincaré construit les ellipses décrites
aprés un choc indépendamment des ellipses construites avant le choc. Il considére une sphére d’activité
ayant pour centre le point de choe Q et il admet qu’a ’entrée et & la sortie de la sphére les vitesses
des masses m, et m, par rapport & la masse principale m, sont celles que posseéderaient ces deux masses
au point Q d’intersection des ellipses décrites pour € = 0. Nous savons d’aprés les travaux de Sundman
que les constantes des forces vives et des aires ont la méme valeur avant et aprés un choc et nous
appliquerons la transformation dt = rdu & I’étude du choc de deux masses infiniment petites..

2. Etude de la trajectoire au voisinage du choc. — Pour ¢ infiniment petit, considérons une sphére
d’activité S de centre P, et de rayon cp, p étant fini. A I'extérieur de cette sphére, les trajectoires des
masses m, et m,; sont, par approximation, des orbites képlériennes. Pour étudier le mouvement &
Vintérieur de la sphére S nous considérerons les développements (9). Les termes impairs des développe-
ments des variables r, z, y, z contiennent le facteur ¢* et pourront étre négligés. D’autre part, nous
ne conserverons dans les développements des variables £ et & que les premiers termes &, et £. La
variable u aura donc la méme valeur absolue & I’entrée et a la sortie de S et par suite, la trajectoire

dz

. . x
relative de m,; par rapport & m, revient sur elle-méme. Les composantes de la vitesse relative =7

!

%—t/ = y?, % =27 sont de la forme I(u) 4 <3P(u) et, en négligeant les troisiémes puissances de ¢, elles

ont méme valeur absolue avant et apres le choc et sont de signes contraires. Par conséquent, la vitesse



relative a méme grandeur, méme direction avant et aprés le choc, mais elle a un sens opposé. Le temps
mis par la masse m, pour traverser la sphére d’activité est infiniment petit ; les coordonnées et la vitesse
de la masse m, sont les mémes & ’entrée et & la sortie de S.

- -
3. Construction des orbites 2 chocs. — Connaissant les vitesses ¢, et ¢, des masses m, et m, par

—_ —
rapport & la masse m, a I’entrée dans S nous déterminerons les vitesses V, et V, de chaque masse a
la sortie de S. Les coniques décrites avant le choc par les masses m, et m, se coupent en un point Q, ;

- ->
nous admettrons que le point de choc est le point Q, et que les vitesses ¢, et ¢, sont les vitesses des
masses m, et m, en ce point.

>
Prenons le corps P, de masse m, pour origine des coordonnées et désignons par ¢, la vitesse

—
relative de m, par rapport a m,, et par ¢, la vitesse du centre de gravité G des deux masses m, et
m, par rapport & P,. Nous aurons :

—

—— —— _—  — — > > > -> - 1 ->
PP, = P,P, —P,P,, P,G = P,P, + PG, Vp = 01— Vo, Vg = 0o -+ M, + M, 20
— > M1 —> — -> M0 >
Vo="'v+Mo —}—WI‘IV" Vi=9¢, M0+M1"f

—-> - — —
Les vitesses ¢, et ¢, étant connues en grandeur, direction et sens, les vitesses V, et V; seront don-

nées par la construction suivante :

Q

B A C A B’

. - M1 -»> —_— -> ——-»l —
Q1A =0y, QB =9, AB = ¢y, AC:m"n QC=yvy,. CA'=—CA,
—_— —_— > —
CB’'=—CB, QA =V, Q,B'=V,.

Si, initialement, les trajectoires des masses m, et m, sont des ellipses, les vitesses ¢, et ¢, vérifieront
I'inégalité :

2
(10) vt < rrnz’ avec  P,Q, =r.
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Dans cette inégalité nous avons pris la constante de Gauss égale a I’'unité et nous avons négligé

—
les masses infiniment petites des deux corps m, et m,. Par suite, comme aprés le choc une vitesse V,

- —> —
ou V, est toujours & I'intérieur du triangle Q;AB, I’une des deux vitesses V, ou V, vérifiera I’inégalité
-

(10) et la trajectoire correspondante sera une ellipse. Si les deux petites masses sont égales on a Vy = ¢,
—>

V, = (_):; les nouvelles trajectoires décrites aprés le choc sont les coniques primitives mais chaque corps
a changé de conique.

Les orbites a chocs décrites par les deux masses m, et m,; infiniment petites autour delamasse
principale m, sont des orbites approchées. Au degré d’approximation admis par Poincaré les orbites
a chocs n’ont pas la généralité qu’il leur supposait et aprés un choc la vitesse relative n’a pas une
direction quelconque. Les ellipses initiales étant données, les coniques décrites aprés le choc sont
connues ; 'une de ces coniques est une ellipse et 'autre conique est une ellipse, ou une parabole, ou
une hyperbole ou se réduit & un segment de droite. Chaque masse infiniment petite m, et m, peut
décrire successivement deux ou plusieurs ellipses et le mouvement peut étre périodique. Pratiquement
nous avons construit ces orbites & chocs en admettant implicitement les hypothéses suivantes : € est
nul et par suite chaque corps décrit rigoureusement un orbite képlérienne; aprés chaque passage
simultané des corps P,, P; aux points d’intersection des orbites décrites la vitesse relative change de sens.

4. Lorsque ¢ tend vers zéro, peut-on conclure qu’a la limite, pour € = 0, chaque corps décrit rigou-
reusement des orbites képlériennes telles qu’aprés chaque passage simultané des corps P, et P, aux
points d’intersection des orbites décrites la vitesse relative change de sens ? A priori nous pouvons
répondre a cette question par la négative mais afin d’apporter la rigueur nécessaire a cette étude nous
reprendrons le systéme différentiel que nous avons établi dans notre note sur le choc binaire réel.
(Premiére partie, chapitre II) (1).

Aprés avoir posé m, = eM;, m, = M, nous aurons :

o My M Mg MMy b K,
M, + M, M, + M, emg(M; + M,) ¢ MM, € &
avec
== ——‘—‘—‘M ’ }l = M“_l—+ M“ 8 M
£ my(M; + M,) -t MM,

En remplacant dans le systéme différentiel considéré les quantités m, et m, par eM,, et par <M,
nous obtenons le systéme différentiel S, :

3 8
& + gl?'z% + hy %yf

r r €
M [Mﬂ' 1 My, ms] K
1

A 1 i
(et &) [ (B 55) o — n (53— 73) B + iy + 5rt |

A 1 1
_ Zl-—— (Zl + gl) %Zf + g S(Ml + M2)21 - m3 ("y; + _g> Elrs + m3 (’_"::_’Tg> x4r2

3
i

(1) Nous conservons la notation utilisée dans ce chapitre et par suite les deux masses qui se choquent sont m, et m;.
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dys

A 1 1
g E(Ml + Mg\y4 —M <r—s -+ %) x4r2 —+ M <r—3—;§> 517‘3
1 2 1 2

A 1 1
+ Yy [ms (% + ;g) s —my <;§—;‘g> (8124 + Eo5 + 53‘”«)’2] s .

En annulant ¢ dans le systéme différentiel S, nous obtenons le systéme différentiel S, :

3 s
g+ & 22 + hZyf
1 4 [ A 2 1 1
—mg | 5+ 5) Pt my | 5— 5 ) xar
M A __1_] K n r ry r;
M1r1+M2r2 TR

A 1 1
+ (2, + &) [ms (% + ;§> 2 —my (;.?1;_‘?%) (&124 + Gz + Eaxs)r] %
dy,

— 2z — (% + &) %zﬁ +

3 6
&+ & ?zzz +hy i:?/?

1 1
2M[mz+m]+“l

3 A 1 1
— Y Xz + §~M<i+g§> zgr + 7\ELM<":;"—T;> g,r?
1 rp r ry r3

A 1 1
+ ys [ma <%+;g> r2—my <F_¥*;“T§> (€124 + Eo5 - 53"”8)"] %

Pour des valeurs nulles des variables 7, z, 2,, 23 et pour des valeurs arbitraires des variables &,
Esy Eay T4, Xy Lo, Ysy Ys, Yo tous les dénominateurs du systéme différentiel S, sont nuls. Les variables

s’expriment par des développements en séries entiéres en r alors que pour ¢ 5= 0 les variables s’expri-
1

ment par des développements en séries entiéres en r?. Posons dt = r du. De la relation :

a b

3 6
(dt>2___r g1+g121:Zf+h1§4:_1/f
r r €
. .M [er1+M2r2+E]+K1T
nous tirons :
1
r r € 2
dr _ ,_;[ M [ 515, + ¥, + g | + Ko

u

3 6
&+ & f“z% + 2y fy%

Par suite, pour e Z0 on a :

et pours =0,0na:
dt S dr
=5, g, =r8(r),

S ayant la méme définition que dans la premiére partie.
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Les résultats mis en évidence et 1’étude des dénominateurs du systéme différentiel S, et des
. cops . dr dr .

seconds membres des équations différentielles en 7 €t g, montrent que les variables ne sont pas des
fonctions continues du paramétre ¢ au voisinage de I’instant du choc et de la valeur zéro du para-
métre . L’on ne peut donc pas passer par continuité d’orbites & chocs définies pour € =0 aux orbites
décrites pour ¢ = 0. D’autre part, la transformation de Sundman n’est valable que pour ¢ = 0.

Pour ¢ nul, chaque corps P, et P, décrit une conique et une seule ; il n’est donc pas légitime
d’écrire que pour € = 0 chaque corps décrit deux ou plusieurs coniques et que la vitesse relative change
de sens apreés le passage des deux corps aux points d’intersection des coniques décrites.



CHAPITRE IV

ETUDE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

1. Considérons le systéme d’équations différentielles :
(11) % = Xiy (l = 1’ 27 R ON

ol X; est une fonction des variables x; et d’un paramétre . Il est généralement impossible de démon-
trer ’existence de solutions périodiques de ces équations. Cependant, dans le cas ou pour une valeur
nulle du paramétre ¢ les équations (11) admettent une solution particuliére périodique :

Xy = ei(t) 0)7

Poincaré a démontré ’existence de solutions périodiques de ces équations pour ¢ suffisamment petit.
Poincaré a utilisé, a cet effet, un théoréme (1) qui est une extension du théoréme de Cauchy sur ’exis-
tence des intégrales holomorphes des équations différentielles :

«Si les fonctions X; sont’ développables suivant les puissances de e, x; — 04t, 0), pour toutes
les valeurs de ¢ comprises entre 0 et ¢, les solutions 6,¢, €) des équations (11) peuvent étre développées
suivant les puissances de ¢ pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre 0 et t,. »

Dans I’étude des solutions périodiques du probléme des trois corps basée sur-le théoréme de
Poincaré on suppose toujours une masse principale, deux petites masses m; et I’on définit le para-
métre ¢ par I'égalité ¢ = ;n_/;, M; étant une quantité finie. Le théoréme fondamental de Poincaré n’est

]
pas applicable au systéme d’équations différentielles du probléme des trois corps si, pour ¢ nul, la
solution particuliére 6(¢, 0) est représentée par deux ellipses qui se coupent ou par une trajectoire recti-
ligne de 'un des petits corps et une trajectoire elliptique de 1’autre petit corps.

La transformation de Sundman régularisant le systéme différentiel du probléme des trois corps
au voisinage d'un choc, il est permis de se demander s’il n’est pas possible de démontrer I’existence de
solutions périodiques & chocs ou sans chocs pour de petites valeurs du paramétre ¢ se réduisant pour ¢ nul
aux trajectoires précédentes. En désignant par m, et par m, les masses qui se choquent, nous devrons
considérer deux problémes distincts.

10 les deux masses m, et m, sont petites et la masse principale est m, ; pour ¢ nul, les deux masses

(1) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, 1892, pp. 58-61.
StMIrRoT, — Thése.
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m, et m, passent au méme instant en un point d’intersection des ellipses qu’elles décrivent et le mouve-
ment est périodique ; nous savons d’aprés le chapitre précédent que chaque petit corps décrit une
ellipse ;

20 Jes deux masses m, et m, sont petites et la masse principale est m, ; pour € mul, m; décrit un
segment de droite, avec choc en mq, m, une ellipse et nous supposons le mouvement périodique.

L’une des conditions de ’existence des solutions périodiques est la continuité des solutions
x; = 04u, ) du systéme différentiel de Sundman par rapport au paramétre ¢ pour toutes les valeurs de
u y compris celle de I'instant du choc. Daus le cas du premier probléme nous savons que les variables
ne sont pas des fonctions continues du paramétre ¢ au voisinage de I'instant du choc. Dans le cas du
second probléme, toutes les conditions d’application du théoréme sur les intégrales infiniment voisines
sont vérifices et il est possible de démontrer I’existence de solutions périodiques pour = 7= 0 (1).

CoNcCLUSION. — Soient deux petites masses my, = eM,, m; = <M;. Pour ¢ nul. ces deux masses
passent au méme instant en un point d’intersection des deux ellipses qu’elles décrivent autour de la
masse principale m, et le mouvement est supposé périodique. De I’existence de ces solutions pério-

diques pour = nul il n’est pas permis de conclure & 'existence de solutions périodiques pour de petites
valeurs de ¢ par application du théoréeme de Poincaré.

2. Nous donnerons un exemple trés simple ou les solutions périodiques existent pour ¢ = 0 sans
qu’il soit possible de les déduire de I'existence des solutions périodiques pour ¢ = 0.

Considérons le point matériel C attiré par deux centres fixes P’ et P distants de 2c, les coeffi-
cients respectifs étant ¢ et K2 Nous supposerons le mouvement rectiligne avec chocs en P’ et en P.

Posons:

P'C=p, PC=7‘, e<K2’ dt_—_rpdu=rdv, h=""h17 h1>0’

k désignant la constante des forces vives. Le mouvement sera défini par une équation différentielle
déduite de I’intégrale des forces vives :

do _ — ky(2¢ — p)eo + ef2¢— o) + KPp
(12) at \/E\/ (2¢ — ¢)e '

Pour ¢ nul, ’équation différentielle (12) est régularisée par 'introduction de la variable ¢, et elle
se transforme en I’équation différentielle :

d
(13) = V2 Ve K= hyZc— o)1,

Le point matériel C décrit le segment P'P si l’on a la relation :

2
(14) 2¢ = I}f"-‘a

1

et le mouvement est périodique.

(1) KiverioviTcH, loc. cit.



Pour ¢ différent de zéro, I’équation différentielle (12) est régularisée par I'introduction de la
variable u et, en tenant compte de la relation (14), elle devient :

d
(15) P = VI Ve = o)lne® ¥ e(Ze— o]

Le trindme du second degré [%,p% + (2¢ — p)] n’a pas de racines puisque son déterminant A
est négatif : A = ¢(¢ — 4K?) < 0. Par conséquent, le point matériel C décrit le segments P'P et le
mouvement est périodique.

Appliquons le théoréme de Poincaré a I’équation (15) et intégrons cette équation différentielle
pour ¢ nul. La variable p n’est pas une fonction périodique de u ; en effet, p s’exprime en fonction de u
g—; = V2h(2¢c — p)p® et la variable p admet la valeur d’arrét
¢ = 0. D’autre part, en supposant ¢ petit, nous constatons que le second membre f(¢, p) de I’équation
différentielle (15) n’est pas développable suivant les puissances de . On a en effet :

if_(p o L 2e—p) V2(2¢— p)p I, _aj(p 0) _(2e—p \/2(20—— ele.
0= 7 T2 \/hye® F «(2c— o) L 2e hy

et cette derniére expression est infinie pour ¢ nul.

Le théoréme de Poincaré n’est donc pas applicable & I’équation différentielle (15). Le mouvement
est périodique pour ¢ nul, mais nous ne pouvons pas démontrer I’existence de solutions périodiques pour
de petites valeurs de ¢ se réduisant & la solution périodique mise en évidence pour ¢ nul. Il n’existe pas
de solutions périodiques pour de petites valeurs de ¢ et pour ¢ nul telles que la différence entre les
deux solutions soit aussi petite que ’on veut.

au moyen de I’équation différentielle

3. Solutions périodiques de deuxiéme espéce. — Poincaré a construit des orbites périodiques a
chocs approchées pour une valeur infiniment petite du paramétre < et il en a déduit qu’a la limite,
lorsque ¢ tend vers zéro, les trajectoires de chaque petit corps se composent de deux ou plusieurs
ellipses. Par définition, les solutions périodiques de deuxiéme espéce sont des solutions périodiques avec
chocs ou sans chocs qui se réduisent a ces ellipses lorsque ¢ tend vers zéro.

Nous avons montré que pour ¢ = 0 chaque petit corps décrit une seule ellipse et que I’on ne peut
pas passer par continuité d’orbites décrites pour e 2 0 aux orbites décrites pour ¢ == 0. Par consé-
quent, nous ne pouvons donc pas mettre en évidence I’existence, pour ¢ = 0, des solutions périodiques
de deuxiéme espece de Poincaré se réduisant pour ¢ = 0 a des solutions périodiques ou les trajectoires
de chaque petit corps sont représentées par deux ou plusieurs ellipses ; mais de plus, nous n’avons pas
pu déduire de 'existence de solutions périodiques pour ¢ = O P’existence de solutions périodiques pour
e Z 0. L’application du théoréme de Poincaré sur les intégrales infiniment voisines ne nous a point
permis, en utilisant les propriétés de continuité, de montrer I’existence de nouvelles solutions périodi-
ques et, par suite, de progresser dans I’étude des solutions du probléme des trois corps.
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