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PREMIERE THESE.

U Q) T

LES APPROCHES

DANS

LE PROBLEME DES TROIS CORPS

INTRODUCTION.

1. Stabihité du systéme solaire et probléeme des trois corps. — L’une des
questions fondamentales qui se posérent aux fondateurs de la Mécanique
céleste concerne la stabilité du systéme solaire. Laplace ouvrit la voie des
recherches et démontra que les grands axes des orbites des planétes ne
présentent pas de variation séculaire, & I'approximation du premier ordre par
rapport aux masses et du second ordre par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons. Lagrange obtint le méme résultat, mais sans restriction relative
aux excentricités ou aux inclinaisons. Poisson constata qu’en considérant
I'approximation du second ordre par rapport aux masses, on n’introduit pas
davantage de termes séculaires; mais, cette fois, apparaissent des termes
mixtes, produits de termes séculaires par des termes périodiques.

Ces démonstrations se trouvaient en défaut pour des planétes ayant des
moyens mouvements commensurables; ce cas fut objet des recherches de
Delaunay, Tisserand, Gylden, qui aboutirent a des résultats voisins de ceux
obtenus dans le cas général.

(’est improprement que ces divers résultats furent chacun & leur tour
considérés comme la démonstration de la stabilité du systéme solaire; il en
ressort néanmoins la certitude que, sous’action de I'attraction newtonienne, le
systéme solaire ne risque pas de se désagréger, du moins d’ici une époque
extrémement ¢loignée. Or d’autres actions interviennent dans I’évolution du
systéme solaire, dont I'énergie se dissipe dans différents phénoménes irréver-
sibles : frottements dus aux marées, frottements internes, phénoménes
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magnétiques. Cette dissipation, trés lente, offre cependant des manifestations
qui nous sont perceptibles, par exemple ’égalité des vitesses de rotation et de
révolution pour la Lune. Il est certain que les termes négligés dans la démons-
tration mathématique de la stabilité du systéme solaire sont aussi négligeables
devant ceux, d’ailleurs inconnus, dus & 'aspect physique de la question.

Est-ce 4 dire que le mathématicien doive abandonner ce sujet ? Nous ne le
croyons pas. En premier lieu. des résultats, qui ne sont pas utilisables
aujourd’hui, peuvent pourtant I’étre, directement, lorsque, [pour reprendre les
paroles de Poincaré (')], dans quelques siécles, 1’accumulation et 'accrois-
sement de précision des observations exigeront un instrument de calcul
infiniment plus précis que celui dont nous disposons actuellement. Mais
surtout, sans ouvrir de débat sur la science pure, — et pourtant, c’est bien
auprés des astronomes que la cause devrait étre gagnée, — il faut reconnaitre
que la Mécanique céleste offre un choix d’exemples, d’'une rare richesse, quant &
I'utilisation pratique des résultats théoriques quiysemblaient le moins destinés.
Rappelons seulement les premiéres recherches surles mouvements périodiques
dans le probléeme des trois corps; ces mouvements, si différents des mouvements
réels, servirent cependant de base a la belle théorie de la Lune de Hill. Dans un
autre ordre d’idées, la convergence des séries du mouvement elliptique est
limitée par, la valeur 0,6627 de ['excentricité; cette valeur résulte de I’exis-
tence de points critiques correspondant & certaines valeurs imaginaires de
’anomalie excentrique.

C’est donc sans scrupules que nous aborderons I'examen de certains
phénoménes qu’on rencontre dans ’étude rigoureuse de la stabilité, mais qui
ne se présentent pas dans la réalité.

Un mouvement est stable, au sens de Lagrange, si les éléments ne s’écartent
jamais beaucoup de leurs valeurs initiales; il présente la stabilité a la Poisson
si ses éléments redeviennent une infinité de fois trés voisins des éléments
initiaux. Les mouvements des planétes font trés probablement partie des
mouvements possédant la stabilité & la Poisson; Poincaré le pressentait, et,
depuis un important résultat qu'a obtenu M. Chazy (*), il ne Treste qu'une
lacune a combler pour en achever la démonstration. Mais la stabilité au sens
de Lagrange est loin d’étre établie pour eux, et il est possible qu'ils ne la
présentent pas. Il aurait suffi, pour éclaircir ce point, de déterminer 1'allure
finale des mouvements. Or ’étude locale des trajectoires fut longtemps le seul
moyen d’aborder le difficile probleme des trois corps (*), en dehors cependant

(V) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, Introduction.

(*) Journ. de Math., t. VIIi, 1929, p. 353-380.

(*) Cest & ce probléme que se limite en principe tout ce (ui suit, quoique certains résultats aient
une portée plus étendue, qui se trouve alors précisée.
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de cas trés particuliers ou les rapports des distances mutuelles restent con-
stants ('). C’est Poincaré qui, le premier, envisagea certains mouvements plus
généraux pour toutes les valeurs du temps, en établissant 'existence de solutions
périodiques (*). D’autres résultats concernant I'allure finale des mouvements
ont été obtenus depuis; on a méme pu étudier complétement de ce point de vue
toute une classe de mouvements, celle des mouvements rectilignes pour lesquels
la constante des forces vives est nulle (*); mais il s’agit Ia d’'un domaine trop
restreint pour étre utilisable dans le probléme qui nous occupe. Sans qu'une
détermination compléte de I’allure finale des mouvements soit nécessaire pour
décider de la stabilité (au sens de Lagrange), il faut tout au moins savoir sz les
distances mutuelles sont bornées (inférieurement et supérieurement) lorsque le
temps prend des valeurs infiniment grandes.

De nombreux résultats concernant les maxima des distances mutuelles sont
actuellement acquis. Ils sont dus pour la plupart aux travaux de M. Chazy (*),
qui établit en outre, au sujet des minima de ces distances, que deux corps ne
peuvent tendre I'un vers autre lorsque le temps croit indéfiniment, du moins si
le vecteur des aires est différent de zéro. Cette derniere condition est supposée
vérifiée dans tout ce qui suit. C’est 'ensemble des mouvements donnant lieu a
des minima nuls que nous allons considérer plus particuliérement, en vue de
I'étude deleur stabilité.

2. Chocs et approches. — Nous envisageons ici le cas ou ['un des minima des
distances mutuelles est nul.

Il peut arriver que la distance correspondante s’annule effectivement au
bout d’un temps fini; on se trouve en présence d’un choc.

Dans le cas contraire, la-distance, qui ne peut tendre vers zéro, s’en rapproche
de fagon arbitraire a certains instants, reprenant toujours par la suite des
valeurs supéricures 4 un nombre positif fixe. Nous dirons alors qu'il y a
approche.

Les mouvements avec choe binaire et les mouvements avec approche sont
des mouvements, sinon voisins, du moins complémentaires. Deux corps ne
tendant pas 'un vers 1'autre lorsque le temps croit indéfiniment, un choc dont
I’époque serait rejetée a I'infini prendrait laforme d’une approche. Nous verrons

(1) Ces mouvements se divisent en deux catégories : mouvements d'Euler, an cours desquels les
trois corps restent alignés; mouvements de Lagrange, au cours desquels ils forment un triangle
équilatéral.

() Bull. astron., t. I, p. 65. Antérieurement, mais dans un cas ol les masses ont des valeurs
relatives trés particulidres. Hiw (Amer. J. of Math., t. 1) avait déjd signalé une catégorie de
solutions périodiques.

(3) Y. Cuazy, Bull. Soc. muth. de France, t. 85, 1927, p. 222-268.

(%) Outre l'article du Journal de Mathématiques mentionné plus haut, voir notamment : Ann.
FEe. Norm., t. 39, 1922, p. 29-130; Bull. astron., t. 8, 1934, p. 403-436. Le premier de ces deux
Mémoires, dans Ies références (ui y seront faites désormais, sera désigné par (A).
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aussi que, dans une certaine classe de mouvements, les mouvements avec choc
présentent en général des approches. Cette parenté entre ces deux sortes de
mouvements nous obligera souvent, pourI’é¢tude des mouvements avec approche,
i envisager ceux avec choc. C’est pourquoi nous consacrons un premier cha-
pitre aux chocs. Nous démontrons ensuite 'existence effective des mouvements
avec approche parmiles mouvements correspondant aux deux principales classes
de conditions initiales.

Cette existence demande en effet 4 étre établie. Il est vrai que des approches
ont été obtenues dans un probléme voisin du probléme des trois corps, celui
d’un point matériel attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré de
la distance (*); elles se présentent alors, dans le cas des (rajectoires planes.
Mais on n’a pas encore signalé d’exemple de tels mouvements dans le probléme
des trois corps. En voici un :

Supposons que deux des trois corps aient des masses nulles; ils décrivent
chacun, par rapport au troisiéme, une orbite plane du second degré ; supposons
que ces orbites soient elliptiques, se coupent en un point A (sans étre
nécessairement dans un méme plan), et de plus soient décrites en des
périodes T et T' non commensurables. Le mouvement relatif des deux masses
nulles n’est alors pas périodique; les deux masses se choquent une fois au
plus; supposons, pour simplifier le raisonnement, qu’elles se choquent effecti-
vement. L’intervalle de temps, qui sépare les passages de 'une et de I’autre au
point A, est de la forme nT —n»'T’, n et »’ étant deux entiers. On sait que, T
et T’ étant incommensurables, on peut trouver deux entiers n et n’ tels que la
différence »n'T — n'T’ soit arbitrairement petite. Le mouvement relatif des deux
masses présente donc le phénoméne d’approche.

Cet exemple isolé ne permet pas de conclure quant a Pexistence d’approche
lorsque les masses des trois corps sont quelconques. Nous traiterons le cas

général, sous la réserve, toutefois, que nous supposons le vecteur des aires
difféerent de zéro.

3. Résultats obtenus. — Le Chapitre I est consacré aux chocs binaires dans le
probléme des trois corps. La trajectoire relative des corps entrant en collision
posséde un point de rebroussement de seconde espece en général; son plan
osculateur passe par la position du troisiéme corps & I'instant du choc. Les
éléments osculateurs relatifs a cette trajectoirc présentent certaines disconti-
nuités, mais leurs valeurs absolues sont stationnaires, a4 un degré assez élevé
par rapport au temps.

Envisageant ensuite les trajectoires avec choc dans leur ensemble, nous
précisons la signification et la portée des conditions de choc qu'a obtenues
M. Kiveliovitch; nous montrons que, de méme que les trajectoires avec choc

(1) AnDRADE, J. Ec. Polytech., 60¢ cahier, p. 55.
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satisfont & deux conditions, les trajectoires présentant plus d’un choc satisfont
a quatre conditions, et existent effectivement.

Les mouvements du probléme des trois corps, ainsi que nous le rappelons a
la fin du paragraphe 5, se divisent en déux grandes catégories : ceux pour
lesquels une distance mutuelle au moins tend vers I'infini avec le temps
(mouvements & allure binaire), et ceux pour lesquels les distances mutuelles
restent finies, ou reprennent des valeurs finies aprés tout laps de temps
(mouvements bornés et oscillants).

Dans le Chapitre II, nous recherchons ceux des mouvements a allure binaire
qui présentent une approche. Parmi les mouvements plans, nous montrons
d’abord comment on peut choisir des conditions initiales conduisant de fagon
certaine a une approche. Les mouvements avec approche non plans sont
ensuite mis en évidence; ils doivent satisfaire a trois conditions, les mouvements
plans a une seule.

L’allure finale des mouvements 2 allure binaire offre une certaine continuité,
et est beaucoup plus facile a étudier que celle des mouvements bornés ou
oscillants sur lesquels on sait trés peu de choses. C’est pourtant parmi ceux-ci
que se classent vraisemblablement les mouvements-des planétes. Tout progres
A ce sujet serait souhaitable. D’aprés le principal des rares résultats acquis dans
ce domaine, les trajectoires possedent la stabilité a la Poisson, sauf certaines
d’entre elles, dites exceptionnelles. Ces derniéres, dans l'espace ou 1l'on
représente habituellement les solutions des équations différentielles, — les
coordonnées y sont les conditions initiales relatives & chaque solution, —
ne peuvent remplir un volume de mesure non nulle. Nous démontrons, dans
le Chapitre III, qu’elles ne peuvent remplir aucun continuum fini et ferme,
quel que soit le nombre de ses dimensions.

Pour étudier les mouvements avec approche, nous sommes ici obligés
d’envisager deux cas, selon que les trajectoires avec choc sont en général des
trajectoires non exceptionnelles, ou selon qu’elles sont toutes exceptionnelles.
Il est extrémement probable que cette seconde hypothése n’est pas réalisée,
mais, en toute rigueur, il nous la faut formuler. Dans le premier cas, nous
voyons que toutes les trajectoires avec choc présentent des approches. Peut-étre
y a-t-il d’autres trajectoires avec approche; peut-étre méme, dans certaines
conditions, toutes les trajectoires en présentent. 1l ne semble pas qu’on puisse
actuellement répondre & ces questions.

Si le second cas se produisait, il y aurait aussi des trajectoires avec approche;
nous en mettons en effet encore en évidence, mais si peu nombreuses qu’elles
ne présentent guére d’intérét; ce résultat pourra toutefois étre considéré comme
satisfaisant, puisqu’il s’agit d'une hypothése qui n’est faite que pour le prin-
cipe, et dont il ne semble pas qu’il y ait lieu d’approfondir les conséquences.
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Nous sommes amenés, au cours du raisonnement, a étudier la disposition
des trajectoires au voisinage d’une trajectoire périodique. Une classification
sommaire des différents cas possibles montre que ce probléme n’est pas sans
analogie avec celui de la distribution des solutions d’une équation différen-
tielle du premier ordre au voisinage d’un point singulier (nceud, col, foyer ou
centre). Entre autres, nous envisageons une trajectoire périodique de laquelle
toutes les trajectoires voisines se tiennent a distance bornée inférieurement;
les trajectoires voisines ont une disposition assez caractéristique, et en parti-
culier restent bornées. Si une telle trajectoire existe parmi les trajectoires du
probleme des trois corps, il y a stabilité, au sens de Lagrange, pour toute
trajectoire correspondant a des conditions initiales convenablement choisies
entre certaines limites.

Les mouvements bornés et oscillants, qui sont les plus intéressants du fait
de leur existence réelle, se prétent mal aux cal’culs; leur étude nécessite la
formation d’hypothéses mal controlables; il serait cependant désirable qu’elle
soit poursuivie, et que les mouvements oscillants, qui présentent une certaine
analogie avec les mouvements avec approche, soient d’abord décelés. Mais le
probléme de la stabilité n’aura fait un progrés important que lorsqu’on saura
comment se classent, au moins de facon statistique, les trajectoires avec
approche et les trajectoires oscillantes parmi I'ensemble des trajectoires
envisagées.

Je tiens a exprimer ici ma respectueuse gratitude a M. Jean Chazy, qui m’a
suggéré d’entreprendre ce travail, et qui n’a cessé de me prodiguer conseils et
encouragements pendant sa préparation. Je dois aussi remercier M. Ernest
Esclangon qui, m’ayant introduit dans le domaine de I’Astronomie, y a guidé
mes premiers pas avec une bienveillante sollicitude.



CHAPITRE L
LES CHOCS.

4. Considérations générales. — Les trajectoires correspondant aux solutions
du probléme des trois corps n’ont été primitivement considérées que dans la
mesure ol elles contribuaient directement i I'étude des mouvements des corps
célestes. Les orbites de forte excentricité n’étaient pas envisagées; et le mouve-
ment newtonien rectiligne n’était qu'une curiosité mathématique. Au cours de
ce mouvement rectiligne, les deux corps, s’ils ne s’écartent pas 'un de I'autre
avec une vitesse excessive a I'instant initial, se rapprochent tot ou tard, puis se
rencontrent (collision ou choc). Le mouvement semble alers terminé; et il fut
longtemps regardé comme tel.

A la fin du xix® siécle, I'étude locale des trajectoires du probléme des trois
corps paraissant épuisée, on en vint & considérer les trajectoires dans leur
totalité et dans leur ensemble. Dans cet ensemble, on rencontra les trajectoires
avec choc; il fallut examiner dans quelle mesure elles se distinguaient des
autres trajectoires. La question, posée par Painlevé ('), fut abordée avec succes
par Levi-Civita, puis tranchée par M. Sundman. Ce dernier démontra que, dans
un mouvement ne comportant pas de choc triple, circonstance qui n'est a
craindre que dans un mouvement plan pour lequel la constante des aires est
nulle, les équations différentielles du probléme des trois corps définissent,
quel que soit le temps, un systéme de valeurs réelles et continues pour les
coordonnées.

Du point de vue analytique, il n’y a donc paslieu de considérer le mouvement
comme étant interrompu par un choc binaire. C’est un résultat qui se congoit
alsément : cbnsidérons, deux corps A et B seulement étant en présence, le
mouvement du point matériel B par rapport au point A; a I'instant initial z=o,
nous supposons fixés la position du point B, en B, ainsi que le support de la
vitesse de B, qui sera quelconque, mais distinct de la droite AB; faisons varier
la mesure V de cette vitesse sur son support orienté arbitrairement. Dans ces
différents mouvements, les trajectoires relatives de B sont des coniques (*) (ou
des portions de coniques); ce sont des ellipses si V ést, en valeur absolue,

) Legons sur la théorie analytique des équations différentielles, 1897, p. 582.
1) Faisant partie d’un faisceau linéaire tangentiel.

(
(
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inférieur a la valeur conduisant & un mouvement parabolique. V=10 donne un
mouvement rectiligne. Pour V> o, les trajectoires sont les mémes que pour
V < o, mais le sens de parcours est inversé. La projection P du point B sur la
droite AB, est animée d’un mouvement oscillatoire, dont les éléments varient
de fagon continue lorsque V passe des valeurs négatives aux valeurs positives;
ce mouvement se confond avec celui de B lorsque V est nul. Les équations
différentielles définissant le mouvement de B admettent ainsi une solution
périodique pour le mouvement rectiligne, qui, du point de vue analytique, se
prolonge au dela des rencontres de B avec A. Ces rencontres ont 'allure de
véritables chocs entre corps parfaitement élastiques.

Fig. 1.

St un choc a lieu en présence d’un troisiéme corps G n’y participant pas,
I'action de ee dernier sur les deux autres, qui est infiniment petite devant les
forces mises en jeu par A et B, peut étre considérée comme constante pendant
un court instant au moment du choc, et n’ayant d’influence que sur le mouve-
ment du centre de gravité de A et B, non sur leur mouvement relatif. La
rencontre conserve son allure de choc élastique, et le mouvement se poursuit.

Il n’en est pas de méme si le choc est triplé, les forces perturbatrices dues
a C sont de I'ordre de grandeur de celles développées entre A et B; en fait, le
prolongement analytique du mouvement n’est, en général, pas possible dans
ce cas.

Ainsi, les chocs binaires ne conduisent pas a un arrét du mouvement.
Cependant, les trajectoires présentent au voisinage de I'instant du choc certaines
particularités que nous allons tout d’abord mettre en évidence.

Nous dirons ensuite quelques mots des trajectoires comportant un ou
plusieurs chocs, trajectoires que nous serons par la suite amenés 2 envisager
parmi les trajectoires avec approche. La marche suivie ici sera celle que
M. Kiveliovitch introduit dans son Mémoire (') sur les points singuliers du

(%) Bull. astron., \. 7, 1931, p. 75-127. LU'introduction de ce Mémoire contient une bibliographie
assez compléte de la question des choes.



—9 —

probléme des trois corps. Nous aurons l'occasion d’utiliser certains de ses
résultats, et d’en discuter d’autres.

5. Notations. Représentation des mouvements du probléme des trois corps. —
Pour définir le mouvement des trois corps P, P et P/, nous utiliserons les deux
mouvements relatifs habituellement considérés, et les mouvements osculateurs
qui leur correspondent :

1° Le mouvement du point matériel P (de masse m,) par rapport au point P,
(de masse m,), que nous désignerons dans la suite sous la forme : mouve-
ment P/P,. z, y et z sont les coordonnées de P par rapport & P,, r désigne la
longueur P,P. Le mouvement osculateur correspondant est le mouvement d’un
point matériel soumis seulement, de la-part d’une masse de valeur m,+ m,
placée en P, a une attraction en raison inverse du carré de la distance. A
I'instant ¢, ce point aurait pour coordonnées x, y, 3, et pour vitesse, par rapport
dy ds

» 3= =

. dx
— .
a Py, un vecteur de composantes &' —= 7’ y'= vk i

2° Le mouvement du point matériel P’ (de masse mz,) par rapport au centre
de gravité G des deux autres masses, que nous désignerons sous la forme :
mouvement P’/G. &, v et { sont les coordonnées de P’ par rapport & G, o désigne
la longueur GP’. Le mouvement osculateur correspondant est le mouvement d’un
point matériel soumis seulement, dela partd’'une masse de valeur m, -+ m,—+ m,
placée en G, a une attraction en raison inverse du carré de la distance. A
I'instant ¢, ce point aurait pour coordonnées £, v, {, et pour vitesse, par rapport
2 G, un vecteur de composantes

SREE Y
Sil'on pose _
ny ny

=_—, Ay — ——————, M =m,+ m,+ mg,
ny -+~ N, my —+ Ny

les équations différentielles classiques du mouvement peuvent s’écrire :

—>
2P _ —— . —— s
1)) a’;zl’:_m,—ismzl?op___l,n3 __fi_u_}_i_;ﬂr Pob' + m, _13_ 13 P,
t g PyPr PP PP’ P,P
—
H ! N
L S ERE )
‘ B Bop PP’ Do’

Trois des quatre intégrales premiéres du systéme expriment que le vecteur

des aires,
>
(mat maymg (== dGP' ) num, (5 dPoP>
M (GP > dt my—+ Mo PDP dt ’

est un vecteur constant.

.
THESE JACQUES LEVY. 2
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Enfin, par la suite, nous serons amenés a désigner Jes longueurs P, P’ et PP’
parlet?.

Le mouvement est déterminé par six équations différentielles du second
ordre. Les trajectoires correspondantes sont définies par les 12 valeurs initiales
des variables, x,, Yo, 3¢, )y Yos Fus Eos Tlos Cos Sy Tas G- 11 st commode
d’associer a ces 12 valeurs le point de 'espace 4 12 dimensions les admettant
comme coordonnées. A un mouvement du probleme des trois corps correspond
ainsi une trajectoire (multiplicité & une dimension) dans I’espace a 12 dimen-
sions. M. Chazy a obtenu d’importants résultats (*) dans I’étude qualitative de
ces trajectoires. Rappelons-en quelques-uns :

Les trajectoires du probléme des trois corps divisent I’espace a 12 dimensions
en 5 régions, représentées symboliquement sur le schéma ci-dessous :

Fig. 2.

1° Dans la région intérieure I, sur chaque trajectoire, les trois distances
mutuelles sont soit bornées (trajectoires bornées), soit tantot bornées et tantot
(pour deux d’entre elles) infiniment grandes (trajectoires oscillantes).

2° Dans les autres régions, deux au moins des distances mutuelles aug-
mentent indéfiniment avec le temps, cependant que les éléments osculateurs
relatifs aux mouvements P/P, et P//G ont des limites. Nous dirons que les
mouvements correspondants sont & allure binaire. Pour ces mouvements,
I'allure finale est fonction continue des conditions initiales. Selon la nature des
mouvements osculateurs limites, les trajectoires sont :

hyperboliques-elliptiques (dans les régions HE);

paraboliques-elliptiques (PE) ou paraboliques-hyperboligues (PH) sur les surfaces
qui bornent les régions HE;

(1) Poir par exemple : Bull. astron., t. 8, 1934, p- 409.
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paraboliques sur la multiplicité 4 10 dimensions selon laquelle se rejoignent les
surfaces PE et PH; cette multiplicité est située sur la surface correspondant
aux trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives A est nulle;
hyperboliques a I'extérieur de la région PH.

Précisons que sont exclus de ces résultats les mouvements pour lesquels le
vecteur des aires est nul.

Etude qualitative des chocs binaires.

Une telle étude ne semble avoir d’application pratique que dans le cas ou
I'un des deux corps entrant en contact a une masse négligeable par rapport 4
I'autre. Aussi est-ce dans cette hypothése seulement, et plus particuliérement
dans celle du « probléme restreint », que la question a été traitée jusqu'ici ().
Malheureusement, le probléme restreint suggére I'utilisation d’axes de coor-
données qui masquent les propriétés intrinséques du choc; ces propriétés sont
au contraire décelées sans difficulté dans le probléeme général.

Nous étudierons ici la trajectoire relative de deux corps au voisinage d’un
choc, et les perturbations que ce choc introduit dans la variation des éléments
osculateurs relatifs & cette trajectoire.

6. Conditions initiales a l’instant du choc. — Les 12 conditions initiales a
fournir, &4 un instant donné, pour déterminer le mouvement, sont 12 éléments
quelconques permettant de calculer les 6 éléments de chacun des deux mouve-
ments osculateurs considérés habituellement : mouvement osculateur au
mouvement P/P,, mouvement osculateur au mouvement P’/G. Il suffit en
général de se donner les rayons vecteurs et les vecteurs vitesse relative des
deux mouyements relatifs P/P,, P'/G.

Il y a exception si, & I'instant initial, il se produit un choc entre deux corps,
P et P, par exemple; le second mouvement osculateur reste déterminé par les
valeurs initiales &,, v,, ,, &, v, {,; mais les valeurs initiales des 6 autres
coordonnées ne suffisent pas & définir le premier. Celui-ci (mouvement avec

—_—

F>° e ——————e A

Fig. 3.

choc dans le probléme des deux corps) est rectiligne. Si nous le supposons
elliptique, il est déterminé par la direction P,z de son support, et lalongueur 24
du segment de droite P, A décrit périodiquement, correspondant au grand axe

(1) Levi-Civita, Ann. i Muatematica, série III, t. 9, pp. 1-32; BeELORIZKY, J. Observateurs, t. 16,
1933, p. 109-211.
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de Vellipse du mouvement elliptique dont il est une dégénérescence. Pour ce
mouvement, nous avons les formules classiques (*) (formules du mouvement
elliptique écrites pour la valeur e =1 de ’excentricité);

n'ta’ = m, + m,,
w—sinw' = n't,

s5=—=a(x1— cosu').

Au voisinage de t=o0, z se développe en série entiére convergente par

rapport a ¢*, le début de ce développement étant :

s MU= My
T = —

2

/2
W= I

1oa

11 s==v 3t)3§+1’(3l)%'+ . avec
(I11) Y ?

v’ est ainsi un nombre positif indépendant des conditions initiales, A’ au
contraire un nombre dont le choix équivaut & celui de 2a.

M est ici négatif. Si le mouvement rectiligne est supposé hyperbolique, on
retrouve encore les équations (III'), mais le nombre a qui figure dans Pexpres-
sion de A’ est, cette fois, négatif, c’est-a-dire que A’ est positif. Si 2’ est nul
(donc @ infini), le mouvement osculateur correspondant est parabolique.

(Le nombre A\’ est en fait, 2 un coefficient positif prés, la constante des forces
vives relative au mouvement osculateur rectiligne envisagé.)

Ainsi, pour définir le mouvement des trois corps par ses conditions initiales
a l'instant ¢=o0 du choc, il faut fixer arbitrairement pour le mouvement
osculateur rectiligne :

1° Le support (et la direction) de ce mouvement ;
2° Le nombre A\’ qui figure dans les équations (III).

7. Etude géométrique de la trajectoire au voisinage du choc. — Nous allons
démontrer que la trajectoire P|P, présente en général un rebroussement de
seconde espéce en P, et que son plan osculateur en P passe par le point P ot se
trouve le trovsiéme corps P’ a U'tnstant du choc.

1° Plan osculateur en P, : Ce plan est la limite, lorsque P tend vers P, du
plan (Po, P, %)—>, qui, d’aprés les équations (I), est le méme que le plan
(P,, P, P').

ATinstant du choc, le plan osculgteur est donc défini par la tangente P, T a
la trajectoire de P, et le point P).

(1) n' étant le moyen mouvement et ' I’anomalie excentrique.
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2° Rebroussement : Le triedre de référence issu de P, sera choisi de telle
sorte que la tangente P, T soit I’axe des z, et que le plan osculateur (P, T, P’)

contienne I’axe des «.
LP(ac,y,zl

VA !
/ R P, /ﬁ, ¥
a

Fig. 5.

Fig. 4.

Projetons la trajectoire de P sur son plan osculateur en P, le plan P, 3.
Selon que la projection présente un rebroussement de premiére ou de seconde
espéce, la quantité xs'— z2’ garde un signe constant ou au contraire change

de signe au voisinage du choc.

15 x

Fig. 8. — zz'— zz' ne change pas de signe Fig. 7. — xz'— zz’ change de signe
(rebroussement de premiére espéce). (rebroussement de seconde espéce).

Calculons, 4 'aide des équations (1), la dérivée de 2z’ — z2':

25" — sx" = my{xf — 5E) - T ——I—i‘ ’
1S L 2%

Soient P, et P) les projections de P et P’ sur le plan 2P, z, et A I'angle de
leurs rayons vecteurs PP, et P P/,
a2l — 5 =PyP..P P, .sin. A;
cette quantité conserve un signe constant au moment du choc, sauf peut-étre
si A s’annule, auquel cas P est sur P,z (ce qui conduit 2 un mouvement plan).
est du signe de P, P’ — PP’ . Soit ® I'angle des vecteurs

I . I
PP PP’

— —
P,P et P,P;

P.,P’2 — PP — r{2pcosl — r).
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Comme ¢ n’est pas nul & P'instant du choc, cette quantité garde un signe
constant, sauf peut-étre si cos = o, c¢’est-a-dire si P P’ est perpendiculaire a
la tangente de rebroussement.

Ainsi, en général, la dérivée de 23’ — 32’ a un signe constant au voisinage
du choc; done zz’'— s, nul 4 'instant du choc, traverse la valeur zéro et
change de signe. Le rebroussement est de seconde espéce.

x P r

Fig. 8. Fig. g.

Il ne peut y avoir exception que si, a I'instant du choc, le troisieme corps est
sur la tangente de rebroussement ou dans une direction perpendiculaire 2
celle-ci. On pourrait voir, en poursuivant le raisonnement, que le premier
seulement de ces deux cas conduit & un rebroussement de premitre espéce;
ce résultat sera obtenu plus simplement par la voie analytique.

Au moment du choc, la trajectoire P//G posscde la propriété suivante (*) :
son plan osculateur est le plan des aires (plan perpendiculaire au vecteur des
aires) issu de G. '

| W edE
Son plan osculateur est en effet déterminé par les vecteurs % et th——,

les équations (II) montrent qu’a l'instant du choc (P,P=0), ce dernier

vecteur se réduit au produit d’un scalaire par GI'. D'autre part, le vecteur des
aires est une combinaison linéaire des vecteurs des aires relatifs aux deux mou-
vements osculateurs; le premier de ceux-ci, mouvement P/P,, est rectiligne,
son vecteur des aires est nul; le vecteur des aires adonc le méme support que le
vecteur des aires du second mouvement osculateur, mouvement P’/G; et le plan

=
. , L - = d GP/
des aires est le plan de ce mouvement, c’est-k-dire le plan <GP’, —d;) Nous

avons vu que ces deux vecteurs déterminent le plan osculateur a la trajec-
toire P'/G, confondu par suite avec le plan des aires issu de G.

Cette propriété n’est malheureusement pas caractéristique du choc P,P. On
démontre facilement que, si elle se trouve réalisée, au cours d’'un mouvement
non plan, & un instant ou il ne se produit pas de choc, c¢’est qu'a cet instant le

P,

dt

. s d 5%
premier mouvement osculateur est rectiligne < a méme support que P, P) )

(1) (A), p. 127.
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et que de plus P,P’—=PP’. Les mouvements présentant cette derniére
circonstance sont d’ailleurs aussi nombreux que ceux avec choc, dépendant
comme eux de dix parameétres.

8. Etude analytique de la trajectoire au voisinage du choc. — Rappelons les
équations différentielles du mouvement :

” &€ [ Uy . 1 I
x:_(m1+m"-’)_.—'m3x gt —— |+ Mg 3 I
(1) ! P, P’ PP’ Pp’ P, P’

et deux autres équations analogues en y" et 3"

‘Q __M R, 6 +a1a,Mx ____,;,_._i__, *
(2) | PP P07 PP PP

et deux équations analogues en n" et {’.

Nous avons posé dans ces équations

r="P,P, p=P,P,
m, m,
Uy = ———— Uy === ——————y
my - ny my -+ Mms

M =m,+ m,=+ mj.

Fig. 10.

G est le centre de gravité des masses m, et m, des points matériels P et P. =, y,
. ——> ——> .
z, £, 1, { sont les composantes des vecteurs P,P et GP’. Nous appellerons
——> —>
I'angle des vecteurs P P et P P,
M. Sundman (') a démontré quau voisinage du choc, les six coordon-
nées x, y, 3, & 1, { sont deveIOppables en série entiere convergente par

rapport a la variable £ Le début des développements de £, v, { a été donné
par M. Chazy (*) :

10
i=£o+'&'ol+z°t ol z"]

(1) Aecta mathematica, t. 36, p. 140.

(*) (A), p- 127.
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i0

« étant un nombre dépendant des conditions initiales, et [t" ]représentantune
4 . .
série entitre, convergente en t', dont le prenier terme est au moins de
d , 10 .
egre -5~ par rapport a L.

Régularisons le mouvement, au voisinage du choc, 4 'aide du changement
de variable défini par

d’ou
dt = udu.

On sait que r=P,P est un infiniment petit de l'ordre u* et que la
trajectoire P/P, posséde une tangente en P. Choisissons cette tangente comme
axe des z, le plan P,z passant par la position P, de P’ 4 I'instant du choc;
donc v, = o. Dans ces conditions

x=[ud|, y=|lud, z=yul+|u],

Fig. 11,

v étant positif, (ce qui conduit 2 une orientation convenable de ’axe P 3).

6

v Il'n "
E=F+E, £} + £

o yg T«

et deux développements analogues pour v et {.
Ces relations entrainent pour

I'expression

r:z(1+[zt2j>.
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Développements de xz et v :

Dans les équations (1)

" X n 0, . 1 I
L=y my) — — = -~ -+ 57 - — = s
r P, P’ rr’’ “\ pp’ P, pr
le terme —m,x ( Y+ 2 Yest un infiniment petit équivaient a —m;,—-,
PP PP P
: 1 r cosm0
etletermem, & - — estuninfiniment petit équivalent a3 m, ¢,
PP PP o

du moins si w,, valeur de w & 'instant du choc, est différent de ;—, et&, non nul.
1° Supposons w, = - -
19y oF

Développement de . — a. £,=+ 0. Comme z est infiniment petit devant 7,

7EyCos v,

"+ (m, + my) “’;E- est équivalent & 3m, , d’ordre 2 en wu.

0
Substituant a 2 le développement a coefficients indéterminés au”+. .., on

trouve :
104
140,

r==aut—+. .. avec o =— Ep 0SB, .

b. Ey==o0. P, est alors sur P,s. Le mouvement est plan, et son plan est
défini par P,z et le vecteur vitesse de P’ a I'instant initial. Ce plan sera aussi
celui des yz, (§,==0); £ et = sont alors constamment nuls.

Développement de y. — Le calcul fait pour  montre que, pour y, 'ordre ne
peut étre inférieur a 8. Par suite :

. , 3 . . .
a. 1,5~ o. Dans ce cas, I’expression y” + (m, + m.,) ;o estun infiniment petit

équivalent & m, ), '—?—“ u®, d’ordre 5 en «. Substituant a y le développement

0
a coefficients indéterminés Su"—+ ..., on trouve

iy f
=Y =
oS

y=pu"+... avec {3-— oS W,.

b. n,=o. Le mouvement a lieu enti¢rement dans le plan zP,5. y et v sont
constamment nuls.

Un dernier cas reste 2 examiner pour et y, celui ol &, &,, et 1, sont nuls.
Le mouvement est alors rectiligne, &, v, z, y sont identiquement nuls.

THESE JACQUES LEVY. 3
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T
2° Supposons w, == -

2

;- Comme, ici,

. N . . I
Reprenons alors le calcul de Iinfiniment petit — —
SN
o, est nul, & et v sont d’ordres supérieurs aux ordres trouvés précédemment.
Done

vz, Emtiy+ B o o [u),
u3
P ;l Il"’|, P {n=mun, g +[u"’]_
- 1 u:
e Rk g::uv-3»-+[uﬂ|

P, P — PP, équivalent a PP PPT est done égal h =L +[u?]

o B 6 L, pr o estdoneegala = '
.. 1 1 o o YU 5 . X .
Ainsi, e i 50—_0—,; —+ | u® |. Devant cette expression, les termes

des seconds membres des équations (1) qui contiennent x ou y sont
négligeables, d’ou

P ‘ a 3 . vur ,
U= (my mz);::~—;‘m3\’10 1:055 +lll' I,
201
" J ! » R §
R —}-(’nl‘*"777«2)”—_x = - '?“”lu'f/o Jco.s —|--lll J

Comme précédemment, on substitue & x et a4 y des développements a
coefficients indéterminés et ’on trouve

m; &o
r=autl—4. .. avec AT = g v
-7 48 i ng 18 2
- my Ny
vz Butt. .. avec (== - —— 21
. ﬁ ! ‘),6!* 4 !£“|,

Ces développements ne sont pas valables : soit si £,= o (mais ce cas, qui
correspond au choc triple, ne se présente pas ici); soit sin, = o, le mouvement
est alors situé dans le plan 2P, 3, et y et v sont constamment nuls.

[DEVELOPPEMENT DR .

Nous avons vu que 3=yu’+.... Par suite, d’aprés les équations (1),

" (my + my) ;—J est un infiniment petil d’ordre au moins égal a 2.
Or

rt=a?+ y*+ z?, donc rr—gi=|u't| et :;::::—*—[u”].



Par suite,
3 1
Fm—_?}—r-[ll‘].
Alinst
. - . mym, .
s+ m.,)’_—'_):z - —— + (]

my —+ my
_l__i:O ont

S

~

[’équation différentielle déterminant = et I'équation 5"+
en conséquence des solutions dont les développements coincident jusqu’aux
termes en «'*. Nous avons déja développé la seconde de ces solutions au

paragraphe 6; donc, ici encore,
(T Ay
L
ST=vutiA- hutel- avec < i
A e
A o —ty
1oa

a ayant la méme interprétation qu’au paragraphe 6.
Ces résultats (') sont groupés dans le tableau figurant au paragraphe 10.
Y. Eléments osculateurs. — Nous n’envisageons que le cas du mouvement

dans U'espace, [, étant différent de zéro. Les différents cas particaliers (cas
Jo=0, cas du mouvement plan), donnant lieu a des formules analogues.

(") Daus le cas particulicr du probléme restreint (le mouvement P'/Po est circulaire uniforme, I a
nne masse nulle), M. BELorizky (J. des Observateurs, t. 16, 1933, p. 196) avait oblenu, au voisinage

d’un choe Py P, les résultats suivaots
(1a trajectoire do P étant rapportée & des axes mobiles, d'origine Pg, Py X passant par P, 'y Z Ctant
; Pautre part, « étant un infiniment pelit du

B}

perpendiculairc au plan fixe ot se meuvent Py el I

méme ordre que celui que nous utilisons),
d «'0 prés, le moment de la vilesse de I par capport & Py X est égal a ZX;

& o7 pros, la distance de Py Y an vecteur vilesse de P est nulle;

a w5 pres, la trajectoire est recliligne.

Vig. .

Ces résultats peavent se retrouver aisément en écevivant, par un changement e coordonndes, les
développements en « de X, Y, 7, & 'aide des valeurs gue nous avons obtenues pour a, » et 5. Mais
le choc binaire ne présente absolument aucune particularité dans le cas du probléme restreint.



En fonction de la variable
sulvants :

r=ou® +...,

y=PBu'+.. ..

T ==

N8 Gl S SN

20

L
3

u=(3t)’,

ms

les développements sont alors

208,

r =17V
14t opg

’
__my ke

-
v

B

T go !

Y

'

b

Py
my -+ nm, R a2
—y .

2 102

les

Le calcul classique (') des six éléments osculateurs a, ¢, 7, 0, @, [, relatifs
au mouvement P/ P, conduit aux résultats suivants :

. Ooy
| s S — T— 7 L S
7 (my +4- ma)
36
gb=" S+,
g > 2 >
. B« .
COSI_':TT: .——I—ill ~+...
2 §
sin (@ —0)=—1-+...,
1% u 6
cos( —0)=7 — b
o fud
sinisinf)  est du signe de — [y,
. . u
sinicost est du signe de — w(—ﬁt_]'

Il en résulte que 'on a

i =F_8 o
T2 2y |af
6_—§§-u3+.
2 o
:Tc+i§-u3+
2

w——O::-—E—%—TJa—I

2 Y

S
;L

si « est de signe contraire i o,

si « est du signe de «;

Il reste a étudier les éléments a et /,. Les formules classiques de Lagrange,
modifiées et mises sous forme vectorielle (*), nous donnent ici les équations

da 2 Zx
@ = mal Y
dl,— do 2

dt na®

> > ——> _— —_—
= ——-—F.(P‘,P-gt.V)——\x—e“c—g+2\/1—eﬁsin’L— ==

db
2 dt

(1) Voir par exemple Ti8sEKAND, Mécunique céleste, t. 1, p. 119.

(*) J. Cnazy, Bull. astron., 2° série, t. 11, p. 371.
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dans lesquelles on a posé

—_—
- PP ——> I 1
F—-—(m1+m3) [—— .P_Pls +P0P’(_F—]D’J _I)DP/J)]’

—
> dP,P
dar

1° D’aprés les développements formés pour @ et 6, on voit que les deux

. , . dly— d ) .
derniers termes de 'expression de -ﬁ—d—l—f sont d’ordre 8 en u. Le troisiéme,

> — >
au contraire, est d’ordre 7, car les composantes de F et de (POP——t.V> sont
respectivement

e], [us), my A My

o yur(2¢; —53) et fut], fut'}l, —5iut+...
d’ou
diy—ds _ (my+ m,)* 20 —El .
dt — 2na H
n*a’ u®
lh— = e (B2 — 2y L L.
o 293 ( 0 o) 9
2!)
d[l-__ 23 4'\(. ° »2 [P —_— /o8 ,2§§—E§ ut
d_t-n_%i??,—(zt'°_c“)u+" . d’on a—(a)o+4ya——Pg——4—+....
10. Résultats. — Les données sont les conditions initiales &,, 1, = o, {,, &,,

1y, 5y3 1a direction de I’axe des z et la valeur de a. Elles permettent de calculer
0g = VE+17, a, B, Y, %, ainsi que n (car n?a’ = m, + m,).

N , . . 3 » . . ,
La variable u est définie par la relation = %, Porigine des temps étant
I"instant du choc (")

1
. my - my \* . 2
s=yutl4Aut+. ou T:(-—’——;—?> , .

(*) Au voisinage du choc, « est un infiniment petit du méme ordre que ’anomalie excentrique u’
(relative au mouvement P/Py), et que la variable »* de Sundman (définie par dt = r du'); de fagon

. . P 2y 1
plus préeise, u’ et »" sont respectivement équivalents a Suet-u
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Nous avons retrouvé les résultats énoncés précédemment : e plan
osculateur, a I'instant du choe, a la trajectoire P/P,, passe par P); cette
trajectoire présente un point de rebroussement de seconde espéce, a ’exception
du cas ou P; est placé sur la tangente de rebroussement, et alors ce dernier
est de premiére espéce.

Dans le cas général (le mouvement ayant lieu dans I’espace et {, n’etant pas
nul), les éléments osculateurs ont les développements suivants, les valeurs
&l of 7 ., Mol

. \ m
des coefficients « et § étant —* v == N
Ly Po 90 Po
18a?
1—et= —— ut .. 0
ay
= 9
{ = - — - —_—
2 ay |«
3 . 3 . .
f _:—éu’—i— si ot << o, 0:7’—0———Eu3+... 81 ot >0;
2 o 2 o
T lO!t u
B=10— R Rervanls v A SRR
2 v u|
my - my' A
h—=—w+ ,1_4_4_5__.353_9,(’5)4 s
209 9

SClz 2 Q
a =(a),+ YT&<%5-£5)1¢‘+~
1]

Tous ces résultats sont valables pour un choc elliptique, hyperbolique, ou
parabolique, selon que 'on donne a a une valeur positive, négative, ou infinie
(ou & A une valeur négative, positive, ou nulle). 1l y a toutefois une exception,
c’est évident, pour la valeur de a, dans le cas du choc parabolique.

Sur les formules donnant-les développements des éléments osculateurs, on
voit que 1— e* est un infiniment petit d’ordre trés élevé en u, que ¢, || et |/,
passent par la valeur g, ces quatre quantités ayant effectivement un maximum

ou un minimum au moment du choc, en méme temps d’ailleurs que change le
sens de l'orientation dans le plan osculateur (le demi-axe P,z change de coté
par rapport au plan xP,y).

- D’autre part, 1—e?, T—:——i, a—(a), sont des infiniment petits d’ordre

supérieur 4 1; 0, w et /, sont au contraire d’ordre 1, mais les différences & — 6
et [, — o sont d’ordre 2 et 3 au minimum.
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Disposition de Uellipse osculatrice au mouvement P[P,.

(Cas a > o, c’est-d-dire £,{, > 0.)

Fig. 18. Fig. 19.

(Le triedre P XYZ est le triédre auquel est habituellement rapporté le
mouvement osculateur au mouvement P/P,.)

Trajectoires avec choc.

i1. Régularisation du mouvement. — Nous avons vu qu’au voisinage d’un
choc binaire, les ¢léments osculateurs correspondant & la trajectoire relative
des deax corps entrant en collision ne cessent d’étre définis. Il est vrai qu’ils
ne sont pas tous continus & 'instant du choc, mais il serait aisé de substituer

a ceux qui ne le sont pas des éléments continus (par exemple, ‘E — Gl, ls— 81,

iy —w |>, liés comme eux de facon intrinséque 2 la trajectoire.

Cependant, le choix de ces quantités comme nouvelles variables n’empé-
cherait pas le choe d’étre une circonstance remarquable dans la solution du
nouveau systeme différentiel. Pour s’en rendre compte, il suffit d’examiner le
tableau des développements des éléments osculateurs en fonction delavariable u.

Il y aurait un grand intérét & définir, si la chose est possible, des variables
que le choc n’affecterait d’aucune perturbation. On pourrait alors, du point de
vue analytique, considérer les chocs binaires comme des singularités artifi-
cielles, introduites par un choix malheureux des coordonnées. Bien des
raisonnements seraient simplifiés; en particulier, nous ne serions pas obligés
d’envisager un moment, comme nous le ferons au Chapitre IIl, que toutes les
trajectoires avec choc sont exceptionnelles (au sens auquel on entend ce terme
dans I’énoncé du principe ergodique).

Cependant, un tel choix de variables n’a pu étre réalisé jusqu'ici. On s’est
borné a régulariser le systéme des équations différentielles. M. Levi-Civita (),

(1) Acta mathematica, t. 42, 1918, p. 99-143.
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partant du systéme canonique (') considéré habituellement, substitue au
vecteur (p;), correspondant a la vitesse de P/P,, le vecteur (I—i:w,); il
détermine alors les variables &; 4 substituer aux coordonnées z, y, z, de telle
facon que le systéme conserve sa forme canonique. Il suffit pour cela que

(A) 2zidpi— 2% dwy= 0.
Comme, au voisinage du choc (z = o), p; est un infiniment grand de I'ordre
de{é, w; est de 'ordre de u; d’autre part, x; est de I'ordre de u?. Ainsi, dw,

et x;dp; sont de Pordre de du. De 1'égalitée (A), il ressort que les trois
variables %, sont finies et non nulles simultanément.
Un choc se traduit donc, avec les nouvelles coordonnées, par la condition

0 = )y == O3 2T ()

12. Conditions de choc. — C’est cette propriété qui est utilisée par
M. Kiveliovitch (*) lorsqu’il forme les conditions de choc : les variables prenant
les valeurs &}, of, z.’, p;° 2 I'instant du choc et &, w;, &, p, 4 un instant voisin u,

le systéme étant régulier, on a
o= 0, + uQ;(§;, wi, xp, pi, ),

Q; étant une fonction réguliére de ses 13 variables.
Du fait que w; est nul, on obtient les trois relations

(B) 0, == u.Q{(E,, 'Z'Ily P:» “’)9
les trois fonctions Q; étant réguliéres. .

« En éliminant u.entre ces trois relations, dit M. Kiveliovitch (*), on trouve
les deux conditions cherchées entre les valeurs initiales pour I’existence d’un
choc binaire, si 'on pose que les &;, w;, @ et p; sont les valeurs initiales
quelconques pour I’'instant « quelconque. »

Ajoutons que, ces deux conditions étant réalisées, les trois relations
ci-dessus admettent, en u, une solution commune u, et que le choc se produit

(*) Ce systéme, considéré depuis Jacobi, comprend comme variables les coordonnées relatives x;
et x; de P par rapport a Py, ot de P" par rapport a G, ainsi que les composantes p; et p; des vecteurs
obtenus en faisant le produit des vecteurs vitesse relative correspondant a ces deux mouvements,
par les scalaires Ny o (my -+ me)my

my -+~ me my =+ Ma = 1y

(2) Sur les points singuliers du probléme des trois corps (Bull. astron., \. 7, 1931, p. 82). Nous
avons conservé les notations de ce Mémoire. La variable « qui y figure n’est pas identique a la nétre;
c’est celle employée par M. Sundman et définie par la relation d¢ = r du; mais les deux variables
(voir plus haut, § 10, en note) sont deux infiniment petits du méme ordre au voisinage du choc.

(®) Loc. cit., p. 83.

THESE JACQUES LEVY.
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a Yinstant u = o & la condition senlement gu’a V'instant oh les variables ont les
valeurs initiales envisagées w,, £, &', p,, on donne & u la valeur u,.
Les relations (B) peuvent encore s’écrire (*) :

(C, 'J)l:A£[+ B.T;—'— Cplg-

A, B, Creprésentant des séries entiéres en u, convergentes si u est assez petit,
et dont les coefficients sont des fonctions de &, 2/, p;, symétriques par rapport
aux indices 1, 2 et 3.

Ce résultat n’est pas une propriété particuliére a nos équations et rencontrée
par hasard au cours du calcul; elle est trés générale et tient uniquement an
fait que le probleme dont nous nous occupons peut se traduire géométri-
quement, abstraction faite d’axes de coordonnées. En démontrant cela, nous
constaterons que les relations (C) ne sont pas toujours vérifiées, ce qui n’appa-
raissait pas sur la démonstration originale.

S >

. . .. Z 2o
Considérons quatrc vecteurs variables, d’origine commune, T, U, V, W.
Supposons que I'on ait & envisager une relation entre ces vecteurs et un para-
. i , < . v oW ~
métre scalaire ¢ telle que T soit déterminé par le choix de U, V, W, ¢. Cette

: A3 W P
relation, f(l‘, L,V, W, v) = 0, peut aussi s’écrire :
N e
T=o(U,V, W, ).

: > = , , >
Si les vecteurs U, V, W forment un triédre, on peut décomposer o sur leurs
supports; la relation devient

> > > —>
T=pFU+yV+JOW,

. A i e
les scalaires 3, v, ¢ étant fonctions de ', V', W et de ¢.

Choisissons alors des axes de référence, sur lesquels 17, V, W ont respecti-
vement pour composantes b,, b,, by; ¢y, ¢, €33 d,, d, dy. Les scalaires B, 7, ¢
sont fonctions : de ¢; de by, b,, b, de fagon symétrique par rapport aux indices;
dans les mémes conditions, de c,, ¢, ¢;, et de d,, d, d;.

Appliquons cela au probleme des trois corps.

Premier cas. — Les variables sont les coordonnées relatives au systéme de

ool e . .
référence de Jacobi. T, U, V, W et ¢ deviennent respectivement les vecteurs de
composantes z, y, 33 &', ¥, 53 5, v, (G &, v/, Ty et le temps.
Le systéme des équations différentielles définissant le mouvement peut

s’écrire sous forme vectorielle (sans axes de coordonnées); par suite, si ¢ est

(1) Laoc. cit., p. 85.
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I'instant initial et = un instant quelconque, on a
— 3> > > >
Ty 2= 7T, 0.V, W, 1 — ).
> > > - ) LY I
T, U, V, W étant les quatre vecteurs correspondant & 'instant initial .
" . \ e ) . . g N
Ecrivons qu’il y a choc a I'instant = =o0, c’est-a-dire que le vecteur T(o)
est nul :
>l > > >
77,0,3, W, 1) =o.
. L R . - > =>
En vertu de ce qui précéde, cette relation, si les vecteurs U, V, W forment
un vrai triédre, peut s’écrire
> > > >
T=pU+ vV + dW;
ou encore '
@ =B + vy, + o/,
y =8y 40+ o,

B, v, & étant fonctions :

de ¢,

de a7, »'. z’ svus forme symétrique,
de E.n ¢ »

de ¥, 0/, ¢ »

a. I’expression des fonctions 3, y, ¢ étant supposée connue, si, a 'instant ¢

> > =

fixé, on se donne trois vecteurs U, V, W formant un vrai triédre, les valeurs
de , ¥, 5 conduisant a un choc sont connues.

b. Si 'on envisage un mouvement donnant un choc 4 'instant ¢ =0, ou 'on
connaisse les valeurs, & 'instant ¢, de @, y, ..., on peut calculer les valeurs

N > TR s .
de {3, v, ¢ a l'instant ¢ (pourvu que t, V, W forment un vrai trledre). Mais
les 12 coordonnées n’étant pas développables en sévie entiére par rapport a ¢
pR

(ni d’ailleurs par rapport 2 t‘), les fonctions {3, v, ¢ ne sont pas non plus
développables.

Deuziéme cas. — Utilisons les variables de Levi-Civita; le systéme est
régularisé au voisinage du choc. On a, comme dans le premier cas,
0= 35+ v, + 5]7},

B, 1, ¢ étant fonctions

de u,

de &; avec symeétrie par rapport aux indices,
de 2, » »

de ]): » »

Mais, ici, les 12 eoordonnées w,, %, 2, p, sont développables en série entiére
par rapport & u, les fonctions 3, v, 4 le sont aussi.
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Nous avons retrouvé les relations (() et leurs propriétés, sans écrire les
équations différentielles du mouvement. Nous voyons de plus que ces résultats

. , . LT Y W Ny
subissent un cas d’exception, celui ou U, V, W ne forment pas un vrai triédre;
c’est qu’'alors, a 'instant ¢, la vitesse de PP, est dansle plan (GP’, vitesse de P’).

La décomposition du vecteur T nest plus possible. D’ailleurs le calcul donnerait
ici pour B, v, ¢ des valeurs infinies. Les développements, par rapport i u,
de B, v, 2 ne sont pas convergents. Or ce cas n’est pas exceptionnel; il se
produit, sur chaque mouvement, pour certaines valeurs de ¢.

Fig. 20

Ajoutons qu’il est indispensable d’adjoindre cette précision aux relations (C);
ces derniéres seraient autrement la source d'un certain nombre de résultats
_— ——
faux dont voici le plus simple : si les trois vecteurs GP’, vitesse P'/G,
———— —_—
vitesse P/P, sont coplanaires, les relations (C) expriment que le vecteur P,P
I’est avec eux, et que par suite le mouvement est plan. Or, en fait, trois de ces
quatre vecteurs deviennent coplanaires au cours des mouvements non plans
avec choc aussi bien qu’au cours des mouvements quelconques; la circons-
tance se présente en particulier de facon certaine au cours des mouvements
périodiques non plans avec choc.

13. Mouvements avec plusieurs chocs. — Les relations (C)
w,= AZ,+ Bz, + C]’:

permettent de former, de fagon aussi théorique que dans le cas d’un choc
unique, les conditions pour que le mouvement admette deux chocs : il suffit
que les trois équations admettent deux solutions communes en u, de valeurs u,
et u,; supposons que ce soit le cas.

Si les trois vecteurs (£,), (), (p,) ne sont pas coplanaires, les nombres A,
B, C sont déterminés, et de fagcon unique, dés que le sont les conditions
initiales. Tl est par suite nécessaire qu’'un seul systéme de valeurs pour A, B, C
corresponde aux racines u, et u, dont nous avons supposé l'existence; cette
condition est évidemment suffisante pour qu’il y ait deux chocs.

A.(U1) A(llg).
(D) B(uy) =B(u),
Cluy) ==C(u,).

\
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Eliminons u, et u, entre ces 3 relations, nous obtenons une seule condition :
L%, 2, piy=o.
‘f -7 I3} [I)

Choisissons des nombres %, «, p, satisfaisant 4 cette derniére relation. Les
equations (D) déterminent deux nombres distincts, u, et u,, et un systéme
unique de valeurs pour A, B, C. Par les équations (C), on calcule les valeurs
initiales qu’on devra donner aux w, pour que le mouvement correspondant
présente deux chocs.

A la facon dont ils ont été obtenus, on voit que les mouvements comportant
deux chocs dépendent de 8 paramétres.

Les mouvements plans comportant deux chocs doivent satisfaire a 2 condi-
tions, qu'on obtiendrait en éliminant «, et u, entre les quatre équations que
constituent les relations (C) écrites pour les valeurs u, et u, de la variable.
Comme ci-dessus, on reconstitue aisément la marche a suivre pour calculer, a
partir du choix arbitraire dc 6 des 8 conditions initiales, les valeurs des
2 autres conduisant 4 deux chocs au cours du mouvement.

Pour qu'un mouvement dans I'espace présente n chocs, il faut et il suffit que,
«, 3, v désignant trois nombres fixes, les équations

A(u)_ot,
(E) ! B(u)=p.
Clu)=

aient n racines communes en u; les conditions sont des relations entre les
variables figurant dans A, B, C (c’est-a-dire £, x, p.), et les paramétres
arbitraires «, 83, .

Ces conditions disparaissent si B et C sont identiquement nuls, ce qu
caractérise les mouvements isocéles avec plan de symétrie (P, et P ayant des
masses égales et P’ se déplacant dans leur plan médiateur), qui peuvent effec-
tivement présenter une infinité de chocs. Ont aussi une infinité de chocs les
trajectoires périodiques qui en ont un; pour celles-ci, la présence d’une solution
commune aux équations (E) en entraine une infinité. S’il n’est pas certain que n
est infini dans d’antres mouvements, ’existence de mouvements pour lesquels
n est supérieur 2 1 a par contre été établie plus haut (*).

(1) Ce résultat est en désaccord avec celui qu'avait obtenu M. Kiveliovitch (loc. cit., p. 89).



CHAPITRE Il
APPROCHES DANS LES MOUVEMENTS A ALLLRE BINAIRE.

Nous allons déterminer par ses conditions initiales un mouvement plan, de
la région hyperbolique-elliptique, donnant lieu & une approche. Nous exami-
nerons ensuite I’ensemble des mouvements avec approche de cette région (les

régions hyperbolique et parabolique-hyperbolique ne peuvent visiblement pas
conduire i des approches).

14. Equations relatives au mouvement envisagé. — Dans ce paragraphe
comme dans les trois suivants, nous nous limitons au cas des trajectoires planes
pour lesquelles la eonstante des forces vives (énergie cinétique moins énergie
potentielle) est positive et qui sont hyperboliques-elliptiques.

Avec les notations définies au paragraphe 5, les équations différentielles du
mouvement plan s’écrivent, en posant [ =P,P, /=P P :

d*x __ (my+m,)x a, ty WA 1
aE =T T et | i )
(l) dzJ L (I)l]+ mz)). a‘ . I 1
7 s nes )y il -+ I +man| 57 — )i
Az Lfan o« 1 I
(2) @ = M (o )+ et (= )
2 ¢
d'n a a, 1 1
'-_—({[3 -— —M/,(,—,i+—[—;>+a,a,M‘) ([»H /‘)

D’autre part, si I'on pose

Nty == 11,
\:.v”—k)"—'),-———,.—-, p=xy — o,

a. 2 ' - o
325’2+n"‘—2M<7} + “[f>, q=73n"—mn3,

les intégrales des forces vives et des aires s’écrivent :

mym, My~ m,) m; .
(3) A+ (e :) B=2/ (h constante des forces vives),
ney —+ m, M
Ny 1 My =+ Ny ) Mg N N .
(4) L )+ (s ) =7 (7 constante des aires ).
my -+ ms M
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Enfin, nous utilisons le moment d’inertie 1 des trois corps par rapport au
centre de gravité commun

) ey,

(#g =+ ms)m;,
= 5% - r?
M ? my—+ nty

(5) | =

et nous considérons, avec M. Chazy, la plus grande des trois distances
mutuelles, R; A étant positif, ces deux quantités sont liées ('), pour ¢ positif,
par 'inégalité

M (L 2/he%)
-— i),
Smom, "

(6) R? >
sous la condition :
(7) I, >o0

T - " dl , | C
([.,, [, désignant les valeurs des quantités I ct -, & l'instant initial 1= ())-

15. Conditions caraétéristiques du mouvement avec approche. — Nous allons
chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que, dans le plan, la
constante des forces vives étant positive, il y ait approche entre les points P
etP,.

1° Conditions nécessaires : On sait () que, A étant positif, les douze éléments
des deux mouvements osculateurs ont chacun, en général, une limité, lorsque
le temps croit indéfiniment. En particulier, pour le mouvement osculateur
correspondant au mouvement P/P,, le demi-grand axe a et I'excentricité ¢ ont
certainement une limite; en effet (*)

ny =+ N My~ |

8 _— =" T = | = A

(8) P 4 2 - CA

(9) et ()" — yx' )2 A — PA ,
9 - (m o+ me)t (i my)?

ces formules étant valables dans tous les cas (que le mouvement osculateur soit
elliptique, parabolique ou hyperbolique).

(1) (Cest 1a un résultat obteau par M. Chazy el iégerement modific : dans (A p. 4o, Péqua-
tion (15) I > 24 peut étre remplacée par [>'lg+ 2422, ainsi que cela se voit en considérant
Péquation (13). Il en résulte que, a P'inégalité

b M
(15) R‘> mllll N
se substitue I'inégalité :
M

R2>
7 E¥mym,

(To =+ 2h¢2),

(%) (A), p. 3o.
(3) Cf. Tisserano, Traité de Mécanique céleste, t. 1, pp. 116 et suiv.
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Les quantités A et p tendent vers des limites finies (') A, et p,. Doncaete
ont des limites, a, ete,.

Pour qu'il y ait possibilité d’approche, il faut d’abord que la distance P,P
n’augmente pas indéfiniment avec le temps, ce qui serait le cas sile mouvement
osculateur limite était hyperbolique ou parabolique, c’est-a-dire si A, était
positif ou nul. D’ott une premiére condition

(1 A, <o.

Cette condition étant supposce réalisée, I’équation (9) montre que 1 —e, est
positif ou nul. Si 1—e, est positif, la longueur P P, a la limite, peut étre
considérée comnie le rayon vecteur d'une ellipse ayant a, pour demi-grand axe
et e, pour excentricité, et ainsi cette longueur oscille entre les valeurs extrémes
positives a,(1 —e,) et a,(1+ e,). ll ne peut doncy avoir d’approche dans ce cas.

Par suite, il est nécessaire que 1 — e, soit nul; ou, en vertu de ’équation (g),

(1) p1=o.

2¢ Les conditions (1) et (I1) sont-elles suffisantes?

a. Si elles sont vérifiées, la distance périhélie, de valeur a(1—e), tend
vers zéro lorsque le temps croit indéfiniment; en effet, a, n’est pas infini,
et 1— ¢, est nul.

b. D’autre part, il y a, pour P, une infinité de passages au périhélie : avec
les notations habituelles, ’anomalie excentrique u est reliée aux autres
éléments osculateurs (*) par I'équation

w—esiny=nt+ l,— .

a ayant une limite finie non nulle, il en est de méme du moyen mouvement n.
!, et @ ont chacun une limite (*). Donc

122
— > 1.
nt
L’anomalie « augmente indéfiniment, et prend une infinité de fois la
valeur 247 (£ étant un entier quelconque), époque de passage au périhélie
pour I'ellipse osculatrice correspondante.

c. Ainsi, la distance P, P a une infinité de minima, et la valeur de ces minima
tend vers zéro. Il y a approche, & moins que chaque minimum ne corresponde
4 un choc des masses m, et m,. Or nous avons vu au paragraphe 13 que les
mouvements présentant au moins deux chocs dépendent, dans le plan,

(*) (A), p- 63
(2) TissErAND, Mécanique céleste, t. I, p. 107.

®) (A), p. 82.



33

de 6 parameétres, et, dans 'espace, de 8 paramétres. D’autre part, les mouve-
ments avec approche que unous mettons en évidence (§ 18), dépendent
de 7 paramétres dans le plan et de g dans I'espace. De la sorte, la circonstance
restrictive envisagée, — (ue chaque minimum de P,P corresponde 4 un
choec —, ne saurait se produire dans la généralité des cas.

16. Relations & imposer auz conditions initiales. — 1l s'agit de réaliser les
conditions (I) et (II), a ’aide de conditions initiales convenablement choisies.
([) 1&) < Oy
(LD PL==0.

Par la réalisation de la premiére condition, le mouvement est de nature

hyperbolique elliptique; par celle de la seconde se trouve introduit le phéno-
~meéne d’approche.

1° Conpirion (I). — La valeur initiale A, de A étant négative, A conservera
son signe au cours du mouvement pourvu que, relativement aux corps P, et P,
le corps P’ reste 2 une distance assez grande. Il suffira, ainsi que nous le
verrons, de s’assurer que 7 = P, P estla plus petite des trois distances mutuelles,
ou, ce qui revient au méme ('), que Pon a

(11) R>our,

R étant la plus grande des distances mutuelles.

Or, si I} est positif, I’équation (6) fournit une borne inférieure pour R.
D’autre part, tant que A est négatif, et de plus borné supérieurement par un
nombre négatif fixe, il est facile de trouver une limite supérieure pour r
[I'équation (9) fournit, par exemple, une limite supérieure du grand axe 2a de
'ellipse osculatrice dont P P est un rayon vecteur; ce n’est d’ailleurs pas cette
limite qui nous servira|.

(1) Supposons R > 27. R est PP’ par exemple. Le troisicme cOté du triangle, PoP’, est également
supéricur a r :

Pol'>PP—PP>R—r>R— %1 done PoP > ?, ct a fortiors PoP > r.

P

Kig. b.
L'inégalité (12) PoP' > }2—{ nous servira par la suite.

THESE JACQUES LEVY. 5
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Connaissant ces deux bornes, inférieure pour R, supérieure pour r, nous
pourrons réaliser 'inégalité (11).
Nous sommes ainsi amenés a établir, pour les conditions initiales :

a. conditions pour que I soit positif;
b. conditions pour que, tant que A reste négatif, R soit supérieur a ar;
c. conditions pour que, tant que 'inégalité (11) est vérifiée, A soit inférieur

N . ip g A
4 un nombre négatif fixe, " ° par exemple.
2
Nous démontrons ensuite que, si I’ensemble de ces conditions est réalisé, la
condition (I) est satisfaite,
a. Conditions pour que I, soit positif. — En vertu de I'équation (5), on a

(my == maym, , nyy . ,
— T 0y ror

| 00y e ——— .
0 M SO -y, Y

[ep}

Fig. 21..

Soit 6 'angle de la direction (%), ) avec la direction (&, 7, ),

Po==VZy -7y cosh.
D’autre part

(13) e e

Ceci étant, I’ est la somme de deux termes. Le second est, en valeur absolue,
nym,
My~ m,
(my + my)m,
e
nombre positif fixe, quelconque. I, sera certainement positif si

borné inférieurement par ro V& 4y, Le premier, si 0 est tres petit,

sera voisin de o VEZ 4+ 7. Supposons d’abord 0 = o, et soit « un

ms by
my;—-m,

m, A= 1, fm————
’ 2 RSN
(rh) N PV —

Supposons que (14) soit vérifiée; I, qui est positif lorsque 6 prend la valeur
zéro, ’est encore au voisinage de = o, dans un intervalle que nous allons
délimiter. Nous avons

"y Ny

(m,+ my) m; =7s
my—+ nm,

(15) ry> —y fVés + 3 cosl — roV Xy 4 ¥
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Les inégalités (14) et (15) entrainent

(m, =+ my)m; —_—
———— 0 \ 5y + Ty -

I, > o — (1= cosB) i

I', sera positif pourvu que

Cmy = myym,

(16) (1 — cost) i

feren 72
PU\ 20 -+ Ty < Z.

Ainsi, nous sommes amenés a réaliser simultanément les conditions (14)
et (16), qui peuvent s’écrire

" My 1N, ’ /*1,2—_’_—‘,—_7
' e+ 12, o\ Ly Ju
(\) e > - ’
(my == my)my ST
I =y

oM

(nyy = maymgy 20 46y

(B) cos) >1 —

(2 étant un nombre positi fixe. quelconque).

b. Conditions pour que, tant que A est négatif, R reste supérieur a 2r. —
Supposons les conditions précédentes vérifiées. I| est positif, donc, d’apres
I’équation (6),

, M .
B> m(?hl ~ 1y).

Lorsque A est négatif, on a

PR o me _i e,

d’ou, en vertu de (13),

Lorsque ¢ est positif, une limite supérieure de r s’obtient en supposant

, nmy - .,
1= - D —
I

et a fortior: en supposant

my—+ m,
rl__
+ -
Donc, en intégrant,
my—-m,
7) P ryt1 /2“‘1—,.-——“
[

L’inégalite (11) sera donc, ¢n vertu de (6) et de (17), vériliée si

, M ny - m,
N ohttatr>al et /o 2.
(18) \/im,m:“hl K 10)/)(,0_’ \/) " !
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Pour réaliser I'inégalité (18), il suffit (') que 'équation

M R . ny -+ m,
Vm(2h[ +lo)—2<ro+\/2'——-ro—l>

n’ait pas de racines en ¢.
L’équation (19) est du second degré. Elle n’a pas de racine si
M aasL '”’jf m2> < o.
0

2 M
<_ I, 2m,m,

(19)

20 -
( ) Zm1 m,
Posons
e _’|In1m2}.—.m1m2.
= Ml’o
L’inégalité (20) peut alors s’écrire
Xmym,
Lo(h — 1Ny > ’|———l\—'1-—"r5/1,

condition eertainement réalisée si 'on a simultanément

(21) ho > Ny,
(22) > S
M(1— &
h
Modifions ces conditions; I’équation des forces vives (3) peut s’écrire, a
I'instant t= o,
ahe= T e ey 7yt ) + T Ny —a(my o ma) s | A5 2\
= ‘ Ty —_— Ny —. s e | 5 el
M 320 (0 et my (m, ) /0"‘[0/
s NPT
Limitons -,' 4+ ==. Sil'on a
AR
Po=> 21,

(C)
(condition qui entraine évidemment R, > 2r,), 7, est la plus petite des distances

mutuelles, ainsi que nous ’avons établi. D’ou
T

Donc, si la condition (C) est remplie, on a
m,+ m, . r2 mym, 2 (my—+ my)m-
2/ —_—m i A, —
L > M 3(o"“”10)""mi__i_m2 o - )

(") Lincgalité a alors lieu dans le sens désité; en effet, s1 les deux courbes représentées par les
(a, b, ¢, d tous positifs)

équations
y,:g/ut"-’—!—l). da=c - dt

ne se coupent pas, on a, dans la région (¢ > o, y > o), I'inégalité
Y1> 2.



qui s’écrit
(23) h>h,,

si I'on pose

my —+ My s

.y mymy, .\ m,—+ m,ym-,
B (E i) el Ao (M ),

1, —= ST
n+m, 2 ro

La condition (21) sera certainement réalisée si est satisfaite I'inégalité
(D) fo,> Ny

D’autre part, en vertu de (23), il suffit, pour que la condition (22) soit
verifiée, que
. Imym, 1k
(E) fh> Y hi.

I —_—
B

Si les conditions (C), (D), (E), ainsi que les conditions (A) et (B), sont
remplies, R reste supérieur a 2r tant que A reste négatif.
c. Conditions pour que, tant que R est supérieur ¢ 2r, A reste inférieur a un

nombre négatif fixe, f\°par exemple. — 1l faut au préalable

'_):

(}“) }\0< O,
L’équation
mym, (my+ ma)ms
— 2/
( 3) m, -+ m., -+ M B 2N
s’écrit a I'instant initial
My Ny (my4-mo)yms o,
pp— Ao - M Bo=2h.
Ces deux relations entrainent
myme (my + mo)ym, B mym,
(24) my—+ ny \ = M (B B)+m1+m2A°'
Il s’agit de réaliser
A< Ao,
2%
1l suffit pour cela, d’aprés (24), que 'on ait
(25) B,— B < mym,M —Ao'

(my+ my)>m, 2

Or
Bo— B = (6 ) — (€2 )+ oM (G ) =M (G ),
4 0

(26) Bo— B < (27 4 732) — (22 0'*) + zM(fl’ + :;z>.
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Limitons les deux expressions du deuxiéme membre de cette inégalité :

1° Nous supposons R > 7.

R estZ, par exemple. Nous avons vu, d’aprés I'inégalité (12), que ! est supé-

. . R N
rieur a —, d’ou
2 (ts Iz 21, 2

rFrY TSRTTR SR

Cette derniére inégalité. jointe a I'inégalité (6), donne

a@, o Zmi ms

(27) 77 <Y L
2° D’apres ’équation (2), nous avons
(4 , I
— M: (1,. -+ - >—1 iy M <[, — T)

Comme ci-dessus, si I’on suppose R > a7 et, par exemple, /'

[> E.
DY
D’ou
;51,+’,f§<§., ‘=E<H.
(28) ¢ et :
J_ il r<r< 2,
/e I R ' 2
Les inégalités (28), jointes a I’équation (2), entrainent
o 12 M
= R? !

12200, ms
]g+ ')4/!/‘)

Par suite
- <f 12 2my ——-;Tt

Zmym,
ST e
\2/(10
Posons

Zmymg

Vanil,

E)

Y=12
On a
[¥—a i<y, dov "I —iti<y[ari 4],
L' — iy | <y »olnd =t <

et par suite
FES A+ ") — (2 a) <oy v+ |5 L+ 5[]

ou
(29) | (Z ) — (2 ) <ey[y—+\2Ge+70) ]

l{g.fln!""‘]]’

=R, on a aussi
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Des inégalites (26), (27) et (29), on déduit

2, m,

(30) Bo—B<ov[y--\>(G + )] - ’.\/\r

o

Modifions ce résultat en supposant I'inégalité (21) vérifiée [c’est-a-dire les
conditions (A), (B), (C) et (D) réalisées]. Soit donc

(1) h>h,.

ot I’on a posé

4 2mym,
Iy = ;“;(mi—i— ms) ,\; .
D’ou
vy
avec
11_67:2.»1,m
\ 0/}. Il
L’inégalité (30) s’écrit alors :
=3 20y s
(31) BB <oy [y vaGi+ a0l w\/M —

Le but que nous nous étions assigné ici était de réaliser I’inégalité (25). 1
suffit pour cela, en vertu de 'inégalité (31), que 'on ait

ST Xmym, myn, M — A\,
9V1[Yl+\/ (w 9+n0_)] \/I\'I ]1 < W2 : ) .
i

m (m, - m,}

Ainsi, en fin de compte, R > 2r entraine A < A?", pourvu que, les condi-
tions (A), (B), (C), (D)., (E) étant vérifiées, on ait en outre

(G) ;or“;""”“’[srz’""”’+\/)(_z+"ﬁj+4\/M Lm,ml< mamaM — \
2T, 0 2

Vel l, \/9111 I, ma(my— m,)t

4 Xy m,
(.1\e(‘/u__-(m,+m} ‘\/II )

Il reste maintenant 3 montrer que, si les conditions (A), (B), (C), (D), (F),
et (G) sont réalisées, il en est de méme de la condition (I) :

Posons
R—ar =X,

Ao

— A+ ==Y,

Nous savons que : tant que A reste < o,onaR > ar;tantque R > 2r, A reste

e LA , , p .
inférieur 2 —"- Ces deux résultats peuvent s’énoncer de la facon suivante :

A
Y > /_2[, entraine N> o,

X> o entraine Y >o



Y

Le point représentatif, de coordonnées X et Y, se déplace dans son plan de
fagon continue au cours du mouvement : les longueurs sont en effet des
fonctions continues du temps, et, méme en cas de choc P, P, A reste continu,
puisque B le reste, et que ces deux quantités sont liées par I'équation des

5707
.

Fig. 22.

A Yinstant initial, nous avons réalisé :

X>o0 par la condition (D),
Y>o par la condition (F).

Le point représentatif, ne pouvant franchir la région hachurée, reste dans la
région (X >0, Y > o).

Ainsi, A reste inférieur a %’ au cours du mouvement. A, est négatif; la
ia limite A, de A ne peut étre que négative.

La condition (1) est satisfaite si les conditions (A), (B), (C), (D), (E), (F)
et (G) le sont.

2¢ Conprmion (II). — Nous supposons que les 7 conditions précédentes, qui
entrainent I'inégalité (I), sont remplies.

Nouscherchons des conditions initiales telles que la limite p, de p = zy’ — zy’
soit nulle. Il suffit pour cela de s’assurer que cette limite p. estfonetion continue
des conditions initiales, et d’autre part que, dans certains cas, cette limite est
positive, et dans d’autres, négative.

a. Conditions pour que la limite p, soit tantdt > o, tantct < o. — D’aprés les
équations (1), on a

I3
(32) p=ay — yx'= m.,f (zn— yE) (5—, —%) dt.
0
Nous allons évaluer une limite supérieure de cette intégrale.
Le grand axe 24 de I'ellipse osculatrice correspondant au mouvement PP,
a pour valeur, d’aprés I'équation (8),
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Puisque nous supposons remplies les conditions trouvées précédemment,

my—+ m,

’ L "2,
20 < % !-'\nl

Pour la méme raison, R est supérieur & 2r. Par suite,

o —yEl <re<rR<4 TR,
F-%o

Or, d’aprés les inégalités (28),

I 1 =

RS R
De I’équation (32), nous déduisons ainsi

G{my—+ my) ”
lPx'“"I’o|<ma—lA—or'— f 4

0

bl
(33) [pr—pa! < ‘Zsmsml—'—m?f b dt
0

A, M 1,42k

28mg(my+ my)Emymy T I
— < e
11— ol MIA,f ERZYAN

Utilisons I'inégalité (21);
thmms(my - m)Emym, 1

(34) L pr— pol < - e
S M A,V k, Vi,

St nous posons
W m, (e ma) namy,
b

MIA, ok,

N

z

T

Uinégalité (34) devient

(35 < 2
) Pemi<

Po=2Zoy,— &y, prend, lorsque varie la direction du vecteur de longueur
x/m'(,’ + ¥,2, lesvaleurs extrémes

+V (@i 20) (4047 et — V(@i + y3) (B0 + )57

Dans les deux cas extrémes, p, est du signe de p,, pourvu que, d’aprés
I'inégalité (35),

\_512 <V(@i+ 1) 0+ 0755,
! Lo
ou

i my(my —+~ ms) Zmyms
(H) \/n> |A0|.M.2h1

Vias+ D (2 + ¥%)

THRSE JACQUES LEVY. 6
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Si cette condition est satisfaite, la limite de 2y’ — y&' est positive ou négative
selon la direction du vecteur (2, y,). D’ott une condition supplémentaire :

(K) lu direction du vecteur de composuntes @', el v, est laissée libre,

b. La limite p, est fonction continue des conditions initiales. — Les conditions
trouvées précédemment lors de Pétude de la condition (I) sont supposées
remplies, ce qui fixe aux conditions initiales un domaine restreint. Fixons un
pointde ce domaine, p prend les valeurs p, ¢t p, aux instants ¢ = o etz = o0. Pour
les points voisins, p prend aux mémes instants les valeurs p; et p|. Nous allons
déterminer un domaine entourant le point choisi et appartenant entiérement au
domaine restreint dont nous venons de parler, ot 'on aura

P <sg,

¢ étant un nombre positif arbitraire, mais fixé d’avance.
Ona
dp
]),__]JO—I—f [/, dl + / dl,

, . _ dp y.n - y . . .
= étant un instant queleconque (<> o), et = défini par I'équation :

dp __ . > 1 T
v = m.(rn— y2) (7: — F)

A Bl

. , . s € :
Il nous suffit de rendre ces 4 termes inférieurs chacun a ;- Cest facile.

Par suite,

, - T rdp dp
1171"]’1‘<1]’n"‘]’n]'i‘!jn (4—51——_(;'1 1[

-

1. Des inégalités (21) et (23), nous déduisons :

lf ([1 dt

My (= ny) 7 Smoms dt
A, ; M Do+ 2k’

1hmg(my—+ mg)Zmgam, 1
M#a,lA,l T

<< 28

Nous fixerons = assez grand pour que cette expression soit inférieure 4 ; i

II. ~ étant fixé, nous trouverons pour les conditions initiales un domaine out

€
79
4%

dp’  dp

dt dt

car, dans l'intervalle de temps fini (0 =), les quantités @, y, &, 1, 1, 7, qui
seules figurent dans I’expression de “, sont fonctions continues des conditions
initiales.
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v’ dp
1] (—/{' —_— -(l_[) (ll

Dans ce domaine,

II1. 11 suffit maintenant de choisir p) tel que |p|, —p, | < % pour que, dans

la partie commune a tous ces domaines, p| — p,! soit inférieur & <.

Ainsi, les 7 conditions entrainant I'inégalité (1) étant vérifices, ainsi que les
conditions (H) et (K), la condition (IT) est satisfaite. En effet, lorsque nous
faisons varier la direction du vecteur (2, y,)., direction qui est libre d’aprés la
condition (K), la limite p, prend des valeurs tantot positives, tantot négatives.
Cette limite, fonction continue des conditions initiales, prend a certains
moments la valeur zéro.

17. Choiz des conditions initiales. — Les différentes relations auxquelles
doivent satisfaire les conditions initiales pour conduire & un mouvement avec
approche sont-elles compatibles?

Nous disposons de 8 éléments : @, ¥u, &\, ¥y, £oy Y0y oo i)

Nous devons réaliser les conditions suivantes :

nym,

(&) p>a+mn+mz"°wm
\]
(my+ m,) M VAL
(B) cos. 0 >1— aM_‘____-
(e, -+ ) mg\ 2y -y
(C) P> 2ry,
(D) fry> hy.
(E) > ?m,mq
I
(F) An<0
Zmym, 2 mym, \/ Zmunz momM = A,
61 12 ,2 2 .
(G) Ignvzhllo [ \/2/1‘10 +V2(E +n0 +ﬁ M n’)-:!('”:i"‘*‘’77-!)i 2
(H) V> thrm,(my—+ My) Emym,

M Aoy h(as+y3) (25 + %)

K la direction du vecteur (&, ¥ ) est laissée libre.
0 Yo

(«) étant un nombre positif fixé arbitrairement; & étant 'angle des vecteurs
(&, ny) et o, 1y); Ay et kg étant respectivement égaux a

4 my+m {my =4 my) m, mym, A m, + m,)m,
= —=—Zmm, et —’—L—‘(:'“ nE) 4 e T A, (my 21y
ro M 2M my-+m, 2 o
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a. Fixons 7, =, -+ y;, arbitrairement, puis ;4 y, suffisamment grand
pour vérifier (F). (A, est dés maintenant fixé, de méme que 4,.)

b. Fixons & + v, assez grand pour vérifier (D); (A, est dés lors fixé.)

c. Assignons ensuite a g,, (ou a l,, ce qui revient au méme), une valeur
suffisamment grande pour vérifier (A), (C), (E), (G), (H).

d. Il suffit alors de choisir la direction du vecteur (&,, 7,), de longueur
déja fixée, suffisamment voisine de celle du vecteur (&, 7,), pour que (B) soit
veérifiée.

e. Nous disposons entiérement de la direction du vecteur (&, v}), comme
le veut la condition (K). Deux positions aux moins de ce vecteur conduisent &
une valeur nulle de p,.

Toutes les conditions que doivent vérifier les conditions initiales sont ainsi
satisfaites.

18. Approches dans l’espace. — Pour le choix des conditions initiales, nous
avons eu seulement a réaliser des inégalités, exception faite pour la direction
du vecteur (2, v,) qui, elle, est déterminée, (avec peut-étre une infinité de
solutions), de facon que la limite de 2y’ — v’ soit nulle.

Ainsi, les mouvements conduisant & une approche dépendent, dans le plan,
de 7 paramétres. '

Pour les mouvements dans I’espace, il y a trois conditions a réaliser. : que les
limites de xy'— ya', yz'—3y’, zax'— axz’ soienl nulles. Les mouvements
conduisant dans ’espace a une approche dépendent de g parameétres (*).

(Il 'y ala une différence essentielle avec les mouvements donrant lien & un
choc binaire, qui dépendent de 7 paramétres dans le plan, mais de ro dans
'espace).

Toutefois, les mouvements plans avec approche, considérés dans 'espace,
dépendent également de g paramétres, et ’'on pourrait supposer que ce sont eux
qui constituent exclusivement les mouvements 4 g paramétres envisagés plus
haut. 1l faut done s’assurer de P’existence d’approches hors plan; voici comment
on peut le faire par continuité, en envisageant seulement, comme dans le plan,
les mouvements hyperboliques-elliptiques :

Lorsque le temps croit indéfiniment, le plan contenant le mouvement oscu-
lateur elliptique admet une position limite. Considérons l’ensemble (E),

(1) Parmi ces mouvements, nous devons ¢liminer (14, 29, ¢) ceux qui préscntent une infinité de
chocs. Ces derniers comprennent en parliculier (et peut-¢ire uniquement) les mouvements pour
lesquels les conditions de choc disparaissent, c’est~a-dire pour lesquels le premier mouyement
osculateur est constamment recliligne : ce sont les mouvements rectilignes, plans isocéles avec axe
de symétrie et isoceles avee plan de symétrie, gui dépendent respectivement de 6,7 ot 8 paramétres,
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a g paramétres, des mouvements hyperboliques-elliptiques pour lesquels ce
plan limite estun méme plan, celui des xy, par exemple. Pour tous ces
mouvements, yz' — 3y’ et sz’ —x 3’ ont des limites nulles; il reste & agir sur la
limite p, de zy' — yz'.

Considérons encore un mouvement (A) plan avec approche, ayant lieu dans
le plan dgs @y. Il appartient a 'ensemble (E). Au voisinage de ce mouvement,
nous trouvons (16, 2°, a) des mouvements plans pour lesquelles les limites de p
sont, les unes positives, les autres négatives. Soient deux de ces mouvements,

N’

/ ’

ST

M

Fig. 23.

conduisant a des valeurs p, de signes contraires. Les points Met M’ correspondant
a leurs conditions initiales [dans I’espace & 1o dimensions ou se représentent
les trajectoires de ensemble (E) en fonction du temps], sont représentés ici
schématiquement dans I’espace 4 3 dimensions, ainsi que la trajectoire (A).

Dans I'ensemble (E), nous trouvons, en raison de la continuité de p par
rapport aux conditions initiales, des mouvements ayant lieu hors du plan
des xy, et admettant des limites p, de signes contraires. Les points représen-
tatifs de leurs conditions initiales, N et N, sont ici figurés schématiquement,
au voisinage des points M et M'. Entre N et N/, nous trouvons, hors du plan des
xy, un point P correspondant 4 un mouvement conduisant a une limite nulle
pour p,. Ce mouvement n’est pas plan, car la trajectoire, si elle était plane, ne
pourrait se trouver que dans le plan des xy, plan limite de Uellipse du
mouvement osculateur elliptique. Or P n’est pas dans ce plan.

Ainsi, dans Despace, nous avons mis en évidence deux' catégories de
mouvements avee approche, chacune dépendant de ¢ parameétres, 1'une
étant formée seulement de mouvements plans.

19. Surface des approches. — Dans 'espace a 12 dimensions dans lequel on
représente les conditions initiales relatives aux différents mouvements, les
mouvements hyperboliques-elliptiques correspondent a trois régions limitées
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par des multiplicités a 11 dimensions. Leur disposition peut étre figurée
symboliquement sur le chéma ci-dessous.

Ce schéma est valable aussi pour les mouvements plans, dépendant
de 8 paramétres et représentés par suite dans I'espace a 8 dimensions.

Fig. 24.

Pour les mouvements a allure binaire, la surface des approches dans I’espace
se présente, dans I’espace & 12 dimensions, sous la forme de trois courbes
continues, a 10 dimensions, situées chacune dans une région hyperbolique-
elliptique. Nous ne pouvons guére fournir sur elles d’indications topolo-
giques; il n’en est pas de méme pour la surface des approches planes, surface
a 7 dimensions dans un espace a 8 dimensions, dont nous pouvons préciser
la représentation schématique.

Envisageons au préalable dansle général des mouvements a allure binaire. On
sait (') que les 12 éléments osculateurs qu’ils définissent a chaque instant ont
une valeur limite lorsque le temps croit indéfiniment. Nous allons démontrer
le résultat suivant :

TakoriMe. — Il y a au moins un mouvement a allure brnawe qui admet comme
éléments osculateurs limites, lorsque le temps croit indéfiniment, les éléments de
deux mouvements binaires donnés, pourvu que cependant ces deux mouvements ne
sotent pas tous deux elliptiques.

Envisageons le mouvement admeftant comme éléments osculateurs &
Pinstant #, les’ 12 éléments limites donnés. Dans l'espace 2 12 dimensions
considérée précédemment, le point R, représentatif des conditions initiales
(t=0) conduisant & ce mouvement, se déplace lorsque 7, varie. Mais ce
déplacement est limité, la force vive du systéme étant fixée par le choix des
éléments osculateurs. Par suite, si 'on donne a ¢, des valeurs de plus en plus

(') (A), p. 0.
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grandes, I'ensemble des positions de R admet au moins un point d’accumula-
tion R,, évidemment (') situé¢ dans la région des mouvements a allure binaire
(qui contient sa frontiére). Dans cette région, les éléments limites sont
fonctions continues de la position du point représentatif des conditions initiales
qui y conduisent (*).

Donc les éléments limites correspondant a R,, d’une part, et d’autre part les
¢lements a linstant ¢, pour le mouvement correspondant 2 R, sont des
quantités rendues arbitrairement voisines par un choix convenable de ¢,
(suffisamment grand et tel que R soit suffisamment prés de R,). Les seconds de
ces éléments sont fixes, les premiers leur sont par suite égaux, et le mouvement
correspondant a R, est un des mouvements cherchés.

Revenant aux mouvements plans, nous envisageons, au lieu des éléments
osculateurs a, @', e et ¢' les quantités A, B, p et ¢ & I'aide desquelles on les
calcule par les formules (8) et (9). '

Considérons alors deux mouvements plans d’'une méme région hyperboligue-
elliptique, les points R, et R, représentatifs de leurs conditions initiales dans
I'espace 4 8 dimensions, les éléments limites

Aj(au lieu de ay), pi(auliendee;), @, (lo), By, g, . (),

Ay, Py o (L) B, 7z ® (L)

Les mouvements étant hyperboliques-elliptiques, A, et A, sont négatifs,
B, et B, positifs.

Passons de R, a R, par un chemin continu, ne quittant pas la région
hyperbolique-elliptique, et suivons en méme temps le trajet S, S, d'un point S,
représentatif des éléments osculateurs limites, dans I’espace a 8 dimensions
dont les coordonnées ont les valeurs de A, p, &, {,, B, ¢, &, {,.

1° Si p, et p, sont de méme signe, on peut passer de S, & S, par un chemin
sur lequel p reste diflérent de zéro et A négatif. On peut passer de R, &4 R, sans
quitter la région hyperbolique-elliptique, et sans rencontrer de mouvement
avec approche.

2° Si p, et p, sont de signes contraires, le chemin 5,8, rencontre le plan
p =o. En passant de R, a R, sans quitter la région hyperbolique-elliptique, on
rencontre un mouvement pour lequel est vérifiée la double condition p=o,
A <o, caractéristique d’une approche.

(') 11 ne peul v avoir doule que si le mouvement lunite ¢tudié est parabolique-elliptique; on le
considére alors comme limite d’un cerlain ensemble de mouyemeuls hyperboliques-elliptiques, dont
existence effective est élablie par le présent théoréme. Nous n’insislerons pas sur ce point facile &
établir.

(*) (A), p- 44 ct 81
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Ainsi, pour les mouvements plans, la surfaces des approches sépare chaque
région hyperbolique-elliptique en deux régions simplement connexes. Ces deux
régions correspondent a des sens de rotation différents pour le mouvement P/P,
sur l'ellipse osculatrice limite.

Examinons la section de la surface des approches et de la frontiére de la
région hyperbolique-elliptique : sur cette frontiére, le premier mouvement
osculateur limite (celui qui est elliptique a I'intérieur de cette frontiere) est
parabolique a I'extérieur de la surface A=o, ainsi que sur cette surface,
elliptique a 'intérieur de cette surface.

Fig. 25. — Représentation schématique AB de la surface des approches
(cas des mouvements plans).

La surface des approches ne contient donc, de sa propre frontiére, que la
partie commune avec la surface parabolique-elliptique. Sur I'autre partie, le
premier mouvement osculateur limite est un mouvement rectiligne parabolique,
qui n’a rien de remarquable. Sur le schéma ci-dessus, le point A appartient a
la surface des approches AB, mais non le point B.



CHAPITRE 1II.

APPROCHES DANS LES MOUVEMENTS BORNES ET OSCILLANTS.

20. Les trajectoires avec choc non exceptionnelles présentent des approches. —
Les trajectoires a allure binaire englobent, dans I’espace a 12 dimensions, tous
les points qui ne sont pas situés a l'intérieur de Ia surface parabolique-
elliptique. ' -

Dans la région intérieure, les trajectoires sont bornées ou oscillantes. Leur
étude est trés complexe; les seuls résultats précis que 'on posséde a leur sujet
sont de nature statistique. Ils furent obtenus par Poincaré ou a partir de ses
travaux et concernent I'existence des solutions périodiques et la stabilité des
mouvements.

1° Des trajectoires périodiques mises en évidence par Poincaré ('),
M. Kiveliovitch a déduit l'existence de trajectoires périodiques avec
choe (2). Ce sont ces derniéres que nous utiliserons. Elles sont situées
dans la région intérieure, car les trajectoires & allure binaire ne peuvent étre
périodiques. , ‘

2° Poincaré a montré (*) que, si un ensemble de trajectoires posséde un
invariant intégral fini, ces trajectoires présentent la stabilité & la Poisson (c’est-
d-dire que chacune passe une infinité de fois au voisinage de chacun de ses
propres points, ou encore qu’elle admet chacun de ses points comme points
limites lorsque le temps croit indéfiniment). Des trajectoires exceptionnelles
peuvent exister dans I’ensemble, qui ne posédent pas la stabilité a la Poisson
(et alors elles ne s’approchent indéfiniment d’aucun de leurs propres points);
mais, méme si elles dépendent d’autant de paramétres que les trajectoires non
exceptionnelles, dans I'espace qui admet ces paramétres comme coordonnées,
les points qui conduisent aux trajectoires exceptionnelles ne peuvent remplir
un volume de mesure non nulle.

(1) Les méthodes nouvelles de la Mécanigue céleste, t. I, Chap. III.
(2) Bull. astron., 2¢ série, t. 7, p. 113-120.
(3) Méthodes nouvelles, t. 111, p. 147-156.

THESE JACQUES LEVY.



M. Chazy ('), en définissant un invariant intégral commun & toutes les
trajectoires de la région intérieure, a ainsi démontré que leur ensemble posséde
la stabilité a la Poisson.

La recherche des mouvements avec approche se confond avec celle des
trajectoires (de 1'espace a 12 dimensions) admettant un choc comme point
limite lorsque le temps croit indéfiniment.

Supposons en effet le mouvement régularisé, par exemple par la méthode de
Levi-Civita, que nous avons déja employée au Chapitre I. Les 12 variables étant
w;, &, x, p,, dans l'espace 4 12 dimensions ou elles sont considérées comme
coordonnées, un choc P,P est représenté par un point a distance finie pour

lequel on a
@I Wy == W3— 0.

S’il y a approche, envisageons les points de I'espace a 12 dimensions corres-
pondant, pour la distance PP, & des minima décroissants et tendant vers zéro.
Leur ensemble admet au moins un point d’accumulation, correspondant a une
distance P,P nulle, donc 4 un choc. Exceptionnellement, ee point pourrait ne
pas définir 12 conditions initiales, si trois de ses coordonnées d'un méme
groupe, x, ou p,, étaient nulles ou infinies. Mais aucun de ces cas d’indéter-
mination ne peut se présenter ici, ainsi qu’on le vérifie aisément en utilisant
les résultats obtenus par M. Sundman sur la limitation des vitesses lorsque le
vecteur des aires est différent de zéro.

Réciproquement, si une trajectoire admet un choc (0,=w,=w;=0),
comme point limite, le minimum de la distance P,P tend vers zéro lorsque le
temps croit indéfiniment; le mouvement comporte une approche.

Les trajectoires avec choc qui ne sont pas exeeptionnelles au sens de
Poincaré possédent la stabilité a la Poisson et admettent chacun de leurs points
comme points limites. En particulier, elles passent une infinité de fois au
voisinage du choc initial et présentent donc une approche.

Or le choc est un incident local, sans répercussion sur la suite du mouve-
ment; il n'y a aucune raison de soupconner toutes les trajectoires avec choc
d’étre exceptionnelies. Il semble donc que les trajectoires avec approche
comprennent au morns toutes les trajectoires avec choc, qui dépendent de 10 para-
métres dans l'espace et de 7 dans le plan.

Cependant, nous n’avons aucun renseignement sur les conditions générales
auxquelles une trajectoire est exceptionnelle. Si improbable que soit le fait
que leur ensemble contienne la surface des chocs (multiplicité analytique a

(") Sur lallure finale du mouvement dans le probléme des trois corps (J. de math., g série, t. 8,
p. 353-380).
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10 dimensions dans 'espace et 7 dans le plan), il nous faut I’envisager. Nous

sommes donc amenés & supposer que toutes les trajectoires avec choc sont

instables. Ici encore, nous mettrons en évidence des trajectoires avec approche. .
Nous avons besoin pour cela des résultats préliminaires (*) contenus dans les

deux paragraphes suivants.

21. Disposition des trajectoires au woisinage d’une trajectoire périodique
isolée. — Nous aurons souvent l'occasion de considérer des trajectoires
admettant un point A comme point limite lorsque le temps croit indéfiniment,
c¢'est-a-dire passant arbitrairement prés de ce point pour des valeurs de ¢ suffi-
samment grandes; il est entendu qu’aprés étre passée au voisinage de A, la
trajectoire peut s’en éloigner a distance finic ou méme infinie, pour y revenir
ensuite. Nous dirons alors que la trajectoire est asymptote au point A. Une telle
trajectoire est par 1a méme asymptote 4 tous les points de la trajecloire issue
de A, car elle passe suffisamment prés de A pour suivre, sur une longueur
fixée a I'avance, la trajectoire qui en est issue. Nous dirons que la trajectoire
est asymptote a la trajectoire issue de A.

Notre acception du mot asymptote differe donc de la signification classique
par le fait que, dans cette derniére, on entend qu’une distance tend vers zéro;
et que nous demandons seulement a cette distance d’avoir un minimum qui
tende vers zéro. Elle en différe encore par le fait qu'une courbe que nous
appelons asymptote a une autre s’approche arbitrairement de zous les points de
cette derniére, propriété qui n’est d’ailleurs, en général, pas réciproque.

Considérons alors, dans le cas général, une trajectoire périodique. Les autres
trajectoires peuvent ¢tre divisées en deux classes :

1° Celles qui sont asymptotes (au sens défini ci-dessus) a la trajectoire
périodique; .

2° Celles pour lesquelles les distances entre chacun de leurs points et
chacun des points de la trajectoire périodique admettent une valeur minima 2
non nulle.

Supposons qu’il n’y ait pas de trajectoire de la premiére classe. Nous dirons
que la trajectoire périodique est isolée.

L’ensemble des points de ’espace pour lesquels la distance aux différents
points d'une trajectoire périodique a un minimum de valeur donnée d forme,
si d est assez petit, une surface fermée topologiquement assimilable & un tore,

(') La portée des résuitats contenus dans les parvagraphes 21, 22 ot 24 w'est pas limilée au
probiéme des trois corps. Elle s’étend A toutes les solutions des systémes différentiels du premier
degré.

T,
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que nous appellerons le tube d. Si la trajectoire périodique est isolée, a chaque
trajectoire issue d’un point du tube d correspond un nombre . I.’ensemble de
ces nombres admet ’'un d’entre eux, 5/, comme minimum, car 'ensemble des
points du tube d est, de par la structure du tube, un ensemble fermé. Par suite,
¢’ n’est pas nul. Soit & un nombre positif inférieur 4 <. Les trajectoires issues
des points du tube @ restent enfermées a l'intérieur du tube d. De plus, de
méme que les trajectoires du tube d sont extérieures au tube d’, les trajectoires
du tube d’ sont extérieures 4 un tube @’ (d’<< d'<d). Les trajectoires issues
des différents points du tube d” sont de méme situées dans un espace compris
entre deux tubes, @’ et d” (d” << d"<d"). Donc :

Au voisinage d’une trajectoire périodique isolée, les trajectoires se groupent
sous la forme de nappes tubulaires fermées, incluses les unes dans les autres, et
admettant la trajectoire périodique comme axe.

En particulier, si des trajectoires périodiques isolées existent parmi les
solutions du probléeme des trois corps, leur voisinage ne contient que des
trajectoires bornées, a 'exclusion des trajectoires oscillantes.

22. TueorEME. — Parmi un ensemble de trajectoires possédant la stabilité a la
Poisson, des trajectoires exceptionnelles ne peuvent constituer un continuum fint
et fermé.

Supposons, en effet, gu'un continuum fermé (C) soit formé uniquement de
trajectoires exceptionnelles (prises dans leur totalité), frontiére comprise;
c’est-a-dire que les trajectoires issues des différents points de (C) et de sa
frontiére appartiennent entierement a (C). Nous allons montrer que ce
continuum n’est pas fini.

Y

a. Pour classer les trajectoires, attachons a chacune d’elles l'indice formé
par les valeurs des n paramétres correspondant a I'instant initial. Soit p le
symbole formé par 'ensemble de ces n valeurs, z,z,. . .x,.

A deux trajectoires, définies par les conditions initiales x,, x;, ..., z, et
x, x,, ..., x, correspondent deux indices p et p' distincts; nous dirons que
p est inférieur a p’ si , est inférieur a 2 ; ou si, les deux indices ayant leurs
premiers éléments égaux jusqu'au £, &, est inférieur a . '

0. (Rappelons que, conformément a la convention faite au paragraphe
précédent, une trajectoire asymptote a une autre est une trajectoire qui se
rapproche arbitrairement de tous les points de celle-ci.)

Chaque trajectoire (S) du continuum (C) est asymptote 2 au moins une des
autres trajectoires de (C), du moins si le continuum est fini : elle admet, en
effet, au moins un point limite lorsque le temps croit indéfiniment; ce point
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limite ne lui appartient pas puisqu’elle est instable, mais appartient a (C) qui
contient sa frontiére; la trajectoire S étant asymptote a ce point, elle 'est aussi
a la trajectoire qui en est issue.

c. L'ensemble des trajectoires, situées sur (C), auxquelles S est asymptote,
constitue un lot L, lot associé a S. Les indices de ce lot forment un ensemble P
fermé. '

Soit, en effet, p’ une valeur limite pour une suite d’entre eux, p,, p,, ...,
Pi» - - .- En premier lieu, la trajectoire S’ correspondant a p’ fait partie de (C),
puisque ce continuum contient sa frontiére. D’autre part, S est asymptote a S/,
car S est asymptote a une trajectoire aussi voisine qu’on le veut de §’, et passe
donc & une distance inférieure A une valeur arbitrairement petite d’un point
choisi a I’'avance sur §'.

d. Chaque trajectoire du lot L est asymptote & un lot L’ de trajectoires qui
font toutes partie du lot L, car une trajectoire qui est asymptote 2 une autre est
aussi asymptote aux trajectoires auxquelles cette autre est asymptote.

En particulier, au plus grand p| des indices du lot L correspond une trajec-
toire S, asymptote 4 un lot L,. L'ensemble P, des indices de L, fait partie de
I'ensemble P des indices du lot L; nous avons aussi démontré qu’il est fermé.
Soit p, le plus grand des indices de P,; il lui correspond de méme une trajec-
toire S,, et son lot associé L,, dont les indices forment un ensemble fermé P,,
faisant partie de P, et de P.

Il n’y a pas deux de ces ensembles P,, P;, P;, ..., qui soient identiques,
car, par exemple, P, ne contient pas p,, une trajectoire instable n’étant pas
asymptote a elle-méme.

e. Nous avons ainsi formé un ensemble infini de lots L,, extraits du lot L,
classés, ainsi que les ensembles P; de leurs indices, dans l'ordre de leurs
indices maxima. Chacun est contenu dans tous ceux dont I'indice maximum est
supérieur au sien; chacun est associé & une trajectoire dont 'indice est
supérieur au plus grand des siens.

Supposons qu’il existe une limite inférieure o pour les indices maxima ¢, des
ensembles Q; possédant ces propriétés (les ensembles Q; comprennent, en
particulier, les ensembles P;, et peut-étre n’en comprennent-ils pas d’autres).
P, ensemble fermé, contient p’, p,, ..., p,, ..., g, ..., donc contient . Il en
est de méme des autres ensembles Py, ..., P, ..., Q;, .... Le lot associé a la
trajectoire T d’indice o ne peut comprendre de trajectoire dont I'indice ¢’ soit
supérieur a o, car ¢’ appartient a tous les ensembles Q,, dont les indices maxima
sont arbitrairement voisins de @. Ainsi, o est supérieur aux indices du lot
associé a T et, par suite, fait partie des indices ¢,. Le plus fort des indices du
lot associé a T est aussi un indice g;, ce qui est en contradiction avee I’hypo-
thése d’aprés laquelle 5 est la limite inférieure des indices g;.
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L’ensemble desindices n’admettant pas de borne inférieure, le continuum (C)
n’est pas fini.

23. Approches dans I’hypothése oi toutes les trajectoires avec choc seraient
exceptionnelles. — Revenant aux trajectoires avec choc, nous allons supposer
qu’elles sont toutes instables, en dehors cependant des trajectoires périodiques
avec choc, dont nous avons mentionné I'existence.

A une trajectoire périodique avec choc non isolée, des trajectoires sont
asymptotes (au sens défini antérieurement), donc présentent une approche,
puisqu’elles admettent un choc comme point limite.

Or nous allons démontrer qu’une trajectoire périodique ne peut étre isolée,
si toutes les trajectoires avec choc sont instables.

Considérons une trajectoire périodique avec choc isolée; a proximité de cette
trajectoire T, les trajectoires restent comprises entre des tubes d’axe T; repre-
nant les notations du paragraphe 21, nous appellerons d et d” les tubes limitant
les trajectoires issues des différents points d’un tube intermédiaire @'. Ces deux
tubes rencontrent la surface des chocs, qui passe par leur axe T, et cela sur
toute leur longueur pourvu que 4 soit suffisamment petit; soient en effet M
et M’ les points de la trajectoire périodique et d’une trajectoire avec choc qui
correspondent a 'instant ¢; nous supposons que les chocs ont lieu a I'instant
t = o, les points correspondant des deux trajectoires étant alors A et A’. Sur la
trajectoire périodique, le choc se reproduit 4 I'instant 6. Entre les instants zéro
et 0, la distance MM’ a un minimum non nul, de valeur D. Pourvu que d soit
inférieur ou égal a D, le tubé ¢, sur toute sa longueur, rencontre la surface
des chocs.

Le tube d découpe sur la surface des chocs unc bande/, et de méme le tube @”
y découpe une bande /*. Les trajectoires qui recouvrent la bande /” ne sortent
pas de la bande /. Elles forment un continuum (C), qui est fini, car intérieur
au tube . Nous allons démontrer que, de plus, ce continuum contient sa
frontiére.

Faisons varier le point A’. S’il tend vers A, le point M'(z) se déplace sur la
surface des chocs, et tend vers M(I'). Soit B’ sa position a 'instant 6; la courbe
AM'B’ tend vers la courbe AMA, chacun de ses points décrivant un arc de
courbe tracé sur la surface des chocs; c’est 'ensemble de ces arcs qui forme le
continuum (C).

Soit alors P un point de sa frontiére; choisissons une suite de points P,,
P,, ..., P,, ... appartenant & (C), et admettant P comme point limite unique.
P, sera défini par I'origine A, (située entre A et A’) de la trajectoire sur laquelle
il se trouve, et la valeur ¢, du temps qui lui correspond (0 <¢,<6).

L’ensemble (A,, z.) admet au moins un point d’accumulation (2, <). Le point
correspondant a I'origine o et & I'instant < est un point limite pour la suite P,;
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il se confond donc avec le point P; et, comme x est situé entre A et A', et ~
compris entre zéro et 9, ce point fait partie du continunm (C).

Ainsi, au voisinage d’une trajectoire périodique avec choc isolée, on peut
extraire de la surface des choes un ensemble de trajectoires formant un
continuum fini et qui contient sa frontiére. Nous avons démontré au para-
graphe précédent qu’un tel continuum ne peut étre composé uniquement de
trajectoires exceptionnelles. 1l en résulte que '’hypothése faite présentement,
d’aprés laquelle toutes les trajectoires avec choc sont exceptionnelles, est
incompatible avec I'existence de trajectoires périodiques avec choc isolées,
seules trajectoires périodiques avec choc dont I’existence n’entraine pas celle
de trajectoires avec approche.

24. Disposition des trajectotres au voisinage d’une trajectoire périodique non
solée. — Nous avons considéré, au paragraphe 24, des trajectoires périodiques
isolées, qui nous ont permis de mettre en évidence certains mouvements avec
approche. Nous avons alors déterminé la disposition des trajectoires voisines
de ces trajectoires isolées.

Les trajectoires voisines des trajectoires périodiques non isolées présentent
aussi certaine particularité qui, bien que ne nous ayant été d’aucune utilité
dans la question des approches, mérite d’étre signalée.

Par définition d’une trajectoire périodique non isolée, il y a au moins une
trajectoire qui lul est asymptote (') au sens généralisé.

Nous allons montrer que, s'il n'ewiste aucune trajectoire asymptotique (')
parmi les trajectoires asymptotes a une trajectoire périodique T non isolée, il y a
une infinité de trajectoires trés voisines de T; de facon précise, il y. a des
trajectoires contenues tout entiéres dans chacun des tubes d’axe T, si petit que soit
son diamétre.

Considérons donc une trajectoire périodique non isolée T. Nous supposons
que le systeme différentiel dont elle est issue ne posséde de point singulier : ni
surT, ni & Pintérieur des tubes d’axe T ayant des diamétres suffisamment petits.

T n’étant pas isolée, il y a des trajectoires qui lui sont asymptotes; mais, par
hypothése, aucune d’entre elles n’est asymptotique a T.

Soit donc U une trajectoire asymptote 4 T, M 'un de ses points correspondant
a la valeur ¢ de la variable, et N le pomt de T le plus voisin de M. Lorsqu’ on
parcourt S depuis I'instant t=o jusqu’a ¢ infini, la distance MN prend, &
certains instants, des valeurs arbitrairement petites, mais, a d’autres, des

(') Rappelons (¢/. § 21) que nous qualifions d'asymptote & une trajecloire périodique, une trajec-
toire qui s'approche d’elle, arbitrairement, sans toutefois &lre tenue de ne pas s'éloigner entre deux
voisinages; au contraire, nous appelons usymptotique une trajectoire qui est, au sens ordinaire,
asymptote a une trajectoire périodique, ¢’est-d-dire qui s’approche d’elle de fagon constante.



— 36 —

valeurs supérieures 4 un nombre fixe a (sans cette derniére proposition,
U serait asymptotique & T). On pénétre ainsi une infinité de fois dans le
tube de diamétre a et d’axe T (tube a).

Considérons alors les arcs de U, en nombre infini, intérieurs au tube a.
Soit P, l'origine, sur le tube @, du premier de ces arcs que 1’'on rencontre &
partir de la valeur z= o. Sur cet arc, la distance MN a un minimum m,, diffé-
rent de zéro. Soit m, le premier minimum inférieur & m, que I'on rencontre sur
les arc suivants, et P, l'origine, sur le tube @, de I’arc correspondant. De méme
'arc d’origine P, donne lieu au minimum m, inférieur & m,, etc., la suite m,,
Mg, ..., m,, ... étant décroissante et de limite zéro.

Les points P,, P,, ..., P,, ... ont, sur le tube a, au moins un point d’accu-
mulation P. La demi-trajectoire issue du point P ne sort pas du tube a.

Si elle en sortait, en Q, la distance MN aurait, sur ’arc PQ, un minimum m,
différent de zéro. La suite des points P; qui tendent vers P donnerait lieu 2 des
arcs tendant vers PQ, et par suite 2 des minima m; tendant vers m, et non vers
Z€ro.

La demi-trajectoire issue de P, ne sortant pas du tube a, conduit 2 au moins
un point limite R (qui éventuellement pourrait étre un de ses propres points),
intérieur a ce tube. La trajectoire passant par R est entiérement intérieure au
tube a.

Si, en effet, elle possédait un point S extérieur au tube a, on pourrait trouver,
pour z assez grand, un arc de la demi-trajectoire issue de P suffisamment voisin
de SR pour sortir, lui aussi, du tube a. ‘

Pour achever, remarquons qu’on trouve nécessairement un point R, au moins,
non situé sur la trajectoire périodique T (s’il n’en était pas ainsi, la demi-
trajectoire issue de P serait asymptotique a T, et nous avons écarté I'hypothése
de I'existence de telles trajectoires). La trajectoire intérieure autube a est donc
distincte de T. On trouve alors un tube de diamétre b, inférieur 4 a, qui la
coupe; la trajectoire intérieure au tube b, qu’on pourra mettre en évidence, est
ainsi distincte de celle intérieure au tube a. On peut poursuivre I'opération.
Il y a une infinité de trajectoires contenues tout entiéres dans chacun des tubes
d’axe T et de diamétre inférieur ou égal a a.

Rapprochant ce résultat de ceux obtenus au paragraphe 21, nous pouvons
résumer ainsi les trois cas possibles pour les trajectoires voisines d’une
trajectoire périodique T.

1° Il y a une trajectoire asymptotique a la trajectoire périodique.

2° Il n’y a pas de trajectoire asymptotique, mais il y a des trajectoires
asymptotes. On peut alors trouver une infinité de trajectoires qui ne s'éloignent
pas de la trajectoire périodique de plus d’une longueur fixée @ I’avance, si petite
que soit la valeur de cette longueur.
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3° Il n’y a aucune trajectoire asymptote. Toutes les trajectoires coupant un tube
d’axe T et de diamétre a sont contenues dans U'espace compris entre deux tubes

d’axe T et de diamétres b et ¢ (b < a<c), b et ¢ devenant infiniment petits si a
prend des valeurs infiniment petites.

La classification, amorcée ici, des trajectoires voisines d’une trajectoire
périodique, ne peut vraisemblablement étre poursuivie que par Ja voie
analytique. Ce sujet peut étre considéré comme une généralisation de I’étude,
faite par Poincaré, des caractéristiques, au voisinage des points singuliers, des
équations différentielles d’ordre 1 et 2.
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