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PREMIERE THESE

SUR
LES DOMAINES COUVERTS

PAR

LES VALEURS D’UNE FONCTION
MEROMORPHE OU ALGEBROIDE

INTRODUCTION.

En 1879, M. E. Picard publiait son célébre théoréme fixant 2 deux
le nombre maximum des valeurs non prises par une fonction analytique
au voisinage d’'un point singulier essentiel isolé. Ce résultat ne devait
étre rattach¢ a4 aucun autre pendant plus de vingt ans. Mais,
comme suite aux travaux fondamentaux de M. E. Borel, MM.E.Landau
et G. Schottky établissaient leurs théorémes précisés ensuite par
M. C. Carathéodory. Puis M. P. Montel donnait sa puissante méthode
des familles normales conduisant & de nombreux résultats qualitatifs.
M. G. Julia, en utilisant les résultats précédents, donnait au théoreme
de M. Picard un complément important qui engageait la théorie dans
une voie nouvelle (*). Par ailleurs le théoréeme de M. A. Denjoy sur les

(1) G. Juria, Sur quelques propriéiés nouvelles des fonctions entiéres ou méromorphes
(Annales e U’Ecole Normale, t. 36, 1919, p. 93-125; t. 37, 1920, p. 165-218; t. 38, 1921,
p. 165-181).

THESE J. DUFRESNOY. 1
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valeurs asymptotiques (') recevait de M. Carleman sa premiére
démonstration qui basée sur des méthodes entiérement nouvelles,
que M. Valiron avait soupconnées dans des travaux antérieurs, faisait
apparaitre une méthode d’étude dont M. R. Nevanlinna allait montrer
la fécondité. L’étude de la distribution des valeurs d’une fonction
méromorphe semblait alors terminée. Mais, 4 la méme époque,
M. A. Bloch énoncait le théoréme auquel on a donné son nom, puis
il le précisait en 1925 (théoreme des trois cercles). Huit ans plus
tard, M. L. Ahlfors généralisait, dans une certaine mesure, ces
résultats sans toutefois parvenir a retrouver, par ses méthodes, le
théoréeme des trois cercles.

Enfin, dans un Mémoire paru en 1935 (?), il a montré qu'une étude
essentiellement topologique des surfaces de Riemann permet d’obtenir
un théoréme général surles fonctions méromorphes, qui généralise, en
un certain sens, le second théoréeme fondamental de R. Nevanlinna (®).
Ce Mémoire constitue le point de départ de notre travail.

Avant d’énoncer le théoréme de L. Ahlfors, il convient de préciser
la terminologie. Nous étudierons uniquement les surfaces de Riemann
décrites par des fonctions w= f(3), méromorphes dans le cercle
Jermé |z|<r, lorsque z décrit ce cercle. Rappelons briévement la
définition de la caractéristique ¢ d’une surface dont I'idée premiére
est due & Euler (étude des polyedres). Faisons un pavage de la surface
a l'aide de triangles (ou plus exactement de pavés topologiquement
équivalents a des triangles). La surface apparait alors comme une
sorte de polyedre ayant ffaces (triangles), a arétes (cotés des triangles),
s sommets (sommets des triangles). La quantité p = — s+ a— f, qui,
par définition, est la caractéristique de la surface, est indépendante
du pavage choisi. En effet, si dans un pavage donné on sépare un
triangle en deux il en est bien ainsi, car /' a cru d’une unité, s de deux

(1) A. DENioOY, Sur les fonctions enticres de genre fini (C. R. Acad. Sc., t. 145, 1907,
p- 106-108).

(?) Acta mathamatica, 63, p. 157-194. Ce Mémoire sera désigné dans la suite par [A].

(3) Cf. par exemple, R. NrVANLINNA. Eindeulige analytische Funktionen (Julius
Springer, a Berlin, 1936). On trouvera dans ecet Quirage un exposé de la théorie
d’Ahlfors. On pourra consulter également R. NEVANLINNA. Le Théoréme de Picard-Borel
et la théorie des fonctions méromorphes (Gauthier-Villars, 1929).
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unités et @ de trois; la propriété est donc vérifiée lorsqu’on remplace
un pavage par un autre plus fin; elle est encore vraie pour deux
pavages quelconques, comme on s’en assure aussitot en prenant un
troisieme pavage auxiliaire plus fin que les deux premiers et dont
‘I'ensemble des arétes est constitué par la réunion des ensembles des
arétes des deux premiers. En particulier, une surface fermée du type
topologique de la sphérea, comme le tétraedre, pour caractéristique
¢ =—2; nous retrouvons ainsi le théoréeme d’Euler relatif aux
polyédres. Une surface simplement connexe a, comme un triangle,
pour earactéristique ¢ = —1.

Sur la sphére unitaire X,, nous considérons maintenant ¢23
domaines D, simplement connexes et disjoints. Soit X une surface de
recouvrement de X,, ayant un contour I' de longueur L et une aire
égale a 4mS. Les portions connexes de la surface X situées sur le
domaine D, sont de deux sortes : ou bien elles n’ont aucune frontiere
relative par rapport & D, (c’est-a-dire que toute leur frontiére a pour
trace la frontiére de D,), ce sont par définition des disques (Inseln dans
la terminologie d’Ahlfors); ou bien elles ont une frontiére relative par
rapport a D, (frontiére relative qui appartient nécessairement a I'), ce
sont par définition des langues.

Nous appellerons enfin multiplicité d'un disque le nombre de ses
feuillets et multiplicité simple p d’un disque opposé — ¢ de sa carac-
téristique. Nous aurons donc p=1 pour les disques simplement
connexes et p <o pour les autres disques. Ahlfors a établi le theoréme
suivant :

TreoriME p’AnLrors. — Etant donnés, sur la sphére unitaire %,
q23 domaines D, simplement connexes et disjoints, on peut déterminer
une constante h telle que toute surface de recousrement X de X,,
simplement connexe, présente sur les domaines D, des disques dont la
somme Xp(D,) des multiplicités simples satisfait a

q

2 p(D)2(g—2)S —hL,

=1

ou 4 S désigne I’aire de X et L la longueur de son contour.
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Cette relation s’applique encore lorsque les domaines D, se réduisent
a des points a,; on a alors

q9
En(a,)g(q —2)S — hL,

=1

en appelant n(a,) le nombre de points distincts de la surface X situés
sur le point a,.

Enfin, si tous les disques situés sur le domaine D, ont une multiplicité
au moins égale a ., on a

q

N 1 L
S ) sk,

=1

ot h est une nouvelle constante ne dépendant que des domaines D,. Cette
inégalité est encore valable lorsque certains domaines D, se réduisent
a des points.

Appliquant ces théoremes a la surface de Riemann X(r) décrite par
la fonction w = f(z), méromorphe dans |z|< R<w, lorsque z
décrit le cercle |z|<r< R, Ahlfors obtient des propriétés des fonc-
tions w= f(z) lorsque R=cc ou lorsque R < acavec IIL_I{: S(r)(R—r)=c0.

Ce sont le théoréeme du défaut et le théoreme des domaines
(Scheibensatz) qui comprennent, comme cas particuliers, le théoréme
de Valiron et Bloch et les théoremes classiques sur les valeurs comple-
tement ramifiées.

Dans le premier Chapitre de ce travail, nous donnerons une
démonstration nouvelle du théoréme d’Ahlfors, qui présente I’avan-
tage de permettre I'estimation de la constante /; nous verrons que
cette démonstration peut étre simplifiée dans le cas particulier ou tous
les domaines D, sont réduits & des points. Enfin, nous étendrons le
théoréeme aux surfaces multiplement connexes. Dans le Chapitre II
nous exposerons les théorémes asymptotiques d’Ahlfors pour les
fonctions méromorphes et nous  apporterons a ges théorémes des
précisions nouvelles; nous montrerons que I’on retrouve le théoréme
du défaut de Nevanlinna. Le Chapitre I1I sera consacré a des théoremes
en termes finis qui comprennent, comme cas particuliers, lesthéorémes
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de Landau, Schottky, Bloch, ..., et qui généralisent des théoremes
qu’avait obtenus Ahlfors par une méthode tres différente ('). Enfin®
dans le Chapitre 1V nous étendrons ces résultats aux fonctions alge-
broides; nous obtiendrons ainsi de nouvelles propriétés, certaines
étant asymptotiques, d’autres en termes finis. Nous terminerons en
donnant quelques conséquences pour les algébroides a deux branches,
d’ott nous déduirons une extension, pour des domaines D, plus
généraux que ceux envisagés au début de cette étude, des theorémes
relatifs aux fonctions méromorphes; en peut esperer parvenir a des
résultats analogues, pour les algebroides 2 un nombre quelconque de
branches et pour des domaines D, encore plus généraux.

Pour rendre cet exposé cohérent et intelligible, nous serons
obligés de faire, & plusieurs reprises, des emprunts au Mémoire
d’Ahlfors. Nous signalerons les passages correspondants par l'indi-
cation « d’aprés [A] ...» mise en note; les références données sous
une autre forme indiquant simplement des rapprochements et des
comparaisons de résultats.

Qu’il me soit maintenant permis d’exprimer ma respectueuse
reconnaissance & M. Georges Valiron qui m’a incité a I'étude des
remarquables Mémoires d’Ahlfors, m’a suggéré d’entreprendre ce
travail et n’a cessé de me prodiguer conseils et encouragements. Je
tiens & adresser egalement mes remerciements a M. G. Julia qui a bien
voulu présenter & ’Academie des Sciences des Notes résumant les
principaux résultats de cette étude et 8 M. A. Denjoy qui a accepté de
se joindre 4 MM. Julia et Valiron pour constituer le jury.

Je prie M. E. Picard, qui a bien voulu publier cet article dans les
Annales de U’Ecole Normale supérieure, de trouver ici 'expression de
toute ma gratitude.

(1) Sur les domaines dans lesquels une fonction méromorphe prend des valeurs appar-
tenant & une région donnée. Acta Soc. Scient. Fennice, Nova Series A, t. II, no 2, (1933).



CHAPITRE I.

LE THEOREME FONDAMENTAL.

1. Soit, sur la sphére unitaire X,, une surface de recouvrement X
d’aire 47 S et ayant un contour de longueur L. On considére les points
de X, sur lesquels se trouve au moins un point de X; ils constituent
un ou plusieurs domaines X,. On définit de méme X,, X,, .. .; I, est
formé par I’ensemble des points de X, sur lesquels se trouvent au
moins v points de X. Les surfaces X,, X,, ..., X,. ... sont les
différents feuillets (') de la surface X; on reconstitue cette derniére
a partir des feuillets en reliant ceux-ci entre eux de facon convenable.
Nous désignerons par 4= S, I'aire du feuillet X, et par L, la longueur
de son contour. Il est clair que 'on a

5:2 S, e L _—_ELV.

Nous aurons besoin, au cours des démonstrations suivantes,
d’utiliser deux propriétés (*) de la caractéristique d’une surface.
Etablissons-les rapidement.

2. Faisons un pavage de la sphére X, tel que le contour T' de la
surface I se projette sur des cotés des triangles du pavage, et que les
points de ramification se projettent tous en des sommets. Cela entraine
un pavage de chaque feuillet X,, d’out un pavage de la surface X elle-
méme. Les caractéristiques des feuillets et de la surface totale sont
données par les relations

Py=—Sy+ av_fw
p=—s +a—f

(1) D’aprés [A], p. 162.
(%) D’apres [A], p. 166-168.
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Onaa==Xa, et f=Xf; par contre, on a, en général, s << Xs,, car un
point de ramification d’ordre p. (réunissant u.—+ 1 feuillets) donne
un sommet a la surface ¥ d’une part, et d’autre part un sommet a
chacun de y. 41 feuillets; on a donc

So-s=Se

Et, en introduisant 'ordre de ramification total ¢ = X p. de la surface X,
nous obtenons la premiere des relations que nous voulions établir

P :29\,—{— v,

On démontre aussi facilement la proprieté suivante. Si n trans-
versales et un nombre quelconque de rétrosections sans points
communs séparent la surface X en surfaces X', on a

p:Zp'—l— n.

En effet, on peut toujours supposer que le pavage effectué sur X est
tel que transversales et rétrosections soient formées de cotés de
triangles du pavage. Et la propriété énoncée est une conséquence de
ce qu'une rétrosection dédouble le méme nombre d’arétes et de
sommets, tandis qu'une transversale dédouble une aréte de plus.

Nous allons maintenant démontrer deux cas particuliers du théoréme
fondamental.

Premier cas particulier.

3. Nous supposerons que trois points distincts a,, a, et a, de Z, ne
sont pas recouverts par la surface £ simplement connexe et nous
désignerons par ¢, la plus petite des distances sphériques de ces trois
points pris deux a deux. Nous allons montrer que

2
L> gsos.

A cet effet, décomposons la surface en feuillets et étudions le
vieme fouillet de caractéristique p,. Deux cas peuvent se présenter :
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a. S,< -;; dans cette hypothése on a
valﬂrsv;

car le minimum de la longueur L, est obtenu, pour S, donné, lorsque
le feuillet a la forme d’une calotte, auquel cas on a

L =16mS,(1—S,);
d’ou I'inégalité précédente puisque S,(1—S§,)2S;.
b. S,> ;; alors L,>3 3, si ev=—1(feuillet simplement connexe)

et L,>28, si p,=o (feuillet doublement connexe).

En résumé, que 'on soit dans I'un ou l'autre cas, si p,So, on a
toujours

L,220,S,.

I I
S — ;6—0L_2 <sv—- 2—60LV>-

Chaque terme de cette somme étant inférieur a 1, il y a n feuillets X,

D’autre part

> — L .
avec n2 S 75, s pour lesquels on a

1
Sv— -2—60-Ly> 0.

Chacun de ces feuillets vérifie done I'inégalité p,> o.

De la relation
p= pvt9

pzn+v¢—N,

nous déduisons

ou N est le nombre de feuillets simplement connexes (p,= —1); soit
encore

pgs-—%L——N,——x,

20,

ou N, est le nombre de feuillets simplement connexes et non ramifiés.
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La propriété est établie s’il n’existe pas de tel feuillet. S’il en existe,
on les détache de la surface X par m transversales; la surface X
se décompose ainsi en surfaces Z,, en nombre au plus égal & m +1,

et auxquelles on peut appliquer la relation précédente (') oul'on a
fait N, = o soit
pr+12S;— —2-%;]-%-

Nous allons additionner ces relations membre 8 membre en remarquant
que, d’une part

pzzpk—l— m entraine p—l—lgz(pk—i— 1)

et que, d’autre part

> (Sk— 230 Lk>>S ——L— QTOZL’"

cette derniére somme étant étendue aux feuillets simplement connexes,
non ramifiés; donc étant inférieure a L. Il vient finalement

3
P—|—I>S—2—6—0L.

Dans le cas particulier ou la surface X est simplement connexe
(p=—r1), on trouve bien la propriété annoncée.

St la surface X simplement connexe ne recouvre pas trois points a; de
la sphére X, on a

L> %6(,8,

en désignant par 8, la distance sphérique minima de ces trois potnts pris
deux a deux.

De cette proposition on déduit facilement le théoréme de Picard (*)
ainsi que les théorémes de Landau et de Schottky (*).

(1) Valable pour les feuillets simplement connexes eux-mémes.
(*) Cf. §21.
(3) Cf.§30 et 31.

THESE J. DUFRESNOY. 2
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Deuxiéme cas particulier.

4. Considérons ¢>3 domaines D,, simplement connexes et disjoints,
situés sur la sphére X,. Désignons par ¢, la distance sphérique minima
car le maximum de ¢, est obtenu pour ¢=23, lorsque les domaines

sont réduits a des points. Nous allons démontrer le lemme suivant :

de ces domaines pris deux d deux. Remarquons, en passant, que 8,<

St la sphére L, est recouverte d’une surface connexe X a un seul
feuillet, de caractéristique o, d’aire 4TS, ayant un contour I' de
longueur L et telle que

].J
S—Z_e(;>oy

la surface I présente sur les domaines D, un nombre p 2o de disques
satisfaisant a
pP+p29—2.

En effet, si L=o, lafrontiére de X est formée de points en nombre m
arbitraire. On a p=—2-+m et p>qg—m; la relation est satisfaite.
Reste donc a examiner le cas o < L < 28,S. Le contour I' se compose
de o + 2 courbes fermées T, ; chacune d’elles aune longueur inférieure
a L<26,S<an; elle découpe X, en deux domaines simplement
connexes dont I’'un A, a une aire inférieure a 27, et I'autre A’ une aire
supérieure a 2. Montrons d’abord que X est nécessairement contenue
dans tous les domaines A’ ; s’il n’en était pas ainsi, X aurait une aire
inférieure a 27, d’ou 'inégalité L > 4 =S, ce qui est contraire a I’hypo-
thése puisque ¢,<=w. D’autre part chaque courbe T, ayant une
longueur inférieure a 22,, ne peut rencontrer ou contenir dans son
intérieur A, qu'un domaine D, au plus. La surface X s’obtient donc, a
partir de X, en retirant les domaines A, et chaque retrait supprime un
disque au plus. Puisque X, comprend ¢ disques, il en résulte que
comprend un nombre p>o de disques satisfaisant & p2g— (p + 2);
c’est la relation annoncée.

5. Soit alors X une surface de recouvrement de la sphére X,;
désignons par vw(D,) le nombre de feuillets de cette surface qui
recouvrent complétement le domaine D,, par v,(D,) 'ordre de ramifi-
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cation entre elles des portions de ces feuillets intérieures A D,, et enfin

par r(D) la quantité v(D,))—v,(D,); celle-ci satisfait au théoréme
suivant :

Tueoreme A. — S¢ la sphére X, est recouverte d’une surface de
Riemann X de caractéristique ¢, d’aire 4%S et ayant un contour de

longueur L, la somme Xr(D,) étendue aux q domaines D, vérifie
Uinégalité

<

r(D)2(g—2) (S = ;3 L) = (a0

=1

En effet, décomposons la surface X en feuillets X, d’aire 4nS, et
ayant un contour de longueur L,. Nous avons

1 -l 1
S 2—6014_2 <sv_ 575—01‘“>'

Chaque terme de cette somme étant inférieur ou égal & 1, il y a
n feuillets X, pour lesquels on a

Sv-——l—L,>0 avec nZS———l—L.
20, = 20,

Appliquons le lemme a chacun de ces n feuillets et sommons en
remarquant que
p=, 03+,

et que p,~+p¢,2—1, 'égalité n’ayant lieu que pour les feuillets
simplement connexes ne contenant aucun disque. Soit N le nombre
de ces feuillets; il vient

>u(D)2n(g—2)+e¢—N—p.
Tenant compte de I'ordre ¢ de ramification, on arrive a

Srmoz(g—2 (8= ;5L) —p— Ny

ou N, désigne le nombre de feuillets simplement connexes, non



— 12 —

ramifiés, ne contenant aucun disque. Le théoréme est donc établi s’il
n’existe pas de tel feuillet. S’il en existe, on les détache de la
surface X par m transversales, la surface X se décompose ainsien
surfaces X,, en nombre au plus égal & m 1, auxquelles on peut
appliquer la relation précédente olt 'on a fait N,=o. En sommant on

obtient
D0z =) Y (S 55 L) — (6 +1)

puisque p = Xo,~+ m entraine ¢ + 12 X(p,+ 1).

D’autre part
I 1 2
X (s 5gle) =S — gL~ 55 Dl

cette derniére somme étant étendue aux feuillets simplement connexes
non ramifiés, donc étant inférieure a L. Le théoréme est ainsi
démontré.

6. Dans le cas particulier ou les domaines D, se réduisent a des
points, le théoréeme A devient

TaeoriME A,. — On considére q2> 3 points a, de la sphére X,. St cette
sphére est recouverte d’une surface de Riemann X, de caractéristique o,
d’aire 47S et ayant un contour de longueur L, on a

,
Zﬁ(az)z(q—ﬂ(S— %L)—(pm,

ot 8, désigne la distance minima des povnts a, pris deux a deux et n(a,) le
nombre des points de la surface X situés sur le point a,, chacun de ces
points étant compté une seule fors.

Ce théoréme a été obtenu par Ahlfors (*) pour les surfaces simple-
ment connexes; toutefois la méthode d’Ahlfors ne permettait pas
I'estimation du coefficient de L. Ce théoréme contient le résultat
de I’étude du premier cas particulier.

(1) [A], p. 181; inégalité (B,).
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Le théoréme fondamental.

7. Soient toujours, sur la sphére X,, ¢>3 domaines D, simplement
connexes et disjoints; et soit &, la distance (sphérique) minima des
domaines D, pris deux a deux. Nous allons définir @ priori une
constante £ dépendant de ces domaines, et qui jouera dans la suite un
role important.

Si nous ajoutons au domaine D, ’ensemble des points de X, dont la
distance a D, est inférieure & /<c,, on obtient un nouveau domaine
D,(1) qui satisfait a 'une des propriétés suivantes :

. Il est simplement connexe;

B. Il est multiplement connexe mais ne sépare pas 'un de l'autre
deux quelconques des domaines D, (j £ 1);

y. Il est multiplement connexe et sépare les uns des autres certains
des domaines D,.

Il existe un nombre /, au plus égal a ¢, et tel que pour I </, on soit
dans 'un des cas o ou § et que pour [, << ¢, on soit dans le cas 7.
Par définition, la distance d’isolement !, de’ensemble des domaines D,
sera le plus petit des nombres /. Enfin, nous désignerons par D,({,) le
domaine D,(/,) s’il appartient au cas «, le domaine D,(/,) complété de
ceux de ses frous qui ne contiennent pas de domaine D, s’il appartient
au cas 3.

Soit X; la portion de la sphére X, extérieure aux domaines D,.
Considérons sur X) un domaine A d’aire 4o et dont le contour relatif
a une longueur A <2/, (par contour relatif, nous désignons les
portions du contour de A qui sont Zntérieures a X).

Si le contour ne touche aucun domaine D, et si I'on suppose de

I
plusc<l-,ona

1
[ [‘_TE)\.

Si le contour touche un domaine D, (et il n’en peut toucher qu'un
seul puisque A < 2/,<28,) et si I'on suppose de plus que le domaine A
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est intérieur a 5,(10), on pourra déterminer un nombre £, tel que I'on

ait toujours
o << k.

Nous définirons enfin la constante k par la relation

1 S, 1
k— S;Max (;—[—0, ZI_‘E’ ki, kay ooy kq)s

en désignant par 4 S, I'aire de la sphére trouée X|.

8. Calculons la valeur de cette constante # dans quelques cas
particuliers :

. , . N . I
1° Les domaines D, sont réduits a des points. — Onal,=¢,, k= =
. 1
et S,=1. Par conséquent, k = —-
40
2° Les domaines D, sont circulaires ou réduits a des points. — On a

encore /,=23,. Evaluons k. Soit P celui des deux poles du cercle

D,

7
Z

g

limitant D, qui est extérieur au domaine D,. La distance 3, estinférieure
a la distance de P au domaine D,. Le point P est extérieur a D,({,).
Pour un contour relatif de longueur 2 <2/, donnée, le domaine A
d’aire maxima est limité par un arc d’un cercle C qui coupe ortho-
gonalement le cercle frontiere de D,. Soit D la plus petite des deux
calottes découpées par C sur la sphére X,; cette calotte ne contient
pas P, c’est donc elle qui contient le domaine A. Nous distinguerons
alors deux cas :

Fig. 1 et 2.
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a. Le domaine D, est inférieur 4 la demi-spheére ( fig. 1);

4mo << aire de D <<long. de C << 22;
donc
1

kl< -
2T

b. Le domaine D, est supérieur i la demi-spheére (fig. 2);

4o < aire du secteur de D limité par les deux « rayons » tangents a D;

d’autre part
aire de D < long. de C
entraine
aire du secteur de D << A »

et finalement £,<< ZIE

On a donc toujours
I 1 I
/f_l\/lax[z-To, 277:—5;] < a—ao—s—u'

3° Les domaines D, sont convexes ou circulaires ou réduits & des
points. — Nous dirons qu’un domaine D, est convexe si le plus petit
arc de grand cercle joignant deux points quelconques intérieurs au

T

Fig 3.

domaine est tout entier intérieur au domaine; il en résulte qu’un grand
cercle tangent au contour du domaine laisse tout ce domaine d’un
méme cote de lui. Ici /, peut étre different de ¢,; la détermination
de Z, ne présente pas de difficulté serieuse. Voyons ce qu’il advient de
la constante £, relative 3 un domaine convexe. Pour un contour relatif
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de longueur A <2/, donnée, le domaine A d’aire maxima est limité
par un arc d’un cercle C qui coupe orthogonalement la frontiére de D,
aux points A et B (fig. 3). Le domaine D, est situé dans celui des deux
fuseaux qui est inferieur & la demi-sphére, fuseaux limités par les
deux demi-grands cercles joignant les poles du cercle C et passant
respectivement par A et B. Le domaine A est contenu dans la plus
petite D des deux calottes découpées par C sur la sphére X, car tous
les points de cette calotte sont situés dans D,(/,); pour s’en assurer,
il suffit de remarquer que la distance a4 A ou a B de tous les points de
la calotte est au plus égale 4 la distance du point Q, milieu du plus
grand des deux arcs du cercle C ayant pour extrémités A et B; cette *
distance est inférieure 4 la moitié de la longueur A de cet arc de
cercle, donc est inférieure & /,. On a, par conséquent,
4mo <<aire de D << long. de C << 22;

d’ou

k< -

2T

De sorte que la constante 4 a pour expression

1 I I
k_Max[Q_-lo, ZTL'S()] < 21080‘

Fig. 4.

a partir de &,. Nous allons montrer que si 5, > g(ce qui ne peut se
produire que pourg =3 ou4)ona loig’ tandis que si g, < g onal,=gd,.

Ceci est une conséquence immédiate de la remarque suivante : Si le

.
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domaine D, est convexe, le domaine D,(/) est simplement connexe,

lorsque lg—g En effet, pour que D,(/) soit multiplement connexe, il

faut et il suffit qu’il existe un point P de X, et deux points A et B
de D, (fig. 4) tels que les distances de P & A et a B soient inférieures
a let qu'il n’existe pas dans D, un chemin allant de A a4 B dont tous les
points soient & une distance de P inferieure a /. Ceci ne peut se

présenter pour lgg, car le petit arc de grand cercle joignant A 4 B
(arc qui appartient a D)) est intérieur a la calotte de centre P et
de rayon (sphérique) /.

D’ou finalement

11 I 2 I 2
< —y s o, —_—
’“=Ma"[260’n’ 21:80}<M“[560 27rSl,]<36OS(,

9. La constante £ étant ainsi définie, nous allons démontrer le
lemme suivant :

Laspheretrouée X}, d’aire 47S,, est recouverte d’une surface connexe X
a un seul feurllet, d’aire 4SS, et ayant un contour relatif T" de lon-
gueur L. St S— kL > o, la caractéristique o de X est au moins égale
aqg—o2.

En effet, si L=o, on ap2>¢ — 2; la relation est satisfaite. Reste

donc a examiner le cas ou L est tel que o <L < % Le contour I' se
compose :

1° de courbes fermées de longueur inférieure a 2/,<2¢,. Une telle
courbe sépare X, en deux domaines dont I'un A a une aire inférieure
a2m; ce domaine A contient un domaine D, au plus. D’autre part, la
surface £ est contenue dans le complémentaire de A, car sinon nous

aurions S < 4TXS"L < kL, ce qui est contraire a I'hypothése.

2° de courbes ouvertes de longueur totaleinferieure a 2/,<22,. Les
extrémités de 'une de ces courbes aboutissent donc au contour d’un
méme domaine D,. Une telle courbe sépare la partie de X, extérieure
2 D, en deux domaines dont 'un A est intérieur a D,(7,) et par

THESE J. DUFRESNOY. 3
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conséquent ne contient aucun domaine D,. D’autre part, la surface X
est contenue dans le complémentaire de A, car sinon nous aurions
k
S< ~L<KL,
So
ce qui est encore contraire a I’hypothése.
Donc, X se déduit de X; par retrait de tous les domaines A;
chacune de ces opérations ne peut que faire croitre p (c’est ce qui a

lieu dans le cas 1° lorsque A ne contient aucun domaine D)) ou le
laisser constant. Le lemme est donc établi.

10. A partir de 14, nous allons démontrer un théoréme obtenu par
Ahlfors ('), en utilisant une méthode qui ne fournit pas d’estimation
du coefficient de L.

Turorkwe. — La sphére trouée X, d’aire 47S,, est recouverte d’une
surface connexe X d’aire 47S,S et ayant un contour relatif T' de
longueur L. La caractéristique ¢ de X vérifie l'inégalité

+
p2(g —2) (S—3AL).

En effet, si S — £L <o, I'inégalité est triviale. Sinon, décomposons
la surface X en feuillets X, d’aire 47S,S, et ayant un contour relatif
de longueur L,. Nous avons

S — kL:E(SV—~ kL,).

Chaque terme de cette somme étant inférieur ou égal a 1, il ya
n feuillets X, pour lesquels S,—£L,™> o, avec

n2S— kL.

Appliquons le lemme a chacun de ces n feuillets et sommons en
remarquant que
.
p :z pyv+ ¢,

p2n(g—2)+v¢—N,

Il vient

(') [A1, p. 168-174.
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en désignant par N le nombre de feuillets simplement connexes,

car o, —1, I'égalité ayant lieu pour ces feuillets. Tenant compte de
I'ordre ¢ de ramification, on arrive a

p2(g —2)(S—kL)—N,

ou N, désigne le nombre de feuillets simplement connexes non
ramifiés. Le théoréme est done établi s'il n’existe pas de tels feuillets.
S’il en existe, on les détache de la surface X par m transversales; la
surface X se décompose ainsi en surfaces X;, en nombre au plus égal
am+-1, auxquelles on peut appliquer la relation précédente; ce qui
donne

. ~

pi2 (g —2) (Se— ALy).

En sommant on obtient

.
02 (g — 2) X (S1—kLy)
puisque
+ +
0 :Zp;ﬁ— m entraine ng ke
D’autre part
N (Si— kL) >S — AL — 2k 3 Ly,

cette derniére somme étant étendue aux feuillets simplement
connexes non ramifiés; elle est donc inférieure a4 L et le théoréme
est démontré.

11. Pour appliquer ce résultat nous devrons faire usage du premier
théoréme du recousrement d’ Ahlfors ('), que nous allons établir succine-
tement. Soit, sur X,, un domaine D d’aire 4= S,. Nous désignerons
par 4mS,S(D) l'aire de la portion, située sur D, de la surface de
recouvrement ¥ de X,. Décomposons la surface X en feuillets X,; pour
chacun d’eux nous avons

Sy S,
. < T
Sy< S, et SV(D)=SO>

(1) D’aprés [A], p. 163-164.
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d’ou, puisqu’il s’agit de quantités positives,

Sy
lsv— Sy(D)| < g‘o

En remplacant X, par son complémentaire par rapport a X,, nous
obtenons de méme

| (1= 8) = (= Sum) | < 5=
soit
1Sy Sy(D) | < L
0

Par conséquent
|Sy— Sy(D)| < —Sl-—min[Sv. 1—S).
0

En utilisant une inégalité déja employée (§ 3), nous obtenons

L,

min[S,, 1— §,]< in

et, en faisant la somme des relations pour les différents feuillets,
L

IS—S(D)|< [leSn.
C’est I'inégalité que nous voulions établir.

12. Nousallons maintenant démontrer le théoréeme fondamental (*).
Soit X, simplement connexe, une surface de recouvrement de X,.
Retirons de X toutes les langues situées sur les domaines D,; il reste
un certain nombre de surfaces X'. Celles-ci sont simplement connexes;
en effet, il suffit de montrer qu’il en est bien ainsi apres le retrait
d’une langue et de répéter ensuite le raisonnement autant de fois
qu’il est nécessaire. Or la langue se détache par m transversales et
rrétrosections. On a donc, d’apres les propriétés de la caractéristique,
—1=2Xp(X)+ ¢;+ m, en designant par g, la caractéristique de la
langue; celle-ci étant limitée par »+ 1 contours distincts, on a

(1) D’aprés [A], p. 179-180.
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pi2r—1; done Ep(E)+ m—+r<o. Et par conséquent il ya m+r
surfaces X’ toutes simplement connexes.
De chaque surface X' retirons tous les disques situés sur les

domaines D,; nous obtenons un certain nombre de surfaces X. D’aprés
les propriétés de la caractéristique, nous avons

Yo=Y (3)— p(Dy),

1=\

soit encore

v
+ -
> p(D)=Yp(2)—N,-+N,
1==1
en désignant par N le nombre des surfaces X’ et par N, le nombre des
surfaces X simplement connexes. On voit que N'=N—N, est le
nombre des surfaces X' contenant un disque au moins. Or, ci-dessus,

+
nous avons obtenu une borne inférieure de o(X) a partir de laire

de T et de la longueur de son contour relatif. Il vient, en sommant et

en majorant la somme des longueurs des contours relatifs des X par la
longueur du contour de X,

q
N p(D)2(g —2)[S(25) — 3kL]+ N

1=t

Et, en appliquant le théoréme du recouvrement, nous obtenons :

ép(Dl)g(q—z)[S _ (3k+ ﬁ‘—S)L] N

C’est le théoreme d’Ahlfors (') avec de plus une évaluation de la
constante . Résumons les résultats dans un énoncé :

THEOREME FONDAMENTAL. — Ktant donnés, sur la sphére unitaire %,,
g2 3 domaines D, simplement connexes et disjoints, on peut déterminer
une constante h telle que toute surface de recousrement X de L, simple-

(1) [A], p- 180, inégalilé:(B).
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ment connexe, présente sur les domaines D, des disques dont la somme
X p(D,) des multplicités simples satis fait a

q

N p(D)2(g—2)(S—AL),

=1

ou 478 désigne Uaire de X et L la longueur de son contour.
St les domaines D, sont circulaires, on a

| 3 I 1
IL—Z?T—SO -+ ;Max[g;7 E_S—o]'

St les domaines D, sont circulaires ou convexes, on a

1 3 1 1 1 3 1 2 1
— - R | —— - g —y —— ]
h= 4TS, + 2Maxljo, ﬁSO]: 4TS, + zMax[BO’ 7’ TESO]

Enfin st les domaines D, se réduisent a des points a;, on a

Saz (- 2(s— L)

=1

Extension du théoréme fondamental aux surfaces
multiplement connexes.

13. Supposons maintenant que nous partions d’une surface X
multiplement connexe de caractéristique ¢. Retirons encore de X les
langues situées sur les domaines D,; il reste un certain nombre de
surfaces X’ qui ne sont plus toujours simplement connexes; mais leurs
caractéristiques o(X') satisfont a I'inégalité

Nlp(2)+1]<p+1.

Pour démontrer cette inégalité, nous pouvons tout d’abord nous
limiter au cas ou I’on retire de X une seule langue; le cas général s’en
déduit immédiatement par itération. La surface X est séparée en
plusieurs morceaux par un certain nombre de transversales et de
rétrosections. L'un de ces morceaux, dont le contour contient néces-
sairement des parties du contour de X, constituent la langue; les autres
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constituent les surfaces X'. Par 'adjonction de bandes infiniment
étroites, sans points communs, traversant la langue et dont le nombre
est inférieur d’une unité a celui des surfaces X', réunissons ces
derniéres en une surface d’un seul tenant X’, dont nous désignerons
la caractéristique par o”. En retranchant de la langue les bandes
précédentes, il reste une langue entaillée. La surface X est maintenant
décomposée en deux parties : la langue entaillée et la surface X
cette décomposition est obtenue par m transversales et par un certain
nombre de rétrosections. Si p, est la caractéristique de la langue
entaillée, nous avons donc
p=p"+pi+m.

Nous distinguerons alors deux cas :

1° m > o; puisque p;2— 1, nous avons p"Sp.

2° m = o; la langue ayant alors plusieurs contours distincts (une
rétrosection au moins et une partie au moins du contour de X) ne
peut étre simplement connexe; ;> 0; nous avons encore p"Sp.

L’inégalitée annoncée sera démontrée si nous prouvons que

Dlo(X)+1]=p"+1.

Cette relation est bien vérifiée car, au point de vue topologique, on
obtient les surfaces X’ & partir de la surface £” en effectuant sur cette
derniére un nombre de sections transversales inférieur d’une unité
au nombre des surfaces X' (chacune de ces transversales coupant
I'une des bandes réunissant les X').

A partir de I'inégalité que nous venons d’établir, on conclut comme

on I’a fait pourles surfaces simplement connexes

Nrm)=Fp(Z) = Mp ()= () + NN~ ¥ [p(¥) +1].

=1

D’olr

q
Fr0)2 N e (B)+N—N—(p+1)2 e (Z)— (p+1),

=1

car =N —N, est le nombre de surfaces X' multiplement connexes
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ou contenant un disque au moins; c’est donc une quantité positive ou
nulle. La démonstration se termine comme dans le paragraphe
précédent et finalement :

Le théoréme fondamental s’applique aux surfaces de recouvrement X

multiplement connexes a condition d’écrire ['inégalité de la fagon

suivante
q

N p(D)2(g—2)(S—hL)—(p+1)

=1

qut fait intervenir la caractéristique o de ces surfaces.

Remarques.

14. Tous comptes faits, nous avons obtenu deux résultats distincts,
le théoreme A d’une part et d’autre part le théoréme fondamental
(étendu aux surfaces multiplement connexes).

Le théoreme A présente I'avantage d’un coefficient de L compléte-
ment explicité qui ne dépend que de ¢,. Ce théoréme peut donc étre
appliqué a des domaines D, quelconques disjoints que I'on a rendus
simplement connexes par des coupures convenables; sil’on revient a
la deéfinition de r(D,), on voit que cette derniére précaution est
superflue (il suffit de choisir des coupures ne passant par aucune des
traces sur X, des points de ramification de X et coupant peut-étre
la trace du contour I' de X, mais ne se confondant jamais avec elle sur
un arc). Par conséquent, le théoréme A s’applique a des domaines D,
qui peuvent étre multiplement connexes et emboités de fagon quelconque
les uns dans les autres.

Par contre le théoréme fondamental est plus précis en ce sens qu’il
fait intervenir £ p(D,) au lieu de Zr(D,) qui lui est supérieur ou égal.
On peut se demander s’il est aussi possible de donner, pour tous les
cas, une expression simple de la constante &, qui ne ferait intervenir,
par exemple, que S, et les aires des domaines D, (comme nous I'avons
fait dans le cas particulier de domaines convexes ou circulaires). S'il
en était ainsi, le théoréme s’appliquerait encore 4 des domaines D,
quelconques disjoints dans lesquels on aurait fait des coupures assu-
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jetties uniquement a les rendre simplement connexes. Nous montre-
rons dans la suite (') que ceci conduirait a une contradiction.*

15. Remarquons enfin que, de la seule connaissance de ¢ et de 3,
on peut déduire une borne inférieure de S,. En effet ' comprend
dans son intérieur les ¢ bandes de largeur 8,/2 bordant chacun des
domaines D,; d’autre part chacune de ces bandes a une aire supé-
rieure a celle de la calotte de rayon g,/2. Donc

Cela nous permet de donner une estimation de 4 en fonction seule-
mentde 3, et de ¢ dans le cas de domaines convexes ou circulaires. Si
’on ne connait pas ¢, on a toujours

et I'on vérifie immédiatement I'inégalité

4 ™ 3 I 2 I
§6_5>51“3x|:8;’ E? Eg;]

et donec A< g '67% Quel que soit ¢,, lorsque les domaines D, sont circu-
0

. 3w
laires ou convexes,ona h <> ;-
0

(1) Pour § 33.

THESE J. DUFRESNOY. 4



CHAPITRE II

APPLICATIONS AUX FONCTIONS MEROMORPHES (1).

16. Nous allons d’abord donner quelques conséquences des théo-
rémes précédents pour les surfaces de Riemann simplement connexes;
nous ferons ensuite I'application aux fonctions méromorphes.

Désignons par n(D,) le nombre de disques, comptés avec leur ordre
de multiplicité, situés sur D,; par n(D,) le nombre de ces mémes
disques, mais ou chacun est compté une seule fois; enfin, par »,(D,)
Pordre de ramification total de ces disques. D’apres les propriétés
fondamentales de la caractéristique, nous avons

])(Dl) =n(D,)— ni(Dl)gﬁ(Dl).
Le théoréme fondamental nous donne alors :

Etant donnés q> 3 domaines D, simplement connexes et disjoints, on a

q

7
Zni(sDz) +Z <1—— ﬂs_‘l)gz.k(q—ﬂh%

=1 =1
et, a fortiori,

7 —
2(1—-’—1%Q>§2+(q—2)h-lsi-

=1

En particulier, si la surface X ne présente aucun disque sur les
domaines D,, on a

1
L>-8§
=R
h étant une constante dépendant uniquement des domaines D, et que nous
avons évaluée, lorsque ceux-ci sont circulaires, convexes ou réduits a des
potnis.

(1) D’aprés [A], p. 181-182 et 188-191 pour les paragraphes 16 a 22 de ce Chapitre.
Nous avons de plus donné des estimations de 2 et précisé les propriétés des fonctions
véritablement transcendantes (qui interviendront dans la suite de ce travail).
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Le théoréme A nous conduirait 4 'inégalité analogue
DD o/ 3g—aL
1 q—
2 + (= >< MR
=1 =1

17. Plagons-nous, de nouveau, dans les conditions du théoréme
fondamental et supposons que tous les disques de la surface X situés
sur le domaine D, aient y, feuillets au moins; on a alors

I I
(D)< —n(D)<—S(D,);
(D)< (DS - S(D)

et d’autre part, (§ 11),
S(D

1
4mS,

en désignant par 4= S, I'aire du domaine D,. D’aprés le théoréme précé-
dent, nous avons donc

soit
§<I_i><2+ [(q—z)h-l-z%zpjsl]%

Etant donnés q> 3 domaines D, simplement connexes et disjoints, st
tous les disques situés sur le domaine D, ont y., feuillets au moins, on a

S(f)- | 3(-g)
(q—Z)h+4LﬂZEI§ (g—2)h+ =g

On obtiendrait des théorémes semblables si, aulieude fixer laborne

>

(2

inférieure ., de ZED[;’ on fixait une borne inférieure de gg:; ou
de ’;1((1)]):)) ou bien encore de ED’; Dans cet ordre d’idées, on peut

obtenir des théorémes analogues apartirduthéoréme A. Par exemple :

Etant donnés q2 3 domaines D, satifaisant aux conditions du théo-
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réme A, st v(D,) > p. r(D,), c’est-da-dire si v,(D)>< \)v(D ),ona

D Gt ) kD L G

ST 3g—o2 121'311—2 I O I

_.—_.1...___ _ —
2 0 AT PaeS, 2 0, 4 S,

18. Une remarque trés importante doit étre faite sur la forme des
bornes inférieures obtenues pour ¢ L dans les deux théorémes précé-

dents. Ces bornes sont loin d’étre précises; en particulier elles s’éva-
nouissent lorsque I'un des domaines D, se réduit & un point a,. Mais il
apparait aussitot que si les hypothéses des deux derniers théorémes
sontremplies, elles le sont a fortior: lorsqu’on agranditles domaines D,
jusqu’a étre des domaines D; satisfaisant encore, suivant le cas, aux
conditions du théoréme fondamental ou a celles du théoréme A. Dans
chaque cas particulier on choisira les domaines D; de facon a obtenir
la borne la plus grande possible. Pour I'un et I'autre théoréme on
obtiendra ainsi

(=g, B(=i)

et ’
2 3qg—2 1 2‘1 I

quiseront toujours positives, méme si certains domaines D, se réduisent
a des points. En particulier, on peut donner, en fonction de ¢, seul, une
estimation de la premiére de ces bornes lorsque les domaines sont
circulaires ou convexes et de la seconde dans tous les cas. Faisons
complétement ce dernier calcul. Il suffitd’agrandir chaque domaine D,

d’une bande de largeur 68—2"01‘1 O est un nombre compris entre o et 1.

Le dénominateur est alors inférieur a

q <3 qg—2 q
) R

q—2  hq
<8;;<1—6 gez>'
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En donnant 4 6 la valeur 2/3 on trouve que cette derniére paren-

—[‘—> = 4q. Donc,

thése est inférieure a q(-—————l_l 5 90

Etant donnés q>3 domaines D, satisfaisant aux conditions du théo-
réme A, st v(D,) > u,r(D,), c’est-a-dire si v, (D,) > (1 — i) v(D,),ona
1

q
L 0; 1
S i Z0-) |

Lorsqu’on connait autre chose que ¢, sur les domaines D,, on peut
améliorer cette borne inférieure. On obtient de méme le théoréme
suivant :

Etant donnés q23 domaines D, simplement connexes et disjoints,
certains de ces domaines pouvant étre réduits a des points, st tous les
disques situés sur le domaine D, ont v., feuillets au moins, on a

q
L I I
s>a| Z(=a) - |
_l:l

h' étant une constante dépendant uniquement des domaines D, et que
nous savons évaluer lorsque ces domaines sont circulaires ou convexes.

Un cas particulier important de ces théorémes est celui ou tous les
domaines D, sont réduits a des points a,.

Etant donnés q> 3 potnis a,, si tois les points de la surface X situés sur
le point a, sont des points de ramification d’ordre au moins égal a p,—1,

on a
7 -

L o2 1
>y 20-5)

=1

- - . N c s L
Les théorémes précédents conduiront & une borne inférieure de 3

chaque fois que 2(1— i—) > 2. Cela se présentera, en particulier,

si ¢g=1>5 (puisque (,22) dans le cas d’une surface X dont tous les
disques situés sur les domaines D, sont multiples ou bien dans le cas



d’une surface X complétement ramifiée sur les points a,. Cela se pré-
sentera encore si ¢ =4 dans le cas d’'une surface £ n’ayant aucun
disque sur un domaine D, et dont tous les disques situés sur les trois
autres domaines D, sont multiples, ou bien dans le cas d’une surface X
ne recouvrant pas un point a, et complétement ramifiée sur les trois
autres points. Ou bien encore si ¢=3, dans le cas d’une surface X
n’ayant aucun disque sur deux domaines D, et dont tous les disques
situés sur I'autre domaine sont multiples, ou bien dans le cas d’une
surface X ne recouvrant pas deux points a, et complétement ramifise
sur I'autre point, etc.

Applications aux fonctions méromorphes,
19. Soit une fonction w= f(z) méromorphe dans le cercle |z| < R<eo.
Nous allons appliquer les résultats précédents a la surface de

Riemann X(7) décrite par w lorsque 5 décrit le cercle | 3| <r<<R.
En posant z = ge”, nous avons

s w5
S(”“ﬁﬂg,xw (s

L, (T
L,(r)-—-2>/0\ mfd(?.

De la premiére de ces deux relations nous déduisons

dS(ry _r [ |w(2)]
dr _Ef (I—i—lw(;)lz)?dq)'

Et I'inégalité de Schwarz
T >1 W)
(fo W) F >@f @+ [w() ) dmf %

. dsS
(1) L(r)§8ﬂ2rﬁ-

entraine

Cette relation sera fondamentale dans toute notre étude. Elle montre
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que, lorsque R = =, la fonction L(r) est négligeable devant S(r) (*),
sauf peut-étre sur des intervalles exceptionnels A, de r. En effet, les

1
. s+¢ N
intervalles 4,, dans lesquels L(r)>S(r)" , ou ¢ est un nombre
positif arbitraire, ont une mesure logarithmique totale finie; car
I'inégalité (1) entraine, dans ces intervalles,

ds
W’

dr dS = dS 872
“Legme [ 22 2 , .
./: r 381 A S‘+25<8Tf, S'+13< 2eS%E(ry)

20. Le théoréme fondamental se traduit donc par les inégalités

1+2¢€
S(r) <8xwr

d'ou

q

N pD)>(g—2)8(r)—S(rf",

=1

q 1
zﬁ(fl,) > (g —2)S(r)— S(r)‘E_H,

=1

vérifiées pour tous r sauf, peut-étre, sur des intervalles exceptionnels
de mesure logarithmique totale finie.

La derniére relation (cas particulier ou tous les domaines D; sont

réduits a des points a,) doit étre rapprochée du second théoréme
fondamental de Nevanlinna d’apres lequel on a (?)

q
EN(r, a,)> (g — 2)T(r) — O[logrT(r)]

=1

sauf sur des intervalles exceptionnels. Mais, on ne peut déduire ce

(1) Nous supposons ici que S(r)-—>w. Si S(r) est borné la relation (1) montre que
L(r)— o, sauf peut-étre sur des intervalles exceplionnels de mesure logarithmique totale
finie. La proposition annoncée est donc encore vraie, ainsi que les théorémes que nous
allons en déduire. On sait d’ailleurs que, dans ce cas (¢f. R. NevaNLINNA, Quvrage cité),
la fonction w = f(z) est une fraction rationnelle de degré <; donc la fonction S(r) tend
vers d, et L(r) tend vers zéro sans intervalles exceptionnels.

(2) Nous utilisons les notations classiques

=[50 T @ Neyar= [ a0 @)= o, @)Y + e, a)logr.



— 39 —

théoréme de notre derniére relation; et I'inverse, non plus, ne peut
étre fait. De plus la propriété relative aux domaines D, apparait comme
une extension qui n'a rien d’équivalent dans la théorie de Nevanlinna.

21. Nous allons maintenant démontrer le théoréme du défaut. Nous

. ., .. L .
aurons seulement besoin de la propriété lim ¢ = o. Elle auralieu dans
7>R
les cas, et dans ces cas-la seulement, ou I’on n’a pas pour toutes (*)

les valeurs de r
(2) L(ry>eS(r)

ol ¢ est une constante positive. Si cette inégalité était satisfaite, nous
aurions [en utilisant (1)]

as
1<81r“ dr
r g2 S

et, en intégrant entre r et R, nous obtenons

100R<§_@[_L_ 1 ] 8m2 1
°r > |S(n T ST @ Sy’
Soil encore

R 82
(3) S(r)log— < =

relation trés importante, dont nous tirons, pour I'instant, la consé-
quence suivante :

Si R = oo, ou bien si R < w0 avec limS(r)(R—r)=w (%), ona
7>R

L]ézo.

m
r>R

(1) On peut en effet envisager toutes les valeurs de r, car, & condition de choisir la
constante ¢ assez petite, la relation précédente est vérifiée au voisinage de r = o, done
pour 7SR —¢'; et, d’autre part, elle est encore vérifiée pour R — ¢’ << » < R, d’aprds la
définition méme de la plus petite limite.

(%) On a, en effet, lim S(r)logl—{ = lim S(r)R— un Remarquons de plus que la
7 >R r 7>R R
condition lirr:‘S(r) (R —7) = = est satisfaite en particulier lorsque lim __T(_rl)_ = o,
r> 7>R log
°R—r

car, sinon, on aurait S(r) = 0 [’ﬁ"l_—r] sy d’o, par intégration, T(r) = O [logR ! r] .
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Introduisons, avec Ahlfors, les quantités

0'(D,) =1 — Tim 22 <@ (D) =1 —Tim 222,
rsr S n S
& (D)) =1 — Tim 22
xRS
9'(D,):]imn‘_('r£.
EST

L'indice de ramification §'(D,) du domaine D, est positif ou nul; son
défaut 3'(D,) et la quantité ' (D,) sont compris entre zéro et un
d’apres le théoreme du recouvrement; et nous avons de plus

§'(D,) + 8'(D,) <@, (D,)<1.
Les mémes définitions s’appliquent encore lorsque les domaines D,
sont réduits a des points; mais alors la théorie précédente ne permet
plus d’affirmer que les quantités 0'(a,) et ©,(a,) et le défaut ¢'(a,)

sont positifs.
On en déduit immédiatement (§ 16) le

TueoriME. — St R =0, ou bien si R < o avec imS(r)(R—r)=w,
>R
ona

>0, (D)<o;

donc, a fortiort,

DODYs2 et P O(D)+ (D)2
EB’(D,);z.

Ces relations sont encore satisfaites lorsque certains domaines D; se
réduisent a des points.

d’ou

S’il n’y a pas de disque sur un domaine, le défaut de celui-ci est
égal a I'unité; donc :

Dans les hypothéses du théoréme précédent, il y a nécessairement au
moins un disque sur l'un de trois domaines simplement connexes et

THESE J DUFRESNOY. 5
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disjoints. En particulier, vl existe au plus deux valeurs non prises par

la fonction w= f(z).

Remarquons que, si nous écartons le cas ot w = f(z) est une frac-
tion rationnelle, S(7) tend vers I'infini et par conséquent le théoréme
ci-dessus peut s’énoncer sous une forme plus précise, car, dans ces
conditions, le défaut d’'un domaine est égal & I'unité lorsqu’il n’y a
qu’'un nombre fini de disques sur ce domaine. Et alors, il y a une
infinité de disques sur I'un de trois domaines simplement connexes et
disjoints; et en particulier il existe au plus deux valeurs non prises
une infinité de fois par la fonction w = /'(3) [théoréme de Picard (')].

22. Nous obtenons de méme (§ 17) le théoréme des domaines.

ThEOREME. — ST R =00, ou bien si R < o avec lim S(r) (R —r) = oo,
7 >R

et si Uon a q23 domaines D, sumplement connexes et disjoints, dont
certains peuvent étre réduils a des points; st, de plus, tous les disques
situés sur le domaine D, ont ., feuillets au moins, on a

q

(- e

=1

La méme relation s’applique, en particulier, au cas de q points a,,
lorsque le point a, n'est recouvert que par des points de ramification de
la surface de Riemann d’ordre au moins égal a u,—1 (*).

Nous pouvons faire encorc la méme remarque. Si nous écartons le

(1) B. Prcaro, Sur une propriété des fonctions entiéres (C. R. Acad. Sc., 88, 1859,
p. 1024).

(*) Cf. C. CARATHEODORY, Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picurd
(C. R. Acad. Sc., 141, 1905, p. 1213-1215). P. MoNTEL, Sur les famulles normales de
fonctions analytiques (Annales de FEcole normale, 32, 1916, p. 223-302). Farou,
Remarques au syjel du théoréme de M. Picard sur les fonctions entiéres (Comptes
rendus des séances de lu Soc. Muth. de France, 1920, p. 23).

Les auteurs précédents supposent que les racines de f(z)— «, = o ont toutes des
ordres de multiplicité mulliples de w,; les ordres de mulliplicité au moins égaux A u,
ont eté considérés pour la premiere fois par G. VALIRON, Lectures on the general theory
of integral functions (Toulouse, 1923), p. 74-78.
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cas ot w= f(z) est une fraction rationnelle, le théoréme précédent
s'applique avec 'hypothése moins restrictive dans laquelle tous les
disques situés sur le domaine D,, sau/ peut-éire un nombre fini d’entre
euz, ont v, feuillets au moins et ’hypothése correspondante relative
au cas ou les domaines D, se réduisent a des points a,.
Cas particulier. — Si R =0, ou bien st R <o avec

lim S(r)(R—r)=uw,

7 >R
tly a au moins un disque simple sur U'un de cing domaines simplement
connexes et disjoints; en particulier w = f(z) ne peut présenter plus de
quatre valeurs completement ramifiées.

Si, de plus, la fonction w = f(z) est véritablement transcendante,
il y a une infinité de disques simples sur 'un des cinq domaines et,
en particulier, w = f(z) présente au plus quatre valeurs ramifiées
complétement, sauf peut-étre un nombre fini de fois.

Si la fonetion w = f( =) ne prend pas une valeur @, on a u(a) =,
et la proposition s’applique avec trois domaines (laissant le point a a
leur extérieur) et deux valeurs completement ramifiées. Pour les fone-
tions ne prenant pas deux valeurs a, et a, (fonctions nécessairement
transcendantes dans les hypothéses failes), il y a une infinité de
disques simples sur un domaine simplement connexe laissant les
points a, et «, ason extérieur; et il ne peut exister de valeurs
ramifiées complétement, sauf peut-étre un nombre fini de fois.

23. Au début de ce chapitre nous avons du exposer un certain
nombre de résultats figurant dans le Mémoire d’Ahlfors. Dans la
suite de ce travail nous allons indiquer les extensions que nous avons
obtenues.

Revenons, tout d’abord, au théoréme du défaut. Introduisons les
quantités

0D =1 —Tim L) g 0y =1 — fm L0

7 >R T 7>R T ’
3(Dy) =1 —Tm N2,

>R
G(D,): EENir(rDt)’

t >R
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ou P(D,), N(D,), N(D,) et N,(D,) sont respectivement égaux a

/p(D,)@, sz(D,)g;—{-., fn(D,)zI’; et fn,(Dl)‘-iFro
0 0 0 0

Ces définitions s’appliquent encore lorsque le domaine D, est
réduit & un point a, (). Elles coincident alors avec les définitions
du défaut et de I'indice de ramification de Nevanlinna.

Nous avons
g(D,) +d(D,) <0, (D,)<1.

Le seul cas intéressant est celui ou T(r)—>o. Les quantités
introduites sont alors, pour un domaine D, réduit & un point a,
comprises entre zéro et un d’aprés le premier théoréme de Nevanlinna.
Il en est encore de méme pour un véritable domaine D,, ce théoréme
donnant par une intégration

f (D) ﬂ

hm ————— <1,
7 >R

donc &(D,) > o. Il apparait, ici encore, que les théories de Nevanlinna
et d’Ahlfors se complétent, sans qu’aucune des deux puisse conduire
a tous les résultats.

Nous allons maintenant établir le

24. THEOREME. — St R = a0, ou bien st R < w0 avec lim T(r)(R —r) = o,
7 t

2@1(D,)§2.

on a

donc, a fortiort,

>O(D)g2 et 29(D1)+26(D,)§2;

7
() La définition de toutes ces quantités X(r):/ x(r)iffr, ou z(r) est une
]
fonction croissante, ne peul plus s’appliquer lorsque (o) £ o. il en est ainsi, on pose

X(r) =f' [7(r) — 2(0)] ’f_’ + z(0) logr.
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PXIUNESS

Ces relations sont encore satisfaites lorsque certains domaines D, se
réduisent a des points.

Ce théoréme, qui est dans une certaine mesure (') une extension
du théoreme du défaut de Nevanlinna, est distinct du théoréeme du
défaut d’Ahlfors (§21); en effet, si ’hypothése est un peun plus restric-
tive ainsi que nous 'avons déja vu, la conclusion est plus précise, car

dN,(D,)
. N(D)_ .. dar
(D)= lim —~! 2 lim ——— =06'(D,);
=

et de méme
3(D)24"(D,);  @O(D)20'(D,) et  ©O,(D,)>@,(D,).
Pour faire la démonstration, revenons i 'inégalité fondamentale

q
N p(D)2(g—2)(S—hL).
=t

En intégrant, nous obtenons

I’ r d
r
S PD)2(g =) T(r) — (g —2)h [ L(n) T
=1 0

D’autre partla relation (1), jointe & I'inégalité de Schwarz, nous donne

g dr\* ro[., L dr r
<f L(r)7> glogr—uf L-(/')—;- <87r25(r)logr—oo

(1) Le théoréme de Nevanhnna s’applique seulement aux points et non aux domaines.
Mais son hypothése est différente [R = » ou R << avec hmT(r)/log (1/R —r) = x»].
Sous cette derniére hypothése, on a probablement encore les conclusions de notre
théoréme.
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Et, par conséquent, nous avons

q

Y P(D)2(g—2)T(r) — O[VS(r)Toer];

=1
et notre théoréme sera démontré si nous prouvons que

. S(r)logr _
]lm,l—,z(;)———-—o

1 >R

Or, si cette propriété n’était pas vérifiée, nous aurions, pour r suffi-
samment grand,

S(r)logr
W > > 0.
soit
dT
dr 3

T2(r) = rlogr’
et, par intégration,
log R

>€10g-r0?,

I
T(r)
ce qui est en contradiction avec les hypothéses du théoréme ().

25. On peut aussi préciser le théoreme du paragraphe 22. En effet,
d’apres le calcul effectué dans le paragraphe 21,

Si w= f(z) est méromorphe dans | z| <R et satisfait a la condition
suivante :

(Condition C) il existe q23 domaines D, simplement connexes et
disjoints, dont certains peuvent étre réduits a des points et @ chacun

.y . ~ 1
desquels est assocté un entier ., (wecz (1 —- > > 2, tels que tous les
P

disques de la surface de Riemann décrite par w = f(3) et situés sur D,

(1) Le méme raisonnement permet d'établir que, lorsque R =, le terme complé-
mentaire est inférieur & ¢ /T(r)logT(r), saul sur un ensemble exceptionnel A, de r pour

lequel on a f dloglogr < =. Cf. A. DineHAs, Ewne Bemerkung zur Ahlforssche Theorie
Ay

der Ueberlagerungsflachen (Math, Zeutschr., 4%, 1939, p. 568-572).
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atent ., 'feuillets au moins;
alorsona R< wc et

(3) S(r)]og§< _

ot h' est une constante dépendant uniquement des domaines D; et que
nous savons évaluer.

La condition C peut étre remplacée par I'une des quatre conditions
suivantes plus restrictives :

(Condition C,) w = f(5) ne prend pas trois valeurs distinetes ;

(Condition C,) elle présente cing valeurs complétement ramifiées;

(Condition Cy) la surface de Riemann ne présente aucun disque sur
trots domaines simplement connexes et disjoints;

(Condition C,) elle ne présente aucun disque sumple sur cing domaines
simplement connexes et disjoints.

Par exemple, pour une fonction ne prenant pas trois valeurs, on a

. R 872
b(r)log; -1—61,—,
0

et, en particulier, pour la fonction modulaire définie dans |z| <71 et
ne prenant pas les valeurs o, 1, «, nous avons

79

I
log -
o8 ,.

S(r) <

26. Remarquons que les bornes ainsi obtenues pour S(r) sont loin
d’étre précises au voisinage de »=o, ot S(») est un infiniment petit
du méme ordre que r*. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’a
partir de (3) on peut obtenir une inégalité plus stricte donnant une
borne supérieure ayant un ordre de grandeur convenable au voisinage
de r =o0. On pourra en déduire une limitation de la dérivée a I’origine

et une horne supérieure de T(r) :f S(r)d{, ce qui était impossible

avec 'inégalité (3) non améliorée.



CHAPITRE III.

AUTRES APPLICATIONS AUX FONCTIONS MEROMORPHES,

27. Nous allons d’abord démontrer le lemme suivant, qui nous
sera utile dans la suite (').

Lemme. — St laire sphérique décrite par la fonction sw = f(z) méro-
morphe dans le cercle |z|<r, est 4=S,< 4=, Uaire sphérique 4mS
décrite par s, lorsque z décrit le cercle | 5| <r<r,, satisfait a l'inégalité

S

3|~

|-

So

~
w

<
1—S=r

I— S,

S

Dans le cas limite r = o, cette relation devient

] 1S,
<I+lf(5—> 1> S s,

(') La méme méthode donne une démonstration, que nous croyons nouvelle, dn
théoréme bien connu :

P

St Daire plane decrite par la fonction w = [(z) holomorphe dans le cercle |z | < ro
est Ao, lawre plane A décrie par w, lorsque = décrit le cercle |z | <r < rq, satisfait a
Dinégalité
Dans le cas limite r = o, cette relation devient

A
x| fi{o) 2S5
s

En eoffet, A(r) 6tant la longueur du contour de la surface de Riemann plane, on

démontre, exactement comme on I’a fait pour (1), que

/]
r(rySanr ;I:'\'

D’autre part, pour un feuillet, on a 23 > 4= Ay; d’ott 'on déduit X122 4= A. Et en utilisant

linégalité précédente on obtient 2 A <r ﬁ, qu’il suffit d’intégrer entre r et r,. Le pas-
sage a la limite est immédiat.
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Ce lemme se déduit de I'inégalité

(1) L‘(r)§8ﬂ:2rj—§,

que nous avons déja employée. D’autre part, nous avons établi (§ 3)
que, pour un feuillet, on a
L3216mS, (1 —S,).

Nous en déduisons

N2 16m28, (1 — 'sv):wasv— 6 ¥ S5,
Puisque L=2ZXL, et S=ZXS,, il vient L*>XL’ et $*>X8}; donc, pour
une surface de Riemann & plusieurs feuillets, on a encore

L2216 S(1— 8S).

Et, en tenant compte de I'inégalité (1),

2S(1—S)§1'§—§,

dr S g8
2[ 7=[ SG—9)’

ce qui démontre la premiére partie du lemme. Le cas limiter—=os’en
déduit immédiatement en remarquant que S est infiniment petit
avec r et a pour partie principale

1 2| f (o) \? R
/Tn(w!f(o)tl) -

d’ou

I’inégalité du lemme se transforme en égalité lorsqu’il en est ainsi
pour toutes les inégalités utilisées dans la démonstration; c’est-a-dire
lorsque la surface de Riemann X(r) est constituée par un seul feuillet

en forme de calotte [L;=167*S,(1—3S,)] et que 1!:};3 est constant

pour | z| = const. [égalité (1)]. Cette derniére condition revient a dire
que les calottes X(r) doivent étre concentriques. Cela a lieu dans le

THESE J. DUFRESNOY. 6
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cas, et seulement dans le cas, ou

Wo—+ Az
W=
1—}Wes

i, et A etant des constantes arbitraires.

28. Remarque. — Connaissant | f(0)], 7, et S,, le lemme nous donne
une borne de |f’(0)]. On peut aussi obtenir des bornes pour les
dérivées d’ordre supérieur. Pour le montrer, nous allons supposer
que f(o) est nul, cas auquel il est toujours possible de se ramener par
une transformation homographique de la variable ¢ se traduisant par
une rotation sur elle-méme de la sphére E,('). Effectuons sur la
variable z la substitution

15(5 — %)

t—= =
re— zz,

’ (Jzo] <10

qui conserve le cercle de rayon r, centré a I'origine et transforme la
fonction f(z)en une fonction ¥ (1) = /(z)alaquelle nous appliquons
le lemme; cela nous donne

AFo) ] Yo S
1+ [Fo)P) =ri 1—S

Or, aux points correspondants z =23, et t=—o0, 0ona

Il en résulte que

‘f/(zoﬂ < 7o S, .
1+ [f(50) P=ri—[5 [PV 1—S

. . T
Soit alors & un nombre quelconque compris entre o et ~- Les valeurs

. S, o
de w = f(z) correspondant & {z’ér‘,the\/l—s— sont donc situées
—s,

(*) On trouvera des precisions sur ce sujet dans un article qui doit paraitre prochaine-
ment dans le Bulle/in des Sciences mathématiques.
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dans la calotte ayant pour centre I'origine et pour rayon sphérique

Sy
7,th 0 T

27, /S,
£ ry — p? x—Sodp—ze

Autrement dit, nous avons | f(z)| < tangf et par conséquent

PAION
P!

tang(

{;lh,, \/ _Sﬂ

Nous choisirons, par exemple, 0 =

T . I T /S,
T >t — T D
7 sl So2 5 et 0 7\ —s. S
S,< ;; nous obtiendrons ainsi
| f1( o)} 1 i(\/ Se )X
p! r’ 1— S,
th T
4
avec
. I . i !
=p si Soza et h==1 si soga.

Cette remarque permettrait d’introduire dans les théorémes I et
1bis (§ 30 et 36), a la place de la dérivée sphérique a l'origine, une

expression ne dépendant que de | f(0)| et | f/”(0)|, comme cela se
fait habituellement pour le théoréeme de Landau

Premier groupe de théorémes.

29. Dans le chapitre précédent nous avons montré que si w = f(3)
est méromorphe dans | 3| <R et satisfait a la condition C (§ 25), nous
avons R <« et

8m2h'?

DI

Cette relation nous permettra de trouver une borne supérieure deR,
si nous savons de plus que, pour r=r,, on a S >S;; nous obtenons

R
(3) r =<

log




alors

Ou bien encore, si nous savons de plus que, pour r >r,, ona L > L,,
car la relation (1) intégrée entre r, et r nous conduit alors a I'inégalité

2
S(r)> %lo

o —
=] 7o
qui, jointe a (3), entraine, aprés avoir choisi r = yRry,

los E < 167r2h”.
°r, L,

Mais la relation (3) est trop peu précise pour donner directement
une limitation de R a partir de /(o) et de /(o). Nous allons améliorer
la relation (3) en utilisant le lemme démontré au début de ce chapitre.

Déterminons r, par la relation

R 2 e
log;; =167 h".
Nous avons
S(r)log§<8n’h”-’, pour r<R;

donc, en particulier, S(7,) < ; et, d’aprés le lemme,

2

S(r)y< = pour r <{ro;

r? —i—r"
relation plus précise que (3) dans son domaine d’application. Sans
trop nuire a la précision, nous pouvons rassembler ces deux résultats
dans une seule expression trés simple. Si r,<r<R, nous avons,
d’apreés (3),

S(r) < ST ’ ’

167202 3273A"E
R/r——llo R<2(R—-—r)e SR_p° ’

R/ry—1 o

tandis que, si r<r,,

2
S(n< L=< o

2
3 ent h”‘.
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Finalement, quel que soit »< R, nous avons

,12
Rz — 2

(3" S(ry<

32mh’2
€ ’

relation moins précise que (3) au voisinage de r= R, mais beaucoup
plus précise au voisinage de r=o. En passant 2 la limite pour r = o,
cette relation nous donne
|/ ()] o
R < elom h"

30. Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :
TukoreMe 1. — Si la fonction w = f(z) est méromorphe dans|z| <R
et satisfait a la condition suivante :

(Condition C) il existe g23 domaines D, simplement connexes et
disjoints dont certains peuvent étre réduits a des points et a chacun

., . 1
desquels est associé un entier ., avec 1— — ) > 2, tels que tous les
h P ’

disques de la surface de Riemann, décrite par w = [(3) et situés sur D,,
aient ., feutllets au moins;
alorson a R < et

A<
e

ou I’ est une constante dépendant seulement des domaines D,.

Ce théoréme contient en particulier les propositions suivantes (') :

(*) Sous sa forme générale, ce théoréme est nouveau. Les cas particuliers suivants
étaient déja connus :

(C1) ¢f. E. Lanpav, Uber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satz, Berlin,
Sitzgsber, 1904, p. 1118-1134.

Théoréme de Bloch [compris dans (Ci)]. C/f. A. BrocH, Les théorémes de M. Valiron
sur les fonctions entiéres et la théorie de l'uniformisation (C. R. Acad. Sc., t. 178, 1924,
p. 2051).

Théoréme des trois cercles de Bloch [compris dans (C) : domaines D,= trois
cercles (w=2) et le point & I'infini (& = »)]. Cf. A. BrocH, Quelques théorémes sur les
Jonctions entiéres et méromorphes d’une variable (C. R. Acad. Sc., t. 181, 1925, p. 1123).

(Cs) et (C;) avec sixz domaines au lieu de cing. Cf. L. AurFors, Sur les domaines dans
lesquels une fonction méromorphe prend des valeurs appartenant & une région donnée
(Acta Soc. Scient. fennice, Nova series A, t. II, n° 2, 1933).
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(Gy) St w= f(3) ne prend pas trois valeurs distinctes, on a
FAOTIS.
NI

(c’est le théoréme de Landan).
(C,) St w=f(z) présente cing valeurs complétement ramifiées, on a
T\
o G
1+ | f(o)]?
(Cy) St la surface de Riemann décrite par w = f(3) ne présente
aucun disque sur aucun de trois domaines simplement connexes et
disjoints, on a

LS ()]

pl6T2h?
1+ f(o)? <

(C,) St la surface de Riemann décrite par w= f(z) ne présente
aucun disque simple sur aucun de cing domaines simplement connexes
et disjornts, on a

/()]
/(0

(généralisation du théoréme de Bloch).

< e

31. Nous pouvons tirer encore d’autres conséquences de la rela-
tion (4). En effet, la transformation homographique de la variable

R:— =z

qui conserve le cercle de rayon R centré & I'origine, transforme la

fonction f(z) en une fonction F(t)= f(z) satisfaisant & la méme

condition C; par conséquent
[F7(0) ]

enm*h i'
() S

Or, aux points correspondants z=23, et =0, on a

R2 dz
R T

>0

dt =

la derniére relation s’écrit donc encore (en remplagant la notation z,



— 4 —

par la notation z)
/(=) R etomi™
1+ f(s) 2 TR —|z ]

Nous obtenons une limitation de la dérivée sphérique de la fonc-

tion f(z) méromorphe dans [z| <R et satisfaisant a la condition C(*).
D’ou :

Tueorime I1. — Les fonctions méromorphes dans le cercle |z| < Ret
satis faisant a la condition C du théorémel forment une fum;'ll() normale.

On peut remplacer la condition C par I'une des conditions plus
restrictives C,, Cy, C, ou G, (?).

Si donc, en particulier, nous avons affaire a des fonctions holo-
morphes, leur module sera borné dans |z|<r<R par une quantité

dépendant de » et de f(o). Nous allons déterminer cette borne
explicitement. Nous avons

T/ 5\ — " d’, 1eT2h"2 " rdr - e'}‘.’ﬂ’/t"“ B‘.’
I(I)H‘[ S(l‘) 7.‘<e R 2 lOng_,a

0

et nous savons (*) que, pour |z|=r<po <R,

o—+r
log| f(s)] < £/

0O—r
v

[T(p)+logy/ T+ (o)),

ce qui entraine, en choisissant p = 7R,

log /() | < | e og i - dog (14 /(o) )|

(1) Dans un premier exposé de la question (C. R. Acad. Sc.,t. 212, 1941, p. 595), nous
avions utilisé unc méthode un peu différente qui nous avait conduit tout d’abord A cette
limitation d’od nous avions déduit celle de S(7).

(2) Pour les cas particuliers :

(C1) ¢f. P. MonteL, Sur les familles normales des fonctions analytiques (Ann. de
UFe. Norm., t. 32, 1916, p. 223-302).

(Valeurs ramifiées) ¢f. G. VALIRON. Sur les fonctions méromorphes qui admettent des
valeurs quasi exceptionnelles (Association frangaise pour l’avancement des Sciences,
1926, p. 82).

(Cs) et (Cy) avec 6 domaines, cf. L. AHLFORS, Sur les domaines dans lesquels... (ouvr.
cité).

(3) Cf. par exemple R. NEVANLINNA, ouvr. cité.
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On obtient un résultat meilleur en utilisant les deux bornes
supérieures de S(r) (§ 28). Cela conduit &

Tr)< ; log2 + 82 A" []og 16m2h": — log ]og%] si r2Retom”

et & une autre limitation pour les petites valeurs de r. D’ou une borne
supérieure pour log| /(z)| plus précise que la précédente et que I’on
peut écrire ()

2R sy, 32" . .
log| f(z)| << [T [161r h ]O”—IBW -+ lobz<1+[f(o)l )]
TueoriMe III. — Nous aurons une telle limitation pour le module

d’une fonction w = f(z) holomorphe dans le cercle |z| <R et satisfai-
sant a la condition suivante :

(Condition C) il existe q>2 domaines D, finis, simplement connexes
et disjoints dont certains peuvent étre réduits a des points et a chacun

., . 1
desquels est associé un entier |, avec 2 (1 — i7> > 1, tels que tous les

disques de la surface de Riemann décrite par w = [f(z) et situés sur D,
aient ., feuillets au moins.

Ce théoreme (*) contient les propositions suivantes dans lesquelles
la condition C est remplacée par I'une des conditions C,, C,, C, ou C,.

Nous aurons une telle limitation si la fonction holomorphe w = f(z)

(C,) ne prend pas deuz valeurs finies (h” = :;)); c'est le théoréme
de Schottky;

(C,) ou bien si elle présente trois valeurs finies complétement rami-

, 3om
fiées (h”z 63L>;

(1) d’ou, @ fortior:,

log|f(z)| < RZE’_ [?(16::211”2)2 log R 5 -+ log2(1-+ | f(0) ;2)].

(?) Pour le eas particulicr Cy, cf. G. Scuortky, Uber den Picardschen Satz und die
Borelschen Ungleichungen. Berlin. Sitzgsber., 1904, p. 1244-1263. Pour C, et C,, cf. L. AHL-
FOHs. Sur les domaines dans lesquels ... (ouv. cité). ’
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(C,) ou bien si la surface de Riemann décrite par w = f(z) ne pré-
sente aucun disque sur deux domaines finis simvlement connexes et
disjoints (B = h);

(E) ou bien si cette surface de Riemann ne présente aucun disque
simple sur trois domaines finis sumplement connexes et disjoints (h' =2k').

32. A ce méme ordre d’idées, on peut rattacher le théoréme de
Koebe sur les fonctions univalentes. Soient f(z) une fonction holo-
morphe univalente, et deux courbes C de la sphére de Riemann,
fermées, sans points doubles et sans points communs et telles que f(0)
et o ne soient situes dans la méme region par rapportaaucune de ces
deux courbes C. Nous désignerons par C, celle des deux courbes C
qui est la plus voisine de f(0) et par ¢, le minimum des distances
de ces courbes entre elles et de ces courbes au point oo. Alors, s¢

R If/(O) | 3672

ST Ee T

'une au moins des deux courbes est complétement couverte, done
(en raison de I’holomorphie et de 'univalence) la portion de la sphére
de Riemann limitée par C, et comprenant f(0) est complétement couverte.
C’est une généralisation du théoréeme de Keebe, comparable a celle que
nous avons donnée du théoréme de Bloch; mais ici, la généralisation
est plus apparente que réelle. Retrouvons le théoreme de Keebe sous
sa forme classique. Supposons f(0) =o et prenons, comme courbes C
sur la sphére de Riemann, I’équateur et le parallele de latitude 45°. Il
résulte de ce qui precede que w = /() couvre | w|< 1 lorsque

Rif'(o)[2e™.

Et, aprés avoir fait R =1, on revient a la forme habituelle (') du
théoreme en multipliant la fonction f par e™™

(1) C/f. P.Koesw, Uber die Unifornusierung der algebravschen Kurven 11 (Math. Annal.,
69, 1910, p. 1-81).

Sur les rapports entre les théorémes de Landau et Schottky et celui de Keebe, cf.
E. LanbAv. Zum Keebeschen Verzerrungssatz (Rende Conty del cucolo mat. Palermo, 46,

THESE J DUFRESNOY. 7
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Sigw=13z-a,3*+ ... est holomorphe et unicalente dans le cercle |z| <1,
elle 1epresente ce cercle sur un domaine du plan des w, qui comprend le
cercle |w| <k a son interieur (k = constante de Kcebe).

Cette demonstration donne une mauvaise evaluation de la con-
stante k(k>e") Mais elle montre que le theoréme de Koebe peut étre
considere comme une consequence du theoréme de Landau.

33. Une 1dee voisine de celle quinous a guides iciva nous permettre
de faire une remarque 1mportante sur la constante 2 du theoréme
fondamental On ne peut trouver une expiession de la constante h qui ne
fasse intervenir que 8, et les aires des domaines D, anst que leur nombre.
Smon le theoreme fondamental s’appliquerait a des domaines D,
quelconques, disjoints, dans lesquels on aurait fait des coupures
assujetties uniquementa lesrendre sitmplement connexes. Considerons
alors une fonction entiere w = f(z) et deux domaines D, et D, disjoints
situes tout entiers a distance finie. Nous savons qu’il existe unevaleur

de r pour laquelle
S(r)y—hL(r)y>o,

il en resulterait que la surface de Riemann X(r), decrite par w
pour |z|<r, presenterait au moins un disque sur le domaine D, ou le
domaine D, fendus de la maniere la plus quelconque qui les rende
simplement connexes. Supposons que D, et D, sorent des couronnes;
il resulte de I'arbitraire des fentes, que, sur 'une au moins de ces
couronnes non fendues, 1l y aurait un « disque » (1c1 la denomination
« anneau » conviendrait mieux ). Celle des deux portions de la sphere

1922, p 347-348) G VaviroN, Sur un theoreme de MM Kebe et Landau (Bulletin
des Sciences mathematiques, 81, 1927 p 34-a2), Sur les valeurs des fonctions holomor phes
dans un cercle (C R Acad Sc, 183, 1926, p 1206-1258)

S1 on ne s'oblige pas a 1attacher le theoreme de Keebe a celur de [ \ndau on peut
proceder beaucoup plus simplement en utilisant uniquement I'inegalite (1) et le lemme

dn §27 En effet, S(R) <1, done, s1 | w | <1 n'est pas completement couvert, S(Re—*) <;
d’apres I'inegalite (1) en 1emarquant que L > = des que S > ; - Et, en utilisant le lemme,

on obtient R M < et (Cela donne d’ailleurs une meilleure estimation de la
1+ | f(0) |

constante de Koebe (k> e—*=0,0183 )
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N

de Riemann extérieutes A la courcnne, qui ne comprend pas le
point oo, serait donc complétement couverte. Si nous choisissons alors
les deux couronnes D, et D, extérieures a la calotte |w|<1 et séparant
cette calotte du point o, nous arriverions a la conclusion suivante :
toute fonction entiére w = f(z) couvre complétement le cercle || <.
Ce qui est manifestement absurde.

Deuxiéme groupe de théorémes.

34. Dans ce qui précede, nous avons étudié des propriétés des
fonctions méromorphes caractérisées par le fait suivant : si 'une de
ces propriétés n’est pas satisfaite on a

(2) L> 8.

Cette étude peut étre étendue aux propriétés dont la non-vérification
entraine
(2 bis) L>%(S—l);

ou /, de méme que A’, est une constante connue. En utilisant I'inéga-
lité (1), on en déduit, par intégration,

(3 bis) [S(r)—l]log1;<81r2h’/2-

Il en résulte, en particulier, que R = o entraine S(r)</; cette
relation exprime que ¢ = f(z) est une fraction rationnelle dont le
degre ne dépasse pas /. En reprenant les considérations faites au début
du Chapitre 11, on est conduit au théoréme suivant :

TueoriME. — St = f(3) est méromorphe dans toutle plan et satisfait
a la condition suivante :

(Condition C*) il existe 23 domaines D, simplement connexes et
disjoints, dont certains peuvent étre réduits a des points et @ chacun

desquels est assocté un entier \., avec Z(I — —:;)> 2, tels que, a lexcep-
i/
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tion de d d’entre eux, tous les disques de la surface de Riemann décrite
par w = f(z) et situés sur D, atent p., feuillets au moins;
alors w= f(z) est une fraction rationnelle dont le degré ne dépasse

pas

Dans ce théoréme, d désigne le nombre total des disques excep-
tionnels, chacun de ceux-ci étant compté une seule fois quelle que
soit sa multiplicité.

La condition C* peut étre remplacée par 'une des quatre conditions
suivantes plus restrictives :

(Condition C}) ¢ = f(3) ne prend trois valeurs distinctes que d fots
en tout (P, = o );

(Condition C%) elle présente cing valeurs ramifiées complétement sauf
d fois en tout (p, = 2);

(Condition C%) la surface de Riemann présente au total d disques sur
trois domaines simplement connexes et disjoints (., = x);

(Condition C}) elle présente au total d disques simples sur cinq domaines
simplement connexes et disjoints (., = 2).

35. Pour obtenir des théoremes en termes finis ayant la forme de
ceux de Landau et de Schottky, il est donc bien clair que nous devrons
faire des hypothéses supplémentaires afin d’écarter polynomes et
fractions rationnelles.

Supposons d’abord que les fonctions w = f(z) ne prennent pas
deux valeurs distinctes (fonctions & deux valeurs exceptionnelles).

Nous allons montrer que, pour S(r)> é, L(r) demeure borné infé-

rieurement; nous pourrons alors faire le passage en termes finis

comme précédemment, mais avec une étape supplémentaire : faire
P ye I I . .

franchir & S(r) l'intervalle -, -+ /. Soient a, et a, les deux points

exceptionnels de distance sphérique 2. Décomposons la surface T en
feuillets X, d’aire 478, et de contour de longueur L,. Ou bien tous les
feuillets ont une aire inférieure a4 27 et alors L,>4%S,; d’ou
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L> 4nS>2m>>23. Ou bien il existe un feuillet X, ayant une aire
supérieure A 27; ce feuillet pouvant étre multiplement connexe, deux
cas sont a distinguer :

a. Les points a, et a, ne sont pas séparés par le feuillet; alors
L,> 28 et a fortiori L™> 22;

3. Les points a, et a, sont séparés par le feuillet; chacun de ces
points est alors entouré par une courbe fermée faisant partie du
contour du feuillet. Mais, dans le contour total de X, il existe deux
arcs qui joignent ces deux courbes fermées. Si donc nous fen-
dons X, le long du plus court chemin joignant les deux courbes
fermées, nous obtenons une surface X, satisfaisant aux conditions « et
dont le contour L, est inférieur a L. Par conséquent L, > 28 et
a fortiori L> 2¢. En résumé :

St w = f(3) ne prend pas deux valeurs distinctes de distance sphé-
rique 8, on a L(r) > 20 deés que S(r) > ;

On peut arriver a un résultat analogue en faisant une hypothése
moins restrictive. Supposons qu’il existe deux domaines D, et D,
disjoints sur lesquels la surface X ne présente aucun disque. Remar-
quons d’abord que I’on peut agrandir les domaines D, et D, de facon
4 donner dans tous les cas un sens au calcul suivant (méme sil’'un
des domaines initiaux était réduit a un point), ou, tout au moins, a
améliorer la borne obtenue. Soient 4nS, la plus petite des aires des
deux domaines et & leur distance. Nous distinguerons deux cas :

a. Aucun point de la surface Z ne se trouve surl'un de ces domaines;
d’aprés le théoréme du recouvrement, nous avons alors

L

S < —_-—471'50’

donc L>2anS;;

B. Il y a des points de la surface X sur chacun des deux domaines;
dans ce cas, nous avons L > 2¢. En résumé :

St la surface ¥ décrite par w = f(z) ne présente aucun disque sur
deux domaines D, et D, disjoints, on a L(r) > L, dés que S(r) > %,
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en désignant par L, une constante positive ne dépendant que des
domaines D, et D, et que nous savons évaluer.

36. Nous allons étudier les fonctions @w = f(z) méromorphes
dans | z| <R et satisfaisant & la condition suivante :

(Condition C") il existe trois domaines D, simplement connexes et
disjoints, dont certains peuvent étre réduits 4 des points, tels que la
surface de Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun disque
sur deux de ces domaines et que tous les disques qu’elle présente sur
le troisieme, a I’exception de d d’entre eux, aient p.22 feuillets au
moins.

Nous avons déja vu que cette condition entraine <l—_— 1_—{1_/;)
(2 bis) L> 5 (S —0);
d’ou
. R
(3 bis) [S(r)—l]]og; < 8m2h".

De plus L(r) > L, dés que S(r) > é Nous allons améliorer la rela-
tion (3 bis). Déterminons r, par

log —?— —=1672A"2,
0

Il résulte de (3 bis) que S(r,) S+ % Déterminons r, par

log 70 — 8m2!
n T L2
Pour r compris entre r, et r,, nous avons

1 L2 r
<= (U —.
S(r)=2 -+ Sﬁ?logm

En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi; alors pour p2>r nous
aurions L(p) > L, et, d’apres I'inégalité (1),

dS(p) .

L3 <81r3p———dp H
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intégrons entre r et r,, il viendrait

r 812 8m2 L2 r
log ™ < T [S(r) —S(m] < T (1~ ghlog £ );

ce qui est en contradiction avec la définition de r,. En particulier,
1
pour r=r,, nous avons S(7,)< 5

Par conséquent, pour r<r,, S(r) satisfait a

2
S(r)< T

Nous obtenons ainsi, pour 7<r, et pour r,<r<r,, des bornes supé-
rieures de S(r) meilleures que (3 bis). Nous ne conserverons cette
derniére que pour r,<r<R. Sans trop nuire a la précision, nous
pouvons rassembler ces limitations dans une seule expression tres
simple.

Sir<r,, nous avons

N
©

~
o

S(r)y < —

!
JOTR2A’ 241672 o r 32732 +16T
i)

Rz_r2e

L
;.

i
|.

-k
=)
10

Sir,<r<r,, en remarquant que L; < 82,

1 r 1/r\?
S(1)<-2+log—r—1<5<—> >

ry
d’ou l]a méme borne que dans le premier cas.
Enfin, sir2r,,
8m2h"  Bmrhr 8T
S(ry<<(20+1) < e'ng;

log—’: log%

et 'on arrive encore & la méme borne, en traitant cette quantité
comme on I’a déja fait(§ 29).
Finalement, quel que soit 7 <R, nous avons

r? l

(3’ bls) S(r) < R rge‘321t’h"9+167:1L_3’

relation moins précise que (3 bis) au voisinage de r=R, mais
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beaucoup plus précise au voisinage de r=o. En passant 4 la limite,
pour r=o, cette relation nous donne

! meh? s L
(4 bis) R Lf"(0) | < TR

1+ [f(o)[*

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Tueoreme [ bis. — St la fonction w = f(z)est méromorphe dans|z| <R
et satisfait a la condition suivante :

(Condition C') il existe trois domaines D, simplement connexes et
disjoints, dont certains peuvent étre réduits a des points, tels que la
surface de Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun disque sur
deux de ces domaines et que tous les disques qu’elle présente sur le
troisieme, a U'exception de d d’entre eux, aient .2 2 feuillets au moins;

alorson a R < o et

[ f'(0)] —ex 1672 A2 N 8n2d
/o) P (-2 ul; Ry
2 ’ Z

Ce théoréme contient en particulier les propositions suivantes (') :

(C)) Stw=f(z) ne prend pas deux valeurs distinctes et prend d fors
au plus une troisiéme valeur, on a

TROI
Ry T

(C’est une extention du théoréme de Landau.)

(C,) Siw = f(z) ne prend pas deux valeurs distinctes et présente une
troisiéme valeur ramifiée complétement sauf d fois au plus, on a

F)] e (I wa(ZY
R.I_—T—W(W <e (°o> (5()).

(C)) Sila surface de Riemann décrite parw = f(z ) ne présente aucun

(1) Pour le cas particulier (C}), cf. E. LaNpAvu, Uber den Pichen Satardscz.
Viertelj. naturf. Ges. Zurich, 1906, p. >52-318.
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disque sur deux de trois domaines sumplement connexes et disjoints, et
en presente d au plus sur le trowsieme, on a

|f/(0)\ 167’h’+81l’i
I+‘f(0)|"<e L3

:
h et L, etant deux constantes, dependant de la position relative des trois
domazines, que nous savons evaluer

(C) St cette sur face de Riemann ne presente aucun disque sur deux
de t10ts domaines sumplement connexes et disjoints, et presente au plus
d disques sIMPLES sur le t1oisiéme, on a

If(O)I mn!h’q—wnii%

1+ | /(o) <e

37. Comme nous 'avons fait & partir de (4), nous pouvons tirer
de (4 bis) 'megalite

2 ’+87r’-£-
f ()] _RTTTTER
A S T R=]aT

Nous obtenons ains1 une limitation de la derivée spherique de lafone-

tion f(z) meromorphe dans | z| <R et y satisfaisant a la condition C'.
D’ou :

Tatorewe 11 bis — Les fonctions meromorphes dans le cercle |z | <R
et satisfaisant a la condition C' du theoreme 1 bis forment une famulle
normale

On peut remplacer la condition C’ par 'une des conditions C,, C,,
C,ouC, ().

S1 donce, en particulier, nous avons affaire a des fonctions holo-
morphes, leur module sera borne dans |z|< <R par une quantite

(*) Pour le cas particuher (C,) ¢/ P MonTEL Sur les famulles quas. normales de
Jonctions holomorphes (Mem de [’dcal Roy de Belgique classe des Sciences,
a¢ serie, 6, 1922 p 1-41), et A Brocu Sur les fonctions prenant plusieurs fois dans le
cercle unute les valeurs o et 1 (C R Acad Sc, 179, 1924, p 954)

THESE J DUFRESNOY 8
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dépendant de r et de f(0). On détermine cette borne comme il a déja

66 fait (§ 31)(")

!
y 3eTMEA 216 T2 —
2R {e n o

log | /()| < g Flog +10g(1+|f(0)|’)]-

—7r

Taeorime LI bis. — Nous aurons une telle limitation pour le module

d’une fonction w = f(z) holomorphe dans le cercle de rayon R et
satisfaisant a la condition suivante :

(Co ndition (') il existe deuax domaines D, Fivis, stmplement connexes et
disjoints dont certains peuvent étre réduits a des points tels que la surface
de Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun disque sur l'un de
ces domaines et que tous les disques qu’elle présente surl’autre, a I’excep-
tion de d d’entre eux, aient p.2 2 feudllets au moins.

Ce théoreme contient en particulier les propositions suivantes (?) :

Nous aurons une telle limitation st la _fonction holomorphe w = f(3z)

(C.) ne prend pas une valeur finie, et en prend une autre d fois au

plus
<h”: ziao; Lo=20,; l:d>;

c'est une extension du théoreme de Schottky;

(C,) ou bien si elle ne prend pas une valeur finie et présente une autre
valeur finie ramifiée complétement, sauf d fois au plus

(h”: 24%; Ly=120,; = 2d>;
0 -

(E;) ou bien si la surface de Riemann décrite par w= f(z) ne
présente aucun disque sur l'un de deux domaines fints, simplement
connexes et disjoints et en présente d au plus sur le second (' = h; l=d);

(C.) ou bien si cette surface de Riemann ne présente aucun disque
sur l'un de deuzx domatnes finis, simplement connexes et disjoinis et
présente au plus d disques stupLES sur le second (A= 2k’ ;1 = 2d).

(1) On pourrait améhorer ce résultat de la méme fagon que dans le paragraphe 31.
(2) Pour la bibliographie donnée pour le théoréme II bes.
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38. A cet ordre d’idées on peut rattacher aussi un théoréme
de G. Valiron (') sur les fonctions holomorphes dans | z| <R, ne s’y
annulant pas et dont la dérivée a un module moindre que M aux points
ou la fonction prend la valeur 1.

Englobons le point 1 dans un domaine D qui est une calotte ayant
pour centre le point 1 et pour rayon (sphérique) ng- Soient n' le
nombre de disques simples et n’ le nombre de disques multiples

situés sur D. D’aprés le théoreme fondamental, nous avons

n+n">8 — AL, avec lt:3—1—+3g—Max[§,3.i]:-%-8—,
T 2 ' m 3T 3w

et, d’aprés le théoréme du recouvrement,

n+on"<<S(D)<<S+ hl, avec hlz-%.

En éliminant n” entre ces deux inégalités, nous obtenons
n'>S —(2h+ hy)L.
Sur chacun des disques simples, la fonction inverse de w = f(z) est

holomorphe et nous avons au point 1, centre de la calotte,

W M

I+ |w|? 2
A chaque disque simple il correspond donc, dans le plan des z, un

. y ) , . ./ 2)\2 i 4

domaine dont l'aire (*) est supérieure a <I\_/I> ntang® ¢ = 3 La
somme de ces aires devant étre inférieure & wr?, nous avons

4 59

rr> e [S(r) — 3 L(r)].

Recherchons d’abord les fonctions entiéres (R =) satisfaisant

(1) Cf. G. VauroN, Sur les waleurs exceptionnelles des fonctions méromorphes et
de leurs dérwées ( Actunlités Scient. et Indust , fase. 370, 1937), et G. VALIRON, Sur un
cruere de fanulle normale (C. R Acad. Sc , t. 205, 1937, p. 890).

(%) Nous appliquons le théoréme sur l'aire plane couverte, démontré paragraphe 27,
note (1), aprés avoir effectue une rotation de la sphére des w qui améne w =1 en w = o.
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aux conditions; elles doivent ne pas s’annuler et étre d’ordre 2 au
plus d’aprés I'inégalité précédente, donc étre de la forme

f(z) — e@s'+bztc,
Il faut que les constantes a, b et c soient telles que

az*+ bz +c=2kmi (k = entier arbitraire)

entraine
2az + b <<M.

Or, si f ne se réduit pas 2 une constante, I’équation précédente a des
racines de module arbitrairement grand. 1l faut donc et il suffit
que a=o0 et b <M. En résumé, les seules fonctions entiéres répon-
dant & la question sont de la forme

w = he¥?,

ou A et w sont des constantes, la derniére satisfaisant a || <M.
Placons-nous maintenant dans le cas R < . Nous avons alors

L<1->>%[S<r>~ 2MR]

c¢’est-a-dire une inégalité de la forme (2 bis). On en déduit donc la
relation

59\2
o r 3212 ( — ) 43M2R?
(3'bis) S(r) < g ()

y

qui donne en particulier
{f/(o)i 1672 '5;9)’*--‘:-1\1’1\!

“om T

Cette relation nous limite la dérivée sphérique a I’origine en fonction
de M et de R ('), mais ne nous permet pas inversement d’avoir une

(1) Il est clair que, dans cette relation, on peut remplacer R par une quantité qui lui est

inférieure. Cette remarque permet d’améliorer (4 bis) lorsque R > M;\/S; dans ce cas, on

- Cela montre, en particulier, que la relation (4 b:s) ne s’évanouit

y remplacera R par L
My3

pas lorsque R — <.
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borne supérieure de R en fonction de la dérivée sphérique a 'origine,
comme cela avait lieu dans le théoréme de Landau (ceci devait néces-
sairement se présenter, puisque nous avons vu qu’il y avait des fonec-
tions entiéres satisfaisant aux conditions du probleme). De (4 bis) on
déduit encore

o _ner @
1+ f (=) R2— |z 2

Par conséquent, les fonctions holomorphes dans | z| < Rnes'y annulant
pas, et dont la dérivée a un module moindre que M aux points ou la
Jfonction prend lavaleur 1, forment une famille normale.

Et nous obtiendrons une limitation du module a partir de (3’ bis) en
employant toujours la méme méthode. On a (")

log|f(z)|< RiE__ [eszn*<3>+3nxzkl IOgle_ . 4 log[ 14| f(0) 12]] )

r

Ces résultats, & 'exception du dernier, subsistent dans ’hypothése
moins restrictive d’une fonction méromorphe dans |z | <R dont la sur-
Jface de Riemann ne présente aucun disque sur deux domaines disjoints
et dont la dérivée sphérique a un module moindre que M aux points ou la
Sfonction prend une valeur fixée extérieure aux deux domaines pré-
cédents.

Le dernier résultat, lui-méme, subsiste dans le cas d’une fonction
holomorphe dans |z|<R, dont la surface de Riemann ne présente
aucun disque sur un domaine fini et dont la dérivée a un module
moindre que M aux points ou la fonction prend une valeur finie fixée
extérieure a ce ’domaine.

(*) Méme remarque que dans la note précédente (a condition de satisfaire a r < R).
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CHAPITRE IV

EXTENSIONS AUX FONCTIONS ALGEBROIDES.

39. Soit w= f(z) une fonction algébroide a v branches définie
dans le cercle |z|<<R. Lorsque z décrit le cercle |z|<r<R, les
points w décrivent un certain nombre (au plus égal av) de surfaces
connexes X, auxquelles on peut appliquer le théoréme fondamental.
Apres sommation, il vient

q
D p(D)>(g—2)(S—IL)— N (pr+1),

=1

ou 4mS et L sont respectivement 'aire totale et la longueur totale
des contours des surfaces X,.

Considerons la surface a v feuillets située sur le cercle | z|<r et qui
uniformise I'algebroide. Cette surface est constituee par un certain
nombre de surfaces connexes X,. Il y a correspondance biunivoque
entre celles-ci et les surfaces X,; la caractéristique de deux surfacesa
correspondantes est la méme. D’autre part, nous avons

Pr—=—Vi+ Yo ky

en désignant par v, le nombre de feuillets de X, et par ¢, , son ordre
total de ramification. D’ou
pr+1 g Vo k

Z (prt+1)Sv.= EVzvk'

Finalement, nous avons

et

q
X p(D)>(g—2)(S—hL)—vs,

=1

ot ¢, est lordre total de ramification de la surface (non toujours
connexe) a v feuillets qui uniformise I’algébroide.
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40. Dans le cas des algébroides, I'inégalité (1) est remplacée par

/ L2 8 72 dS’
(1) (NH< Trvrdr

que I'on établit par la méme méthode. En effet, nous avons d’une

part
12
L2(r>—[ f zx_"_f:}f” de},

et d’autre part

S(r)—- ﬂ\z l—‘l—fllfz i) s rdrdo,

donc

as TACT I
-u+|f< e -

D’ou, par application de l'inégalité de Schwarz,

L2(r)<8m 1‘2\/“ [ZT'—L‘}_}T)Z—!:I @

X | fi (= 2 e, .dS
<8mvr? f ZI I“‘U( )‘] di=8n vro

Nous utiliserons (1’) comme nous avons utilisé (1). En particulier
on en déduit aisément le Jemme suivant (¢/. § 27) :

St Uaire sphérique décrite pas la fonction w = f(z) algébroide a
v branches dans le cercle | 5| <r, est 4 n S,< 4=, Uaire sphérique 4mS
décrite par w, lorsque z décritle cercle |z | <r<r,, sastifait a l'inégalité

I S < 1 So

rP 1 —S=rP 18,

41. D’autre part, nous allons obtenir une borne supérieure de la
quantité ¢, en introduisant le discriminant A de I’équation entiére
définissant I’algébroide. Nous supposerons que les coefficients de cette
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équation de degré v sont holomorphes dans le cercle | z| <R et ne s’y
annulent jamais tous simultanément; nous désignerons par A (s) le
coefficient de ¢”. Soit z =z, un point de ramification autour duquel
se permutent p. branches de I'algébroide formant un cycle et prenant
la valeur w = w, pour z=23,. Pour ces branches, on a un dévelop-
pement en série de puissances fractionnaires

w=w,+ (5 — zo)ﬁcz [(Z — Zo)&]-

Il leur correspond dans le discriminant, mis'sous la forme

e | (AR

des facteurs, en nombre égal a L“Q_—I), s’annulant chacun
'2£

comme (3 — 3,)*. Au point de ramification considéré, il correspond
done, pour le discriminant, un zéro d’ordre au moins égal a
p(— 1)2w —1. Le raisonnement précédent s’applique encore si,
pour z =2z, il y a plusieurs cycles. Le résultat est encore valable si
pour z =z, une ou plusieurs branches de I'algébroide sont infinies:
on s’en assure sans peine en utilisant les développements en série de
ces branches, ainsi que du coefficient A.

Finalement, nous obtenons

vSn(r, A);
d’ott linégalité
q

() D p(D)>(g—2)(S—hL)—n(r,A).

=1

Celle-ci s’applique, en particulier, lorsques tous les domaines D, sont
réduits a des points; elle devient alors

q
Y n(a)>(g—2)(S—hL)—n(rA).
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C’est la _forme différentielle de la relation connue (*)

T
zﬁ(r, a)>(q—2)T(r)— N(r, A) — terme complémentaire,

=1

d’ou on déduit le deuxiéme théoréme fondamental relatif aux algé-
broides en remarquant que (*)

N(r, A)y<(2v—2)T(r)+O(1).

42. Etablissons cette derniére inégalite pour avoir une estimation
de la constante O(1). Nous supposerons qu’a l'origine z=o0 les v
déterminations de I’algébroide sont distinctes. Nous avons

o

27
N(r, A)—= Q-I;Tf log | A (re®) | d8 — log| A (0)]

0

9

I

:ﬁfo- IOgWIﬁ—wdeHW_z)%{fo
_lognlfz(O)—.f/(O)lz_(zv—g)log[A(o)[_

n
log | A (re®) | 4

En remarquant que la distance sphérique cordale de f, et f, satisfait a

5,,: 2| fi— 11
Vi LV 2

<2

b

(1) Cette relation peut étre obtenue trés simplement en utihsant la méthode des
densités d’Ahlfors. Cf. L. Auvrors, Ueber eine Methode in der Theorie der mero-
morphen Funktvonen (Soc. Scient. Fennicwe, comment. phys.-math., 8, n° 10, 1935).

1
(2) On peut avoir avantage a conserver V(r) =f oz (7) (—lri au lieu d'introduire N(r, A).
0
Cf. E. Urricn, Ueber den Ewfluss der Verzweigtheit einer Algebroide auf hie F¥ertyer-

tedung (J. fur Math., t. 167, 1932, p. 198-200). Par exemple, s1l s'agit de lalgé-
broide Vf(z), ot f(z) est holomorphe, on a

9

V(r)=(v—1)N(r, o)=<v—x>[ﬁf Woglﬂz);de—logtﬂo)l]

f(0)]
<(V—I)I:T(r)—10g6:[—|/%)—{:;‘)‘q;].

THESE J. DYFRESNOY.



il vient
N(r, A)<(2v—2)[ﬁf- Zlogvl—i—|jl(z)|’d0—210g\/1+|fl(o)l2]

4+ (2v —2)N(r, A) — log I[ <6_”_;2_)->2’
soit
(6) N(r, A)<(2v—2)T(r)—logI—[<%‘i—"0)>z-

Dans le cours du calcul précédent nous avons supposé A(o) 5 o; s'il
n’en est pas ainsi, la relation (6) demeure valable, puisqu’elle est
invariante dans une rotation de la sphére de Riemann des w. D’autre
part, en reprenant le calcul, on voit que, si plusieurs branches sont
confondues pour z=o, on a une relation analogue dans laquelle

2

[[ <6~”—iﬂ> est remplacé par une autre constante.

43. Intégrons l'inégalité (5). Compte tenu de (6), il vient

q / ’ - g
(7) EP(D¢)>(']—2V)T(1‘)——(q——z)h[) L(r)if;ﬁ_]og“(g%o_))'

=1

D’autre part, on déduit de (1"), par I'inégalité de Schwarz,

<f' L(r) C?>Q< 8m2v[S(r) — S(ry)] log;’.;§

0

done

q
(8) D P(D)> (g — 2v)T(r) — OlyS(r)logr].

=1

Cette relation est valable sans restriction. Elle est tout a fait analogue
a larelation correspondante que nous avons obtenue pour les fonctions
méromorphes (§ 24). Nous en déduisons donc, de méme que nous
I’avons fait pour ces fonctions, le théoréme du défaut sous la forme
intégrale.

Pour une algébroide a v branches, si R= w, ou bien si'R < o
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avec imT(r)(R—r)=w, 0na
r>R
20,(D,)<2v,
donc, a fortiort,
20(D,)<2v et 20(D,) + 26(D,)<2v,

d’ou
38(D,)<2v.

Ces relations sont encore satisfautes lorsque certains domaines D, se
réduisent a des points.

Ce theoréme est une extension aux domaines du theoreme du
defaut de G. Valiron ().

En particulier, dans les conditions du theoreme precedent, la surface
de Riemann X decrite par w= f(z) presente au mowns un disque sur
l’un de 2v +1 domazines D, sumplement connexes et disjoints.

Elle en presente une infimite st la fonction w = f(3) n'est pas algé-
brique.

Plus particulitrement encore, il existe au plus 2v valeurs non
prises (*). Dans le cas d’une fonction veritablement transcendante, 1l
exuste au plus 2v valeurs non prises une infintte de fous.

Exactement comme pour les fonctions meromorphes, nous avons

N(D, <IN D)), donc O(D, >i— L
( )_P'z (D) (D)2 o

st tous les disques situes sur le domaine D, ont p., feuillet au moins.

(") G VALIRON, Sur les fonctions algebroides meromorphes du second degre Sur les
algebrovdes méromorphes Sur quelques proprietes des algebrowdes (C R Acad Sc |
t 189, 1909, p 623-6>5, 729 731, 854 826) Sw la derwee des fonctions algcbrovdes
(Bull Soc math de France t 59,1931 p 17 39) H-L SeLBere Ueber die Wertver-
telung der algebrovden Funktionen (Math Zewtschr ,t 31, 1930, p 709 7>8)

Dans ce theoieme on peut remplacer 2v par 2 +’1;HRY,—E;—;, qui peut etre beaucoup
meilleur , par exemple powr I"\lgcbroide ‘(/7(7) ou f(z) est holomorphe, cette quantite
est egale a / +1 On ameliorerut de meme les theoremes survants

(2) Rrvounnos Sur les zeros d une clusse de fonctions transcendantes (Ann de la
Fac des Sc de Toulouse, >- serie, t 8, 1906, p 1 72)
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Cette derniére inégalité est encore satisfaite, 2 condition d’écarter les
fonctions algébriques [ pour lesquelles R = ao et T(r)= 0 (logr)], si
tous les disques situés sur le domaine D,, sauf peut-étre un nombre
fini d’entre eux, ont w, feuillets au moins.

D’ou la conséquence suivante du théoréme du défaut.

Pour une algébroide a v branches, avec R= =, ou bien R < x et
hmT(r)(R —r) =, st tous les disques de la surface X situés sur D,
r>R ’

ont ., feuillets au moins, on a

T
1
D= 2)zom
P/

=1
Cette inégalité est encore vérifiée s'tl y a un nombre fini de disques
exceptionnels, a condition d’écarter les fonctions algébriques.

En particulier, la surface X présente au moins un disque simple sur
Uun de 4v—+1 domaines D, simplement connexes et disjoints; elle en
présente méme une infinité st w = [(z) n'est pas algébrique.

Plus particulierement encore, i/ cxiste au plus 4v valeurs compléte-
ment ramifiées. Dans le cas d’une fonction véritablement transcendante
il existe au plus §v valeurs ramifiées complétement sauf un nombre fini

de fois.

Théorémes en termes finis.

44. Considérons une algébroide a v branches définie dans |z| <R
et ne présentant aucun disque sur 2v + 1 domaines D, simplement
connexes et disjoints. Appliquons-lui la relation (5) que nous inté-
grons entre r, et r(r,<r); il vient

’ dr " dr
N(r, A)>flo n(r, A)7 >(2v—1)<T(r)———T(ro)—h‘fro L(r) T)’
et, compte tenu de (6),

r d
(9) f LT > s [T = 1)
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avec

{=(2v—1)T(r,) — log [[ (6”2(0)

D’autre part, la relation (1') nous donne

f Lﬂ(r')c—i; < 8mv S(r);

d’ou, en utilisant I'inégalité de Schwarz,

</ L(r)de'>'< S.TEQVS(r')log;,:;-

Et, avec I'inégalité (9), nous obtenons

1 N R . r
ml‘l(,) [P<8m uS(r)logI_0

Intégrons cette inégalité entre ret R aprés avoir remplacé S(r) par r;
il vient

2 2 — 2
T(r)——l<8ﬂ vh*(2v 1).

En substituant 4 T(r) la quantité S(ro)log;; qui lui est inférieure,
0
car

. o34 dr
S(ro)log = < [ 8(n) L <T(n);

et en faisant »>= Rz, nous obtenons

. R , AT (3u(0)\ 8wy k2 (ay — 1)
55(r0>10g70<<w—1>T<ro>—lonII( 2 >+ loga

I

Prenons maintenant pour r, la quantité définie (') par S(r,) = ;

(1) Ceci suppose que l'on n’a pas S(R) < i Sl en était ainsi I'inégalité (11) nous

. R am e\’ ] . )
donnerait — < —'EX/— et les conséquences ne seraienl pas changées.
T 1



Pour 7 < r, nous avons (cf. § 40)

2

e

S(r)< 3 3
rv—&—rg

d’ou

ro d o %“d
T(ro):f S(r)%</ rz ::Zlogm
0 0

Yy
L’inégalité limitant R prend donc la forme

R 8m2v(2v —1)? 0,(0)\2  v(2v—1)
(10) 1Og1—’0<4[Th_—10gH<IT> +——~——5—10g2]-

ol

45. Si nous voulons obtenir un théoréme du type de celui de
Landau, nous n’introduirons pas ici les dérivées des branches a I'ori-
gine, car le lemme sur I’aire sphérique couverte par une algébroide
ne permet pas immédiatement un passage a la limite. Nous suppose-
rons connus r, et ¢, tels que, dans le cercle |z|<r,, l'oscillation sphé-
rique de 'une des branches de I’algébroide soit supérieure 4 2,. Dans
ces conditions, nous allons montrer que r, satisfait a I'inégalité

» 4 2\
i) D20V
A 04

En effet, s’il n’en est pas ainsi, on a r,>r, et L(r)> 23, pour
r<rsr,; d’ou, en utilisant (1'),

N , . dS
403 < Sn-vrd—r,

v

et, en intégrant entre r, et r, e* < r,,

4_57?[_ < S(m 6;>— S(ry) <S<rie¥>.

v

Appliquons maintenant le lemme sur I'aire sphérique entre r, €* et r,:
il vient

<o

S(rie’:>< ——(m—eg‘l—: <e<r—i.>v )
T'o

2 vy
ry —&—(m e*)
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he

<

5';’ <e ri\\ .
4w "0) !
ce qui est contraire & notre hypothése. Remarquons que I'on aurait
pu, plus simplement, effectuer la premiere intégration entre r, et r,;

mais l'inégalité que I'on aurait ainsi obtenue est beaucoup moins
précise. Des inégalités (10) et (11) nous déduisons le théoréme :

Soit, dans |z | <R, une algébroide w = f(z) a v branches dont toutes
les déterminations a U'origine sont distinctes et dont une branche a une
oscillation sphérique supérieure a 8, dans le cercle|s|<ry; sila surface de
Riemann décrite par w = f(z) ne présente aucun disque sur 2v -1
domaines D, simplement connexes et disjoints, on a R < = et

logR <—flog II( ! >

3am?v(2v —1)?
log2

h2—2v(2v —1)log2 + vlogamy/e,
ou h est une constante dépendant uniquement des domaines D,.

46. En conservant cette forme au théoréme, on peut se demander
s’il n’est pas possible de se débarrasser du terme 115, ,(0) de I'inégalité
en méme temps que de la condition des déterminations distinctes &
I’origine; nous montrerons plus loin qu’il en est ainsi dans le cas
des algébroides i deux branches lorsque les domaines D, sont réduits
a des points.

Inversement, si nous continuons a supposer que les déterminartions
a lorigine sont distinctes, nous allons pouvoir introduire la dérivée
a lorigine de I'une ou de plusieurs des branches. Montrons que

I'on a B
I amye \’
72<< 3 > e JAOI

2"\/Z<I+if(0>12>2

ou ¢ désigne la plus petite distance sphérique des déterminations &
origine. En effet, ou bien il n’y a pas de points de ramification de
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I'algébroide dans r< r,, et alors, chaque branche constituant une
fonction méromorphe, on a

i FACIERS ks

S(r SRV L A
72)>Z ; FAG) 5 > 32

: I+r2(1+|j,(o)1‘l> i
d’ou

1— S(r._,e-‘l)

ou bien il y a un point de ramification au moins et 'une des branches
a alors une oscillation sphérique supérieure i 8. Dans les deux cas, la
démonstration se termine comme au paragraphe précédent.

D’ou le théoréme [en remarquant que 8> II (6”20)>]:

Soit, dans |z | <R, une algébroide w = f(z)a v branches dont toutes
les déterminations a I origine sont distinctes et dont une branche au moins
a une dérivée sphérique non nulle a U'origine; si la surface de Riemann
décrite par w = f(5) ne présente aucun disque sur 2v—+1 domaines D,
stmplement connexes et disjoints, on a

o [ filo)] \? d,,(0) 3amv(2v—1)® |
I%R\/Z (W) <~(v+7)log]]< ’2 >—|— Togs h?+F(),

ot F'(v) est un polynome du second degré en v a coefficients numériques,
et h une constante dépendant uniquement des domaines D,.

47. Aulieu de supposer que I'algébroide ne présente aucun disque
sur 2v + 1 domaines, nous allons maintenant supposer qu’il existe
g domaines D, a chacun desquels est associé un nombre p, avec

Y 1
Z(I — —> > 2v
M
et tels que tous les disques situés sur le domaine D, aient ., feuillets
au moins. Nous opérerons de méme que pour les fonctions méro-

morphes. Aprés avoir agrandi les domaines, si cela est utile, on
applique le théoréme du recouvrement a chacun d’eux et la relation (5)
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nous donne alors

[2(1_ {i—>—2]S—~(q_2) ML —n(r, A)<<o.

1

Et 'on peut recommencer sur cette équation rigoureusement les
mémes considérations que précédemment. On pourra calculer des
bornes. Pour alléger I'écriture nous ne les expliciterons pas. On
obtient le théoréme suivant, qui généralise celui du paragraphe 45 :

Tueoreme 1. — Soit, dans |z| <R, une algébroide w=f(z) a
v branches dont toutes les déterminations a ['origine sont distinctes et
dont une branche a une oscillation sphérique supérieure a o, dans le
cercle |z |<r,; st cette algébroide satisfait a la condition suivante :

(Condition C), il existe g2 2v 41 domaines D, simplement connexes
et disjoints dont certains peuvent étre réduits a des points et a chacun

., . O 1
desquels est associé un entier ., avec 1— — ) > av, telsquetous les
h 7

disques de la surface de Riemann décrite par w = f(z) et situés sur D,
atent ., feuillets au moins;
alorsona R < « et

logl%a?\"1 <5I:n<8”%)—)>, ', 2(1—— le>, v],

ou I/ est une constante dépendant seulement des domaines D,.

Dans ce théoreme la condition C' peut étre remplacée par 'une
quelconque des conditions suivantes plus restrictives :

(Condition C)), l’algébroide ne prend pas 2v + 1 valeurs distinctes;

(Condition C)), l'algébroide présente 4v—+1 valeurs complétement
ramifiées;

(Condition C)), la surface de Riemann décrite par w = f(z) ne
présente aucun disque sur aucun de 2v—+1 domaines D, stmplement
connexes et disjornts (cf. § 45);

(Condition C)), cette surface de Riemann ne présente aucun disque
simple sur aucun de 4v + 1 domaines D, simplement connexes et disjoints.

Nous montrerons, par un exemple simple d’algébroide a4 deux
branches, qu’il est certainement impossible d’obtenir une inégalité

THESE J. DUFRESNOY. 10
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analogue a celle du théoréme I’, mais dans laquelle ne figure pas la
quantité IT ¢, (o).

Dans le théoréme 1, on peut remplacer la donnée de r, et 8,, par celle

des dérivées a Dorigine des différentes branches (ou d’un certain
nombre d’entre elles). On obtient

est/ B (=) < L1352 ) B(=5) ]

La démonstration est identique a celle du paragraphe 46.

Etude particuliére des algébroides a deux branches.

48. Nous nous sommes demandé si, dans le théoréeme I’, il était
essentiel de supposer distinctes les déterminations & I’origine et de se
donner 113, (0), ou si cela était simplement une conséquence de la
technique suivie dansla démonstration. A cet effet, nous avons étudié
les algébroides & deux branches. Les résultats obtenus montrent les
améliorations que I’on peut esperer apporter au theoréme 1'.

49. Algébroides a deux branches définies dans | z| <R et ne prenant
pas cingvaleurs. — Faisons d’abord sur I'algébroide une transformation
homographique qui aménera aux points o et oo deux de ces cinq
valeurs; et soit &, la plus petite distance sphérique des cinq nouvelles
valeurs non prises. Nous allons étudier simultanément I'algébroide

et les deux fonctions holomorphes w = £ vy f,(z) f,(5). Considérons
autour de chaque point non couvert, distinct de o et o, un domaine D,
constitué par une calotte centrée au point considéré et ayant pour

rayon sphérique 5 Une fonction méromorphe ayant une oscillation

héri srieure 2 2 dans le cercle |3 |<r i
sphérique supérieure & - dans le cercle [z[<r, aura au moins un
disque sur l'un de ces domaines si son rayon d’existence est
supérieur ou égal a R’ avec

p S Bamh

2r,  log2

log + 2log2 + logam /e,

h dépendant uniquement des domaines D, ou, si I’on veut, de &,.
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Désignons par m le minimum des deux quantités % et %‘ Deux cas

peuvent se présenter :

1° Dans |3|<CR'il existe un point en lequel ¢,,(3) > m. Prenons
ce point pour origine et appliquons le théoréeme I’ & 'algébroide et
aux cinq points interdits; il vient

/ 2
log%—%é‘f<—4log’% +9'2<8~10>:

qui nous donne, finalement, une borne supérieure de R en fonction
der, o, et ,.

2° Dans tout le cercle |z <R, on a &,,(s) < m. Considérons alors
les paralleles et les méridiens passant par les deux déterminations f,
et f, de I'algébroide; ils définissent un petiz quadrilatére curviligne a
I'intérieur duquel se trouve I'une des deux fonctions holomorphes
w === f, [y, dont la distance sphérique a f, et /, est donc inférieure
a m. Cest toujours la méme de ces deux fonctions qui jouit de cette
propriété; en effet, il ne pourrait y avoir échange qu’en franchissant
une valeur de z pour laquelle le petit quadrilatere n’est plus défini, ce
qui n’est possible que si f, et f,'pénétrent dans une petite calotte
ayantpourcentre o ou et une circonférence frontiere de longueur2m.
Ecartons les régions du plan des s pour lesquelles il en est ainsi; il
reste, dans ce plan, un domaine connexe (en vertu du principe du
maximum et du minimum du module d’une fonction analytique), dans
lequel la propriété a donc toujours lieu avec la méme fonction
holomorphe. Il est clair que la propriété subsiste encore dans les
régions que nous venons d’écarter.

Cette fonction holomorphe fa, dansle cercle|z |<r,, une oscillation
sphérique supérieure a —621 Dans le cercle [z| << R’ elle présente donc

un disque au moins sur I'un des domaines D, et ’algébroide prend
deux fois au moins la valeur correspondant au centre du domaine D, (*).

(1) En eflfet, au disque correspond un domaine du plan des z. Lorsque la variable z
parcourt le contour de ce domaine, / fait le tour de D, (un nombre de fois égal & la
multiplicité du disque), done f; et fs tournent, dans le méme sens, autour du centre de D;.
Le théoréme sur argument démontre alors la propriété anoncée.
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Si nous remarquons enfin, qu’a la condition de choisir convenable-
ment la transformation homographique initiale, ¢, peut étre évalué a
partir de la seule distance sphérique minima des cinq valeurs quel-
conques non prises, nous arrivons au théoréme suivant (') :

Une algébrowde a deux branches, ne prenant pas cing valeurs, et
dont l'une des branches a une oscillation sphérique supérieure a <, dans
le cercle |z\<r,, a un rayon d’existence R inférieur a une quantité
dépendant de r,, 8, et de la distarice sphérique minima des cing valeurs
non prises.

Nous aurions pu expliciter la borne supérieure de R; mais le calcul
est assez long et sans grand intérét. Il serait par contre interessant de
savoir si ce théoréme peut étre étendu a une algebroide 2 v branches
ne prenant pas 2v + 1 valeurs. Cela est vraisemblable.

50. Remarque. — 8Si, au lieu de '’hypothese de cinq valeurs non
prises, on fait ’hypothése plus générale exprimée par la condition C/
du théorémeI’; on ne peut plusalors se débarrasser dec,, (o). Montrons-
le sur un exemple. Donnons-nous, r,=1 et ¢,= ; I est impossible

de fixer le maximum de R pour une algébroide a deux branches satis-
faisant & cette condition d’oscillation et ne présentant aucun disque
simple sur neuf domaines D, simplement connexes et disjoints. En
effet, donnons-nous R arbitrairement grand et prenons une valeur z,
dans chacun de ces domaines. Considerons I’algébroide

w=7z*te\Il(z — ),

»

dans le cercle | 3| < R. Nous choisirons la constante ¢ de telle sorte que

(1) Cf. G. VaLroN, Sur le domaine couvert par les valeurs d une algébroide finie
(Bull. des Sciences math., 6%, 1940, p. 199—206).

Notre theoréme conlient celur de G. Valiron sur les algébroides a deux branches.
Remarquons encore que le theoréme I bus constitue une reponse alfirmative  la présomp-
tion énoncée par G. Valiron a la fin de son article, le module du discriminant étant rem-
placé par le produit des distances sphériques cordales des différentes branches de
I'algébroide et la conclusion du théoréme de Bloch étant 1emplacée par Pexistence d’'un
disque simple sur I'un des 4v + 1 domaines simplement connexes et disjoints, ¢ f. aussi :
Proceedings of the Physico-Math. Society of Japan, 3¢ série, 12, 1930, p. 64.
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le module de VIT(z — z,) soit inférieur 2 R lorsque |z|< 2R et a 71
lorsque | 3| < 1. Cette algébroide satisfait bien a la condition d’oscilla-
tion et recouvre deux fois exactement le cercle |w | < R. D’autre part
la surface de Riemann décrite par w présente des points de ramifica-
tion pour

1= - \/II —

soit
2

1 He==
[1(~-~,>— | 2—=—|="

~J
/

équation du 16° degré dont g racines tendent respectivement vers les
valeurs z, et 7 vers U'infini quand ¢ tend vers zéro. Il leur correspond
16 valeurs de w dont g tendentrespectivement vers les valeurs z,. Nous
choisirons ¢ assez petit pour que ces valeurs soient intérieures aux
domaines D,. Dans ces conditions il n’y aura bien, sur ceux-ci, aucun
disque simple (mais seulement des disques doubles).

51. Algébroides de la forme w ===\ [(3), ott f(5) est méromorphe. —
Supposens connue la dérivée sphérique a I'origine —*——— VG #o. La

1+ | f(o)|?
quantité 8,,(z) atteint certainement la valeur 2 en un point du cercle

de rayon r,= —I—T—T',{i% En effet, s’il n’en était pas ainsi, | /(z)| ne
J(0) <1,
nous aurions alors | /()| <1 dans le cercle |z < I—T%{i—%ﬂ—, ce qui est

absurde puisque, d’aprés le lemme de Schwarz, il n’en peut étre ainsi

|
dans le cercle plus petit |z|<- l/f(o)‘ ; en changeant fen ;on voit
que le résultat est encore valable si | f(0) >1.

D’autre part, si f(z) décrit une aire, ==/ (z) décrivent une aire
supérieure a la moitié¢ de la précédente, comme le montre la compa-
raison des éléments différentiels correspondants

- 0
\/rd(\/l)d; rdrdf

1

T VT e G
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soit
1 r

G~ G

ou
(r—rY¥(a+r+r?)>o,

ce qui est bien vérifié. Appliquons maintenant les lemmes sur I'aire
1+ f(0)]?

1/ (0)]
verte par f(z) est supérieure a 27; donc 'aire couverte par w est
supérieure a ©. Par conséquent, dans le cercle de rayon 37, I'aire cou-
verte par  est supérieure a 2 7.

Appliquons alors l'inégalité¢ (10) en prenant comme origine le
point z, ot ¢,,(z) = 2. Il vient

oR—ro S 8mv(av —1) v(2v—1) o
log T <;[ Toga h?+ 5 loaz]

sphérique couverte. Dans le cercle de rayonr, = » I'aire cou-

V=2
D’ou le théoréme :

Sott une algébroide «w===\/f(3), ou f(z) est une fonction méro-
morphe dans le cercle z| <R st cette algébroide ne présente aucun
disque sur cing domacnes D, sumplement connexes et disjoints, on a

1/ (0)]
R T or

<03)

la borne @ dépendant uniquement des domaines D;.

Et 'on obtiendrait de méme le théoréme plus général :

Soit une algébroide w === \/f(z); s'il existe q domaines D, ¢ chacun
desquels est associé un nombre 1., avec 2 ( 1— }i) > 4 tels que les disques

présentés par Ualgébroide sur le domaine D, aient p., feuilleis au moins,
ona
|f'(0)]
L+ \1(0)12 <651}

la borne 33, dépendant des domaines D, et de la quantité 2 <’1 — i)
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Le théoréme s’applique en particulier au cas de neuf domaines D,
sur lesquels 1l n’y a aucun disque simple (*).

52. Application aux domaines annulaires fendus. — Dans le plan
complexe de la variable &, considerons ¢ couronnes disjointes et
fendues; chaque couronne est limitee par deux cercles centres a
Porigine, la fente est faite suivant un rayon 1ssu de 'origine La trans-

formation W === /s fait correspondre a chaque couronne fendue
deux demi-couronnes; nous choisirons, une fois pour toutes, I'une de
celles-ci. Nous aurons ainsi ¢ demi-couronnes simplement connexes
et disjointes.

Il'y a correspondance biunivoque entre les disques presentes sur les
couronnes par la surface de Riemann decrite par une fonction mero-
morphe ¢ = f(z) d’une part et les disques presentes sur les demi-
couronnes par la surface de Riemann decrite par [algebroide

W ===/ /(=) d’autre pait Deux disques correspondants ont le meme
nombre de feullets (*) En appliquant le theoreme du paragraphe
precedent nous obtenons aussitot le

TrFOREME — Soit une fonction w = f(z) meromoiphe dans le cercle
| 2| <R sul existe q couronnes disjointes et fendues C, centrees au

~ 1
owntw =0 achacunedesquelles est associe un entier 1., avec I——
q { 3

telles que les disques presentes par la surface de Riemann deciite
par w= f(3) sur la couronne fendue C, aient y., feuillets au moins,
ona

f(0) ]

TR (o) P

(1) Sif(z) est holomorphe (cf § 43, note) on a le meme theoreme avec ¢ domaines D;
JSimis a chacun desquels est associe un entier p, avec 2 <1— —l—> > > Dans les cas

1A
particuliers on a trois domaines qui ne sont recouverts par aucun disque, ou cing

domaines qui ne sont recouverts par aucun disque simple Cette meme remarque
s’apphque aux theoremes du paragriphe suivant

() Ils ont aussi meme ordre de ramification, donec méme caracteristique
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la borne @, dépendant des couronnes fendues C, et de la quan-
’ I
uté Y, <1 - )

Ce theoreme s’applique, en particulier, aux deux cas suivants :

1° Il n'y a aucun disque sur cing couronnes fendues,
2° Il n’y a aucun disque sumple sur newf couronnes fendues

Ce dernier cas se rattache a un theoréme de G. Valiron ('), de méme
que le theoreme I (condition C,) se rattachait au theoreme de Bloch.

Notre theoreme s’appliquera au cas plus general de ¢ domaines D,
disjoints, fendus et emboites les uns dans les autres a la facon des
couronnes C,. En effet, nous pourrons choisir, sur la sphere X, deux
points A et B qui joueront alors le meme role que o et « dans le cas
des couronnes Nous effectuerons sur ¢ une transformation homogra-
phique qui amenera A et B respectivement en o etscet nous opererons
ensuite comme nous l’avons fait avec les couronnes. En remarquant
que la tranformation homographique peut etre choisie de telle sorte
qu’elle multiplie la derivee spherique par une quantite comprise entre
deux bornes ne dependant que de la distance spherique ¢ de A
a B (*), donc, tous comptes faits, ne dependant que des domaines D,.
nous pouvons conclure

Le theoreme precedent s’ etend au cas de q domaines disjoints et fendus
D, formant un ensemble topologiquement equicalent a celur des couronnes
JSfendues concentriques C,.

Ce resultat apparait comme une extension du theoreme I a des
domaines D, un peu plus generaux; mais 1et la horne inferieure

(1) Cf G VAuroN, Lectures on the general theory of wntegral functions (Toulouse,
1923) et BLocu, Les fonctions holomor phes et meromorphes dans le cercle unite (Memorial
des Sc math , NX, 1926) Dans ce theoreme 11 s agit, non seulement de couronnes fendues,
mais de couronnes enioulees s fois sur elles memes, on parvient a un resultat analogue

par notie methode a Paide de 1 algebioide +\‘/f(—z) qui s etudie exactement comme \/j(—z)

() On fera une rotation de la sphere des w, de figon a amener \ ¢t B a ctre symetriques
par 1apport au plan equatoril puis une inversion do cette spheie en elle meme a
putr d'un pomnt du plin equatorial et une symetrie par rapport a ce plan Les bornes

3
sont alors tang i et cot 7
4
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/ 1 . 5. .
de 2 (I —E> est 4 au lieu de 2. On peut se demander s’il est possible

d’améliorer cette borne.

Enfin, ces conclusions peuvent s’étendre au cas le plus général des
domaines D, disjoints rendus simplement connexes par des coupures.
Dans ce cas il existe, sur la sphére X,, un certain nombre 145 de
points qui vont jouer un role analogue a celui de A et B pour les
couronnes fendues. Par une transformation homographique, nous

envoyons 'un de ces points & I'infini et nous étudions I’algébroide

w="VJ—a) (] — @) -] —ay),
formée & partir des nouvelles positions a, des s autres points. Et ’'on
peut développer des considérations analogues a celles faites dans
les paragraphes 51 et 52. Mais la borne inférieure qu’il faut assigner

a Y(1— 2L i A 3 o
DAy est maintenant égale a 2 + 2.
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