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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE A.SYMPTOTIQUE
DES

SOMMES DE VARIABLES ALÉATOIRES LIÉES.

INTRODUCTION.

Les résultats les plus importants du Calcul des Probabilités concernent les
propriétés asymptotiques :

i° des suites d'événements aléatoires indépendants :

la loi des grands nombres avec le théorème de Bernoulli-Poisson ;
la loi forte des grands nombres avec les théorèmes de M. Borel;
la tendance centrale avec le théorème de de Moivre ;

2° des sommes de variables aléatoires indépendantes :

la loi des grands nombres obtenue par la méthode de Tchebichef ;
la loi forte des grands nombres avec les résultats de M. Kolmogoroff;
la tendance centrale avec la loi dite de Laplace-Gauss.

Par contre, l'étude de la dépendance est à peine ébauchée; en fait, l'on ne
connaît bien que les chaînes simples de Markoff el l'on y retrouve, sous des
hypothèses assez larges, la plupart des résultats précédents. M. Fréchet qui,
suivi de ses élèves (Dœblin, Fortet), a apporté une contribution importante à
ces problèmes (étude des chaînes, événements liés en nombre fini, . . . ), a dit
au Colloque des Probabilités de Genève (ig36) au sujet de l'évolution récente A

du Calcul des Probabilités : « C'est d'abord un effort... pour se libérer de Ja
condition d'indépendance sous laquelle ont été obtenues les propriétés fonda-
mentales classiques ». Dès 1922, M. S. Bernslein étendait le théorème de
Liapounoff à des variables qu'il appelle presque indépendantes. En ig35-36,
M. Paul Lévy étudie des variables enchaînées et obtient un ensemble
remarquable d'extensions, mais son hypothèse fondamentale est assez
restrictive.

Nous sommes parti de l'idée que ces propriétés étant asymptotiques, il y
avait lieu de tenter d'assurer leur validité par des hypothèses asymptotiques,
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alors que l'hypothèse de l'indépendance ne l'est pas, celle de M. Paul Lévy
non plus. Nous avons cherché de plus à obtenir des propositions qui, même
dans le cas de l'indépendance, seraient plus générales que certaines propositions
classiques. Au lieu d'imposer des hypothèses a priori, nous tentons de les
découvrir; bien entendu, le choix des méthodes les oriente déjà dans une
certaine voie.

Ici ne figure que la deuxième partie de nos résultats. La première, déjà
rédigée, concerne les événements en nombre fini et sera publiée ailleurs (*), de
même que la troisième relative à la corrélation et aux lois limites.

Dans le premier chapitre on introduit diverses notions : ordre de grandeur
et ordre infinitésimal, en probabilité ou presque cerlain, indépendance en
moyenne, etc. On établit la condition nécessaire et suffisante de la stabilité
d'une suite d'événements et l'on étudie l'ordre (au sens ci-dessus) de la fréquence.
On examine ce que deviennent la relation des moyennes conditionnées et le
théorème de Bayes dans le cas des suites stables. Deux groupes de critères,
relatifs à la probabilité de réalisation d'une infinité d'événements, sont obtenus
ensuite; les théorèmes de M. Borel sont des cas particuliers de deux de ces
critères. Enfin, à titre d'introduction aux chapitres suivants, deux des résultats,
que l'on y retrouvera comme cas particuliers, sont rapidement démontrés; le
plus important concerne les conditions de tendance centrale et se réduit au
théorème de de Moivre dans le cas de l'indépendance.

Le second Chapitre porte sur les lois des grands nombres pour des variables
aléatoires liées. On a, entre autres, une extension du théorème de Glivenko
(théorème fondamental de la statistique d'après Cautelli) à des épreuves liées
ainsi qu'une généralisation du critère de M. Kolmogoroff pour la loi fort̂ e et
ceci, même dans le cas de l'indépendance.

Le troisième Chapitre porte sur le problème central du calcul des probabi-
lités, celui de la tendance des lois des sommes de variables aléatoires vers la loi
de Moivre-Laplace (ou loi de Gauss). Par deux méthodes, celle de Lindeberg
et celle des fonctions caractéristiques, convenablement modifiées, on établit un
théorème qui, à notre connaissance, renferme comme cas particuliers les

* conditions suffisantes de tendance centrale données jusqu'ici. On obtient éga-
lement la forme la plus générale de la loi des grands nombres.

Dans le quatrième et dernier Chapitre, on établit divers lemmes relatifs à des
sommes de variables aléatoires liées. L'un d'eux se rattache au théorème de
récurrence de Poincaré déjà examiné dans le premier Chapitre. On les applique
ensuite à la notion du rayon d'activité de la liaison, due à M. S. Bernstein et
l'on obtient, suivant les cas envisagés, diverses propositions dont celles de cet
auteur.

(*) Parue depuis dans les Annales de Lyon (1942).
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Je suis heureux de pouvoir exprimer ici à M. le Professeur Maurice Fréchet
ma respectueuse reconnaissance pour l'intérêt qu'il a porté à cette thèse
(soutenue le 21 juin ig4i)? pour ses observations et conseils qui m'ont été aussi
utiles pour les recherches que pour la rédaction et pour les nombreuses et
instructives conversations dont j'ai tiré le plus grand profit et dont je garderai
le meilleur souvenir.

J'adresse également mes remerciements à MM. Henri Cartan, G. Valiron
et H. Villat pour leur bienveillant accueil.

CHAPITRE I.

SUITES INFINIES D'ÉVÉNEMENTS.

Le théorème de Bernoulli, étendu par Poisson, complété par M. Borel
et M. Cautelli, permet d'établir un lien entre la théorie des probabilités et
l'expérience. C'est une première forme de la loi des grands nombres que l'on
peut raccorder à la loi de stabilité des fréquences statistiques. Pourtant ce
théorème comporte une hypothèse fortement restrictive; il suppose essentiel-
lement que les événements considérés sont mutuellement indépendants. On se
place ainsi dans un cas très particulier.

Nous allons rechercher les conditions aussi générales que possible, rem-
plaçant l'indépendance, et dans lesquelles ce résultat fondamental du calcul des
probabilités demeure valable, totalement ou en partie. Nous plaçant dans le
cas des suites d'événements ainsi délimitées, nous examinerons ce que devient la
relation des moyennes conditionnées dont le théorème de Bayes est une consé-
quence. Puis nous établirons des critères permettant d'étudier la probabilité
de la réalisation d'une infinité d'événements et dont les théorèmes de M. Borel
font partie. Enfin, nous démontrons rapidement deux des résultais relatifs aux
événements et qui se présentent comme cas particuliers de propositions
beaucoup plus générales qui seront obtenus dans les chapitres qui suivent.
D'autres propriétés des suites d'événements y seront obtenues par l'emploi
systématique des indicateurs d'événements.

Les définitions et notions, introduites dans ce premier Chapitre, seront uti-
lisées ou étendues dans la suite.

I. — Suites stables.

Définitions. — Nous allons introduire ou préciser diverses notions relatives à
l'ordre de grandeur ou l'ordre infinitésimal d'une variable aléatoire; elles seront
employées ultérieurement.

Soit une suite de variables aléatoires Xn(w = i, 2, . . . ) de moyenne nulle,
JTt(X„) = o. Étant donné un nombre £ ̂ > o, aussi petit que l'on veut, s'il existe
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un nombre N(e) tel que Ton ait

P r | | X n | > i | > i - e , pour /i>N(e),

on dira que Xn est, en probabilité, un infiniment grand avec n; si au lieu de (i),
Ton a

(i') Pr j |X, i + / ? | > i , p = o et i et 2 et . . . | > i —e, pour w > N ( e ) ,

on dira que Xn est, presque certainement, un infiniment grand avec n. Si, au
contraire,

(2) Pr | |Xn | < l j > i _ e , pour n>N(e),

OU

( 2 ' ) P r | | X n + A , | < - , p = o et i e t 2 e t . . . | > i — s, p o u r /i > N ( e ) ,

nous dirons que la suite XM est bornée en probabilité (2) ou bornée presque
certainement (2').

Soit <p„ une fonction certaine de ra et — une suite bornée en probabilité
(resp. presque certainement).

a. Si <pn est un infiniment grand avec n, X7l sera dit d'un ordre de grandeur
en probabilité (resp. presque certainement) au plus égal à celui de fn.

b. Si <pn est un infiniment petit avec ~> X;i sera dit un infiniment petit en

probabilité (resp. presque certainement) d'un ordre au moins égal à celui de cpn.

X
Supposons maintenant que — tende vers zéro en probabilité ou presque

certainement, avec - > c'est-à-dire que l'on ait, pour tout £ ̂ > o,

(3)

ou

(3')

Prj

P , |

>

xw„ >

> - > o

T) —— f\

F ü

1
avec -

n

ou 1 ou s I

n

Nous dirons avec Kolmogoroff ([2], p. 53 et 58) que la suite — est (norma-

lement) stable dans le premier cas, et fortement stable dans le second cas.

a. Si yn est un infiniment grand avec n, on dira que X„ est, en proba-
bilité (3), ou presque certainement (3'), d'un ordre de grandeur inférieur à
celui de <pn.



- 5 -

b. Si fn est un infiniment petit avec -> on dira que Xn est un infiniment
petit en probabilité (3), ou presque certainement (3'), d'un ordre supérieur à
celui de <pn.

Les définitions qui précèdent peuvent s'étendre au cas où <pn est remplacée
par une variable aléatoire Yn; on pourrait également introduire des définitions
légèrement différentes.

Fluctuation résiduelle, — Considérons une suite dénombrable d'événe-
ments A;(« = i, 2, . . .), dépendants ou non, compatibles ou non, définis sur
une même catégorie d'épreuves.

Soit Rn la répétition des n premiers événements, c'est-à-dire le nombre de
ceux d'entre eux qui se réalisent, et/n= Rn leur fréquence. La suite {A;} sera

dite soit stable, soit fortement stable, s'il en est ainsi de la suite {fn—fn}.
Le théorème de Bernoulli s'énonce alors ainsi : une suite d'événements indé-

pendants, de probabilité p constante, est stable. Poisson a étendu ce résultat à
des événements indépendants, mais de probabilités différentes. M. Borel a
montré, en 1909 (1), que dans le cas de Bernoulli la stabilité est forte. Il se

limite à la probabilité p= —, mais sa démonstration est valable pourp quel-
conque. Enfin le théorème de Bernoulli comporte un autre complément, lequel,
avec nos définitions, s'énonce ainsi : l'ordre de l'infiniment petit fn — fn est, en
probabilité, au moins celui de — •

s/n
Nous allons étudier fn dans le cas général et les résultats précédents appa-

raîtront comme cas particuliers de ceux que nous allons obtenir.
Posons

où j9,(«) etp2(«) ont la signification de probabilités(^o, £^i). On a

a i U R ^ S ^ n ) , d'où ort(fn)=Pl(n),
puis

;m(R„- R„)2= 2 S,(») + S,(«) - Sî(»),
d'où

.(4)

Dans le cas de Bernoulli,/>2(«)—p i
i(n)=p i—j»2 = o> et l'on peut dire que

la quantité
(5) dl=Pi{n)-p\{n)
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mesure, en quelque sorte, l'écart entre le cas général et celui de Bernoulli.

Nous l'appellerons fluctuation résiduelle (quand TI->QO, d\ est la partie

principale de a\ si d2
n^> a ̂ > o, a constante ou si d\ est un infiniment petit mais

d'ordre inférieur à celui d e ^ — — — - ] sans présumer de son signe.

Avant d'aller plus loin, faisons une remarque qui présente, peut-être,
quelque intérêt.

Soit £ ̂ > o arbitrairement petit; pour n ̂ > N(e) suffisamment grand

Par suite,
pt{n)—p\{n)>— s, pour /i>N(e)

OU

(6) Pi(n)>p\(n) — e, pour/i>N(e).

Ce résultat si simple renferme, comme cas particulier, un complément,
apporté par M. Khintchine [2], au théorème de récurrence de Poincaré [!](*)>
ainsi que les généralisations données par MM. Visser [1], [2] et Gillis [1]. En
termes de probabilité, l'hypothèse commune à ces deux derniers auteurs est que

Pr(Ai) >ƒ?> o (/>const.) pour tout i.

On tire alors de (6) qu'il existe au moins 2 indices distincts i et j' {^Lri) tels
que l'on ait

Pr(A /A. /)>/>2— s, pour 71 > N(s).

C'est le résultat de ces auteurs dont on déduit les généralisation du théorème
de Poincaré.

Stabilité. — Revenons à l'examen de la stabilité de la suite A;.
L'inégalité de Bienaymé-Tchebichef d'une] part, une inégalité de M. Kol-

mogoroff ([2], p. 38 et 54) (2)? d'autre part, permettent d'écrire

(d) On considère dans un espace à n dimensions un ensemble Y, de mesure m(V),
( > o, << 00) se trouvant dans un état de mouvement stationnaire et conservant la mesure.
Après un temps i, chaque ensemble E < V devient E/ et, s'il est mesurable, m (Et) = m(E),
m ( E j E/+K ) = m (EE R ) ; K entier quelconque. Le théorème de Poincaré signifie que
si m ( E ) > o , on a m(EEK)>>o pour une infinité de valeurs de K, et, par suite, chaque
ensemble E de mesure positive coupe dans son mouvement une infinité de fois sa position
primitive.

(2) P r { | X | j ^ — ~ \ À quand e, M sont deux nombres certains et | X | ̂ M . Ici,

on prend X—fn — ƒ„, d'où M = 1.
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Donc, pour que la suite Ar soit stable, il faut et if suffit que l'on ait

Or, dans l'expression (4) de <j*,

— \Pi(n)—Pi(n)\^—^° a v e c — •

Par suite, cette condition est équivalente à

d\ -> o avec — •

On peut convenir de dire qu'une telle suite est asymptotiquement bernoullienne.
De plus, l'inégalité de B.-T. qui peut s'écrire

Pr \fn-fn\ < £% donc < e dès que s < i,

montre qu'en probabilité, l'ordre de l'infiniment petit fn — fn est, pour une
suite stable, au moins égal à celui de an.

Introduisons ö^(ici réel, ^ o ) que nous supposons dans la suite infiniment

petit avec - •

Lorsque nd\-^co avec n, <jn el dn sont des infiniment petits équivalents;
dl=p2(n)—p*(n) P o u r n assez grand et dn est d'un ordre inférieur à celui

de -j=z'j fn—fn est ainsi un infiniment petit en probabilité, au moins de l'ordre

de dn et n'est pas nécessairement d'ordre au moins égal à celui de -^> comme

dans le cas de Bernoulli.
Lorsque lim ndl=co, on peut extraire de la suite des /„ une suite

partielle {frh) telle que fyrf^-x» avec i, et ce qui précède s'applique à cette
suite.

Stabilité forte. — Lorsque nd2
n<^ C <^ oo (C constante indépendante de n), la

suite Ai est fortement stable, comme le montre le raisonnement suivant :

On a

(7) Prj|/vï — ƒ/*(>£ j<-~r (v > o entier quelconque)

et
n<jl<G-t-\p±(n)—pt(n)\<G-hi.

D'où
O"v» C -f- I I

<
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Par suite, le second membre*de (7) est le terme général d'une série conver-
gente. On sait qu'alors, en vertu du théorème de Borel-Cautelli, la suite des
yvl — ƒ,, obéit à la loi forte des grands nombres. Soit maintenant n ) > o u n
entier quelconque. On peut toujours trouver un v tel que va^Ln<j (v-f-1)2,
donc

n''= n — v2 est compris eutre o et av (o^rté=z 2v)*

On en tire

et la suite {fn—fn\ obéit à la loi forte des grands nombres. On peut alors
écrire, pour n assez grand,

Î
l f 7 I i )

— — > -> p = 0 OU I OU 2 OU . . . < £2 ( < £ «OUF £ < i ) .

Précisons l'ordre de l'infiniment petit presque certain fn—fn. On a supposé
que nd2

n<^C<^oo et, par suite, les 2 parties de al sont des infiniment petits

d'ordre au moins égal à celui de --

Si, de plus

| ndl
n | > c > o (c const.) ou lim \p±(n) — pi(n) \ = a > oT

a\ est de l'ordre de - . En effet, dans le premier cas, c'est d\ qui est de cet

ordre, dans le second cas c'est ———- qui l'est.

Par suite fn — fn est presque certainement un infiniment petit, au moins de

l'ordre de -£=•
S/n

lim | nd\ \ = o et \va\\p^n)—p%(n) \ = o,

(7̂  est, au moins, pour une suite partielle des valeurs de n, un infiniment petit

d'ordre supérieur à celui de -• Donc, pour cette suite, fn — fn est presque

certainement un infiniment petit au moins d'ordre supérieur à celui de -—

Dans le cas particulier où, en même temps que rf*->o avec - on a

P\(n) — Jf>a(̂ ) —>" o, les événements sont, en moyenne, asymptotiquement
presque certains ou presque impossibles au sens suivant :

pi(n) — p*(n)-+o et
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entraînent

Ainsi/^(rc) elp2(n) tendent tous deux, soit vers i? soit vers zéro ( 4 ) .
Résumons les résultats essentiels :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite d'événe-
ments soit stable est qu'elle soit asymptotiquement bernoullienne, c'est-à-dire, que
Pon ait

avec - •

De plus :

lorsque nd2
n-+ oc avec n, fn — fn est, en probabilité', un infiniment petit au moins

de V ordre de dn ;
lorsque nd\<^ C <^oo, la stabilité est forte et fn — fn est presque certainement,

au moins de Vordre de — •

En supposant les événements indépendants, on retrouve le théorème de
Bernoulli (dn= o) et celui de Poisson (ndl^i).

II. — L'indépendance en moyenne et les moyennes conditionnées.

Vindépendance en moyenne. — Lorsque les variables aléatoires X1? . . .,
sont indépendantes m à m, on a

( 8 ) O R ( X l l X I l . . . X l p ) = J R ( X J l ) J R ( X ^ ) . . . a r i ( X I p ) ( r = i , 2, . . . , m )

Mais cet ensemble de relations n'est pas suffisant à moins qu'il ne s'agisse des
événements (2)7 c'est-à-dire à moins que les X; ne soient des indicateurs,

j = i, si Ai a lieu,
' 1 = 0 , si Ai n'a pas lieu.

Nous dirons des variables aléatoires satisfaisant à (8) qu'elles sont indépen-
dantes m km en moyenne. Remarquons que pour que des variables aléatoires

(*) M. Fréchet observe que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence des
probabilités en moyenne vers i (resp. zéro) au sens précédent est que lim 7Zn{t)^=:o

pour chaque valeur fixe de e ( > i, < o), wn(e) étant la fréquence de ceux des u premiers
événements dont les probabilités sont < i — s (resp. >* s).

(2) S. BERNSTEIN [1], cité par Kolmogoroff ([2], p. io).

THESE MICHEL LOEVB.
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indépendantes m — i km — ien moyenne le soient m à m, il faut et il suffit que
l'on ait

(9) 0K(Xh-Xk)(

En effet, développé, le premier membre est égal à

A cause de l'indépendance supposée, m—i à m—i, en moyenne, cette
expression égale

... xim) + [- Q + Cfn-...+ ( - o-c-ix.-x,..

donc égale

La condition (g) conduit à la généralisation de la notion de Porthogonalité des
variables aléatoires : on dira que Y o . . ., Yn sont orthogonales m à m, si

DXl(Yk...Yir) = o ( r = i , 2,\.., m ) ,

# (i ^ «i < «s < . • • < i'm^ n),

et la remarque ci-dessus montre qu'il y a équivalence entre l'indépendance m
à m en moyenne des X o . . ., Xn et l'orthogonalité m h m des X< — X,, . . . ,
X/t— X/t (pour ^ = 2 on retrouve bien l'équivalence connue).

En nous limitant à deux variables aléatoires Xn et Yn, supposons qu'elles
dépendent d'un même paramètre n, de manière que, lorsque n -> oo,

et

L'inégalité de B.-T.

Pr{ | Y*- Yn | > e j < ^ T l ( Y n - Yn>

montre que Yn— Yn~± o, en probabilité. L'inégalité de Schwarz

montre que

et par suite

DM{(Xn--Xn)(Yn- Yn)}->o avec I ,
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On peut dire que, sous les hypothèses faites, Xn et Y#l sont asymptotiquement
indépendantes en moyenne, d'où :

LEMME. — Si 2 variables aléatoires, fonctions (Tun même paramètre certain n,
varient, lorsque n -> oo, de manière que la fluctuation de Vune demeure bornée et
celle de Vautre tende vers zéro/ elles sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne.

Les moyennes conditionnées et la stabilité. — Appliquons ce lemme d'une
suite stable d'événements {A,-}. Soit Xn une variable aléatoire, fonction des
événements A4, . . ., An (c'est-à-dire sa loi de probabilité dépend des résultats
connus des épreuves faites sur A<, . . ., An) et dont la fluctuation à priori
demeure bornée lorsque n croît. Le lemme s'applique à Xn et à la fréquence fn

des n premiers événements puisque, comme on l'a vu,

D]l( fn ) — D]l2(fn) -> o avec - à cause de la stabilité de { A, |.

D}l(Xn)JR(Yn)-O)l(XnYn)
devient

OÙ

OR(fn) =pi(n) et

lt étant l'indicateur de A/.
Par suite,

nh) = en \ i*3n,,(X„)} = Pr( At

et la relation donnée par le lemme s'écrit

C'est l'extension au cas d'une suite stable d'événements liés, de la relation des
moyennes conditionnées, laquelle n'est valable que dans le cas des événements
incompatibles et épuisant la certitude (Fréchet, [1], p. 128).

Si l'on suppose que Xn= X est indépendante de n et de plus que

(hypothèse plus restrictive que celle de la stabilité puisqu'elle entraîne la
stabilité alors que l'inverse ,n'a pas nécessairement lieu), on retrouvç, en
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appliquant le lemme à X et 4^> la relation
fn

établie par Khintchine, lequel en généralisait une autre due à Kolmogoroff [ i ].
Revenons au cas général et plaçons-nous dans l'hypothèse où Xn est l'indi-

cateur d'un événement En. La relation (10) subsiste, car la fluctuation de X„
est bornée, et peut s'écrire

n

Pr(En)/>1(«)--yPr(A,)PrA,(E„)^o avec i .
rt AM ft,

1 = 1

Ceci correspond à la relation classique

valable seulement lorsque les A o . . ., An sont des événements incompatibles
et épuisant la certitude.

Enfin, comme
lErt) = Pr(En) PrEit( A,) = Pr(A,) PrA,(E„),

l'on a, en supposant
\im pl(n) > o,

Pr(At)PrA,(En) ^, i
_—__i- >. o avec — »
P ( A ) " n

ce qui correspond au théorème de Bayes.
En faisant des hypothèses supplémentaires, on peut évidemment mettre ces

différentes relations sous des formes plus voisines des relations classiques.

III. — Réalisation d'une infinité d'événements.

Probabilité. — Désignons par

P v > n = Pr(A v + 1 -K . . -h A v + n ) ,

la probabilité de réalisation de l'un au moins des événements AVM, . . *, Av+W,
Pv.n ne peut décroître quand n croît; comme O ^ P V > „ < i, la limite Pv de PV)„
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pour n infini est bien déterminée et comprise entre zéro et i

Pv représente la probabilité pour que l'un au moins des événements A,-
d'indice *^>v se réalise. Cette fonction de v ne peut croître quand v croît;
comme i ^ > P v ^ o , la limite P de Pv pour v infini est bien déterminée et
comprise entre zéro et i.

P = limPv .
V>oo

P représente la probabilité pour que l'un au moins des A, ait lieu pour v ̂ > N,
N étant aussi grand que l'on veut. C'est donc la probabilité de la réalisation
d'une infinité des A, et l'on a

( i l ) P = lim lim Pr (A v + w H-. . .4- Av + r t) .

Cette formule représente une extension insignifiante de celle de Kolmogoroff
([2], note p. 3i5), dans laquelle les événements A, sont spécifiés.

Premier groupe de critères. — M. Cautelli a étendu à l'aide de l'inégalité
de Boole, au cas des A quelconques, le théorème suivant, démontré par
M. Borel (pour les At indépendants) dans son célèbre mémoire qui a fondé la
théorie des probabilités dénombrables [1J.

Si Pr(A t) est le terme général d'une série convergente, la probabilité P de
la réalisation d'une infinité des At est nulle.

Or, l'inégalité de Gumbel [1] qui peut s'écrire

(i2) i — Pr(Ai . . . A«) ^

généralise celle de Boole. Il est donc naturel de chercher ce que devient le
théorème ci-dessus lorsqu'on utilise cette nouvelle inégalité.

Transformons (12), on a

1 - Pr(A, . . . A J = Pr( A,-f. .. + ÂlB),

et le nombre de termes sous^V est Cn ; l'inégalité s'écrit donc

pr(A 4- 1 X WPr(A,t4-...4-Aly)

Supprimons les barres et appliquons aux événements Av+1, ..., Av+„, on obtient

P r ( A v + 1 4 - . . . 4- A v + n ) ^ -
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Posons

ces moyennes des quantités comprises entre zéro et i sont également comprises
entre zéro et i.

Finalement, l'on a

Nous pouvons prendre pour r soit un entier fixe, soit un entier fonction de v et
de n, à condition bien entendu d'avoir r <^ n.

Faisons croître indéfiniment n puis v; (i3) donne immédiatement en vertu
de ( n ) ,

(i4) Px^lim \im - py n(r).

Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Soit An i — i, 2, . . . une suite d'événements dépendants ou non,
compatibles ou non. Lorsque, pour un entier r^in, fixe ou fonction de n et de v,
on a

Jim Vim - pvn(r)

/a probabilité P poz/r çw^ fej At se réalisent une infinité de fois est ^

Pour r=i et p = o on retrouve le théorème de Borel-Cautellî. Mais il y a
plus, car l'infinité des critères suivant les valeurs de r peut être ordonnée. En
effet, M. Fréchet a montré que l'inégalité de Gumbel fait partie d'une échelle
d'inégalités ([3], p. 62), laquelle, après transformations analogues à celles qui
nous ont conduit à (i3), peut s'écrire

(5) ^ ( ) ^ ( 0 ^ ^ ( ) ^ ( ) ^( i 5 ) o ^ i V j W ( i ) ^ P v , n ( 0 ^ - • - ^ / v ! / i ( r h i ) ^ j p v n ( r ) ^ . . . ^ 1 .
IX IX — I V —r~ I V

Les critères obtenus forment donc une échelle de critères d'autant plus larges
que r est plus grand ou croît plus rapidement (on peut prendre, par exemple '
7* = loglog/i ou r = logft etc., le [ ] désignant la partie entière). Ainsi, si l'on
cherche à prouver que P = o et que le critère correspondant à une certaine
valeur de r ne réussit pas, celui pour r plus grand peut réussir, alors que
l'inverse n'est pas possible.

Second groupe de critères. — M. Borel a également démontré le théorème
suivant : Si les At sont indépendants et Pr( At) est le terme général d'une série
convergente, la probabilité de la réalisation d'une infinité des A, est égale à 1.
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Or M. Fréchet a montré que ([3], p. 63)

(16) i — P r ( A t . . . A „ ) ^

En passant aux événements A,, elle devient

Pr(At + .. . -t- An)^_

puis, en supprimant les barres et appliquant aux événements Av+1, . . ., Av+/Î,

OU

De la même façon que pour (i4)> o n e n déduit que

( i 7 ) P^l im \im pVjn{r).

Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Soit {At}7 i=i, 2 , . . . une suite dévénements dépendants ou

non, compatibles ou non. Lorsque, pour un entier ^~n, fixe ou fonction de n et

de v, on a
lim lim

v T>~ s© n ^- oo

la probabilité P po*/r ŵ̂  les A/ je réalisent une infinité de f ois est^p. Comme
les inégalités de M. Fréchet forment une échelle, laquelle, après transfor-
mation, peut s'écrire

les critères obtenus forment aussi une échelle suivant les valeurs de ... Lorsque
les événements sont indépendants

V-f-tt

1 -ƒ>,,„(/») = Pr(Xv+) T v t n) = 2 [1 - Pr(A,)],

et l'on retrouve, avecjp = i etr=n, le théorème de M. Borel. M. Borel a,
d'ailleurs, indiqué [2] que son théorème s'étendait au cas de dépendance, si
l'on supposait qu'il existait des nombres j ^ et/^' tels que

(18) o <ƒ>'*< Pra(A/) <ƒ>"< 1 et
1
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Pra(A t) désignant la probabilité conditionnelle de At connaissant certains des
résultats des épreuves relatives à A o . . ., Al_1 et (18) ayant lieu quelles que
soient les épreuves connues et les résultats réalisés. Or il est facile de supprimer
toute hypothèse sur une borne supérieure^. En effet,

Pr(ÂV h l . . . ÂV-H.) = Pr(Av+.,) PrA-v + 1(Âv+,.) . . . Pix+1..X^_XÂv-w*).

Si Prft( A,) > p[ > o, on a
Pva(Ai)<i

et, par suite,

(19) Pr(Âv+1...Âv+I,)

00

Lorsque 2 ^ . = oo, le second membre de (19) tend vers zéro avec- et jp ===== 1.
1

Remarque. — La même méthode permet d'obtenir d'autres critères en partant
d'autres inégalités. On peut, par exemple, utiliser les inégalités que nous avons
établies ailleurs (LOÊYE, Annales de Lyon, 1942) et qui généralisent celles que
nous venons d'employer.

Champ d application. — Lorsque les événements A; sont incompatibles, on a
évidemment P = o; d'ailleurs le théorème de Borel-Cautelli le montre puisque

Lorsque les événements A,- sont indépendants, les deux théorèmes de
M. Borel permettent de conclure à la valeur de P dans tous les cas :

si NPr(A/)<oo, on a P = o
1

et

on a

Dans le cas général des événements dépendants et compatibles, on ne peut

conclure avec le théorème de B.-C. que sî j? Pr(A;)<^oo. C'est donc ici que
1

les critères établis sont utiles. Formons un exemple, presque évident, où les
théorèmes de Borel ne s'appliquent plus, alors que ces critères, convenablement
choisis, réussissent.

Soit une suite d'événements A4 D A2 D A3 D . . . et supposons que
00

\ Pr(A/) = oo_, avec Pr(A«) -> o avec — par ex. Pr(A„) = — •
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Le théorème de B.-C. ne donne aucun renseignement sur la valeur de P.
Appliquons alors l'un des critères généraux pour r = n ou n— i ou n— 2 et,

en général, pour toute valeur de r telle que lim - <^oo. On a? pour r—n, par

exemple,
Pr(Av + i-h. . .4- Av+n)

et
l im l im P r (A V 4 - i ) = l im P r ( A v u l ) = o.

Par suite,

On voit d'ailleurs que dans le cas simple de l'inclusion (A* DA2D . . . ) , la
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait P =p est que T?r(An) ->jo

avec - 5 comme il fallait s'y attendre.

IV. *— La tendance centrale.

Nous établissons'ici deux des résultats que l'on retrouvera plus loin comme
cas particuliers de résultats beaucoup plus généraux.

Loi des grands nombres. — Soient les variables aléatoires

i, si A* a lieu; —
, ' donc X ,= Pr(A,),

o, si A; n a pas heu;

et Pr'(A/), la probabilité pour que At ait lieu connaissant la répétition des
événements Aiy . . . A^_o « sup. » désignant la borne supérieure d'une telle
quantité lorsque cette répétition varie.

On établit aisément que

up I Pr'(A,) - Pr
1 = 1

\ J + 2 2 s u p | P r ' ( A i ) ~ P r ( A ; ) |

D'où
n

( y ^ ^ 2 p ' Pr'(A() ~Pr(A() '•
THESE MICHEL LOEVE.
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Lorsque n -> oo, la condition
71

(20) - V
1 = 1

entraîne donc
DXi(fn — fnf-^o avec -

avec ~

?

et l'inégalité de Bienaymé-Tchebichef montre qu'alors la suite des A test stable.
On vérifie aisément que, comme il faut s'y attendre (p . 5), la condition (20)

entraîne d]% -> o.

Loi de Mowre-Laplace. — Posons

et supposons, dans ce qui suit, que sn->oo avec n,

Soient F / M(J?) la fonction de répartition de -^(i^ln) et FW>1($) la fonction de
X

répartition de — > lorsqu'on connaît la répétition des événements Aiy . . ., A^4.
On calcule immédiatement

mnjl= f i dFntl(ç.) = - DM ( X , - X.) = o,

m'Bi,= T + e ^^«,,(0 = f O«l'(X,- X.) = - [Pr'(A,) - Pr(A,)J,

erfF'„,,(O = i [Pr'(A,) - a Pr(A.) Pr'(AI)

Soit G/i)t(^) = Pr(YJhl<^x)> où Y7i ^ est une variable aléaloire laplacienne
X "x"

ayant les deux premiers moments respectivement égaux à ceux de —• ->
c'est-à-dire à mni(= o) et a;M.

Employons les lemmes énoncés page 4i et omettons d'abord, pour simplifier
l'écriture, le premier indice n. En posant

on a

=ƒ
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D'où

De même

P,^) = Pr( Y,H- Yi+1 + . . . 4 - 1 , + aZ < x) = *,(*) + * î f l - ^ 4- ~

On en tire aisément

Posons

= f
On en tire

et

D'où l'on déduit, en rétablissant le premier indice n,

n n

sup | m ,̂ | H- *2 2 sup

Supposons que
n

(21) - N s u p | IV(Aj) — Pr(A I ) | ->o avec — •

Le terme en k^ tend alors vers zero. On vérifie sans difficulté qu'il en est de

même pour les termes en k2 et en k3 et que? par suite, la loi de — tend vers

la loi de Moivre-Laplace réduite lorsque n ~> 00 .

Remarquons que lorsque les événements At sont mutuellement indépendants,
les termes en ki et k2 disparaissent pour tout n, et l'on a ainsi une démonstra-
tion très simple, par la méthode de Lindeberg, du théorème de de Moivre sans
que l'on ait besoin de la formule de Stirling.
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CHAPITRE IL

LOIS DES GRANDS NOMBRES.

La méthode de Tchebichef, laquelle dans le cas de variables aléatoires indé-
pendantes donne si simplement le théorème de Bernoulli el ses généralisations,
se base, comme on le sait, sur deux relations :

l'inégalité de Bienaymé-Tchebichef

Jt r j o o j^> o i <^% ————— j

où S est une constante quelconque, a(S) son écart quadratique moyenetc^>o
une constante arbitraire,

l'égalité de Bienaymé

<j*(Sn) = <r'{Xi)-{-v*(Xt)+... + vi(Xn),

où
Sn=X1-K..H-X,i,

et les variables aléatoires Xo i = i, 2,. . ., n sont mutuellement indépendantes.
M. Kolmogoroff ([2], p. 54) a observé que l'égalité précédente et, par suite, la
méthode de Tchebichef, demeurent valables si l'on remplace l'hypothèse de
l'indépendance par celle de la non-corrélation, c'est-à-dire si

M. Paul Lévy [2J, |3J a étendu divers résultats relatifs aux variables aléatoires
indépendantes à un cas où les variables aléatoires sont non corréléeset a obtenu
ainsi un ensemble important de généralisations.

En désignant par Jïl^^X^ la moyenne de X/? évaluée lorsqu'on connaît les
valeurs réalisées de X1? . . ., X(_1? son hypothèse essentielle s'écrit

( P . L . ) a i l I _ 1 ( X l ) = o (« = i , 2, . . . ) ,

quelles que soient ces valeurs réalisées.
M. S. Bernstein (1937) a également montré que cette hypothèse entraîne

l'égalité de Bienaymé et a étendu à ce cas l'inégalité importante qu'il avait
établie pour des variables aléatoires indépendantes (Fréchet [j], p. i3 i ) .

Nous allons introduire des hypothèses moins restrictives qui nous permettront
d'obtenir des relations asymptotiquement équivalentes (en un sens qui sera
précisé) à l'égalité de Bienaymé. Celles-ci nous permettront d'appliquer la
méthode de Tchebichef à des variables aléatoires liées sous des hypothèses plus
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larges que celles qui ont été utilisées, notamment par M. P . Lévy. Ensuite
nous établirons une relation asymptotiquement équivalente à celle de
M. Kolmogoroff [1] et nous l'utiliserons pour étendre, dans plusieurs direc-
tions., les résultats connus relatifs à la loi forte des grands nombres. En parti-
culier, nous obtenons une extension aux épreuves liées du théorème de
Glivenko que M. Caulelli a qualifié de ihéorèmc fondamenlal de la staiistique.

I. — Loi ordinaire des grands nombres.

Notations. — Considérons le tableau suivant de variables aléatoires à deux
indices, généralement liées :

X M

x2 i l x 2
(T)

La nibmG ligne renferme n variables aléatoires. Cette restriction n'est pas essen-
tielle, car ce qui suivra demeure valable si la n[Qme ligne renferme en variables
aléatoires et en -> oo avec n.

Posons
S ^ v 1 1 3 X n l -f- XW j 2 -f-. . : -+- XW ) V ,

et supposons dans toute la suite de ce tras Y/ / / (pour simplifier l'écrilure) que les
moyennes de toutes les variables du lableau soient nulles

( i )

Par suite,
= o (v = i, 2, . . . , n).

S'il n'en était pas ainsi, il suffirait, dans la suite, de remplacer Xn>i par
\ni—Jtt(X/?);) et, par conséquent, S„ v par SAiV—JTl(Srt>v)-

Nous désignerons par Jlt'(XWjt-) la moyenne de X7lji- évaluée lorsqu'on connaît
la valeur réalisée de S,li__1 et par supJtt(Xn t i) la borne supérieure de cette
quantité lorsque la valeur réalisée de S , ? ^ varie. Pour i— i, S^o^t Jïlf(XnA)
n'ont pas de sens ; par convention nous prendrons S„ 0 = o et Jïlf(X„A) = DMÇK.nti)
( = o ici).

Indépendance en moyenne. — Nous avons vu que deux variables aléatoires
Xrail et X /̂f, i?£k, sont indépendantes en moyenne [ou, ici, orthogonales à
cause de ( i ) ] si JXl(X.njXn A) = o; il en est ainsi, en particulier, si XnJ et Xn%k

sont indépendantes. Nous avons indiqué que l'on pouvait élargir cette notion;
ici les deux suites de variables aléatoires X,, , et X„ A, i et k fixes el n= i, 2, ...,



•̂lerae e l £ieme colonnes de T) sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne, si

avec — •

On dira que l'ensemble des variables aléatoires X„ ,-, i = i, 2 / . . . ? n (niem0 ligne
de T) est un ensemble de variables aléatoires asymptotiquement indépendantes
en moyenne ou ensemble AIm, si

(AIm)

ou bien, si

Cfïl(Xn tXn avec i ,

-> o avec — •
n

II n'est pas nécessaire d'introduire des dénominations distinctes car, dans la
suite, on, reconnaîtra immédiatement dans lequel des deux cas l'on se trouve.

Enfin, cet ensemble sera dit en indépendance asymptotique complète dti
premier ordre ou ensemble AI4, si

n

(AIO ^ s u p W(Xn>l)|->o avec I .
1=1

LEMME. — On a
n m

^ 2 S „ ,2, Oll'CX,,,,) |.X \ . X m̂ r/v L_ Y i ! v \
„ . n,i) — 7. ^iL[\^n i -f- A.n 9 - t - . . . - { - Aft Ï - ^ J

i-= 1

.„,,_! Oît'(Xn ,)] | ̂  sup | m /(X r t )

Or

Donc

LEMMEA.

(A)

— Pour m<^n

0M(Xn>lXnJ
m

^ Max OR | SW| ̂  | V sup | M (X„f i

Égalité de Bienaymé asymptotique, — Ce lemme montre que si

reste borné lorsque n^-oo, la relation ( AI4) entraîne ( AIm). Alors

(3) avec —i
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et l'on a ainsi une extension de l'égalité de Bienaymé. Nous allons montrer que
la condition

(4) V l ( X y < L2 (L const. finie),

jointe à (AI, ) entraîne (2), donc (3).
Soit v(/i) une valeur de i—1, variant entre 1 ei w - i , pour laquelle

OTt j Sw i_1 | atteint son maximum. La relation (A), où Ton pose m = V(AI), s'écrit

[ ]
Or

donc

(5)

Par hypothèse,

a fonioi i

,i,) r 2 SUP 1 ̂  (x« «) 11 •

sup I DM' (Xnyl) I -> o a\ ec ~,

sup I D)V(Xn)l) | -> o avec - •

De même, à cause de (4)
V

N OIÎ^X^j) < L 2 < 00 pour n assez grand.

II résulte alors de (5) que 5Tl(-S^v) reste bornée lorsque n -> oo et, par suite, il
en est de même pour Max3X1 \ Sn ^_i

Nous pouvons énoncer :

THÉORÈME B. — Lorsque

-> o avec —1 n

et

on a

O\l(Xl t) << L 2 < 00 pour/2 assez grand (L const.),

l J ->O avec *-•
n
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Cas particuliers. — Posons

le théorème s'énonce : on choisit les an de manière que, lorsque n ~>oo, on ait

Xn> l= — («/i>o certain), Sn—Xi-K ..-+- Xn;

^ J H ( X ? ) reste borné, alors

Si l'on peut prendre orn=^^ JtI(X^)? la seconde condition est automatique-
1=1

ment remplie.
Si Ton suppose de plus sup|0Tl'(X£)| = o, pour tout /, on a évidemment

= i pour tout n.

Cette hypothèse est sûrement satisfaite si l'on se place dans le cas (P. L.)
(P.Lévy[2]).

Généralisations. — Ce qui précède est susceptible de diverses généralisations.
Par exemple, on établit la relation algébrique suivante pour q entier positif

d'où la relation correspondante entre les valeurs moyennes. Puis, lorsque /z-> oo

si
n

2 | supOn'(Xn>l) — Jïl(Xn|<) | -> o et Max3R| SJ-JLJ | < L -> OC pour tout /i.

De même

l~ 1 t=: 1

si

et Maxell | S^21 | < L'< oo pour tout n, etc.



METHODE DE TCHEBICHEF. — Dans les conditions de validité du théorème B, la
relation obtenue peut s'écrire

où £„

et l'inégalité de Bienaymé-Tchebichef devient

(6) Pr{|Sn,B|>C} î- 2^(xî,i)^«»

(c^>o const. arbitraire). On a alors les mêmes conséquences que pour les
variables aléatoires à i indice et mutuellement indépendantes.

1. L'inégalité (6) S'écrit

* r | I ̂ n,n I ̂ > ̂  | <C çq '

Posons C == - ; — j ^ sera <̂  £ pour z <^ | - et, par suite,

P r j | S n n | > i J < e .
Ainsi;

THÉORÈME C. — Lorsque
n n

2 sup | 511' (XB>,) | - • o avec I et £ OU (X *,,)
i=J 1

bornée', la suite \§nn\ est bornée en probabilité.

71

2. Supposons que ^ J Î l ( X ^ ) - > o avec -• Le second membre de (6) ->o

avec - , quel que soit c ̂ > o fixe, et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME D. — Lorsque, pour n ~> oo,

p ^ ^ I o et

nn ) est stable.
XCas particuliers. — Prenons Xntl= —S Ö ^ ^ O certain, 3îl(X,-)=o,

S^=X 1 + . . . + Xn. On a, lorsqu'on choisit les an de manière que, pour
n -> oo,

THESE MICHEL LOEVE.
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G'. Si

— > est bornée en probabilité.

Si

( S )
— > est stable*
Un )

Supposons, en particulier, les Xt indépendants entre eux et # /4= n. On a

21 P i ̂  ^^ i p tout n

( S î
et la suite < — > est donc stable dès que l'on sait que

n

.:)->< o avec — :

c'est le célèbre théorème de Tchebichef et le théorème précédent se présente
commfc une extension naturelle de ce résultat classique.

Application aux événements. — S o i t { A n t], z = i , 2 , . . . , n\ n = i, 2 , . . .
une double suite d'événements dépendants ou non, compatibles ou non.
Désignons par R„ n la répétition des événements An 1? . . ., An>w et par fn>n leur
fréquence. Pr ' (A n i ) représentera la probabilité de Ani lorsqu'on connaît le
nombre des événements An ly . .., An l_i réalisés. Enfin

î, si An t a lieu;

o, si An t n'a pas lieu.

Posons

On a

I Pr( A,,,) [î - Pr( An>1)]
2+ I [î - Pr(kn ,)] [Pr(AM)]2

Tt Tt

i Pr( An 0 0 - '
Tt

Donc
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D'autre part,

et G donne : lorsque

sup|Pr'(A/M) —F^An^l-^o a v e c I ,

/*,«— ƒ/!,« est en probabilité un infiniment petit au moins de l'ordre de -̂ =-

Posons maintenant

I(Ani)-Pr(ABI) u ^ ^ nX W j , = : j a\ec a >• o.

On a

donc

D'autre part,

^n^n^11 fl' \Jn,n — Jn,n)j

et D donne

Lorsque
n

S P I P r '(A*.O — P r(A»,«) I -> °

/a suite des n2 \fn,n—fn,n) est stable.

Ainsi la condition la plus large permettant d'affirmer la stabilité de la suite

des/„^ — fn n s'obtient pour a = - ; c'est

a v e c ~ •

1=1

On peut dire que lorsqu'on donne à a des valeurs allant de zéro à -> on a une

suite de conditions assurant pour des événements liés des théorèmes analogues
au théorème de Bernoulli-Poisson. Pour a = o? le théorème est sauvegardé en

sa totalité. Pour a = -• on nfassure plus que la stabilité.



II. — Loi forte des grands nombres.

Autre forme de l égalité de Bienayrné asymptotique. — Nous allons établir le
théorème suivant analogue au théorème B.

THÉORÈME B'. — Lorsque les \ n L f orme ni un ensemble AI> et

(7)

a constante, pour n assez grand, on a

(B')

D'après (A),

lorsque n-^oo.

* )(8)

Pour 7tt = v(ra), v ayant même signification que dans le théorème B?

où zn -•> o avec -* à cause de

Donc

(9) lorsque n->oo.

Posons, dans (y), m = n et remarquons que
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La relation devient

D'où le théorème énoncé? en tenant compte de (9).

Variantes, — 1. La condition Max JTt(S^) >̂ a2^> o est entraînée par
<

2. Cette même condition peut être remplacée par

(7") MM, )>«'*> o

pour n assez grand, a' constante, comme on le vérifie aisément en reprenant la
démonstration.

COROLLAIRE. — On a, dans les conditions de validité du théorème,

,—i^^(x»,o 1
• s «^ —, où s'n I £„ -> i lorsque AI -> oo.

Égalité de Kolmogoroff asymptotique. — Au lieu d'évaluer les moments
a priori^ on peut avoir à les évaluer a posteriori, c'est-à-dire connaissant la réali-
sation d'un certain événement H, par exemple, les valeurs réalisées de
X,l}1. . .X/l}/l ou bien la valeur de S / i r . Ceci revient à modifier (en la restrei-
gnant) la catégorie d'épreuves C sur laquelle sont définies les variables
aléatoires. Mais sur cette nouvelle catégorie d'épreuves CH, les résultats qui
précèdent demeurent valables en introduisant, bien entendu, sur Crl les hypo-
thèses correspondant à celles qui étaient admises sur C. Les moyennes évaluées
sur CJI seront désignées par OTiH,

Nous pouvons, maintenant, étendre la remarquable inégalité de
M. Kolmogoroff à un ensemble AIit Soient les événements

en)

On a

)
H : M a x l S / i y l | > G

,: Max|Snii|<C et C {i = i, 2,
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et les Ht étant incompatibles
n

D'autre part,

(12)

Comme
S « , n = S^ j-h XJ9 Ï + 1 -h . . . -t- X„ w-f- 2[S / l ) i X / l > H _ 1 - j - . . .-f- S» >i—i

on a

.(Si „) =

/=H-1

Portons dans (12) qui devient

(i3) Pr(H)01lH(S,î „)^C2Pr( + a ^ Pr(H') 2 ^.(S^-tX,,,) I.

Or; le second terme du membre droit peut s'écrire (sans le facteur 2)

1=1 L/=H-l J

= 2 pr(H«) 2 ^(s«./-'x«./) ~ 2 P r ( H i ) 2^H,(s«,y-iXn>/) = *i-*».
=1 L /=1 J irzj L yrrl J

J /=1

Bornons /̂ i :

Posons

Les variables aléatoires Xnjl forment un ensemble AI1? donc £/t ->o avec-*
Un ensemble Ali sur la catégorie d'épreuves C est, a fortiori, ensemble Ali sur
la catégorie d'épreuves C1I? où H est défini par (i i), comme on le voit immédia-
tement en se reportant à la définition de sup | DRf(\n ,) | . Le théorème B'
s'applique donc sur CH avec a = C, et l'on a

£ £
pTi où -r->! | lorsque n-^oo.
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Par suite,

Bornons k2 :
r '

Puisque j ^li dans celte expression,

Donc,

Finalement

Portons dans ( i3); on obtient

) 2 8 U P | M / ( X ^ ) !
L /=i J

D'où, en supposant Pr(H) ?é o,

donc,

(E)

i — TT

Pr(H) :
. Jtl(SJt,«)

aen

•]

Pour C ̂ > o fixe, le second facteur du membre droit peut s'écrire i + s„, où

£„^ o avec -• La borne ainsi obtenue pour Pr(H) est évidemment valable si

Pr (H) = o. Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME E. — Lorsque, pour n -> oo,

on a
P r ( Max I S ^

(
^ } (i-+£n) (C>o6xe), £n->o, avec--
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X
Cas particuliers. — Soit X7lj*= —% an^> o certain, Sn = X.l + , . . = Xn

(E) devient, en choisissant les an de manière que l'on ait, pour n ~> oc,

— > sup| OTl^Xi) |~>o? avec - 5

on obtient

( i5) P r ( Max | S^ I ^can) ^ 7-^—r^—-? où £n->-o, a v e c - •

1. Prenons a~n=. JIX(S^); ( 15) s'écrit

5) Pr(Max|SA |-

extension directe de l'inégalité de M. Kolmogoroff? que l'on relrouve en sup-
posant l'indépendance mutuelle des \l7 laquelle entraîne zn=o pour tout n.

2. £„=o ; pour tout n, dans (i6)? si Ton suppose sup | Dïl!(X.l)\ = 0 pour
tout 1. Cette hypothèse est sûrement satisfaite dans le cas (P. L. ) (P. Lévy[2]).

Loi forte des grands nombres. — Supposons toujours que les X.n>l forment un
n

ensemble AId et de plus que V j H ( X ^ ) reste bornée par une constante L2

finie, donc les théorèmes B et E s'appliquent.
Désignons par a la partie entière d'une quantité a ̂ > o. Prenons pour n les

valeurs n — nv= [qv], (v = i ? 2 ? . . . ?</^>i) quelconque, et pour C les valeurs
rit' avec o <̂  y'<^ y quelconque.

Les relations (B) et (E) donnent alors

où {e?}->0 avec-.

Le second membre est, avec la valeur choisie de nvy le terme général d'une
série convergente et le théorème de Borel-Cautelli s'applique. Par suite, pour
£ ̂ > o quelconque et v suffisamment grand

Pr< Max | Sn3k \ > £1 p — o ou 1 ou . . . > • < £ ,

et la suite des — Max S^ KI est fortement stable.^ K

Pour pouvoir étudier les sommes S„>7„ où nv_d^7i <[ n^, nous allons particu-
Xlariser. Supposons X,M= J(fln+i^ûft]> o. Le résultat précédent devient

—r> — Max j S^ | ~-> o p r e s q u e c e r t a i n e m e n t .



Or,

et

Donc
~>o presque certainement.

a[nq] ni

THÉORÈME F . — Lorsqu'on choisit les an+l"^an^>o de manière que pour
n n

n -> ce — V sup JTLf(X.t) -> o et -\ V 5Tl(Xf ) /Ŷ fc* bornée, alors —— converge

ï?c y ^> o et q — i ^> o quelconques.

Cas particuliers. — Lorsque | X, | <^ L const. finie, pour tout î, on peut
prendre a\ — nh2 si

(17) - i = y supIJR^X,) |-^o, avec I .
v 1=1

S S "
Alors - ~ > presque certainement et par suite ~ - > o presque certainement.

Si sup | jrt'(X<)| = o pour tout i, (17) a évidemment lieu; cette hypothèse
est sûrement satisfaite dans le cas (P. L.) (P. Lévy [3]). On peut, d'une façon
plus générale, prendre a2

n= ft'"2gL% où [3̂ > o, si

s . . s
Alors —j -> o pjesque certainement et par suite, —n -> o presque certame-

n 2

ment pour jî <[ - •
2

2. Événements. — Supposons Xt = o(A () — Pr (A t ) , les A t ( / = i , 2 , . . . )
étant des événements. On a ] X , | ^ i et Ton peut donc énoncer :

Lorsque pour n^> oo

la suite At est fortement stable pour (3 <^ - et fn—fn est, presque certainement, un

infiniment petit dordre supérieur à celui de n1 ' ', où y ^> o est aussi petit que
F on veut.

THESE MICHEL LOFVE



Pour (3 = o, on a un résultat aussi voisin que possible de celui de Bernoulli-

Poisson. Pour (3 = y, on a encore la stabilité forte.

3. Appliquons au théorème de Glivenko [1], [2] que M. Cautelli a qualifié
de théorème fondamental de la statistique (1 . p. io).

Soient une variable aléatoire X et X4, . . ., Xn ses valeurs dans n épreuves
dépendantes ou non. Désignons par A,(a?) l'événement

At(œ) m.Xl<^œ (x nombre certain fixé).

La probabilité de A,(a?) évaluée a priori n'est autre que la fonction de répar-
tition ¥(x) de X; la fréquence ¥{n)(x) des événements A,(a?) dans les
n épreuves est dite valeur empirique de F(a?) dans ces épreuves. Le résultat

qui précède devient ici ? en prenant (3 = — y et désignant par Ft'(a?) la fonc-
tion de répartition sur la première épreuve, le nombre des événements Ad(a?),...,
Al_1(a?) étant connu :

Lorsque
n

--^^sup|F;(<2;)-~F l(^)|->o avec i (y > o fixe)

aussi petit que l'on veut, on a

(18) F r t )(#) — F(# ) ->o presque certainement.

Ce résultat permet d'étendre le théorème de Glivenko aux épreuves sur X liées
conformément à l'hypothèse ci-dessus. En effet, la démonstration de ce théo-
rème, donnée par M. Fréchet (2, p. 260-261) pour les épreuves indépendantes,
s'applique en tenant compte de (18) et l'on peut énoncer :

THÉORÈME G. — Lorsque, pour n -> 00

la probabilité pour que la fonction aléatoire Y[n)(x) converge, lorsque n croît,
vers la f onction certaine F(a?) uniformément sur tout V intervalle ( — oó, + 0 0 )
est égale à Vunité.

Nous croyons que ce résultat présente un intérêt pratique.

CRITÈRE. — Nous allons, par une méthode qui s'inspire directement de celle
de M. Kolmogoroff [3], établir un critère pour la loi forte des grands nombres,

X
et ceci, dans deux directions à la fois. Les variables aléatoires ~> à moyenne

an

nulle, au lieu d'être mutuellement indépendantes, seront un ensemble AI4.. De
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plus, la suite {an}, au lieu d'être celle des entiers positifs, sera seulement sup-
posée non décroissante et telle que Ton puisse en extraire une suite {atH}

où —II. _> a >̂ o fixe, lorsque i -> ao . Remarquons que si ——> i et an -> oo,

comme c'est le cas pour la suite { n}, on peut toujours extraire d'une telle suite

une suite partielle { an%} telle que ——> a, a élant un nombre arbitraire compris
entre o et i.

Nous utiliserons le lemme banal suivant :

LEMME. — Lorsque, pour n -> QO , j-^—y a avec o <^ a <" i , bn^>o, on a

où B ̂ > o est un nombre borné et k assez g/and.

Nous n'en donnons pas la démonstration.
Passons au critère.

THÉORÈME H. — Lorsqu'on choisit les an de manière que

(a) o<(tn<an-h\

et il existe une suite an telle que —-—> a ^> o fixe lorsque i -y oo ;

n

(P) ^ ysupp1l'(X,)

(y) y.% < x, en posant a^
l = \

alors - j *-> o a wc -presque certainement.
C(n Tl

On a? C ̂ > o étant un nombre certain fixe,

PjZ=: Pi} —— >̂ Ĝ  pour au moins un n tel que nl^L n <C <

En posant P^ = Pr \ —— ^> £ pour au moins un
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Or, oti voit aisément que, pour i assez grand,

TV / A T

A constante finie indépendante de i.
Donc,

D'après le lemme

—r ̂ = ""ï—' pour # suffisamment grand (A' constante finie).

<7, 2 *>\^TT2àdj' pour v assez grand.

Par suite,

AA'

SQuand N->oo ; n,->ao et le dernier membre tend vers zéro, donc — -> o

presque certainement avec - •

Cas particuliers. — 1. Lorsque # n = w, on a, sous les hypothèses (j3) et (y),
une convergence presque certaine des X,, en moyenne arithmétique. Si l'on
suppose que sup j Jfï/(XI)| = o pour tout i, ((3) a lieu; cette hypothèse est
sûrement remplie dans le cas (P. L.) (P. Lëvy [3]).

2. Lorsque les X, sont indépendantes, on a le critère de M. Kolmogoroff
pour an= n. Pour anyé. n, on a son extension immédiate.

M. Kolmogoroff a montré par un exemple [3] qu'à toute suite divergente

— ) 5 on peut faire correspondre une suite des X,, JH(Xl) = o, ne conver-
n

géant pas presque certainement vers zéro en moyenne arithmétique. On voit
immédiatement, en modifiant cet exemple d'une manière évidente (n remplacé
par an), qu'à toute suite divergente^V ( ~ ) correspond de même une suite de

n
X -{- \ X

variables aléatoires X, avec JTt(X,) = o telle que ——— ne converge pas
presque certainement vers zéro.
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CHAPITRE HL

TENDANCE CENTRALE.

On connaît le rôle fondamental, en théorie des probabilités et en statistique,
de la loi de Moivre-Laplace, ou loi de Gauss, ou loi limite centrale. On
l'obtient, sous des hypothèses assez larges, comme loi limite de sommes de
variables aléatoires convenablement normées lorsque le nombre de celles-ci
croît indéfiniment.

Indépendance, — Premier stade : De Moivre est le premier à avoir établi,
en 1^32, ce résultat dans le cas de Bernoulli. Laplace en a montré (1780) la
généralité et l'importance et a posé le problème sous une forme beaucoup plus
large que ne l'a fait, après lui, Gauss.

Deuxième stade : Tchebichef, puis Markoff en ont donné une démonstration
rigoureuse. Mais ils supposent essentiellement l'existence des moments de tous
les ordres des variables aléatoires considérées.

Troisième stade : En 1901, Liapounoff démontre le théorème limite central
en ne supposant que l'existence de trois premiers moments, puis seulement des
moments d'ordre 1, 2 et 2 + , ^> o fixe quelconque. En 1920 et 1922, Lindeberg,
par une méthode qui s'apparente à celle de Liapounoff, peut n'admettre que
l'existence des deux premier^ moments. En 1922 et 1923, M. Paul Lévy,
utilisant la fonction caractéristique que l'on peut faire remonter à Cauchy et
Lagrange, donne une démonstration particulièrement élégante sous les mêmes
hypothèses. Enfin, en 1934 et 1935, M. Paul Lévy et M. W. Feller donnent,
toujours dans le cas de l'indépendance, les conditions nécessaires et suffisantes
de tendance centrale. Ils ne supposent plus, a priori7 l'existence des moments.
De plus, alors que leurs prédécesseurs {voir pourtant S. Bernstein, ci-après)
ont toujours employé comme facteurs normants les écarts-types des sommes
des variables aléatoires considérées, eux ne s'y limitent plus. Ces résultats ont
été obtenus par W. Feller, en utilisant la méthode des fonctions caractéris-
tiques et, par M. P. Lévy, par des considérations très fines de probabilité.

Dépendance. — En 1926 M. S. Bernstein [2J démontre et développe un
ensemble de résultats qu'il a publiés en 1922 et qui daterait de 1917. Dans ce
Mémoire on trouve quelques-unes des idées les plus importantes qui ont été à
la base du développement consécutif de la théorie des probabilités. La méthode
employée systématiquement est celle des fonctions caractéristiques. On y établit
le théorème limite central pour des variables aléatoires que M. S. Bernstein
appelle presque indépendantes; il suppose l'existence des trois premiers
moments.
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En 1935-1936, M. P. Lévy établit un théorème moins général que celui de
M. S. Bernstein, mais par la méthode de Lindeberg.

Nous allons élablir le théorème limite central pour des variables aléatoires
liées ou non, sous des hypothèses aussi larges que possibles. Le théorème fon-
damental que nous obtenons renferme comme cas particuliers toutes les propo-
sitions obtenues, depuis 1900, et relatives aux conditions suffisantes de
tendance centrale. Nous le ferons par les deux méthodes précitées et convena-
blement modifiées. Remarquons que nous avons ainsi, entre autres, une
démonstration directe, par la méthode de Lindeberg, des conditions suffisantes
les plus larges dans le cas de l'indépendance, obtenues par Feller à l'aide des
fonctions caractéristiques. De plus, nous obtenons la loi des grands nombres,
pour des variables aléatoires liées ou non, dont on déduit comme conséquences
les résultats les plus généraux, relatifs aux variables aléatoires indépendantes,
établis par Kolmogoroff puis élargis par Feller.

I. — Loi de Moivre-Laplace.

Problème et méthode. — Considérons la suite de sommes de variables aléa-
toires S1)4, S2;2? • • •

S / i | 7 l = X n > l - + - X / I t 2 - + - . . . H - X w , n ( / i = i , 2 , . . . ) >

les X / M , J = I , 2, . . . , n, étant des variables aléatoires généralement liées.
Soient, d 'autre par t , des variables laplaciennes Y,M-, i= I ? 2 , . . . , / I ; T I = I , 2 , . . . ,
indépendantes entre elles ainsi que des Xw>1-, avec

31t(Y)n|l=o,

et puisqu'elles sont laplaciennes,

(O « m i Y ^ p z ^ - 4 ^ .
V21T '

Posons
*~ n n — M 1 ~T~ * n, 2 "i • • • ~~r~ * « n •

Nous allons évaluer une borne supérieure de l'erreur commise sur la fonction
de répartition de Sn n si Ton en remplace les termes par les termes correspon-
dants de U„>w. Cette méthode, due à Lindeberg [1] et perfectionnée par
M. Paul Lévy [1], se base sur l'emploi d'une variable aléaloire auxiliaire Z
qui régularise la fonction de régularisation étudiée et dont l'introduction
remonte à Liapounoff [1]. Cette régularisation sans déformation sensible de la
fonction de régularisation s'exprime par les deux lemmes suivants {voir pour
démonstration détaillée Hadamard [1]), dus à Liapounoff :
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LEMME L — Soient Z et TJ deux variables aléatoires indépendantes dont la pre-
mière est bornée. On peut choisir a suffisamment petit pour que la loi de aZ + Z'
diffère aussi peu que Von veut ( *) de la loi de Z.

LEMME II. — ŜV, de plus, la f onction de régularisation rfeaZ admet des dérivées
de trois premiers ordres bornées en valeur absolue par kiy k2 et k^ respectivement,
la fonction de régularisation de 0LrL~\~7J admet également des dérivées de trois
premiers ordres bornées par les mêmes quantités.

Les conditions à imposer aux XH t pour que la loi limite, pour 7i->oo,
des S/?n existe et soit laplacienne, apparaîtront naturellement. Nous éviterons
donc de faire des hypothèses préliminaires sur les X,ll7 en particulier, nous ne
supposerons pas l'existence des moments.

Borne. — Le premier indice n ne sera pas marqué dans ce paragraphe, étant*
bien entendu qu'il ne s'agit que d'une simplification d'écriture. Les probabi-
lités relatives à X, lorsqu'on connaît St_i seront accentuées, les probabilités
a priori ne le seront pas. Le préfixe sup indiquera la borne supérieure des
quantités accentuées, relatives à X„ lorsque la valeur réalisée de S ^ varie.

Soit

Pr'(Xt-<^ x) représente la probabilité pour que l'on ait \t<^x, évaluée sur la
catégorie d'épreuves où l'on connaît la valeur réalisée de St_4.

Posons

et

D'après le lemme II, on peut écrire (<&' et <&" représentant respectivement la
dérivée première et la dérivée seconde de <D)

et kiy k2, kd sont indépendants de i.
On a donc, s <^ o étant quelconque,

+ f
Ces intégrales existent, $, et F̂  étant des fonctions de répartition.

(J) Voir Vo. c , pour la signification précise, ainsi que pour Inapplication que nous en
ferons à la fin de la démonstration du théorème fondamental.



En remplaçant

f dFi (5) Pa r l a quantité egale i — ƒ af F; (£),

on obtient

+ • ^ 2 f e r f F ; ( 5 )+^ f o^rfFiu)

D'autre part,

PI(^) = Pi(Y i H-l l + 1 4- . . .4-Y n +aZ<j:)= / ^(a? -

car / Ç rfGi (a?) = ^ ( Y ^ ) ^ : o, par hypothèse.

Formons la différence

- f ; ( 5 ) - » : ( ^ ) f 5rfFî

Par suite, et en utilisant (i), on obtient pour 8£

de x,
une borne indépendante

2 L/iP

Passons à

ou

Donc

Pr(X
Pr t -4- . . . 4- X,_t 4- Y, -+- YI+1 4- . . . 4- Yn4- «Z < x,

•\f



kl -

Nous pouvons maintenant borner

t -+-...-+- Yn x)

par une quanlité independanle de x, car

Donc, en rétablissant partout le premier indice n}

n

+ 6

n

•S
l=Z 1

sup ƒ ;s

71

+ /t y su 1 r

n

* ? 1 = : L

Théorème fondamental. — Cherchons des conditions suffisantes pour

que Aw(a?) tende vers zero, avec > uniformément par rapport à x. Il suffit

que An tende vers zero. Noub supposons en premier lieu que, pour n >oo et
tout £ ̂ > o, les trois premiers termes de An tendent vers zéro

0
7i

et

©
D'après (3)

2 sup

n n

-> o avec — •
n

Donc, si Ton suppose, en outre, que

0 (o

THLSS MICHEL LOEVB



on a, pour n assez grand,

où e' est aussi petit que l'on veut.
n

Alors le quatrième terme de A„, c'est-à-dire - ^ s ^ s u p f $arfF'n>l(Ç) est

aussi petit que l'on veut avec £ ̂ > o suffisamment petit. Q) entraîne, a fortiori,

- a2
n -> o avec -

uniformément par rapport à i. Or,

f ïdV'n

donc Max an t est aussi petit que l'on veut, pour n grand, lorsqu'on prend £^>o

suffisamment petit.
Enfin, le lemme II montre que l'influence de aZ sur la loi de S/t n peut être

rendue, à son tour, aussi faible que l'on veut par un choix convenable de a. Et
nous pouvons énoncer :

THÉORÈME FONDAMENTAL. — La loi de S,, „ tend vers la loi de Moùre-Laplace à
moyenne o et à fluctuation Œ2 quand, pour n -> oc, et pour tout £ ̂ > o,

n

0 Tsup f rfPWS) ->o,

©

^ ,̂ pour chaque valeur de £, s*il existe des quantités a^t telles que

n

T^.-XJ2 fixe (O<<T<OO).

Remarque. — Si a = o, il existe une loi limite, mais celle-ci est dégénérée à
l'origine. Nous examinerons ce cas, en détail, plus loin.
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V.

Cas particulier. — Posons X,M-= — > an^> o, JTL(Xj) = o. Le théorème devient :

S

La loi de -- tend vers la loi de Moivre-Laplace à valeur moyenne o et à fluctua-

tion a2 quand, pour n --> oo et pour tout £ ̂ > o
n

Ysup

et pour chaque valeur de £, il existe des quantités af telles que
n n

Indépendance. — Supposons les X/l>l-(« = i? 2̂  . . ., n) indépendantes entre

elles, et choisissons a;^= ƒ £2 rfF;
M>l(^) de manière à satisfaire à Q . Le théo-

rème devient :

Powr f/w^ /a fo« ûfe S/t>/l tó/irfe v^/v /a foi rf^ Moùre- Lap lace (à moyenne o ) , «7
Pon ait, lorsque n -> 00,

y f

Prenons des variables aléatoires à un indice Xt avec Jn(X t) = o et posons
XXrtjl-= --(#n^>o) certain et a = i. L'énoncé ci-dessus devient celui du théo-

rème de Feller [1 ] que ce dernier a établi au moyen des fonctions caractéris-
tiques. Ainsi nous en avons une démonstration plus directe. On pourrait
d'ailleurs transcrire la démonstration du théorème fondamental pour ce cas
beaucoup plus simple. Remarquons qu'en un sens, précisé par Feller, les
hypothèses faites deviennent, non seulement des conditions suffisantes mais
encore des conditions nécessaires de tendance centrale. Ainsi, dans le cas par-
ticulier de l'indépendance, le théorème fondamental en donne le meilleur critère
possible.

Autre démonstration. — Revenons au cas général et posons

f 6fF'Wf<($) = |JL'ni/, f d¥'n>i(l):



_ 44 -

Les hypothèses du théorème fondamental s'énoncent alors

Lorsque n -v oo, on a, pour tout s ̂ > o,

(2)

et il existe des aj#l tels que

(3)

n

(4) 2< T^ : : = : : : ( 7 ' l"> ( 7 2 (O<(7<00).

Nous allons démontrer rapidement, par la méthode des fonctions caractéris-
tiques, que ces conditions suffisent pour assurer la tendance centrale de S„,n.

En omettant provisoirement les indices n et i, & désignant une quantité
bornée quand t varie et dXU ayant la signification définie p

+ s r
Donc, en rétablissant les indices

avec, pour \t\^LT quelconque fini

m2 T*
| V | +

Droù,

OÙ

et, par suite,



A partir d'ici il suffit de rappeler (mais avec d^ux indices) la fin de la démons-
tration du lemme fondamental de M. S. Bernstein ([2], p. 23). En posant

( l — - f f J ) ' • • ( 1 — 7

on a

Comme CP/x n i, il en résulte que

D'autre part, on a vu dans la première démonstration que Max<7„ t est aussi

petit que l'on veut avec s, quand n -> oo .
D'après les hypothèses faites, on a alors pour n -> oc,

n

Ainsi
fi

l i m DÏL(eltSn>n)=. e * . C. Q. F. D.

Introduction des moments. — Supposons l'existence des JlU(Xn t)et 3Tl'(X2,)
ainsi que celle des 0Tl(Xn ,) et JIX(X^). Nous poserons J1I(Xwl) = o, pour
simplifier l'écriture.

On dira des Xn v i=i, sy . . ., n, qu'elles forment un ensemble à indé-
pendance asymptotique absolue au deuxième ordre ou ensemble AI2 si,
lorsque n -> oc,

n

©

Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Lorsque les X.n t, i = i, 2, . . . , n, forment un ensemble AI2, pour
que la loi de Sn n tende vers la loi de Moivre-Laplace (à moyenne nulle), il suffit
que pour n -y 00 et tout ^> o?

©

^ n f) ==c7j-^<r2 fixe (o<c r<oo) .
t=zï
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En effet, la condition Q du théorème fondamental est satisfaite car

Donc
n

avec —.
n

La condition (?) est satisfaite car

I ƒ* ^F;, ; ! (^) |^ |5II ' (X„,)! + ïdF'n>l(l)
\\\>Z

et? par suite?

n n n

Vsup f idV'n:l{Q ̂ ysupp1t'(X„,)|+ysup| f

Or, le premier terme du second membre tend vers zéro à cause de (T); le
second est inférieur à

- jS sup I £ViF;M(£), lequel -> o avec -•

La condition @ est remplie car? en choisissant 0"^=

^S sup | sup f ?dF>n>I(ï),

et les membres extrêmes de cette double inégalité tendent yers zéro à cause
de (n) et de 0 .

Enfin, la condition (£) est équivalente à (?) à cause du choix de a^==

Cas particuliers. — Prenons des variables aléatoires X<? i=i, 2, . . ., avec

3Tl(Xl) = oetposons^ = 2 | JR(Xf). [On pourrait prendre s*n = JTC(S")? les

résultats qui suivent subsisteraient avec G,,-*- I . ]
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X
Forme Lindeberg. — Pour X„ j l= -̂S la condition (?) est automatiquement

satisfaite avec <jn= <J = i et © est équivalente à

I
(Li) ~2^ZjsuP / £ 2 ^ F ; ( £ ) ~ > O avec -

i—i n

Cette condition se réduit à celle de Lindeberg lorsque les X; sont mutuellement
indépendantes. Nous avons ainsi un résultat analogue pour des variables aléa-
toires liées satisfaisant à (J)et (n) qui deviennent ici. Lorsque n -> oo;

n n
I ^T"! I V"^

S„ ^d l S2
n £d

Forme Liapounoff. — Supposons maintenant que les JTt' | X, | (i= T; 2, . . . )
existent pour une certaine valeur de k >̂ 2 et que

(L']) ^ S
Nous avons alors

avec - .

^1 7 supJll' XJ* ->o avec — •

Donc (L^) entraîne (L,) et; par suite, (L\) et (L2) assurent la tendance cen-
trale de S„„. La condition (L^) se réduit à celle de Liapounoff pour les Xt-
mutuellement indépendantes.

Pour fc = 3, ce résultat a été obtenu par M. S. Bernstein sous des hypo-
thèses un peu plus restrictives.

Les hypothèses de M. P. Lévy réalisent les conditions (L4) et (L2)?
plus avec n~>cc, mais, pour tout n fini. En effet, il suppose :

i° que JRi-i(X,) = m(X ? ) = o, 3ïi^ (X;) = OR(Xf ) = o, d'où (La);
I X2° que pour chaque valeur de "> o? -L^L- <^t pour tout i^n eï n suffi-

samment grand, d'où (L t ) .

Application aux événements. — Soit A, une suite d'événements liés ou non.
Posons

et supposons que sn ~> 00 avec n.
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Les variables aléatoires bornées Xt satisfont alors à (L4). Les conditions (L2)
deviennent ici :

n

Pr'(Al)-Pr(A,)|->o,

p LPr'(A,) - Pr(A,)] [i - 2 Pr(A,)J |-> o.

Comme «$•„-> oo et | i — 2 P r ( A l ) | < ^ i , la seconde de ces conditions est
remplie dès que la première l'est. Ainsi

THÉORÈME. — Lorsque, poui n -> oo

n

- V sup I Pr'(A,) _ Pr(A,) | -> o,

la loi de ~ tend vers la loi de Moiwe-Laplace réduite.

Remarque. — Si P r ( A l ) = j o ; constante différente de o e t i , s\=npq et sous
la condition

on a une extension directe du théorème de Moivre.

II. — Dégénérescence.

VAKIABLES ASYMPTOTIQUEMENT NÉGLIGEABLES. — I. Commençons par la recherche
des conditions dans lesquelles un terme X,a, k fixe, (n — k, k-\-i, . . . ) des
sommes Sn „(la £ieme colonne du tableau T du chapitre III) ne modifie pas leur
loi limite pour n -> oo. Dans le cas de l'indépendance, il en est ainsi si ce terme
tend vers zéro, en probabilité. Mais s'il y a dépendance, rien ne permet, a
priori, de le négliger, car si sa propre contribution à Sn n devient négligeable,
il semble qu'il peut ne pas en être ainsi quant à son influence possible sur les
autres termes des S ^ . Nous allons voir pourtant que l'on peut agir comme
dans le cas de l'indépendance.

Soient A, B, C des événements liés ou non et U l'événement certain.
On a

Pr(AB)=rPr[A(U-B)] —Pr(A)~Pr(AB),
donc

Pr(AB)^Pi (A) — Pr(B).
Supposons

ABcC,



- W -

ce qui entraîne

et, par suite,
Pr(C)^Pr(A) — Pr(Ë) lorsque ABcC.

Particularisons ces événements.

1. Soient X/4 et Yn deux variables aléatoires liées ou non, x et y deux
nombres certains et

A : l'événement Xn<,x— y,

B : l'événement Xn^jy.

L'événement AB entraîne l'événement

C : X n + Y a < ^
donc

2. Désignons maintenant par

A : l'événement Xn-\- Yn < x,

B : l'événement Y n ^ z (z nombre certain).

L'événement AB entraîne l'événement

G : Xn<x-Z,
donc

Nous aurons ainsi la double inégalité

Posons y = c + o,z = c — o, c nombre certain.
La relation obtenue devient

c —o) .

x — o étant pris pour l'inégalité de gauche et x -+- o pour celle de droite.

Désignons par X;i->Xla convergence de la loi de Xn vers celle de la variable
aléatoire X lorsque n~>ço? c'est-à-dire Pr(X„<^ x) -> Pr(X <^x) sauf,
peut-être, aux points de discontinuité de Pr(X<^^?).

Faisons croître n indéfiniment.
Lorsque Yn~> c, Pr(YAl<^c — o)et Pr(Y,l^> c-\- o) tendent simultanément

vers zéro, donc

Si, de plus, XW->X, alors

THESE MICHLL LOlVB.
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en tout point de continuité de cette fonction de x9 donc

Si c'est X n + Yw qui -> X + e, alors

en tout point de continuité de cette fonction de x,

->X + c,
et, par suite,

XnXX. '
Ainsi :

LEMME. — Lorsque, pou?' n -> oo, Yn
 L c, joowr gw# / 'on

il faut et il suffit que X#i-> X, <?£ ceci, ^w /̂fc </*/£ JOJÊ /a liaison entre Xn ^̂  Y7l.

En particulier, lorsque Y,,->o, la loi limite de X -̂f- Yn est la même que la
loi limite de X„, si celle-ci existe. Par suite, lorsqu'il s'agit des lois limites des
sommes de variables aléatoires liées ou non, on pçut négliger les variables
aléatoires en nombre fini qui tendent vers zéro (en loi). D'ailleurs, si au lieu de
tendre vers zéro, elles tendent (en loi) vers des constantes déterminées, les
négliger revient simplement à déplacer l'origine d'une quantité finie.

II. Si l'on peut prouver que les sommes parlielles de certaines variables
aléatoires, dont le nombre croît indéfiniment (une infinité de colonnes du
tableau T du Chap. III), tendent vers zéro (en loi), le lemme qui précède
permet de les négliger. Or la loi de Moivre-Lapl^ce à moyenne nulle et à
fluctuation nulle dégénère à l'origine. Donc, en prenant a = o dans l'énoncé
du théorème fondamental, on a précisément les conditions suffisantes cherchées.

Mais dans ce cas, les conditions 0 et 0 du théorème fondamental se
simplifient. Écrivons-les ici : il existe de a2

n t telles que

n

i=\

Or
n n n

Ysupf ^F^oyV-^YsupI f
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Donc, pour n -> oo ,
n

Ysup f E2^F;M(^)->O.

Finalement, nous pouvons énoncer la loi suivante des grands nombres :

THÉORÈME. — Lorsque n->oo, pour que la loi de S/? n dégénère à l}origine, il
suffit que, pour tout £ ̂ > o, on ait

n n

Vsup / dF'n>l(l)-+o, ^y.suP ƒ

et

On peut démontrer ce théorème directement; les deux démonstrations du
théorème fondamental se simplifient beaucoup ici.

X
Cas particuliers. — Posons X / l 4=--S an^>o certain et M(X l) = o. Les

conditions obtenues s'écrivent alors, pour n ->oo et tout £ ̂ > o,
n n

Ysup f 'rfF',(0-î-o, "- 2 9 U PI f rfF'^

et

En posant, de plus, l'indépendance mutuelle des X,, on retrouve un résultat que
Feller [3] a obtenu par la méthode des fonctions caractéristiques. Le résultat
de Feller est une généralisation d'un théorème de Kolmogoroff que l'on
retrouve en prenant an= n. Les conditions obtenues par cet auteur sont non
seulement suffisantes, mais encore nécessaires, dans le cas de l'indépendance,

pour que I - ) - > o . Ainsi nous retrouvons le meilleur critère possible dans ce

cas particulier.

2. Remarquons que

f i2dF'ni(l)<e f \i\dFnti(£)}

et, par suite, les conditions du théorème énoncé ont sûrement lieu si,
pour n -> oo,

n

Vsup f
^ •/iïi>t

et
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CHAPITRE IV.
RAYON-D'ACTIVITE DE LA LIAISON.

Nous établirons d'abord quelques propositions relatives aux moments des
sommes des variations aléatoires généralement liées. Le lemme V se rattache à
l'examen des compléments récents au théorème de récurrence de Poincaré
(vo/rp. 6). Les autres seront utiles et présentent, peut-être, un certain intérêt
par eux-mêmes.

M. S. Bernstein a introduit dans l'étude de la dépendance la notion du rayon
d'activité ou d'intensité. En nous servant des résultats ci-dessous et de ceux du
chapitre précédent nous allons l'étudier systématiquement dans la section II.
Nous étendrons et généraliserons les résultats de cet auteur.

I. — Inégalités pour les moments des sommes.

Soient Xi? . . ., X,}, . . . des variables aléatoires non négatives, liées ou non,
et

S n = X i + . . . + Xn \n = i, 2, . . . ) .

Bornes d'une différence. — Commençons par une inégalité algébrique très
simple. On a, q ̂ > o étant un entier,

(X1H-...-hXyi)7 = ]j? ql
 hX>£...Xh

n» {h^o entier) et

D'autre.part, on sait que (inégalités de Minkowki)

n \p n

)

n \ p n

Donc, ƒ désignant une quantité telle que o^lf<^ i, on peut écrire

En séparant dans le membre droit extrême les termes en Xj+y, on obtient
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où

Sous N figurent n^1—n produits des Xz renfermant au moins deux

facteurs X à indices distincts; chaque facteur est, au plus, à la puissance </
et le degré de chaque produit est q -+-ƒ.

Passons aux valeurs moyennes évaluées toutes sur une même catégorie
d'épreuves C. On a, immédiatement :

LEMME 1. — Les X, étant des variables aléatoires non négatives, q ̂ > o entier
eto<C f<C i, on a

où les h^^o sont des entiers tels que y*?hl= q et\^ est définie par (V).

Remarque. — Si X o . . . , X„ font partie d'un ensemble & de variables
aléatoires telles qu'il y en ait qui précèdent X o la catégorie d'épreuves C peut
aussi être définie comme la catégorie initiale (donnée avant toute épreuve
sur 3) à laquelle on ajoute des renseignement supplémentaires concernant
certaines des épreuves portant sur des variables qui précèdent X^ La
relation (i) est toujours valable. Cette remarque, quoique évidente, nous sera
fort utile.

Borne de Jïl (S~). — Soit JTt^X,) la moyenne de X, évaluée en connaissant
certaines des variables X/è, h = i,2,...,î—i, et supJltx(X?) sa borne
supérieure lorsque les X.h connues et leurs valeurs réalisées varient de toutes les
manières possibles.

Faisons l'hypothèse suivante :

(2) supJTLr(Xï ) << L7 ( / = i ; 2 ; ..., n) (r ;> ô  L constante indépendante de i).

L constante indépendante de i. On peut alors borner
Remarquons d'abord que (2) entraîne

(3) suVDMx(X[)<V

En effet, on sait que

les moyennes étant évaluées sur une même catégorie d'épreuves. Donc, si l'on
considère celle qui donne à Jtl^(X^) sa plus grande valeur,
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Pour i<^ k,

JTtA(X7/) calculée connaissant X,.

On en t ire, si rt^> o et rk^>o ne dépassent pas r,

et d 'une façon générale ( . . . , o <^ r(<^ r, . . . ),

( 4 ) O)l( Xf» X'/ X'z ' . . . ) < Lr>+

La relation (i) donne alors, en posant r = q-\-f, où gr = [r], partie entière
de 7*,

nL' ^ DM(S^)^ ni+x L ' .

En appliquant (3 ) et (i) à S^ on a, de même, comme conséquence de (2),

d\i{S1
n)^z nt '^L' (o ̂  r ^ r).

Donc,

LEMME IL — SupJIXx(X^)^Lr, r^> o, L constante indépendante de i,
entraîne

J)^n t # 1+1L'' pour tout r' tel que

Borne de JlT^Sjj). — Soit q ̂ > o entier et S^V)= Xv+1 + . . . + Xv+„. Désignons
par JTLS(S^)7 la moyenne de (S^)*7 évaluée en connaissant certaines des S$°?

(JL + 7i7<^ v, et par sup 3Tts(S|)'))'7, sa borne supérieure lorsque les S^ connues
et leurs valeurs réalisées varient de toutes les manières possibles.

Supposons que
( 2 )

et
(5) sup J l l s fS^]?^ k^nkci pour tout v et tout n avec q > o entier (k > o et A fixes).

Cherchons une borne supérieure de même forme avec, au lieu de qy

r=zq-\-f? où o ^ / ' ^ i (A), et, en premier lieu, une constante B indépen-
dante de n telle que Ton ait, pour tout n,

(6) JTl(S'n)^Br/i*r.

Cette relation a lieu pour n = 1, avec B ^ L . Procédons par récurrence :

a. Ayant lieu pour n, elle a lieu pour mn, où m est un entier fixe^2, si

- m) < B' (mn)kl,

(*) Remarquons que les relations des paragraphes 1 et 2 ou figure ƒ sont valables pour
ƒ = 1 (il suffit de se reporter aux démonstrations).
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en vertu de ( Ï ) , de (3) appliquéeà S£°, et de (5). Il faut donc pouvoir choisir
B ̂ > L de manière à satisfaire à

(7) (m^-1— i)R'^(m?— i)Ar.

Par suite, si
mLr-i — i.> 0, c'est-à-dire kr > 1,

il suffit de prendre

m*./-i — j

6. Reste à choisir B ̂ > B' afin que (6) ait lieu pour nf^> o entier quelconque.
Or, pn peut toujours trouver un entier p ^ o tel que

donc

mnr^ mPn.

Par suite, les Xt étant non négatifs,

3ft (S„') ^ 3TL(S^m) ^ B/r(mPn)kr^ (B ' r m*7 )ft'*r.

Finalement, on réalisera le résultat cherché, si &r ̂ > ï, en prenant

m1' L',

7f ~ X iw*rAr.

La condition kr^>i est sûrement remplie, pour tout r<^q-\-i, si l'on a
(̂<7 + I ) ^ > I - M. S. Bernstein a étudié au cours d'une démonstration le cas de

q = 2 et 3 k• >̂ 1.
Ce qui précède est valable pour tout «TH^S^)7 et quel que soit v, comme il

est facile de le vérifier; on a donc, avec les mêmes hypothèses,

(8) supOÏÏ^S^^B^ ' , pour tout v et tout n.

De plus, dès que par la méthode précédente on peut passer de q jusqu'à
q + 1, on peut passer de q + 1 à q + 2, etc., à condition, bien entendu, d'avoir
(2) pour r= q + 1, q -f 2, etc.

Ainsi pour tout t^.q il existe une constante C indépendante de v et n telle
que

;)ll5[S^y < Cfnkt, pour tout v et tout n,

pourvu que cette relation ait lieu pour n = i (avec C = L), ainsi que pour
t = q, à condition que l'on ait k(q +
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Reste à examiner le cas où k(q-\-i)^li. Remplaçons dans (6) k par V tel
que t(g + i)^> i (donc kf ^>k)\ (7) devient pour

B' (m k ' r — m)nk>' ^ A r( mv+i — m)nh,

OU

— mk r"1 — 1

Comme T I ^ I et k—k!<^o, on a n[k~l')7 ^.1 et, par suite, on peut prendre
(a fortiori) la même valeur pour B [mais k' remplace k dans (6) et la borne
ainsi obtenue est moins bonne].

Enfin, jusqu'ici nous avons supposé dans (5) que q était entier. Cette
restriction peut être supprimée car, si (5) a lieu pour un certain q non entier,
elle existe, grâce à (3), pour [q] et avec le même k. Ainsi,

LEMME III. —

sup3H,[S£>]^ A^/i*?, pour tout v et tout n

entraîne :

1. sir^lq, alors supJIly[S^ J r ^ h.r nkl\ pour tout v et tout n\
%.sir>q et sup Jïl^XO^L7*,

alors
supr)H,[S£>]/-^:Br/i*'/l pour tout v et tout n,

B étant une constante convenablement choisie et

1

— -4- £ (s > o arbitraire).

Influence des variables aléatoires voisines. — De même que pour le lemme I

nous allons établir une propriété purement algébrique de I ^ Xt J n, q ̂ > o
\ / /

entier et les Xt des variables aléatoires quelconques (nous ne les supposons plus
non négatives) II en découlera immédiatement une propriété des moments de
sommes.

On a

Appelons distance de Xt et XA la différence \i—k\ et séparons X en deux
sommes :

S' qui porte sur les produits des Xt- tels que tout facteur soit à une
distance^.d d'au moins un autre facteur;
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II1 qui renferme les autres produits, c'est-à-dire ceux où un facteur au moins
est à une distance ^> d de tous les autres facteurs. Nous cherchons le nombre
de termes de 2' en suivant M. S. Bernstein qui, au cours d'une démons-
tration [2] a éludié le cas de q pair.

Supposons les indices iiy . . ., iq rangés par ordre de grandeur non décrois-
sante et considérons d'abord q = 2p. Pour obtenir un terme quelconque de 2'
on peut commencer par choisir arbitrairement les indices à sous-indices pairs :
i2, ih, . . ., i2p. Tout indice i2m+± doil alors être, d'après la définition de 2', à
une distance ̂ r f de l'un des deux indices i2my i2m+2 qui l'encadrent. Pour ii on
n'a que d positions possibles avant i2, doncrf+i positions en toul; pour i"3,
d positions après i2 au plus, d avant ik au plus, en tout 2(^ + 1) au plus; de
même pour ib, . . ., /2</-i-

Ainsi il existe au plus (d-f- i)(2rf + 2)p~~* positions possibles pour les indices
impairs lorsque les indices pairs ont été choisis. Le nombre des choix de ces
derniers ne peut dépasser np. Enfin on peut permuter les indices i au plus de
2p façons.

Par suite, le nombre total de termes de 2' ne dépasse pas

ip 2P~~1(d-h i)PnP.

Si q est impair, q = ip -f-1, le même raisonnement s'applique, mais il y a en
plus un indice après i^p à une distance ̂  dy donc ici le nombre total de termes
de 2' ne dépasse pas

En appliquant à

on peut donc énoncer :

LEMME IV. — Le nombre de termes du développement de DXl

entier, dans chacun desquels aucune variable rfest à une distance ^> d des autres
qui y figurent, ne dépasse pas Qqy où

Qip =zip\ 2P-1 (d-+-i)PnP,

Qtp+1 = (2/? -4-1) ! 2P(d - f-1)^1 nP.

Encore sur le théorème de Poincaré. — Nous avons montré dans l'étude des
événements (Chap. I, p. 6) que l'on retrouve Je complément au théorème de
Poincaré, dû à Khintchine, comme conséquence particulière d'un résultat tout
à fait élémentaire. Ce résultat se présente à son tour comme cas particulier
d'une inégalité entre les moments des sommes.

Soient deux entiers
THESE MICHEL LOEVE.
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On a
*

TT"2—FFx* ' - - •' x**' h' enlier tel w 2 hl

Celte relation s'écrit encore
fcxJ

\k±l, • • • ; h k \

Lorsque n-^oo et q reste fixe

tandis que

P ° U r

Alors, en supposant

l x | Xf | ̂  Vf (L indépendant de Ï ) ,

ou £,,-> o avec -> ainsi que e'.

En effets £^= i — „ ^ ) l n V
 e t e» représente la somme d'un nombre fini de

termes dont chacun est le produit d'une quantité -, 1l~—\—> où

jLX'h X / iJt . i

par —li ' '[ ' '—1±. La première tend vers zéro avec - • D'autre part?

par suite, la moyenne arithmétique

demeure bornée. Ainsi :

LEMME V. — Lorsque sup r3îl |X ¥ | <^ L^? L indépendant de i> q^>o entier,

on a

Dans le cas très particulier où X*= I( A,) et q = 2, on retrouve le résultat,
déjà donné, en remarquant que
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II. — Quelques cas de tendance centrale.

A. PRINCIPES. — Nous allons appliquer les résultats du chapitre précédent,
ainsi que les lemmes qui viennent d'être établis, à la recherche de quelques cas
généraux de tendance cenirale. Nous aurons ainsi des groupes nombreux de
conditions suffisantes pour la tendance centrale. Il faut les considérer essentiel-
lement comme illustrations du mode d'application des résultats rappelés et des
idées indiquées ci-dessous.

Règles, — Soit la suite de sommes de variables aléatoires,.liées ou non,

Sn>n~Xnl-i-. . . + X,/B (/i = i, 2, . . . ),

où Ton suppose, pour simplifier l'écriture, JH(XW ,) = o pour tout i et n. Nous
voulons reconnaître l'existence d'une tendance centrale lorsque n -y oo, ou bien
trouver les conditions dans lesquelles elle a lieu.

a. On cherche s'il existe v(ft) de ces variables lelies que leur somme 2 ^ « <
V

tende en probabilité vers zéro ou, plus généralement, vers une constante fixe.
En pratique, il s'agit de vérifier que, lorsque n ->oo :

Soit V sup OTU | X„ 11 -> o, ce qui a sûrement lieu si

0Xl\\ni\<
1Ln et vLn->o.

Soit Jït( 2 ^ ' V "̂  o? ce ^Ul a sûrement lieu si JH(X^)<^M^et vMA->o,
V v /

car l'inégalité de Schwarz permet d'écrire

b. Nous avons établi (p. 52) qu'il suffit alors de montrer que les nf = n — v
autres variables aléatoires satisfont aux conditions du théorème fondamental
en ne tenant compte que de leur dépendance mutuelle et sans tenir compte de
leurs liaisons avec les variables X.n £.

En pratique, il s'agit de vérifier que, lorsque n -> oo,

(y fixe > a)

fixe (o<cr<oo),
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où Jlt"(X/M) a le sens suivant : c'est la moyenne de X,M- calculée en tenant uni-
quement compte des valeurs réalisées des sommes des variables aléatoires
précédant Xnj et ne faisant pas partie des c(ft) variables de a.

Sommes partielles. — Mais il est possible d'aller plus loin, car rien n'empêche
d'appliquer tout ce qui précède, non plus aux variables aléatoires X/M- prises iso-
lément , mais à des a tranches » des sommes des X7Î ,-, en remplaçant au préalable
chaque tianche X , M + . . . H- \.nMgpar sa somme.

Dans le cas des variables aléatoires mutuellement indépendantes, cette modi-
fication est sans intérêt, car ce qui intervient surtout dans la recherche de la
tendance centrale ce sont les moments de S / in des premiers ordres. Or, les
moments de trois premiers ordres de Sn n ne changent pas si l'on introduit
des sommes partielles et s'expriment de la même façon en fonction des
moments de ces sommes :

-+-...+ Xn ^gy=:

Dans le cas de dépendance, au contraire, ces relations, à l'exception de la
première, n'ont plus lieu en général. D'autre pari, la dépendance ne joue plus
entre les X,M isolées, mais entre les sommes partielles que l'on considère; ceci
peut atténuer ses effets et les complications des calculs qui lui sont dues.

Réduction. — Enfin, nous allons simplifier le problème. Au lieu de chercher
ce que devient la loi de S^* lorsque n -> oo, nous étudions les lois des -^>
la suite des an^> o certains étant convenablement choisies. On la prend d'habi-
tude de manière que ces lois soient réduites et l'on remplit ainsi automatique-
ment la quatrième condition de b, avec a = i. Dans le cas de l'indépendance

a

on a ainsi a^= JTl(S^ l î)=2JOTl(X^ i), puisqu'on suppose JR(X/l>/) = o. S'il y

n

a dépendance, a2
n = J t l (S^) est généralement différent de ^ J t l ( X ^ ) , mais

71 = 1

(Chap. II, p. 29) si la condition de b est satisfaite, le rapport de ces deux
quantités tend vers 1 lorsque n -> 00.

Rayon d1 intensité de la liaison. — Dans tout ce qui suit, nous omettons, sauf
mention contraire, le premier indice n des variables aléatoires X ,̂- et

c

Sn n— X„ « + . . . + X„ „. On étudie les sommes normées — de variables

aléatoires Xh avec J\l(Xi) = o, donc W - ) = o et JR ( ' ^ Y = 1.
Nous allons maintenant introduire avec M. S. Bernstein une idée très natu-

relle. Dans la plupart des cas concrets l'influence sur une variable aléatoire des
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autres variables se manifeste de moins en moins lorsqu'elles en sont de plus en
plus éloignées. D'une façon plus particulière : nous ne supposerons rien, pour
11'—h\^-dn nous supposerons un certain affaiblissement de la liaison pour
i—h\^> dn. M. S. Bernslein appelle dn rayon d'activité ou d'intensité.

L'hypothèse essentielle est que

(R)

Ceci fait que lorsque n croît, la dépendance joue de moins en moins (au sens
que nous préciserons par la suite).

On groupe alors les termes de S,, comme l'indique le schéma ci-dessous :

On
> 0, avec

i
— •

n

Dn et en sont choisis de manière que genne renferme pas plus de dn termes; donc

(Ii) /„(Dn+rfn)>/i>/nDll

et

de sorte que la liaison déjà affaiblie entre les G le soit également entre les g.
Remarquons que? si l'on sait que sup JIV j (Xt) | <^ L? indépendant de iet de n, il

suffit (d'après p. 368 et sqq) de prendre en de manière que oo avec -> pour

que l'ensemble des — devienne négligeable vis-à-vis de --• On pourrait le faire
dans la suite, mais il sera préférable d'obtenir le même résultat par un choix
moins restrictif de en, en profitant des précisions qu'il faudra donner à la notion
d'affaiblissement de la liaison au delà de dn.

B. Réalisation de la tendance centrale. — Nous allons rechercher les hypo-
thèses naturelles à imposer à la liaison au delà du rayon d'intensité pour que la
tendance centrale ait lieu. Pour scinder les difficultés nous commençons par
une hypothèse particulièrement commode. Rappelons que nous appliquons les
principes donnés dans A et suivons pas à pas les règles a el b y énoncées.

Premier cas. — (H)X/l et X, sonl indépendantes lorsque

a. Dans ce cas
i—

= o, puisque OXl(gtgk) = OVL(gi) DM (gk) = o.
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Pour que Zgv soit négligeable pour n très grand, il suffit donc que l'on ait

o avec - •

Supposons les Jïl(X2
t) bornés tous par La; alors la condition ci-dessus est

vérifiée si

(d) ^ ->o avec i .^
«-

b. Désignons par JH/(G, ) la moyenne de Gt calculée en connaissant les
valeurs réalisées de G< + . . . H-G^ et par « sup » la borne supérieure d'une
telle quantité lorsque ces valeurs réalisées varient de toutes les manières
possibles.

Puisque Oit'(G,) n'est évaluée qu'en tenant compte des variables aléatoires
qui précèdent G, à une distance ^>dn} (H1 ) entraîne

Pour la même raison

donc

Reste à satisfaire à la condition

= o.

avec -

Nous chercherons, soit à éliminer l'influence des variables aléatoires Xt à des
distances mutuelles ^ldn, soit à borner supérieurement Jïl' | G,j'y.

Influence de variables voisines. — Nous appliquons le lemme II et supposons
q entier. On a

OR'| G, | ^ =

les moyennes étant évaluées sur une même catégorie d'épreuves. Si l'un des
facteurs XljL est hors du rayon d'action des autres facteurs, le terme qui le
renferme est nul.

En effet,

où JHW(XZ ) est la moyenne de X, évaluée en tenant compte des XA telles que
\i— k | ]> d. Par suite,
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Le nombre de termes non nuls ne peut donc dépasser (lemme IV)

l(d -+• I)PDP
si q =z 2D -\- i

cCP * r

OU

Supposons que supJTC^ j X ^ ^ I / ' , L constante indépendante de /• Alors,
d'après le lemme II, chacun des termes non nuls est <^ LA Il suffît donc,
puisque D <̂  j (relation IA ), que Ton ait

(C)

-> o avec si q = %p -+-1

ou

avec — si q=z

Borne de OU'JGJI7, — Supposons que l'on peut borner supérieurement
3ïis | G, \q de la manière suivante :

(3) supOîl^l G, f< B?Dj^ (A- fixe, B peut dépendre de n),

sup Dïi' | G,)9 sera, a fortiori, bornée par le second membre de (3).
D'après le lemme III une telle forme existe certainement lorsque

et l'on a pu trouver une borne de même forme pour

supOÎI5| Xl+1-f-. . .H- Xl+, \f' (qf^i, i et v quelconques et

II suffit alors pour satisfaire à (3), d'avoir

a v e c - •
n

Les conditions suffisantes de tendance centrale que nous venons d'obtenir sont
encore très générales. Nous allons particulariser davantage.

Cas de S. Bernstein. — S. Bernstein a obtenu des conditions qu'il a appliquées
à des nombreux cas concrets. Pour les obtenir, ainsi que d'autres analogues,
nous allons écrire celles que nous venons de trouver pour le cas suivant :

(SB) Oïl(Sl) = al>an2a, d<CDnh, KJïn1,

6iy (D et i?, d'une part, a, o, X, d'autre part, étant des constantes indépen-
dantes de n. Remarquons que a est nécessairement ^ i puisque l'on a supposé

(C, ) devient À+2S —
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Par suite, il faudra choisir
(4) X<2a — 20,

et comme il faut que Ton ait X ̂ > o, on a la condition

(C2) devient avec q — zp-i-i (nous ne prenons pour q que des valeurs impaires
car, comme on le voit aisément, les conditions données par q =• zp -f i sont au
moins aussi bonnes que celles que l'on obtient avec q =5= 2p 4-2),

( 5 ) (p + ! ) § + ƒ ? — (ƒ? — i ) > — ( 2 / ? + i ) a < o .

A cause de (4)? il faut donc avoir

( p + 1 ) 8 -{- P — ( 2 p + l)<* < ( p — l ) l < ( p — l ) (20L — 2 8 ) .

D'où la condition suivante pour que l'on puisse choisir A satisfaisant à (4)
et à (5)

comme o ̂ > o, il faut encore avoir

Ces conditions deviennent

pour q = 3 : S < et a > 0 >

» gr nz 00 : (5 < a ""*' et a > ! •
6 4

(C'a) devient (en supposant pour simplifier que B existe et est indépendant
de ra)
(6) kq — (kq — i)X — q<x < o.

Remarquons que, puisque <7^>2? on a nécessairement a^lk. A cause de (4),
on doit avoir

? ( £ — x)<ï(kq — i ) < ( 2 a - 2 Ô ) ( % _ - i ) .

D'où la condition pour que l'on puisse choisir A satisfaisant à (4) et à (6)

-q — 2) — kg%

2^(^ — 1)

comme 0 ̂ > o, il faut avoir
. kq

2 kq -h q — 2

Si q = 3, on a ainsi les conditions

e t
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Les bornes les moins restrictives s'obtiennent si k = a. Ce sont

S < a et a > | .

Résumons :
S

THÉORÈME. — Pour que la loi de — tende vers la loi réduite de Laplace, il suffît

d avoir, lorsque X/t et Xt sont indépendantes dès que \i — h\^> dn :

1. sup J\ll(JLl)
f/<^ L?? L indépendant de i et de n et, en supposant

DÏL(Sl) = a; > A2 n2a et d< /iô.

2. &Toiï

<d<a. tçi q z= 3 ; o<

si q =z oc, o < ô <

b. JTl'i X / + 14-. . .4- X/+v | 7 ' < Af/'v^', /?oar /ow^ / ^ avec q'< q et kq > i

pour 9 = 3, o < a <

Dans le cas particulier ou k = a, c£#£ dernière condition devient

à < a e£ a > •

On a le théorème A de S. Bernstein [2] en prenant k = a dans 2 6.

Second cas. —

XA et Xt demeurent dépendants lorsque \i — h | > d

et nous avons à formuler des hypothèses affaiblissant suffisamment cette dépen-
dance pour que la tendance centrale puisse avoir lieu.

Les conditions (C^) et? soit (Cj), soit (C^), demeurent.
Mais en supplément à (C<)? il suffit d'avoir les conditions suivantes qui,

comme on l'a vu, étaient satisfaites dans le premier cas :

(H.)

Si l'on

(Cî)

veut

1

3

utiliser

• à2i
le lemme

ai '

IV

— "y pii'(GT)i->

(Gf) — «m (G?)!-»

, il faut ajouter

0

à(Cs

avec —
n

i
avec —

)

avec ->
n

MICHEL LOFVB
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2" portant sur les termes du développement de 2 JÎU ) G, |* dans lesquels Vxîti des
facteurs au moins est hors du rayon d'activité de tous les autres.

Posons
Max suppTt;e(Xjfc) | = mn.

Max supl Ù\lx(%iXk) ~ M(XiXk) | - 4 \i-k\>d.
k^n

1. IlJïl{gigk) = IlOfïl(XhXj)9 où X/t et Xf sont éloignées de plus de d et le
nombre de termes du second 2 est /( / —

Or,

Donc

lorsque
mn-> o avec — •

2. 21 ait^G») |^SJR' |Xy | et le nombre de termes du second 2 est/D < > .
On en déduit que

~ V sup | DXU (G,) | -> o avec ~,

lorsque
n— ïïtfi—^
an

i
o avec —

n

3. 2 |m /(G;2) — m(G l?) | = 2|5U//(XflX/) — ja(XAXy)| €t le nombre de

termes de second membre est /„D^ <^ -y- On en déduit que

1 Y | ̂ (G^) - flt(G/) I -> o avec i ,

/n«i n

Ainsi l'hypothèse (H2) est satisfaite si, pour » - + « ,

(H2) —T-mn-yo, -jmn-+o et

Enfin, (C*) est satisfaite lorsque

i
rù . à r+o fcvec - *

puisque le nombre de termes de 2" est <^ lDq

Cas de S. Bernstein. — Dans le cas (S. B.) et, en supposant
M , M'



M et M' ainsi que jx et [// étant des constantes indépendantes de n, (H'2) devient

1. 'ai -f- 2À — loi -f- p. < o; 2. i — a — p . < o , 3. 2— 2a — )—p/<o.

1. qui s'écrit X —(2 a — 28) -f- X — (JI<^o a certainement lieu si, en ph*§ <le
la condition (4) , on impose à X la condition X <^ (/.;

2. a lieu si [x <^ 1 — a ;
3. a lieu certainement pour [//]> 2 — 2a.

Enfin (C)* a lieu, par exemple,

pour ^ ~ 3, si 3 — 2X— 3a — fx < o.

D'où la condition 3 — 3a — "̂ > vérifiée, soit si [x^> 3 — 3a,

soit si |x^>3 + 2§ — 5 a, soit (grâce à [x^> 1 — a) si 8 <^ 2 a — 1, ce qui sup-
pose a > i ;

. 3a — 1 . 1
^our ^ i=oo5 «fl prenant o <C ? ce qui suppose oc >• ^ •

2 o

Toutes les conditions imposées à mn sont certainement satisfaisantes &i

(s > o fixe).
Résumons :

S
THÉORÈME. — / W r que la loi de ~ tende vers la loi de Laplace réduite, il suffit

d'avoir
J. sup«mr|X<j'/<L?

et, en supposant
M M'=:al>a*n™, dn«tor&, mn< —, m'n< —,
/Ir* /Is*

2. /J. > 1 — a, ^ > 2 — 2a»

a. si ^ rz: 3, o <C â <C 2a — 1

b. identique à 26 du théorème

2'. / JL ; >2 —2a,

si y = 3, p. > 3 —- 3a, o «<

si q=z oo, m>0Tle-n, o < 3 < -̂ -3

On a le théorème B. de S. Bernstein [2] en prenant avec k = o(., 2 b. On a
un théorème analogue au théorème C. de S. Bernstein [2] en prenant 2 avec
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