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SUR CERTAINES QUESTIONS

DE

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE CONFORME

PAR R. POTIER

INTRODUCTION

Le présent mémoire est le résultat d'une étude que.nous avions commencée avec

l'intention de traiter le seul problème des courbes tracées sur une surface dans

l'espace à connexion conforme tridimensionnel.

Au cours du travail, nous avons pensé qu'il y aurait avantage à exposer d'abord

les résultats ayant trait à la seule géométrie conforme, afin de les généraliser

ensuite, et de voir comment ils étaient modifiés dans la généralisation.

C'est pourquoi l'étude des propriétés des figures de l'espace à connexion con-

forme n'occupe que notre dernier chapitre. Mais elle est préparée par les chapitres

précédents. Nous avons cru bon de nous laisser aller au chapitre III à une digres-

sion sur certaines propriétés des lignes de courbure des surfaces isothermiques

ayant déjà fait l'objet d'une note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (IX).

C'est l'application de la méthode de M. Elie CARTAN qui nous a conduit à tous

les résultats développés dans les pages qui suivent. L'élégance de cette méthode

et son aptitude à résoudre les problèmes posés par la géométrie différentielle étant

bien connues, il est presque superflu d'ajouter que son choix pour la résolution des

problèmes que nous nous étions posés a grandement facilité notre travail.

Enfin, il nous faut signaler qu'au cours de cette recherche nous avons été con-

seillé et encouragé à tout instant pai M. CARTAN lui-même.
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Ceux qui ont travaillé sous la direction de notre Maître savent combien il est

impossible de payer la dette de reconnaissance contractée à son égard à l'aide d'une

quelconque formule de remerciements.

C'est pourquoi nous lui demandons simplement ici de croire à la sincérité du

sentiment d'affection respectueuse que nous avons pour lui.

*

C'est en 1892 que M. TRESSE publia, sous forme d'une note aux comptes rendus,

le premier travail (Je géométrie différentielle conforme, lequel avait trait à la déter-

mination des invariants conformes des surfaces.

De nombreux auteurs, notamment CALAPSO (III a)(*), G. THOMPSEN (V a), M. VES-

SK)T et M. DELERS (lia), ont fait faire, depuis, des progrès importants à cette

branche de la géométrie différentielle.

Nous signalerons surtout l'important mémoire que M. VESSIOT a publié en 1926

et 1927 dans le Bulletin de la Société Mathématique, el la partie de l'ouvrage de

M. DELENS a Méthodes et Problèmes des géométries euclidienne et conforme » con-

sacrée à l'étude des problèmes conformes.

Le mémoire de M. VESSIOT contient, outre l'analyse des propriétés différentielles

des courbes et des surfaces au point de vue conforme, une étude des courbes tracées

sur les surfaces.

M. VESSIOT ) détermine la position de la sphère osculatrice d'une telle courbe

par rapport à la surface considérée.

Il montre ensuite que l'invariant d'ordre h attaché à une courbe en un point est

en relation simple avec la variation infinitésimale de l'angle de la sphère osculatrice

et de la surface sur laquelle la courbe est tracée.

Nous indiquons dans le texte, sous forme de notes, les numéros des formules

obtenues par M. VESSIOT qui correspondent à trois de nos formules du chapitre IL

M. DELENS a introduit, dans l'ouvrage auquel nous faisons allusion plus baut,

les repères intrinsèques des courbes et des surfaces en géométrie conforme ordi-

naire. [1 a indiqué comment il est possible de relier les invariants d'une courbe

tracée sur une surface et ceux de la surface en question. Mais, ayant d'autres objec-

tifs que nous, il n'a pas poussé jusqu'au bout ses calculs. C'est pourquoi il n'obtient

pas la formule que nous désignons sous le numéro II 25 et qui montre la relation

existant entre la courbure conforme d'une courbe et la dérivée schvvarzienue de

l'arc conforme de cette courbe par rapport à l'arc que nous appelons T. La diffé-

rentielle àx n'est autre que la partie principale de l'angle fait par la sphère tan-

(*) Les chiffres romains et les lettres qui les suivent indiquent les références bibliogra-
phiques.
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gente principale(') à la surface en un point de la courbe avec la sphère tangente

principale à la surface en un point de la courbe infiniment voisin du point précédent.

Dans le chapitre 1 du présent travail, nous rappelons comment on peut déter-

miner les repères intrinsèques des courbes et des surfaces en géométrie conforme.

L'exposé est présenté de manière à nous permettre de nous appuyer sur le dévelop-

pement formel des calculs de ce chapitre, afin d'alléger la rédaction de la partie du

chapitre V traitant des mêmes questions dans l'espace à connexion conforme à

trois dimensions.

Le chapitre ïï est consacré à l'étude des courbes tracées sur les surfaces en géo-

métrie conforme ordinaire. Nous montrons rapidement comment le repère de la

courbe peut être situé par rapport à celui de la surface, puis comment les différents-

invariants se relient les uns aux autres.

Nous mettons nos formules sous des formes permettant dos interprétations géo-

métriques; nous donnons un théorème relatif à une propriété de l'élément linéaire-

conforme de la surface.

Puis, nous examinons le problème du contact de deux courbes de deux familles

importantes : asymptotiques conformes et géodésiques conformes.

Le chapitre III contient deux théorèmes sur la déformation isométrique con-

forme des surfaces isothermiques, qu'il est facile de déduire de l'étude réalisée ait

chapitre II.

Dans le chapitre IV, nous familiarisons Je lecteur avec la notion d'espace à con-

nexion conforme en étudiant la connexion induite sur une surface de l'espace con-

forme ordinaire, connexion introduite par M. DELENS dans l'ouvrage déjà cité. Nous

poussons les calculs jusqu'au bout et obtenons une formule IV 10, analogue à II 25.

Le chapitre V traite des problèmes de géométrie différentielle posés dans l'espace

à connexion conforme à trois dimensions. Nous y observons que l'existence de la tor-

sion de l'espace crée des différences notables avec ce qui existe en géométrie cop~

forme ordinaire. Les deux lignes de courbure dîme surface passant par un point ne

sont plus, en générai, rectangulaires ; il se peut même qu'elles n'existent pas dans-

le domaine réel. Les formules reliant les repères et les invariants entre eux sont

modifiées (sauf, toutefois, la formule ïï 25, qui subsiste).

(*) La sphère tangente principale à une surface S en un point M est la sphère qui
coupe S selon une courbe ayant en M un point double à tangentes rectangulaires.



CHAPITRE I

Les repères intrinsèques en géométrie conforme.

En géométrie différentielle classique euclidienne, on a été conduit à attacher

aux courbes et aux surfaces en chacun de leurs points des trièdres de référence par-

ticuliers : le repère de Frenet, le repère de Darboux. Les variations infinitésimales

des vecteurs de l'un de ces repères quand le point auquel il est attaché se déplace

infiniment peu sont en relation simple avec les invariants attachés soit à la courbe,

soit à la surface. Les formules de Frenet mettent en évidence, dans le cas de la

courbe, cette relation.

M. Élie Cartan a montré le parti qu'on pouvait tirer de cette méthode dans toute

géométrie généralisée. (Voir p. ex : I e).

Notre but, dans le présent travail, est d'appliquer cette méthode à plusieurs

questions de la géométrie différentielle conforme (et à connexion conforme).

Les repères que nous attacherons aux courbes et aux surfaces seront, ici, des

repères pentasphériques. (Cf. VIII a).

Dans ce premier chapitre, nous montrerons comment nous pouvons attacher aux

courbes et aux surfaces de l'espace conforme ordinaire,* en chacun de leurs points,

un repère intrinsèque. Nous légitimerons la marche suivie à propos de l'étude des

courbes. Les formules de déplacement infinitésimal du repère nous donneront les

invariants différentiels soit de la courbe, soit de la surface.

1. — Propriétés différentielles des courbes en géométrie conforme;

repère intrinsèque.

Soit une courbe F de l'espace conforme à trois dimensions, différentiable autant

de fois qu'il le faudra par la suite (cinq différentiabilités au plus suffiront). Soit M le

point courant de F.

Attachons à M le repère pentasphérique suivant :f

Ao : sphère-point analytique représentant le point M;

AÉ : sphère unitaire, orthogonale à F en M ;

At, A3 : sphères unitaires, passant par M, orthogonales entre elles et à A,;
A)

A4 : sphère-point analytique représentant le point d'intersection de A,, A,,

A, autre que M, et telle que (Ao A4) = —1/2 (la parenthèse indi-

quant le produit scalaire).
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Si M se déplace infiniment peu sur la courbe, le repère (Ao, A4, A2, A3, A4)

varie, et sa variation infinitésimale s'exprime par des formules telles que :

(Ao, A4, A2, A5, AJ n'est pas le seul repère à satisfaire aux conditions A). 11 est

clair que tout repère (AO, A4, Â4, A3, AJ satisfaisant aux conditions A) est lié à

(Ao, A4, A2, Aé, AJ par le système de relatioas :

/ 7

I 2

At = aA0 + A4,

A2 = cos 6 A3 + sin 6 A3 + [*A0,

A3 = — sin Ô A. + cos 0 A3 +• v Ao,

i
K = 7T ! «" + H-2 + v2 S Ao + — S [x cos 6 - v sin G j A2

- f - r j utsinô-fv cos 0 ! A, + -^-A.
2^ 2(

Réciproquement, tout repère pentasphérique (Ao, A4, A2, A3, Aj défini à partir

de (Ao, A4, At, Aj, A4) par des formules telles que I 2 satisfait aux conditions A).

Conformément à la méthode de M. Élie Cartan, nous allons restreindre la famille

de repères ainsi attachée à chaque point de la courbe tout en simplifiant le tableau

des p p . Ce seront les conditions de simplification du tableau p^ qui s'exprimeront

soit par des relations entre les paramètres 6, p., v, Ç, a, soit par des conditions fixant

certains des paramètres.

Mais, pour que ces opérations aient un caractère géométrique il faut — et il

suffît — qu'elles satisfassent à la condition suivante : appliquées à une courbe V'

déduite de F par transformation conforme T, elles doivent donner la famille res-

treinte de repères déduite par la transformation ï de celle attachée à F. C'est ce

qu'on entend exprimer quand on dit que les opérations en question ont un caractère

intrinsèque.

Posons :

I 3 dl^pllt

-avec la convention habituelle concernant l'indice répété, on peut exprimer les / / en
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fonction des /^ , des paramètres 8, <*, v, Ç, a, et des différentielles de ces para-

mètres.

Les pp sont conservés dans lonte transformation conforme — par conséquent,

exprimer une condition en p J , c'est exprimer une condition invariante par une-

transformation conforme.

Si une telle condition en pJ s'écrit en fonction de p*, 0, [x, v, £, a, seulement

(à l'exclusion des différentielles de 8, JJL,V, £,a), cette condition sera une relation

entre les 6, \x, v, 'C, x, imposant à la famille de repères attachée à F une diminution

de généralité. Le choix de la famille réduite des nouveaux repères aura, de par le

procédé utilisé pour l'effectuer, un caractère intrinsèque.

En répétant cette opération, nous réduirons la famille de pentaspheres attachée

à F à un pentasphère par point de F, qui sera le repère pentasphérique intrin-

sèque de F. En différentiant I 2, et en tenant compte de I 3, l i, 1 2, on obtient i

pi = cos 6p* + sin ôp' — ppl

pl = — sin 8p* + cos pi — vp*

Nous lierons (*. et v à 0 en imposant les conditions :

Pi = ° Pi = 0

don c:

n2 n3

a = cos 0^- + sin8^7
p° p'14

P2 P3

=r — sin 6 ~ +cos 6 ~ .

Nous voyons également que :

p°2 = cos Vd(pHpl) + sin 6 % : /pi) + p°o(cos 8p^ /pj + sin 6p3
4 /pj)

+ cos 8p^ + sin 8p^ - p : ( c o s 8p,3 /pi - sin 6pJ /pj).

On peut toujours fixer 8 pour que p° = 0, car tg 8 peut prendre toutes valeurs,.

y compris 00.

11 se peut qu'il y ait indétermination ; ce sera le cas quand aura :

I 5

6 une fois fixé, »x et v seront fixés par ï l\.
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Les sphères A2 et ki seront fixées. La famille de repères attachée à M sera défi-

nie par des formules telles que :

/ T

I 6

o = < ,A 0 ;

{ceci à partir d'un nom eau repère (Ao, A,, As, À3, A4), tel que :

Les formules I 6 différentiées donnent, en tenant compte de I i, où on aura

de =.p As, et de I 6

Ps — !T> Po —

Nous pouvons déterminer Ç pour que p° = ± p j car> cette équation équivaut

pi
11 y a exception si Pg est nul, car Ç = o n'a pas de sens (il n'existe pas de point

4e coordonnées pentasphériques toutes nulles).

11 ne reste plus que a à fixer ; les formules I 6 deviennent :

Ad = A, 4-«A,,

A, = A,,

en différentiant 1 7, et en comparant à 1 1 où on fait p°2 == pj = pj = 0 et

Pl = ±Pl> à (IAa = pöAd, et à 1 7, on obtient :
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on peut disposer de » pour que p° = o; les formules 11 de\iennent :

Nous poserons : p°l = kp1
0; p\ = —hpl

0; p'0 = da et nous permuterons les-

indices i et 3, ce qui n'offre aucune difficulté. Finalement, nous pourrons écrire :

d<s

k sera la courbure conforme et h la torsion conforme^). La torsion conforme est

nulle pour une courbe tracée sur une sphère, et la réciproque est vraie. Dans le cas

d'une telle courbe, on a :

~

da

(4) C'est M. Delens (II a) qui a introduit des notions de courbure et de torsion conforme,
en même temps qu'il a établi les foi mules de Frenot pour les couibes et les surfaces de
l'espace conforme.
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Examinons le cas d'exception où le choix du repère est impossible sur tout un arc

<le F : on a alors :

donc :

Si l'angle cp est donné par

on a :

d(cos cpAa + sin cpA3) = (— sin cpdcp —p® sin cp)Ae -f (cos <ppj<+ cos 'f dcp)A3 = o

donc cos cp A2 + sin cp A3 est une sphère fixe et cos(cp + c)A8 + sin (cp -f c) A, est fixe :

donc, le cercle intersection de A2 et A3 est fixe, et, comme M se trouve sur ce

cercle, il s'ensuit que tout l'arc de F considéré est un arc de cercle.

Exprimons Aa en formule de Taylor à partir de <y = <;0 nous avons :

dha k d aA n , .

dk

d<s*

<Tk

d (ffc

Si xo1 xlt x%> xs, xA sont les coordonnées de Ao par rapport au repère pour

<7 = «JO , on a :

— + 120

120
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Des formules précédentes, on déduit, après avoir posé le développement de

y=f(x) el z~g(x)
xt x. x,

x = -±, y = —, * = — ;
x0 x0 x0

xx
120

h dh x*
Z = H X.-i-- h

24 do 120

On voit que A3 est la sphère osculalrice à F en M (<y0).

On voit aussi que pour deux courbes ayant le point M (c0) et le repère en M (s0)

en cofnmun aient en M (c0) un contact d'ordre 4, il faut et il suffit que les valeurs

de la torsion en M (<J0) pour les deux courbes soient égales; pour que le contact soit

d'ordre 5, il faut et il suffit que les valeurs de la torsion, de la courbure et de la

dérivée de la torsion par rapport à l'arc soient les mêmes en M pour les deux

courbes.

2. — Étude différentielle des surfaces : leur repère intrinsèque :

En un point M d'une certaine surface S 4 fois différenliable, nous attachons

un repère pentasphérique (Ao, A4, A2, A3, A4) satisfaisant aux conditions (B) :

I Ao : sphère-point analytique représentant M ;

Xi : sphère analytique unitaire tangente à S en M;

A, : sphère analytique unitaire, passant par M, orthogonale à A3;

A2 : sphère analytique unitaire orthogonale à A, et A3, passant par M;

A4 : sphère-point anah tique représentant l'intersection de A,, Aa, Ag,

autre que M, et telle que (Ao, AJ = .

On obtient, à partir de (Ao, A4, A2, k3; AJ, tout repère (Âo, Â,, A2, Â3l Â4)

satisfaisant aux conditions (B) par les formules :

(B)

I io

cos 6A4 + sin öAa

— sin O.A1 + cos GA2

- j a2 + IL -f- v2S Ao + - - (y. cos 0—v sin 6) A, H—-(pi sin ô + v cos O)At
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Les formules I 10 entraînent les formules :

j^o

A, = - j v sin 0 — {JL cos 0 j Ao + cos 6. A, — sin 6. A2;

A2 = — — j (JL sin 9 rf v cos 6 j Ao -f sin 6. A, + cos 0. At ;

A. = -

l — V — B -

Quand M se déplace sur S infiniment peu, la variation infinitésimale du repère

mobile correspondante est donnée par le système :

I ia

Les o)J (a et 3 = o, i, 2, 3) figurant dans I 12 sont des formes de Pfaff des para-

mètres 11 et v définissant le point M courant de la surface, et des différentielles du

et dv de ces paramètres.

La forme particulière du tableau des 0/ vient de ce que (A,, Ai) = Gte et du

choix de A3.

Nous allons restreindre successivement la famille de repères attachée à M, pour

aboutir finalement au repère intrinsèque attaché à la surface en M.

Le déplacement infinitésimal de M défini par du et dv entraîne un déplacement

infinitésimal du repère Âa défini par 1 10, donné par des formules 1 i3 :

En différentiant I 10 et en utilisant 1 io, I n , I 12, I i3, on est conduit, en

particulier, aux relations :

! ~>l = cos 6(w* —ao/o) + sin 6(wj — a<oj),

o)l = — sin 6((JDJ —aü>o)4-cos ô ^ — awj),
I i4 _4

w" = r(—o,* sinö + cüïcosO).
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wj et (oj sont linéairement indépendantes (le contraire signifierait que la surface

S, en M n'admet pas de plan tangent, mais une droite tangente, hypothèse que

nous excluons).

On peut donc poser :

de I i4 et I i5, on tire :

l Z\ = [(pl — a) cos* 6 -f \p% + q{) sin 8 cos 6 + sin8 (qt — a)] a>*

-f [— q{ sin* 6 — (pt — g3) sin 6 cos 6 + p2 cos* 6] OJ* ;

Ç (oj = [gf cos2 6 + (qt — pt) sin 8. cos 6 — p§ sin8 8] ODJ

+ [— sin2 6(ar —pj — (^ +p$) cos 8. sin 8 -f (ç, — a) cos'O] to'.

On peut fixer a pour que la somme des coefficients de OJJ dans o^ et de t./

daus o>2 soit nulle :

(p, — a) cos3 8 -f (ps + g4) cos 8 sin 8 -f sin2 8(g9 — a)

— sin* 6(a — pt) — (çf + pa) sin 8.cos 8 + (g2 — a) cos8 8 = o.

Cette question se réduit à :

Fixons 8 pour que le coefficient de wj dans l'expression de wj soit opposé à

celui de wj dans wj :

qi sins 8 + (p, •—• g2) sin 8. cos 8 — pa cosa 8

= g4 cos2 6 + (gs — pt) sin 8. cos 8 —pa sin* 8,

d'où ; (p, 4- g,) tgs 8 4- 2 (pt - g2) tg 8 - (p, 4- g,) = o ;

équation qui a toujours des racines, dont le produit est égal à — i, ce qui corres-

pond pour 8 à deux valeurs différant de - (4- 2 K % éventuellement). Prenons une

de ces valeurs. Fixons 'Ç pour que la valeur absolue du coefficient de u>J dans l'ex-

pression de 0^ soit 4-1

C = ELZÎI COS2 8 4- (p2 4- qt) sin 8. cos 8 -f sin2 8 ^ ~ " P < .
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Le coefficient de w* dans o^ est alors — i ; nous avons :

( "™*<i ""* l ""* "~*2 .

| r 6 ) < l ) l = = W ° " " f l ( l ) 0 Î

/ —3 /7~~4 ~"2

En réalité, ainsi que nous le verrons plus loin, dans le cas de l'espace conforme

a = 0. Il n'en sera pas de même en général dans le cas où S sera plongée dans un

espace à connexion conforme doué de torsion (voir le chapitre V).

Appelons (Ao, A,, A2, A3, A4,) le repère obtenu en portant dans I 10 les valeurs

a, G, Ç, précédemment trouvées, en remplaçant |x et v par 0 (par exemple), et en

-enlevant les barres sur AK

Nous pouvons maintenant changer le repère selon :

l ' î

A, =

En posant i I 18

liS bis

t différenliant 16, et en comparant à 1 16,1 18 et I 18 bis, nous obtenons :

Gomme œj et œj sont linéairement indépendantes, on peut choisir p et v pour

•que <Û\ = o.

Le repère attaché à S en M sera obtenu en portant les valeurs trouvées pour [/.

<et v dans I 17.

Enlevons les barres sur A. Nous sommes conduits aux formules :
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Prenons pour paramètres u et v ceux des lignes w* = o et wj = o, posons :

* 2 0 ) °

et

3) Les équations I 19 vont conduire à des conditions de compatibilité (') expri-

mant que = , lesquelles se traduiront par des relations entre a, b. a* (L

m, /i, a4, P4, a2, p t, â, et, éventuellement, leurs dérivées partielles du iei ordre.

De I 19 on tire :

H . ,.,

J

donc :

on en déduit que :

puis :

I 21

2 ah â = 0, donc puisque

fo 1 n
I 22 ab$ = 0;

I 23 aôa = 0.

1 21 donne, en tenant compte de l 22 et I 23

[*) Ces conditions ont été établies et discutées par diveis auleuis; cf. V a, VIÏ e, Vil/.
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Écrivons :

i

D'où nous tirons :

=
î'A ?

?6
€ | + -

d'où:

I 25

—- = — na6;

de 125, de I 22 et de I 23, on déduit que :

m = a; n =

on voit d'autre part que :

Cette équation peut s'écrire, en tenant compte de 122 et de I 23

126 est à rapprocher de 124.

On a également :

4ri = -(
()« 2

—aaA0;
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d'où :

~ A 3

d'où :

û & K + P.+ i ! = o ; ou: I 27

et

En tenant compte de 122 et I 23, on obtient :

28 a^-ô

Et:

2 —

Par conséquent :

En tenant compte de 122-et I 28, on obtient :

àa DS
I 29 a ^ - — 6 - ^ - + 2a6(a8iS--p2a)-fa6a=:o.

Rappelons ici que les lignes wj = 0 et wj = 0 sont les lignes de courbure de la*
surface S. Nous reviendrons sur la notion de ligne de courbure en géométrie con-
forme, à propos des espaces à connexion conforme, dans un chapitre ultérieur.



CHAPITRE II

Propriétés différentielles des courbes tracées sur une surface
en géométrie conforme.

1. — Soit une surface 2 et une courbe Y tracée sur S.

En un point M de Y est attaché à Y le repère intrinsèque (Â"o, Â[, Âj, Â ,̂ ÂJ

et à S le repère intrinsèque (\0, A4, Ao, A3, AJ, ainsi que nous l'avons vu dans le

chapitre précédent. Si <p est l'angle de Y avec la ligne de courbure de S normale à

\ , en M, si 6 est l'angle de la sphère osculatrice V3 (à Y en M) et de la sphère A3,

on peut passer d'un repère à l'autre par les formules :

\2 = —-cos6(sin cpA1 — cos ©AJ — sin 0A3 + [xA0;

A3 = — sin ô(sin © At — cos ® A,) + cos Ô A3 -f v Ao.

Notons que le coefficient de Ao dans l'expression de ki est ;

A2 + n' -f V2

Les coefficients '(, A, p, v seront, dans ce qui suit, déterminés.

Nous nous proposons, en outre, de montrer que la torsion de la courbe Y s'ob-

</6 dvj f 1 •

tient grâce à la connaissance de 8, —-, -— (T étant / y (wj)2 + (OJJ), le long de la

de cfô dy
courbe), et qu'on connaît la courbure des que 0, --», — , - ~ et les invariants de

2 sont déterminés.

La variation infinitésimale du repère \ a s'obtient par :

II 2 : dAa = p̂ Aj* ; on sait que :

113: />; = o ; p ; = o ; p ; = o ; t f

et

FACULTÉ DES SCIENCES, 4* série, t. IV.
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Rappelons que la \ariation infinitésimale de V„ s'obtient par l'ensemble de for-

mules :

où le tableau des wf* a la forme déterminée au chapitre précédent.

Nous allons exprimer, Tune après l'autre, les conditions 11 3, dans l'ordre où

elles sont écrites, qui est également celui dans lequel elles apparaissent, au cours

du choix du repère intrinsèque de F.

2. — Exprimons ces conditions,

pi = o,
a) doivent être exprimées simultanément.

Nous avons :

en vertu de II i et II 3, on obtient :

cfA, = — sin cprfcöi

Donc :

cfA4. As = -f cos ö cos2 cpdcp -f cos 6 sin2 cpcta — sin 0(wJ cos cp — w* sin

— !x(a>oCOS<p + Wo sin cp).

On peut poser :

Ü)J = cos 9 rfx ; wo = = s m ? ̂ T î

donc :

[X = — sin 6 cos 2 cp -f cos 6 -—•.

De même :

pj = (dkt, A3) = sin 6 sin2 cpofcp -h sin 6 cos2 cpdcp — cos 6 (a>J sin cp — a>J cos cp)

— v (w* cos 9 + (o* sin 9) ;

par conséquent :

(/cp
H 5 v = + cos 6 cos 2 & + sm 6 —.

flfx
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b) p° = o , ou :

dki = — pi A8 ; en par t icul ier le te rme en Ao de d\ aura le m ê m e coefficient

que le t e rme en Ao de — p \ A2 .

Ce coefficient est, d 'une pa r t :

riv 4- VOJJJ + cos 9<Og + sin 6 (cos cpw^ — sin QOJ^);

d 'au t re pa r t , il est : — <jtpj ; d 'où :

II 6 (h + vo)° + cos ÔWg -h sin 9 (cos <po>° — sin © w?) == — ppl.

II 5 différentiée donne :

d<p . GTCP d®
II 7 dv = — sin ôc?6 cos 2 cp + cos 0 - r - d 9 + sin 6 -7-7 dx — 2 cos 6 sin 2 9 — G?T .

C?T di J di

En tenant compte de II 7, II 4, II 5, l'équation II 6 devient :

\\ 8 sin 6-—V—2 cos ^ sin 2

H- cos 6(a cos 0 — p sin

<0

dv ( dy \
- r - -}- s*û û-~--fcos 6.cos 2^ (a cos cp + Ö sin <P)
at \ a i V

) — sin 9 [— «a cos2 6 + (a, — 8t) sin cp cos cp + p4 sin8 <p]

dx
dv \

cos ô -~- — sin 9. cos 2 cp 1 ;

ou :

Le terme en Ao de dA8 est donc :

Le calcul direct, effectué à partir de II i différentiée donne, pour le coefficient

du terme en Ao de d A4 :

dix -f jxwj — cos 9(sin cpô  — cos cpô ) -— sin 9a>g ;

donc :

Différentions membre à membre II k, nous obtenons :

— cos ?wï) ~" sin

II 10 , ==: — cos 9 cos 2QC?9 — sin 9—-e/9 -f 2 sin 9 sin ivdv + costy—r- C/T.1
 «T ' T dr
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II 4j ïï 5, II 9 et II io combinées conduisent à :

G?8 9 du* ( d®\
II ï ï cos O—£• + 2 sin O sin 29 -— -f sin 6 cos 2cp -f cos 6-f- ) (% cos q> 4- B sin cp)

— sin 6 (a cos cp — p sin cp) — cos Ô (— at cos2 9 + (a4 — j$t) sin 9 cos cp -f ^ sin' 9)

[pi dO\ f do \ p1

= - l 1 + "T- s m 6 T L + cos 6 cos 29 -4- i£.Ç.

d) pi = o ; cette condition s'écrit :

Le terme en Ao de d Ao est (d'Ç -f 'i%) Ao

Le terme en Ao de pi Âd est : pj A; d'où :

Mais : le terme en A, de d Ao est : Ç w* A,

Le terme en A, de p * A, est : p* A4 ; donc :

d'où l'on déduit :
p4 d

'-—- = Ç ; ou : Ç = -

ar " d

II 12 devient donc ;

II 14 X = —p-f a cos 9 4- p sin 9.

2. — Calculons p^ de deux manières différentes : II 2 et les conditions 11-3
donnent :

pi __ hdc
dx~~ d-z'

D'autre part, on peut remarquer que pi n'est autre que (A, d A8).

Pour connaître ce produit scalaire, il suffit de connaître les coefficients des

termes en A|} A2, A8, A4, dans le développement de d A2.

Ges coefficients sont :

terme en A, : d(— cos ô sin 9) -f uw* + sin 0 wj;

terme en A2 : d(cos ô cos cp) -f- p.% — sin QwJ;
terme en A3 : rf(— sin ô) — wj cos O sin 9 — wj cos 6 cos 9 ;
terme en A. : 0.
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En tenant compte de ce qui précède et de II i, on obtient :

( À 3 . d\j = — sin 6 sin cp [d(— cos 6 sin cp) + p% 4- sin ôw*)

+ sin G cos cp (d(cos 6 cos cp) + [/.wj — sin ô<oj) -f cos 6 [c?( — sin 0) — wj cos 6 sin cp

— o)l cos 8 cos cp].

Toutes réductions faites, on obtient :

Par conséquent :

i5

(A$. dXJ = — ofô — sin 2 cp dx

= — dô — sin acpdi z=z

De H i5 on peut déduire(*) :

II 16 D!

II 17
. ds db
h— = — + sin 2cp.

3. — L'équation II 16 nous permet d'écrire II 8 et II 11 sous de nouvelles

formes :

II 18
, de ,

-h _ = 4. sin I
~ \di:J

dv
3 sin 2 cp - y 2 (a cos3 cp — p sin8 cp)y

-f cos 6
ûPcp

\ +• (a cos cp 4- S sin <p) - L + a § cos2 cp + (|J$ — a j cos cp sin cp

— p4 sin2 cp 4- sin 2 cp cos 2 cp

II 19 sin 9
oTcp d®
~- 4- (a cos cp 4. (J sin cp) - ~ 4- a2 cos 9 + (f, - a4) cos cp sin «
ttT UT

cos ô

— p4 sin8 cp 4- sin 2 cp cos 2 o

3 sin 2 © - ~ — 2 (a cos2 c& — 8 sin8 cp)
1 C/T

= 0.

(â) L'équation II 17 est à rapprocher d'une équation due à M. ̂ essiot, qui exprime, au
fond la même réalité géométrique (VII e, p. 63).
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Nous pouvons simplifier l'écriture de II 18 II 19 en posant :

ûfcp
H = — 2 (a cos8 <p —- B sin3 <p) + 3 sin 2 <p ~ - ;

d CÛ cicp
K = -r~ + (« cos <p + p sin <p ) — -f *2 cos2 9 + (ps — a4) cos v sin

— 8t sin* cp -f sin 2 cp cos 2 <p.

II i8 et II 19 deviennent^) :

II 20 ± <J'2 = H sin G -h K cos O.

II ai. tg 6 = —-.

On peut également écrire II20 et II 2 r sous la forme :

H = ± < r ' 2 s i n 6 ;

K = -h G'8 COS 6.
11 22

De II 22 on déduit aisément l'équation :

23 ^ | = — 2(a cos8 cp--f) sin3 cp) -f 3 sin 2 cp -^~ — (a cos cp + fi sin cp) —?

— a3 cos4 9 — ($8 — a4) cos 9 sin 9 + 84 sin8 9 — sin 2 9. cos 2 9.

Occupons-nous, maintenant, de la courbure conforme de F en M.

Nous avons :

Le terme en Ao du premier membre de II24 a pour coefficient :

w'-f sin COUV

Le terme en Aft du second membre de II 24 a pour coefficient :

En égalant ces \aleurs, nous obtenons :

d\ -f XwJ -f cos 9<*>J -h sin 9 ^ = lp\ -f ajo*-

(') Cf. Vessiot, VU/, p. 61 et suivantes
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En tenant compte des valeurs de ;', X, a, v, pi, o)°o, p\, w°, <*>*, et en posant :

rfa = a/iü)J + a/a<o*,

nous obtenons :
TT t ( j , . h 1 , . , . dCÛ , „

il 25 (j L — /n <T-V = (a sin <& -— S cos ©) - r — a/i cos s

— (a/2 -f $10 sin cp cos cp — p/a sin3 a> (a cos cp + 6 sin cp)2

— (a, cos2 cp -f (a2 -f \\) sin cp cos cp + 1 \ cos2 <p) -f - ( -r- ) + ~coss 29.

Dans H 25, J e ! est la dérivée Schwarzienne de G par rapport à T, c'est-à-dire

l'expression — ( — ] .
(7 2 \<T )

3 . — Nous allons tirer quelques conclusions géométriques des formules pré-

€édemment obtenues.

En premier lieu, nous retrou\ons un théorème dû à M. Harmegnies (C. R., 2o5,

p. 640 :

Deux courbes, c et c', tracées sur une surface S, passant par un point M, ayant

en ce point même sphère osculatrice, ont en M un contact de troisième ordre, si

toutefois leur sphère osculatrice commune n'est pas tangente en M à S. Dans le

cas contraire, leur contact est du second ordre au moins(i).

Pour c et c', cp a, en M, la même valeur :p0, car c et c' sont évidemment tan-

gentes en M, 6 a, aussi, la même valeur 60 pour les deux courbes ; le paramètre v a,

en M, pour c et c', la valeur v0.

L'équation II 5 donne :

vo = -f cos 60 cos 2 <p0 + sin 80 ( ~ - j .

Si sin ö0 4= ° (Ö 4= ^ ^ J d ° n c ' ^a sphère osculatrice est non tangente à S en M),

on a une valeur et une seule de f —^ ] satisfaisant à Iï 5. Et en vertu de II 28,

T T de c et c' en M est le même.
dr /„

Dans le cas où sinôo = o, on a H = o; donc:

cos3 <prt — 8 sins o0 \,

(*) Sauf si C et C' sont tangentes à une des directions principales de S en M.
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•j- J est le même, pour c et c', sauf si c et c' sont tangentes en M à une des

directions principales de 2. Il nous suffit donc de démontrer le lemme suivant :
deux courbes c et c' de S tangentes en M e-ntre elles, ayant en M même valeur
de 'j 'o ont en M un contact de second ordre; si elles ont aussi en M même cp"0, elles
ont en ce point un contact du troisième ordre.

En gardant nos notations du chapitre premier, nous pouvons écrire :

( a du
\ co t cp = - •—- ;
] o du

II 26

du sin cp '

D'après la théorie des changements de variables, II 26 nous permet d'affirmer
que :

d*M , o d®
i° - r v s expr ime en fonction de u.v,v et -—;

dv ' d i

2° - r - s'exprime en fonction de a, v, ®, -~ , ~ .
dv ' di dv

C'est ce que nous voulions démontrer.

4. — Élément linéaire conforme de S.

' 4W + W .
On appelle élément linéaire conforme de S la quantité d^ =

dç n'est autre que la quantité sin 2odi. Le théorème suivant donne une interpré-

tation géométrique de d^.

THÉORÈME. — Soit une courbe (G) tracée sur Ü, passant par Mo soit M le point

courant de (C). Soit S une sphère passant par M et Mo, tendant vers la sphère So

quand M~>~M0, So étant non réduite à un point et non tangente à S en Mo. S fait

avec S : en M l'angle r.i, en Mo l'angle d0. Quand M~->~M0, Ö — Öo est infiniment

petit équivalent à — / d\, l'intégrale étant prise sur (C).

En effet, (S) coupe S selon une courbe (TM) passant par M et Mo.

La torsion conforme de (TM) est nulle en chacun de ses points. Donc, pour (TMV

l'équation H i5 s'écrit :

= — sin 2 cp di = —
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Mais, S étant la sphère osculatrice à (1\,), l'intégrale de db prise de Mo à M le

long de (l\) est tö--ö0.

Donc lô — do = — / dq. Il reste donc à démontrer que / cfi; est un infini-

H
ment petit équivalent à / d% quand M -*- Mo.

(C)"

d% peut se mettre sous la forme ty f u, v, — ] (/«, d; étant une fonction continue

des arguments sur lesquels elle porte. En coordonnées cartésiennes rectangulaires,

la surface S a les équations paramétriques :

y =0(tt,u)
z =h(u,v)

Cependant que l'équation de la sphère est :

Si o x est tangent à la première ligne de courbure, et o y tangent à la seconde,

on a, évidemment: (ƒ' v\ = (g'a\ — h'u\ = (hfo)9=zo et : (ƒ'«)•=)= o ; (^ü)fl4=o.

L'intersection de S et S a pour équation :

La dérivée v'M le long de cette intersection a pour valeur :

Quand on a fait a = M0 Î> = V0 (point, Mo), on a :

«(ƒ.).
y = •

^ (a, p, y, a) est continue pour B = u0, pourvu que B ne tende pas vers o.

Donc l'intégrale :

f d% = / U' 'f(tt, K«)' x(a»
( r ï

FAGLLTÉ DES SCIENCES, 4e série, t. W.
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peut s'écrire :

(ui ™ uù *! (wt, K«.). /(*> P » T, »,)) avec «0 < nt <

(on suppose par exemple : u0 < ut).

Quand ut-*-u0, a%~>- a0, et a, p, y ->- a0, fi0, y0.

(IM) v / a (Ta) \
Le rapport ^—^- - *(u0 , v#> 7 > 0 , p,, Yo, iO) = ^ (^a0, «„ - f ^ ^ ) ^ or,

— ; ;° est le ( — ] relatif à l'intersection F de S et de la sphèie-limite de S.

La sphère-limite de S est tangente à (G) eu M. Donc, en Mo, F est tangente à

C, et ces deux courbes ont même f — ) en M .
\rfttA

Puisque — * ty \ M « - V « M T " ) quand u4-^ H« (M,->Mf), il est clair que:

(G):

«. —ö.

Nous avons excepté le cas où p0 = o; ce cas est celui où (C) est tangente à la

deuxième ligne de courbure de I> en Mo. Il suffirait de changer les rôles de u et v

(v devenant la \ariable indépendante) pour que ce cas rentre dans le raisonnement

précédent (a0 est alors forcément différent de o).

Si <xo = (i0 = o, la limite de S est tangente à £ .

On ne peut plus rien conclu!e dans le cas générai.

Mais si S est constamment tangente à E en M : a = p = o, Y4=°> l'angle de S et

de £ au point M4, infiniment voisin de Mo, où S et S se coupent, est un infiniment

petit équivalent à l'élément linéaire conforme of§ pris entre Mo et M,. On est ainsi

ramené à la définition même de l'élément linéaire conforme, selon M. E. Cartan.
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5, — Asymptotiques conformes : géodèsiques conformes (*).
Les formules II 22 nous permettent d'écrire :

*'* = H2 + K2.

QU a donc la même valeur pour deux courbes ayant en un point un contact du
S' ordre.

Si deux courbes de 2 ont en un point même cercle osculateur, elles ont en ce point

même valeur de la quantité H, donc même valeur de ± a'2 sin 0.
La considération des mêmes formules II 22 nous permet d'affirmer l'existence

de deux familles de courbes remarquables sur ï : les asymplotiques conformes et
les géodèsiques conformes.

a) Asymptotiques conformes. — Nous donnerons ce nom aux courbes de 2 dont
la sphère osculatrice est partout tangente à S (en géométrie ordinaire, les asympto-
tiques d'une surface sont les lignes dont le plan osculateur est partout tangent à la
surface). Les formules 11 22 montrent que tout le long d'une asymptotique con-
forme, on a : H = 0. Réciproquement, toute ligne satisfaisant à H = 0 est asymp-
totique conforme.

Si, grâce aux équations II 26, nous remplaçons dans H = 0 les arguments cp,
cfcp . dv d*v
-~ par leurs expressions en -—, -—, nous obtenons :
«T

 r du du

II 27 ^

(a, 48, a, b, sont fonctions de u} ?À
II 27 montre que, en général, par un point de L\ tangentiellement à un élément

linéaire donné : ( — ) , il passe une asymptotique conforme de S et une seule.
\diiJQ

Les asymptotiques conformes ont donc un degré de généralité comparable à celui
des géodèsiques (au sens ordinaire) d'une surface.

Remarquons que la sphère osculatrice S à une asymptotique conforme V en un
point M contient le cercle osculateur de F en M et est tangent à la surface S en
M. Elle contient donc, selon le théorème de Meusnier, tous les cercles osculateurs
des courbes tangentes en M à F. On peu* dire que les asymptotiques conformes

(1) C'est M. Delens qui a introduit les notions d'asymptotiques et de géodèsiques con-
formes (cf. VI a).
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sont les lignes de SI lelies que leur « sphère de Meusnier » coïncide, en chacun de

leurs points, avec la sphère osculalrice.

b) Géodésiques conformes. — Les géodésiques conformes sont les courbes dont

la sphère osculatrice au point courant M est normale eu M à X. Elles généralisent

les lignes géodésiques au sens ordinaire, dont le plan osculaleur en chacun de leurs

points est normal à 2 .

Il va de soi qu'elles n'ont pas certaines des propriétés des géodésiques ordi-

naires, Notamment, elles ne sont pas extrémales de l'arc x; elles ne sont pas non

plus les extrémales de l'élément linéaire conforme d%, car les lignes de courbure

qui sont de telles extrémales ne sont pas, en général, géodésiques conformes.

La considération des formules II 22 montre que les géodésiques conformes

satisfont à l'équation :

II 28 R ^ o .

D'après II 26, on peut transformer II28 en une équation différentielle du 3e ordre
dv cFv dsv , .

en 11, v, — , - — , -7-7. L existence de cette équation nous permet dénoncer le
du du du

résultat suivant :

par un point P d'une courbe (C) de E, il passe une ligne géodésique

conforme et une seule ayant avec (G) en P un contact du 2e ordre.

Les géodésiques conformes de S ont donc uu degré de généralité comparable à

celui des cercles d'un plan (ou d'une sphère).

6. — Torsion et courbure conformes des courbes tracées sur £.

a) TORSION.

II 17 s'écrit :
, da de
fi _- == __ sin 2 9.

dx ai

On peut donc énoncer un premier résultat :

Pour deux courbes tangentes entre, elles en un point, la quantité

,de de
h r est la même en ce point.

Û?T «X

Tenons, maintenant, compte de II 22 ; nous avons :

n _ H
" sin 6'
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donc :

/H dh _ .

On peut aussi écrire, simplement :

11 3o • h - ^

Nous pouvons interpréter géométriquement II 29 et II 3o.

Soit une courbe C de S. Soit, passant par M de C la géodésique conforme F
ayant avec C en M un contact du 2e ordre. Pour C et V en M*, H est le même.
La torsion de r en M est, selon II 29 :

3i K = - V/-+- i f s i n

selon II 29, également, la torsion de G en M sera, en tenant compte de II 3i

0 32

II 32 n'est évidemment valable que pour une ligne C non asymptotique con-
forme (ou n'ayant pas en M de contact d'ordre 2 avec une asymptotique conforme)
et non tangente à une direction principale.

Pour une ligne tangente, par exemple, à la iie direction principale de S en M,
la formule II 29 s'écrit simplement :

33
2 a

Quant à II 3o, son interprétation est immédiate :

Deux courbes de E, ayant en M un contact d'ordre 3, ont en M même

valeur de la quantité h r .
as

C'est bien évident, car de telles courbes ont même \aleur de c'- en M. Le ré-
sultat précédent présente une certaine analogie avec le théorème classique sur la~
torsion géodésique des courbes tracées sur une surface.
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b) Courbure.

Montrons qu'on peut exprimer, pour toutes les courbes osculatrices (ayant un

contact d'ordre 2) à une courbe V en un point M, la courbufe k en fonction de 0,

En effet, on peut écrire, en vertu de II 22 :

sin G '

En dérivant deux fois II 34 membre à membre par rapport à T, en portant dans

II a5 les résultats obtenus, et en tenant compte de II 28, on obtient une équation

de la forme :

I I 3 5 : k =

les coefficients a, b, r, d dépendant de 9, <p, et -~ d'une manière assez compliquée.

On peut ainsi interpréter l'équation 11 26 en remarquant que pour deux courbes

de S ayant en M un contact d'ordre 2, la quantité — fcc'2 est la même.

7. — Sur certaines directions remarquables d'une surface en un point.

Les cercles d'une surface (s'il en existe sur S) sont les lignes pour lesquelles on

a, à la fois :
H = o et K = o.

Ce sont, en un certain sens, les lignes à la fois asymptotiques conformes et géo-

désiques conformes.

Le problème de la recherche des cercles sur £ par les méthodes de la géométrie

différentielle (que nous ne nous proposons pas d'ailleurs de traiter dans ce para-

graphe) suggère de résoudre un problème préliminaire : Existe-t-il, passant par le

point M de S des lignes asymptotiques conformes ayant, en M avec une géodêsique

conforme un contact d'ordre 3? (Si nous choisissons le nombre 3, c'est que nous

sommes sûrs que M étant un point quelconque d'une asymptotique conforme, il

existe déjà une géodêsique conforme ayant en M a\ec l'asymptotique conforme

donnée un contact d'ordre 2.)

Soit F une telle asymptotique conforme et G la géodêsique conforme ayant en

M avec V un contact d'ordre .H.

T satisfait à II = o, donc à H'. = 0.
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Quant à G, elle satisfait à K = o; mais, puisque V a avec G en M un

d® df8q>
contact d'ordre 3, 9, ' T-~ ont, en M, la même valeur pour les deux courbes, et

G satisfait aussi, mais en M seulement, à k = 0.

En éliminant <pf/ et cp' entre H = 0, Hr- = 0, K = o, on obtient une condition

en cp qui doit être réalisée pour que G et I1 aient un contact du troisième ordre.

Réciproquement, si un angle <p vérifie cette condition, H = 0, H'- = o, K = 0

sont compatibles pour celte valeur de cp, et il en résulte que l'asymptotique conforme

F faisant, en M, l'angle 0 avec la première direction principale, a, en M, un

contact du troisième ordre avec la géodésique conforme dont le - 1 en M est égal

à celui de F en M.

Nous allons chercher quelle est la condition eu 9 dont nous venons de parler.

H = 0 s'écrit :

II 36 cpf = - (a cos <p col <
0

— p sin cp ïg <

H'T = 0 s'écrit donc :

ÎI 37 9 f f= r j («/i cos 9 4-a/2 sin 9) cos cp cot cp — (fj/i cos 9 +p/2 sin cp) sin t
o

cos sin 9

En combinant II 37, II 36 et R = 0, nous obtenons :

38 +^j )^^(p/ p/

\ cos- cp sin 9
. < y —, }.

sin 0 cos

a cos5 9 — (a4 — pj sin cp cos cp — ̂  sin2 cp -f 2 sin 9 cos cp(cos5 9 — sin8 9) = 0.

En posant t =; tg 9, II 38 s'écrit :

+ 3
| 2

9 ' 9 '9 < ( ' + « ' ) 9 ' 9 ' » + ' *

_
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En chassant les dénominateurs, nous obtenons, finalement :

- (a, + 3a/i + o(83 - a,) + 18) /* + - (2 x p + 3a/a + 9 af)/' -h - 3 a/i f 4- a3 == 0 .

Les racines de cette équation du dixième degré nous donnent les valeurs de tg <p

qui résolvent le problème que nous nous sommes posé.

Il existe donc en un point M dix directions remarquables au plus telles que*

l'asymptotique conforme V passant par M tangente à l'une de ces directions ait

un contact du troisième ordre avec une géodésique conforme.

Remarquons que l'asymptotique conforme V dont il est question dans l'énoncé

ci-dessus a une infinité de sphères osculatrices en M (sphère osculatrice est ici pris*

au sens de sphère ayant avec la courbe en M un contact d'ordre 3).

La sphère osculatrice à F en M' \oisinde M, qui est tangente en M' à S, tend,

quand M'-•M, vers une sphère S tangente à S en M, ayant avec V en M un

contact du quatrième ordre. Nous pouvons donc aussi définir nos directions privilé-

giées de la façon suivante :

La « sphère de MeusnierQ» d'une de ces directions a, avec l'asymptotique con-

forme tangente en M à cette direction, un contact d'ordre 4.

Les directions privilégiées que nous venons de définir donnent naissance à un

certain nombre de familles de courbes à un paramètre (dix au plus) définies par la

propriété suivante : chaque courbe, en chacun de ses points est langente à une des

directions relatives à ce point.

C'est parmi les courbes de ces familles qu'il faut chercher les cercles tracés sur 2.

Pour savoir si une de ces courbes est un cercle, il suffit de ^ i r si elle est asymplo-

tique conforme (<pf = - (a cos <p cot <p — jü sin 0 tg cp) . Elle sera, du même coup,

géodésique conforme.

L'expression de la condition 0' == - a cos © cot a> — ft sin s tg 0 > nous condui-

rait à dériver membre à membre II 39, puis, à tenir compte de la valeur de V ob-

tenue; nous obtiendrions une nouvelle équation algébrique en t. L'élimination de t

entre cette nouvelle équation et Ü 39 donnerait une relation entre les invariants de-

la surface et leurs invariants dérivés, qui devrait être vérifiée tout le long du cercle.

Il serait possible, en se servant de cette relation, d'étudier le problèmes des familles

de cercles tracées sur une surface, résolu en partie par M. Àdad dans sa thèse (X).

Avant de terminer ce chapitre, signalons le résultat suivant, qui découle de

l'existence même de l'équation 11 39.

(*) Cf. paragraphe 5, chapitre H.
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THÉORÈME — Par un poiut non ombilic d'une surface au moins cinq fois diffé-

rentiable ne peuvent passer plus de dix cercles tracés sur la surface (').

En effet, si M n'est pas un ombilic, le repère intrinsèque de S en M existe, et

il existe en outre dans un certain voisinage de M. Les invariants différentiels et

leurs dérivés intervenant dans II 3g existent en M. Donc l'équation If 39 peut être

écrite en M. Elle ne s'y réduit pas à une identité, car, dans celte hypothèse, on

aurait : 6 = a = a/i = p/2 = 0; il en résulterait que :

( 9 ( P . - «,) + i8 =

Ces équations sont manifestement contradictoires.

(') Darboux a démontré (\Il 16) qu'une surface non sphérique ne pouvait contenir plus
de dix familles de cercles à un paramètre. Le théorème ci-dessus rend ce résultat immé-
diat : en effet, pour qu'il y ait sur S onze familles de cercles à un paramètre au moins,
il faut que tous les points de 2 soient des ombilics, propriété qui n'appaitient qu'à la
sphère.

FACULTÉ DES SCIRNCES, 4e série, t. W.



CHAPITRE III

Quelques théorèmes sur la déformation isométrique conforme
des surfaces.

1. — Relations entre les invariants d'une surface et ceux de ses lignes de courbure :

a) Ligne de courbure v = c (première ligne de courbure). Pour cette ligne, II 21
s'écrit :

OL OC

tg 6 == — 2 — ou 6 = — arc tg 2 —.
a a

D'autre part, on voit que :

III I rf = Y/ÏTTK"2 = (4 a2 + Wf.

Par conséquent, d'après II 17, la torsion conforme h de la ligne de courbure a

pour expression :

Mais en écrivant la différentielle de toute fonction ƒ (a, v) sous la forme

<*ƒ = ƒ/! "î+Z/ao.:. on a:

d'où :

m» ft = - 2 ( a K - " ' r ) ,

Nous allons déterminer la courbure conforme k en nous servant de l'équation

ÏII 3 [<Jj,-/^;2 = - a / i - - a 2 - a 1 + - ,

qui n'est autre que l'équation II a5 appliquée à la première ligne de courliure.

(Remarquons que III 3 donne une interprétation de l'invariant a4).
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Pour cela dérivons par rapport à T, successivement les deux membres de III i ,

l'équation obtenue par une première dérivation de III 1, e tc . .

Nous obtenons :

2 s

I

Par conséquent, nous avons :

puisque

on a :

6) Ligne de courbure a = c (deuxième ligne de courbure).

Pour cette ligne, on aurait :

tge = --2JL e = - arc tg 2 i - ;

j,—fco4a = — ( p / a + P.) ;

ce qui pourrait permettre d'interpréter fit.

Le calcul donnerait, pour la torsion h, et la courbure \k de cette ligne, le

résultat suivant :
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111 5 h .-= - a ^ » ^ ~ ' ^ w ,

IÏÏ 6 /r = — | ( 4 p +(fO )• (4ri^24-S.^ ;2)-4- 6. + - 4-B ](4b

3

- - ( i f f - H k ) 1 ) " ( 4 ^ B / 2 y 2 - f 4 ( W 2 f -S. B4..
o \ I \

+
2 '

2. — Cas d'exception : a = a2 = o (ou p == pt = o).

Si a = as = o, en un point, on voit que les formules :

Ijl cos Ô 'C = as == o,

ip tin 0£2 = 2x = o;

ne permettent pas de définir ô (otg 6 = o). Il y a donc en ce point une infinité de

sphères osculatrices à la ligne de courbure v = C; on tirerait la même conclusion

pour la ligne de courbure u = C dans le cas où p = pj = o. En donnant à 6 une

valeur quelconque, on voit que u —o; donc, si, en tout point d'une ligne de cour-

bure t ' = C (ou u = C) on a a=:a2 = o (ou p = i8lr=o), cette ligne de courbure

est un cercle.

Il est évident, d'après le théorème de Joachimstal qu'il existe une sphère tangente

en tout point de cette ligne à la surface. Cette sphère est représentée par la sphère

analytique Ao -f A3 ou (Ào — A3) du repère en un point quelconque M de la ligne de

courbure; car on a : (le long de la première ligne de courbure) :

avec OĴ  = o ; donc :

III 7 rf(Ai+AJ) = o.

Remarque : 11 est bien connu que si une surface admet une famille de lignes de

courbure circulaires, elle est l'enveloppe d'une famille de sphères à un paramètre.

3. — Les surfaces isothermiques :

Une surface isothermique est une surface dont l'élément linéaire (au sens de

l'espace euclidien) peut se mettre sous la forme : ds*= A (H, v)(du* -\-dv*), u et v

étant les paramètres des lignes de courbure de la surface.
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Étant donné une surface isothermique S, il existe une infinité de surfaces S' qu'on

peut mettre en correspondance ponctuelle biunivoque avec S (au moins localement)

de façon que cette correspondance conserve les formes w* et OJ*. On exprime ce fait

en disant qu'on peut, au point de vue conforme faire subir une déformation isomé-

trique à 2. On démontre que, réciproquement, seules les surfaces isothermiques

sont ainsi déformables. Ces résultats sont dus à M. E. Cartau.

Nous allons rappeler rapidement les particularités des invariants des surfaces

isothermiques, et en déduire certaines conséquences relatives aux lignes de courbure

de ces surfaces(!).

La déformation isométrique conforme conserve <oj et wj, donc elle conserve les

lignes de courbure (to* —o et wj = o).

On peut s'arranger pour que cette correspondance (entre S el Er par exemple)

conserve u et v. Par conséquent a et b sont conservés. Donc, en vertu des équations

II 22 et II 23 du chapitre I, a et 8 sont conservés. De même, en vertu de I 24 et

I 26 a3 et $t sont conservés. Si a4 et (Jf étaient conservés, les surfaces 2 et S' se-

raient superposables. Nous supposerons qu'il n'en est pas ainsi. Appelons z la

différence des invariants a4, et a', relatifs à S et S' respectivement z = a' l—a t;

en vertu de :

•et * y\ -f 6't 4 - 1 = 0 , on a :

III 8 p't — $t = — z (ps et B'3 étant invariants de S et S').

L'équation I 28 écrite pour S et S' conduit à la conséquence

D'autre part, I 29 écrite pour S, puis £/, conduit à :

1- 2azz = o.

•donc on a :

III-g - = -

(*) Les résultats que nous exposons ici ont fait l'objet d'une note aux comptes rendus
•de l'Académie des Sciences (IX). En ce qui concerne la déformation conforme, il existe
notamment un mémoire de M. Demoulin (IVa); les surfaces isothermiques ont été l'objet
de nombreux travaux.



3 8 R. POTIER.

Par conséquent w°Q est une différentielle totale, et on voit que

par conséquent, en vertu de l'équation I 21 du chapitre ï, on a :

III 10 P, = V

si w° = G?À, on voit qu'eu vertu de 9 :

III II Z=zZê-A.

b. — Les lignes de courbure des surfaces isothermiques et la déformation isomé-

trique conforme.

Nous allons démontrer la proposition suivante :

THÉORÈME I . — Dans la déformation d'une surface 2, isothermique, qui conserve

l'élément linéaire conforme de cette surface, la torsion h des lignes de courbure de

S en chacun de leurs points reste constante. De même, entre la courbure k de la

première ligne de courbure de S en M, et celle de la seconde ligne de courbure en

M, il existe une relation linéaire à coefficients ne dépendant que de la famille des

déformées de S et du choix de M (il reviendrait au même de choisir un homologue

de M dans la déformation).

En effet, dans l'expression de la torsion conforme des lignes de courbure d'une

surface, donnée par les équations 111 2 et III 5, n'entrent que les invariants dont la

valeur ne change pas durant la déformation.

D'autre part, si nous considérons les équations III 4 et III 6, nous pouvons

remarquer qu'il est possible de tirer : de III 4 la valeur de a,, en fonction linéaire

de la courbure ki de la première ligne de courbure, et en fonction (non linéaire) des-

invariants de S qui ne changent pas durant la déformation. De même, de III 6, on

peut tirer é8s en fonction linéaire de la courbure A*s de la deuxième ligne de cour-

bure :

Comme a, et $t sont liés par la relation : a, -f 82 •+-1 = o (voir chapitre I, para-

graphe 3), k{ et /fa sont bien liées par la relation linéaire annoncée.

COROLLAIRE : On peut déduire du théorème précédent la conséquence suivante r

si une ligne de courbure de 2 (surface isothermique) est contenue dans une sphère,

elle restera courbe sphérique au cours de la déformation.

La proposition contraire est vraie; une courbe non sphérique ligne de courbure

de 2 ne deviendra jamais courbe sphérique au cours de la déformation.

THÉORÈME 2. - Si S et 2, isothermiques, sont déformées l'une de l'autre, la

transformation conforme qui amène le repère en M de S sur le repère en M' de S
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(correspondant) amène les lignes de courbures de S passant par M dans une posi-

tion où elles ont, en M', un contact du 4e ordre avec celles de S passant par M'.

Le contact ne peut être d'ordre supérieur à quatre en un point où aucun des inva-

riants a, p, a„ = pf n'est nul.

En effet : les valeurs de £, de 6, de 9, (JL, V, A, sont les mêmes pour deux

lignes de courbure correspondantes en deux points correspondants, ainsi qu'on le

voit immédiatement sur les formules (les invariants at, et B2 qui changent dans la

déformation n'interviennent pas dans les formules qui donnent les paramètres per-

mettant de situer les repères les uns par rapport aux autres, dans le cas des lignes

de courbure).

La superposition des repères des deux surfaces entraînera donc la superposition

de ceux des lignes de courbure.

Or, deux courbes ayant même repère en un point commun (M(G0) = M'(G,)) et

même torsion en ce point ont en ce point un contact du 4e ordre, ainsi qu'il résulte

du développement effectué au chapitre I ;

III 12

X..

__x (+k + k\ ,
6 \ 120 /

_ h t__dh x*
1 ~ dj -f- —— . . . ,

24 da 120

(où x0, xt, xi} #3 sont quatre des coordonnées d'un point courant d'une courbe par

rapport au repère conforme en un point voisin de cette courbe, et où a est l'arc

conforme de cette courbe).

5. — Nous avons réservé le cas ou on a : a = a2 = 0 (et, de même, 8 = S, = 0).

Supposons que ce cas se présente tout le long d'une ligne de courbure. Cette

ligne de courbure est alors un cercle, car, d'après nos formules en tout point de cette

ligne, on a Ç = 0 (avec les notations utilisées précédemment) et, par conséquent,

le choix du repère intrinsèque de cette ligne n'est possible en aucun de ses points

(le choix de Âo = ÇA0 est impossible). Nous tombons sur le cas d'exception prévu

au chapitre I, paragraphe 1, qui est le cas du cercle.

REMARQUE. — Tout le long d'une ligne de courbure w* = o, circulaire, on a

^ = C, (et donc aussi at = G).

En effet, en tenant compte de a. = a = o, I 29 se réduit à :

1 1 1 8
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Nous allons déduire de ce qui précède certaines conséquences relatives à la

déformation conforme des surfaces isothermiques possédant une ligne de courbure

circulaire. Soit (S) une telle surface, (S') une déformée de (S), (C) la ligne de cour-

bure circulaire de (S) à laquelle correspond (G') ligne de courbure de (S'), égale**

ment circulaire (a = a . = o pour (E) comme pour (S'), en tout point de (G) et (C)9

M un point de (G), M' le point correspondant de (G')).

Le repère attaché à ï ' en M' peut être amené sur le repère attaché à S en M

par une transformation conforme. Cela étant, la variation du repère (A0A1 \2 A3AJ

attaché à (S) en un point courant P de (G) est donnée par le système :

III i3
dz

dz
^ 1
dz

(où z est l'arc conforme de (S) compté le long de (C) à partir de M).

De III i3, on déduit :

III iAi

Si &ê xi x% x3 xi sont les coordonnées de Ao par rapport au repère en M, oi>

a, en se bornant aux termes du 2e ordre au plus, les développements de Mac

suivants :

III i5

fi
xa

II existerait pour A'o (coordonnées x\ x\ x\ x\ x\ par rapport au repère

M' superposé avec le repère attaché à S en M) des formules :

m 16

—7- — Z-j- - . •

___ — _̂
X 2
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III 15 et III 16 comparées montrent que (C) et (G') ont en M un contact d'or-

dre 2. Or cela suffit pour que (C) et (Gf) soient superposés.
Par conséquent : le déplacement conforme amenant le repère de (S') en M' sur

le repère de (S) en M superpose (C) et (C), homologues.

6* — Nous allons voir qu'en dehors de M et M' ce déplacement conforme ne
superpose pas les points de (C) et (G') homologues les uns des autres.

Pour cela, utilisons le système III i3 :
Nous avons :

ou :

III 17 ^ i + d-aaJA^o.

La forme de III 17 nous oblige à considérer deux cas :

a) 1 — 2a, > o ou a,<C-;

b) 1 —2a t <o ou *i>~;

a) i — 2«t > 0 a t < - .

On peut alors poser 1 —• 2 at = ws; et on sait que la solution de III 17 est de la

forme :

A4 = À cos co2 + B sin toZ.

Appelons (Jbft Jb, Jb8 Jb3 JbJ le repère de (S) en M.
On a, pour Z = 0, en comparant l'expression trouvée de A, avec Jfc4 :

Comparons, pour z = 0 les expressions :

—- z= — A a) sin o)2 + 6 w cos Ü) z
dz

dk
et - 1 = a, A# + A, + 2 44 (tirée de III 13) ; il vient

Bw== v ^ + Jbj + aJb*;

FACULTÉ DES SCIENCES, ke série» t. IV.
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d'où

i

o)

et :

A, = Jb, cos w z H— | a4 Jbe 4- Jl)3 + 2 Jb. J sin

Mais de III i3 on peut extraire :

Ao = —Jb, sin uz r i ^ ^ i + Jbj + aJbJ coscoz

La sphère K va être déterminée par la condition qui s'écrit :

Ce qui conduit au résultat :

Ï T f 0 k J A ' , l ( A , f» , II i (

111 io Ao = —Jb, sin WÎ -f — j a, A\ + Jb, + a Jb | i — cos <
CO (O

b) i - a a , < o , «, > - •

III 17 conduit à écrire :

avec : X* = a at — 1.

On a, en procédant comme à la subdivision a)

Ce qui conduit à :

A, = Jfe, Ch Iz -f ~ \ «fJl)#4-Jb, + a A ! Sh
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En prenant la primitive de At et en posant :

(A0)2==o = i)0,

on obtient :

III 19 A0 = ijb lShXz + ^ i a > , + ^ , + a J b J | C h X 2 - i | + J l v
À A

Des expressions de même forme que III 18 et III 19 existent pour A'o avec des

coefficients X' ou 0/ qui ne peuvent être égaux à X ou co, car cela entraînerait

l'égalité des invariants a4 et o!i et, par conséquent, la superposabilité conforme de

(S) et (H). Il résulte de ceci que les points homologues (de même z) sur le cercle

(G) (confondu avec (G') après superposition des repères en M' et M) ne sont pas

superposés.

7. — Jusqu'ici, nous nous en sommes tenus à un point de vue strictement local;

dans ce paragraphe, nous allons, au contraire, faire quelques remarques de nature

globale.

Soit une surface S contenant un cercle (C) entier, ligne de courbure de S le

long de laquelle a4 < - . A mesure que croîtra z, Ao décrira le cercle, et il repas-

sera par une position déjà franchie quand wz se sera accru de 2 TT. La « longueur »

conforme totale du cercle sera

2 7T 2 Tl

— ou

Pour mesurer a, sur (G) il suffit donc de prendre le « tour de taille conforme »

de (S) selon (G).

Si la surface (S) précédente est isothermique, la période — et celle —y d'une
Ü) CO

de ses déformées (Sf) le long du cercle (G') homologue ne seront pas égales, si

bien qu'à la totalité du cercle (G) ne correspondra pas la totalité du cercle (G') (ou

au contraire) à la totalité de (G') ne correspondra pas la totalité de (C).

Il se peut même que pour (S) le long de (C), on ait at < - , et que pour (S') le
2

long de (C), on ait a4 > - .

Dans ce cas, à un arc de (G') correspondrait une infinité de fois le cercle (C).



CHAPITRE IV

La connexion induite sur une surface plongée dans l'espace
conforme à trois dimensions.

\. — La notion de connexion conforme.

Dans un mémoire des Annales de la Société polonaise de Mathématiques, M. Élie
Cartan a, pour la première fois, introduit la notion de connexion conforme (l d).

Nous allons rappeler succinctement en quoi consiste cette notion.

Soit une variété numérique à trois dimensions, où les points sont repérés grâce
à trois coordonnées : x, y, z. Nous assimilerons le voisinage de chacun des points
de cette variété à une portion d'un espace conforme : l'espace conforme tangent.
Dans cet espace conforme tangent existera un repère pentasphérique Ao, Af, As, A3, A4.
Un système d'équations

IV i dkv = Jk,
a v

donnera la variation infinitésimale du repère quand on passe d'un point M de la

variété au point M 4- dU. Les formes wP sont des fonctions linéaires de dx, dy, dz.

On a : <J £= -K dx + K dy + K dz.
a vX vy J oZ

Les TI'3 etc.. sont fonctions de x, y, z.

Les formes J ne servent qu'à raccorder entre eux dans le voisinage immédiat

d'un point M, les divers espaces conformes tangents à la connexion conforme.

Pour parler un langage plus précis, les formes 0/ serviront à développer les

courbes de l'espace à connexion conforme sur l'espace conforme tangent. Les pro-

priétés des courbes de l'espace à connexion conforme seront, par définition, celles

de leur développement sur l'espace conforme. Il s'ensuit tout naturellement que

le repère pentasphérique intrinsèque d'une courbe s'obtiendra, en géométrie à

connexion conforme selon les mêmes règles qu'en géométrie conforme. Les formules

donnant la variation infinitésimale du repère mobile d'une courbe seront alors de la

même forme que les formules correspondantes en géométrie conforme.
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La définition de l'espace à connexion conforme à deux dimensions se fait de

façon analogue à celle de l'espace à connexion conforme à trois dimensions. Les

cinq sphères analytiques du repère sont remplacées par un tétracycle.

2. — Connexion induite sur une surface.

De même qu'en géométrie ordinaire, on peut considérer une surface comme un

espace de Riemann à deux dimensions, nous allons considérer, dans ce chapitre,

une surface de l'espace conforme comme un espace à connexion conforme à deux

dimensions.

L'espace conforme à deux dimensions tangent en un point à la connexion

conforme définie sur la surface sera matérialisé par la sphère Aa du repère de la

surface. Le repère tétracyclique sera, bien entendu, l'ensemble des quatre cercles :

(Ao; AJ, (\1; Ks) (À2; A), (A4; A3); appelons ces cercles ) \ B̂  B2 B4 :

Nous aurons toujours :

(B,)1 - ., (BJ = i, (B,)' = o, (15/ = o, (B. *t) = -1-.

Nous définirons la loi de raccord des espaces tangents de la façon suivante : en

un point M + dM, infiniment voisin du point M, sur la surface, les sphères A,, A,

du repère sont devenues :

1 = A, + o>J Ao 4- o>'o K + 2 < A*

«t : A2 + dk9 =-- A, + o)°2 Ao - *>* A3 + 2 o>; A4.

Le cercle Br
4 (At-t- d\i ; A3) ne sera autre que le cercle (À3; Af+ <*>l Ao+ 2 OJJ AJ.

Le cercle B's= (Aa+ </As; A3) sera le ceicle : (A3; A.+ wj Ao+ 2 OJ" A4).

Ces deux cercles se couperont en deux points B'o et B'4, que nous soumettrons à

la condition (B'o, B'J = .

Le point B'o aura le même support géométiique que le point Ao+ dk0.

Nous normerons ce point de façon que B'o— Bo soit exactement :

Nous aurons donc :
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Notre loi de connexion sera :

IV 2

Il va de soi qu'on ne peut pas, en général, intégrer le système IV 2 sans quoi

notre connexion serait réduite à être un simple choix de repère mobile tétracyclique

sur une sphère proprement dite.

Les équations IV 2 vont nous permettre d'étudier les courbes tracées sur la sur-

face S d'un point de vue différent de celui qui domine le chapitre II.

Nous considérerons les courbes de S comme courbes d'un espace à connexion

conforme à deux dimensions, et nous leur attacherons un repère intrinsèque tétra-

cyclique, et des invariants différentiels nouveaux, qui, bien entendu, dépendront de

la surface sur laquelle la courbe est tracée, en même temps que de la courbe elle-

même.

3. — Les courbes, étudiées au point de vue de la connexion.

Pour étudier les courbes au point de vue de la connexion, il nous faut introduire

un repère tétracyclique intrinsèque (Bo, B4, B2, BJ, tel que sa variation le long de

la courbe soit donnée par des équations de la forme :

IV 3

Nous savons d'avance qu'un tel repère existe. Mais le calcul que nous allons

faire, en le déterminant complètement, sera une p reine supplémentaire de son

existence.

Le repère (B^, B^, B^, BJ se déduira du repère (Bo, Bf, Bs, BJ par un système

de formules linéaires où entreront : l'angle a* de B( avec B4 (qui ne sera autre
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que l'angle de la courbe avec la première ligne de courbure), des paramètres Ç, \L, V.

Ces formules seront :

IV 4

: = c o s cpBJ -h sin <p

= —sin cpB4-f-cos cpBf + vB0;

+ — i p. s»in <p -h v cos <p j B 4 4-~B 4 .
2» ï

Elles peuvent s'inverser selon

/

IV 5

B, = — \ v sin — p, cos <p j Bo-f cos <pB̂  — sin cp B2;

B2 = — j \ (x sin cp -f- v cos cp { Bo f sin cp Bt -f cos cp B2 ;

Comparons les formules IV 4 differentiees avec les formules IV 5, IV 3 et IV a

Nous obtenons :

a ) : (ffio = ?rf

= Ç K B . + tt>ÎB1 + » ; B ,

= (dï + ï(o; + a)J jv sin i

4- Ç (©î cos cp + <oj sin ç) Ad + î (©J cos cp — coj sin

Nous déduisons de la comparaison de ce qui précède avec :

conséquences suivantes :

1 r
ds

1 c ;

, en gardant à T la signification que cette lettre a au chapitre II ;

— ==£ et
dx *

= —- + a cos <p 4- p sin f.
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b) Exprimons dB2 de deux manières différentes et égalons les coefficients dé-

fi,, B l 5 B 2 obtenus :

qp Bo ds = — sin cp («4
U Bo -f 2 o>J BJ -f cos 9 (<o° Bo -f 2 co* BJ

= (—w° sin 9 f w j cos )-^-+(vo)* —cos©d-j>) -(v sin ;
<9

cos cp) Bo + sin a» B4 -f cos cp B2

j — sin cpcfcp) < —~([x sin cp -f v ^B4 -hcos ©B8

Nous déduisons de ce qui précède les équations :

Ti

q i ids = - < sin

Par conséquent, nous pouvons écrire :

Zf. Ç = i p f — J == — (84 sins cp -f (ps — a4) sin ?p cos cp + as COs8

-î.

c) Répétons pour cfB, ce qui a été fait pour dh%

= cos (p (a),0 Bo + 2 coj B4) + sin <p ( ^ Bo + 2 *l B4)

d'où :

O* ~ sin ^ rfcp) - (v sin cp — tx cos cp) Bo -f cos cp B1 — sin © Bs

+ (fjuo*4-cos ©d©) ~ --(jjisiiicp 4- v cos CP) B 0 4 - s i n cpB
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Ce qui précède entraîne la conséquence suivante :

— i di

kds = - (cos o (o° -f sin cp wj ~\- u,<•>* -f d\x) (u cos cp — v sin cp)2

— _ (,x sin cp 4-v cos ?)* + — > JX- + V1 j .

Par conséquent :

"ht? = a4 cos* cp + (k + a§) sin cp cos cp + ps sin2cp -f a(a cos y + 8 sin <p) + -~—~ j jxa4-v2|.

£'

Cette formule, transformée grâce à |i = h a cos cp + p sin a, et Ç = s'T, de-

vient :
j s je — /f (*'O9 — — a, cos2 <p — (^ -f a2) si n <p cos o —182 sin* cp — a/ r c o / cp — (a/2 -f (J/i ) sin cp cos f

— p/a sin* cp -h (a SÎQ © — ,8 cos cp) cp'-f - (V)2 (acoscp f p sin cp)s.

Groupons et numérotons les formules que nous venons d'obtenir :

IV 6 : : = —', IV 7 : a = ~ + a cos s. -f 8 sin o; IV 8 : v = - 7 ^ ;

ai ^ ' «t

IV 9 : + f — j = — ̂  sin2 cp -f (82 ~ a4) sin cp cos cp -f a2 cos2 cp -f (a cos cp -f 8 sin cp) --^;

IV 10 : \s\~ — Tî(s\y= — it cosa cp— (t8,4-a2) sin cp cos cp — 8s sin'cp — a/i cos2 cp

— (a/2 4-8] 1) sin cp cos cp —-jtya sin2 cp -f (a sin cp — 8 cos cp)cp'4--(cp')2 (acos<p +ji sin cp)8.

4 . — Les formules que nous venons d'obtenir résolvent complètement le pro-
blème de l'étude différentielle des courbes tracées sur S, cette surface étant consi-
dérée comme espace à connexion conforme à deux dimensions. Nous allons comparer
les résultats obtenus dans le paragraphe précédent à ceux du chapitre 11.

En conservant les notations de ce chapitre, IV 9 s'écrit :

qp sn = K — sin 2 cp cos 2 cp, ou : K = + s'2 -f cos 2 cp sin 2 cp.

La formule II 20 s'écrit alors :

IV n s ^ ' 2 ^ : H sin 0 -f cos 0 j s%s'*-fcos 29 sin 2 cp J.

s4 et s5 sont égaux à + 1.
Une courbe en un point peut être telle que ti E2 = — 1 ; autrement dit, une

courbe « dextrorsum » au sens de l'espace peut être « sinistrorsumQ » au point de
vue de la connexion.

FACULTÉ DES SCIENCES, 4e série, t. IV 7



5 o B. POTIER.

Il est facile de vérifier le résultat suivant :

Des deux lignes de courbure d'une surface isothermique passant par un point de

cette surface, rune est « dextrorsurn » au sens de la connexion, l'autre est « sinis-

irorsum » au sens de la connexion.

) f l' : s' { --\En effet : pour l'une, ofi a : s l ~-) = - fJt, et pour l'autre : s' { --\ — a

comme as = fit, il s'ensuit que se' = — i. (Ou remarquera que la valeur de i —

.est la même, pour les deux lignes de courbure considérées, au point considéré.)

Nous pouvons comparer IV 10 et II a5.

Le résultat de cette comparaison est l'équation ;

IV 12 ) .V j - - £(*'-)• + - COS' 2 Cp == J ? jT - k (,'j .

5. — Nous pouvons poser, à propos des cercles généralisés de la connexion

induite le problème qne nous posions au chapitre II relativement aux géodésiques

conformes : existe-t-il, passant par un point M de X un cercle généralisé et une

asymptotique conforme ayant entre eux en M un contact de 3* ordre?

Nous sommes ramenés, comme au chapitre II, au problème d'algèbre suivant :

éliminer cp' et <&" entre les équations :

H = o ;

H ; = O ;

K — sin 2 cp cos acp = o.

On procéderait à cette élimination, comme il est indiqué au paragraphe 7 du

chapitre H. En posant / = tg<p, on obtiendrait l'équation :

IV i3 - fl" -h 3p/a t + (axp -f 3p/i -f \)Pt)f -f (^ -f 3?/a + 9(«, - ?,)) f

— (3(«/a » p/i ) 4- 9 (a, - ?,)) T - (a2 -f 3a/1 4- <)(% - ?,)) / 4 - (aap + 3a/a

La particularité intéressante de IV i3 est qu'à l'inverse de H 8, elle peut se

réduire à une identité (quand en M

(') Les mots « dextrorsum » et « sinistrorsum » ont ici un sens qui n'est pas le sens
habituel; par exemple, quand e3 est positif, la courbe traverse son cercle osculateur en
passant de la région « droite » à la région « gauche » de la sphère (le sens défini sur le
cercle osculateur étant « tangent » à celui défini sur la courbe).
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Donc, il peul exister : ou un nombre pair inférieur ou égal à 10 de couples cercle

généralisé-asymptotique conforme passant par M ayant la propriété indiquée, ou

une infinité de tels couples, ce dernier cas n'entraînant pas pour M la nécessité

d'être un ombilic.

6. — Remarquons qu'alors qu'il y a identité entre la notion de géodésique d'une

surface de l'espace ordinaire et la notion de « droite généralisée » au sens de

la connexion euclidienne induite sur cette surface, les géodésiques conformes ne

coïncident pas en général avec les « cercles généralisés » de la connexion conforme

induite sur la surface. Pour que cette coïncidence se produise, il faut et il suffit que

sin 20 cos 2© = o, c'est-à-dire que le cercle généralisé soit ligne de courbure, oit

bien coupe toutes les lignes de courbure sous un angle de 45 degrés.

Relevons également, entre les géométries euclidienne et conforme, les diffé-

rences suivantes :

a) La déformation isométrique euclidienne conserve la connexion induite, la

déformation isométrique conforme ne conserve pas cette connexion.

En effet, les invariants a, et jSt, qui entrent dans la définition des formes c^ de

la connexion induite, sont modifiés dans la déformation isométrique conforme

d'une surface isothermique.

b) La déformation isométrique euclidienne conserve les géodésiques.

La déformation isométrique conforme ne conserve ni les géodésiques confor-

mes, ni les cercles généralisés.

En effet, les équations différentielles de ces deux familles de courbes sont :

—~ -f- (a cos o -f ji sin 'f) 7 - | a 4 cos2 o -f (8â — *,) sin z cos <p

— H{ sin* © 4- sin 29 cos 23 = o

et :

cf 9 d v
—-j -f- (a cos 'f -f S sin <p)-j- -f- «8 cos* $ -f (B2 — zt) sin <p cos o — [̂  sin2 3 = o .
I/T ' aT

Dans ces équations, rien n'est modifié par la déformation conforme, sauf la

quantité (fi2 — a4); si une ligne F satisfait à une de ces équations sur une surface

isothermique S, la ligne homologue sur une déformée S' de S ne satisfera plus à

l'équation considérée. Il y a, toutefois, exception pour les lignes de courbure qui

seraient géodésiques conformes (donc cercles généralisés), qui restent géodésiques

conformes dans la déformation (pour ces lignes, la variation de 63 — aâ n'intervient

pas, car J3S — a4 est multiplié par sin a>. cos tp, qui est alors une quantité égale à o).



CHAPITRE V

Courbes, surfaces, courbes tracées sur une surface en géométrie

à connexion conforme à trois dimensions.

1. — Soit 8 un espace à connexion confoime à trois dimensions, dans lequel

est tracée une surface S. Nous supposons toujours 2 cinq fois différentiable. Nous

nous proposons d'attacher à S un repère intrinsèque, en chacun de ses points, en

suivant la méthode de M. Élie Gartan.

Nous procéderons, au fond, exactement comme au chapitre lei

Au point M de S le repère de l'espace à connexion conforme est AK(a = o, i,

2, 3, 4). On prend toujours un repère tel que Ào est un point analytique représen-

tant M et tel que (A,, A,) = o, (VtfA4)= - ~ , (\tf = i. (V 4 ) 2 ^o, ( A . A ^ o ,

( t , j = i, 2, 3).

N o u s a t t a c h e r o n s à £ en M la fami l l e de î e p è i e s ( \ 0 , A4 , A f , A 3 , A4) se d é d u i -

s a n t d e (A, , A , , A3, \ 4 ) p a r :

A4 = cos 6 Y( + sin 6 A2 4- p Ao ;

A, = — sin 6 At 4- cos 6 A2 4- v Ao ;

A t r= - (a8 4- \J" 4- va) Ao 4- — (|JL cos 6 — v sin 6) A, + — (JJ. sin 0 4- v cos 6) A8

\

Les équations :

Va dA, = o/Ap,

V 3 (/X = wîAf*.

définissent le déplacement infinitésimal des deux repères mobiles.

On exprime toujours les to[ en fonction de wj, J, 6, a, jx, v et des différentielles

de ces paramètres.

On fixe d'abord a comme au chapitre 1, paragraphe 2, de façon que la somme

des coefficients de OJJ dans a>* et de to* dans o>J soit nulle. Puis on fixe 6 pour que

le coefficient de côj dans ô>* soit opposé à celui de wj dans (7*.
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On fixe Ç pour que le coefficient de u>* dans <*>J soit + i> puis, on fixe X ei [/.

pour que ~* soit nulle.

Toutes ces opérations sont possibles, car elles se conduisent formellement

comme il a été indiqué au chapitre I.

Nous avons donc attaché à 2 un îepère intrinsèque, et les formules de son

déplacement infinitésimal sont :

K = < K ~ K - « <) A, + (% - â,,l) A, ;

Nous verrons qu'en général ci ne s'annule pas.

2. — Équations de structure :

Les équations IV 4 définissent la connexion conforme de l'espace dans le voisi-

nage infinitésimal de la surface S. Changeons le repère mobile de l'espace 8 de

façon que, pour les points de la surface, il coïncide avec le repère intrinsèque de

-celle-ci.

Nous allons écrire les équations de structure de M. Élie Gartan.

Supposons (cela ne restreint pas la généralité des raisonnements) que l'équation

de S soit z = o. Posons :

Les équations de structure de M. Gartan peuvent s'écrire :

La notation (a^)f signifie :

dJ(ù)-Uv(d).

<Juant à la signification du crochet de multiplication extérieure, elle est donnée par*:

Pour des renseignements détaillés sur les règles du calcul différentiel extérieur,

nous renvoyons le lecteur aux ouvrages classiques qui développent cette question
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Les quantités B ,̂1S constituent une partie des composantes R^t; («, j = i, 2, 3)

du tenseur de courbure et de torsion de l'espace à connexion conforme.

Posons, comme au chapitre I :

Et portons ces valeurs dans V 5

Nous obtenons :

Ce qui donne :

De même :

et :

0 = ( « : y = K « g + K «3+» R:,, K - : I + K - ««•>: <•>:—««a.

d'où :

V 8 ai + p i + I - . / r + aR; i t==o f

on a :

rô>' - (%)' - s (%)' - [&<] = K »:i+2H: « K -r •

Si </ô = ô/1 wj + a/a wj, "

il \ient :

De même, l'équation en (w )̂' donneiail

V ro w i - / - â l o + aiâRQ
1

u~2R

j dp = 3/no

donne :

V il - « / a + .Vi-r^Ri,1 + a|l



on a :

d'où
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/ 0\f r o 01 I r i 0] i r 2 oi t no r i 21 ,

V

On a également :

On en déduit que

V i3

D'autre paît :

« = «:

on déduit :

Et: ( o O ' - K ^ -

Ce qui conduit, après avoir posé :

„) R̂  J

à l'équation :

V i5 J +

Quand l'espace est normal^), les relations numérotées de V 6 à V i5 s'écrivent :

( 1 \ i 0 - 1 2 1 Ù û i X) 0 ,

(.0 ) — Q Cl) (.0 . j — ÛC ~~~ u — j£ -T" 2 11
0/ i i l 0 O j ' i/1 /2 | | 8 I 0 12'

V 16 a, f S, + i = o,

« = - 6,

;ft = a,

5 = o ;

i - *s,2 = 2 («,p - p,a) + m

(*) Dans le cas tridimensionnel, cela veut dire que seules les composantes RJy , RJU,
RSy , sont non nulles.
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EQ se bornant au cas où g est noimal, on obtient, pour la courbure de S consi-

dérée comme espace à connexion conforme à deux dimensions, le tenseur R" )t dont

les composants sont immédiatement donnés par les équations de structure précé-

demment écrites :

V , 7

En particulier, si g est l'espace conforme, on a :

3 . — Lignes de courbure : On sait que l'on peut prendre pour définition d'une

ligne de courbure d'une surface de l'espace conforme ordinaire la propriété sui-

vante . en chaque point d'une telle ligne, il existe une certaine sphère, tangente à la

surface, dont le cercle caractéristique se réduise à un point (le point coosidéré).

Nous étendrons cette définition au cas de l'espace à connexion conforme. Lâ

sphère considéiée sera une sphère S = V3 + aA0.

iNous aurons :

dS = A, + da Ao + ad A, = K° + da + ao,°o) A,

f (au,; - («coj - o,;))A, + (aco: - « - ««0) Af.

Le cercle caractéristique est défini par les sphères S et dS. Pour que ce cercle

se réduise à un point, il faut et il suffit que les sphères S et dS se coupent selon

un angle nul (soient tangentes).

Pour cela, on écrit :

Or (dS, A3) = o, (S)2 = i ; il faut donc que (dS)2 = o.

Ce qui implique que :

V 18
% — aiûl

Q+(ûl = o,
ou

= o.

Donc :

a2 — i -f- a" = o, ou V 19 as = r — .
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Si |à| < 1, le choix d'un a est possible de deux manières, ce qui définit, en un

point de la surface, deux directions. Les lignes constamment tangentes à ces direc-

tions sont les lignes de courbure de 2 . On voit que, par un point, il peut passer

deux lignes de courbure tangentes ou non entre elles, ou bien aucune ligne de

courbure. On peut même imaginer une surface ayant uniquement des lignes de

courbure doubles (si |ô| = 1 partout).

Nous avons vu que â = RjJls. â dépend des propriétés de l'espace au point que

l'on considère, mais aussi du repère choisi en ce point, qui dépend lui-même de S.

Soit un point P : il peut exister deux surfaces passant par P, tangentes entre elles

en ce point, l'une telle que par P passent deux lignes de courbure, et l'autre telle

que par P il ne passe pas de ligne de courbure.

Calculons les angles <p attachés aux lignes de courbure passant par P (angles

<p faits par ces courbes avec la direction wj = o).

Nous avons :

1g ? = - ? = •
i - h *

D'OÙ:

ou :

2 _ 2 tg 'f
= sin 2 s

L'angle que font entre elles les lignes de courbure passant par un point n'est -

que si â = o (cet angle est - — arc sin a).

Nous voyons que l'angle des lignes de courbure d'une surface S en un point est

lié à la torsion de l'espace (et au repère intrinsèque de S).

4. — Courbes tracées sur les surfaces en géométrie à connexion conforme.

La définition du repère intrinsèque attaché à une courbe F, dans l'espace à con-

nexion conforme, ne présente aucune espèce de difficulté, puisque les propriétés

d'une telle courbe sont définies par l'intermédiaire de son développement sur l'es-

pace conforme tangent. Les formules d~Xv = p[^ définissant le déplacement infi-

nitésimal de ce repère sont toujours de la forme I 8.

Rappelons, pour mémoire, le système II i permettant de passer du repère de la
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surface S au repère de la courbe V tracée sur S, et le système II 3 exprimant la

forme particulière du tableau des p\ :

II i

113

Af = co> 9 Aj H- s in 9 \ . 4- A Ad;

Aa = — c o s 6(s in a. A1 — cos s Aa) — sin ÔA4 -f {JLA6;

A, = — sin 6(s in 9 A, — cos 9 A.) 4- co> ôA4 -f v At<;

coefficient de A dans l'expression de A : - — i —
4*

>: — o ; p ; = o ; pl = o ; />» = = o; ^ =

Nous allons procéder comme au chapitre £11 : nous exprimerons successivement

les conditions II 3, en tenant compte de II i, du système déduit de II i en diffé-

rentiant membre à membre ses équations, et de IV 4. La présence du terme de

torsion : à dans les équations IV 4 modifiera évidemment nos résultats.

a) p p * ™ o . Cette, double condition s'exprime exactement comme au

= o. paragraphe 2 du chapitre II. Elle conduit à :

114 M- = — sin 6 cos 2 ce 4- cos 6 -—,
dx
ofcp

H 5 v = 4- cos O cos 2 cp 4- sin 6 ~

(en posant, comme d'habitude : w* = ch cos cp ; u)2
0 = ch sin cp).

b) (>*== 0. Cette condi t ion ent ra îne , c o m m e au chapi t re II :

11 6 flfv 4- vc>° 4- cos Do" 4- sin 0(co» 90^ — sin cpo»̂ ) = — ppl.

II 6 transformée donne une équation qui correspond à II 8 :

V 20 sin 0 —^-—2 co> ô sin 2 cp -~- 4- j si 11 6 j - 4 - co> 6 cos 2 cp j (x cos 'f 4- p sin 9)

4- cos O(fH cos cp 4- n sin cp) -— sin û j — y.% co>2 9 4- (a, — |is) sin 9 cos cp 4- (̂  sin2 cp j

i p ; do i / c/9
= — r r + T" cos ° - r ~ s i n fJ cos
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c) pi = + pj . On obtient l'équation suivante, réplique de II 11.

d*9 ds / d s \
V 21 cos G-r— -f 2 sin 6 sm 2 s~~* -f *sm § co^ 2 3 4-^os 0 - 1 (a cos s -f 8 sin *)

a f ' di \ ' dx/ '

— sin 8(7/i cos s -f /i sin 3) — co> 6(— at cos* y 4- (a4 — fij sm y cos -f -h ̂  siu3

d) p̂ ^== 0. Cette condition entraîne toujours :

11 »2 dl 4- ïw° = K>v,

qpi jointe à Ç = <ri donne :

II 14 À = ~ 4- » cos <p -f 8 sin o.

Le Calcul de pi effectué de deux manières va faire apparaître la différence essen-
tielle entre le cas de l'espace à connexion conforme doué de torsion et celui de l'es-
pace conforme.

En effet, on a :

£ = -*!'
dx dx'

D'autre part :

Pi = (Â. d\\
Calculons les coefficients des leimes en A,, \,, \3, A4 de dA3 :

te rme en A, d (— cos 6 sin *) 4- p-^i 4- sin ô(o>* — öwj);

terme en \ d(cos G cos *) 4- JJLWJ — sio 6 (<oj — àwj) ;

terme en A, d (— sin G) — cos G sin cp (w* — àwj) — cos G cos îp(wj — ö o j ) ,

terme en A4 ! o.

On obtient :

(A,.dÂ t) = — sin G sin <p [d(—cos G sin (p)-hjj.o>* + sin 6((o*-~a(o*)]

4-sin G cos v fd(cos G cos y) 4- awj—siaG(wJ—- âw*)]

4- cosG[d(—sinG) —cosG sin cp (ca* — ât%) — cos G cos <p(o>J - àw*) ] .

En transformant cette expression, on obtient finalement :

( \ 3 d Â j = — dO — (sin a^ — G)CZX,
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formule qui conduit aux deux équations :

V _ _) — a — s i n 2 s . .

/ld7 = rf7 + ( s i n ^ - S ) -

En vertu de V 22, V 20 et V 21 peuvent s'éciire :

V 2!\ sin G -7-7 4- (a cos 9 + fi sin 9) •—- -f a, co>* i> -|-(BS— oc4) sin 9 ros 9

— fij sin8 9 f cos 2 cp(siu 2 9 — a )
1 - d$

—cos Ô (3 sin 2v — a) ~ — [cos 2 <p (x cos

-h p sin 9) -h m cos sp -f /ï sin o] j = 0 .

V 26 cos fi — . -f (oc cos cp 4- p sin <p) —i- -f * t cos* 3* -f ((*, — «",) sin s cos a>

— p4 sin8 9 + cos 2 -f (sin 2© —a) > 4- sin 6 (3 sin 2 9 — a) - ~ — [cos 2 %> (a cos

4- \i sin 9) 4- m cos ? 4- n sin 9)] = ± 5^.

Les quantités H et K du chapitre II deviennent :

H = 4- (3 MU -f — a) - ~ — [cos 2 «p(a cos cp -+- p sîn 9) 4- m cos 9 4-1 sin 9} ;

V 26 K = -r-|- 4- (x cos 9 4- p sin 9) -—- 4- as cos8 9 4- (ps — «,) sin 9 cos 9

— ^ sin2 9 4-cos 29(sin 29 — a).

Rien n'est changé en ce qui concerne la courbure conforme. Celle-ci est toujours

donnée par la formule II 25 :

II 2D

\ <s\-, — /
(h

<jl)*=(asin9 — PCO89)—L — a/i cos" 9 —(a/2 4- fi/1) sin 9 cos 9

(aco&9 4-psiu 9)*— [a4 co»2 9 i-(«t4- Pt)sin 9 cos 9 4-fi/2 cos19]

4- - - 7 - 4- - cos2 2 cp.
W / / 2
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Connexion induite : L'étude des courbes de S au point de vue de la connexion

induite sur S conduirait exactement aux formules du chapitre IV.

Tirons quelques conclusions géométriques de la formule V 23.

Pour toutes les lignes tangentes en un point aux lignes de courbure de S (au

sens du paragraphe 3 du présent chapitre) la torsion est donnée par :

Ô'T
h = —-, A étant une fonction de 6.

A

Nous avions bien une formule analogue dans le cas de l'espace conforme, ce qui

est une justification supplémentaire de notre extension de la notion de lignes de

courbure.

Remarquons en outre que c'est la torsion de l'espace qui intervient (par sa

composante RjJlt) dans la formule donnant la torsion conforme d'une courbe de S

en un point.
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