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THESE

SUR LA CONVERGENCE

DES

SÉRIES DE POLYNOMES DE LA FORME
ET

SUR CERTAINES SUITES DE POLYNOMES

PAR M. HUBERT DELANGE,

Agrégé de l'Université,
Pensionnaire de Ja Fondation Thiers.

INTRODUCTION.

Dans l'étude de la représentation des fonctions d'une variable
complexe par des séries de polynômes, on est amené à associer à un
domaine donné, par différents procédés, des suites de polynômes
Pi(-z), Pa(s), . • -, P/>U)> • . . telles que toute fonction hoiomorphe
dans le domaine considéré y soit représentable par une série de la
forme 2rt„Pft(^). Le cas le plus simple est celui des séries de Taylor,
où les polynômes de base sont : i, z9 z~, . . ., zn

9 . . . .
Ici nous considérons u ne suite de polynômes P,j (-), P2 (*),... ,P / t^),. . .

donnée arbitrairement et nous nous proposons d'étudier la conver-
gence des séries delà formel , , P/t< ̂ ). Dans le cas général les résultats
peuvent être compliqués. Le présent travail estjustementconsacréaux
cas qui donnent lieu à des résultats simples.

Dans une première Partie nous supposons que les polvnomes de
base soient de degré égal à leur indice et aient tous leurs zéros à
l'intérieur d'une courbe fermée G indépendante de cet indice. Si Ton
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appelle A„ le coefficient de zn dans P,, (s), lorsque la plus grande limite
de y/\atlAtt\ est inférieure à l'inverse du diamètre d'un cercle conte-
nant la courbe C, il existe une courbe continue fermée F à l'intérieur
de laquelle la série proposée et les séries dérivées convergent unifor-
mément, tandis qu'elles divergent à l'extérieur. Lorsque les coeffi-
cients an varient en restant assujettis à la limitation indiquée, on peut
obtenir une grande variété de courbes de convergence. Pour que Ton
ait seulement une famille de courbes représentable par une équation
de la forme F (a?, y^ = const., il faut et il suffit que la suite des poly-
nômes de base, une fois le coefficient de zn ramene à l'unité dans
chaque polynôme, satisfasse à une condition de régularité semblable
à celle qui intervient dans la théorie de l'interpolation : la racine ziwmp

du module du nieme polynôme doit avoir une limite pour n infini,
lorsque le point z est extérieur à la courbe C. D'ailleurs, si Ton prend
la racine /zieme du polynôme lui-même au lieu de celle de son module, et
si l'on choisit convenablement la détermination de cette racine, on a
encore une limite dans les mêmes conditions.

Dans le cas où tous les zéros des polynômes de base sont sur un
segment de droite, la condition précédente est équivalente à une autre
condition concernant la distribution des zéros, qui exprime une cer-
taine régularité de cette distribution : si chaque zéro est supposé

pourvu d'une masse -» la fonction de masse ainsi obtenue doit avoir

une limite pour n infini. Cette condition remplie, les courbes de
convergence sont des courbes équipotentielles relatives à cette fonc-
tion de masse limite.

La seconde Partie a pour but de généraliser ce résultat. Nous
laissons aux zéros des polynômes de la suite la liberté d'être répartis
dans tout le plan et nous assujettissons seulement le degré de Pn(

s) à
ne pas croitre plus rapidement que n. Nous disons que la distribution
des zéros des polynômes de la suite est régulière si la fonction de
masse définie plus haut a une limite pour n infini, et nous faisons une

étude précise du comportement de \j | P7l(s) |, ou de - log | P„(s)|, dans
le cas où cette condition est satisfaite. Le résultat fondamental est le
suivant :

Si les zéros des polynômes Pn(s) ont une distribution régulière, on
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peut trouver une suite de nombres a,(, et une fonction réelle
telles que, pour toute suite partielle P,u(^)> on ait

lim — log
tik &

sauf au plus sur un ensemble qui peut, quels que soient les nombres
positifs a et £, être recouvert par des cercles pour lesquels la somme
des puissances alOilltA des rayons ne dépasse pas £.

La fonction <£(^), déterminée à une constante pres, peut être définie
par une intégrale de Stieltjes formée à l'aide de la fonction limite des
fonctions de masse déjà considérées, et à laquelle on peut donner des
formes variables suivant les cas particuliers.

En dehors de l'ensemble dérivé de l'ensemble des zéros des poly-

nômes Pfl(z), il y a convergence de -log •• n "' vers 3>(-s).
On déduit de là que les domaines de convergence des séries de la

forme IiaélPa(z) dépendent encore d'un seul paramètre, à moins que
l'on ne se trouve dans certains cas exceptionnels. Us sont définis par
une inégalité portant sur la fonction <ï>(z).

Le théorème précédent admet une réciproque : si l'on peut trouver
une suite de nombres afl et une fonction réelle <fr(s) telles que, pour
toute suite partielle P/n(z), on ait presque partout

lim log

la distribution des zéros des polynômes de la suite P«(^) est régulière.
La connaissance de <&(-) permet de préciser cette distribution.

Ceci permet d'étudier la distribution des zéros de certaines suites
de polynômes, par exemple les polynômes-sections d'une série de
Taylor, les polynômes définis par une relation de récurrence de
Poincaré, certains polynômes définie à l'aide d'une fonction généra-
trice, etc.

Enfin, si l'ensemble dérivé de l'ensemble des zéros des polynômes
P7l(j) est de mesure nulle, la régularité de la distribution de ces zéros
entraîne la même régularité pour les zéros de la suite dérivée, pourvu
qu'il n'existe dans le plan aucun domaine où la fonction 4>(s) soit
constante.
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PREMIÈRE PARTIE.

1. — Domaine de convergence de certaines catégories
de séries de polynômes.

Soit Pi (-5), Pa(-s), . • •> Pft(-s)» • • • une suite donnée de polynômes
en z, dans laquelle chaque polynôme est de degré égal à son indice.
Nous supposons que l'ensemble & des zéros de ces polynômes est
borné et nous appelons C une courbe fermée contenant & à son inté-
rieur. Nous appellerons d'autre part Àn le coefficient de zn dans P,,(V),
et a(,/0, a(

2'
1}, . . ., a*,"' les zéros de Prt(^), et nous poserons

l l n ^ J — [*> &\ J l *- — « 2 J ' ' 4 ^ an b

de sorte que

Nous nous proposons d'étudier les domaines de convergence des
séries de la forme

Nous allons montrer que, si \\my/\anÂn\ est inférieur à une borne
qui ne dépend que du contour C, la série proposée et les séries dérivées
convergent à Vintérieur d'une courbe continue fermée T entourant C et
divergent à Vextérieur, sans que l'on puisse rien dire de la conver-
gence sur la courbe elle-même. La convergence est uniforme dans toute
région (* ) entièrement intérieure à F.

0 ) On appellera région Pensemble formé par la réunion <PUP « domaine » et de sa
rontière.



D'après la règle de Cauchy la série converge si lim '^| anPn(z)\ < r
et diverge si lim yj \ anPn(z) | > i. 11 revient au même de dire qu'il y a
convergence si lim - log | an¥n(z)\<^ o et qu'il y a divergence si

lim-log anPn(z)' >> o. Posons

ua(z)= -

de sorte que

Soit C' une courbe fermée entourant C de sorte que la distance de
G' à C soit o positif. Dans ces conditions, si z et z' sont tous les deux
extérieurs à C', on aura

( O }Vn(z')-l)n(z)\<

On a en effet en général, par le théorème des accroissements finis,

pétant compris entre J; et a-'. Ici, comme j ^ — a{/°| ^> o et \zf— a,'0] > o ,
on en déduit

d'où par addition, en faisant successivement k — i , 2, . . . , « , l'iné-
galité indiquée.

Supposons d'autre part que C soit intérieure à un cercle yft de
centre z0 et de rayon r0. Si ?*'^>r^>r0 on a

(a) UB(50-h /''fi'0) ^ UB(z0-h re*) > 4 ^ '

Cette dernière inégalité s'obtient aisément en appliquant le théo-
rème des accroissements finis aux fonctions —logJ£o+ r<?'6—ac/°| et
additionnant.
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Enfin en posant \z — z0 j = r on a, pour r > r0,

d'où par addition

(3) J o g ( r - r f i ) < l T „ ( c ) < ] o g ( / H o ) .

Il est clair que les fonctions un(z) satisfont aussi aux inégalités ( i )

et ( 2 ) : la première montre que la fonction u(z) = lim utl(z ) est con-

t inue à l 'extér ieur de C ( 1 ) , la seconde que, pour Ö constant et r > r u ,

u(zQ-\-?*elb) est une fonction croissante de r ; plus précisément on peut

affirmer que, pour ?f^> ?*^>ri)y

/ 2 / \ afz ^ rt e i ï \ M ( c _^_ r e ' 6 ) > - — •

Quant aux inégalités (3), elles donnent

— i — i
( 4 ) l o g (7' — r , , ) -H H m - l o g I a „ A r t K u{z) <; î o g ( r - h r 0 ) -t- l i m - l o g | « f l A „ | .

/? /?

Posons alors lim \/| #«A„| = A et supposons A<^—7, de sorte

que l —rQ ^>r0. Les inégalités (4) montrent que l'on a

= . —/0u(z)<Lo p o u r / = .

et
u(z)<îo p o u r r : = ^ n - / t

0 .

Il résulte de là que, pour chaque valeur de 6, il existe une valeur de r
et une seule supérieure à r0 pour laquelle w(^0 + rt?'°) = o. Soit/(ô)
cette valeur; on a

et de plus, u(zo-\- reL(i) étant une fonction continue de r et G croissante
par rapport à /•, /(Ö) est une fonction continue de 6.

C1) On peut môme remarquer qne u(z) est sous-harmonique.



Quand 0 varie» le point zQ-\-f($)etn décrit une courbe continue
fermée F entourant y0 et comprise entre les cercles de centre s0 et de

rayons respectifs ^ — r0 et l -h r0. A l'extérieur de F on a M(S) ^> o, et

entre F et y0 on a « ( J ) < O . Par suite, la série 2flHP,è(-s) e^ diver-
gente à Vextérieur de F e£ convergente entre F e£ y0. Notre raisonnement
n'indique rien sur la convergence dans yOÎ mais nous allons montrer
qu*il y a convergence uniforme dans toute région (D) intérieure à la
courbe F.

Soit en effet Ti la courbe définie comme lieu du point

F̂  est entièrement extérieure k y0
 et> si £ est assez petit, elle con-

tiendra à son intérieur la région D donnée. En faisant r' = / ( 6 ) ,
r = / ( 6 ) — e, l'inégalité (2;) donne

Par suite, la fonction «(s) a sur F1 un maximum négatif —TJ. De
plus il résulte de l'égale continuité des fonctions un(z) sur f\ que Ton
peut trouver un entier N tel que l'inégalité n>N entraîne pour tout
point z de l\

c'est-à-dire

La série S^P^O) est donc uniformément convergente sur F< et par
suite à son intérieur, et en particulier dans D.

Il en résulte d'ailleurs que la série dérivée SanP'ft(-s) converge aussi
à l'intérieur de F. Mais cette série est du même type que la série
SartPfl(5), car tous les zéros de P';i(-) sont intérieurs au plus petit
domaine convexe entourant le contour C; domaine lui aussi évidem-
ment intérieur au cercle y0. Si l'on voulait refaire sur la nouvelle
série la même théorie que sur la précédente, l'expression a„A„ devrait
être remplacée par ( n + i)an+i Aw+1. Mais

^\(n-)ri)an+1An+i\ = l im



À étant supposé inférieur k —> on peut affirmer l'existence d'une

courbe continue fermée F' entourant ô» rencontrée en un seul point
par toute demi-droite issue du point J 0 , et telle que la série converge
uniformément dans tout domaine entièrement intérieur à F' et diverge
à l'extérieur de F'.

Puisque la série I.a)fV/f(z) converge à l'intérieur de F, aucun point
intérieur à F ne peut (Hre extérieur à F7. De même aucun point inté-
rieur à F' ne peut être extérieur à F. fin effet, si z est intérieur à F', la
série ZanJ?'n(z) est uniformément convergente sur le segment zoz
entièrement intérieur à F' et, par intégration, on en déduit la conver-
gence de Y.an[VlL(z ) — Prt(s0)] et par suite de HanVn{z).

Si donc une demi-droite issue de s0 coupe les courbes F et F' res-
pectivement aux points s, et u3, ces points sont nécessairement
confondus; sinon, le milieu du segment z{z2, par exemple, serait
intérieur à une des courbes et extérieur à l'autre. Les courbes F etT'
sont donc confondues.

Un autre raisonnement que Ton aurait pu faire est le suivant :
on a

P'„(-->_

Les points a}"' étant tous intérieurs au cercle y0 de centre z0 et de
rayon /•„, les points a'/" — s sont intérieurs au cercle y, déduit de
celui-ci par la translation — z. Si s est supposé extérieur à Y,(> l'ori-
gine est extérieure à y, et les points - ^ — - sont intérieurs au cercle

transformé de y< par la transformation Z = -• Ce dernier cercle est un

cercle de centre z'a et de rayon r'o tels que r'a< | z\ j . On a donc

d'où, par addition,

d'où

« n - i i -

I

«r-
P'*(s
P»(3

' 1 <~̂

- z "°

) °

P«(O <

: ' • '„>

— nz0 < ,
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II en'résulte immédiatement qu'à l'extérieur de y0 on a

Par suite, la série ZanV'n(z) diverge à l'extérieur de F et converge
entre F et y0. Le premier point nous suffit d'ailleurs puisque l'on
savait déjà qu'il y a convergence dans F.

Remarquons d'autre part qu'en répétant l'un des deux raisonne-
ments qui précèdent, on verrait que toutes les séries dérivées de
Iian¥tL(z) convergent uniformément à l'intérieur de F et divergent à
l'extérieur.

II. — Condition de réduction pour la famille des courbes F.

A chaque série ZanPfl(z) pour laquelle on a l'inégalité

correspond une courbe F à l'intérieur de laquelle elle est convergente
tandis qu'elle diverge à l'extérieur. A priori, rien n'indique que,
lorsque les coefficients atl varient en restant assujettis à la condition
précédente, la famille des courbes F obtenues doive être simple.

A titre d'exemple considérons la suite de polynômes P,A(s) définie
de la façon suivante :p étant la racine carrée à une unité près par
défaut de n, et q étant le reste, prenons

On voit immédiatement que l'ensemble & est situé sur le segment
(— i, -+- i). La série SaftPn(s) admet donc une courbe de convergence

pourvu que A = litn '\j | an\ < 7? car on peut prendre pour y0 le cercle

| z | = 1 + a, a étant positif mais aussi petit que Ton veut.
Cela étant, soit f (ce) une fonction positive définie sur un ensemble A

situé sur le segment (— i, + 1 ) . Prenons an=o si aucun point de A

ne satisfait à ^n<cc<^n-i -^— > et a„='-^p m étant le minimum

THÈSE H. DEL ANGE. 2
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de f{oo) pour les points de A satisfaisant à ces inégalités, dans le cas

contraire. Pour assurer la condition X < - il suffit d'ailleurs de
prendre / ( a ? ) > 2 . Mais, que Ton ait ou non / ( a ? ) > 2 ? la série
LanPH(z) est convergente à l'intérieur du domaine û formé des points
communs à tous les cercles \z — x \ ^ f { x ) et divergente à L'extérieur.

En effet, si z est intérieur à ce domaine, et si a est un nombre positif
assez petit, le cercle de centre z et de rayon a est entièrement consti-
tué de points intérieurs; autrement dit on a

Le minimum de \z— x\ dans l'intervalle K/M L + ; — - — \ est supé-

rieur à z — *(7J » et par suite k\z — *C| — -dès que n dépasse

une certaine valeur. On en déduit que an ou bien est nul, ou bien

est réel positif et plus petit que ^ =n^ a u ^ u e ' c a s

[ f J

d étant le plus grand des nombres \z — 11 et \z H-i|. La série EanY*n(z)
est donc convergente.

Si au contraires est extérieur au domaine Q considéré, c'est qu'il
existe sur le segment(— i, + i)un point xQ tel que /(a?0) <C \z—#o |.
Or il existe une suite indéfinie de valeurs de n pour lesquelles œ^

est compris dans l'intervalle fermé \tn9 £,H —V Pour ces valeurs

w</(3fo)< \z — cc0 j et \z — Ci| tend vers \z — ccQ |, de sorte qu'à partir

d'un certain moment v/|û f tP«(s)|= 'ft est supérieur à i ; par
suite la série LanPn(z) diverge.

Si Ton prend pour A les points —i et + 1 avec ƒ ( — I ) = Ö et
/ ( H - I ) — b9 il se composera de la partie commune aux deux cercles



— 11 —

|s 4- i j<o, \z — 1j<6. On peut aussi prendre d'autres centres sur le
segment (— i, + i), ou bien prendre plus de deux cercles.

Si Ton prend f{x) — \jhx1-\- k, avec h^> i et o < k<h(h— i ), sur
tout le segment (— i, + i ) , on obtient l'intérieur de l'ellipse

Si, avec la même formule, on a A>//(// — i), ù sera limité par
une courbe formée de deux arcs de l'ellipse donnée par l'équation
précédente se raccordant avec deux arcs de cercle de centres —T
et -+- i.

En prenant f(x) = \Jhx2 + k + Ion aurait des domaines limités par
des courbes parallèles aux précédenfes.

Dans chaque cas on pourra choisir les paramètres de façon que

On pourrait multiplier les exemples en prenant des fonctions
plus compliquées. On aperçoit donc sur cette suite particulière de
polynômes toute la variété que peuvent présenter les courbes F
lorsque les coefficients afi varient en restant assujettis à la condition

lim \f\ anAti\ <^ -^-

Nous allons montrer que, pour que Vensemble de toutes ces courbes se
réduise à une seule famille adéquation F(a?, y) = const., il faut et il

suffit que la suite des f onctions U,,^) = -log|II„(:;)|, ou, ce qui revient

au même y celle des f onctions \j \Tln{z)\, soit convergente à V extérieur
deC.

D'abord la condition est suffisante car, si Uft(-s) converge vers
U(s), on a évidemment

de sorte que F a pour équation

U(r)=-log).

Les inégalités (3) entraînent



II en résulte que, lorsque A varie de —- à o, il se trouve une

courbeF passant par chaque point extérieur au cercle de centre z0 et de
rayon 3/*0, car si r^> 3?\ on a

U( Z) > \0g2lQ.

Nous allons montrer que non seulement la condition indiquée est
nécessaire, mais même une condition plus précise : la fonction \fHn(js)
admet n déterminations uniformes à l'extérieur de C; Tune d'elles est
équivalente à z au voisinage de l'infini; nous conviendrons que c'est
celle-là que représente le symbole s/Hit(z). // faut que cette détermi-
nation soit convergente à l'extérieur de G.

Soit en effet zx un point intérieur au contour C et posons

Considérons la fonction Vn(s) définie à l'extérieur de C par

où chaque logarithme est pris avec la détermination nulle à Tinfini.
On voit que

et

la notation (K [ ] désignant la partie réelle de la quantité entre
crochets.

Les fonctions Vn(-s) sont régulières à l'extérieur de C, point à l'infini
compris, et nulles à l'infini. De plus leur ensemble forme une famille
normale à l'extérieur de C, car elles sont bornées à l'extérieur de toute
courbe C' entourant C sans la toucher. Posons en effet

C1) Nous avons introduit un nouveau point zu parce que zQ n'est pas nécessairement
intérieur à C.



de sorte que

Quand z décrit l'extérieur de C', z' décrit l'intérieur de la trans-
formée de C', c'est-à-dire d'une courbe G" intérieure à la transformée
de C. La fonction des deux variables a et zf :

logfi (y — ZÎ)Z!] (nulle pour z'=o)

est régulière quand a est intérieur à C ou sur C et zf intérieur à (7' ou
bur C". Elle est donc bornée en module dans ce domaine par un nombre
positif M. On en déduit immédiatement que pour z extérieur à G'
on a

Supposons donc que la suite Vn(s) ne soit pas convergente. On
pourrait alors en extraire deux suites partielles VH,(z) et Y/t> (z) conver-
geant respectivement vers deux fonctions différentes Vf1) (3) et V(2)(V).
La différence V(1)(^) — Y{-](z) ne serait d'ailleurs pas constante puis-
qu'elle est nulle à l'infini. Nous pourrions alors définir deux séries
HanVn(z) de lafaçon suivante : pour la première

an— o pour n p± nk et | ank = nk (avec / < );
! A I \ 2 ro /2 r L ,

pour la seconde

-Van~o pour n^ztn\ et | an'i \ = y r (avec

II est clair que les fonctions «(-s) relatives à ces deux séries seraient
respectivement

et

ce qui donnerait deux familles de courbes F :

Par tout point extérieur au cercle de centre s0 et de rayon 3r0 il
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passerait une courbe de chaque famille. Mais il est impossible qu'une
courbe de la première famille coïncide avec une courbe de la deuxième.
En effet,dans ce cas la fonction ól[Vlil(z) — V(2)(;s)] harmonique et
régulière à l'extérieur de C, point à l'infini compris, devrait être
constante sur la courbe commune et par suite partout, ce qui devrait
entraîner la constance de VM)(s) — V (2)(s).

Les courbes r relatives à toutes les séries 2a;èP,4(s) assujetties à la

condition lim y/ ] ankn\ < ^—ne peuvent donc se réduire à une famille

unique d'équation F(a?, j ) = const. sans que la suite Vrt(s) soit

convergente, et par suite aussi la suite 's/îla(z).

Remarques. — 1. La condition précédente étant supposée satisfaite,
la fonction V(-s) limite de V„(^) est régulière à l'extérieur de C, point
à l'infini compris, et il en est de même de eMs)\ la limite de \fUn(s),
qui vaut évidemment <p(V) ==(? — z^ey[z\ est donc holomorphe à l'exté-
rieur de G mais admet comme pôle le point à F infini, au voisinage duquel
elle a un développement de la forme

La fonction Va(s) est, elle, convergente à Vextérieur de C vers

= logp -h fonction harmonique régulière à l'extérieur de C?

point à l'infini compris_, et nulle à l'infini.

Si les zéros des polynômes P,t(-s) sont non seulement intérieurs à
la courbe fermée C mais intérieurs chacun à l'une au moins des
courbes fermées C,, C2? . . ., C/t, elles-mêmes intérieures à C, le pro-
longement à l'intérieur de C de la détermination que nous avons

choisie pour \/lln(z) n'est plus uniforme à l'extérieur de C,, C2 ,C,,;
mais, si Ton entoure chaque courbe CA d'une courbe CK qui ne la
touche pas, les fonctions harmoniques Un (s) sont également conti-
nues à l'extérieur des courbes C',, C , . . ., C'̂  (on le voit exactement
comme on Ta vu pour une courbe C; entourant G). Elles forment donc
une famille normale dans tout domaine borné extérieur à ces courbes
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et par suite elles convergent encore dans la région comprise entre G
et G,, G2, .. ., G,, vers une fonction qui est Je prolongement de U(s)
dans cette région. Le logarithme des différentes déterminations de
\/Tlt§(3) ayant pour partie réelle Urt(s), le prolongement par un chemin
déterminé de la détermination que nous avons choisie à l'extérieur
de C est encore convergent dans la même région vers le prolongement
de 9(5). Mais cette fonction n'est pas uniforme.

Prenons par exemple

Ptt(z) = [(z — Ï ) / ' — rf[ co&> pQ]{(z + 1)/ '— rf\ sin/ ' /?0] p o u r n = zp,

et

Pn(z) = [(5 — I ) / M - I _ /V>+iCOs/^ (yj -hi) 9J [(S -+-1)/'— r£ sin/'pÔ | pour /i = 2/> + 1 ,

6 étant un arc incommensurable avec 71, et ?\-\-?\ étant inférieur à 2.
L'ensemble <© est alors contenu dans les cercles \z— ï | ^ r i e^
\z-+-i\<r2i que nous appellerons G, et C2. On voit immédiatement
qu'à l'extérieur de G, et C2 la fonction U„(*) tend vers

A l'extérieur d'une courbe fermée C entourant G, et C2 on peut choisir
la détermination de '\fPn(z) équivalente à z pour5 infini : elle converge
vers la détermination de yV2 — 1 équivalente à z pour z infini. Si l'on
prolonge la détermination choisie à travers C, le prolongement a une
limite qui est le prolongement de la détermination de sjz1 — 1 que Ton
vient de définir.

2. Les fonctions \Jn(s) formant une famille normale dans tout
domaine borné extérieur à G ou aux courbes C,, G2, . . ., Cp qui con-
tiennent tous les zéros des ¥n(z), leur convergence vers U{z) y est
uniforme. D'ailleurs la convergence dans une aire, si petite soit-elle,
extérieure à C entraine la convergence partout à l'extérieur de G.

Pour la même raison la convergence de V7l(^) est uniforme dans
tout domaine borné entièrement extérieur à C et Ton en déduit qu'il
en est de même de la convergence de \Jnn(z) vers 9(5). On a en effet
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Si R et A désignent les maxima respectifs de ,s —s , | et
dans le domaine considéré, dès que n est assez grand pour que l'iné-
galité j Vre(s) — V(s) ! < £ y soit satisfaite, on a dans ce domaine

et le second membre peut Ptre rendu aussi petit que Ton veut en
prenant t assez petit.

3. Même si Ton n'a pas A <̂  ~y comme nous le supposions précé-

demment, la série ^LanVn(s) est convergente à l'intérieur de la courbe F>
d'équation

u j = - Jog) ou i V ( c ^ l " \

et divergente à l'extérieur pourvu seulement que cette courbe soit
extérieure à C, ou aux courbes C4, C2, , . ., Ĉ  qui contiennent tous les
zéros de P,,(-s\ s'il en existe, auquel cas elle peut se composer de
plusieurs arcs fermés.

En effet U(s) tend vers + x à l'infini et admet par suite dans le
domaine extérieur à F> un minimum qui ne peut être atteint que sur
cette courbe. On a donc à l'extérieur de F,

U(r) > — logA ou u(z)z=z U(z) -h ]ogÂ > o.

D'autre part à l'intérieur de F, chaque fonction \Jtl(s) est inférieure
à son maximum sur F,. Comme sur F) Un(s) converge uniformément
vers — logX, on a à la limite en tout point intérieur à F, et où Urt(s)
tend vers U(s)

Donc, dans le domaine compris entre F, et une courbe C' intérieure
à celle-ci mais entourante, ou des courbes C',, C,, . . ., C'^-entourant
CM C2, . . ., Cf}, la fonction harmonique U(s) a pour maximum —log A,
maximum qu'elle ne peut atteindre que sur Fy puisqu'elle n'est pa&
constante. Par suite sur toute courbe intérieure àF /? mais aussi voisine
d'elle que Ton voudra, u(z) = U(r) + logA aura un maximum négatif
— Y], et Ton démontrera comme au Chapitre I que la série 2tfttPn(;s)
est uniformément convergente à son intérieur.
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Si l'on reprend l'exemple donné plus haut à propos de la Remarque 1,

on voit que r0 doit être au moins égal à H—1 -• Mais en fait, si

Ton suppose /•, ̂ >/\, par exemple, il suffit que Ton ait

\im'\f\an\ = /

pour que la courbe F, soit extérieure aux cercles C, et C2 et par suite
pour que la série ZanPn(s) soit uniformément convergente à l'intérieur

de cette courbe et divergente à l'extérieur. Or - est supérieur

i

La courbe F; se composera d'un seul arc fermé si A < i et de deux
arcs entourant chacun un des cercles C, et C2 si X^>i , ce qui sera
possible si r, < y 2 — i.

Si Ton n'a pas A < : la courbe F, d'équation \\z2 — 11 = -<

rencontrera au moins le cercle C,. On aura bien

u(z) — - lo£> \z~— i | H- l o g ) < o

dans le domaine intérieur à F, et extérieur aux cercles C, et C2, mais
a(z) pourra prendre des valeurs variées à l'intérieur de ces cercles, de
.sorte que Ton ne pourra pas déduire le domaine de convergence de la
série I.anVfl{z) de la seule connaissance de X. Par exemple, si Ton a
an = 'A" pour une suite de valeurs de n telles que /J9 = 2/tr. + Go+ t,t>
avec k entier et s,, infiniment petit avec-? et <?/t=o pour los autres

valeurs de n, on voit aisément que Ton aura

W ( J E ) = - l o i ; | x 2 — ] | - h loi;? p o u r
'À

et p o u r / > s i n { / 0 < j z - t -1 ) ^ r > ,

et

//(^) = -Ion î~ H- i j -h logX pour | ^ — i | < /^cosOo^

( - 5 ~ 7 l o u " r i j - 4 - l o g / p o u r | ; f i

H DELANGE.
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Ici u(z) dépend d'un seul paramètre 80 autre que A; mais c'est un
exemple particulièrement simple.

4, \J{z) est a une constante près la fonction de Green du point à
l'infini pour la courbe F,, et, lorsque F, se compose d'un seul arc de
courbe fermé, la transformation £ = cp(^) donne la représentation con-
forme de Vextérieur de F, sur Vextérieur du cercle j t | = r » les points à
Vinfini se correspondant.

Ceci a lieu en particulier, en vertu du Chapitre I, lorsque X < — »
et l'on en déduit que, M la f onction inverse de t = cp(^) ̂ .tf

/e rayon dCholomorphie de la fonction H (a?) ^^ ÖEM moins égal à — •

5. Comme les zéros des polynômes dérivés P'„(£) sont tous intérieurs
au plus petit domaine convexe contenant C à son intérieur et comme,
si lim V^|Ö„A„| < -^-j la série dérivée 2fl,tP';i(j) admet toujours la
même courbe de convergence que 2.anVn(z)t on voit que si \/Un{z)
converge k l'extérieur de C il en est de même de 'y ~jH~ ~ l'exté-
rieur du domaine convexe considéré. La limite est d'ailleurs égale à
9(5) car il existe une seule fonction admettant au voisinage de l'infini
un développement de la forme

et telle que la famille des courbes | f (s) \ = const. boit une famille
donnée.

Avec l'exemple qui nous a servi jusqu'ici, on a
V'tl(z) = / 4 2 : ( s - - i ) / M _ / / ; ( - + i )/'-J cos*>p9 — r% (s — î) / '

pour
n = 2/>,

et
P'^iz) = [(2/? H- i ) a « - 2/>^ - ij [ - « - 1J/-1

— pr^x(z H - i ^ c o s ^ ^ j y + i)9 — (p + i)/1? (JE — i)^
pour

/l zr: 2 p -h 1.
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On peut affirmer que P'rt(s) a tous ses zéros dans le plus grand
domaine limité par les circonférences \s— i j ==?;,, 15 + i | = r2 et
leurs tangentes communes, et que, à l'extérieur de ce domaine, la

détermination de 1 / " équivalente à z pour z infini converge vers

la détermination de sjz2—1 réelle et positive pour z réel plus grand
que 1. Ceci se vérifierait aisément sur les formules ci-dessus.

6. La condition nécessaire et suffisante pour que '\J\ Pn(z) | converge à
Vextérieur de C est quil en soit ainsi de \jl ïln{z ) j et que \J\ An ! ait une
limite.

Il est évident que la condition est suffisante. Elle est aussi
nécessaire, car si yJ\Pn{z)\ converge vers &(z) il est clair que les
courbes F ont pour équation $ ( ^ ) = const. et par suite il faut

que y\Un{z)\ converge; alors la suite y/\ AH | — ;t-
 n^~'J= est aussi con-

vi lïn(-) I
vergente.

Si k est le logarithme de la limite de v̂ j An j , on a

et, comme à l'infini U(s)— logU ; = o, on voit que /• est la valeur que
prend la fonction log^(^) — logj^ ' à l'infini.

Par suite les limites de \J | lln(z) j et \J\ An \ sont entièrement déterminées
par la connaissance de la limite de \/| Prt(s) j . De plus on voit immédia-
tement qu'à deux limites de '\j\ Pn{z) j différant par un facteur constant
correspond la même limite pour \J\ IIft(-s)!.

7. Si, y\lïn(z)\ convergeant à l'extérieur de C, on suppose non
seulement que \/\ An | ait une limite mais que A n = (A + z,t)'\ e„ étant
infiniment petit avec - 5 alors la détermination de f\/Pn{z) qui est équi-
valente à (A + za)z pour z infini converge évidemment vers Aç(-) ,
car elle vaut (A -h t„)\fHn(z).

Réciproquement, si Tune des déterminations de \/Pn(z) est conver-
gente à l'extérieur de C, 's/\Pa{z)i est convergente et, d'après la
remarque précédente, \/j A„j a u n e limite et \f\ILn(s)\ est convergente.



Alors \/lln(z) converge vers ?(^). Mais chaque détermination de >/Vn(z)
est de la forme

nrr— npfi—',
Sjkn \/Un{z),

le premier facteur étant Vune des racines niemt& de A,,, Le second facteur
ayant pour limite ?(*), à la détermination de \/P„(r) qui a une limite
correspond une racine nicmP de A^ qui a une limite A. On a
donc Are= (A + en)". f

Au voisinage de l'inlini la limite ©-i(r) de vP«(5) a pour dévelop-
pement

oy(z ) = Ay(x) = A : -h A/;o-+- L£l _|_ . . .

Si donc on connaît <p, (z) on en déduit immédiatement A. et 9(^). Car, si
au voisinage de Tinfini

QA(Z) = (JZ -4- <yo-h ^{' - h

on a

Les polynômes de Faber, les polynômes de Tchebytscheff, les
polynômes orthogonaux de Szego ou de Garleoian fournissent des
exemples de suites telles que celles que nous venons d'envisager.

8. Il est évident que tout ce qui précède s'applique aussi bien à des
suites de polynômes Pn(«) où il n'y aurait pas de polynômes de tous
les degrés mais où n prendrait seulement une certaine série de valeurs
entières.

De même dans toute la suite de ce travail tous les théorèmes con-
cernant des suites de polynômes P|(s), Pa(-)j • • - » Pn(s), . . - s'appli-
queront aussi bien si l'indice n ne prend pas toutes les valeurs
entières.

JII- — Tous les zéros des polynômes Pn(s) sont sur un même segment
de droite.

Un cas particulièrement simple est celui où tous les zéros des
polynômes Pft(:s) sont sur un segment de droite. On peut toujours être



ramené, par un changement de variable linéaire, au cas où ce segment
est sur Taxe réel. Nous supposerons donc que tous les zéros de P«(*)
sont réels et satisfont aux inégalités

a^as!f^b <k = i, ^ . . ., n).

On pourra prendre pour C par exemple une ellipse de foyers a et b
aussi aplatie que Ton voudra. Elle pourra être intérieure au cercle de

, a-\- b . * ^ b — & r\centre £ 0 = et de rayon r0 pourvu que r0 ^> Par conse-

quent k chaque série 2r//?I\(^) assujettie à la condition

Jim'y/1 «nA„| <-

correspond une courbe continue fermée F entourant le segment(a,è)
et telle que la série converge à l'intérieur et diverge à l'extérieur de F,
ainsi que la série dérivée. Pour que l'ensemble des courbes F forme
une famille d'équation F(cc, y) = const., il faut et il suffît que les fonc-
tions U„(s) = - log | Hn(z) | convergent à l'extérieur du segment (a, b).

Nous allons montrer maintenant que cette condition est équivalente
à une autre condition concernant la distribution des zéros des
polynômes P„(*) sur le segment (a, b).

Soit tyn(e) '^ fonction d'ensemble (1) définie sur l'axe réel comme le
quotient par n du nombre de zéros de Prt(s) appartenant à l'ensemble <?,
chacun de ces zéros étant compté autant de fois qu'il y a d'unités dans
son ordre de multiplicité. Nous allons établir Je théorème suivant :

Pour que la suite des fonctions U/t(^) =- log | J I r t (^ ) | converge à

Vextérieur du segment (a, è), il faut et il suffit que la suite des fonc-
tions ^,i(^) soit convergente. i*(e) étant la limite de tyn(e\ la limite
de \Jn(z) est

f
la, b)

(1) Pour les fonctions d'ensemble voir De la Vallée Poussin : Intégrales de Lebesgue,
fonctions d'ensemble, classes de Batre} et Annales^ / . H. P.. vol. 2? 193^, Note i, p. ?i3.
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où (a, b) désigne le segment fermé (a, b) et r la distance du point z à
un point variable sur ce segment.

il est clair que la fonction <\>(e) est non négative, nulle pour tout
ensemble de l'axe réel sans point commun avec le segment (a, è), et
qu'eue prend la valeur 1 pour l'ensemble formé par tous les points de
ce segment.

i . La condition est suffisante. — Supposons-la satisfaite. Partageons
l'intervalle(a, b) en p intervalles partiels par des points de subdivision
que nous aurons soin de choisir en dehors des points de discontinuité
de ^(e). Désignons par e, l'ensemble formé par les points intérieurs
au iieme intervalle à partir de la gauche et son extrémité gauche,
pour i—i9 2, . . ., p — 1, et par ep l'ensemble des points du pwme

intervalle et de ses deux extrémités, de sorte que eA, e2, . . ., ep sont
sans points communs et que leur somme est"le segment fermé (a, b).
Soient Mt et mt le maximum et le minimum de log \z — a>\ quand x
décrit et. On a

Quel que soit le nombre positifs donné à l'avance, si l'on prend les et

assez petits pour que M, — m,<^- •> on a

cToù il résulte

Les et étant fixés on peut trouver un entier N tel que l'inégalité n>N
entraîne

£
! ^ 1 Y« O i , \ ^

et
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puisque la fonction $n(e) a pour limite ty(e). Alors, pour n^lS, on a

f lo8rrftKc)-6<2/n^n(e,)$ÏM,«|;a(e1)< f \o^rd^{e) H- £.

Mais pour chaque zéro a(/" de ?„(£) appartenant à ef on a

- m , < - l o a | ;: — «<,">!<-M,,
n - n " n

d'où par addition, en désignant par ^ log j ^ — â M la somme

S log 15 — ai'01 étendue h tous les zéros appartenant à et9

En faisant successivement i = i, 2, . . ., jo et additionnant on a

Par conséquent l'inégalité n>N entraîne

f \o°rdty(e) — £ < U(c) < ƒ lo» r

2. La condition est nécessaire. — Remarquons d'abord que la famille
des fonctions <\>a(e) est normale, puisque ces fonctions sont bornées
dans leur ensemble. Si donc la suite 4^(e) n'était pas convergente, on
pourrait en extraire deux suites partielles tyak(

e) e t ty»f(e) convergeant
vers deux fonctions différentes d/(V)etd/'(e). Les suites Uft/(V) etU«/(s)
convergeraient respectivement en dehors du segment (a, è), d'après
ce qui précède, vers

et

Le fait que ty(e) et fy\e) seraient deux fonctions différentes entraî-
nerait que U'(^) et U"(*) seraient aussi deux fonctions différentes,
résultat incompatible avec la convergence de la suite UB(^). En effet



nous allons montrer que Vègalitè

l (Z)= f loi:/ ,

où ty(e) est une fonction nulle sur tout ensemble sans point commun avec
le segment fermé {ci, b), mais non nécessairement supposée non négative,
ne peut être satisfaite que pour une seule f onction ty(e) bien déterminée.

Soit a' un nombre réel inférieur à a et 6' un nombre réel supérieur à6.
Soit r i ( r ) ' a fonction k variation bornée définie sur le segment (a1\ b')
comme égaie à la valeur de y(V) pour le >egïnent fermé (af, ce). On sait
que la connaissance de fl>{x) est équivalente a celle de ty(e). De plus,
la fonction ty(ai) étant continue adroite, il suffit de connaître une fonc-
tion dont on soit assuré qu'elle lni est égale presque partout pour la
connaître partout.

Or posons ^ — £ + irj et supposons rj^>o. Nous allons montrer
que pour toute valeur cc0 de x comprise entre a1 et b! et où b(x) est con-
tinue, donc partout dans l'intervalle (Ö', b!) sauf au plus sur un
ensemble dénombrable, on a

r.,l=0

On a d'abord

puis, par dérivation sous le signe ƒ 9

En intégrant ensuite sous le signe ƒ on a

En appelant a un nombre réel supérieur à a\ mais inférieur k a et
k a;a, et en remarquant que ty(.r) est constamment nulle entre a1 et a,
on peut aussi écrire



On a ensuite

-s:
avec

et

r> \.Ju ) — —

= \ rct* ; -4- An tî

En appelant o un nombre positif inférieur à b1 — J?0 et à a?0— a, on
peut écrire

h ƒ

- ƒ
J cs + ï

Si l'on appelle ^ ( x ) la variation totale de ty(cr) entre a! et ^ ,
comme l'on a partout

et — -

on voit que la deuxième et la troisième intégrale sont inférieures en
module respectivement à

et

( ) étant continue pour x = xi>t quel que soit le nombre positif z,
on peut choisir S assez petit pour que la somme des deux expressions

précédentes ne dépasse pas -. 3 étant fixé, A (a?) tend uniformément

vers zéro avec Y) dans l'intervalle (a, xQ — 8), et il en est de même
de B(a?) dans l'intervalle (a?o + o, bf); on peut donc déterminer
un nombre positif co tel que l'inégalité Y]<G> entraîne

f °

Alors pour Y)<co on aura

•)+/•' B(.)

X an
THESE H DtLANGE
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Remarques. — 1. La démonstration précédente prouve non seule-
ment qu'il faut que la suite tyn{e) soit convergente pour que la suite
Uft(s) le soit, mais que, si pour deux suites de polynômes ayant leurs
zéros sur le même segment {a, b) les fonctions Uft(s) convergent vers
la même fonction U(^), pour ces deux suites les fonctions ty,i(e) ont
aussi la même limite ty(e).

II en sera ainsi en particulier, d'après la Remarque 6 du chapitre
précédent, si, pour les deux suites de polynômes considérées,
l'expression y/J P„(s) | a, à l'éxtériedY du segment (a, b), deux limites
qui diffèrent par un facteur constant.

'2. Si à l'extérieur du segment (a, b) les fonctions \]n(z) = -log|XI,,(V)|

ont une limite U(s), la détermination de yflln{z) équivalente à z pour
z infini, c'est-à-dire celle qui est réelle et positive pour z réel plus
grand que è, a aussi une limite o?(s) qui est une fonction uniforme
dans le plan coupé suivant le segment (a, b). Il est clair que f(z) est
réelle et positive pour z réel plus grand que b, réelle négative pour z
réel plus petit que a, et a son point représentatif dans le demi-plan
supérieur quand z est dans le demi-plan supérieur.

Supposons z dans ce demi-plan et appelons &(z) l'argument de y(z)
compris entre zéro et TC. L'une des déterminations de i

Et Ton a par suite en reprenant les notations de plus haut
â\] _ _ dB

d'où

-r— d\ ~ 7T — lim©(arü + in).
En tout point cc0 où <\>(&) est continue, c'est-à-dire sur tout le

segment (af
9 b!) sauf au plus sur un ensemble dénombrable, les deux

limites existeront et Ton aura
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Cette équation détermine la fonction de point associée à 6( e) lorsque
Pon connaît la limite o(r) de yUit{z).

Si o{z) est continue sur les bords de la coupure faite clans le plan
suivant le segment (a, b), pour x compris entre a et b et tel que

on aura

©(a?) désignant l'argument compris entre zéro et TÏ de la valeur prise
par ç(^) pourr = a? sur le bord supérieur de la coupure.

Application aux polynômes orthogonaux. — Un cas particulier inté-
ressant est celui des suites de polynômes orthogonaux sur le segment
<«. b) :

p{jB) étant une fonction non négative de 00 dans l'intervalle (a, 6),
on définit la suite de polynômes P, (z), P 2 ( J ) , . . ., P/t(^), . . ., dont
chacun est de degré égal à son indice, par les conditions

j Pw,(or) Y*n{x)p(cr) dx = o pour

r"
/ Pl(r)p(r)(lr = i.

On sait que Pn(z) a tous ses zéros réels, distincts et compris entre
a et b.

Nous supposerons pour simplifier que a = — 1, et 6 = + 1, cas où
Ton peut toujours se ramener par un changement de variable linéaire.

Sip (a?) satisfait à des conditions de caractère très général, le rapport

"^l* a pour limite, à l'extérieur du segment (— i, + 1 ) , la racine

de plus grand module de l'équation

X 2 — 2SSX + J — O.

de sorte que—!l^l '> et par suite y Prt(s)|, tendent vers le module



de cette racine, fonction de z qui ne dépend pas àe p(x). Il suffit par
exemple que Ton ait presque partout/>(a?) >̂ o et que l'intégrale

J-l \'l-<-
da

prise au sens de Lebesgue, existe (* ).
Dans ces conditions la suite des fonctions tyn(c) relatives aux pols-

nomes ~Pn(z) converge vers une fonction <h(e) indépendante de p(x).
Pour déterminer cette fonction '\>(e) il suffit de considérer la suite des
polynômes trigonometriques

fiPn ( z ) •=. 4 / — cos n [arc cos c]

On voit immédiatement que la fonction de point associée à ty(è) est

é( 7 ) = - \T —Aie cos,#]~ - + _

Cela résulterait aussi, en vertu de la Remarque 2 précédente, de ce
que

le radical ayant la détermination qui est réelle et positive pour z réel
supérieur à x.

La convergence de '%(<?) vers ty(e) s'exprime par le fait que le
nombre des zéros de Prt(s) au plus égaux à x {avec — i <C x <^4- i) eu
égal à

— [TT —Arc cosx] \i~+- zn(a,)].

On peut dire aussi que le nombre de zéros de Pji(s) compris entre a et fi
(— i < a <^ (3 < + Ï ) est égal à

— [Arc sin(3 — Arc sina] 11 -f- e^(a, p)].

£„(ar) et £„(a> P) sont des quantités infiniment petites avec - •

(i) G. SZEGO, Uebet die Entwickelungen einei nnalytischen Fimktion nach den Poly-
nomen eine? Orthogonalsjstetns {Math s/miaïen, Bd. 85, itpi p
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On peut dire encore que le nombre de zéros de P,,(^) situés sur un
segment de Taxe réel, lui-même intérieur au segment (— i, + i), est
asymptotiquement proportionnel à l'arc du demi-cercle j;?| = i du
demi-plan supérieur qui se projette orthogonalement sur ce segment.

On peut déduire de là une expression approchée du jo1(llie zéro de
P„(-). Soit en effet œjj) la fonction non décroissante définie dans
l'intervalle (o, r) de la façon suivante : pour t=of ocn{t) = — i, pour
o < f < + i , arjt) est égal au zéro de P«(^) dont le rang est égal à la
partie entière de nt lorsqu'on range ces zéros par ordre de grandeur
croissante. On voit que pour n infini xa(t) tend vers —COST.Ê. Pour
t — o il y a constamment égalité; pour o<^f<^i, si t est assez petit
pour que t—£>o e W + s < ^ i , on voit que le nombre de zéros de
Prt(j) au plus égaux à —cosit(f—z) est asymptotiquement égal à
n(t— E) tandis que le nombre des zéros au plus égaux à — COSTI(*-1-E)

est asymptotiquement égal à n(î+ s), de sorte que pour n assez grand
ocn{t) est compris entre —cosri(^—t) et —cosri(£ + £); enfin le
nombre de zéros de P/t(*) au plus égaux à — cosrt(i — e ) = COSTCS est
asymptotiquement égal à/i(i — t ), de sorte que pour n assez grand on
a COSTXE <Ca? / i ( l )~ T -

Mais si une suite de fonctions non décroissantes dans un intervalle
converge dans cet intervalle vers une fonction continue, la conver-
gence y est uniforme. Donc acn(t) converge uniformément vers
— COSTU.

Le jt>lème zéro de Vn(s) est égal à xn (Ç\. Par suite leptWQséro deVn(z)

est égal à
— C O S / > - H- cn>p,

tntP tendant uniformément vers zéro avec —

Suites de polynômes liés par une relation de récurrence de Poincaré.
1. Une suite orthogonale est un cas particulier de suite de poly-
nômes liés par une relation de récurrence de la forme

à coefficients réels et où cn est positif, ait a un signe constant, et an9

bn, cfl ont des limites a, b, c pour n infini.
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Étant donnée une relation de récurrence de cette forme, où Ton
suppose d'abord seulement que cn est positif et an a un signe constant,
si l'on prend

avec a et [3 réels et a a ^ o , un raisonnement classique montre que
les polynômes P„(a?) ont tous leurs zéros réels et que les zéros de
deux polynômes consécutifs sont entrelacés.

Si l'on suppose établi que Vn^A (a;) a tous ses zéros réels, soient jrt f

œ2, . . ., cvfn-i9 et entrelacés avec ceux de Pn(œ), on voit que îes signes
de Pn+2(œ) pour les valeurs

sont alternés, de sorte que Va^à{x) a tous ses zéros réelb et entrelacés
avec a?,, a?2, • • • » ^«-H- Or, P2(a?) est positif pour ±oc et négatif pour
le zéro— -de P,(a?); il a donc un zéro réel plus petit et un plus

grand que — -•
En raison de cette disposition relative des zéros des polynômes de

la suite, lorsque l'on passe de Vn{x) à P/l+i(a?) le nombre de zéros
inférieurs a un nombre donné cc0 et le nombre de zéros supérieurs
à a?o ne peuvent l'un et l'autre que ne pas changer ou augmenter d'une

P ( X \

unité. On voit aisément que toutes les fois que le rapport "+' sera
du signe de an le nombre de zéros supérieurs k.x{) augmentera d'une
unité, le nombre de zéros inférieurs restant inchangé, et toutes les
fois que A+1, ° sera du signe contraire de aM ce sera l'inverse.

Supposons maintenant que anf bn9 cn aient des limites a, b, c, avec
aj^o et cjéo. Alors, d'après un théorème de Poincaré sur les rela-
tions de récurrence (•), lorsque l'équation en X

a ses racines de module différent, le rapport ^\ tend, pour n infini,

vers Tune d'elles, en général la plus grande en module.

A inencan Journal oj Mathematics, Vol. VJJ, i884, p- 201.
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Le produit des racines de l'équation ( Ï ) étant égal a c, qui est véel
et positif, elles ne peuvent avoir même module que si elles sont ima-
ginaires conjuguées, ce qui a lieu si x est réel et compris entre les
racines x1 et x" de

Si x est réel et extérieur à l'intervalle {x\ x" ) les racines de l'équa-
tion (ï) sont réelles, du signe de a si X<^JO' et du signe contraire
si x^> x".

Soient alors <;' et £" deux nombres réels, le premier inferieur à x'
mais aussi voisin que Ton voudra de ce', le second supérieur a x1' et
aussi voisin de x" que Ton voudra. Il résulte de ce qui précède qu'à

partir d'une certaine valeur n0 de n le rapport-r^y^r- sera du signe
P (ïff)

de a et le rapport p+' " du signe contraire; de sorte que le nombre
de zéros de Prt(a?) supérieurs à £" et le nombre de zéros inférieurs à E'
resteront constants pour n >nn (les valeurs constantes pouvant être
nulles). On peut ranger les zéros extérieurs à l'intervalle (£', £") par
ordre de grandeur croissante par exemple, et considérer chacun
comme fonction de n; d'après ce que Ton sait sur la disposition rela-
tive des zéros de deux polynômes consécutifs de la suite, les zéros
inférieurs à £' iront en décroissant, et les zéros supérieurs à £" en
croissant. Les uns et les autres auront des limites pour n infini, car
nous allons montrer que tous les zéros de P„(a?) restent compris dans
un intervalle fixe (X', X").

Posons en effet

On a

Prt+i = — aaœ —bn— ~-

Si l'on appelle A le min imum de | Ö „ | , B le max imum de \bn\f G le

maximum de \cn\9 cette égalité montre que , si \x\> -— ^ ? l ' inégalité

| ç>n \ ̂  \/C entraîne que pn + 1 est du signe de — ax et | pn + 1 | > </C.
Or on a

po(œ) = ax -h (3.
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On peut donc choisir deux nombres réels X' etX", le premier inférieur
B-h2v/C i j , . , B-+-2\/C j P i/

a v ? le second superieur a H v > de façon que Ion
ait

apo{X') > o , \o0(X') I ^ C ;
et

ap0(X*)<o, |po(X')|^vE.

Par récurrence on voit que Ton aura, quel que soit n positif ou
nul,

apn{X') >o, \pn(X')\Z\/C}

ap„(X')<o, |p«(X')|^C.

Les signes de p„(X') et pn(X") prouvent que le nombre de zéros exté-
rieurs a l'intervalle (X', X") reste le même pour P„(a?) que pour P0(J?),

c'est-à-dire zéro.
La suite des polynômes VJx) est donc une suite de polynômes dont

tous les zéros sont sur un segment de droite. On a vu plus haut que le

rapport p+/^v a une limite lorsque x n'est pas sur le segment (x(,xt!).

11 en est donc de même de K^) ̂  - et par suite de *y|P„(a7)],puis

y\îln(cc) | et - log|lln(cc)|. La suite des fonctions tyn{e) est donc con-
vergente.

P ( X )

De ce que le rapport " , . tend vers une des racines de l'équa-
tion (i), il résulte que Tune des déterminations de '\fVn(cc) converge
vers cette racine. Or les racines de l'équation ( i ) donnent deux fonc-
tions analytiques et uniformes à l'extérieur du segment (a?', x!() :

— (aœ - h b) — \[{ax •+- &) 2 — (\( — (ax-\- b) -r \J(acc -h b)-—

où le radical sera pris par exemple avec la détermination qui est réelle
et du signe de a pour a? réel supérieur à œ\

La limite de \/Pn(z) devant être analytique et uniforme à l'extérieur
du segment (X', X"), qui contient (a/, x") k son intérieur, elle devra
être égale constamment à l'une ou l'autre de ces deux fonctions.



Comme elle est infinie pour z infini, c'est

(aj -r b) — y (aa, H- l
2

D'après la Remarque 7 du chapitre précédent, on en déduit

nz + h + \ (az
<j( z ) =

Cette fonction étant continue sur les deux bords du segment ( A', A"),

la fonction de point §\>{cc) associée à 'l>(e) est égale à^[r . — Q(x)\,

Q(x) étant l'argument compris entre /ero et TI de la \aleur prise

par cp(^) pour z = a ? sur le bord supérieur. En posant

h / c
öü-z-z— - H- >4 / ™ .

on trouve

La fonction '^(y) non décroissante et comprise entre /ero et i est
nécessairement égale à zero pour x^œ1 et k i pour JC^>JO" puisque

Au total on voit que pour n injini la proportion de zéros de P,t{cc)

compris entre deux nombres xx et x1 a pour limite "> co étant la mesure

de Y arc du demi-cercle de diamètre {#?', xr) compris entre les droites
dû —~ OC | e t OC —-— OC et.

2. Considérons encore une relation de récurrence de la forme

et j>rejions toujours

Nous allons montrer d'abord que, rnoAcnnunt cevlaiues restrictions
imposées à an, bn, cw, rf,/? on peut enroro choisir a et [i de manière que
P„(ar) ait tous ses zéros réels.

iriESE H DM VXGll 5
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Le raisonnement employé pour la première relation de récurrence
étudiée était basé sur le fait que le coefficient de PH était positif. Ici ce
coefficient dépend de x\ lorsque x est réel, il est réel, mais il n'est
positif que sur une demi-droite. Nous allons faire des hypothèses telles
que Ton puisse reproduire le raisonnement en question en y rem-
plaçant simplement l'intervalle (— oc, H-oo) par un intervalle dont
Tune des extrémités sera finie et sur lequel on aura toujours
CH3?+<//i>0.

Supposons donc que cn ait un signe constant et que les intervalles
définis par cnx -h dn^> o aient une partie commune.

Si Ton pose
cfl=zzc!

n avec <'nI>o et £ = ± i ,

les nombres — i -^ auront une borne supérieure finie ÊY et la partie

commune aux intervalles cnx + d/L^> o sera l'intervalle d'extrémités v
et £ oo.

Supposons encore que afl ait un signe constant, ce qui se traduira
par

an=s./a'in avec ^">o el £ '=±i ,

que l'on ait

et que, si l'on appelle 2A la borne inférieure de \any + btt\ et B la
borne supérieure de Ic^y-f-r/,, j , Ton ait

Si Ton pose comme plus haut

on voit que l'inégalité
ïtrPn(y)l\-

entraine

Si donc on prend a et {3 de façon que

e' («y + p) ̂  3 e'po(Y) ^ A - \/A= - B,
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on aura, quel que soit n,

c c p r t ( y ) ^ \ — V ; \ " — l> si a joi lion £ £ ; p « ( y ) ! > o .

Le signe de P„(y) sera donc celui de (SE ' )" .

Si Ton s'astreint déplus à la condition £ ' a < o , le signe de P,,(a?)
pour £.00 sera celui de (— ES')", car le coefficient de xtl est a . (— a)" \
D'autre part le zéro — H de P,(a?) sera compris entre y et E. OC.

P 2 ( J ? ) est alors positif pour E. X et y, et négatif pour— [J>

de sorte qu'il a un zéro compris entre y et — ? et un compris entre

— L et £.oo. Ensuite, en supposant établi que P,t(x) et V/fhl(x) ont
leurs zéros réels, compris entre y et £.cc, et entrelacés, on voit que la
succession des signes pris par P/t+*2{cc) pour y, £.QC et les zéros de
P„+ i(x), ces valeurs étant rangées par ordre de grandeur, est alternée;
d'où il résulte que P/i + 2(a?)a ses zéros réels compris entre y et s. oc et
entrelacés avec ceux de P„H (JO).

En définitive on a ainsi démontré que, si ton prend

cf a < o cl £ zl ( ay +- |3 ) ^ \ — y/ \ - — B;

tous les polynômes P,,( x) ont leiws zéros réels et compris entre y et t. oc >
deux polynômes consécutifs ayant lcio*s zéros entrelacés.

On voit aisément que, œ{) elï\ni un nombre réel fixé entre y et s.oc,
lorsque Ton passe de Vn(x) à P / tM(j?), s>i p„(«ro)est du signe de £.£f le
nombre de zéros compris entre x{) et y ne change pas, tandis que le
nombre de zéros compris entre a?0 et £. oc augmente d'une unité, et si
p/t{x{)) est du signe de — E.E' c'est Tin verse qui a lieu.

Supposons maintenant que, pour n infini, an, b/n c,(, dn aient des
limites a, b, c, d9 avec a ^é o. Alors pour toute valeur de x qui donne à
Téquation

( 2 ) X*-h (ax, •+• b)X -)- (t je -\- d) = o

P ( X )

deux racines de module différent, le rapport p ^ \ = ?n(&) a pour
limite une des racines de cette équation, en général la plus grande en
module.

Pour x réel les coefficients de l'équation sont réels; les racines ne



s' _ +. 6 n\ < o d ou — <o ,

peuvent donc avoir même module que si elles sont opposées, confon-

dues ou imaginaires conjuguées. Lv premier cas a lieu pour a? = •— »

le troisième ou le second pour

( a / - » - h ) - — \ { ( / — // ) ̂  o .

Le premier membre est un trinôme du second degré dont le coeffi-
cient de oo~ est positif, et il a des racines réelles xf et x" car pour

ot' = — il prend la valeur 4 ; Kn effet, l'hypothèse

que nous avons faite plus haut, entraîne d'abord

. \
/

puis à la limite
bc ad

N ^ *

a

Si cj est inferieur ù a?', mais aussi voisin de lui que Ton veut, et £"
inférieur à rr/;

7 mais aussi voisin de lui que Ton veut, les racines de
l'équation (â ) sont du signe de — s' pour x = rc! et du signe de cr pour
j ; = £". Par suite il existe un entier nu tel que, pour n>n 0 , p^Ç') est
du signe de — s' et p,,( £") du signe de s'. On en déduit que le nombre
de zéros de Pn{x) inférieurs à 'ç et le nombre de zéros supérieurs à ?"
sont constants à partir de n = nü. Si Ton numérote ces zéros extérieurs
à l'intervalle (£',£") par ordre de grandeur, chacun peut être considéré
comme fonction de n. Les uns décroissent, les autres croissent; tous
ont des limites pour n infini car ils sont compris dans un intervalle
fixe. En effet on connaît déjà la borne y et'nous allons montrer l'exis-
tence d'une autre borne en sens inverse.

Soient A7 le minimum de a'; B', C;, J)' les maxima de |/>', cf, '</].
Posons

M(ô)= V d - H , X(o) — C'ô + D,

et supposons o positif assez grand pour que



Alors l'égalité

montre que l'inégalité

- c c'pfl f c ô ) £ AI
entraîne

- c c ' p ^ l c ô j è M

de sorte qu'il suffit que

c £ ' p o ( c d ) £ ] U - \ M5 IN

pour que Ton ait, quel que soit n,

— z t ' p n ( z à ) > M — \JlV- - 4 A , d o n c c c ' p r t ( s < î ) < o .

Or — ££'cft( co) est égal à — c'ao — SE'3 et tend vers + oc quand o

nd vers-i-oo, tandis que M — y/W2 —/\

facile de choisir o assez grand pour que

lend vers-i-oo, tandis que M — y/W2 —/\N tend vers - ^ - II est donc

o étant ainsi choisi le nombre des zéros compris entre s;o et too ebt le
même potirP#i(j?) que pouf P0(x'), c'e^t-à-dire zéro. Tous les zéros de
Pti(a:) sont donc compris entre y et to.

La fonction y* j Pn(x) \ étant convergente à l'extérieur de Taxe réel,
la suite des fonctions ty^e) est convergente. De plus, de ce que le

rapport p^1 \' a pour limite une des racines de l'équation ( i) on con-

dut que Tune des déterminations de 'sjVnioc) a la même limite. Cette
limite étant une fonction analytique uniforme à l'extérieur du seg-
ment (y, zo)9 elle doit y être constamment égale soit à

soit à

— {ax -+-

— (ax 4-

b)

h)

— \J(ax ~±-
2

-\-\I(ax^r

— k(cx-A-d)

v-d)

le radical étant pris par exemple avec la détermination qui est réelle
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et du signe de a pour x réel plus grand que xr/. Comme elle devient
infinie pour x infini, c'est la première valeur qui convient. On en
déduit que

a z -+- b -4- \j { a z -r- h ) - — \ { ( z 4 - d )
? ( - ) - — 5

pour x <̂  x\ on trouve

0 ( T ) = 7:, d'où ^(o*) = o;

pour x ^> x", on trouve

0(„*7) = o , d ' o ù ' j i ( ^ r ) = i ;

enfin si x est compris entre a?' et oc", en posant

r ^ — T + — -4 cos o — — -h -— -h 2 /• cos o
h a- a1 a a~

( a v e c O < O < 7 T ) ,

on trouve que la valeur prise par ç(-r) pour z=x sur le bord supé-
rieur du segment (a?\ a?tf) est

T. — @{x) est l'angle sous lequel on voit du point x = — ''la portion
du demi-cercle de diamètre (a/, xf/) d'abscisse inférieure à x,

En définitive on voit que la proportion de zéros de P,,(;r) compris
entre deux nombres x{ et x^ tend, pour n infini, vers • <o désignant

Vangle sous lequel on voit du point ac = — - Varc du demi-cercle de
diamètre (x\ a?") compris entre les droites x =. xA et x = x2.

A titre d'exemple prenons la relation de récurrence

qui se ramène à la forme voulue en la divisant par 4( ^ + 2 ). On a

£ = £' = — I , T

Par conséquent, si l'on prend

/ '

avec a > o et 5a -h 4(3 >



Pn(x) aura tous ses zéros réels et inférieurs à ~ et deux polynômes
consécutifs auront leurs zéros entrelacés.

D'autre part an tend vers a = — 2, bn vers 6 = 1, cn vers c = — 1 et

(/„ vers (l=\- On a donc
4

(a^r + />)*-— /i(r^r -h r/) = (o r — i ) ] + / l r — 5 ^ / j r - — \,

dont les racine* sont -t- 1 et — 1.
Par suite, si r\ est un nombre positif arbitrairement petit, le nombre

de zéros de Vn(x) inférieurs à — 1 — r, et le nombre de zéros supé-
rieurs à i + Y] restent bornés pour n infini. Les premiers, s'il y en a,
décroissent chacun vers une limite finie; les seconds, s'il y en a,

croissent chacun vers une limite inférieure à -. • De plus, si x{ et x,
4 L

sont deux nombres réels quelconques, pour n infini, la proportion de

zéros de P,,(a?) compris entre xt et x2 a pour limite " s <o étant l'angle

sous lequel on voit du point - la portion du demi-cercle |^] = i du

demi-plan supérieur comprise entre les droites x = x{ etx — cc2.

DEUXIEME PARTIE.

SUITES DE POLYNÔMES DONT LES ZEKOS O;ST UNE DISTRIBUTION RÉGULIÈRE.

Nous avons vu au chapitre précédent que, lorsque tous les zéros des
polynômes P,,(s) sont sur un même segment de droite, la condition
trouvée antérieurement pour que l'ensemble des courbes F se réduise
aune famille d'équation F(a?, j^) = const. entraine une certaine régu-
larité dans la distribution de ces zéros. Cela tient à l'unicité d'une
distribution de masses sur le segment donnant à l'extérieur un potentiel
donné. Aussi ne peut-on espérer obtenir un résultat semblable dans
le cas général où Ton suppose simplement les zéros intérieurs à une

courbe fermée C et il suffit que-logjJI„(5)| converge à l'extérieur

de C. Mais, si Ton suppose les zéros des polynômes de la suite P,,(^)
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distribués régulièrement, on peut obtenir des résultats plus complets
sur la convergence des séries Ü ^ P , ^ ) , en ce sens que Ton peut
étudier le cas général où la suite des coefficients an n'est plus assu-
jettie à aucune condition. On peut mémo ne plus supposer P,,(^ ) de
degré n et les zéros intérieurs h une courbe C : on peut assujettir seu-
lement le degré pn de Pn(^)à la condition que le rapport^ " reste borné

et laisser les zéros se répartir dans tout le plan.
Nous allons faire dans ce but une étude précise du comportement

de l'expression - log P„(^) pour une telle suite à zéros distribués

régulièrement.
Indépendamment du souci de l'application aux séries, nous montre-

rons que ce comportement est caractéristique de la régularité de
distribution des zéros pour toute suite de polynômes dans laquelle le

rapport ^" est borné. .Nous étudierons aussi les zéros des polynômes

dérivés.
Nous appellerons comme précédemment & l'ensemble des zéros des

polynômes P,,(^ et E son dérivé; tout point de & où sont confondus
une infinité de zéros sera considéré comme appartenant à E. Nous
désignerons par A„ le coefficient de z!>n dans Vn(z) et par II,, (s) le

P ( - )quotient \ • Nous définirons la fonction d'ensemble tyn(e) comme

égale au quotient par n du nombre de zéros de P,,(^) appartenant à
l'ensemble e, chacun étant compté autant de fois qu'il y a d'unités
dans son ordre de multiplicité. Nous dirons que la distribution des zéros
des polynômes de la suite P,,(V) est régulière si la suite des fonc-
tions $„(c) converge vers une jonction '\i(e). b(e) est évidemment
non négative. De plus remarquons qu'elle est nécessairement nulle
sur tout ensemble sans point commun avec E : un tel ensemble peut
être recouvert par une suite dénombrable de carrés dont chacun est,
ainsi que son contour, sans point commun avec E; or un tel carré ne
contient plus, à partir d'une certaine valeur de n, aucun zéro de Pft(s).

Si Ton considère P„(s) comme un polynôme de degré pn ayant
Pn—P« zéros infinis, on pourra choisir JD̂  supérieur kpn de manière
que le rapport — ait une limite pour n infini, limite qui sera d'ailleurs



évidemment arbitraire. On pourra définir la fonction §n(e) pour des
ensembles e pouvant contenir le point à l'infini, et elle sera conver-
gente dans le plan muni de son point à l'infini. Mais la valeur de la
fonction limite pour le point à l'infini dépendra de la limite choisie

arbitrairement pour-"• Mais ceci n'a pas d'importance, car nous ne

ferons intervenir cette définition étendue des fonctions tynif) e* r\*(e)
que dans certaines démonstrations où nous aboutirons à des inté-
grales de la forme

X
À étant un ensemble contenant le point k l'infini et J{^) uae fonction
nulle à Vinjîni. La valeur arbitraire de i>(e) pour le point à l'infini
disparaîtra donc du résultat. Partout ailleurs nous considérerons les
fonctions tyn(e) et fh(e) comme définies seulement pour les ensembles
ordinaires formés de points à distance finie.

Pour ne pas surcharger les démonstrations nous commencerons par
exposer quelques notions préliminaires utiles pour la suite de nos
raisonnements.

L Notions préliminaires.

I. Lemme sur les intégrales de Stieltjes. ~— Démontrons d'abord le
lemme suivant.

Si la suite des fonctions d'emembles non négatives ^/i(^) définies
dans un domaine A converge dans ce domaine vers une fonction <b(e)
bornée et nulle sur la frontière d*un domaine D contenu dans À, et
sif(Q) est une fonction de point continue dans D et sur sa frontière,

l'intégrale j f (Q) d^n(e) tend vers

X
Partageons D en ensembles partiels ex en coupant par des parallèles

aux axes de coordonnées, en ayant soin de ne pas prendre des droites
1HÈSE H BET 4\GE 6
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telles que ty(e) ait une valeur non nulle sur leur intersection avec D,
droites qui forment au plus un ensemble dénombrable. Soient m, et M,
les bornes inférieure et supérieure de / (Q) sur ex. On a

2m,ty(et)$ ff(Q)d<h(e)<:2Mlè(et).
Ju

Si l'on prend les et assez petits pour que

il en résultera

et par suite

f AQ)dty(e) - ? <2m,Met)$2Mt<\,(et) < f

Les e, étant fixés, il résulte de la convergence de tyn(e) vers ty(e)
que Ton peut déterminer un entier N tel que l'inégalité n>N entraîne

et

\2M,ûn(el)-2Ml<\t(el)\<~,

de sorte que

f AQ)d^(e) ^E<2mf^n(el)^ f f(q)dén(e)^2Mt^Ae^< f

Remarquons que si Ton suppose que /(Q) dépend d'un certain nombre
de paramètres variables dans un certain champ ù et est uniformément
continue par rapport à Q et bornée quand les paramètres décrivent ce

champ, l'intégrale / f(Q)dtyn(è) converge uniformément

En effet, le choix des et de façon que M, — m(<^ - peut être fait indé-

pendamment des valeurs des paramètres dans Q, et il en est de même



ensuite de la détermination de l'entier X, car

et

et m, et M, sont bornés.
Remarquons encore que Ton peut étendre ce résultat au cas où D

n'est pas nécessairement borné mais est un ensemble quelconque du
plan complet ( ') à condition que, la fonction / ( Q ) étant toujours
bornée comme plus haut, on soit assuré de pouvoir, quel que soit le
nombre positif rj, partager D en un nombre fini d'ensembles partiels et

tels que Ton ait M, —/W,<^YJ pour toutes les valeurs des paramètres
dans le champ (2, le choix de ces et pouvant être fait de telle façon
que ty(e) prenne la valeur zéro sur leurs frontières.

Enfin, ont peut étendre au cas d'une fonction / ( Q ) complexe en
séparant la partie réelle et la partie imaginaire. On voit de suite qu'il
suffit que / (Q) soit encore bornée et que Ton puisse faire le partage
en un nombre fini d'ensembles partiels en assujettis toujours à la
môme condition, de façon que

pour tout couple de points Q et Q' pris dans et et tout système de
valeurs des paramètres pris dans le champ ti.

2. Un théorème sur les ensembles. — Un autre résultat que nous
aurons à utiliser est le suivant :

Soù a un nombre positif quelconque et soit une suite d''ensembles E ( ,
E2, . . ., E,„ . . . tous intérieurs à un même domaine borné. Si Enpeut
être recouvert par une suite de cercles, finie ou non, et pouvant dépendre
de /i, mais telle que la somme des puissances a'èmes des rayons ne
dépasse pas un nombre o indépendant de n, l'ensemble limE„ peut être
recouvert^ quel que soit z positif, par une suite de cercles telle que la
somme des puissances 0L'hne" des rayons ne dépasse pas o + £ ( 2 ) .

( ' ) Nous appellerons plan complet le plan muni de son point à l'infini.
(2) Nous disons que l'ensemble K est recouvert par une suite de cercles si tout point

de K est à Pi nU'rieur on sur la circonférence de F un au moins de ces cercles.
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II suffît d'établir ce résultat en supposant que chaque ensemble E„
contient le précédent. En effet L'ensemble IimE„ est la limite de la
suite des ensembles &n-=:EnEn , Ë ^ 2 . . . dont chacun contient le
précédent; et toute suite de cercles qui recouvre En recouvre aussi &„.

Nousappellerons M(K) laborneinférieuredessommes despuissances
au'mc* des rayons des suites de cercles recouvrant l'ensemble E et
nous montrerons que, si les ensembles Etl sont intérieurs à un même
domaine borné et si E] CI E2 d E,t (f~ . . ., on a

Si En peut être recouverl par une suite de cercles dont la somme des
puissances aumes des rayons ne dépasse pas c, on aura

de sorte que

d'où le résultat que nous avons en vue.

a. Il nous sera commode d'introduire une mesure particulière des
ensembles en utilisant la théorie abstraite donnée par 3V1. Carathéodory
dans son mémoire sur la mesure linéaire ( ' ) .

M. Carathéodory suppose que Ton sache attribuer à tout ensemble M
une mesure extérieure u*E qui jouisse des propriétés suivantes :

I. [JL*E>O;

II. Si A )B, [x*A>|/.*B;

HT. Si A -=À| + A j + . . . , la suite A,, A>, . . . étant finie ou non,
on a

IV. Si A = A, -h A2 et si la distance de A, à \ 2 est positive, on a

V. Un ensemble E étant dit mesurable si l'on a, quel que soit W,

ix* W m p.* IÎW -+- ix* ( W - EW),

f ' ) £/Z>̂ /* Â/.s It/ware Mass von fJunkt mengen. X«ichricbten von dor Köni^Ïicljpn GPSPII-
srhaff der WissonsrhriFlpn zu Gottîn^erij J9 i4 ; p. 404-4>,6.



pour un ensemble quelconque A, v*A est la borne inférieure dos
mesures extérieures des ensembles mesurables conteuant A.

Pour les ensembles mesurables, on prend comme mesure ;J.A=;J.*A.

En utilisant seulement les conditions I, II, lll, M. Carathéodory
démontre que toutes les sommes ou produits d'ensembles mesurables
en nombre fini ou en infinité dénombrable, et par suite les Uni et Urn
de suites d'ensembles mesurables sont mesurables. Si A,, A.,, . . .
sont mesurables et sans points communs on a

[j{ \x — A 2 -*- . . . ) ~ [J \ i -h

Si An tend vers A, jxA,, tend vers ;J.A.
En s'appuyant sur IV, il démontre ensuite que les ensembles

ouverts et les ensembles fermés sont mesurables, de sorte qu'il en est
ainsi des ensembles mesurables B.

Enfin il complète la théorie à l'aide de V en établissant des pro-
priétés des ensembles quelconques non nécessairement mesurables.
Nous n'aurons pas à utiliser ces propriétés.

Conservant la même théorie abstraite, au lieu de la mesure linéaire
de Carathéodory nous définirons une mesure particulière de la façon
suivante :

Nous appellerons Mp(E) la borne inférieure des sommes des puis-
sances aleraos des rayons des suites de cercles de rayon au plus égal à p par
lesquelles on peut recouvrir l'ensemble E. Si p décroît, Mp(E) ne peut
que croître, et par suite pour 0 = 0 Aïp(E) a nécessairement une
limite, finie ou infinie. Nous poserons

La condition J est-évidemment satisfaite. De même 11, car si A ̂ ) B toute
suite decercles recouvrant A recouvre aussi B, de sorte que Mp(A)>M?(B)
et à la limite u*A>;x*B.

Soit maintenant la suite d'ensembles Al? A2, . . ., A;i, . . . ,en nombre
fini ou non. Supposons que chacun de ces ensembles soit de mesure
extérieure bornée et, si la suite est infinie, supposons la somme

convergente, sinon l'inégalité III n'aurait pas besoin d'être démontrée.



Remarquons que, comme [t* A / />3lp(A„), la somme

est aussi convergente.
On peut recouvrir A„ par une suite de cercles de rayons au plus

égaux à o et dont la somme dos puissances aiemc' ne dépasse pas

I/ensemble A = A , - h A 2 + . . . est entièrement recouvert par la
réunion de tous les cercles ainsi obtenus, dont la somme des puissances
aiemes des rayons, chacun au plus égal à p, ne dépasse pas

[ \ Î P ( \ , ) + Mpf V , ) + . . | h s,

expression qui, elle-même, ne dépasse pas

. . . | H - £.

On a donc

d'où à la limite» pour p = o,

//.* A ̂ [p.*A, -h /JLM2 + . J r £.

Et, comme ceci est vrai quel que soit e, on a l'inégalité III.
Si la distance des deux ensembles A1 et X2 est positive et egale à d

et si Ton recouvre l'ensemble A = A , + A 2 par des cercles de rayon

au plus égal à p, on voit que, dès que p < - > aucun cercle recouvrant

des points de A< ne peut recouvrir aussi des points de A2, et inverse-
ment. On peut donc partager les cercles considérés en deux groupes :
ceux qui recouvrent A, et ceux qui recouvrent A_>; et l'on en déduit
que

MpCA

d'où à la limite

et en tenant compte de l'inégalité III on a

JUL*A = | U L * A , H - [J*A>.
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On pourrait montrer aussi que la condition V est également satisfaite,
mais nous ne le ferons pas car nous n'avons pas à l'utiliser.

b. Revenons donc à notre suite d'ensembles E1? E2, . . . dont
chacun contient le précèdent et qui sont tous intérieurs à un même
domaine borné. Soit E l'ensemble limite de E/t.

D'abord il est clair que

de sorte que, pour n infini, M(E,?) a une limite X, et que

/^M(E).

Nous allons montrer maintenant que M(E)<X en prouvant que,
quel que soit z positif, E peut être recouvert par une suite de cercles
dont la somme des puissances alemc> des rayons ne dépasse
pas X -h e.

Soit Cf\ Qjftl, . . ., C)"', . . . une suite de cercles recouvrant E„ et
dont la somme des puissances al0ims des rayons ne dépasse pas

M(EH) -h -• Nous pouvons toujours supposer cette suite infinie en

ajoutant au besoin des cercles de rayon nul choisis arbitrairement dans
le domaine borné qui contient les E„. Supposons les cercles Cl'", Cf}, ...
rangés par ordre de rayons décroissants, avec un procède de classe-
ment quelconque à égalité de rayons.

Soient r[t\\ rl'l\ . . ., r^\ . . . leurs rayons. On a

d'où
J

ia

Tous les rayons sont donc bornés par (X -h i)a et par suite tous les
centres sont intérieurs à un même domaine borné. Il en résulte que
de toute suite croissante de nombres entiers on peut extraire une suite
partielle n,, TZ2, ..., n/y ... telle que les cercles C^lJ, C^2Î, ..., C^}, ...
aient un cercle limite C,, de rayon 7;,. On voit par le procédé diagonal
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qu'il existe une suite »,, n2, . . ., TI/(, . . . telle qu'il en soit ainsi quel
que soit p. On a alors

En effet

/ > — I

Soit la suite £,, c2, . . -, £,„ . . . telle que s, 4-£2-f-. . . + z,,+. . . — c >

et faisons correspondre à chaque cercle Cp le cercle Cr concentrique i\
celui-ci et de rayon rfl défini par

<J -'1.
de sorte que

À tout entier p on peut faire correspondre l'entier K(p) tel que
pour k >K(p) les cercles C\"n, Ci/i/!, . . ., C%k) soient tous intérieurs
respectivement à C',, C',, ..., C),.

Cela étant, en désignant par (j^ ou (^ l'ensemble des points appar-
tenant au cercle correspondant ou à sa circonférence» posons

L_ > . . . ;
& =- lim fi'A =r: lim 6/,

11 est clair que les ensembles 2, &/(, 6^, Ê sont mesurables avec la
notion de mesure définie plus haut. D'autre pari

p(? (|ueJ que soit y,
I^-Ki

de sorte que

\L/n - 1C S/. e l K - = lira ( '4A — S) C 6-

De plus , quel que soi t /? , dès* que *>K(/>) l 'ensemble <SA est contenu
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dans

de sorte que, pourvu que t>k et kf>.K(p), on a

Mais si Ton apris p> —ir~ tous ' e s rayons des cercles dont la réunion

forme 2^, sont inférieurs au nombre positif p donné à l'avance et Ton
en déduit que

En faisant tendre k' vers + ce, on a à la limite

En faisant ensuite tendre p vers zéro, ce qui impose quep tende vers
+ oo, on a à la limite

On a enfin

S, et par suite aussi E — 2, peut donc être recouvert par une suite de
cercles dont la somme des puissances alème*des rayons ne dépasse pas

Si Ton y ajoute les cercles composant 2, on a une famille de cercles
recouvrant E et dont la somme des puissances aièmes des rayons ne
dépasse pas

3. Remarques sur un théorème de M. H. Gartan. — Dans sa thèse,
AL H. Cartan démontre le résultat suivant C) : a étant un nombre
positif quelconque et Qu Q2? . . , Q„, n points quelconques du plan,

(' ) Voir p. ?5.
THÈSE H. DELANGB.
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r ensemble des points F où Von a

peut être recouvert par des cercles, en nombres p au plus égal à TI, dont
les rayons p<, f a, . . ., pp satisfont à l'égalité

Nous aurons à utiliser ce résultat, les point» Q o Q2, . . ., Qn étant les
zéros d'un polynôme.

Ce résultat est un cas particulier du théorème suivant :

Si ƒ(/•) est une /onction décroissante de r continue pour r positif et
tendant vers + oo pour / •= o, et o(r) une f onction positive de r continue

pour r positif et telle que Vintégrale i f(r)o(r)dr ait un sens, et si

r on pose

0 ^ Q ,̂ . . ., Q,t étant des points quelconques du plan, l'ensemble des
points P où Von a

f f{£)<t(t)dt

peut être recouvert par des cercles, en nombre p au plus égal à n, dont les
rayons satisfont à

M. H. Cartan généralise ce théorème en y remplaçant la somme

~2/(PQ () par l'intégrale ƒ / ( r ) [x(Q)rf<j étendue à tout le plan,

r désignant la distance du point P au point variable Q et fx-(Q) une
densité non négative, continue, et telle que cette intégrale ait un sens

et que l'intégrale f \u(Q)da étendue à tout le plan soit égale à -f-i.



Les points où l'inégalité correspondant à la précédente est satisfaite
sont alors recouverts par une suite de cercles, finie ou non, telle que

Le principe de la démonstration consiste à définir une suite de
cercles satisfaisant à cette condition et telle que, si P est extérieur k
tous les cercles de cette suite, l'intégrale j [/.(Q)rfo étendue au cercle

de centre P et de rayon u soit inférieure, pour u<k, à . , -
On peut généraliser le raisonnement en montrant que, si jx(>) est

une fonction d'ensemble non négative dont la valeur pour tout le plan
est égale à i, et si l'on désigne par [JL(P, U) la valeur de \*-(e) pour
l'ensemble formé par l'intérieur du cercle de centre P et de rayon u et
sa circonférence, on peut trouver une suite de cercles, finie ou non,
dont les rayons p,, p2, . . . satisfont à

et telle que, si P est extérieur àtous les cercles de cette suite, on a
pour u< k

Si l'on suppose de plus que l'intégrale f f(VQ)d\i.(e) étendue à
tout le plan a un sens, cette inégalité entraînera

df

En premier lieu, u étant fixé, \J\P, u) est une fonction non négative
du point P semi-continue supérieurement. En effet, si, P étant fixé,
u1 tend vers u en décroissant, le cercle fermé de centre P et de rayon u1

a pour limite le cercle fermé de centre P et de rayon a, de sorte que
[JL(P, u') tend vers tu(P, u); par suite, étant donné un nombre positif z
arbitraire, on peut trouver YJ positif tel que



11 suffît que PP<^ Y) pour que le cercle de centre P' et de rayon u soit
intérieur au cercle de centre P et de rayon u + Y], de sorte que

D'autre part, u étant toujours fixé, quelque soit le nombre positif s,
on peut trouver un cercle tel que, si P lui e^t extérieur, Ton a

fJL(P, K)<£ .

Soit en effet Po un point fixe du plan, et Y] un nombre positif quel-
conque. Si P0P ^> u 4- Y) le cercle fermé de centre P et de rayon u est
contenu dans l'ensemble des points M satisfaisant à

de sorte que

J J L ( P , U ) <

Mais, comme pour /• infini [Jt.(P0, r) a une limite, d'ailleurs égale à i?

on peut trouver un nombre R tel que l'inégalité r>R entraîne

|*(Po, r + « ) - p-(P0? r — u — -f}) < £.

Alors pour Po P ^> R on a

Enfin on sait que (Jt\P, «) est toujours inférieure ou égale à i, mais
elle ne peut être toujours nulle car cela entraînerait que la fonction
[f-(e) soit nulle pour tout carré de côté inférieur ku\]%?A par suite pour
le plan tout entier,

II résulte de tout cela que, pour chaque valeur de u, la fonction (JL(P, U)

a un maximum positif G(«), au plus égal à i, qui est atteint au moins
en un point; l'ensemble des points où il est atteint est nécessairement
fermé et borné.

Il est clair que G(u) est une fonction non décroissante de u> et par
suite semi-continue supérieurement à gauche et inférieurement à
droite. La fonction

est donc aussi semi-continue supérieurement à gauche et inférieure-



ment à droite. Il en résulte que, s'il existe des valeurs de u positives et
au plus égales à h pour lesquelles

Tune d'entre elles est plus grande que toutes les autres et satisfait à

G ( a ) - * ( Ï F ) = Ü ou

En effet si u, est la borne supérieure des valeurs de u au plus égales
à Helles que

il résulte de la semi-continuité supérieure à gauche que

de sorte que w, est la plus grande valeur As u9 au plus égale à k, qui
satisfasse à cette inégalité. Mais de plus, si «* < £, il résulte de la semi-
continuité inférieure à droite que

Gi m ) — . ) , <o,

et si uA = i o n a encore la même inégalité car

On a donc nécessairement

Soit alors Ĉ  le cercle de rayon uK ayant son centre en l'un des points P
où |x(P, w4) = G(tii) choisi suivant une loi quelconque (on pourra
prendre par exemple le plus à gauche parmi ceux dont l'ordonnée est
la plus petite). En désignant par C', Pensemble des points situés à

SU n'en existe pas, ou a toujours \i(?t u) < • ^ pour u^k.
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'intérieur du cercle Ĉ  ou sur sa frontière, posons

de sorte que pM (e) est une fonction non négative qui satisfait à

et qui prend pour le plan tout entier la valeur

Appelons (\Ki P, li) la valeur de ;JM («) pour l'ensemble formé des points
intérieurs au cercle de centre P et de rayon u et des points de sa
circonférence. Il est clair que Ton a

En raisonnant sur [/., (P, u) comme on Ta fait sur (JL(P, «), on voit
qu'elle admet pour chaque valeur de u un maximum G,(M), d'ailleurs
évidemment au plus égal à G(«), qui est atteint au moins en un point ;
s'il est positif, l'ensemble des points où il est atteint est fermé et
borné. S'il existe des valeurs de u positives et au plus égales à k pour
lesquelles G,( i / )^^ " > Tune d'entre elles est plus grande que toutes

les autres et satisfait à GA (u) = ^/ • Soit w2 cette valeur. On a néces-
sairement M2<MM car

CTl(//2)^G(tt2) et par suite G U2) j>

Soit G', le cercle de rayon u2 ayant pour centre l'un des points où
[j^(P, u) = Gi(u), choisi avec la même loi que plus haut. Alors, en
désignant par G', Pensemble des points intérieurs à C\ et des points de
sa circonférence, on posera

de sorte que l'on aura

et que [X3(c) prendra pour le plan tout entier la valeur

I —
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On définira ensuite fx2(P, u), G3(M), puis, s'il y a lieu, ih, le cercle G',,
et une nouvelle fonction {^(e). Et ainsi de suite. L'on ne peut être
arrêté que si Ton rencontre une fonction pq(e) telle que la fonction

Qq(u) correspondante soit inférieure à -'t pour toutes les valeurs

de u inférieures ou égales à k. On aura alors défini q cercles C',,C'2,..., C),
de rayons u,,u3, . . ., uq et, comme la fonction d'ensemble non négative

) prendra pour le plan tout enlier la valeur

on aura

Si cette circonstance ne se presente pas, on aura une ^uite infinie de
cercles G',, C'2, . . . f C'/y, . . . de rayons ul9 M,, . . ., u/t9 . . . vt, comme
pour chaque valeur dejo la fonction non négative \^p{e) prendra poui le
plan tout entier la valeur

on aura, quel que

~>(«,)g*<<:
/ - l

La série S$(wy) sera donc convergente, ce qui entraine que $(«,,), «t
par suite ŵ , tende vers zéro pour/? infini, et l'on aura

Étant donnée une valeur positive u0 de « au plus égale à /:, il uJ)
aura qu'un nombre fini de nombres uj au moins égaux à u0, puisque
la suite des u3 est finie ou tend vers zéro. Supposons qu'il y en ait ƒ> :
ou bien il n'existe pas de cercle C ^ r auquel cas on a
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à la aeule condition que
o < u^ k;

ou bien il existe un cercle C^M de rayon wp.1 inférieur à w0 et
Ton a

pourvu que

Dans les deux cas Ton a

de sorte que, quel que soit le point P,

Si le cercle de centre P et de rayon u0 est extérieur a tous les cercles
C,, C'2, . . ., Cp9 on a

et par suite

Si Ton appelle </, la distance de P au centre du cercle C;, le cercie
de centre P et de rayon u0 est extérieur à Ĉ  à condition que

tij ou dj— ut> f/0.

Associons alors à chaque cercle C le cercle concentrique Cy de
rayon p y= 2 « r Si P est extérieur à Ions les cercles C,, on a pour foutes
les valeurs dey

dj> iui d'où df— uf^> iify

et par suite, quel que soit u0, la condition df—u,^> u0 est satisfaite
pour tous les cercles Ĉ  de rayon Uj au moins égal à w0, de sorte que
l'on a, quel que soit u0 au plus égal à k,

Et les rayons des cercles C, satisfont bien à

puisque ^ = wy
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En particulier, si Ton prend <p(r) = ar*"1 (avec a ^> o), de sorte que
$ ( r ) = ra, on voit que, 5? u*(e) est une f onction d'ensemble non néga-
tive qui prend la valeur i pour le plan entier, il existe une suite de cercles
CM C2, . . . joour laquelle la somme des puissances alèmes des rayons ne
dépasse pas (2&)a

? et telle que, si P est extérieur à tous ces cercles, la
valeur (^(P, u) de la f onction jJt-(e) pour le cercle fermé de centre P et de
rayon u satisfasse pour toute valeur de u au plus égale à k à Vinégalité

IL - Cas où l'ensemble S est borné.

Nous allons établir le théorème suivant :

P^0O> P2(*)> • - •> Pn(*)j - • • étant une suite de polynômes à zéros
distribués régulièrement^ et pour laquelle Vensemble & est borné : \ ° quelle
que soit la suite partielle Vn±{z)3 ¥n(z), . . . , P,u(^), . . . ? on a

og|nn(U)|

ô3t r désigne la distance du point z à un point variable de E, sauf peut-
être sur un ensemble contenu dans E et qui peut être recouveit, quels que
soient les nombres positifs a et £, par une suire de cercles dont la somme
des puissances aièmes des rayons ne dépasse pas s. Sur cet ensemble on a

lim — log | Hni (z) i < ƒ lo%rdty(e);

2° si z est extérieur à E, Vexpression - log | n „ ( s ) | converge vers

La convergence est uniforme dans tout domaine borné disjoint de E.

Remarquons d'abord que, si D est un domaine contenant à son inté-
rieur les zéros a'"*, a*"', . . ., a^l) de P„(s), l'expression

THESE H. DELANOË
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est égale à

r désignant la distance du points à un point Q variable dans D. Pour
le voir il suffît de décomposer D en ensembles partiels en prenant des
ensembles constitués chacun par un zéro de *Pn(z) puis l'ensemble
des points restants de D. L'intégrale sur ce dernier ensemble est évi-
demment nulle, tandis qu'il est clair que l'intégrale sur un zéro <x["
d'ordre q est égale à

i. Gela étant, supposons d'abord que le point ^ soit exterieur à E.
Soit le domaine fermé D constitué par la couronne limitée par deux
cercles ayant pour centre le point zf l'un assez grand pour contenir
tout E à son intérieur, l'autre assez petit pour être entièrement exté-
rieur à E. A partir d'une certaine valeur de n tous les zéros de Pn(s)
sont intérieurs à D et Ton a

•A» *(«)•

La fonction logr étant une fonction continue de Q dans le domaine D,
pour n infini U„(s) tend vers

Si Ton suppose z variable dans un domaine borné A disjoint de E, on
peut déterminer un domaine fermé D contenant E à son intérieur,
mais borné et disjoint de à. Dès que tous les zéros de Vn(z} sont
intérieurs à D, on a

UB(-G)=IZ I loçrdtyn(e).
«A>

Mais, si S est la d is tance de D à A et si r' et r11 sont les valeurs de r
pour deux po in t s Q et Q" de D, on a, que l que soit z dans A,

- log r '
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de sorte que logr est une fonction de Q uniformément continue par
rapport à Q et bornée sur le domaine D lorsque z décrit le domaine A.
Par suite, pour n infini, U„(z) converge uniformément dans A vers

ƒ logrû?v|^e)= /

D'ailleurs l'uniformité de la convergence de Urt(s) vers sa limite
dans A résulte aussi de l'égale continuité des fonctions U/t(s) : z et z1

étant deux points de A on a, dès que tous les zéros de P,,(s) sont
intérieurs à D,

n

d'où par addition

2. Supposons maintenant que le point z appartienne à E. Soit
fp(oD) la fonction continue de x égale à logs? pour x^Le~p et à —p pour
o<cc<^e p. Si D est un cercle ayant pour centre le points et contenant
tout E à son intérieur, dès que tous les zéros de P„(s) sont intérieurs
à D, on a

X r
logr d^ft(ej^ ƒ Jp(i') dûtn(e)-

La fonction / p ( r ) étant une fonction continue de Q dans le cercle

fermé D, l'intégrale ƒ fP{r)dtyn(e) tend, pour n infini, vers

et Ton a par suite

Par définition de l'intégrale ƒ log/'rf^e) le second membre de cette
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inégalité tend vers cette intégrale quand p tend •+- oo. On a donc

limUn(^)| / logrdty(e).

3. Soit maintenant ni9 na, . . . , nk9 . . . une suite quelconque
d'entiers croissants, a un nombre positif quelconque, et e un nombre
positif inférieur à 4 X 2a . Déterminons le nombre k par l'égalité

Puis soit C un carré contenant E à son intérieur et choisi de telle
manière que ty(e) prenne la valeur zéro pour l'ensemble des points de
toute parallèle à l'un de ses côtés qui le partage en deux morceaux
commensurables. Soit a le côté de ce carré. Soit m un entier que nous
nous réservons de faire varier par la suite, mais que nous supposons
en tous cas assez grand pour que l'on ait

Partageons C en (m -h x)2 carres égaux par des parallèles à ses côtes.
A chacun des m2 points de rencontre de ces parallèles faisons corres-
pondre le carré ayant son centre en ce point et ses côtés parallèles à

ceux de C et de longueur —— • On a ainsi m2 carrés C,, C2, . . ., Cw.

tels que tout point intérieur à C est intérieur k l'un au moins d'entre
eux, et que la fonction ty(e) prend la valeur zéro pour le périmètre de
chacun d'eux. Nous désignerons par C, soit le carré C, lui-même, soit
l'ensemble des points intérieurs à ce carré; et par G l'ensemble des
points intérieurs au carré C et des points de son périmètre. Quel que
soit i compris entre i et m2, lorsque n rend vers l'infini ^„(C,) tend
vers ^(C,).

Soit Qt>n(*) le produit U[z — a(jl)] étendu à tous les zéros de Pn{z)
intérieurs au carré C,, et Rlin( 5) le même produit étendu à tous les

( l ) De sorte que k < i.
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zéros restants (*), de sorte que

et

On voit de suite que, dès que n est assez grand pour que tous les zéros
de Pn(s) soient intérieurs à C, Ton a

r désignant la distance du points à un point Q variable. Si z est exté-

rieur à C ou intérieur au carré G, la fonction log^ est une fonction deQ

continue sur le domaine ferme C — C, et, comme ^(e) est nulle pour la

frontière de ce domaine, l'intégrale f log -d*\>n(e) tend, pour n infini,

vers
r i c i

«-c-c ,

II résulte de là que, z étant quelconque à l'intérieur de C, si Ton
appelle C, un carré C, qui contienne z à son intérieur, Ton a

et comme log- est positif en tous les points de Ç,

(n lim — loi> -pff—r-TT^ I 1°^ -dé(e) H-lira—log -r^r •

D'autre part, si tyn(Gt ) 7^ °? l'inégalité

peut s'écrire
i i i , k

g | Q ( ) | > « " ° ' ^ | '

Chacun de ces produits étant pris égal à i ŝ'il ne contient aucun tacteui
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Et, comme par ailleurs Qf)n(z) est de degré n<J>n(C,), il résulte du
premier théorème de M. H. Cartan cité plus haut que l'ensemble Etj/t

des points du plan où l'on a l'inégalité (2) peut être recouvert par des
cercles, d'ailleurs en nombre au plus égal à n^JC,), dont la somme
des puissances alèmes des rayons ne dépasse pas

ni- 4 m~

Si Yn{Ct ) = o, on a Qin(z) = i et l'ensemble E4irt est vide. L'ensemble
En formé par la réunion des EJirtt où i vaut successivement i , 2, ...,/w2

peut donc être recouvert par des cercles dont la somme des puissances

aièm« <jes r a y O n s n e dépasse pas |> et l'ensemble lim E,n pourra, lui,
être recouvert par une suite S de cercles dont la somme des puissances

a.emes ^ s rayons ne dépassera pas - •

Si s n'appartient pas à En, on a, quel que soit 2 compris entre i etrn2,

U
Si z est extérieur a tous les cercles de la suite S, il n'appartient pas à
Tensembie îimE^ et par suite il existe une infinité de valeurs de k
pour lesquelles il n'appartient pas à EnL de sorte que l'on a, quel que
soit i,

En particulier, si z est intérieur k C et extérieur a tous les cercles de
la suite S, ceci est vrai pour la valeur / de i considérée plus haut et
l'on a, k cause de l'inégalité (1),

et, comme le carré Cy est intérieur au cercle ayant pour centre le

point z et pour rayon —— ?
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ty{z9 u) désignant la valeur de ty(e) pour le cercle fermé de centre z et
de rayon u.

Mais la fonction jrê\ prend la valeur i pour le plan tout entier et,

d'après le insultât énoncé à la fin du chapitre précédent, il existe une
suite de cercles S' dont la somme des puissances al6mes des rayons ne

dépasse par (2/1:)* = > et telle que, si z est extérieur à tous les cercles

de cette suite, on ait pour u<k

Comme nous avons supposé i^—</; , nous aurons, si s est extérieur à

tous les cercles de la suite S',

Par suite, si z est intérieur à C mais extérieur à tous les cercles des
suites S et S', on aura

+ +lE) • (îZ&Y - r - i - r - \- - logA - , îiogm I.

Autrement dit l'ensemble des points de E où Ton a

est recouvert par les cercles des suites S et S;, c'est-à-dire par des
cercles dont la somme des puissances aiemes des rayons ne dépasse

Mais, si Ton fait tendre m vers -h oc, le produit

(m



tend vers zéro par valeurs positives, de sorte que l'ensemble considéré
a pour limite l'ensemble des points de E où Ton a

ou
lim^- log j nnjt(5) 1 < ƒ lo« rdty(e).

Ce dernier ensemble peut donc être recouvert par une suite de cercles
dont la somme des puissances <xiemes des rayons ne dépasse pas s.

En tous les autres points de E on a nécessairement

flA(z)|= ƒ log/

Prenons par exemple

?n{z)= f j [C^(y'"f"r/0\/7l J 0? et

I/cnscmblc & est contenu dans !e cercle j r ' ^ i et E se compose évi-
demment de ce cercle. D'autre part, si Ton appelle [.*„(ƒ) la fonction

d'ensemble égale à - pour l'ensemble compose d'un point d'affixe de

la forme (ƒ> + <?01/~' o n a ̂ c^

Or on voit immédiatement que la suite des fonctions ^„(e) est conver-

gente vers -m(e), m(e) désignant la mesure de l'ensemble e, car la valeur

de \t~tl(e) pour un rectangle fermé de cotés parallèles aux axes et de

longueurs respectives a et b a pour limite ^-- La distribution des zéros

des polynômes J*n(s) -est donc régulière, et Ton a

) = - m(eE)t



On a

X_
log r

si \z\li

si 1 z

On a d'autre part À,,= i et par suite Iln(z ) = P,,(*).
Il résulte donc de notre théorème que :

i° Pour | - |^>x l'expression — logj Vn(z)\ tend vers logj-sj, la con-

vergence étant uniforme dans tout domaine borné où le minimum

de \z\ est plus grand que i .

2° P o u r z\<if s i P , , / * ; , ?nXz)> • • • » P « / ( s ) ' • • • e s t u n e *
p a r t i e l l e q u e l c o n q u e , o n a en général

II peut y avoir des points où Ton ait

lim-log|P/u(z)

mais, quels que soient les nombres positifs a et s, on peut les recou-
vrir par des cercles dont la somme des puissances aieines des rayons ne
dépasse pas e.

p.

ou

On aboutirait aux mêmes résultats en prenant

où qn désigne la racine carrée de n à une unité près par défaut.
Dans l'un et l'autre cas l'ensemble E se compose du cercle \z\<i et

Ton voit que la valeur de tyn(e) pour l'intérieur du quadrilatère curvi"
ligne défini par

THEsE H. DÉ.HNGE.
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avec

a pour limite ^ ( 0 2 — (M(pg—p,), de sorte que la suite tyn(e) con-
verge vers

Remarque. — On peut se demander si Ton n'a pas compliqué inuti-

lement Ténoncé en introduisant la limite supérieure de -log|IIrt(js)|

pour une suite partielle quelconque et si Ton ne pourrait pas trouver
un énoncé analogue faisant intervenir simplement une limite unique

de - log |n n ( s ) | , ou bien si Ton ne pourrait pas réduire davantage

l'ensemble exceptionnel en montrant par exemple qu'il est dénom-
brable. Nous allons prouver que ces deux améliorations de l'énoncé
sont impossibles,

a. Montrons sur un premier exemple qu'il peut se faire que la

suite - log|n ; i(*)| ne soit convergente vers f logrrf^CO e n aucun

point d'un carré, de sorte que presque partout sur ce carré elle n'aura
pas de limite unique.

Désignons par E [ ] la partie entière de la quantité réelle entre
crochets. Soient alors

pn= E
1)

i J Q% 9,
e t /'/» = n —

de sorte que, lorsque n croit m» —^— a 5 i9pn reste égal ap

et rn croît de o à 22/J— 1. Soient a„ et b„ le quotient et le reste de la
division der,, par iPn, et soient

et

Notons que, pour n infini, pn tend vers Tinfini, de sorte que

\f n(i—Lj et par suite qn tendent vers l'infini et sont équivalents
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à yjn. D'autre part on a

de sorte que

Définissons alors les zéros de Pft(s) de la façon suivante : 6ft d'entre

eux seront égaux à " ^ t 'S les autres auront pour valeurs tous les

nombres de la forme • s et Jetant deux entiers pouvant varier

de o à gn— i. Il est clair que l'ensemble E se compose du carré

De plus la distribution des zéros des polynômes P„(-s) est régulière
et la fonction ty(e) est égale à la mesure de l'ensemble eE. En effet
pour o <x <^ i et o <y < i le nombre de zéros dont la partie réelle ne
dépasse pas x et la partie imaginaire ne dépasse pas y est égal soit à

soit à
f E \ \ i - l \ X

Si x = i ou si J = I, il faut remplacer £ [ ^ „ ^ + 1 par
ou E[^„7j+ T par E[^ tj]. Le quotient par n tend toujours vers xy,
car '̂ _ tend toujours vers x et ,_ tend toujours vers y tandis

que — tend vers o puisque — = i —• ( -^= ) •
I n v H n \s/nj

Nous allons montrer qu'à tout point z = x+iy intérieur au carré
on peut faire correspondre une suite nk telle que

l im^- log | I I n / (* ) (< ; ƒ logrfAp(e)— loga.

II suffit en effet de prendre
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ce qui

d'où

donne
Pn /„t=2AE[2*â?]-H E[2*y],

et

Dans l'expression

- log| ll,lk{z) i = 2 i ^ l o ê ' * " *$k)ï'

où 5^A), . . ., z\^] sont les zéros de Pnk(z), on peut séparer les zéros
intérieurs au cercle ta de centre z et de rayon r, et les zéros extérieurs
à ce cercle ou situés sur sa circonférence, r\ étant assez petit pour
que o> tout entier soit intérieur à E. La seconde somme est égale

à f \ogrdtynh{e) et tend pour k infini vers ( logr^C^)* Dès que &

est assez grand pour que —̂  <C^» la première contient au moins ™

terines inférieurs à

(au moinb ceux relatifs aux zéros égaux k ank \L flM> les autres étant
\ D 2^«* y

négatifs Elle est donc inférieure à

J^loga-loga,

qui, pour k infini, tend vers —
On a donc

n k
|̂  ƒ

et en faisant tendre YJ vers» o on obtient l'inégalité annoncée.
Il est à remarquer que ceci ne contredit pas notre théorème car la

suite n+, n29 . . ., nk9 . . . considérée ici, au lieu d'être fixée une fois
pour toutes, dépend du point z.
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b* Montrons sur un deuxième exemple que Ton peut avoir
l'inégalité

sur un ensemble ayant la puissance du continu.
Posons

<p(i)=a, <p(a)=a»,

de sorte qu'il est évident que cp(/c) croît indéfiniment ainsi que

^,_ - A chaque entier n faisons correspondre l'entier k défini

par <p(&)</j<^<p(£ + i), entier qui croît indéfiniment avec n. Puis
prenons

avec
^ —— E de sorte que s>

Tous les zéros de Pn(z) bout réels et compris entre o et i et il est
clair que l'ensemble E se compose du segment (o, i). De plus la distri-
bution des zéros est régulière et ty(e) est égale à la mesure linéaire de
l'ensemble eE. En effet le nombre des zéros de Pn(%) satisfaisant
à o<s<o?(pour o<o;<i) est égal à

sxE[><p(/c- 0]

et son quotient par n tend vers x, car s est équivalent à /*__ •
On a donc

/ lo%rdty(e)= I log|
F « 'o

A tout nombre réel ô compris entre o et i nous ferons correspondre
un point ^(0) tel que

l im-Iog | I I„(z) |g ! \og\z — œ\ dx — log a.
n Jo

A chaque valeur de l'entier k faisons correspondre les segments SA



de Faxe réei ayant comme longueur commune 7777^—: et comme

centres les points ™ ? où m prendra les valeurs 1, 2, . . . ,
<p(& + i ) — i . Quel que soit /c^>o, les segments SA n'empiètent pas
les uns sur les autres car la distance de deux centres consécutifs

e s t —-1— et on a ^—~—^ >4- De plus il est clair que chaque seg-
ment S* contient à son intérieur* exactement 3 segments S ^ .

Soit alors a,, a2, a3, . . . la suite des chiffres qui composent Je
nombre 9 écrit dans le système à base 3. Prenons le a, -h iieme à partir de
la gauche des segments S ,̂ puis le a , + 2lôme à partir de la gauche des
segments S2 intérieurs au précédent, puis le a 3 + iieine à partir de la
gauche des segments S3 intérieurs au précédent, etc. Nous avons
ainsi une suite d'intervalles emboîtés qui tendent vers un point ^(6),
et il est clair qu'à deux 0 différents correspondent deux points
différents.

Quel que soit 6, Vn{z) a toujours s zéros, d'ailleurs confondus, dont
la distance à s(0) ne dépasse pas —rn =

 2
1-?(*-1*. si dans l'expression

de - iogj Iï„(s)| on sépare comme plus haut les termes correspondant
aux zéros dont la distance à 5(6) dépasse r\ et les autres, la première
somme tend, pour n infini, vers

log\g\
. 1

—a;\dx -\- f logj z(Q) — x\ dœ,

tandis que la seconde est inférieure, dès que n est assez grand pour

- x s x | t — <p(A - i ) | log-î.

expression qui tend vers — log 2. On a donc

lim-lo» !nnf^(0)]K ƒ »og|s(Ô) <i\da

-i~ / 1 og | z ( 6 ) — x | da, log '2. j

et en faisant tendre YJ vers zéro on obtient l'inégalité annoncée.
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JU. — Cas général.

N'assujettissons plus maintenant l'ensemble & à aucune condition,
et, pour simplifier le langage, convenons de dire quo deux suites de

polynômes Pn(s) et #„(2) sont équivalentes si le r appor t . / / ! est une
constante. Nous allons établir le théorème suivant :

Étant donnée une suite de polynômes P1 (z), P2(s), . . ., Pre(*)> • * •

dont les zéros ont une distribution régulière, le rapport — restant borné,

il existe une suite équivalente #„(*) et une fonction réelle $ ( s ) telles
que Von ait les propriétés suivante? :

i° Quel que soit le domaine borné 1), la différence

f \og

où r désigne la distance du point z à un point variable, est une fonction
harmonique dans D.

20 Pour toute suite partielle <£ni(z), ^n%{z), . . ., <%nk(z), , . . on a

sauf peut-être sur un ensemble contenu dans E et qui peut, quels que
soient les nombres positifs a et e, être recouvert par une suite de cercles
pour laquelle la somme des puissances alème* des rayons ne dépasse pas e.
Sur cet ensemble, sh'l existe, on a

Hm — l o g | £ „ A ( 3 ) | < * ( JS).

3° S'il existe dans le plan des points qui n appartiennent pas à E, en

ces points l'expression -Xog | 3ft(s) | converge vers $(^V La convergence

est uniforme dans tout domaine borné disjoint de E.

On reconnaît immédiatement que le théorème du chapitre précédent
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est l'expression de celui-ci dans le cas où & est borné : on voit que
dans ce cas on peut prendre

et

Dans le cas général nous prendrons un point quelconque *0 du plan
et un cercle ouvert w de centre zQ et telle que la fonction ty(e) prenne
la valeur zéro pour sa circonférence; nous appellerons Rn(-s) le poly-
nôme égal au produit U[z— a(/°] étendu a tous les zéros de Pn(-s)
appartenant à(o,ouà i s'il n'existe pas de tels zéros, et Qn(z) le poly-

P (z)nome " - Nous verrons que Ton peut prendre

et f
r désignant la distance du point z à un point Q variable de E, et rQ la
distance du même point Q au point -s0.

S'il existe des points du plan qui n'appartiennent pas à E, on pourra
prendre pour zQ Tun d'eux et choisir co assez petit pour être entière-
ment exterieur à E. On aura ainsi

(£) = / log —

et

dès que Pn{%) n'aura plus de zéros dans co; mais, comme on peut tou-
jours modifier un nombre fini de <£n(z)9 on pourra prendre toujours

' M 5 ) f
J. Plaçons-nous d'abord dans le cas où E ne contient pas le point z0

et montrons que dans tout domaine borné A disjoint de E l'expression

~\o& p " . converge uniformément vers ƒ log —rfd»(e).

C étant un cercle de centre z0 assez grand pour contenir A
entièrement à son intérieur, soit D un domaine contenant l'extérieur
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de C, y compris le point à l'infini, contenant entièrement E à son
intérieur, disjoint de A, et laissant le point z0 à son extérieur.
A partir d'une certaine valeur de n tous les zéros de P^-s) seront inté-
rieurs à D et Ton aura

~ l o£
P { v \

4
Quel que soit v\ positif, on peut partager D en un nombre fini
d'ensembles partiels ?Ktels que le minimum mL et le maximum Mt de

log — sur eh satisfassent pour tous les points z de A à M, — mL<^ r\.

Soit en effet R le rayon du cercle C, et soit R' un nombre supérieur
àR. S i r o >R ' on a

r0 — R < / < / 0 + R
et

R. j ^ ^ R_

d'où

On peut toujours choisir R' a&sez grand pour que le second membre

soit inférieur à -• Alors, si l'on prend pour l'un des el l'ensemble des

points de Ü tels que /•„> R', l'oscillation de la fonction log— sur cet

ensemble est inférieure à r\. La partie restante de D est un domaine

borné!)1 disjoint de A et la fonction log 4- est continue par rapport au

point Q et à z lorsque Q décrit ce domaine et que z décrit A; elle est
par suite uniformément continue par rapport à Q sur ce domaine
quand z décrit A.

Ce raisonnement prouve en même temps que la fonction log— est

bornée sur D par un nombre indépendant du point z de A. Elle est en

effet bornée sur D — D' par - et elle est encore bornée sur D' k cause

de la continuité.

II résulte de là que l'intégrale / l o g ^ ^ ' ^ C ^ converge uniforme-
u

THESt< H. DELANGE 10
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ment sur A vers
f log — d*b{e) = ƒ loç -

2. Revenant au cas général, remarquons que les suites Qn(z) et
R„(-s) sont des suites de polynômes dont les zéros sont distribués
régulièrement. Les fonctions <\>'n(e) et ty"n(e) correspondantes sont en
effet égales respectivement h <\>n(e — co) et tyn(e co). Si eQ est un ensemble
quelconque, la frontière de e0 — co se compose des points de la frontière
de e0 extérieurs à co et peut-être de points pris sur la circonférence
de co, de sorte que, si la fonction d>(̂  — co) est nulle pour la frontière
dee0, il en est de même de ty(e) pour la frontière de e0 — co. De même
si (̂<?co) est nulle pour la frontière de <?0, ̂ ( ^ ) e s ^ nulle pour la frontière
de e0co. Les suites <J4(e) e*: Vn(e) son^ donc convergentes respecti-
vement vers

L'ensemble dérivé E' de l'ensemble de tous les zéros des polynômes
Qn(s) se compose de tous les points de E extérieurs à co et peut-être de
points de E situés sur la frontière de co. Le dérivé E" de l'ensemble
de tous les zéros des polynômes R„(-s) se compose de l'ensemble Eco
et peut-être de points de E situés sur la circonférence de co.

Soit alors A un domaine borné quelconque disjoint deE, et par suite
de E' et E". D'après ce que l'on vient de démontrer au paragraphe pré-
cédent, l'expression

- l o s

converge uniformément dans A vers

X log — dty'ie ) — / log-dty(e).

D'après le théorème du chapitre II, l'expression

iiog|R„m;

converge uniformément dans A vers

Ç \o%rdty»{e)=. f log/ dty(e).



Au total l'expression

n

converge uniformément dans A vers

f lo%
-Vu)

. L expression - log ^ converge encore vers / log—aw(e)

en tout point extérieur àE'et en particulier partout sur co.
Soit d'autre part Vni(z), Pna(z), . . ., Pn4(-s), * . . une suite partielle

quelconque extraite de la suite P,,(z). Alors, en vertu du théorème du
chapitre II, on a sur to

Uni — log|Rflifct =1 \o£rdty(e),

sauf peut-être sur un ensemble 6i contenu dans E", donc dans E co, et
pouvant être recouvert, quels que soient les nombres positifs a et g,
par une suite de cercles dont la somme des puissances alôm" des
rayons ne dépasse pas s. Sur cl on a

-— i r
lim — log |R„ , (2) < I log/

/ ? / l "hst
Au total on voit que Ton a sur co

- I loa [ dé(e) + f
«A

" d ty ( e )

sauf sur l'ensemble <St, où Ton a

lim — log : ƒ )oo û ( J / ( g ) + looj

4. Conservant toujours la même suite n i , n2, , . ., nA, . . . considé-
rons un autre cercle ouvert co' de centre z0, et plus grand que <o, et
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définissons les polynômes qn(z) à partir de co' exactement comme nous
avons défini Qa(z) à partir de <o.

Exactement de la même manière que pour eu nous verrons que Ton
a dans <*>'

Km — Jog z=z i loi> — d 4» ( e ) -4- f l o ç r d t \ > { e ) .
JE—«' ro JE<Ù'

sauf peut-être sur un ensemble contenu dans -Eco7 et qui peut être
recouvert, quels que soient a et e, par une suite de cercles dont la
somme des puissances aiemes des rayons ne dépasse pas e. Sur cet
ensemble on aura

lim — Joe
ni ö lo» rdty(e).

Mais la suite des polynômes * a ses zéros distribués régulière-
ment : la fonction 'Yn{e) correspondante est egale à ^[^(G/—tu)] et
Ton voit qu'elle a pour limite 44e(co'— w)l- Le dérivé E'"de l'ensemble
de tous les zéros de ces polynômes se compose des points de E intérieurs
à la couronne comprise entre leb circonférences de to et co' et peut-être
de points de E sicués sur ces circonférences. D'après le théorème du

chapitre 11, en dehors de Ew l'expression - log converge vers

En particulier - log n z° tend vers

lim — log
rik

= lim — log

. = ƒ logr

s ƒ log r0

dty(e).

et par suite

En définitive on voit que sur oo' on a

lim — lo«
ni

< / iQv —

l'ensemble des points où Ton a effectivement Vinégalité pouvant être



recouvert, quels que soient a et s, par une suite de cercles dont la
somme des puissances alèmC9 des rayons ne dépasse pas £.

5. Le cercle co' pouvant être pris aussi grand que Ton veut, on voit
d'abord que Ton a la relation (i) en tous les points du plan.

Soit ensuite <o\9 co'2, . . . , w'£, . . . une suite de cercles ouverts tels
que co' et dont les rayons croissent indéfiniment; et fixons les nombres
a et e. L'ensemble des points de to\ où l'on a

lim — log : f \02>ydty(e)^- j \ogr dty(

peut être recouvert par des cercles pour lesquels la somme des puis-

sances aiemes des rayons ne dépasse pas - . Ensuite pour chaque

entier z* l'ensemble des poinls de (x>[ —co'^ où l'on a l'inégalité (2),
évidemment contenu dans l'ensemble des points de w| où l'on a la
même inégalité, peut être recouvert par des cercles dont la somme des

puissances alème des rayons ne dépasse pas ~ On aura ainsi recouvert

tous les points du plan où Ton a l'inégalité (2) par des cercles dont la
somme des puissances atemes des rayons ne dépasse pas s.

6. Quel que soit le domaine borné D, on a

f f \og~di\>(e)+f l o g r ^ ( e ) ] - flogrd^(e)

C'est une fonction harmonique à l'intérieur de D.

A titre d'exemple prenons

ec çn:=E[v/iJ.

Le degré de P«(^) &$Kp*=ql9 de sorte que le rapport ^ reste au
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plus égal à i. L'ensemble E se compose du plan tout entier car on voit
aisément que tout quadrilatère curviligne défini par les inégalités

avec

contient des points de <ê. D'ailleurs la valeur de la fonction <\>n(e) pour
ce quadrilatère a pour limite

27T L I -}- pi I -h ps

de sorte que les zéros des polynômes Pn(%} ont une distribution régu-
lière et que

du

do désignant l'élément d'aire.
On peut prendre pour co par exemple le cercle j z | <^ 1. Alors Q„( o )

ost égal \\

t à
( — 1 y J , ' si \%p •+• i )2S/? < (2/?-4- 2 ) .

D'autre part

<D(- )=r r logr r f | (e jH- ƒ lo» ' <iv|>( e)-= log[i-h | s |] ~ Jog».

Si Ton pose

on a pour toute suite partielle £„X^)> ^«X5)' • • • > ̂  W» • • •

TT^ — iog j SBJL(z) | = log[ i -f- ' s
h

dans tout le plan sauf au plus sur un ensemble susceptible, quels que
soient a et e positifs, d'être recouvert par des cercles dont la somme
des puissances #lème9 des rayons ne dépasse pas s.
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D'ailleurs comme - log j Q«(o) j a pour limite Iog2, de sorte que

ïïïàJ-log |£^(£) |^ïïm-Mog|P, J J t(s)l Ioa2,

nette égalité peut s'écrire

Remarque. — La suite #„ (^) et la fonction 4>(^) dont notre énoncé
affirme l'existence ne sont pas bien déterminées puisque nous avons
donné une solution qui dépend d'un cercle arbitraire co; dans
l'exemple qui précède nous avons obtenu une solution supplémentaire
qui consistait à prendre tout simplement <£«(*) = P^OO-

Si l'on aies propriétés de l'énoncé avec une suite #B(s) et une fonc-
tion <&(*) données, toutes les solutions s'obtiennent en multi-
pliant ®B(s) par une constante JJLW telle que ^| tuj ait une limite (/., et
augmentant $(Y) de log jx.

11 est évident que le procédé indiqué fournit bien une solution.
Inversement nous allons montrer que, si une fonction ^ (z) et une suite
%>n\z)= \kn&n{z) sont telles que, pour toute suite partielle ff"4

}(-s),
^LV(̂ )» • . . 3 ̂ I»V(^ • • ' I o n a ^ presque partout sur un domaine D

lïm —log | £ # ( * ) ! = ^M-sJ'

on peut affirmer que \/\ \Ln \ a une limite |x et que Ton a presque partout
sur D

4>4 ( * ; = <&(*) H- log f * .

En effet, si la suite partielle \/| P-n; '
 a u n e limite pi', ou ^presquepartout

Hm — log

On doit donc avoir presque partout surD
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Ceci exclut la possibilité d'existence de deux limites différentes [//
et [//' pour deux suites partielles "v^p^J etny|[/.ai|, et Ton a bien le
résultat annoncé.

Si Ton suppose déplus que <&*(*) satisfait à la condition i° de
l'énoncé pour les domaines bornés contenus dans D, l'égalité

#, (£) = <&(JE) + loop

a lieu partout à l'intérieur de D; car Ja fonction *t>t(r)— *&{£) est
harmonique à l'intérieur de D.

Si D se compose de tout le plan, on a partout

IV. - Application aux séries 2anPn{z).

Les résultats qui précédent permettent de faire l'étude de la conver-
gence des séries ZanPn(z), où a{, aa, . . ., an, . . . sont des coefficients
variables, lorsque P1 (z), Pa(s), . . ., P«(^)> - • . est une suite donnée

de polynômes dont le degré pn varie avec n de façon que le rapport —

reste borné et dont les zéros ont une distribution régulière.

Soit en effet %Jz) = une des suites dont le théorème du

chapitre précédent établit l'existence, et <I>(̂ ) la fonction réelle qui
lui est associée. La série I.anPn(z) peut s'écrire 2Ö^#„(£), avec
drt— anan, et, si Ton pose lim y1 à}> \ = A, on a

îïm i- lo^ | ariPn{z) | = &(a) -h log A,

vauf peut-être aux points d'un ensemble contenu dans E et susceptible,
quels que soient les nombres positifs a et s, d'être recouvert par des
cercles dont la somme des puissances alèmes des rayons ne dépasse pas
s, ensemble sur lequel on a

ï ïm™ log rtfflPB( z) ' < <1>U) 4 - log? .

X étant fixé, cet ensemble dépendra de la suite an>
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La remarque de la fin du chapitre précédent permet de vérifier
immédiatement que l'expression <X>(̂ ) + logX est indépendante du
choix particulier de # n (s) et <T>(̂ ).

L'égalité
~ le* , aaPa(z i1 = i

montre d'abord que Ton a partout

z) \ 4= lo-) ^

Ensuite, si l'on considère une suite part iel le^ telle que y | dni j tende
effectivement vers A, la même égalité montre que Ton a

J i m — \o» ! a,,.Pfn (z) \ — l i r a — l o u ' LV/t) (z) | - h l o ^ / ,

et par conséquent

J i m — l o i ; tfrtPfl(O ^ I j i a — - l o i ; ' ? « / ( - ) + l o i ; À,

d'où lo résultat annoncé.
Il résulte de là que la série 2.a„Pn(z) est certainement convergente

sur l'ensemble des points où

et qu'elle est certainement divergente sur Vensemble des points où

à ^exception peut-être de points de E pouvant, quels que soient les
nombres positif s a et E, être recouverts par des cercles dont la somme des
puissances aiemeb des rayons ne dépasse pas £.

On ne peut rien conclure pour les points où

À titre d'exemple prenons pour l \ ( r ) les polynômes considérés au
chapitre précédent. On peut prendre tïP/4(*) = P«(s), de sorte que

ÏHtSE H. DEHN'OE



Le minimum de $(z) étant o, la série I.anPn(z) ne pourra être con-
vergente sur un ensemble de mesure non nulle que si log X <^o, c'est-
k-dire lim '\f\ an\ <^ i. Cette condition étant supposée remplie, il y aura
convergence à l'intérieur du cercle

] o g [ i - h [ c ] J H - l o s ? < o o u ] z < - — i .

et divergence à l'extérieur, sauf peut-être sur un ensemble jouissant
de la propriété indiquée plus haut. On ne sait pas ce qui a lieu sur la
circonférence.

Nous allons maintenant apporter plus de précision à ces résultats en
établissant les théorèmes suivants :

I. Quels que soient les nombres positif s a et t, on peut déterminer un
ensemble a indépendant de la suite des coefficients an, et qui, sJil n'est
pas vide, peut être recouvert par des cercles dont la somme des puissances
aiemcs j e s rayOns ne dépasse pas z7 de façon que, si l'on a sur un ensemble
borné <9L

<£(z) -+- log À < n (avec 77 >> o) ;

la série 2 anV/t(z ) est uniformément convergente sur (fl — a.

II. Si Von a sur un ensemble borné (Si

0 ( 5 ) H - l o g A <C — 'ü ( a v e c Y) > o ) j

et si $ (^ ) est continue sur (SL et sa frontière, la servie 2,a„ P„(^) est uni-
formément continue sur (51.

i. Désignons par <\>(z, u) comme au chapitre II, la valeur que prend
la fonction <\>{e) pour le cercle fermé de centre z et de rayon //.
Appelons W la valeur de la fonction <]>(<?) pour le plan tout entier, de
sorte que la fonction —J- prendra, elle, la valeur 1 pour le plan tout
entier. Déterminons le nombre k par l'égalité ( 2£ ) a = s.

D'après ce qui a été démontré au chapitre I, l'ensemble des points ,3
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du plan où l'on n'a pas pour toutes les valeurs de u au plus égales à k

+ (* , u) fit"
ou

peut être recouvert par une suite de cercles dont la somme des puis-
sances aIemes des rayons ne dépasse pass. Nous allons montrer que l'on
peut prendre pour a cet ensemble.

Supposons donc que, pour une des séries LatlPn(z) que Ton peut
former avec la suite Pn(r), l'on ait

— a

sur un ensemble borné &L.
Le choix de la fonction <t(.s) et de la suite ^ f t(s) n'ayant pas

d'importance, supposons que Ton ait pris avec les notations du
chapitre précédent

e l z)= f loo — dty(e)-*r f log/ dty(e),

et que co ait été choisi de manière à contenir entièrement cl à son
intérieur.

En premier heu sur 0L l'expression -log {]
n
(* converge unifor-

mément vers f iog — di\>(e). Donc, si n est assez grand, on a, quel

que soit s surÖL,

Ilog

Ensuite si//?(a?) est la fonction, déjà considérée, qui vautloga; pour

x>erP et —p pour o<x<^ert\ l'intégrale f fP(r)dty(e) tend en

décroissant vers f logrdty(e) lorsque p croît vers +00; et, si e~p

*s i ü)

est inférieur à la distance de cl à la circonférence de co, on a sur &i

• - L a ) J E (o J p

Si Ton suppose de plus que z n'appartient pas à G et que e~fJ<k, on a



pour t>p

et par suite

Au total on voit que, sij9 est assez grand, on a, quel que soitz sur 6i— a,

ƒ f/>i')dyie)<* I l o y

/? étant fixé ƒ,,(/') est uniformément continue par rapport au point Q
variable sur « et bornée sur to quand r décrit l'oiibemble cl, et par
suite l'intégrale

qui est supérieure ou égale à - log { Rrt(J) , converge uniformément

sur cX vers

Donc, si n est assez grand, on a, quel que soit z sur cl — a,

iloo|R r t(r)[< f f,,(i)fl<ï{e)+2<f Ion/

Si do plus n est encore assez grand pour que

-

on aura partout sur cl — a

r

ri
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d'où

<e~n~\

d'où résulte la convergence uniforme.

2. Si (&(^) est continue sur cl et sa frontière, il en est de même de

. Or l'intégralef log

f
est une fonction cont inue du p o i n t s car , si r ' et/*" dés ignen t les dis-
tances de deux points z! et z" au point variable Q, on a, quel que soit
ce point,

et par suite

Cette fonction continue tendant en décroissant vers la fonction

, continue également sur cl et sa frontière, lorsque/?

tend vers +oo, la convergence est uniforme sur (fi et sa frontière. On
peut donc trouverp assez grand pour que l'on ait

f
partout sur CX et non plus seulement sur CX — a.

Kn reprenant alors le même raisonnement que ci-dessus, avec cette
seule modification, on voit que la série 2anPrt(c) est uniformément
convergente sur cl.

En particulier si $(z) est continue dans tout le plan la série £anPn(x)
converge uniformément sur tout ensemble borné où $(^)4rlogA a
un maximum négatif. C'est le cas par exemple pour la suite de
polynômes que nous avons considérée au chapitre précédent et au
début de celui-ci : il y a convergence uniforme de la série -ö7tP7,(^)
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dans le cercle ( z j <p si

iim yj I aa \

Dans le cas particulier où l'ensemble & est borné, si Ton a ^ ( E ) ^ o,
il n'est pas nécessaire de préciser dans nos énoncés que l'ensemble CX
doit être borné mais on peut considérer simplement l'ensemble des
points où

Cet ensemble est en effet automatiquement borné puisque 3>(-s) tend
vers -+- oo quand z s'éloigne à l'infini.

Remarque. — S'il existe une région du plan où $(s) a une valeur
constante <&<,, nos conclusions ne suffisent pas pour étudier la conver-
gence de la série dans cette région dans le cas où l'on a

l o g ) = = — <î>0.

En effet on y a alors
<D(c) -+- log) = o.

Prenons par exemple

o(rt) étant une fonction positive de n telle que tende vers o pour
n infini.

L'ensemble E se compose de la circonférence -y:|^| = i et de
l'origine; la distribution des zéros est régulière et l'on a

o. désignant la mesure linéaire de l'ensemble ey. On peut prendre

<?„(.-) =P»(c) et 9(z)=f\ogid^(e)=f log | z - e'O | d9,
JE J{)

ce qui donne

O ( - ) r = o p o u r | * | ^ i e t O ( z ) z n ] o y | z | p o u r | C | > J .

Si
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la série I.anPn(z) est convergente a l'intérieur du cercle

ou

et divergente à l'extérieur. La convergence est uniforme à l'intérieur
de tout cercle | z \ < p avec p < y

Si X > i , on a partout <I>(V) + logX> o, et par suite la série est
convergente au plus en des points de E dont l'ensemble peut être
recouvert, quels que soient les nombres positifs a et s, par des cercles
dont la somme des puissances aiemcs des rayons ne dépasse pas E.

Mais si \ = i on peut affirmer seulement que la série diverge à
l'extérieur de y, et Ton ne peut rien dire sur sa convergence à Tinté-
rieur de ce cercle.

En fait, si Ton avait pris par exemple <p(n) = i, la série est conver-
gente pour z = o et de même nature que la série 2a„ en tous les autres
points intérieurs à y. Mais si par exemple <p(o) = o, <p(i) = ^(2) = 1,
et ç(«) = E[log/i] pour n^> 2, on aura des résultats plus variés : si
l'on prend le cas particulièrement simple où an—nu, avec a ^> o, on
aura p o u r n > 2

la série sera donc certainement convergente pour \z\<^e~K9-^^ et
divergente pour [ z \ ̂ > e"a.

Toutes les fois que Ton aura ty(e) = o, c'est-à-dire que le quotient
par n du nombre de zéros de Vn(z) contenus dans un domaine borné
quelconque tend vers o, <&(*) est constante sur tout le plan et par
conséquent nos résultats permettent seulement de conclure que la
série 2attPft(j) est convergente partout, ou divergente presque
partout, suivant que d>(*) + logX est négatif ou positif, mais rien
lorsque l'on a

<!>(-) -b log? = 0

dans tout le plan. En fait, il peut se présenter des circonstances variées.
A titre d'exemple prenons

0 étant incommensurable avec 71.



On a bien $(e) = o et Ton peut prendre

1 " ( 0 ) e"'^

de sorte que le cas douleux est celui où

\/\an\ = 1 .

Nous allons montrer nue. si Ton se donne arbitrairement un
domaine convexe D, borné ou non, on peut déterminer an, satisfaisant
naturellement à cette condition, de maniere que la série T.anPn(z) soit
convergente à l'intérieur de ce domaine et divergente à l'extérieur.

Si Ton appelle f(f) la borne supérieure, finie ou non, des valeurs
de h pour lesquelles la droite

x cos o + j sin o — /* = o

rencontre D, il suffît de prendre

En effet avec cette valeur de af, on a constamment, si I1'1»n pose z*=x+îy,

i i - s

•— loi; j anVa{z) 1 < ? cos/îO-f- > sin A/0 H- ̂ ^=r ~y(/?Oj;

si z est intérieur au domaine D, on en conclut, en appelant o la distance
do JS à la frontière de D, que

— ïoa I rjflVn(z ) ' < - 3 -H ~ ^

OU

d'où il suit que la série lan\\t(z) est convergente.
Si au contraire le point z = , r + *j est extérieur à J), il existe une

valeur cp0 de <p telle que

Soit k la valeur positive du premier membre. Si Ton choisit la suite nh



— 89 —

de manière que enklB tende verselt*%l'expression —= log\aHLPnL(s)\ tend

vers le. Par suite la série — artP/((r) est divergente.

\ . — Étude des polynômes dérivés.

Soit P I ( J ) , I3
2(^), • •> P«(^)» . . . une suite de polynômes dont

les zéros sont distribués régulièrement, et dans laquelle Ene recouvre
pas tout le plan.

Soit z0 un point qui n'appartient pas à E et y un cercle de centre *„
et de rayon p assez petit pour être entièrement extérieur à E; soit
ensuite y' un autre cercle concentrique à y, de rayon plus grand, et
encore tout entier extérieur à E. Appelons D le domaine formé par
l'extérieur de y', y compris le point à l'infini. Il est clair qu'à partir
d'une certaine valeur de n tous les zéros de P,t(c) sont intérieurs au
domaine D, et si l'on pose

a désignant l'affixe du point Q variable, on a

Si Q et Q' sont tous deux extérieurs à un cercle de centre ^0 et de
rayon R supérieur à p, on a, quel que soit z dans y,

d'où

Quel que soit le nombre positif r,, on peut déterminer R assez grand
pour que

Alors, quels que soient les points Q et Q' pris sur l'extérieur du
THI.SC H DELANGJ \l
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cercle xz — zö ' = R, on aura

Ensuite f(Q) sera uniformément continue par rapport à Q dans la
couronne comprise entre le cercle y' et le cercle \z — zQ ' = R, et sur
sa frontière, quand z décrira l'intérieur de y; de sorte que Ton pourra
décomposer ce domaine en un nombre fini d'ensembles partiels eL tels
que Ton ait pour tout couple de points Q et (V de et et pour tout pointe
intérieur à y

Enfin, si p' est le rayon de y', on a, quel que soit Q dans D et quel que
soit z dans y,

II résulte de là que, pour n infini, l'intégrale

converge uniformément dans y vers

Le même raisonnement pouvant être fait au voisinage de tout point zn
I P' (z)

extérieur à E, l'expression - p , ( converge uniformément dans tout
domaine borné disjoint de E vers l'intégrale que l'on vient d'écrire.
Cette expression étant holomorphe dans un tel domaine à partir d'une
certaine valeur de n9 la fonction limite h(z) est holomorphe à l'exté-
rieur de E.

Il résulte de là que toute région extérieure à E ne contenant aucun
zéro de hi^z) ne contiendra, à partir d^une certaine valeur de n, aucun
zéro de Vu(z). Au contraire, dans une région où h(z) ne sera pas identi-
quement nulle, tout cercle ayant son centre en un zéro dJordrep de h(z)
et assez petit pour ne pas en contenir d:autres contiendra^ à partir dhine
certaine valeur de n, exactement p zéros de P^(s).

Par suite le dérivé E; de l'ensemble des zéros des polynômes P',t(z)
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ne contient, en dehors de E et des régions où h{z) serait identique-
ment nulle, que les zéros de h(s). Ces derniers sont d'ailleurs au plus
en ensemble dénombrable puisque tout domaine borné disjoint de E
n'en contient qu'un nombre fini.

P (~P (~)D'autre part si *£tl(z) = - ^ - ' e s t une des suites équivalentes à Pn(z)

dont le théorème du Chapitre III affirme l'existence, et <b(z) la fonction
réelle correspondante, en remarquant que Ton a

Al
n

on voit qu'en tout point extérieur à E et où h{z) yé o Vexpression

n

converge vers <&(s) comme - log | %,(-) ].

Remarquons enfin que, si dans une région du plan extérieure à
Eh(z)est identiquement nulle, $(*) y est constante. En effet, si^' et^w

sont deux points de cette région, on peut les réunir par un chemin
entièrement intérieur k cette région et qui par suite ne rencontrera,
pour n assez grand, aucun zéro de P7,O)> et l'on a

i P' ( ~)i
par suite de la convergence uniforme de - p ,^i

d'intégration on a à la limite

v e r s ° s u r Ie chemin

Si donc il n'existe dans le plan aucune région où $(z) soit constante,

i]Og n converge vers 4>(^) partout à Vextérieur de E, sauf peut-

Dans le cas où & est borné et l'extérieur de E d'un seul tenant, ce
être sur un ensemble dénombrable (formé des zéros de h (s)) .
résultat est une conséquence de la remarque (5) du Chapitre II de la
première partie.

Il est essentiel de supposer qu'il n'existe aucune région où
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<J>(j) = const. En effet si l'on prend par exemple P;l(j) = zn — i on
peut prendre

Mais P'„(^) = ft-" ! e t- log, IVy-)1 lend, quel que soit .s, vers log1 si

qui n'est égal a $(V) que pour j z >i .
Dans le cas particulier où E est borné et son complémentaire d'un

seul tenant il ne peul exister aucune région où <&(*) = const., du
moins si J J ( E ) ^ O ; sinon <&(*) qui est harmonique en dehors de M
devrait être constante partout en dehors de E; or elle tend vers l'infini
comme J>(E) log}^ \ lorsque z tend vers l'infini.

VI. — Réciproque du théorème du Chapitre III.

Le théorème du Chapitre III admet la réciproque suivante :

P-I(J ) , P2(^), . . -, P«(-3), • . • étant une suite de polynômes dans
laquelle le rapport du degré de chaque polynôme à son indice reste borné;
s'il existe une suite équivalente #,(;?)» ^C^)? . . •? ^n(-s)» . . . et une
fonction réelle $(-s) telles que, pour toute suite partielle

Von ait presque partout

/a distribution des zéros des polynômes de la suite est régulière. La Jonc-
tion ty(e) est entièrement déterminée par la connaissance de (I*(^).

A. Notre démonstration reposera sur le théorème suivant de la
théorie du potentiel :

aï deux f onctions potentielles U, (P ) et U2(P) satisfont presque par-
tout sur un ensemble ouvert O à Végalité : U, (P)— U2(P) = IÏ(P), ll(P)
étant une fonction harmonique surO) les f onctions de masses sont égales
sur tout ensemble contenu dans 0.



J. Soit F une courbe de Jordan et G(P) la fonction de Green du
point à ['infini pour cette courbe. Soit G, la courbe d'équation G(P) = X
(avec X > o) et désignons par G, l'ensemble fermé formé par l'inté-
rieur et le périmètre de CM et par G, l'ensemble ouvert formé par
l'intérieur de G,.

Soit d'autre par ty(e) une fonction d'ensemble non négative et nulle
sur tout ensemble sans point commun avec un certain domaine
borné D; et soit

U(P) — / logPQ d'b(e) (Q étant un point variable dans D).

Alors l'intégrale

où la dérivée-y-est prise suivant la normale extérieure à C>, est une

fonction convexe de X et ses dérivées à gauche et à droite sont égales
respectivement à

^(C i) et <KC7).

Posons en effet, fP(&) elant la fonction déjà considérée plus haut,

et

«/»(>• Q ) = J MPQ)%;<<<,

de sorte que, lorsque^ tendra vers + 3 c , UP (P) tendra en décroissant
vers U(P) et ufJÇk, Q) tendra en décroissant vors

qui vaut 2uX si Q est à l'intérieur de Cy ou sur C, et 2TvG(Q) si Q est
à l'extérieur de C,.

Up(P) est une fonction continue de P, car si PP;<^ o on a, quel que
soit Q,



et par suite

De même */P(X, Q) est une fonction continue de Q.
Partageons alors D en un nombre fini d'ensembles partiels eL de

diamètre inférieur à o, et soient m, et Mt le minimum et le maximum
de/ , /PQ) quand P reste fixe et Q décrit eL. On a

et
YiL— mt<dt«' d'où <

Par suite, Q, étant un point choisi dans et suivant une loi quelconque,
on a

d'où l'on déduit par intégration

Si Ton fait tendre o vers o, on obtient à la limite

c'est-k-dire

Si ensuite on fait croître p vers -j- oc on a à limite

OU

On en déduit, en tenant compte de la valeur de w(X, Q), que si V^> X
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OU

d'où résulte immédiatement le résultat anoncé.

2. Si &(e) n'est plus supposée non négative, elle est la différence de
deux fonctions non négatives ty'(e) et <\>"(e) et I(X) est la différence
des deux fonctions de X définies de la même façon à partir de fy(e)
et i|/'(e)- Par conséquent I(X) admet encore une dérivée à gauche et
une dérivée à droite qui sont égales respectivement à

et

Si d'autre part H(P)estune fonction harmonique dans la courbe C>u,
l'intégrale

est constante pour o <̂  X<X0, et par suite dans cet intervalle la fonction

admet encore pour dérivées à gauche et à droite

et d;(C7).

3. Cela étant, soient fy(e) et §"(/) deux fonctions d'ensemble, la
première nulle pour tout ensemble sans point commun avec un domaine
borné D', la seconde nulle pour tout ensemble sans point commun avec
un domaine borné D"; soient

et
Jyy

U > ( P ) = f i

soit O un domaine ouvert quelconque; et supposons que Ton soit
assuré qu'il existe une fonction H(P) harmonique sur O et telle que



l'on ait au moins presque partout sur 0

ou

Prenons alors pour la courbe F considérée plus haut un rectangle
de côtés parallèles aux axes de coordonnées Oœ et Oy et eniièremenl
intérieur à 0. Il existe une valeur positive Xo telle que C,o soit encore
entièrement intérieure à 0. Pouro<A<X0 les intégrales

f U j ( P ) ^ ^ et 3,0) =

sonl certainement égales, sauf peut-être pour les valeurs de X telles que
l'ensemble des points de C> où

soit de mesure linéaire non nulle. Mais ces valeurs de X forment au
plus un ensemble de mesure nulle et Ton a presque partout dans
l'intervalle considéré

par suite de la continuité de l, (X) et J2(X) cette égalité a lieu partout
dans l'intervaiie et Ton en déduit

A la limite, pour X = o, on voit que <\>\e) et ty'X?) prennent la même
valeur pour le rectangle fermé F.

Étant égales pour tout rectangle fermé intérieur à 0, ces deux
fonctions sont égales pour tout ensemble contenu dans 0.

B. Ceci étant, considérons une suite de polynômes P t(-)>
Po(^), . . ., P„(-) , . . . pour laquelle le rapport — du degré à l'indice
reste borné et supposons qu'il existe une suite équivalente # i ( s ) ,
L72(^), . . . , L?n(z)} . . . et une fonction réelle <J>(v) telles que, pour
toute suite partielle i?«1(-), ^«X-3)» • • •» ^»/(5)» • • •» ^on a ^ presque
partout

(r) hm^-\oo\<ZnL(z) \ — d>{z).
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Les fonctions f|(«(e) s o n t bornées dans leur ensemble comme- et

forment par suite une famille normale. Soit tyaic(e) u n e suite partielle
convergente vers une fonction fy(e). Le théorème du Chapitre III
s'applique à la suite des polynômes P„t(-s) * soit #"{

}(s), #!£(*), • • •»
^4(5) , . . . Tune des suites équivalentes dont ce théorème affirme
l'existence et $, (s) la fonction réelle associée. Si Ton pose

Tik 1— • •

il résulte de la remarque de la fin du Chapitre III que la suite y | fv,,

aune limite [/. et que l'on a presque partout

Mais, si D est un domaine borné quelconque, la fonction

est harmonique à l'intérieur de D; de sorte que l'on a presque partout
à l'intérieur de D

H,(«) étant une fonction harmonique à l'intérieur de D.
La condition que ceci ait lieu pour tout domaine borné détermine

complètement la fonction ty(e). En effet, si deux fonctions <|/(e)
et <K(O satisfont à cette condition sur un même domaine borné
ouvert D, on a presque partout sur D

H (a) étant une fonction harmonique sur D, et par suite les fonc-
tions <|/(tfD) et f ( e D ) , donc aussi ^'(e) et <]/'(*)» s o n t égales pour
tout ensemble contenu dans D. Si ceci a lieu pour tout domaine borné
ouvert les fonctions ty(e) et fyf(e) sont égales pour tout ensemble.

THÈSE H. DELANGB. 13
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II résulte de là d'une part que la suite des fonctions tyje) est
convergente, d'autre pari que la fonction ^(e) es* déterminée par la
connaissance de $>(z).

Remarques. — i° Si Ton peut trouver une fonction ']>'{€) nulle sur-
tout ensemble sans point commun avec un ensemble borné E et telle
que Ton ait presque partoui

( e?} _ _ «J>(c j 4 - e

cette fonction satisfait à la condition qui détermine ']*{?) et par suite
on aura

Ceci aura lieu en particulier toutes les fois que & sera borné.
De même, si l'on peut trouver d>\e) nulle sur tout ensemble sar^

point commun avec un ensemble E ne couvrant pas tout le plan et
telle que, /* et r0 désignant les distances d'un point variable au point z
et à un point zQ extérieur à E, Ton ait presque partout

X
on aura

' l i e ) -rr ty ' ( e ).

(]eci aura lieu en particulier si 3 n'est pas dense sur tout le plan.

2° Lorsque S est borné il résulte de la remarque de la lin du
Chapitre III que, si Ton pose %t(z)= yVilln{z) de sorte que \kn est le
coefficient de sedans °?,,^), \/jp.rt a une limite a pour n infini et
Ton a presque partout

*b[z) ~ f log rdty(e)-\-\o%iJ.-^l Ion/ d v|/f e) -H loi; y,

l'intégrale étant étendue à tout le pian. Cette condition détermine ty{f)
et [K lorsque Ton connaît 4>(^).

'î° A étant un domaine borné quelconque disjoint de E, l'expres-
sion -logj *?„(£) converge uniformément dans A vers la fonction
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harmonique qui y est égale presque partout à <£>(-). En effet si ^ ' ( s )
ost une des suites dont le théorème du Chapitre IIl affirme l'existence

et 4^(3) la fonction réelle associée, on sait que - log | 67j,n (Y) | converge

uniformément dans A vers <l><(z) qui y est harmonique; mais, si l'on

pose £„(*) = [/.„^/'(s). d'après la remarque déjà citée, \/|tjt.J a une

limite a et Ton a presque partout

4° Ŝï 6 ^ borné et si Von connaît a priori E, supposé de mesure
nulle, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que

ait une limite à l'extérieur de E est que y | A,,| ait une limite A et que la
distribution des zéros des polynômes de la suite soit régulière. A et *\>{e)
wnt entièrement déterminés par la valeur de la fonction limite de

- loa

Otte proposition contient comme ca^ particulier le théorème du
(Chapitre III de la première partie.

De même si Pon connaît a priori E, de mesure nulle mais non néces-

sairement bornée et si Von est assuré que le rapport— reste bornè^ la

condition nécessaire et suffisante pour que —JOH

point quelconque extérieur à E — converge à l'extérieur de E est que la
distribution des zéros des polynômes de la suite soit régulière. La fonc-
tio n &>(^e) est h ie n dé term in ée par la conna is sa ne e de la Jo nctio n lim ite

de-
n

Applications. — Les résultats qui précèdent permettent de déduire
l'étude de la distribution des zéros d'une suite de polynômes de celle

des limites de - log | V,\z)h ou '\f\ P«(5) |.

Tn premier exemple est fourni par les suites de polynômes que
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étudiées à la fin du Chapitre III de la première Partie.
Nous^Hons en donner quelques autres.

1. On a vu au Chapitre précédent que, si une suite de polynômes a
ses zéros distribués régulièrement et s'il n'existe aucune région où
Ton ait $ ( * ) = const, l'expression

— l0S]ct„{z) ™ — iO°

n ° ' " ; n °

converge à l'extérieur de E vers <&(s), sauf peut-être sur un ensembie
dénombrable. Il résulte de là que, si de plus E est de mesure nulle, la
suite des polynômes dérivés P^(^) a aussi ses zéros distribués réguliè-
rement et la fonction ty(e) correspondante est la même que pour Pn(z).

2. Comme autre exemple retrouvons le théorème de Carlson sur les
zéros des polynômes sections d'une série de ïaylor (1) .

Soit la série i -+- aKz -+•. . . + a„za+ . . . , de rayon de convergence T.
Posons

On sait que, si la suite nk est telle que l'on puisse lui associer la
suite rik satisfaisant à

.. < ,- n'Ln—r

l'expression — log j P„ t(s) j converge vers o pour \z\<i et vers log | z
pourj-s]^>i, sauf peut-être sur un ensemble de capacité nulle donc
de mesure nulle.

On déduit de là que les zéros des polynômes P„k(
z) on^ u n ^

distribution régulière. On voit que ty(e) est égale h — > a désignant la

mesure linéaire de l'ensemble des points de e appartenant au

cercle y ( | * | = i)\ car si l'on prend <J/(<?)= — on a27T

SI ! -

( i ) C. Jî Je. Se, t. 178, i9?4, p. 1677-16S0
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3. Considérons encore les polynômes définis par la relation

= 1 r P , ( a ) < . . . 4 P „ ( s ) * + - . -
i -f- t- — tzsjl _+_ tt

On voit immédiatement par la méthode de Darboux ( ' ) que, si z est

extérieur à la lemniscate j z2 — i | = i, ^ j P«(^)j tend vers \j\z- — 11 ef

par suite -log | Pff(^) | tend vers -log | z- — il, et, si z est intérieur à

cette lemniscate, v^|P«^)| tend vers i et — log!P,,(*)[ tend vers o.

Il en résulte que la distribution des zéros des polynômes de la suite
est régulière. La fonction <&(*) étant harmonique quand z n'est pas sur
la lemniscate \z2—1| —i, la fonction ty(c) est nulle pour tout
ensemble sans point commun avec cette lemniscate. Sur la lem-
niscate sa valeur correspond à une distribution de masses donnant
un potentiel nul à l'intérieur. Si l'on veut, le résultat se traduit de la
façon suivante :

Si z, et Zj> sont deux points de la courbe pris sur une même boucle,
lorsque n tend vers l'infini, la proportion de zéros de Prt(s) compris
entre les normales en zh et zs et deux arcs parallèles a la courbe et

tracés de part et d'autre a pour limiîe — * a désignant l'angle des bis-
sectrices intérieures des rayons vecteurs issus des points — i et + i
en z} et s*. La proportion de zéros contenus dans un domaine disjoint
de la courbe \z-— i j = i tend vers o.

D'ailleurs l'application de la méthode de Darboux montre que
l'argument de Pn(z) ne change pas, dès que n est assez grand? si z
décrit une courbe intérieure à la lemniscate, et augmente de %n^ s'il
décrit une courbe entourant celle-ci; de sorte que tous les zéros
de Pn(-s) s'accumulent au voisinage de cette lemniscate.

D'une façon générale, si une suite de polynômes est définie par une
fonction génératrice G(z, t) qui a des points singuliers indépendanis
de z et d'autres qui dépendent de z, l'expression \/\P„(z)\ aura une
limite constante daus la région où le module des points singuliers

(1) Sur l'approximation des fonctions de très grands nombres (Journal de Liouville,
Y s^rie, t. 4, i8;8, p 5-56 et 877-416.)



dépendant de z est supérieur au plus petit module des autres, et une
limite fonction harmonique de z dans chaque région où l'un des points
singuliers dépendant de z sera le point singulier de plus petit module.
La distribution des zéros sera donc régulière et il y aura accumu-
lation de zéros au voisinage des courbes sur lesquelles deux points
singuliers auront même module.

\, Considérons enfin des polynômes» liés par une relation de récur-
rence de Poincaré

où Q, est un polynôme en z do degré k— i dont les coefficients

dépendent de n, les rapports ^ - , | y , . . >—y-1 ayant des limites Ao?

A,, . . ., AA i,(|ui sont naturellement aussi des polynômes en z.
Si pour i = o, i, 2, . . ., k — i, P,(s) est de degré l'au plus, Vtl(z) est

de degré n au plus. De plus on sait qu'en tout point où l'équation

a toutes ses racines simples et de module different, et par suite presque

partout, ie rapport p | / ' tend vers une des racines de celte équa-

tion, en général la plus grande en module. Le rapport p"1"! ,1' et

par suite l'expression '{ ' P,((^) tendent donc vers le module de cette
racine.

L'expression '{ P,((5)| étant convergente presque partout, la distri-
bution des zéros dos polynômes P,,(^) est régulière.

Remarque. — .Nous avons déjà observe que nos théorèmes
s'appliquent aussi bien si l'indice n ne prend pas toutes les valeurs
entières. Cela revient à dire que Ton peut prendre pour valeurs de
Tentier n une fonction quelconque croissante du rang /• de chaque
polynôme dans la suite. On pourrait aussi remplacer partout l'indice n
par une fonction quelconque v{k) croissant indéfiniment avec ket non
nécessairement égale à un nombre entier. On définirait la fonc-
tion J>/,(V) comme égale au quotient par v{k) du nombre de zéros de
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rhaque polynôme appartenant à l'ensemble e: on supposerait que le
rapport du degré à v(/v) reste borne; et l'on dirait que la distribution
des zéros est régulière lorsque la suite ' ^ ( 0 est convergente.

Toute suite ajant ses zéros distribués régulièrement avec une fonc-
tion v(k) donnée jouit de la même propriété avec toute fonction v\&)

y ' ( k )
telle que • , . ait une limite finie et non nul le .1 y ( k )

On se rend compte aisément que les théorème^ des Chapitres 11, III,
V, VI restent vrais quelle que soit la fonction v(Â).

Les résultats concernant les series I.atiPti(z) sonl conserves pourvu

que q <^ I entraine la convergence de £ff' ' •

Nous n'avons pas adopte dans notre expo&e ce point de vue général
parce que dans toutes tes applications v était égal au rang du poly-
nôme dans la suite donnée ou dans une autre d'où celle-ci était extraite.

I u et a/y;/ ouve

Pan*, le 3 juillet 1939
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ïJans le i juiUet iqdq.
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