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PREMIÈRE THESE

Recherches sur le calcul

des perturbations générales des petites Planètes

AVANT-PROPOS

1. — Dès la découverte des premiers astéroïdes, le problème du calcul de leurs trajectoires s'est posé.
On ne connaissait alors que la méthode de calcul utilisée par Laplace pour les grosses planètes, méthode qui

permettait de former des tables du mouvement de chaque astéroïde. Malheureusement, les calculs étaient longs et
onéreux car il fallait, pour chaque cas particulier, calculer le développement en série de la tonction perturbatrice,
travail fort long.

Cela n'avait pas une importance très grande tant que le nombre des astéroïdes découverts était restreint ;
mais, à partir du moment où leur recherche systématique fut entreprise et que les découvertes se multiplièrent, il
devint impossible de faire de chacun d'eux une théorie complète. [1 était néanmoins nécessaire de calculer des éphémé-
rides de recherche pour les retrouver aux oppositions suivantes, et ce résultat fut obtenu en utilisant la méthode
remarquable que Gauss avait imaginé pour le calcul d'une orbite elliptique au moyen de trois observations complètes,
ou de quatre observations pour le cas où l'orbite est presque confondue avec le plan de l'Ecliptique. A vrai dire,
Laplace avait, lui aussi, donné une méthode pour le môme objet, méthode qui permet l'emploi d'un nombre
quelconque d'observations, mais elle est restée longtemps dans l'oubli et c'est la méthode de Gauss qui a été utilisée

plus souvent.

On pouvait alors calculer rapidement une orbite approchée et former ainsi des éphémérides de recherche
pour retrouver les astéroïdes aux oppositions suivanies. Malheureusement, on s'est aperçu bientôt de l'insuffisance du
procédé car, après un nombre d'oppositions souvent très restreint, les différences O-C devenaient trop fortes et il
fallait songer à corriger les éléments elliptiques trouvés. Cette correction ne pouvait s'opérer qu'après le calcul des
perturbations causées par l'atiraciian. des planètes principales, en particulier de Jupiter. On retombait donc sur la
difficulté initiale.

'2. - Plusieurs chercheurs parmis lesquels nous pouvons citer : Gauss, Encke, Hansen, Tietjen, Oppolzer,
Louis Fabry, M. Rénaux et nous-mêmes, ont proposé alors des méthodes différentielles de correction portant, les unes
sur les éléments elliptiques eux-mêmes ; d'autres sur les coordonnées rectangulaires de l'astéroïde ; ou enfin, pour
une troisième catégorie, sur des éléments judicieusement choisis de manière à simplifier le plus possible les calculs
nécessaires à la correction.



Un progrès sérieux avait été réalisé, mais ces méthodes permettaient seulement d obtenir des éléments
représentant les obser\ations pendant un nombre d oppositions asçez grand et il n était pas possible de pré\ on a
longue échéance

3 — Avec 1 espoir de résoudre le problème définitivement, Hansen publia une methode dérivée de celle
qu il avait appliquée a la theorie de la Lune avec succès Son principe reposait toujours sur le développement des
inégalités suivant les puissances des masses, mais il réduirait le nombre des éléments dont il fallait calculer les
perturbations a trois d ou progrès sur la methode de Laplace Malheureusement, cet avantage est compense en partie
par la longueur et la complication des calculs numériques,

Leverner, lui aussi, s était occupé de la question et les formules qu il avait publiées dans les Annales de
1 Observatoire de Paris en vue de la théorie des grosses planètes, pouvaient s appliquer aux astéroïdes d inclinaison
faible II avait prévu le cas des inclinaisons fortes, et a\ ait indique comment devait s opérer alors le de\eloppement
de la fonction perturbatrice II avait ensuite imagine une methode numérique pour le calcul séparé des grandes
inégalités périodiques, methode appliquée par lui a Pallas et c est au sujet de ce mémoire que Cauchv inventa la
methode remarquable qui porte son nom

Plus tard, et toujours pour rendie possibk 1 application des formules de Leverner, Iisseiand, reprenant les
indications données ou tome I des Annales de 1 Obset vatoire, a effectué complètement le développement de la fonction
perturbatrice dans le cas de fortes inclinaisons et a étudie le cas de Pallas troublée par Jupiter

Gylden est entre en lice, lui aussi, et a propose ure memode tres originale qui peut s'appliquer tout aussi
bien aux grosses planètes Alors que jusqu a ce moment, tous les auteurs avaient pris le temps comme variable indé-
pendante, Gylden prit la iongitude vraie comme avait fait Laplace dans sa théorie de la Lune, et il chercha les
développements en series d éléments judicieusement choisis et du ten os en fonction de la longitude vraie De plus, il
chercha a tenir compte dès Ia premiere approximation des perturbations séculaires et des inégalités a tres longue
periode de manière a obtenir des orbites utilisables pendant très longtemps sans correction Sa méthode permet
d obtenir des développements d ou les termes séculaires sont exclus

Malheureusement, si les de\ eloppements de Laplace Leverner, et Hansen étaient convergents, il n en était
pas de même pour ceux de Gvlden car Henri Poincare a démontre que ces sénés ne son pas absolument convergentes

Quoiqu il en soit, théoriquement, le problème posé au début de la découverte des astéroïdes était résolu,
mais pratiquement le nombie toujours croissant d'astres découverts chaque année empêchait d'aborder même pour
un petit nombre d entre eu\ une etude complete et 1 etablissement de tables (Le\eau, qui a fait la théorie de Vesta
par la methode de Hansen, n a pas mis moins de \ingt an? pour la terminer J

4 — C est alors que M Karl Bohhn eut 1 idée de traiter les astéroïdes par groupes Son idee est la suivante
si nous appelons ^ le rapport des moyens mouvements de la planète troublante et de 1 astéroïde, et que nous
désignions par u0 un nombre rationnel voisin de \t , nous pouvons poser

;J- = M-o ( 1 — w )

w étant une petite quantité Si maintenant, nous introduisons cette \ aleur de \L dans les formules, nous pourrons
développer les inégalités par rapport aux puissances de w , les coefficients de celles ci étant des fonctions de ULO seul,
par consequent de nombres absolus Le problème sera donc lamené, pour tous les astéroïdes pour lesquels le nombre
jxo pourra être utilisé, a 1 étude d une planète ideale correspondant a a0 Les calculs fondamentaux ne devront donc
être effectués qu une fois pour tout un groupe d astéroïdes, et, pour chacun d eux en particulier, les perturbations
générales s obtiendront par 1 adjoncfon de termes complémentaires ayant pour facteurs les différentes puissances de 3>

M Bohhn a utilise les formules de Hansen, mais il a effectue le développement de la fonction perturbatrice
en suivant les idées de Gylden

On \oit facilement que, poui appliquer sa methode, il faut dresser des tables pour chaque nombre u 0 utilise,
tables qui donneront les valeurs numériques des coefficients pour la fonction perturbatrice et ses denvees Une fois
ces tables dressées, pour chaque astéroïde rentrant dans le groupe étudie, le tableau des perturbations génerales
s obtiendra avec des calculs réduits au mimmun



Cette méthode réalise un progrès très sérieux et des tables ont été dressées pour plusieurs groupes
d'astéroïdes.

5. — Nous nous sommes occupé nous mêmes de ce problème et, comme conséquence ne nos recherches sur
le mouvement de Pluton, nous avons été amené à penser que l'idée fondamentale de Bohlin pour l'étude des astéroïdes
par groupes pourrait être appliquée à la méthode employée par nous pour Pluton, méthode qui est une adaptation de
celle que Hill et Brown ont utilisée pour édifier la théorie de la Lune.

L'idée directrice de nos recherches était qu'il importait de simplifier autant que faire se peut le calcul des
éphémérides des petites planètes et que pour cela, la méthode de Hill-Brown devait conduire à un résultat intéressant
puisqu'elle permet d'obtenir les coordonnées rectangulaires ou polaires de l'astre étudié sans être obligé de calculer
tout d'abord les perturbations des éléments. Connaissant pour chaque astéroïde l'expression générale de ses coor-
données perturbées, il est ensuite aisé de calculer une éphéméride en donnant au temps des valeurs équidistantes,
et le seul problème à- résoudre est alors la détermination des constantes d'intégration qui correspondent à cet
astéroïde, détermination qui se fera au moyen des observations qu'on possède déjà.

Nous avons ainsi été conduit à reprendre la méthode de Hill-Brown et à l'adapter à l'étude du mouvement
d'un astéroïde. Nous avons fait cette exposition en deux temps.

Nous nous sommes inspiré, pour la première partie, du mémoire de Hill : " Researches on the Lunar
Theory," (Amet. Jour. Mat. Vol. I) et aussi des mémoires de Brown : ""Theory of the Motion of the Moon", publiés
dans les "Mernoirs of the Royal Astronomical Society. Vol, IV". Nous avons aussi utilisé l'idée exprimée par
Poincaré dans ses leçons de Mécanique Céleste, Théorie de la Lune, page 32, d'après laquelle les coefficients des
séries qui représentent la solution périodique sont solutions d'un système d'équations différentielles linéaires du
second ordre à une variable indépendante et deux fonctions inconnues. La méthode des coefficients indéterminés nous
a ensuite permis de réduire le problème à la résolution d'un système d'équations algébriques du premier degré à deux
inconnues pour chaque groupe de coefficients, les seconds membres dans chaque système d'équations, dépendant des
coefficients déjà calculés.

Pour la seconde partie de l'exposition, nous nous sommes inspiré des mémoiies de Brown et aussi des
mémoires d'Andoyer sur la théorie delà Lune (Mémoires de ïfnstilui, Tome 58, i tr Mémoire, page 4, 2*1 Mémoire,
page 3) mémoires auxquels nous avons emprunté les notations principales.

Nous avons ensuite étudié la convergence des séries qui rcpiésentent la solution périodique trouvée

II fallait introduire maintenant la conception fondamentale de Bohlin en supposant que le rapport des
moyens mouvements ri de la planète troublante et n de l'astéroïde pouvait être mis sous la forme :

— ~ U.o ( I —

où \LQ représente un nombre rationnel simple, et fixe pour tout le groupe d'astéroïde et w un nombre, en général petit,
qui, dans le groupe, caractérise l'astéroïde. En fait, il fallait opérer les développements en séries suivant les
puissances de u\ les coefficients des différentes puissances de w étant des séries trigonométriques procédant suivant
les sinus ou cosinus de certaines combinaisons des arguments fondamentaux dont le principal est la différence entre
la longitude moyenne de l'astéroïde et la longitude moyenne de la planète troublante, différence qui est multipliée
par une fonction des paramétres.

Pour mener à bien cette tâche, nous a\ons dû reprendre les développements trouvés précédemment. Les
coefficients de ces développements sont des fonctions de certaines quantités fondamentales qui ont été déterminées
dans la recherche de la solution périodique et l'étude de ces développements nous a amené a cette conclusion que tout
problème se ramène à développer selon les puissances de iv ces quatités fondamentales. Or, celles-ci sont des fonctions
d'un paramétre que nous avons appelé m et dont la \aleur est ;

3 —



(net n représentent les moyens mouvements de 1 astéroïde et de la planète troublante) et elles sont développées en

séries procédant suivant les puissances de m Or, m peut être écrit en fonction de ?r sous la forme

m0 ( i — w)
m =

m +

ou : ao

et le problème est ramené pour une part, au développement des du erses puissances de m sun ant les puissances de w,

et pour 1 autre, a des multiplications algébriques pour le développement de chaque coefficient dans les différentes

séries qui interviennent dans la solution

NTous avons ainsi obtenu pour représentei ]es coordonnées rectangulaires ou polaires de 1 astéroïde, des

séries ou les coefficients des puissances de w sont des fonctions de uo qui est un nombie absolu Les coefficients seront

donc des nombres absolus valables f oit? tous les asieioîdes du même groupe et, pour les appliquer a 1 un deux il suffira

de calculer la valeur de w correspondante et les angles dont la combinaison formera les arguments qui entrent sous

les signes sinus ou cosinus On formera ainsi les senes qui îepresenteront les coordonnées, soit rectangulaires, soit

polaires, de 1 astéroïde sous forme generale et, pour les tendre propres au calcul d une epbtmende, il ny aura plus

qu a les comparer a quelques observations pour déterminer les constantes d intégration

Tel est, dans son ensemble, le problème que nous nous étions proposé et que nous avons résolu.

La suite de notre travail comporte un retour a 1 exposition de la methode de Hill-Brown faite au

commencement En effet, nous avons bien intègre les équations différentielles obtenues en deuxième approximation,

en tenant compte de la solution périodique trou\ee et nous avons trouvé la forme génerale des coefficients, mais nous

n'avons pas mis ceu\-ci sous une forme appropriée au calcul eflectif G est pour combler cette lacune que nous avons

entrepris la troisième partie de notre travail dans laquelle nous donnons, non seulement les développements effectifs

des coefficients en question, mais les développements de toutes les fonctions auxiliaires que 1 en rencontre au coûts

des calculs et dans le développement de la fonction pertuibatnce ÎNous donnons aussi le développement de cette

dernière jusques et y compris les termes du cinquième ordre

En lésurné, notre tiavail se divise de la façon suivante

PREMIÈRE PARTIE

CHAPITRE PREMIER — Exposition de la methode de Hill-Brown adaptée aux astéroïdes et recheiche de la solution

périodique

CHAPITRE II. — Convergence des séries qui repiésentent 'a solution périodique

CHAPITRE III — Extension de la solution au cas ou 1 on considère la premiere puissance de 1 excentricité ou de

l'inclinaison et methode génerale de resolution pour les approximaaons suivantes.

DEUXIÈME PARTIE

CHAPITRE PREMIER — Introduction de la conception fondamentale de Bohlin et son extension aux series qui

représentent la solution périodique

CHAPITRE II — Extention aux series qui se rapportent a la deuxième approximation et aux approximations suivantes.

TROISIÈME PARTIE

CHAPITRE PREMIER — Développement de la fonction perturbatuce et des fonctions auxiliaires

CHAPITRE II — Expression en vue des calculs des coefficients des series qui representent la deuxième approximation.

Pendant tout le temps qua duré ce travail M Jean Bosler, directeur de 1 Obseivatoite de Marseille, n a

cesse de nous prodiguer ses encouragements nous lui en exprimons ici toute notre reconnaissance.



PREMIÈRE PARTIE

MÉTHODE DE HIL L - B R O W N

CHAPITRE PREMIER

Adaptation de la méthode au cas des petites Planètes

6. — Prenons comme plan fondamental le plan de l'écliptique à une époque donnée. Soient trois axes de
coordonnées rectangulaires fixes SXYZ ayant pour origine le centre du Soleil et disposés comme il suit : l'axe SX et

l'axe SY sont dans l'écliptique et SX passe par le point vernal, SY faisant avec lui l'angle H— •; SZ est perpendicu-
laire au plan de Técliptique et il est dirigé vers le pôle boréal. Nous désignerons par : X' , Y' , Z' , ?' , M' , les
coordonnées rectangulaires, le rayon vecteur et la masse de la planète troublante ; par X , Y , Z , r , M , les coor-
données rectangulaires, le rayon vecteur et la masse de la petite planète étudiée ; par Mo la masse du Soleil. Si nous
désignons par A la distance de la planète troublante à la petite planète et par f la constante de l'attractiou, nous
savons que le mouvement relatif par rapport au centre du Soleil de la petite planète est le même que celui d'un point
de masse égale à l'unité soumise à l'action da la fonction de forces :

TT Mo + M - . „ f i XX'+ YY'+ ZZ'l

où l'on a comme on sait :
à2 - (X - X')2 + (Y - Y')2 + Z - Z')2

7/2 = X"1 4- Y'2 4- Z'2

La force vive de la petite planète aura donc pour expression :

Considérons maintenant su système d'axes tournants définis de la façon suivante : l'axe SZi coincide
avec SZ ; SXi et SYi sont dans le plan de l'écliptique et sont orientés de la même manière que SX et SY, et SXi fera
avec SX un angle que nous appellerons N' et qui sera égal à la longitude moyenne de la planète troublante. Nous
savons que, n' étant le moyen mouvement de la planète troublante, N' aura., en fonction du temps, pour expression :

N' = n' * + A'o

Nous avons, d'autre part, entre les coordonnées X , Y . Z et X, , Yi , Zi , les relations :

(3)

X = X i cos N ' - Y , sin N'

Y = Xi sin N' + Y, cos N



En. tenant compte de ce que Ton a :

et des relations (3), l'expression de la force vive prend la forme :

(4) a T
, Y dYt

Y,*)

Quant à la fonction des forces, nous savons que son expression en fonction des variables nouvelles sera la

même qu'en fonction des anciennes.

Si nous formons maintenant les équations de Lagrange, nous obtiendrons, pour définir le mouvement

relatif de la petite planète par rapport au système d'axes tournants, le système d'équations :

(5)

- 2ri — n'2 X, = —-
dl1 dt dXi

d'Y, , dX, n M
——- + 2/1' — - - n12 Yx = —

dt1 dt aYi

Nous allons introduire maintenant, d'après Hill-Brown, des quantités complexes et transformer le système

que nous venons d'obtenir. Nous poserons pour cela :

(6) ax = Xi 4- iYi ay =Xi - iYi as = iZ

a étant une constante qui sera définie plus loin.

L'introduction des variables x , y , z dans les relations (3) nous donnera X , Y , Z , en fonction de x , y , z

et N' sous la forme :

(7) X = - {xe + ye ) Y = — (xe — y e )
21

z = -
1

Désignons maintenant par N la longitude moyenne de la petite planète et par n son moyen mouvement ;

nous auronSj comme on le sait :

N = nt -h A

Prenons comme variable indépendante au lieu du temps la quantité :

et désignons par D la caractéristique de la dérivation par rapport à T , puis posons :

n — ri

nous verrons facilement que, dans ces conditions, le système (5) s'écrira :

(n ~~ «')* DX

(8) DSY, - 2zmDX1 4- m2Y t -h (n — n')
• • •• -— O

(n - „V OZ



Multiplions les deux premières équations (8) respectivement par ( i , 4- i) et ( i , — ï) et ajoutons-les membre à

membre, nous obtiendrons facilement, en tenant compte des relations (6) , le système :

— = O :

(n - ri f a2 dy

Revenons à la fonction des forces. Nous savons qu'elle peut s'écrire, en fonction des rayons vecteurs et en

desigant par H leur angle sous la forme :

— 2?v COS K

Si nous développons maintenant l'inverse du radical snivant les puissances du rapport —, , nous obtiendrons,

comme nous le savons, le développement :

( i o) U = f — h / M' — ( - cos2 H
r ? \ 2 2

Partant de ce résultat et introduisant les variables x , y f z , nous allons transformer ce développement de

manière à le rendre plus commode.

Pour cela, nous poserons d'abord :

(n) /(Mo + M) = K{n -rif a"

introduisant ainsi la quantité K au lieu de a ; puis :

i i

v' et s* étant la longitude et la latitude de la planète troublante. Nous aurons d'abord, d'après les formules (6) :

(12) r2 = a*(xy-z2)

puis comme
rr' cos H = XX' + YY' + ZZ'

et que
X' = r cossf cos v' Y; — i1 cos s' s ini / Z' = ?' sin.s'

nous obtiendrons facilement :

/ Z • ;1 sin sr x / Y n / z

— cos H = I — cos *u H s in Ü COS S H
a La a J aLes puissances successives de cette quantité s'obtiendrons aisément en ayant égard aux formules qui lienl

les cos et sin des multiples d'un arc aux puissances des cos et sin de l'arc.

Si nous remplaçons X , Y , Z par leurs valeurs en fonction de x , y , z , s' et i1 , nous obtiendrons enfin :

( 12 bis) — cos H = - ( xe + y e ) cos s' -\- — sin s'

a 2 \ J i

Dans l'expression (io) de la fonction des forces, nous poserons :

a af a
? ^ - P = 7 a==~a'

ce qui permettra d écrire :
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V T

Nous remplacerons maintenant - cos II et - ainsi que leurs puissances par leurs expressions en fonction
a a

de x , y , z , s1 et /' , puis nous éliminerons f du premier terme au moyen de l'équation (11) et des autres termes
au moyen de l'équation :

/•(Mo 4- M') = n/2 <xt%

où a' représente le demi grand axe de l'orbite de la planète troublante. Nous poserons ensuite dans le résultat ;

v M'
2 V ~ Mo + M /

et nous savons que cette quantité est au plus de l'ordre de io~3 .
Nous voyons que tous les termes, à partir du deuxième, contiennent en facteur une puissance de p' . En.

remplaçant dans chacun p/m enl' par (p/m eni' — i -h i) , groupant les termes indépendants de p'm er et groupant, sous
la dénomination de F tous les termes qui dépendent de p'm el', termes auxquels nous ajouterons le terme :

2v/n2 . - . - (x 4- y) sin 2s'
4 l

(ce terme est très petit car, pour Jupiter et Saturne s' est toujours très petit et de plus le premier facteur 2vw2 est au
plus de l'ordre de io"3) , nous pourrons mettre la fonction des forces sous la forme :

04) . ^—, = KP + 2vma f- ^ {.xy + 2Z
8) + \ {x* 4- y* )] + 2vm* \l (xy + 22*) 4- \ (x* + / )1 cos 2Sl + F

yn — n y a" L o io J Lo io J

F représente la fonction suivante :

F = 2vm2 . - . T (x -H y) sin 2s' — 2vm2 . - (xy 4- 2z2) (p/-î — 1) 4- 2vm2 . — (p'3e — 1 ) x2 -t-
4 ^ 8 16

( p e I ) J ; 4 3vm l - (xy + 222) (p /3 - 1 ) 4 - ( p ' Y 2 ' ' - 1) x 2

16 L8 16

H ( p " e 2 — 1) y* I cos 2 s' 4 2vm2 . - . - . , r (p ' ' e — 1) s in 2s ; 4-
16 J 4 1

•2 z , j 1

- - . - . y (p ' 6' — 1) s i n 2s '
4 z

Revenons maintenant au système (9) et remplaçons les dérivées partielles du U par leurs valeurs tirées de-
(14), en tenant compte de ce que l'on a :

dx 2 x dy 2 dz

nous obtiendrons facilement le système :

dF
D'2x 4- 2'fiDï 4- ( I — 2vi m2x 4- 3vm2 (x + -y) — Kp3* + 2 — = 0

dy

Dy — 2mDy + ( i — av) m^j- 4- 3V/712 (x -j- j?) — Kp^j' + 2 — = o

ƒ . 3F
f \ylz — 2vm2^ — KpJ2 = 0

32

C'est ce système qui servira de point de départ. Nous remarquerons que U a été divisée en deux parties et
que, dans la deuxième, les facteurs de (xv 4- 2Z2) , x2 , y2 , sont de l'ordre de l'excentricité de la planète
troublante et de plus, il sont multipliés par le facteur 2vm2 qui est très petit ou par le rapport des demi grand axes et
le facteur 2vm2. La deuxième partie F sera donc, en général, très petite.
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Nous pouvons obtenir du système (16) une intégrale analogue à celle de Jacobi. Il suffit pour cela, d'ajouter

membre à membre îes équations après les avoir multipliées respectivement par D>' , Dx , — 2Ü£. De plus, si nous

remarquons que l'on a :

7>x dy dz dl

la fonction F étant considérée comme dépendante de x , y , z , et T , et que, d'autre part, T n'y figure que par

l'intermédiaire de p' et l' qui sont fonctions de N' , on pourra écrire :

dF 3F ^ ^,x DF
D N')

Si maintenant nous intégrons, nous obtiendrons, en désignant par D JF l'intégrale / FdT :

<I7) DxDy -(Dz)2 + (i-2v)»w2 (xy) 4- 2vwi22* + - vm1 (x + y)* + 2Kp 4- 2 F - 2 m D ' 1 |~—^-r"I = 2 C

Tout ce que nous venons de dire s'applique à une planète quelconque. Dans le cas spécial des petites planètes,
la masse étant négligeable vis-à-vis de celle du Soleil, on fera M = O et l'équation 111) deviendra dans ce cas :

( I Ï ter) /Mo - K {n-« ' )*a 3

Comme on le verra plus loin, la constante a sera choisie très voisine de la distance moyenne de la petite

planète au Soleil. Si la petite planète décrivait autour du Soleil un cercle de centre S , de rayon a situé dans le

plan SXY , sa longitude étant N , on aurait simplement, en posant :

0 = eitN-N'J = eT

x = 0 y = Û-1 z = O

Nous sommes donc conduits à admettre pour x et y la forme :

x = p$ y = 9O-1

et à étudier les variables p et q . Nous conserverons cependant les variables x et y écrites sous la iarme x$'1 etjyO .

7. — Nous allons aborder maintenant l'intégration du système (16), et nous allons opérer par approximations

successives.

Nous savons en premier lieu que F est toujours fort petite ; donc, en première approximation nous pourrons

la négliger. Nous négligerons de plus la troisième coordonnée z et la première approximation nous donnera ainsi une

trajectoire située dans le plan de l'écliptique. Le système (16) se trouvera donc réduit aux deux équations :

\ Yfx + 2wD^ + (1 — 2v)m2# + 3v»i3 (x H- y) - Kp3x = o

— 2mDy + (1 — 2v)m2jy + y/m2 (x + y) — Kp3jy = o

auxquelles nous ajouterons l'intégrale (17) dans laquelle nous aurons fait :

F = o z = o

<et qui s'écrit alors :

(19) DxDy + (1 — 2v) m% (xy) + -vw9 (x + yr 4- 2Kp = 2C
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Pour transformer les équations (18) et (19) et les rendre plus propre au but poursuivi, nous éliminerons K
et p . Pour cela, il nous suffira de les ajouter membre à membre après les avoir multipliées respectivement par
(y , x , 1) puis par (y , — x , o) , nous obtiendrons ainsi, après quelques réductions, les deux équations :

(20)
yD*x + xD2y + 2m (yDx - xDy) 4- Dx Dy + 3 ( 1+ v) m* {xy) + - vm2 (x2 H- y2) = 2C

yD\x - xD2y 4= 2m (j?Dx + xDy) 4- 3Vm2 (j>2 - x2) = o

Additionnons maintenant et soustrayons les équations (20) membre à membre, nous obtiendrons les deux
équations :

( 2 1 )

xù*y ~ 2mxDy 4- - DxDy 4- - (1 4- v) m2 {xy) + — (15 x2 4- 3J>2) = C

* 4- 2mjyDx 4- - DJCD>- 4- - (1 4- v) m2 (xy) + — (3 x* -h 15y%) = C
2 2 4

Dans ces dernières équations, faisons passer au second membre :

4 4

et remplaçons vm2 par m'2 qui sera un nouveau paramètre provisoire, nous pourrons écrire définitivement :

(22)

1 3 m
2}' - 2ii7*Dv 4- -DxDjy + - (1 4 v) m* (xy) = (15X2 4- 3 / ) + C

2 2 4
2^ 4 2 myDx 4- - DxDy 4- - ( i + v) m2 (x y) = - — (3X2 -h 15y%) 4- C

2 2 4

Le système (22) servira de base à nos calculs par la suite.

8. — Nous allons maintenant chercher pour les variables mises sous la forme JCO"1 etjO des développements
en séries procédant suivant les puissances de m'1 et, une fois la solution obtenue, nous ferons :

til £ = V / ï î "

Nous supposerons la constante C développée, eue aussi suivant les puissances de m'2, de sorte que nous-

allons chercher à satisfaire aux équations (22 j par les séries suivantes :

( 2 3 )

®-] = x0 4- m1' Xi + + m'H xq

O =3 'o + ™hl y, 4- + m'% yq

C = Co 4- m'2 C, + 4-

Il s'agit de déterminer par approximations successives d'abord x0 , >'o , Co , puis xi > j i , Ci , et, ainsi de suite^

Observons d'abord que si Ton fait :

xQ = y{]~ \

et qu'on essaye de satisfaire aux équations (22) où Ton aura fait :

m ' = o

au second membre, on sera conduit à prendre :

= 2 + 2m

— 10 —



Quand nous aurons remplacé dans les équations (22) (xfH) , (jyO) et C par les séries (23), nous trouverons
dans le premier membre des termes de la forme :

m'2a + 2b %ayb

et d'autre d'une forme analogue où un des xa ou yb ou tous les deux ont été remplacés par Tune de leurs deux
premières dérivées. Dans le deuxième membre nous trouverons des termes de îa forme :

ou de la forme :
m'2«i -r 2b + 2 0-2 XL1 yb

ou encore de la forme :
m'** Ca

Supposons que, par approximations successives, nous ayons déterminé les x* , y« , C« jusqu'à l'indice q — /
inclusivement et que nous voulions déterminer xq , jyq , Cq .

Dans le premier membre nous devons retenir les termes qui contiennent ml2<± en facteur, c'est-à-dire ceux
pour lesquels on a :

a -+- b — q

Parmi ces termes, ceux pour lesquels on aura a — q, b = o , ou encore a = o , b = q y nous donneront les
inconnues et les autres termes seront tels que les indices seront inférieurs à q ; ce seront donc des termes connus et
nous les ferons passer au second membre.

Dans le second membre, nous devrons retenir les termes pour lesquels :

a + b = q — l

en vertu de la présence du facteur m11 \ ce seront donc des termes connus. Nous auront de plus le terme inconnu
m'*<ï Cq .

Les termes encore inconnus des premiers membres des équations (22) s'obtiendront de la façon suivante :
soit, par exemple, le terme xD2y . Nous pouvons écrire :

xD2 [>6.e-i] = (X6-Ï) [D2 (jyO) — 2D (j?6) + (j>6)]

car les série (23) représentent, rappelons-le, x6-> et j'Ö et non pas x et y. Si nous opérons la même transformation sur
les différents termes des équations (22) , nous aurons les formules :

y ( j ) D\xQ'*) -h

xDy = (xÔ-<) [ D(^6) - (y6) ]

DxDy = [ D(^B-') + (xö->)] [D(y6) - (jô) j

Xy = (xO-i) (jO)

Remplaçons dans les équations (22) tous les termes par les expressions que nous venons d'obtenir, retenons
dans les premiers membres les termes en xq , yq , et leurs dérivées, faisons passer aux seconds membres tous les
autres termes, puis égalons aux deux membres les coefficients de m; 2<i , nous obtiendrons, pour déterminer xq et yq ,
les deux équations linéaires :

- + 2m ) Dxq + - + 2m + - ( 1 + v) m2 \ xq + - Dyq + \- + tm + - {i + v) m2 \ yq = * , + Cq
\ 2 / \_2 2 J 2 |_2 2 _J

DâJ'q + ( 7 + 2OT ) DVq + I - + 2 m + - ( l + V) m 2 J'q — - D.Tq + - + 2W + - ( i + v ) w 2 Xq = 4>'q + C q
\2 / |_2 2 _J 2 | _ 2 2 J

dans lesquelles *q et #'q représentent l'ensemble des termes connus.
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Nous admettrons que xa et ya peuvent être représentées par une séries procédant suivant les puissances,
positives et négatives de Ö , sous la forme :

et cela nous permet de voir, par induction, que 4^ et (P'q seront périodiques en T , ce que nous démontrerons plus loin.

Cherchons maintenant la forme générale des coefficients *q et yq . En admettant la forme donnée plus haut
xa et j?a . nous substituerons ces séries dans les équations (24) et nous égalerons aux deux membrea les coefficients
des mêmes puissances de 0 . Si k désigne l'ordre de la puissance de 0 , et si nous appelons A, B, .%-q,k , J?q,k , les coeffi-
cients 0 dans <ï>q , <ï>'q , xq , jyq , cette identification nous donnera le système d'équations algébriquea linéaires :

h [ - + im + - ( \ 4- v) m'z] I Xq k + I k* — A ( - 4- 2w) + [ - 4 2m + - ( [ 4 v) m* ] J'q k = A
2 2 2 J L 2 2 2 J

-h k ( - 4- 2m) + [- + 2m + - (1 + v) m- ] xq,k + I 4 L - + 2m + 3 ( 1 + v) m'1 ] >'q,k = B

( 2 5 )

Ce système aura, er» général, une solution car son déterminant a pour expression :

D = k'1 [ ( 1 - -3 y) m'2 + 2m - ( k2 - 1 ) ]

et il ne sera pas nul en général car ceia impliquerait entre les moyens mouvements n et n une relation, qui
dépendrait de k.

Quant au coefficient Cq , il sera donné pour chaque valear q par k = o . En effet, remontant aux équations
(24) au moment de l'identification et cherchant aux deux membres les termes indépendants de 0 , nous trouverons
les deux équations :

(*q O + Vq.o) | - + 2WI + - (l + v) 7)ï21 = A0 4 Cq

(.Tq o + vq,o) |~- 4- %m + - (i + v) m2 I = Bo 4 Cq

Ces deux équations ne peuvent être satisfaites par les mêmes valeurs de .rq.o etj?q,0 que si Ao — Bi( , et nous
verrons que cela a toujours lieu.

Nous devons chercher maintenant à déterminer la forme générale des coefficients xq,k » )fq,k et pour cela,
nous allons d'abord calculer leurs valeurs effectives pour les premières valeurs de k. Nous remonterons pour cela aux
équations (22) et nous remarquerons que, dans le second membre de chacune d'elles, la substitution des séries (23)
fera apparaître les lacteurs O2 et 0~2 . Cela nous induit à penser, ce que nous avons admis plus haut, que les coeffi-
cients de xq et Tq seront développables suivant les puissances de 0 . Cela nous induit également à penser que <ï>q et
*ï>'q sont des fonctions de 0 et, par suite, des fonctions périodiques de T.

Si nous faisons k ~ 2 , et que nous désignions les coefficients de 0k et (hk respectivement par x^k , yltk , xirk ,
3>i,-k i nous devrons, pour les obtenir, remplacer x')~l , yO et C respectivement par 1 4 m'2 xx , 1 -h m'1 yx . Co 4 mfi G{

et, ceci fait, remplacer xi et jyt respectivement par :

Xi = xuo + xu> O2 4 xu-2 6-2 4- + x,.k Ok . . .

y\ =3fi»o 4 yi,a ^ 4- yi,-i ^ 4- 4- J'i,k ^

en tenant compte de ce que l'on a :

Do = o 0*0 = 0 De*1 = - 0-1 D 2 O - ' ^ O - I

Nous devrons identifier aux deux membres les coefficients de m'2 et, dans les équations obtenues, faire
passer au second membre les termes indépendant des inconnues. Ceci fait, l'identification des coefficients respectifs



de Ok et Û-k nous donnera les systèmes cherchés. En remarquant que la présence du facteur m/2 au second membre
nous impose d'y réduire xt et yi à leur premier, terme, nous obtiendrons les deux systèmes d'équations algébriques
linéaires :

A

k = B

- + [ - + 2 m + - U + v ) m 2 ] l x t , k + \ k 2 - k ( ï + 2m) 4- [ - + 2m -h -3- ( i + v) m 2 ] j ; I ( k =
2 2 2 J l 2 2 2 _\

A- + A: ( - 4- 2m) + [ - + 2m + - n + v) m 2 ] L , . k + | - + [ - + 2/w + - (1 + v) m 2 j j? 1 )

\ | - + [ " + 2 H I + - (1 + v ) m 2 j U . - k - f / c 2 4 - / c ( 3 - + 2 m ) + [ - -h 2 m + - ( 1 -h v) m 2 ] y I f . k = B

1 L2 2 2 J L 2 2 2 J-
i r / f a _ / c ( I + 2 m ) + [ I + 2 m + - ( 1 + v) m 2 ] I j c ^ - k + - - + [ - + 2m + - ( i 4- v) » i 3 ] U r i _ k = A
' L 2 2 3 ' J L 2 2 2 J3

L'examen de ces systèmes nous montre tout d'abord que Ton a :

puis, comme l'on a :

pour k = 2 A = B =
4 4

pour A>2 A = B = O

il en résulte que x I l k et j , ^ sont nuls pour /*> 2 et x{ et yx auront la forme :

Xi = A-J,O 4- xu* 02 4- yui (H , yx — yi,o + ^1,2 92 4- xii2 9"o

L'identification des termes indépendants de 0 nous donnera la valeur de Ci :

Ci = {xut) 4- yijti) - 4- 2m -h - (1 + v) m2 .

Comme :r1)0 et j>t,o sont arbitraires, nous prendrons :

ce qui nous donnera :

C i .= O

et Xi et yi auront la forme :

Xi = Xi<-À 0 2 4 - yUi 0 - 2 yi = yU2 ^ + # 1 , 2 ô " 2

Si nous effectuons la résolution du premier des deux systèmes linéaires précédents, nous obtiendrons pour
les inconnues les valeurs :

;' _ 18 (1 4- v) m1 4- 2m 4- 1

j _ £ 1 8 ( t 4- v) m2 + 84/72 4 - 1 1 4

( JU1 4 D2

avec : D2 = 4 [ (1 — 37) m2 -h 2wi — 3 ]

Poursuivons notre étude et passons aux coefficients X-A , 3*2 et C2 • Pour les obtenir, nous devons remplacer
dans les équations (22) au premier membre, xft~l et j;0 respectivement par :

xQ-1 = 1 4- m'"2 .Xi 4- m'4 x2 yO = 1 4 m'2 Vi + m/4_y2



et au second membre, xO-1 , yf) et C respectivement par :

aO-i = i + mhl xt , jO = i + m2 y4 , C = Co -h m'2 d + m'* C2

puis identifier les coefficients de m'4 . En suivant la même marche que précédemment, désignant les coefficients
de 6k et 0-k respectivement par x2)k , v2)k , *2,-k , 3>2,-k , puis, remarquant que, d'après la constitution des équations
linéaires, on doit avoir :

*a,-k = >2,k J>2, -k = X2 ,k

nous obtiendrons le système :

f - 5 + [- + 2»t+ - (i + v) m2]] x2)k 4- f/c2 — /c < - +2WÎ) + [- -f 2m + - (i + v) m2]~L2,k = A
{_ -w 2 2 _J L 2 2 2 J

+ 2 m ) + [ + 2 m 4 - - ( i + v) m - ] ~ | x 2 , k + [ - + [ - + 2 m + - ( i + v) m%]\ v 2 , k = B
2 J l 2 2 J

) [
2 2 2

dans lequel on a : A = B = o pour k =^ 2 et k > 4, ce qui montre que pour ces valeurs de A: on a : x ,̂k = y2,k = o ,
de sorte que #2 etjj2 ont la forme :

x2 - #â,o + ^ , i 0* + y^i 0-4 jy2 = 3>2,o +3^2,4 Ö4 + x2î; 6-*

Pour k — 4, et en tenant compte des valeurs trouvées pour Xi et yi , nous avons :

A = - — Xi,2 - f 5 - 2 ( - + 2m) + [ - + 2 W + -
4 L 2f 5 ( )
4 L 2 2 i 2

- x f"7 + 2 (2 + 2 m ) + [ I + 2W +
4

B = - - x 1 ; 2 - f"7 + 2 ( 2 + 2 m ) + [ I + 2W + - ( 1 + v ) m2]~\xu.2 yu,
4 L 2 2 2 J

Enfin, si nous prenons :
X'2,Q = 3>2,Û = O

nous obtiendrons x$ , y% sous la forme :

Xi =XU% 0 4 4- 3 i 2 ) t 0-* j î 3 = y a , 4 Ö4 + xifi Ö-*

e t p o u r C 2 l a v a l e u r :

C 2 = — y u i + x 2 ! , , + 3 / 1 , 2 + (3 + tfn) [x-Ui - y 1 ] 8 ] + [ - + 2 m + l ( i + v) w â ] [ j c 2
1 ) â + / 1 ) a ]

4 2 2

Passons maintenant au calcul de x-A , j'3 et C3 .Nous devons substituer pour cela dans les équations (22)
à xO"1 et y8 respectivement, au premier membre :

*0-1 = 1 -j- mfi Xt H- m / 4 Xi + m'6 x 3

2/0 = 1 •+- m!'1 yi + m'4 y2 + *w'6 z/3

et au second membre :
^fj-1 = 1 4- mn Xi 4- m14 x ,

2 / ö = i + m'2 2/1 + rn!^ y2

et prendre pour C la valeur :
C - Co H- m'2 Ci 4- m!" C2 + m'6 C3

puis, identifier les coefficients de m/6. Désignant ensuite les coefficients de Ök et 6~k dans x3 etyz respectivement par
ĉ?,k , y ,̂k , x3)-k j y*,-k •> et remarquant que, d'après la composition des équations, nous devons avoir :

^3,-k — 3/3,k 2/3,-k = ^3,k
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nous obtiendrons le système :

k
2

- 4 2 m - b - ( i 4 v) m 2 l x%& 4 / c 2 — k ( - 4 - 2m) 4 [ - 4 - 2 m 4 - ( i + v ) m 2 ] ! y 3 ) k = A
2 2 J L 2 2 2 J

1 1 1 ~\ V k 1 3 ~l
- 4 2m) + [- 4 2m + - (1 4 v)*»2] x3 ) k 4 - 4 [ - 4- 2m + - (1 -h v ) m1 ] j 3 , k = B
2 2 2 J l_2 2 2 J

dans lequel nous avons A = B = O pour k — 4 et &>6 , valeur de /r auxquelles correspondent :

Pour k = 2 , nous avons :

/ 30 3 o F /3 !

A = #1,2 3>i>2 [3^ i,2 + 2jo,', ] -h 6#i,o #2,4 4- 33*1,2 3*2,4 — 16 — 4 ( — h 2m ) 4 [ — \- 2m 4
4 4 L 2 2

4 - (1 4 v) m 2 ] ] y i ,a 3 ^ 2 , 4 - f 4 + 2 ( - 4 2m) 4 [ - 4- 2m + - ( 1 4 v) m 2 ] 1 xU2 #2,4
2 J L 2 2 2 J

B = xi,2 yi,2 [y2i,2 4 2)?2,4 ] 4 5x1,2 #2,4 4* 2VU2 3'2,t — 16 + 4 ( - 4 2m) + [- 4 2m 4-
4 4 L 2 2

+ - ( i 4 v ) m 2 ] ] # i , 2 # 2 , v - [ 4 ~ 2 ( - 4 2 m ) + [ - 4 2 m + - ( f + v ) m 2 ] 1 3 * 1 , 2 > 2 , ^
2 J L 2 2 2 J

e t p o u r k = 6 y n o u s a v o n s :

A = — ^ 2
t ) 2 4 16 — 4 ( - 4- 2»i) 4 [- + 2m

L 2 2

4 - ([ 4 v) m 2 ] ] . r i . a ^ â a — f 4 ~ 2 (~ + 2 ' n ) + [ - + 2/11 + - (1 4 v) m2 ]] y i t t #2,4
2 J L 2 2 2 J

B = — 6^1,2^2,4 — 5Vl,2 #2,4 [#21,2 H" 2X2,',] — l 6 + 4 ( h 2>H ) 4- [ - 4" 2m +
4 L 2 " 2

+ - ([ + v) m 2 ] " l ^ t , 2 #2,4 - [ 4 + 2 ( - 4- 2m) 4 [ - + 2 w + - ( 1 4 v) m 2 ] ! # 1 , 2 ^ 2 , 4
2 J L 2 2 2 J

L'identification des termes indépendants des 6 donne pour C3 la valeur :

C3 = (#3,0 +3'3,o) - 4 2W + 2 ( 1 -h v) m2

valeur qui sera nulle si nous prenons ^3,0 = j?3,o = O .

Nous obtiendrons donc .r3 et j?3 sous la forme :

2 4 y3,2 0-2 4 xZl* ofi + 3 .6 e-6

9. — En examinant les valeurs trouvées pour Xi , j>i , A"a ? JV2 , x$ , 3̂3 , nous voyons immédiatement que ce
sont des polynômes homogènes en 02 et Ö-2 , et dont le degré est égal à l'indice de x et de y. Nous sommes donc
induits à penser que la loi est générale et que les coefficients xq et yq sont des polynômes homogènes de degré q en Ü2

et G-â . Nous voyons que cela est vrai pour les premiers coefficients et nous supposerons qu'il en est ainsi jusqu'à
*q-i et }'q-t . Si a < q — 1 , xa et ya seront des polynômes homogènes de degré a en Ô2 et 0-2 et il en sera de même de
leurs dérivées.



Considérons les différents termes de (I>q et ([>'q ; nous avons d'abord les termes du premier membre de (22)
que nous avons fait passer au second parce qu'ils ne contenaient pas d'inconnues. A un facteur numérique près, ils
sont égaux à :

xa yb (a <q , b <q a, + b = q)

où xa ou yb peuvent être remplacés par une de leurs dérivées. Ce sont donc des polynômes homogènes de degré q en
G9- et 0-2 .

Les autres termes des $q et 4>'q proviennent des termes du second membre .

- H m"' x* - - m12 y
4 4

q 5 h) 2 * ̂  !2 =i

4 4

pour «fc'q . Ils sont de l'une des deux formes :

Ö2 * a >'6 , G - x a yb [a + b — q ~ \)

et, par conséquent, ils sont homogènes et de degré q en 0- et 0 2 .

Donc <£<j et $'q , sont des polynômes homogènes de degré q en Ô2 et (H . Mais xq et yq se déduisent de <I>q et
<&'q par les équations (25), les termes de xq et yq correspondent à ceux de (l>q et <ï>'q et contiennent les mêmes puis-
sances de 62 et 0-2 . Donc xq et yq sont des polynômes homogènes de degré q en 02 et (H .

Il résulte de cela que si Ton ordonne xÏÏ'1 , yb suivant les puissances de 0 , et le coefficient de chaque
puissance de 0 suivant les puissances de m' , le coefficient de 02k contiendra seulement des termes pour lesquels
l'exposant de m' prendra la succession de valeurs :

2 A; , 2 A" -h 4 , 2 A: -h 8 , 2 A: + 1 2

et ceci induit à penser que les séries convergeront avec rapidité.

10. — Nous avons vu au paragraphe précédent que (f>q et <ï>'q sont des polynômes homogènes de degré q en
G2 et 6*2 . Nous allons chercher maintenant leur forme générale et la loi de leur formation. Pour cela, nous substitue-
rons dans les équations-(22) à xB^ etyti

x0-J = 1 4- m1'1 %i -f + m'2^ „vq

y[) = 1 4- mf± jVi + + m1** yq

au premier membre et :
jcO"1 = 1 4- " i ' d Xi + 4- m'2ta*1) jtq-i

jyf> = 1 -f m'2 yi + -h m'2W-0 yq_T

au second membre et nous chercherons, dans le coefficient de m'2<ï l'ensemble des termes qui ne contiennent pas les
inconnues. Nous trourerons ainsi pour <ïJq l'expression :

_ 6 30

4 q T q2 l q 3 2 4

q~l 3 1 3 "" q~'

1 2 2 2

et pour 4»'q :

, _ 30 6 ±

4 " q i " q 2 1 q ? 2
 4

 q"

- V x\ [ D a yq-i - ( - + 2 H I ) D^q-i + [ - + 2m + - ( 1 + v) m8 ] j q - i - - V
1 2 2 2 j 2 iJ



Pour arriver à obtenir ces expressions en fonction des xq,k et jq ,k , nous ferons une remarque inportante :

Si nous écrivons les valeurs de %\ et de yx sous la forme :

nous pouvons remplacer xq et yq respectivement par les puissances q ième des valeurs de xi et de j \ avec les

conventions suivantes :

1) Les coefficients numériques des différents termes du développement de la puissance sont tous égaux à

l'unité.

2) Nous traiterons les indices comme des exposants, en les additionnant algébriquement, les indices de

droite avec ceux de droite et les indices de gauche avec ceux de gauche. Nous poserons aussi xqi0 = yq%0 = 0

L'application de ces conventions aux premières valeurs de q nous permettra de retrouver les valeurs calculées

plus haut pour les xq et yq correspondants, ce qui montre la légitimité de nos conventions.

Si donc, dans les expressions données plus haut pour <ï>q et <l>'q , nous remplaçons les x\ et yx ainsi que leurs

dérivées par leurs expressions en fonction de 0 calculées en faisant usage des conventions ci-dessus, et si nous effec-

tuons les réductions nécessaires, nous obtiendrons finalement les expressions :

q-i i q-i

q ~ 4 L L L ai'2l"4P *q-I-i,2q-2-3i-4P

i p' p11

r . ci"1 j

0 0 0

i p' p"

q-i i q-i

1 tj ü ij
o o

p' p"

q-i :

£ ~ (21 — 4p') [ 2q — 21 — 4p'f + I ] JVi,2i-4p' ;Cq-i,2q-2i-4p" €

o

P"

q-i r

2j 2 J \l2q — 2t — 4P J + ( - + 2W) [ 2fl — 21 — 4p ] -b

o

p"

[- -h 2m + - (r + v) m 2] yi,2i-4p' arq-i, 2q-2i-4p" 02q-4'p'+p")

*'Q - - — V V

I O O
i p ' p "

q - i 1 q - i

1 o o
i p' p"

^ Z E Z
0 0 0

1 p' p"

q-i 1 q-i

" Z Z Z -^.^p'^q-I-i^q-S^i-^p"-!) O3q.4(p'_j_p»,
O O O

i p' p"

q-1 i q-i
Tl Y1 \ 1 1 , . M • ,; -,

I O 0

i p' p"

q-j i q-i

L L [ a ? - 2 1 - 4 0 ] * - ( - + 2m) [ 2 g -
100*-
i p' p"

2 2 J
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L'examen de ces expressions montre d'abord que ^q et $f
q sont des fonctions périodiques de T . Quant à leur

forme, on voit que ce sont des fonctions bilinéaires des *q,k et des yq,\ et que dans chacun des produits xq,k y^.v ou
xq,k *q',k' ou encore jyq,k >y,k! les indices de gauche sont complémentaires, leur somme étant égale à q , mais chacun
de ces indices étant inférieur à q . Quant aux indices de droite, leur somme est égale à l'exposant de la puissance
de 6 correspondante.

Cherchons les conditions pour lesquelles il existera des termes indépendants des 0 , c'est-à-dire, pour
lesquelles le coefficient Cq ne sera pas nul. il suffit pour cela que l'on ait :

2 7 - 4 {/>' + ƒ>") - o

ce qui donne :

Comme p' et p" sont des nombres entiers, cette équation ne peut exister que si q est pair, et c'est bien ce que
nous avons trouvé en calculant les premiers coefficients xq et )q .

11. — Revenons aux coefficiens xq^ et yq^ . Nous disons que ce sont des fonctions rationnelles de m . Cela
est vrai pour .r1)2 ety\,% ; admettons que cela soit vrai jusqu'à xq,,.k et yq-i,k inclusivement et démontrons qu'il en est
de même pour ,rq,k et^q,k . En effet, cela est vrai pour tous les termes de $q et 4>'q qui sont formés par multiplication
en partant des coefficients xUfk , et ybtk {ci 4 h <q) : cela est donc vrai des coefficients A et B qui figurent aux seconds
membres des équations (25). Les coefficients de ces équations étant rationnels en m . il en sera de même des incon-
nues, c'est-à-dire des coefficients xq^ et jyqtk .

Cherchons quels seront les facteurs des dénominateurs de ces fonctions rationnelles. Ils sont faciles a
détermines. En effet, la résolution des équations (25) introduit au dénominateur un facteur qui est le déterminant de
de ces équations, et donc la valeur est :

D = k2 [ (1 - 37) m2 H- 2wi - {k1 - 1) J

expression dans laquelle on devra faire successives :

k = 2 , 4 , 6 , 8 ,

ce qui donnera les trinômes :

o —

4 [ (1 — 3v) m2 -h 2m — 3 ]

16 [ (1 — 3V) m1 + im — 1 5 ]

36 [ (1 ~ 37) m'2 + 2m — 3 5 ]

64 [ (1 — 3V) m2 + 2/Ji — 63 ]

Si donc on développe dans x le coefficient de Û2k+' suivant les puissances de m' , le coefficient de chaque
puissance est une fonctian rationnelle de m dont le dénominateur est un produit de facteurs de la forme (25 bis),
chaque facteur pouvant être élevé à une puissance supérieure à 1.

Nous rernaïquerons que la composition du dénominateur nous montre que le degré en w du dénominateur
est une puissance de 2. Pour le numérateur, nous voyons facilement que le degré en m est d'ordie pair. En effet, la
résolution des équations (25) donne pour les inconnues des fonctions linéaires des coefficients A et B , chacun, d'eux
étant multiplié par une fonction de m qui est au plus du second degré. Mais, A et B sont extraits de (l»q et 'fc'q ; ce
sont donc des sommes de termes qui sont chacun produit d'un facteur xqM et d'un facteur >(

qik ou de deux facteurs
xq k ou encore de deux facteurs jq>k , chaque produit étant multiplié par un coefficient de degré 0 , 1 ou 2 en m , au
plus. Comme pour #1,2 et_yj,2 le numérateur est de degré pair, on voit de proche en proche qu'il en est de même de
chaque coefficient .rq,k ou yq,k et.' par suite des coefficients A et B relatifs aux .rq,k etjq.k suivants

— 18 —



12. — Ayant calculé les coefficients .Tq.k et #q,k nous devons maintenant, pour compléter la solution, calculer
K et a . Mais auparavant nous devons effectuer quelques transformations.

Reprenons les équations ( 18) et remplaçons x eiy par œO*1 et ?/G ; nous voyons facilement qu'en posant comme
auparavant :

elles peuvent s'écrire :

( 2 6 )

D 2 ( # 6 - ' ) + 2 ( 1 + m) D ( # 0 - ' ) -f [ 1 + 2tn -h (1 + v) m 2 ]

- K o 3 ( x 0 - ' ) = - 3VWÏ2 G-=

D2 (>-G) - 2 (1 4 m) D (>0) + [ i + 2m + (1 + v) m2 ] (j>6)

- Kp3 (>'0) = - 3vma 62 (xô-i)

Nous savons que les valeurs :

jeu-' = 1 3 ) Ö = i m' = o

satisfont aux équations (22) déduites par combinaison des équations (18) et (19). Nous voyons facilement qu'elles
satisferont aux équations (18) à la condition de prendre pour K la valeur :

K = i -h 2m 4- (1 + v) m*

ce qui constitue une valeur approchée de K .

Reportons-nous maintenant aux valeurs trouvées pour les développements de xô-1 et de j>G suivant les
puissances de m1'1 . Nous voyons que nous pouvons les écrire sous la forme suivante :

(27)

m / f l;y3)

( m / 4 x 2 , i + . . . ) + 0 - ; ( m ' 4 j>2,', +

G2 (m' 4- » i ' 6 3? 3 , ,

4- m / f î j c 3 , 2

/ ; x 2 , ; 4- 4-

(28)

+ G6 (m'6 3Î3îl3 -f . . - ) + 0-« (»,/fl .T3.6 + ) + . . .

Nous sommes donc conduits à les écrire sous la forme :

\ X8-1 = 1 + 0â (xO-^o.a + G-2 (.rö-^o,^ + G4 (xÔ-^o^ + f)-1 (xfW)o,-i. + G6 ( xö^ jo^ + G-6

I 3,0 = 1 4- 02 (y j )o ; . 4 G-2 (^6)0,-3 4- G4 (y0)O j , + G-4 ( / ) )o , - t 4- G6 (^0)0 î6 -h 6-6

avec

(29)

I,JÎ 4 mf{) x3 )2 4-

) 0 , 6 = m!G y-itK 4-

- ig —



Quant aux coefficients ( x^ )o,-2h et (yQ )o,-2h nous voyons facilement, à l'inspection des relations (29)
que l'on a :

( 3 0 ) **û-Mo,-2h = ( j y O ] 0 ) 2 h

Ceci fait, posons :

xi}-1 = 5 + -0 jyO = S'- 7)

les relations (30) nous donneront de suite :

( 3 O b i s ) £o,-âh = £o,2h v)0)_2h = — Trio,2h

Remplaçons maintenant dans les équations (26) rrG'1 et jyô par | et r, et additionnons les résultats membre
à membre, nous obtiendrons l'équation :

(31) D2l -h 2 (1 H- w) D-n H- [ 1 + 2W + (1 + v) m 2 H - Kp3$ = - - vm2 [ O 2 ^ - 1 ) f 6-2(_y0)j
2

qui va nous servir à calculer la valeur exacte de K . Remarquons pour cela que, d'après les relations (28), £ et rh

peuvent s'écrire :
E = T 4- en. , Ö2 4- cn. , O"2 4- en.* 6^ 4- ^ , - , H 4-

(32) ' '
1 = v\o,2 ô2 + ^10,-2 O"2 + r l f l „ ö t -h r l 0 )., 9 - * +

Désignons maintenant par c la partie constante de p31 et égalons les parties constantes des deux membres
de (31), en nous rappelant que :

nous obtiendrons pour K la valeur complétée :

(33) c K = 1 4- 2m + (1 + v)m2 + 3v/n2 (rçQ-1^,^

et le calcul est ramené à celui de c .

Il est facile à effectuer car, en négligeant, comme nous l'avons fait, la troisième coordonnée, nous avons

nons pouvons donc écrire :

et posant
? = 1 + ï'

nous obtiendrons :

P» = 1 - 2V + 3Ï1 - 4V1 + 55H . . . + - V [ 1 - 4',' + .o;'2 - . . . ] + ^ V [ 1 - 6Î' + ] • • •
2 O

La recherche de la partie constante nous donnera enfin c , en tenant compte des relations (3Obis) appliquées
à l1 et *o . Nous obtiendrons ainsi :

(34)
c = 1 + ó l V a — 3'O3o>2 H- 6£2o,i. — 3Yl2ü?v — 24^0,2 ;o

— I2Vl2o,2 *nOfV 4- 3OÏ40>2 — 3O^0;2 ^"072 + ~ ' O ^ ^ +
o

les quantités négligées étant du douxième ordre par rapport à m . On en conclut K .



Il nous reste à calculer a . Or, rappelons nous que :

/'(Mo + M) = K(u - n'fa'

et que, d'autre part, si nous appelons a0 la valeur du demi grand axe qui correspond à la valeur n du moyen mouve-
ment, valeur donnée par les observations, nous avons :

Le rapprochement de ces deux formules, aptes avoir fait dans la première M = O, et après une transfor-
mation facile, nous donnera :

[ K VV
2J

d'où a . D'après la forme de la valeur de K , on voit que a diffère peu de a0 comme nous l'avons dit.

13, — Pour achever le calcul de la première approximation, il faut chercher les valeurs correspondantes de
r , Î) , s , X , Y , Z , Nous savons déjà que :

Z - O s = o

CALCUL DE r . — Nous avons par définition :

(y) = [ [xt'i) (yB) i; = L V - V Û
a p

ce qui s'écrit, après avoir développé le radical par la formule du binôme •

7" I 7 ) 2 ! Y]4 T T\b

comme nous avons posé : £ = 1 + ; ' , nous obtiendrons aisément :

8 16

Nous devons substituer à 5' et TQ leurs valeurs données plus haut en fonction des 0 . Nous calculerons donc

les puissances successives de £' et de T\ et les porterons dans la valeur trouvée pour - t Nous poserons de plus :
a

V = N - N'

Nous rappelant alors que nous avons .

0 = ei(N-N') 2 c o s V = t ' v + f"A

nous obtiendrons pour r le développement tr igonométrique suivant :

(35bis) r = ?o,o 4- f0,2 cos 2V + ?o,v cos 4V -h

avec :

[ J 0 = CI [ I 4 * V o , 2 4 " T r i 2
0 j 4 - 2 ^ ( J , 2 TTlo,2 ^ 0 , ' , 4 " ^ 0 , 2 ^0,2 V)*0,2 • • •

\ y 4

J 7*0,2 — « [ 2 Ï O î 2 — 5o,2 Tf)20.2 4 - 21Qo^ T l 0 ) i . 4" Q20,2 ' '" I '
î
o ,2 . . . . J

i ? O i V = a f 2^0,4 " *120,2 — 2Ç0 ,4 T^Q^ 4" 27] 0 , 2 T lo ,b ]



CALCUL DE V . — Comme nous avons posé :

v = N -f -
i

il se ramène à celui de l .

Nous devons, pour cela, retourner en arrière. Nous avons, en effet :

X = ÏCOSSCOST) Y = r cosssint) Z = rsins ,

puis : X, = XcosN' + YsinN' Y4 = - XsinN' 4- YcosN'

Les équations (6) nous donnent alors pour x et y :

ax = X, + iY, = (X + zY) e-»N'

ay = Xi - i"Y, = i X - ï Y ) e i N '

mais diaprés les formules rappelées plus haut, nous aurons :

X + *Y = rcosseiv X — ÎY - rcosse-'v

de sorte que les valeurs trouvées pour x et y deviendront, en se rappelant que 0 = elV :

ax = rcosseiV+z ax = 7 cosse'iV"*

et, finalement, puisque s = — , nous pourrons écrire :

ixü~i) = -el Ch<s ( y O ) = - e - ^ C h c .
a a

Revenant à c, et ^ , nous trouverons facilement, en appliquant leur définition, que Ton a :

Y Y T
(36) ; = - Ch a Ch l r( = - Ch 1 Sh / z = - 3h G

a a Ê

Ceci posé, les deux premières formules (36) donnent par division :

1 h A = -

formule qui, par inversion, fournit le développement :

% 3 C 5 -

Dans ce développement nous remplacerons, comme plus haut, \ par 1 + l' et il deviendra :

/ = -n ( 1 — ?' + S/a — V8 + . - - ) + - L V 0 - 3 ? ' + ••• ) + - V d - 5 Ï ' --. ) •
3 5

Calculons les puissances successives de c' et r, , transportons-les dans ce développement, groupons les puis
sances semblables de 0 . En nous rappelant que :

V = N - N' V = N + -
1

2z*sinV = eiV — e*lV

nous obtiendrons le développement trigonométrique de v sous la forme ;
(36bis) v = N + /0,a sin2V + /0,t sin4V + /0)e sinóV . . .

avec :

O , C ~ r 4 ^ O j 2 "10 ) 4 — 4 i 0 1 2 H O t i ~> 4 ^ 0 * 2 f\ 0 j 2

8 3 v 2 ft' -
10 ,2 ^ ^ (1,2 1 2 . 0 , 2 y\ 0 , 2 r l ü ï t



Il nous reste à calculer les coordonnées rectangulaires X , Y , Z (on sait que Z = O) et la solution périodique
annoncée.

CALCUL DE X ET Y. — Revenons aux formules (7) qui donnent X et Y en fonction de x , y et N' . En nous
rappelant la définition de 0 , nous voyons que ces formules peuvent être écrites sous la forme :

(37)

x = a-
2

Y = 4
21

^ - ( y j ) e - i N ;

Si nous remplaçons dans ces dernières formules xö*1 et jO par leurs développements (formules 28), nous
obtiendrons pour X et Y les développements simples :

(38)

X = a £ ( x O - ' ) , „ 2 h c o s ( N + 2hV)

Y = a £ ( A O - ' ) 0 l 2 h s i n ( N + 2hV)

CALCUL DE LA SOLUTION PÉRIODIQUE. — Nous l'obtiendrons en calculant Xi et Yi . Les équations de
définition (6) donnent pour Xt et Yi .

- - ( x + j ) Y, = ~(x~y)

ce que nous pouvons écrire sous la forme :

X Ï = - [(xO*1) O 4- (_yO)

Remplaçant (.xO-1) et (JJO) par leurs développements (28) et effectuant la transformation des exponentielles en
lignes trigonométriques, nous obtiendrons pour Xi et Yi les développements :

(39)
| X t = Ai COSV + A3 COS3V + Ar; COS5V

1 Yi = Bi sinV + B3 sin3V 4- B, sin5V

les coefficients Ai et Bi ayant les valeurs suivantes :

Ai = a [ 1 + (y6)Ol2] Bi = a [ 1 (> 'ö ) 0 i 2 ]

A, = a [ Br, =

Remarquons que les séries (39) constituent une solution périodique des équations du mouvement réduites
aux deux premières en faisant 2 = 0 . La période a pour valeur.

27T

C'est la solution périodique annoncée.

Avant de passer à l'étude de la seconde approximation, nous allons nous occuper de la convergence des
séries formées dans ce chapitre.
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CHAPITRE II

14. — Toutes les séries qni ont été formées jusqu'ici dépendent des coefficients (AO*1 )0,h et {yü)o,h qui sont

eux-mêmes des séries procédant suivant les puissances de m'2 . Avant d'étudier la convergence des séries qui

donnent X , Y , Xo , Yo , nous devons donc chercher si les séries (jc6-1)Oîh et (3>0)o,h sont convergentes.

Si nous nous reportons eux formules (29), nous voyons que nous pouvons écrire, en général :

. . . 4-

et nous voyons qu'il nous suffira d'étudier une de ces séries, la première, par exemple.

Nous voyons que le terme général de cette série a pour valeur •

Nous avons démontré plus haut (Num. 11) que les xiti sont des fractions rationnelles en m et que les degrés des
numérateurs et des dénominateurs sont d'ordre pair. Nous pouvons donc écrire zp4-2(q-i),2p sous la forme :

Am2h + Bw2h-2 + . .

Pour étudier la convergence de la série de terme général Uq nous allons appliquer la règle de Gauchy, car
q t

c'est une série numérique, et chercher la limite de V |Uq| lorsque q augmente indéfiniment. Or, on a :

, I Am2h -h Bm2h~2 + . . .
|Uq| = w'2P

q 4- . . .
m' > 0

Nous pouvons écrire la fraction entre parenthèses sous la forme :

A'm2h' 4- Bf

de sorte que l'on aura :

Effectuons la division indiquée pour la quantité entre parenthèse, et nous pourrons écrire \AUq | sous la
forme :

2h-2h'

^ 4-

cp (?w) étant une fraction rationnelle en m dont le numérateur a un degré inférieure celui du dénominateur. Si,
q

maintenant, nous développons la parenthèse par la formule du binôme, nous obtiendrons finalement pour y |Uq| :

q 2p [ 2h-2



Faisons croître q indéfiniment, les deux premiers facteurs tendent respectivement vers m^ et i car ih —2K

est un nombre fini. Dans la parenthèse, le premier terme tend vers 1 et tous les autres termes tendent vers zéro car

ils sont formés dune partie numérique finie, multipliée par une puissance de - qui tend vers zéro. La parenthèse

tend donc vers i et l'on a, lorsque q augmente indéfiniment :

q / —
lim. V.Uql = /«'*

Evaluons WÎ'4 - A l'exception des planètes Troyennes avec Jupiter, pour toute? les autres petites planètes, le

paramètre m a une valeur numérique inférieure à 10, de soi te que son carré est inférieur à 100. Comme, d'autre part,

la quantité que nou=> avons appelé v est donnés par l'égalité :

M'

M,, + M'

Mo étant la masse du Soleil et M' celle de la planète troublante, il en résulte que dans le cas le plus défavorable qui

est celui de Jupiter, 2v est au maximum de l'ordre de io~5 et v de l'ordre de 0,0005 1 Le produit vw2 = m'1 est donc, au

plus, si on prend pour m le nombre 10 et pour v le nombre 0,00045 qui correspond à Jupiter, égal à :

0,00045 X iO" — 0,045
q

de sorte que la limite de y |Uq| est au plus égale à 0,00,2025

11 en résulte que la série de terme général |Uq| est convergente de sorte que la série de terme général Uq qui

représente le coefficient (#Ô-J)Oi2p est absolument convergente.

De la même manière on verrait que la série qui représente le coefficient ( r9)Oî2p est absolument convergente,
\

la limite de y |Vq| étant égale elle aussi à mn .

Passons aux séries qui représentent X et Y . Nous savons que pour les deux séries, le coefficient de la ligne

trigonométrique est u*0 r)o,2h . Or, on peut écrire :

(*<H)o,2h = m1^ [A-p,2h + wH xp+2)2h + . . . + //z'Hq-n xm l ) ) 2 h . . . . J

et nous venons de prouver que la série entre parenthèses est absolument convergente Elle a donc une limite finie et

on pourra écrire :

(n-0 i)O i 2 h = W'2P H

de sorte que le terme général de la série qui représente X pourra s'écrire, en valeur absolue :

jUp1 = m'*p |H| |cos (N + 2/2V) | nï> o

Comme le cos est inférieur à l'unité, il nous suffira d'étudier la série de terme général :

jU'p! - m'*v \U\

et chercher la limite de y 1U'P1 quand i> augmente indéfiniment. On voit facilement que l'on a encore :

p

/lim. x/lU'pl = m'1 < 1

de sorte que la série de terme général Up est absolument convergente et, comme la série qui représente X est obtenue

en multipliant chaque terme de la série U par un cosinus, et que celui ci est, en valeur absolue, inférieur à l'unité, il

en résulte que les termes de 3a série qui représente X sont respectivement inférieurs en valeur absolue aux termes

correspondants d'une série numérique absolument convergente. La série qui teprésente X est donc uniformément

convergente. On démontrerait de même la convergence uniforme de la série qui représente Y .
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Passons à la solution périodique. Les termes généraux des séries qui représentent Xy et Y o ont respecti
vement pour expression :

Up = a ; U 0 - % 2 p 4- b'0)el2p+2) ] cos [2P + i) V

Vp = a [ <JcO-')(),2h - (jyO)o.2p + 3) ] sin (2p + i) V

et nous devons étudier la convergence des séries dont les termes généraux sont :

et nous pouvons étudier une seule série de terme général :

Wp = a [ (*(H-o,2p + e ( vO)0,2pf2 ]

s étant égal à •+- i pour obtenir U'p et à — 1 pour obtenir V'P .

Les séries qui représentent les coefficients (-rû~')o,2h et ( vO)0,2h étant absolument convergentes, nous pouvons
écrire ces coefficients sous la forme :

yXv )o.2h ^= m ri ( I ' 'J)o,2h ^~ ^ r"i

où H et H' sont des quantités finies. Le terme général Wp pourra donc être écrit sous la forme :

Wp =-.= .imf-v [ El + im"1 H' ]
p

et nous allons chercher la limite de V\ Wp | quand p augmente indéfiniment.

Nous pouvons écrire ;

VVP-.i«/=Pli [ r + zm^ H ]

et, par suite, nous aurons :

i I VVP 1 -- ni1 \ nll p | i + zmn- r

ri

ce qui s'éciit, après avoir développé le dernier facteur par la formule du binôme :

p t 1 T ni

y/ | W p | = ni1 | CTH |P | + E,;Z + |
p H

Lorsque p augmente indéfiniment, le premier facteur tend vers l'unité. Dans le dernier facteur, tous les

termes, à partir du deuxième, sont formés d'un facteur numérique fini multiplié par une puissance de - qui tend

vers zéro quand p augmente indéfiniment Tous ces termes tendent donc vers zéro et le dernier facteur tend vers

l'unité. On a donc :
p

hm. V ; Wp | = ni* < 1

et la série de terme général W p est absolument convergente. 11 en est de même, par suite des séries de termes
généraux U'p et V'p . Mais les séries qui représentent Xo et Yo sont obtenues en multipliant U'P et V'p respectivement
par cos (2/1 4- i)V et sin (2/) + 1 )V quantités inférieures à l'unité en valeur absolue. Ces séries ont donc leurs termes
respectivement inférieurs en valeur absolue aux termes correspondants d'une série numérique absolument conver-
gente. Les séries qui représentent Xo et Y,, sons dûne uniformément convergentes.
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Il nous reste à étudier les séries qui représentent r et v . Prenons r . En examinant les formules (35 ter), nous
voyons que la forme générale des coefficients r0>2h est :

les termes, à partir du deuxième étant de degré supérieur en m1 par rapport au degré du premier terme. Or si nous
retournons en arrière, nous voyons que nous avons :

2 Ï 0 , h = (xQ J )o ,2h 4 - („v9)o,2h 2 r l O ) 2 h — ( x O - f ) 0 2 h — f > f 6 ) O i 2 h

et, comme les séries qui représentent (xÖ-^o^h et (̂ v6)0 2h sont absolument convergentes, nous pouvons écrire, les H
et H' étant des quantités finies :

2;0,2h = w'2h(H 4- H')

2r(o,3h = OT'*b (H - H')

Le coefficient ro,2h pourra donc être écrit sous la forme :

'o,2h = a [m1** (H - H') - ]

ou encore sous la forme :

>ol2h = am'3h(H - H7) fi - ]

h

Nous allons étudier la limite de yho(2h| quand h croît indéfiniment. Nous pouvons écrire :

h

V ' W h l = m n | a ( H + H ' ) | M i - .

ou, après avoir développé le dernier facteur par la formule du binôme :

h i

VVo.2hl = m>i I « (H + H') | h ! i - .

tous les termes, dans le dernier facteur, à partir du deuxième, étant le produit d'un facteur numérique fini et d'une

puissance de - . Ces termes tendent donc vers zéro avec - et le dernier facteur tend vers 1 quand h augmente
h h

indéfiniment. Les deux premiers facteurs tendent vers 1 dans les mêmes conditions et Ton a :

h

lim. \/Vo 2hl = /"'2 < 1

La série formée par les coefficients des cosinus dans le développement de r est donc absolument convergente.
Mais le développement de r est obtenu en multipliant chaque terme de la série précédente par un cosinus, quantité,
en valeur absolue, inférieure à 1. La série qui représente r est donc uniformément convergente.

On démontrerait de même la convergence uniforme de la série qui représente v . Le raisonnement est le
même que pour ? et il suffit de prendre Tj0>2h au lieu de co 2h . Les /Ol2h ont la même forme générale que les ro>2h
?o,2h étant remplacé par 0̂,2h - On trouve :



C H A P I T R E I I I

15. — Nous nous sommes occupés seulement jusqu'ici de la première approximation, c7est-à-dire de calculer

une solution dans laquelle nous avons négligé la fonction F et la troisième coordonnée. Nous allons nous occuper

maintenant des approximations suivantes. Nous ne nous occuperons plus des coordonnées Xi , Yt , et nous partirons

de la solution périodique obtenue que nous affecterons de l'indice zéro, tant pour les coordonnées rectangulaires que

pour les coordonnées polaires et les variables complexes x et y .

Nous appellerons Sx et \y les acroissements que subissent xo et yo quand on rétablit la troisième coordon-

née z dans les équations.

Nous partirons du système d'équations (16) et nous substituerons à x et y les quantités :

x = x<> + Sx y = yti + Ôjy

Nous remarquerons d'abord que p3x , pAy . QSZ , dépendent de z par la fonction p . Nous ne connaissons que

ia valeur particulière p0 de o trouvée au chapitre premier. Nuas tuuineruns la clifiicuïtc en développant les îiOis

fonctions p3x , p3y , p3s , suivant les puissances de ôr , ày , z , en nous rappelant que :

Nous conserverons dans le premier membre de chacune des équations (16) les termes du premier degré en Sx7 &y , z ,

et nous ferons passer au second membre les autres termes. Nous désignerons par U , V , Z les deuxièmes membres

formés et, après avoir tenu compte des équations (18), nous obtiendrons pour déterminer ÙX , ôj , z le système

d'équations .

D-Sx 4- 2/wDSx H- ! i — 2v) W^.Ï + ; - Ko-1,, + ytm2 J Sx + [ - Kp:>
0 x\ 4- y*m1 ] ôv = U

J 2

Dâ8v - 2/wDâv + ( i — 2v, ^ 4- L - Kp3,, -h y*m* ] ôv 4- [ 2 Kp:\, y2
0 f 3V/;?2 ] Sx = V

(41) D2Z - [ K? J
( I 4- 2V/7Z2 ] 3 = Z

o ù U , V , Z , o n t l e s v a l e u r s s u i v a n t e s :

U = — 2 4- - Kp"o [ x ( l S.rSy + vo Sx 2 ] + - Kp"'o [ x() SxSv — x 0 z1 j . . . .
nv 2 " 2

K r> • " " " •- ^ K" ^ r • " " •
1 ' ' ' " ' 2 ' ' * ' '

[ i ' o s ô x 4 - X o s ù v j . . . .

Si, maintenant, nous ajoutons membre à membre les équations (40) après les avoir multipliées respective-

ment par D_Vo et Dx0 , et si nous tenons compte des équations ( 18) dont les premiers membres auront été préalablement

differenties, puis, si nous intégrons les deux membres de la combinaison trouvée, nous obtiendrons ce que devient

l'intégrale (19) quand on introduit SA- et ov . Nous aurons ainsi :

(42) Dvo Dôx + Dx-o Dôr — [ D2 r0 — 2/7îDvo ] âx — [ D2 x,j 4- 2/HD_TO j èy = J

avec :
DJ = UDvo +
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L'expression précédente peut encore s'écrire sous la forme suivante :

D>'o DSx f Dxo DSJJ; - [ Kp3
0 yo ~ (i - 2v) m2y0 - 3VW2 (x0 4- > ) ] 8*

(42)
— [ Kp3

0 x0 — (1 — 2v) 7w2x0 — 3vm2 (x0 4- yo) ] §y = ]

16. — Remarquons que les équations (40), si Ton y néglige les seconds membres, sont les équations aux
variations des deux premières équations (16) et, de même, si l'on néglige J , l'équation (42) est l'équation aux varia-
tions de l'intégrale (19).

Nous savons que ces équations aux variations sont satisfaites si l'on prend pour ox et ly les valeurs :

Sx = Dx0 07 = D>'o

et nous allons essayer d'obtenir la solution des équations (40) et (41), auxquelles nous ajouterons l'équation (42), en
prenant pour Sx et Sy des valeurs de la forme ;

Sx = xi Dxo &y = — yi DJI>O

Xi ety\ étant deux nouvelles variables conjuguées comme Sx et By .

Effectuant la substitution indiquée dans les premiers membres des équations (40) et (42), et tenant compte
des équations (18) dont les premiers membres auront été differenties préalablement, nous obtiendrons les équations
suivantes dans lesquelles nous voyons apparaître les combinaisons xi 4- y\ et Xi — y\ :

' 1

\ Dxo D2xi + 2 [ D2x0 4- MDXQ ] Dxi 4 (Xi 4>'i) [ D3x0 4- 2wD s x0 + ( 1 — 2v) m2Dx0 + [ - Kp3
0 4 y*m* ] Dx0 ] = U

(44) (
Dvo D 2 ^! + 2 [ D2v0 - mDn 1 Dy\ 4 (Xi + vi) [ D3v0 - 2wD 2>'o 4 ( 1 - 2v) w2DyQ -h [ - Kp 3

0 + ^m* ] Dy0 ] = - V
f " 2

(45) Dx0 D>'0 D (xi — y\) 4 (xt -\-y\) [ Dv0 D2 x0 — Dx0 D2yQ + 2mDx0 D>'0 ] = J

Les combinaisons x{ + y\ , xt — y\ , qui apparaissent mêlées aux dérivées de xi et ci e jyi , nous induisent à
transformer les équations (44) de telle sorte quelles ne contiennent plus que ces combinaisons. Pour obtenir ce
résultat, nous les ajouterons membre à membre après les avoir multipliées respectivement par Dy0 et Dx0 . Nous
obtiendrons ainsi l'équation :

1 Dxo DVQ D2 (XI 4 yi) 4 [ Dy0 D2 x0 -h Dx0 D ' yQ ] D (x, + ^4) 4- [ Dv0 D
2 x0 - Dx0 D*y0 4- 2 ^ D x 0 D j 0 ] D (x t - 7 O +

ƒ ( x 1 + ^ 1 ) [ D v o D 3 x o 4 D x o D 3 j f ) + 2 ^ [ D v o D i x o - Dx 0 D 2 ^ 0 ] H- Dx0Dv0 [ Kp3
0-h 2 ^ 2 + 2 vw ! ] ] = U D > ' 0 - V D x 0

que nous conserverons avec l 'équation (45).

Il s'agit de transformer à nouveau les équations (45) et (46) pour les simplifier le plus possible. Nous

poserons pour cela :

(47) -rt = a 4 b yA — a1 — b

a et b étant deux nouvelles variables conjuguées comme xx et yx .

L'examen des équations (45) et (46) nous conduit à poser :

D^, DSI
Dy„ J

,F ~ 2 L Dxo Dy„ J + m Q ~ 2 L DJC

Nous tirerons facilement de là :
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Après avoir divisé les deux membres des équations (45) et (46) par Dx(, DyQ et si nous tenons compte des
valeurs de P et Q , elles deviennent, après avoir opéré la substitution (47) :

Dû a' + 2QDa' + 2PDb + a [ 2DO + 2Q2 + 2P2 + tW* + 202* + 2vmi] = - [— X -
2 L Dx0 Dvo.

JDb + 2Pa = ^
2Ux() Dyo

Eliminons b de la prernièie équation au moyen de la seconde et posons :

1
A =

y - 2DX0D/0
égalité qui nous donne par dérivation :

nous pourrons écrire les équations sous la forme :

(48) D V + 2QDa/ + a! [ 2DQ + 2Q2 - 2P* + Kpo'1 + 1m1 + 3vw'2 ] = -
2

+ JPAâ

(49) Db + 2Pa' = — - JA^

Si, maintenant^ nous remarquons que Ton a :

A.D ~ = D V + 2QD-i' + a'DQ + a'Q2

et si nous posons :
a' = a ' A

nous voyons que l'équation dont dépend a' peut décrire sous la forme :

D V + a L DQ + Q1 - 2P2 + Kpo8 + 2m2 + 2v»** ] = - f U \ / ^ ^ - V \ / -
2 L V Dx0 V

et l'équation dont dépend b devient, dans les mêmes conditions :

Enfin, si nous posons :

W - 2P2 - Q* - DQ - (Kp0
J + 2m2 -f

B = - 2PAa" - - JA2

nous voyons que les équations (40) ont été transformées en les suivantes :

j DV' - VW = H
? De = B

de sorte que la solution-du système formé par les équations (40) et (41) est ramenée à la solution du système :

DV' - Wa" = E

(50) Db = B

D2* - [ Ko0
3 + 2VM1 ] * = Z
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On voit que la première et la troisième équation sont du même type, linéaires du second ordre, et qu'elles ne

contiennent chacune, au premier membre, qu'une seule fonction inconnue. La deuxième est linéaire et du premier

ordre, mais son second membre dépend de a" . On ne pourra donc l'intégrer qu'après la première.

Supposons intégré le système (so). Connaissant a' et b , nous aurons pour x\

(51) Xi = a + b = a"A + b } \ - a - b = a 'A - b ,

Or, nous avons écrit :

xi)'1 -= l + t\ yj = g - ïj

et nous savons que :
X = XQ -\- SjC J' = J'o + 81'

nous voyons donc facilement que nous pouvons écrire aussi :

0-'8# = ôç 4- 8-/) f% = SE — §7)

équations qui nous donneront :

Mais
8x = Xi D#o 8v = ri Dvo ,

par suite, les équations (51) peuvent êtie écrites sous la forme :

(52)

-f

8.V - - (a"A - 6) Dv« = a"

Nous obtiendrons enfin 8^ et ^ sous la forme •

(53)

L'inspection de ces formules nous conduit à poser

O-'Dxo = u + TJ OD70 = M — -o

et remarquant que :
1

nous obtiendrons enfin pour ôj et ôr, les formules très simples :

(54) 3£ = (a"A) » + bv 8-n = (a';A) © + tit

17. — Nous allons passer maintenant à l 'intégration du système (50).

Comme la première et la troisième des équations (50) sont du même type, nous ferons l ' intégration pour une
équation générale de ce type :
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et l'intégrale générale obtenue, nous passerons à celles des équations données en faisant successivement :

9 ('] ) = W * = E

9 (T) = Ko3o + 2v»z* <î> = Z

Dans les deux cas, la fonction 9 est périodique et peut être développée en série trigonométrique procédant
suivant les cosinus des multiples pairs de V .

L'équation sans second membre est donc une équation linéaire à coefficients périodiques. On sait que son
intégrale générale une fois obtenue, l'intégrale générale de l'équation avec second membre pourra se calculer
facilement par quadratures. D'autre part, la théorie des équations linéaires à coefficients périodiques nous montre
que, si Ton désigne une solution particulière de l'équation par :

ot — 0«« S w^k 6k (6 = eitN-N'))

on obtiendra une autre solution particulière en prenant :

la série étant conjuguée de la première, c'est-à-dire que l'on a :

? « 2 , k = W?i , -k

Les solutions particulières ct et G% étant formées, la solution générale aura pour expression :

0" = Ln^ l "h ^ 2 ^ 2

Nous obtiendrons alors la solution générale de l'équation avec second membre en appliquant la méthode de
Lagrange, c'est-à-dire en résolvant le système :

G]DCi 4- G2DC2 — o

DoiDd + Dff2DCa = *

Or, si on se rappelle que le déterminant du système :

C = G.2 D Ci — Gt D G-2

est constant, on obtiendra :
cDCi = M> cDC2 = — Ci*

Intégrant et remplaçant Ci et C2 par les valeurs trouvées dans l'expression donnée plus haut de l'intégrale
générale, nous obtiendrons, pour l'équation complète, l'intégrale générale :

(56) cr = — D'1 (ff2<ï>) - - D-i (M>)

c c

le symbole D*1 représentant l'intégration. Nous utiliserons plus tard cette formule.

Pour intégrer l'équation (55) nous utiliserons la méthode des coefficients indéterminés. Soit :

une solution. Comme 7 (T) est périodique, cette fonction peut être représentée par le développement :

9 ( T ) - X cpk 6k

Substituons ces deux séries dans l'équation (55) sans second membre et annulons les coefficients des diverses
puissances de 0 . Si nous posons :

nie = (a0 + ^)2 — <?o
en sorte que :

«0 = #02 — 9o Mk = til + 2/£<3o + «o

les relations obtenues prendrons la forme :

(57) 72 k >«r,k = S ;//,,] epi Z -f 7 = /t , î V o
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D'après la définition des >ik , on voit que tout revient à calculer n0 , ce qui permettra aussi le calcul de a0 .
Remarquons que si l'on fait k — o , les séries se réduisent chacune à son premier terme et que l'on obtient

ainsi :
«o = o

Ceci fait la t dation

donne une première valeur approchée de a0 :

et l'on se rappelle que <p0 est développé suivant les puissances de vtn'2 . En transportant cette série dans l'équation de
définition des «k , on verra aisément que ces quantités se présentent sous forme de séries procédant suivant les puis-
sances de vm2 et dont le terme indépendant de vws n'est pas nul.

Remarquons maintenant que pour vm2 = o , les solutions st et c2 de l'équation sans second membre doivent
se réduire respectivement à 6 et 6"1 . Cela indique que l'on devra trouver pour a0 une valeur voisine de l'unité, mais
ilïaudra pour cela que les rapports :

s'annulent avec vw2 . Comme le coefficient w l i0 est arbitraire, nous prendrons : j

mlj0 = i

Faisons maintenant k = o dans la formule 157), nous obtiendrons ; ( car <p_j = <pj )

remplaçons mlt\ par sa valeur tirée de la même formule (57) :

nous obtiendrons pour nQ :

Remplaçons dans cetre dernière formule, dans tous les termes dont l'indice j —j' n'est pas nul, ^i,j-j ' par sa valeur
tirée de la formule (57) :

et ainsi de suite, nous obtiendrons enfin pour déterminer n0 l'équation :

dans laquelle, pour chaque groupe, la somme; — ƒ — f — . . . sera nulle sans qu'aucune des précédentes le soit, le
nombre des facteurs de chaque dénominateur étant inférieur d'une unité au nombre des facteurs du numérateur
correspondant.

Le calcul de no montre qu'il suffit d'obtenir le premier terme de cette formule, et nous l'écrirons sous la forme :

(59) Mo = cp2
a I — + + cp7,

\n% n-2J
qui nous permettra de passer au calcul effectif de n0 .



La formule f59) peut être écrite sous la forme :

(60) *o
n-2 n-2

or on a :

et ceci permet d'obtenir :

n2«-2 = (4 4- n0}
2 - 16V = (4 4- n0)3 — 16 («0 + ?o)"2

Si nous portons ces expressions dans la formule (60), nous obtiendrons, pour déterminer nQ , l'équation :

(61) 8n2n 4 2"(, (870 = 8 4- 9%) 4- 8©2
â + "2^2 9^ — n'J0 = o

En posant :

A ^ 9 O ^ I + - T ^ B = V A — o'2-2 C = — («2n-2 9 ;
a — n3

0)
o 10

nous ob t iendrons enfin pour «(, la valeur :

»0 = ^ A -f VB2 - 2C

Enfin, si nous développons le radical suivant les puissances de — et si nous remplaçons B — A par :
B

B'2 - A'2 <p*2

B + A B4-A

nous obtiendrons pour n0 la série :

( 6 2 ) n " =

Connaissant nf) nous obtiendrons a0 au mojen de la relation :

fin = = r ût~o — 9 "

Le calcul de ;Ï0 s'effectuera de la façon suivante : on connaît les 91 , on pourra donc calculer A et B et une-

première valeur approchée de HQ par la formule :

A + B

On calculera ensui te les »k d u n e façon approchée en prenant :

et la formule (60) donnera une première valeur approchée de 'f'2 qui, jointe aux valeurs approchées de ??2 , «-2 , «0 »

permet t ra de calculer une valeur approchée de C avec laquelle on oalculeia une valeur meilleure de n0 , On recom-

mencera , avec cette nouvelle valeur de 7z0 le calcul des «k , de 9^ , de C et on obtiendra une deuxième valeur approchée

de «0 , et ainsi de suite. Dans la pra t ique , il suffira presque toujours de prendre pour n0 la valeur :

n0 == —A + B

Revenons aux définitions de P , Q , A , u , v , nous obtiendrons de suite les formules commodes :

(63)

P = 1 + m + - DLog •
2 u — v

Q = - DLog (u2 - v")

1

A2 = ( „ 2 - 0 2 ) "
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Pour calculer effectivement ces fonctions, nous nous reporterons aux équations de définition et aux séries

trouvées aux chapitres précédents pour xoft-1 et j?oÖ - Comme on a

xo6-i = C,Q + 7)0 y(}0 — lQ — r i 0

il en résultera ;

6 ( M -h f ) = 6 ( ;0 + ri0 + D^o + Dirio )

O-i (u ~ v) = 6-i (So — -"îo + D;() - Dr,0)

et on déduira de là u et v sous la forme :

M = ; 0 -t- DT)O Ü = 'On + D ; o

Si l'on se rappelle que ;

£o = 2ç o ,ko k ^0 — S 7 lo,k0k So,o = I T!o,o = O

et si Ton pose :
v = 1 t'k 0k

on obtiendra :
(64) î£k = ç0)k + Ar(Oit Vk = Tj0(k + /cçOlk

et, comme on sait que :
^o,-k ^^ ^o,k 1o,-k ^ ~~ Tfo,k

on aura :
u-k = wk t' k = — t'k

avec :
UQ = I ^o : = O

et ceci montre que u est réel et z; imaginaire pur.

Les formules (63) nous permettront de former les développements de P , Q , A : il suffira pour cela de formel

les combinaisons u + v , u — v , u1 — v* . Comme les deux premières ont un terme égal à l'unité, il sera possible de

développer les log en série au moyen des formules connues, puis d'utiliser la formule du binôme. On aura ainsi P,Q,A .

Il sera ensuite aisé d'obtenir P2 , Q2 , A2 , DQ , Kp0
3 H- 2v/«2 , PA, wA , t'A , W . Nous donnerons ces développements

plus loin.

Pour intégrer la première et la troisième des équations (50) sans second membre, nous ferons successivement

dans les formules obtenues :

«0 = go ? = W W|,k = a"i,k »ii,o = a"i,o = 1

«0 = K <p = Kp0
3 -\-2vm1 mltk = d,k mUQ = c , ( 0 = 1

et les a"i,k et clt>^ s'obtiendront facilement. Nous calculerons ensuite les constantes :

c =

en faisant successivement dans cette formule :

et nous obtiendrons :

c = 22 (Ao + A)2 c2
I)k

Passons à l'équation De = B

et cherchons-en une solution particulière. Comme, pour les autres équations, les seconds membres ont été négligés,

nous laisserons de côté ici le deuxième terme du second membre qui contient J , et conserverons seulement

le terme — 2PAa" .

Si nous posons : a11 = a'\ b = b^ = D"1 ( - 2PAaf\ )

"~ 35 ~~



nous aurons une solution particulière et nous pourrons calculer une solution particulière des équations (40}
et (42) privées de second membre : Saĉ  , Svi , SSi , 8-rji ; b\ , 8^ , 87̂  , étant de même forme que a!\ . On aura une
deuxième solution particulière en prenant :

b = h2 = D-' ( - 2PA.A)a ' = a\

qui donnera S.x2 , ôj>2 , §Q2 , 8r(2 , où a!1 ± , S;2 , seront conjugués de a"i , 8^ , et èa , 8r(2 , seront les conjugués changés
de signe de bi , Sr(1 .

Pour calculer effectivement &i et b% , nous poserons :

bt = Ôo X ftljc 0* é2 = 0 g° 262,k 0*

et, à l'aide des séries PA et a1'\ ou a!\ , nous formerons la fonction — 2pAa" , puis, substituant dans l'équation
De = B et égalant aux deux membres les coefficients de même puissances de 0 , nous obtiendrons les coefficients-
&i,k OU è 2 ,k

Pour calculer 8^ et 8Y]I on se rappellera que :

($4) Sï = («A) n" + èo bu

et on posera :
Sr(1 -

Transportant ces valeurs de Ôç4 et Sr̂  dans les équations (54) ainsi que les développements trouvés
pour (MA) , (ÜA) , M , î) , a!\ , èt , et égalant aux deux membres les coefficients des mêmes puissances de 6 , nous
trouverons les coefficients jx̂ k et vltt sous la forme :

1,0 = a" l i 0 (uA)0 1,-2] ("A)2 + [ a " 1 ) 4 + a " , , . t ] («A)4

1 , - 2 — 6 i , a J + ^ 4 [ ^ i , - t — ^ i , ; ]

2 -h + a"1)k («A)o

a"u 2 («A)a + + a"u^ (u\)

(64)
J (f

1,0 + L b\,% + fci,-2 ] «2 + [ èt,v + 61,-4. J «4

" k

Ayant obtenu a;'i , bi , 8;( , 8r(1 , nous pourrons calculer fl"2 , 2̂ , 8;2 , 8rl2 ; ^"2 , 812 , étant, comme on
sait, les conjugués de a;/i , 8^ , et b2 , 8E2 , les conjugués changés de signe de bi , ôr(t . Nous aurons donc :

a 2-k — a i , - k

18. — Nous pouvons aborder la rechercher des intégrales générales des équations (50} avec seconds
membres et, pour cela, il faut tenii compte des fonctions U , V , Z et J . Or, d'après la manière dont elles ont été
formées, ces fonctions sont du second degré au moins par rapport à S.v , 8y , s ; Sx , §y sont petits et 2 , dans la
plunart des cas, est petit également, de sorte que dans la détermination de la partie principale des inconnues, les
fonctions U , V , Z , J pourront êtres supposées nulles.

Prenons la première équation (50). Au lieu de chercher son intégrale généiale, nous allons chercher direc-
tement les fonctions S; et Srj qui lui correspondent.



Nous avons d'abord :
ce qui donne :

'S + 8r,

= C t bx + C2

/•j ô f^O) = ôç, — SYJ

D'autre part, nous avons :
a — L^i a i -+- \^2 & 2

et les r e l a t i s n s (54) :
Se, — ( K A ) CÏ" -h bv

Transportant dans ces dernières formules les valeurs des intégrales a' et b , nous pourrons écrire :

où Ci et C2 désigaent deux constantes arbitraires et où on a posé :

8 4̂ = (MA) a"\ + b\ v ( 8£2 = (uA) a"2 + b% v
O7]i = (z^Aj ct i ~\~ b\ ii ( o^]2

 == (^A) ct 2 H~ b% b

Remplaçons alors Ci et C2 par deux nouvelles constantes ^ et o>o liées à elles par les équations :

et rappelons-nous que l'on a :
= — e

2

£6) l

= — e
2

= eg- x v I i k e k 8rlâ = 0 g» S v . I ) k

Si nous faisons : Go = go V —
p u i s :

(64 bisA

ce qui donne :

et enfin si nous posons : £ iGo

E4 = - €
2

= - e
2

nous pourrons écrire les valeurs de 8; et Sv) sous la forme :

(65) 8$ = £l 85t + e M §|.r

avec : ( Sĉ  = 2 8;I(k0^i ô r * '—" i u C i i l - f i v V O C T ^ ^ £* o c T t u

<66) f Sv)! = s 8-/îI(kek | Wi = s s-n-^k ek

Ayant obtenu les fonctions 8; et 8r, , nous pouvons calculer les accroissement Sx et &y correspondants . Les

formules (36) nous permettent d'écrire :

SX = - |~S +

Sj; = - .

ou b i en , en r e m p l a ç a n t S (xO 1) et S fyB) e n fonct ion d e §^ e t

N |

o X = -

Faisant usage des formules (65) et (66) et combinant les exposants k, d'une part, et — k d'autre part, de
manière à grouper les mêmes coefficients, nous obtiendrons, après avoir transtormé les exponentielles en sinus et
cosinus, les valeurs suivantes pour SX et §Y :

(67)

SX = y V r(8î,,k + 8r„.k)cos(N + G, + AV) + (S5.It.k + Sr,.,,.,,) cos ( N - G „ -

' I > k + 8 7 i l i k ) s i n ( N + G " + W ) + ( 8 ' ' • • " + 8 r ' - ' ' - k ' s i n ( N ~ G " ~

8Y = "7
- 3 7 • •



19. — Passons aux coordonnées polaires r et v . Nous avons :

( ) S (a \ a /o \a /

Développant le radical parla formule du binôme et retenant seulement la partie principale du développement

nous obtiendrons pour l'accroissement 8 ( - ) :

- lr \ l / -
ö I — = — p0 (x<)ày 4- y^àx)

\a I 2

Après quelques transformations simples et tenant compte de ce que l'on a :
S (x6-M == 6-iS.T = 6-1 (8£ 4- 8TJ) S (/J) = 08v = 0 (S; — lt\)

nous obtiendrons finalement :

et ceci peut être écrit, d'après les formules (65) sous la forme suivante :

S (r_ \ _ /„ t \ 55 _ / . - ^ St.. S / r \ _ /„ f \ St t~„ \ Z»
v , i \ f U - a U / w ^ l V Ï * « ' » U / " " I 1 " V " ƒ l ? U ' U / - - s - l ' t * U ' | U / - - ( - I

\ « / 1 Va / - r

En faisant enfin usage des formules (66), nous obtiendrons aisément le développement trigonométrique suivant

(69) 8 ( l ^ e V S (L\ cos (Go + kV)

8 ( - ) = (Po^o) S£i,w
\ a / i , k

Pour la longitude, nous avons :

© = u0 4- hv l = /n 4- 8/ u - N 4- - u0 = N 4- 4
1 %

et nous déduisons de là :
8/

Pour calculer o/ , reportons-nous aux formules (36) qui donnent par division :

Th (Xo + S/) = Th / = ?
ç

D'après la formule d'addition de Th ceci peut s'écrire :

Th(/o + 6/) = •
1 + Th /o Th 8/

et nous tirons de là Th S/ sous la forme :
_ , . . T h ( / 0 + 8 / ) - T h / 0

1 h 0/ = —1 - T h / o T h ( / o + 8/)

Comme on a :
T u / ; s ; v

 Tio + ST, TIO
l h / 0 t Ô / ) = T ^ 1 h /o = ~

0̂ + 0$ - 0

nous pourrons écrire, après quelques réductions :

rr,, ? ï ^oS*n — 'OöS? ÎO8TT1 — Tio^

— V o 4- 5o8S — 7)0810 l 1 4- PU2 ( SooÈ -



Développant l'inverse du dénominateur en série procédant suivant les puissances de p2
0 et retenant seulement

les termes du premier ordre en S? et SYJ , nous obtiendrons :

Th8/ = p3
0 (ïoôvi ~ rtOài)

Faisons maintenant l'inversion de cette équation et ne conservons que les termes du premier ordre du
développement, nous obtiendrons la valeur de 8/ sous la forme :

3 / = p 2
0 ( ï0ÔTi — Y ] 0 8 ; )

et, taisant usage de la formule (65) et des relations entre les fonctions conjuguées, nous pourrons écrire 8/
sous la forme : s / ^ EiS/i + E_^L]

formule où :
8/1 — — (pV^o ) ^1 + ( p2oSo) ör(1

3/_, étant le conjugué changé de signe de 6/t .

Si, maintenant, nous tenons compte des formules (66) et des valeurs de £1 et s-i , nous obtiendrons, après
quelques transformations, le développement trigonométrique :

(70) t> = — = e £ S/tjk sin ( Go 4- AV )

avec :
ö/t.k = — (pVlo) ^i,k + (p2o£o) °'rir,k

20. — Considérons maintenant la dernière équation (50). Si nous nous rappelons que nous avons fait Z = O ,
la formule (56) donnera pour l'intégrale générale :

Z = C | Zy — Ci Z-}

avec :
Zi = OhoVCltltok 7 2 = 0 -h.vc^kfjk

Par analogie avec ce que nous avons fait pour la première équation (50), nou3 poserons, y et O0 étant deux
constantes nouvelles : „tj „ . /

C ] = i ^ e-'^n C = ^ fiiû« ,
2 2

si nous posons aussi :
Ho - AoV - ü„

puis :
Yi = ïe.H0 vM = I e-iH,

2 * 2

et enfin :
^ i , k = w ' c i , k ^ - i , k = — w'c 1>k

nous verrons aisément que nous pouvons écrire :

s = yt 2l + Y-i * :
avec :

Ceci fait, cherchons la valeur de Z . Nous savons que :

l

Remplaçant z par la valeur trouvée plus haut, nous obtiendrons, après quelques transformations simples

(71) Z = aylz^w sin ( Ho + kV )

avec
2 l , k =

- 39 —



Il nous reste à chercher la valeur de la latitude s . Or, nous avons posé ;

a

tout revient donc à calculer s .

D'après la troisième formule (36), nous avons :

z = - Sh ts
a

et nous savons que, l'indice zéro désignant la première partie de la solution, trouvée au chapitre I :

Si nous posons : p = p0 + 3p , nous pourrons écrire : Sh 0 = z (p0 + Sp) ;

mais, Ôp est l'accroissement de po qui correspond à Sx , Ôy , z , et il ne dépend que de Sx et ày au premier degré.
Comme il est petit, son produit par z sera petit aussi et nous pourrons le négliger en cherchant la valeur principale
de cr . Nous aurons donc seulement :

Sh c = po z

Par inversion, et réduisant le développement à sa partie principale, nous trouverons pour G la valeur :

a = po z

ce qui pourra être écrit sous la forme :

a = Yi 1̂ + Y-i tf_,

a v e c <7t = po zx a . , = p0 *- i

Revenant aux valeurs réelles, nous obtiendrons pour s le développement :

(72) s = Y x ffi,k s i n (Ho + kV)

avec :
G i , k = po w ' c r , k

Dans les formules précédentes, tant pour la première équation (50) que pour la dernière, nous avons introduit
deux quantités w et w1 qui doivent être déterminées par une convention spéciale Nous sommes en mesure de Je faire
maintenant.

Pour déterminer «0 nous poserons l'équation :

et pour déterminer w' nous ferons :

Examinons maintenant les séries qui donnent la solution complète obtenue jusqu'à maintenant. C'est-à-dire
les séries obtenues en ajoutant, pour chaque coordonnée tant rectangulaire que polaire, les solutions obtenues aux
chapitres I et III, et supposons que l'on fasse vnï1 = o . Il est aisé de voir que la petite planète pourra être considérée
comme se mouvant approximativement sur une orbite klépérienne dont l'excentricité serait £ et la tangente de l'incli-
naison Y » l'argument ae la latitude étant Ho et l'anomalie moyenne Go • La longitude du nœud et celle du périhélie
auront donc respectivement pour expressions :

ü = N - Ho ? = N - Go

Or, on peut écrire : Q = N - h0 (N - N') + Qo

ç = N - £0 (N - N') + ?o

ce qui montre que les angles Q et 9 varieront proportionnellement au temps avec des moyens mouvements nh\) et
tîg1!i) , et on aura :

(7,« h» = , _ _ * ! _ ara _ 1 _ go
Ï + m a 1 + m



21. — Nous avons donc déterminé complètement les inégalités de la petite planète qui dépendent de la
première puissance tant de son excentricité que de la tangente de son inclinaison.

Nous pouvons essayer de poursuivre la solution par approximations successives au mojyen de séries
ordonnées suivant les puissances des paramètres £ , y , t1 , y' , a , en désignant par s' et y' les constantes analogues
à s et y relatives à la planète troublante.

Pour cela, nous prendrons d'abord les portions de U , V , Z , J qui dépendent de E' , y' , a , à la première
puissance. On voit de suite que Z ne contient que des termes en y. Appliquant la méthode exposée, nous
déterminerons les inégalités correspondantes pour x , y ; il n'y en a pas pour z . Nous prendrons ensuite les portions
de U , V, Z , J qui sont du second degré par rapport aux paramètres et nous obtiendrons les inégalités correspon-
dantes pour x , y , z et ainsi de suite.

Pour effectuer ces calculs, il faudra préalablement développer les fonctions :

•en séries procédant suivant les puissances de e'i et E'.! , et les fonctions sin wnJ et cos m s' en séries procédant suivant
les puissances de r\ , y'-i , E'I , E'_< ; nous donnerons ces développements plus tard.

Si nous désignons par s' et y' l'excentricité et la tangente de l'inclinaison de l'orbite de la planète troublante,
par <p' la longitude de son périhélie, et par Q' celle de son nœud, nous poserons, par analogie avec ce qui a été fait
pour la petite planète :

G' = N' - cp' H' = N' - Q'

z\ — - e iG ' E'M = - t r l G ' y'i = — e i H ' y '- i = — e" iH '
2 2 2 2

En appliquant la méthode exposée, nous pourrons donc obtenir la solution générale du problème sous la
forme de séries ordonnées suivant les puissances entières et positives des cinq paramètres E , y , E' , y' , a , les
coefficients de ces séries étant des fonctions des Ö .

U est visible, néanmoins, que l'application des quadratures successives que Ton doit effectuer fera apparaître
des terme séculaires, Pour les éviter, nous modifierons convenablement les arguments Go et Ho de façon à permettre
l'introduction de quantités indéterminées dont nous puissions disposer pour faire disparaître les termes séculaires.

Nous remplacerons g0 et /?0 par deux nouvelles fonctions g ex h que nous supposerons fonction des para-
mètres. Nous ferons :

G = oV - <po H = hV ~ %

de sorte que Ton aura :
s £ . y y

s, = - e-iG s . , = - e~ iG Yi = - e i H y _ ± e - iH
2 2 2 2

Nous supposerons g et h développés suivant les puissances de £2 , y2 , '̂2 , y'2 , a2 , la partie indépendante de
ces paramètres étant précisément égale à g0 pour g et h ho pour h . Nous supposerons également que la partie
constante de la fonction J , partie que nous appellerons ( J ) , soit développée suivant les puissances de £2, y2, s'2, y/2, a2,
mais sans qu'il y ait de terme indépendant de ces paramètres. Les fonctions g , h et ( J) nous fourniront les coefficients
arbitraires dont nous disposerons pour faire disparaître les termes séculaires.

Comme les fonctions :

sont développables suivant les puissances de E^ et E'-! et que sin ms1 et cos m s1 le sont suivant les puissances

de y'i , y'-x , e'4 , e'^ , nous voyons que nous pouvons supposer que x , y , z , AÖ'r , j>0 , 5 , "*î , - , / , c , sont dévelop-

pables sous la forme suivante :



séries dans lesquelles Mn représente le monôme :

M n = E I P 1 £-!P-1 Yi^1 Y- I* 1 " 1 £ ' i p > 1 £ ' - i p ' ' r T f i q l 1 ï ' - ^ ' " 1 a S

les exposants étant des entiers non négatifs (s'ils étaient tous nuls on aurait Mo = i).

D'un autre côté, nous avons supposé g , h , (J) développables suivant les puissances de E2 , y2 , e'2 , y'2 , a2 ;

nous pourrons donc prendre pour ces développements la forme :

g - SsvMV h = !An'MV (J) = SJn.M'n.

en désignant par M'n' des monômes de la forme :

Vérifions que ces hypothèses cadrent bien avec ce que nous avons trouvé plus haut.

En effet, si nous prenons Mo = 1 , les coefficients correspondants à x et y , x0 et j?0 sont bien ceux que nous*
avons trouvés au Chapi tre I. On a z = o ; et les coefficients ^ 0 et hQ sont ceux qui ont été déterminés au Num. 17.
On à Jo = o .

Si nous prenons Mn égal à E4 ou e-i , les fonctions Xi , £-1 , rit , TQ-! , sont précisément égales aux fonctions

SSi , S£-t , Sri! , ST).! , déterminées plus haut et l'on a z = ct — o . Si Ton prend Mn égal à y4 ou y-i , £4 , z-1 , ffi , ff-i ,

sont les fonctions déjà déterminées et Ton a ex , 3̂v , . . . = o . Donc les hypothèses faites permettent de retrouver les

expressions déjà calculées.

Il suffit d 'examiner avec soin comment est composée la fonction des forces U ? et les développements obtenus

pour x ; y , . . . , pour voir que dans les monômes Mn qui figurent dans JCO ' , ^0 , ; , -q , - , / , la somme q\ 4- q-i est
a

paire, et qu'elle est impaire pour ceux qui figurent dans z et a .
On voit, d 'après le mode de formation des coefficients, que [xtt'l)n , (y(^n , ? n , ^ , sont des séries

en 0 de la forme :

d a n s l e sque l l e s les coefficients (.rO-J)n,k . (,i^)n,k feOnt ^ e s fonct ions de v;«- s e u l . Il en es t de m ê m e des

coefficients <gv , ^n' , Jn' .

S i Ton c o n t i n u e l ' examen des sé r i e s (JXO-1) , ( y j ) , . . . . , on p o u r r a voir aussi q u e d a n s les coefficients

(xti-1 )n ic les indices A; sont de même parité que l'exposant de a dans le monôme Mn •

En désignant par M-n le monôme conjugué de Mn , c'est-à-dire le monôme obtenu en échangeant entre eux

£t et E-J , Yi et y-] , z'i et s'-i , Y'I e t ï'-i » o n v 0 ^ aisément que Ton a, en se reportant aux propriétés des

fonctions (xO., ) , :

(.TO-'l-nk = (j>0)n-k (y°)-n,k = ( ^ M ) n r k t n k = S„,-k

V|-n,k = — 'rin,-k ( ~ ) " ( ~ ) L " ^ = ~ 'n.-k
\ a / -n ,k V Cï / n , -k

Z n.k = — ^n,-k G-n,k ™ — r;n<.k

P o u r un monôme de la forme M'n , qui est à lu i -même son propre conjugué, on a :

(.vO-'jn'.k = iyb'n\k (,lO)n',k = '^^On'.-k ïn'.k = ?n\-k 'rm',k = — Tin',-k

( ) (( ) /n\k = — /n',-k - n \ k = — Zn'.-k ^n',k = — ^n',-k
v a / n ' , - K

II va sans dire qu'il en est de même pour tous les monômes Mn qui sont constants.

Voyons maintenant comment se présenteront les développements des coordonnées sous forme réelle.
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Le monôme Mn pourra s'écrire sous la forme :

Mn = A n e ï [ { P l " p - l ) G + (

avec: . /£\PI+P-I mii+i-i /='\P'I+P'-I

Si, maintenant, nous posons :

Vnk = kV + {px - p.,) G + (q{ - q ,) H -h (/>'i - p'• :) G' + (q\ - q 0 H'

nous obtiendrons les développements •

X = a S A n (xO- [)n jv COS (V + Vn ,k)

Y = a 2 A n (jc6-f)nfk s in (V H- Vn,k)

Z = a S A n Zn,k) s in V n k

r = a SJAn ( « ) cos Vn.k
\ a / n k

•y = N H- X A n 8/ntk s in V n k

* = S An V k Sin Vn,k

les sommations s'étendant à toutes les valeurs possibles dans chaque cas pour n et k .

Pour g et A on aura des développements analogues, mais non trigonométriques :

g = 2 gn' M'n' A = S An* M'n'

où M'n' représente le monôme :

M'n' = -
\ 2 / \ 2 / \ 2 /

Si maintenant nous appelons ng" et «A" les moyens mouvements des arguments N — G et N — H , on aura

tpour g" et A" des développements analogues

22. — II reste à voir comment on pourra se débarrasser des termes séculaires. Pour cela, revenons aux

équations fondamentales ( 16) et ( i 7), substituons-y les valeurs supposées des inconnues et voyons ce qui arrive quand

on effectue les différentiations indiquées.

Prenons pour cela un terme de (xÖ'1) } que nous appellerons A :

et appliquons la différentiation par rapport à T . Cela nous donnera :

D A = A [ k + ( / S - /> . , ) g + (qi- q-i) h + (f'A - p ! . y ) m + (q\ - q'-i) m J

Supposons maintenant que Ton remplace g et A par leurs développements, que Ton sépare les termes qui,

dans la formule précédente, dépendent de g0 et Ao , et que l'on pose :

Do désignant l'opération qui consiste à prendre la dérivée par rapport à T d'un terme tel que A où G et H ont été

remplacés par Go et Ho • On voit, d'après ce qui précède, que la différence DA — D0A se présentera sous la forme

d'un développement suivant les produits du monôme Mn par les différents moDomes MV , Mo étant exclu.

Remplaçons alors dans les équations (40), (41) et (42) la caractéristique D par Do . Les fonctions U , V , Z , J ,

seront modifiées car il faudra tenir compte pour leur formation des différences telles que DA—D0A , mais la méthode

d'approximations successives indiquée ne subira aucun changement car nous connaissons pour chaque différence son

développement suivant les produits Mn M'n1 , de sorte que la partie des fonctions U , V , Z , J , qui correspond à un

monôme donné pourra toujours être calculée dès que l'on connaîtra les parties des inconnues qui correspondent aux

monômes de degré inférieur, à quelques exceptions près.
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L'opération Do est analogue à la dérivation ordinaire et elle est équivalente à l'opération D quand on
l'applique aux fonctions a!\ , a"2 , si , 22 • Elle jouit des mêmes propriétés que l'opération D .

D'après les modifications qui ont été apportées aux fonctions U , V , Z , J , il est évident qu'il faudra, dans
ces fonctions, remplacer D'1 par Do"1 , en désignant par Do"1 l'opération inverse de Do , opération analogue à l'inté-
gration, et qui appliquée au terme A , supposé non constant, le reproduira divisé par :

k + ( / > i — f - i ) ^o 4 [q\ - q.i) hQ 4- (p'i - p'-ù m 4 (q\ - q'-t) m

Si nous nous reportons à la formule (56), nous voyons que cette opération porte sur des quantités de l'une
des cinq formes suivantes :

0-^+k M„ . Ge.+fc Mn , 0-t.+k Mn , fJbo+k Mn m 0k M n f

suivant qu'il s'agira des fonctions :

Do"1 (a"2 S) , Do"1 (a\ H) , Do'1 (zaZ) , Do"' (2,Z) , D(f B

k désigne un entier quelconque, et il est à remarquer que les facteurs 0±e*, Ü±h° , se trouvent détruits ultérieurement,
puisque les quatre premières opérations Do * doivent être multipliées ensuite respectivement par a'\ , a"2 , Z\ , 22 -

On aura donc, par exemple :

Do'1 ( 0*4k M n ) = •

ce qui montre que le calcul est immédiat.

Il n'y a d'exception que si l'opération Do"1 fait apparaître un diviseur nul. Pour qu il n'en soit pas ainsi, iP
faut que les fonctions (a"-2 £) , (a\^.) , U2Z) , (^iZ) , R , ne contiennent respectivement aucun termes des formes :

0 S- £t M'n' , O?" L, MV , Ö'h« Yl M'n' • Ûh» y, M'n' , M'n1

Or, ceci peut être réalisé de la façon suivante : Considérons la fonction (a":>-) , le coefficient de 0-R*E, M'n> dépend
de la constante £n' qui est encore indéterminée. Nous pouvons donc la choisir de façon à faire disparaître ce coefficient
et, en même temps, disparaîtra le coefficient correspondant dans la fonction conjuguée Considérons maintenant la
fonction (z2Z) , le coefficient de ti~ho Yi M'n' dépend de hn' et nous pourrons disposer de cette quantité de façon à faire
disparaître ce coefficient ainsi que celui de 0h> Y I 'Mn* dans la fonction conjuguée.

Il reste à faire disparaître le coefficient de M'n' dans B. Or, il dépend de Jn' que nous déterminerons de façon

à annuler ce coefficient.

—ÏV'"" I m a ' s ^ e s t a^ se ^ e v0^ r q u e ^a fonction soumise à cette

quadrature ne peut contenir aucun terme constant et que, par suite, elle ne peut donner lieu à aucun terme séculaire.

Nous ferons en sorte que le coefficient complet de sinG dans le développement non symétrique de la
longitude v ait pour expression : { ,

4 96

et que le coefficient complet de sinH dans le développement non symétrique de la latitude ait pour expressions :

1 128 64 '

comme s'il s'agissait d'un mouvement klépérien pour lequel l'excentricité de l'orbite serait s et le double du sinus de
la moitié de l'inclinaison serait égal à Y • Pour cela, nous ajouterons aux opérations D0"

r h ^ ^) , Do"1 (^1 H) , Do~' (z2Z) ,
Do"1 (*iZ) , des termes tels que C'O-É̂  Z{ M'n' , c'U'c., hYn- t cf)-ha Yi M'n' » clüh*y~l M;

n' , et nous déterminerons la
constante d dans chacun d'eux pour que la condition posée plus haut soit remplie. C'est ce qui a été fait déjà pour les
termes 21 et Y quand nous avons posé :



DEUXIÈME PARTIE

CHAPITRE PREMIER

Etude des petites Planètes par groupes

23 — Tout ce que nous avons dit jusqu'ici se rapporte au calcul des perturbations générales d'une petite
Planète isolée. Nous allons maintenant introduire la conception fondamentale de M. Karl Bohiin afin de traiter les
petites Planètes par groupes.

Pour cela, désignons par u. le rapport des moyens mouvements de la Planète troublante à la planète troublée,
nous aurons :

n'
(74) H = n

puis, désignons par [/.n un nombre rationnel voisin de \L qui sera généralement une fraction simple, et posons :

(, 7 S ) \L= y-n (l — w)

w étant une quantité petite.

En introduisant dans les formules a à la place de m et remplaçant j/. par sa valeur (75), nous obtiendrons
pour la solution des fonctions de w et de |/.f) . Le problème reviendra alors à développer toutes les fonctions suivant
les puissances de w , les coefficients de ces développements seront alors des fonctions du nombre rationnel choisi ;J() ,
ce seront donc des nombres obsolus et ils seront les mêmes pour foutes les petites Planètes pour lesquelles on pourra
utiliser le nombre p.f) choisi.

Nous devons examiner la solution trouvée à la première partie, en vue d'introduire p-o et w .

Si nous nous reportons aux formules trouvées, nous verrons aisément que le problème se simplifie. En effet,
toutes les formules du chapitre premier reposent sur le calcul des séries (.rOM) , (j>Q) , dont les coefficients sont déve-
loppés suivant les puissances de v;«2 . (nous avons remis v/7/2 au lieu de m1) , la succession des exposants étant :

2A , 2 / 1 + 4 , 2k + 8

les coefficients de ces puissances de vml étant les fonctions ;vi,j , >'1(j , dont le calcul a été expliqué au num. 8, et qui
sont aussi des fonctions de m . Les formules du chapitre III reposent sur le calcul des fonctions u et v , calcul qui
dépend lui aussi des fonctions dont nous venons de parler.

On voit donc qu'il suffira d'effectuer le développement des fonctions (-rÖM.)Oi2h , (>'0)o,2h , et celui des coeffi-
cients ^i,j , vi.j , pour pouvoir calculer la solution complète du problème.

Nous allons nous en occuper et nous donnerons ensuite les développements des fonctions qui entrent dans la
solution générale.
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24. — Tout d'abord, nous devons exprimer m en fonction de a0 et w . Or, nous avons, d'après la définition
de m :

n'
m = ——

ce qui s'écrit, en remplaçant ;A par sa valeur (7^) et après a\oir remarqué que Ton a :

;;/„ =
m{) ( i

(76)
1 + ;/zn

Ceci fait, nous remarquerons que les coefficients sont fonctions de m directement et par l'intermédiaire des
fonctions x\t\ etylt\ , de sorte qu'en introduisant a , nous devons effectuer séparément les développements des xu-} , ylt] ,
suivant les puissances de w , puis, les multiplier par les développements des puissances correspondantes de m .

Si nous revenons à la iormule (76), et si nous l'écrivons sous la forme :

m

;;?„ 1 + muw

nous obtiendrons, en effectuant la division indiquée suhant les puissances croissantes de w :

= 1 — ( [ f m t ) ) T" - f w ? o ( 1 - h m u ) w 1 •— ; ; ? 0
J ( 1 4 - m { ) ) ? r 3 - f . . . .

m
•+ (— t ) " " 1 w z o

n " (1 + /«o) Î"111

Ceci pourra être écrit sous la forme :

—- = 1 — W
;;/

en p o s a n t :

' 7 7 ; W — (1 4- mu) iv — m{) (1 + /;?„) 10- + ;;?o2 (1 + ;/?o) ^ 3 . . . .

Si nous calculons les puissances successives de W , dont les premières sont :

W- — (1 + m{])
2 w1 — 2/Ho ( 1 -h m0)- 7u' + 3;/z(,

J ( 1 4- m())
2 wf' . . .

W ] = ( i 4 ; « o ) J zu* — 3???t> (1 4- w , , ) 1 TO* 4-

nous obtiendrons pour la puissance 2I1 de m la formule :

{ ;/z2h

, . \ — . = 1 — C ]
2h (1 4- mtt)w -h [ C 1

2 h /«o ( ' + '«o» + C J
2h (1 + >»o)2] ra -

(77bis) ; mo
ah

Ceci fait, occupons-nous des coefficients (xö-1)^^ et (vO)0,2h . II suffira d'effectuer le développement pour l'un
d'eux, les autres s'en déduiront par changement d'indices

En examinant les formules (29), nous voyons que la forme générale des coefficients est la suivante :

2h / ,
( v/H2 = //? 2 }

-h (v7/z2)H-2yi-M.2b

et ceci montre qu'il suffit d'effectuer le développement des xu) et des JJJJ .
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Lorsque nous remplaçons m en fonction de \L , puis \J. en fonction de u-0 et de zy, nous pouvons appliquer la

formule Taylor aux différents coefficients x\,] et yh] . Pour x-lf] , cela nous donnera :

Vdxi
—r~ H-o

et il faut calculer les dérivés successives de x^ par rapport à a . Cela peut être évité par un artifice. En effet,

nous avons :

d'où nous tirons, par différentiation :

(78) dm = J*

Si nous remplaçons dans la série qui donne x\%\ , d\L par sa valeur en fonction de dm tirée de la formule (78),

nous obtiendrons la série :

(79) xj j = x\i (\LQ) — w ——- I —— I H . -———- I -j-^l
( 1 — n-or L dm Jm o 12 ( Ï — \LQY \_dm~_

Faisant la même opération pour tous les termes de (xO-^o^h , (j>ô)0,2h , multipliant chacune des séries

obtenues par le développement de la puissance correspondante de m , effectuant les réductions nécessaires et

ordonnant enfin suivant les puissances de w , nous obtiendrons enfin pour (-Y8-')Oi2h , [yft 0(2h , les développements

suivants

(80) (-YÖ'Mô h = (-'v8"l)to^O)îi, 4- fi (.xO"1)* ̂ o,2h + ? ' ; i ( ̂ 9*r)(2^o,h +

avec :

Kl~V-nr dtt

' " X2 — , 2 ' 2

7

I 4* M,,) h -
dm{) 2 i-|i.o)-

+ 2,2hl
;

(80

formules dérivées des précédentes en substituant Th,ic à xh,k .

Reportons-nous maintenant au numéro 1 r. Nous voyons qu'il faut calculer les quantités K et a . Elles sont
données par les formules : (33) pour K , (35) pour a et (34) pour la quantité auxiliaire c . Nous allons les adapter au
cas actuel.

— 47 -



P r e n o n s d ' a b o r d la f o r m u l e (33) et r e m p l a ç o n s m et m1 p a r l e u r s d é v e l o p p e m e n t s s u i v a n t les p u i s s a n c e s

d e w ( f o r m u l e s (77) et ( 7 7 b i s ; }. Si n o u s p o s o n s :

cK = (cK) '» ' + zsMcKj'1 -r W1 ( cK) t 2 )

n o u s a u r o n s p o u r les coeff icients u K ; ( 1 1 l es v a l e u r s s u i v a n t e s :

(cK) f o t = I + 2W„ -r ( i + v) W(l
2 +- 3 (v/H,,2) (.\0-')(o«(),_,

(cK)( [ ) = - 27H« ( l + W „ ) - 2 ( I +v) /72n* ( l+/ /7 n ) + 3 (v/Wn
2) [ f rvO" ' ) l ^ , . , — 2 (i + /Ho) (-TU'r) (°V_, ]

2 ] + 3 (v/«fl
2) (.r0->)uio,.2 - 2 (i + »z„) UÖ-i j l ' ) , , ,^ 4-

) ' ° \ ) , -2

Pour avoir la valeur de K il faudra calculer à part la valeur de c . Celle-ci est donnée par la formule (34).

Si, dans celle-ci, nous remplaçons les c0 h et TIOih et leurs puissances par leurs développements suivant les puissances

de w et si nous ordonnons par rapport à w , nous obtiendrons pour c la formule :

(83) c = c (°) -1- dl) w -\- d2) in2 4-

a v e c

C ( o ; = , 4 - 6 [ > > „ , , ] - - 3 h ( O V ^ J 2 +" 6 [ ï l % , ; ] * 2 - 3 [ ' 0 l o ) „ u ] a - 2 4 [ ; * o l
l ) J â ] 2 ; l ü l

( ) , v + . . .

c t ' » = 1 2 ̂ « t o î , ^ ^ , , - 6 ^ 0 > o r 2 ' ' , ( • » , , , + 1 2 H ^ I I I , , , ; ~ 6 V ° l ) ^ l l l
l , i - 2 4 f 2 ; ' ^ , , £ " ' „ , * ^ 3 > , , , v + 2 [ ^ ° „ ^ j 2 V"n,% ] - f . . .

cl^ - 6 |j?•>»,*]* -h 2 ;(oi0lâ ^ ) n i i J - 3 I^W'i,,,,]3 + 2 ^ ( 0 ) ^ ^ ^ . ^ +6 [ j H , , ] ' + 2;'oï0,, ;(^.VJ -

- 3 [ W U ] * + 2 7 / 0 . ^ ^ , ( 2 ^ , , | ~ 2 4 | [ $ ° ^ > : À ; » V , V 4 - ? ? ( o » ( ) , a ï l n ^ , S n . o i i 4 - Ï , O Ï I M V [ [ Ï M t , , ^ 4 2 & 0 „ , , t u » i ) B i

N T o u s a r r i v o n s a u c a l c u l d e a . L a f o r m u l e ( 3 5 ) d o n n e p o u r a :

K l - ~

mais on peut écrire :

i 4 m =
1 4- / i / ( l r

de sorte que la valeur de a prend la forme :

a = j u K ? ( T 4 - ; « 0 ) 3 ( i 4 - / / / „ w ) ? ;

dans cette formule il faudra employer la valeur de K calculée en fonction de w numériquement. En développant le

dernier facteur suivant la formule du binôme et ordonnant par rapport à 10 , nous obtenons pour a la formule :

t 2

( 8 5 ) a = .?„ K M 1 + / « , , ) M * - - '"<> ̂  + —; m~» z:yl • . • • )
3 3.6

Ces préliminaires posés, nous allons passer à l'adaptation des formules qui donnent ( — j , i\, , X,, , Y,, , puis

{ r \ a 0

- ) , ÔV . s et des formules auxiliaires.



CHAPITRE II

25. — Pour adapter les formules qui donnent ( - ) , vn , X(, ,Y() , au calcul des petites planètes par groupes,

il nous suffit de remplacer dans les formules (35ter) , (3Ótor) , (38) , les ô,h , rio,h , (̂ *̂ M}o,h , (y^)o,h , par leurs

développements suivants les puissances de w .

Nous remarquerons que nous n'avons pas donné encore les développements de ;0,h et de 'io,h suivant les

puissances de w , mais, comme l'on a :

2 Y jo .h = ( ^ " ' ) o , h" ' ) o h —

il suffit d'ajouter membre à membre ou de soustraire les formules de même rang (80) et (81) pour les obtenir.

Remarquons aussi que le calcul des développements de X(, et Yo est immédiat car leurs coefficients ne sont

autres que les coefficients (80).

Il nous reste à calculer les développements de ( - ) et de vu .
\a /o

Nous poserons pour cela, afin de simplifier les formules :

Ceci dit, dans les formules <3 5ter) et (36ter), nous remplacerons les ço,h et les Tfi0)h par leurs développements

suivants les puissances de w et, effectuant les opérations, en nous bornant à conserver les termes en w et w2 nous

obtiendrons les développements :

avec :

(85)

loh = Z(o)Ojh 4. -h

o = J

o = 2

] 2 ~ 2

L r' ° ' 2 j 2'' °'2 r' ° ' 2 J L '• ° M 2 f| oa r' O i 4 J 2' ° ' 2 L r ' ° '2 r' ° ' * + T' ° '2

o,2 Volo,4J - 2 Ï (

0,2 ;K>,2

4- 2 4

4.

0 j 4 4 7!(0)

187)
= 2 ;<



U = 2 r 1 U » | ) , v _ 2 [ £ < 0 » ( , 4 r / . . ) < i + ^

Avant de nous occuper des formules qui donnent les compléments SX , SY , o ( — ) , ou , et les coordonnées
\a J

z et s , n o u s devons ca lculer le d é v e l o p p e m e n t t r i g o n o m é t r i q u e de po
n avec n = i , 2 , 3 et son déve loppemen t suivant

les p u i s s a n c e s de w .

En mettant ;0 en facteur, développant le radical par la formule du binôme et mettant 1 + ç',, à la place de £0 P

nous pouvons écrire :

IV + - V- I ^f + ) + : ^ T*ÏU + IV • . - + - V-,, I ^f
() + . . . )

1.2 2 \ I /

Remplaçant maintenant ï'o et rm par leurs développements en fonction de 0 et transformant les exponentielles

en lignes trigonométriuues, nous obtiendrons pour p()
n le développement suivant :

(89) ?.,n = l?ni.Mi) + (pn,,,2) cos 2V + (p%,t) cos 4V 4-

avec

( P n u ) o = I + H ( « + l ) ç 2
l ) ) 2 + » ( ? î + l ) V ( ) , ; — « T ^ n j o — ;i r ( - | ( , , - H (7î + 2 ) ;,»,-, r,2

n ,-2 « ( n + 2 ) ( n + 3 ) ç 2 u , â ^ 2 n , 2 +

(p n o>2 = — 2 n £0,2 + 2w ( « + 1) ; „ 2 £o,v — 2>Î T i n , a r , , , ^ 4 - n {n + 2 ) t ( l i 2 r , 2 , , ^

( p n d ) ' . = — 2 ?z ; , , , 4 -h « ( n + 1) ^ 2 , , , o 4 /i r , - n j i 4 211 ( n 4 2 ) r i n , 2
 r io , i - + 2 ^ i ( n -(- 1) c ( b V r , 2 , , ^

Ceci fait, r e m p l a ç o n s les £0 h et rIOth pa r leurs d é v e l o p p e m e n t s su ivant les pu issances dt v , o r d o n n o n s et

a r r ê t o n s n o u s aux t e rmes en v*1 , nous o b t i e n d r o n s pour les d ivers coefficients (pno»h les déve loppemen t s :

( ? n n \ = ( f n n ) h ( û l Î'J ( ^ " „ V 1 1 + (n2 (p n ( i )h 1 2 1 4

avec :
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2M $(o)0,4 4 n \n+\) &>)<»iY 4 n W°\,*Y -f 2«

2n Ç(00,4 + 2n rn+1 ) Ç<°)0,2 ç(O0,2 + 2n 4°\^ 4l\>> + 2n (n + 2) [V°ïo,2 V
1 V,v

2 n ^ o , v f 2 « (H + 0 [ 2$<°\.,2 ? (2\),2 + ( ^ 1 ) o , 2 ) 2 ] + » [ 2r,to)0,2 T l(2) ( ) i 2 + (T

211

26. — Nous pouvons aborder le calcul des autres séries. Nous remarquerons tout d'abord que toutes les

séries qui entrent dans les formules donnant SX , SY , z , 0 ( - ) , 8u , s , sont des fonctions d'une ou de plusieurs des

fonctions P , Q , A , P2 , Q2 , A2 , DQ , Kp3
0 H- 2vm2 , P& , MA , v\ , qui sont elles-mêmes des fonctions de w et de z;

d'après les formules (63) . Nous devons donc commencer par développer u et v suivant les puissances de w .

Nous reportant aux formules (64) qui donnent les coefficients «w et v^ en fonction de ;0,k et *t\oj, y nous voyons
que ces coefficients peuvent s'écrire en fonction de w sous la forme :

£ W k = ( ? l o ) O i k 4 ^ v j l0 ) 0 i k ) 4 W ( î ( l ï 0 ) k 4 - /,- r ( ( l ) o k ) 4 Î ( ; 2 ( Ï ( 2 ) o k 4 k 7 ) l * ) 0 | k ) + . . .

( 9 3 ) ( ük = (T,(o)Oik + k ?<oïo,k) + Ï(? W')Oft + A ;(^o,k) + w2 (r^)0,k 4 A ?W0,k) + • •

ce qui donne les développements cherchés de u et de v .

Pour les développements des autres fonctions, nous nous reporterons à la troisième partie où sont données
en fonction de IMC , ^k , des £0,w . "io,k. , to0fk , les développements de ces fonctions en séries dans le cas général. Nous
remplacerons dans ces développements «k , z\ , po,i< . îo,k , 'io,k , par leurs développements suivant les puissances
de w , nous ordonnerons et nous arrêterons à wa car, dans la plupart des cas, w sera très petit. En donnant à chaque
coefficient la forme générale :

C = O0) 4- C(l) zv 4- O» w1 4-

nous obtiendrons les développements suivants :

(94)
P^ti) = 41^0) — 4 [ÏO'OI ^(11 4 U 2u



(95)

(95)

(96)

(97)

(98)

Qo -

0) tV0 ï + 2'tV012'tV01 H'J0) • • •

n = 2ltji) __ 2 [ I / 2 i o i v j n + , / 2 (

~ 2 [^3(

> I —

o 4

A o (2) = 2 [ M 2 ) - [ ^ ( l ) ] ^

= 2Î/-21 0 '= 2Î/-21

f W2(

4- - [ i / - 2 ' a ) ^
2

I

2

4

,J2) 4 , „ , 1 1 ) r , . i > .

«J ü ^ f r ) — 2 < / ' )

=
I 2 I - I

Les formules que nous venons d'obtenir, de (90) à (98) inclus, vont nous permettre de développer toutes les

autres fonctions. En suivant toujours la même marche, nous obtiendrons les développements suivants :

<99)

(Pâ)(,'o) = (Pn*oy- 4. 2 {pjo)y

(P2)o( l ï ^ 2P»<°» P,/1 ' 4 4 P, (o ) PJl

4- 2 r

(100)

l (p'i(0> = 2P"<O> p'^+

] (P2)2
{I) = 2 [Pnf0} P2 ( l ) f Pi/

i (P%t*) = 2 [ P„

f

Pi'°}] + . . • .

> ^ 4 P n ( l ! P . < " + P n 2 } P .



(P 2 ) ,o) = 2P 0(o)p t(o) + [P,'=)]2

(P2)t"> = 2 [P0'°> PV
(') + P„'>> P',(0 '] + 2P2°) P2">

(PV 2 > = 2 [Po'»' Pt<
2> + Po"' P J » + Po'21 Pi'0»] -r Tl P-i" ' ]2 + 2P,'"1 P2<

2>1

( l O 2 )

(103)

(Q^,sto) = _ 2Q2(o) Qv(o)

(Q2>
2(>) = - 2 f Q>> QV(O + Q3(') Qt'o) ]

(Q*),(») = - 2 [Q,<°> Qvf») + Q,(O Qv(» +

(104) (Ji J

4- . . .

] 2 -f-

( 1 0 6 )

( '07) {
»] 4

(108)



( n i )

: (PA)0«» = P 0
( o ) A0

(PA)0(O = [ P0(o)

( 1 1 2 )

i 3)
OJ = [ Po'0 )

( 1 1 0 ) ^

AOC) + P 0 (0 V o ) J 4- 2

Aota) + P0U> A0(0 + Pot

(PA]2(oï = P0(o) <Vo» 4_ pa(oi A0to) +

<PA),<0 = [ P0fo) A3O) + po(i) A2'oJ ] + [ p2toi

( P A ) J 2 ) = [pofo) A,'=) + P0(0 A2<0 + P0'2i A,

p t(o) A0(o) +

+ Po( ' ) A,/o) ] + [ P

+ P0(O A^O -f Po ( 2 )

°> Aa<0 + P s ( 0 A.2(o)]

o) ] + 2 [ P ^ o ) A2(2) +

ttO A0lo)

-h P-J1

A.2(o)

( • • 4 ) <

f <• :

( 1 1 5 )

4 2 [3

+ 2 [î

= M2(o) A0(o)

4- u-i'2* A , i o t ] 4 .

4- t / , ( 0 A0(o) ] + A2(0 4- . . . .

+ ^ l } A0(O 4- Mâ(«) A0(o) j 4 . A2

( I I Ó )

(«A)v(o) = M4(o) A0(o) + 1/a(o) A2(o) +

( M A J ^ O = [M4(O) A0(0 4- w J [ ) Ao{°) J + [tta(0* Aa(0 + W3(') Aa\o)] 4. . . . .

(uA),/2) = [«^0) Aü{2) + iiVd) A0(0 + HV(2) A0(o)] 4. [ W2/o) AgUï 4. »2(i) A2(»ï

O 1 7 ) = o

4.
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= [ -Ü8'O) A0(0 -h

âQt') 4

+ u4(') A0(o) ] +

4. <ü4(n A0(0 + -LV/2) A0(o)

Les premières séries que nous devons étudier maintenant sont celles qui représentent les fonctions Kp3
0 -f-

2ymil et :
W = 2P2 - Q2 - DQ - (Ko \ + 2vmÀ)

et leurs expressions suivant les puissances de w s 'obtiendront immédiatement en vertu des formules (99^, (100), ( 101),
( 1 0 2 ) , ( 1 0 3 ) , ( 1 0 4 ) , ( 1 0 8 ) , ( 1 0 9 ) , ( i i o ) , ( 1 2 3 ) , ( 1 2 4 ) , ( 1 2 5 » .

Prenons ensuite les séries représentées parles formules (67). Leurs coefficients seront calculés au moyen des
formules (64bls) et (64,) ce qui est facile car on connaît les développements suivant les puissances de 10 des coefficients
des équations (64) et les équations :

dans les premiers membres desquelles on mettra les développements correspondant suivant les puissances de w, don-
neront les valeurs de OJ et w; en fonction de io .

Nous pouvons donc aborder l'étude des séries que donnent § ( — ) , §v , % t s .

Nous remarquons d'abord que les séries qui donnent S ( — ) et Iv contiennent les facteurs P0Ç0 , po'io , p2o$o *
ul /

p - o r ( 0 ; n o u s l e s c a l c u l e r o n s a i s é m e n t a u m o y e n d e s f o r m u l e s ( 1 2 0 ) . ( r a i ) . ( 1 2 2 ) , ( 9 0 ) , ( 9 1 ) , ( 9 2 ) , e t d e s f o r m u l e s :

Ordonnant par rapport aux puissances de %o et nous arrêtant à ni1 , nous obtiendrons :

( l 2 0 ) M(>(o1 = p^o)0,0 +• P^0)0,2 S^0i2 + . . . .

M 0
( 2 ) — PÎ2)0,0 4" [p (û )0,2 ^Z\yl 4- ^ ^ 0 , 2 E( l)0r2 4 p ( 2 \ ) l â ^ 2 V ' i ] + • • -

(l 22)
<2> - p ( ' » 0 ) 2 - h 2 [ o l o ) 0 , 0 5 ( 2 » 0 ) 2 4 p * " „ , „ ^ ' » O j 2 4 p ( 2 ) ü 7 ( )

0 , t 4 . . .

>,n ^ ° n , , 4



( I 2 4 ) N„ = 0

( , 2 7 )

[ .28 )

(129)

( 1 3 O

( 1 3 2 )

' 3 3 )

Na<*> = 1 2 [p(o)„ „

Ni111 = » 2 [plol„,o

Nv12' = 1 [ 2 rp^o.i.

/

4- 2

+• 2

4- 2

= o

> = * [ 2 ( p ^

\ F2(
I» = z f

F ^

- z r 2

= t l

+ pi'Vo -nlo)o,v] + .

o ^ +•

ï t o )o,; f . . .

2 [(p%)»'°) ;l-",t,'( + (p2o2 o ) o ( l )

. . . J

W •+• 'p'

• 1

(p2oV

-f.

• • • ]



Si nous combinons maintenant les valeurs que nous venons de trouver pour les coefficients M , N , E , F ,
avec les valeurs en fonction de w des S£ij et des 6-ni.j , nous obtiendrons les coefficients des développements trigono-

métriquçs de 8 ( — J , de S/ et de s sous la forme générale suivante :

( • 3 4 )

R

( 1 3 5 )

R

• ( 1 3 6 )

- r
a) COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT DE Ö ( -

k.2 - ^ ," N 2

r
, , k = E [

L
1M0(0 S;(o) k

k . 2

, k

4- -

4-

k.2] _ i
2

-h M2
f

k + 2 4-

COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT DE

<i37>

. r
) l i k = - - F2^°) [ 8 5 ( > 1 , , k - 2 - S ^ ° . , k

4 ~

<i39)
8/u) l k = - -

2

4

-f- 4-

4- -
2

k-2 -h

4. L

4- -
2

5^)1|k+2]

4. . . .

.

4. M

I ^ , ^ . , 4. N2(0

3r,^ k_2] .

(0 I ï k 4.

, k_2] -f

. . . 4 .

c) COEFFICIENTS DU DÉVELOPPEMENT DE S .

<<40

(142)

p ( i ) O l O

l r

l i k ] 4 . _ p (o) 0 i â [ 2 ( r ) l i k . a + £ ( 0

= [plo)o,o ^ ( 2 ) t , k + pt'»o,o * l l ) i , fc + P(2Ïo,o -s ( o ) i ,k] 4- \ p(°\),a

-h . . .

4-
-1

]

4. z<01 ) k + a]



Il ne reste plus à adapter que z , Or , si nous nous reportons a la formule (71), nous voyons que le&

coefficients ^Î5k sont liés aux cr k par la relation

et on obt iendra les £i,k immédia tement connaissant les cIfk et o>'

27 — Nous avons fait usage des formules (64), (Ó4bls) et (71) qui contiennent, les premières les a"t k et &(,k

et la t roisième les cr,k . Il nous faut expliquer comment on pourra exprimer les a",,,, , 6IlK , cNk , en fonction de ir

Pour cela, repor tonb-nous au num 17 et examinons les différentes formules qui conduisent aux intégrales

de l 'équation (55).

Nous voyons tout d abord qu il faut calculer n0 par le formule (62). Pour cela, nous calculons A et B en

donnan t à 9 la valeur W pour les a"I(k et &i,k et (Kp3
0 + 2^ni1) pour les clx Comme W e t (KQ3

(, 4- 2vm2) sont déve-

loppés suivant les puissances de w , nous obt iendrons A et B développes de la même maniere et, par conséquent,

nous pouvons calculer en fonction de ic la par t ie principale de n0 . Nous obtiendrons ensuite une valeur approchée

de g0 et de ko d après la relat ion *

nr0 = «0 + ?o

OU . cto — g\j P G l i " f = \»

do = Ao pour o = Kp3
0 H- 2nn%

Ceci fait, la formule de définition de wk nous donnera une valeur approchée de w2 et de n.> et, de la, une
valeur approchée de C On aura donc, par application de la formule (62) une valeur meilleure pour n{) On recom-
mencera les opérations jusqu'à ce que deux opérations successives donnent le même résultat au degré d approximation
choisi

On calculera alors les valeurs définitives de n2 et n 1 , etc puis, faisant successivement dans la formule (57) :

tp, = W , 9, = [Kpa
0 4- 2vw2],

on calculera par approximations successives les a'\ k et les cuv. que l'on obtiendra sous ia forme de series ordonnées
suivont les puissances de w

Connaissant les a"i,k et utilisant la deuxième équation (50s on calculera par approximations successives
les £i,k que Ton obtiendra aussi sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances de n

II nous reste a donner les formules nécessaires au calcul du mouvement de la planète idéale : nous le ferons
dans la troisième partie et nous expliquerons sommairement comment nous les avons obtenues



TROISIÈME PARTIE

CHAPITRE PREMIER

28 — Nous allons revenir maintenant à la première partie pour obtenir le développement complet de la
fonction perturbatrice et des fonctions auxiliaires, et ensuite des fonctions qui se présentent quand on veut tenir
compte de la troisième coordonnée. Voyons d'abord la fonction perturbatrice.

29. — Nous savons que la fonction des forces a pour expression :

avec :
A2 =• r1 + rn — 21 r! cosH

H désignant l'angle que fait le rayon vecteur de la petite planète avec celui de la planète troublante.

Si nous posons :

et si nous développons - suivant les puissances du rapport — , nous savons que nous pouvons écrire

( 1 4 3 )

les coefficients S, représentant les fonctions :

So= i

Si - cosH

3

(144)

S2 = - cos2 H - -
2 2

S3--cos3H--cosH

î^co.'H-^cos.H+l

5s = — cos5 H — 1— cos3 H -f ~ cos H

de plus, nous savons par la formule (1 ibis) que nous pouvons écure :

(145) ~ cos H = - xe~[> f yev I c
a 2 L I

oss 4- T sins
1
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Si, maintenant, nous nous rappelons que nous avons posé :

m = 27
n — n

et que :

nous pouvons écrire :

„,/2 „M

M,» + M '

/"(Mo + M) = K ( « - n ' ) 2 a3

a
a .= —

a

(146)

( - C O S H V - Wi
a / 2

:V"|
a/ J

4- 1 (; """Y-
4r " coslï - + - 1 -cosH ( - )
8 \a / \a / 8 \JI / \a/ J

Nous devons remplacer les diverses puissances de - cosH par leurs valeurs en fonction de x , y , z et
a

Pour cela, si nous posons :

(147) P = xe~v + yev

nous pourrons écrire ces diverses puissances sous la forme suivante :

- cosH = - P coss' H— sins'
a 2 z

[148)

= r - P2 ~ - ~ 2 l 4-
L8 2 J

f -z*\ c o s 2 s ' 4 - - P - s i n 2 s '
2 J 2 1

] 3 - f-i p » - i pz> I coss' 4- ï- P] + -P-S2 lcos3sf + f — P 2 - - - - . 1 sins' +
I L32 8 J L 3 2 8 J I 16 z 4 Ï J

I " - C O S H T = f— P 4 - - P* z* + - 2 ! 1 + [ - P 4 - - ^ Icos2s ' 4- f — P ' +• — P 2 s 2 + - ̂ 1 cos4s' 4-
I_a J L Ï 2 8 16 8 J L32 2 [ L 1 2 8 16 8 _| ^

16

: c o s H l =
J

l* = [ ^ P« - i 2 . p» =, + i? p , , IC0S
J L 5 1 2 128 32 J

)12 I28 32 J

i± p* f L° p ^ _ .3 q sin3S'
256 Ï 64 i 16 1 J

f_L P:> + ^
l $ 12 128 32

P - + 1
64 l IÓ

1 sins' +
I

_5 p* f + 1? PJ n + 1 q s 1 n > s
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les différentes puissances de P ayant pour expressions :

P = xerv 4- yel'

P4 = x V 4 i ' + jv4e4r 4- 4X*ye'n' 4-

En nous rappelant que Ton a :

- . = Xy - -s2

a

et substituant dans la forme (146) les diverses puissances d e - cosH données par les formules (148) et (149) et les
r a .

diverses puissances de - , puis, effectuant les calculs et réductions nécessaires, nous obtiendrons, pour le dévelop-
a

pement de la fonction IT , jusqu'aux termes du cinquième ordre inclus en x , y , z , l'expression suivante (nous don-

nons séparément l'ensemble des termes qui sont multipliés par la même puissance de a ) :

1) TERMES MULTIPLIÉS PAR V/?Z"2 .

D/3 [x2 e~2l> 4- y'1 e21'] -h - orÀ (xv 4- 2<
4

2) TERMES MULTIPLIÉS PAR 2V/W2 a .

64 J
f i l p'* [^ e . ,r + VJ e?rj _._Lp'4 [ x e - i '+ ve/-] (xy 4. 4 Z i ) l c o s s ' 4. H l p'* [A.3 e-?/- 4
L04 64 J L04

i l u r î l i e.2r + ' ! l i e 2 r ] _ ± p's
 2
T(_T + £ zi)l s ins. + M /* rîLf e-tv + yLl^ +H^l

32 z z 16 1 3 J L32 Î 1 16 z

3) TERMES MULTIPLIÉS PAR

LÏ024 ' 256 3 J L 2 5 6
(xy + 6-s2) + — Qr" {x1 v'1 + Sxyz2 4- - JS*) I 4. I -^1 pf'> [x

4 <r4*' + r
4 e4^] 4.

512 ' 3 J L 2 5 6

p
L.1024

64 128 3 J

4- — p/r' [x' e-*? + y* e*"] {xy + bz2) -h — f" {xl v* 4- Sx)^"2 + ^ zh î cos4s / -h D ^ p'5 [ — c-3(J + — e^'] -
256 5 1 2 " ? J L04 1 1

- 1 p'* [ î ! e-r +y± en { xv + 422}] s in2s/ + [ ± 1 /B r f l f e-3i> f -Zll tf3^ 4- 125 p'B [ïf e-r H- ̂ Lz
 crj ̂  + 4 ̂ ] S1 ,

64 z Ï 7J L128 t i 128 1 1 3 J

4) TERMES MULTIPLIES PAR 2V;??2 a3 .

- ^ p'6[.x;;e-5/ 4-ySfeçrj i£L p'B [X3 e-3r + ^ eji'] (xv 4. g^2) + - ^ - o'fi [ x ^ ' 4- >'^'] (x2 v2 4- i2x^ ' 2 + 824)] cossf

L2048 2048 " io?4 " J

! H p [.xd e"î£ +3> ^5/ j (x>' + 8s L ) o ö [ x e * -\-yel ] (^c2 v 2 + 1 2xyz2 4- 8 * 4 ) I COS3S'
4096 2048
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4090
2- p'6 [x:i e'311 + ƒ t3l'] (Xy 4-
0

\ - ~ ? lx e^ + y 6
L4096

[JU p'. [ ï l i e-4r + £ i e4'-j - ^ ,. C Ï 1 J e-,r + 2Ü
L1024 1 1 250 z Î

2040
COS5S'

(

y* z
p

L2048 5 1 2
*r](xy

5 1 2 1

1024 i

_8_a4 n s j n s ,
15 J

3
— 2") sin^s

15 '

— z*\ I sin^ s2048 l " l i 5 12 V " i l ^ - ' 1024 ' l ' ' 3

Dans le développement que nous venons d'écrire ainsi que dans les formules (15s) et 158), i représente \J- 1 .

30. — Comme nous le savions, ce développement fait apparaître les fonctions :

et nous devons les développer suivant les puissances de e'i et z'-i .

Pour savoir jusqu'à quel ordre dous devons les développer, nous devons remarquer que les excentricités des
orbites des grosses planètes que l'on considère habituellement, c'est-à-dire Jupiter et Saturne, sont de Tordre
de 0,01 ; les excentricités des orbites des petites planètes sont quelquefois assez considérables mais forcément infé-
rieures à 1. Si donc, nous considérons comme étant du premier ordre les excentricités des orbites des petites planètes,
celles des orbites de Jupiter et Saturne devront être considérées comme étant du second ordre. Nous pourrons donc
arrêter les développements aux termes du troisième ordre pour les fonctions p'me±nl' , p/m . Pareillement, si nous
considérons la tangente de l'inclinaison de l'orbite des petites planètes comme étant du premier ordre, les tangentes
des inclinaisons des orbites de Jupiter et de Saturne devront être considérées comme étant du second ordre.

Pour le développement des fonctions p ' m e i n r , p/m , nous utiliserons les formules données par Andoyer
(Cours de Mécanique Céleste, Tome I, pages 396 et suiv.) pour des fonctions analogues et, d'après ce qui a été dit plus
haut, nous limiterons ces développements aux termes du troisième ordre. Nous obtiendrons ainsi les développements:

^ ^ s ' l m e ' . t n

m n

3 0

3 — 1

3 + 1
i —2

3 +2

4 0

4 — 1

4 + 1
4 - 2

4 +2

4 - 3

4 + 3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

ï

1

3

1

5

— 1

7

4

2

6

0

8

— 2

1 0

3

5

1

7

- 1

4

6

2

8

0

1 0

— 2

9

5/2

39/2

0

34

14

11/2

5 3/2

1

43

1 /2

127/2

6

9

9

— 10

— 10

1 2

8

8

- 4

— 4

- 2 4

- 2 4

. / 2
6 - 1

9

39/2

5/2

34

0

14

53/2

11/2

43

1

1 27/2

1 / 2

53/2

10/3

206/3

1/6

845/6

46

46/3

308/3

8/3

580/3

0

326

£ t £ - I

27/2

6

— 1

1 /2

— 1 2 3 / 2

34

2 0

2 2

4

- 4 0

1 0

- I 7 6

27/2

— I

6

= 1 2 3 / 2

1/2

34

2 2

2 0

- 4 0

4

- 1 7 6

1 0

S3;2

206/3

19/3

845/6

1/6

46

308/3

46/3

580/3

8/3

326

0
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m n

5 o

5 - i

5 + i

5 - 2

5 2

5 ~ 3

5 3

5 -4-

5 4

6 o

6 - i

6 i

6 - 2

6 2

6 ^ 3

6 3

6 - 4

6 4

6 - 5

6 5

i

i

r

i

i

i

r

i

i

i

i

i

i

i

r

I

I

I

i

I

ƒ
£ 1

5

3

7

* i

9

— i

11

- 3

13

6

4

8

2

1 0

0

I 2

- 2

14

— 4

16

5

7

3

9

1

1 1

— r

- 3

6

8

4

1 0

2

1 2

0

14

— 2

16

— 4

2 0

ig/2

69/2

3

53

1/2

151/2

2

1 0 2

27

29/2

87/2

6

64

3/2

177/2

1

117

9/2

299/2

2 0

16

16

A

4

- 1 6

- 1 6

- 4 4

- 4 4

30

26

26

l 4

- 6

- 6

- 34

- 3 4

- 7 0

- 7 0

- / 2
- - 1

2 0

69/2

19/2

53

3

1S1/2

1/2

J 0 2

2

27

87/2

29/2

64

6

177/2

3/2

117

1

299/2

9 / 2

e'tB

145/2

88/3

437/3
49/6

1541/6

1

4 1 4

- 1 / 6

3751/6

107

148/3

596/3

53/3

997/3

4

516

1/3

2273/3

~4/3

3196/3

3̂ 5/2

45

60

33/2

- 3 / 2

6

- 141

75/2

- 7 6 5 / 2

117

84

116

4 1

57

12

- 8 4

2 1

- 3 3 1

9 2

- 708

c' p' 2

135/2

60

45

- 3 / 2

33/2

- 141

6

- 76S/2

7 5 / 2

117

116

84

57

41

- 8 4

12

- 3 3 1

21

— 708

9 2

e'-i8

145/2

437/3

88/3

1541/6

49/6

4 f 4

1

3751/6

- 1/6

107

596/3

148 '3

997/3

53/3
5 1 6

4

2273/3

1/3

3196/3

- 4 / 3

31 — II reste à développer les fonctions cosms' et sinms' . Nous devons, pour cela, exprimer la tangente de
la latitude s' en fonction de yfi et de y' 1 .

Soient : E la trace du plan de I'écliptique sur la sphère céleste, P la trace du plan de l'orbite de la planète
troublante, N' son nœud ascendant, J sa position sur son orbite. L'angle en N' sera l'inclinaison I' de son orbite et,
si nous désignons par J' l'intersection avec la trace de Técliptique du grand cercle abaissé de J perpendiculairement à
I'écliptique, l'arc J'J sera égal à la latitude de la planète troublante. Le triangle ephérique N'J'J étant rectangle en J' ,
on aura la relation :

or,

de sorte que, i désignant le radical \/^T , nous pourrons écrire :

tgs' = tgl'sin (H'+ i )
1
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et, en vertu de la définition de y\ et de y'-i , ceci devient :

( i 5o) tgs' = - (y'i e1' — y'M e"'')
i

D'autre part, en vertu des relations qui lient la tangente au sinus et au cosinus, on aura, en développant par
la formule du binôme l'inverse du radical :

sins' =
tgs'

\A + tg2 s
- tgs' ( 1 - - tg* s' + I tg* s' - ->- tg» s' . . . )

\ 2 8 l6 /

coss = •
V 1 + tg2 s' 16

En introduisant ces valeurs de sins' et coss' dans les formules qui donnent sinms' et cosms' en fonction de
sins7 et coss' , nous trouverons :

sin2s' = 2tgs' — 2tga s' 4- 2tgîl s' — 2tgT s' . . .

COS2S' = I — 2tg2 s' -h 2tg4 s' — 2tg6 s' . . .

sin3s' = 3 tgs' tg3 s' 4- — tg"1 s' — —— tg' s' . . .
2 8 1 6

cos3s' = 1 tg2 s' + -— tg4 s' — tgb s' . . .
2 8 1 6

(15D s' -t- — 28tg7

COS4S' = r — 8 t g 2 s ' + i 6 t g ' * s ' — 2 4 t g 6 s ' . . .

/ / 45 .1 / 3^3 r / I 2 ^ 5 ~ ,

sin5s' = 5 tgs' - î i tgJ s' + i - i tg5 s' - i tg' s' . . .
2 8 16
2

ig

8

js = 1 - — ig- s' + —- tg- s1 IOO5
—

IÖ

16

igh s .

Dans les formules ci-dessus, nous devons remplacer tgs' et ses puissances par leurs développements obtenus
par application de la formule du binôme à l'équation (150). Ces développements renferment les fonctions eml' et nous
développerons celles-ci suivant les puissances de t\ et E'_4 par la méthode utilisée par Andoyer {Cours de Mécanique
Céleste^ Tome I, pages 386 et suiv.). Nous obtiendrons ainsi les développements suivants limités aux termes du
troisième ordre.

e-2V

1

1

1

1

1

1

- 2

2

4

4

- 6

6

e'-i

2

— 2

4

— 4

6

— 6

— 1 / 2

9 /2

3

13

21/2

51/2

e ' t* ' - ,

- 4

— 4

- 1 6

- 1 6

" 3 6

" 3 6

- -1

9 /2

- 1 / 2

13

3

51/2

2 1/2

- 2 / 3

32/3

2/3

59

— 4

94

0

— 10

14

- 5 4

66

- 1 5 6

c i £ -1

— IO

0

- 54

- 1 5 6

66

32/3

- 2 / 3

59

2/3

94

- 4
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Si nous introduisons maintenant ces développements dans les formules (154) et (155), nous obtiendrons,

^n nous bornant à conserver les termes du troisième ordre, les développements suivants pour les fonctions

cosms' et sinms' :

Y'.Y'-, Y'- ,2 s ' •>/ 2

£ 1Y -1

coss
COS2s'

cos3S/

cos^s'

cos 5 s'

I

I

I

I

I

1 /2

2

g/2

8

25/2

— I

- 4

- 9

- 1 6

— 2$

1 /2

2

9 / 2

8

2 5 / 2

2

8

18

32

50

— 2

- 8

- 18

- 3 2

- 5 0

— 2

- 8

- 18

- 3 2

— so

2

8

18

32

50

1 sin m s
Y'. Y'- «'i Y'- e -1 Y-i «'1 «'-1 Y ' .

isins
isin2s'

isin3s'

isin4s'

isin^s'

1

2

3

4

5

— 1

- 2

- 3

- 4

~ 5

2

4

6

8

1 0

— 2

— 4

- 6

- 8

— 10

2

4

6

8

1 0

— 2

— 4

- 6

- 8

— 10

9/2

9

27/2

18

4S/2

— 4

- 8

— 12

- 16

— 20

Y'.3 Y'-. Y 1 Y -1 Y'-.3

isins
isin2s'

isin^s'

isin4s'

isin5s/

- 1 / 2

— 1

- 3 / 2

— 2

- 5 / 2

1/2

1

3/2

2

5/2

4

8

1 2

16

2 0

- 9 / 2

~ 9

—27/2

- 1 8

- 4 5 / 2

1/2

— 2

11/2

1 2

45/2

- 3 / 2

- 6

- 3 3 / 2

- 3 6

- 1 3 5 / 2

3/2

6

33/2

36

125/2

- 1 / 2

- 2

- 1 1 / 2

— 12

- 4 5 / 2

En remplaçant dans le développement donné plus haut de la fonction perturbatrice les fonctions :

p'm enl' f p'm

par leurs développements suivant les puissances de z\ , e'-i , y'i , Y'-I » o n obtiendra finalement le développement de
la fonction perturbatrice suivant les puissances des mêmes quantités.

Il est d'ailleurs inutile de procéder à ce développement en général car, pour appliquer la méthode exposée à
la première partie, il faut prendre, dans les approximations successives, l'ensemble des termes de même degré. On
sera donc amené à opérer le développement de la fonction perturbatrice progressivement en même temps que Ton
effectuera les approximations successives.

32. — Pour terminer, nous devons donner les développements des fonctions u , v , P , Q , A , P2 , Q2 , A2 ,

DQ , PA , uA , t'A ; puis ceux de W , Kp0
3 + 2vm2 , 3 / - \ , 8Ü , s et des fonctions auxiliaires, en expliquant sommai-

rement comment nous les avons obtenus.
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C H A P I T R E II

33. — Les premières séries à calculer sont celles qui représentent les fonctions w e t t ) . Or, cela est immédiat

si nous nous reportons aux formules (64), car elles nous donnent ;

Uk = ço,k "h &?lo,k v^ = TJo,k + kc0^

avec :
W-k = Uk 'U-k = — V]n

Ceci fait, il sera aisé d'obtenir les développements 'de u -h v , u — v t u? — vl , Log (M + Ü) , Log (w — v) ,
Log (u2 — v2) , car les fonctions sous le signe Log ont un terme égal à Tunité.

Les formules (63) nous donnent alors les développements des fonctions P , 0 1 ̂  > e Q utilisant les dévelop-
pements obtenus pour u et v . Nous avons ainsi :

P = I P2 k (8*k + Ö-"2*)

Po = Ï 4- ;W

P 2 = 2^2 — 2M2 î'i — 2Ü2 "4 +

P' , = 4Ü4 — 4î'2 '̂2

Qo-o

Qâ = 21̂ 2 — 2Î/9 t!
4

Q ; = 4« t — 2Z/22 —

A = X A2k

A 2 = — (/o + - î /o Üt -— 22 « 4
2

A-, = 2/2
2 + - t ^ 2 — l ^

2

Les développements que nous venons d'obtenir nous permettent de calculer immédiatement les fonctions
, Q2 , A- , DQ, PA , et nous obtenons ainsi :

P2 - S (P*)ak 10^ + 0-^) Qâ = S (Q^)ak (ö*k + e-*)

(P2Jo = Po2 + 2P,2 + (Qâ)0 - - 2Qai _

(Pa)a - 2P0 P2 + (Q2)2 = - 2Q2 Q,

(P2)* = 2P0 P4 + P22 (Q% = Q,2
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A* = s (A2)2k (9
2k + 6-*) DQ - X (DQ)2k

(A)0
2 = AQ* + 2A2

2 + (DQ)o = O

(A2)2 = 2A0 A, + ( D Q i 2 = 2 Q 2

PA = S (PA)2k (o**

(PA)0 = P o Ao + 2 P a A8 +

(PA)2 = P o A2 + P 2 A2 +

(PA)4 = P o A4 + P 4 Ao +

Par combinaison des séries qui donnent A , u et v nous obtiendrons les développements des fonctions uà

et va sous la forme suivante :

u\ = i (WA)2k (e
2k + e-*k) Và = s (z)A)2k (Ô2^ _ e-2k)

(uA)0 = Ao 4 2M2 A2 + (v\)Q = o

(ttù)s = u2 Ao 4- A2 4- 0 ^ 2 = v2 Ao 4-

^ A ) 4 = u4 Ao 4- w2 A2 4- (ÜA),. = ZJ4 Ao 4-

Nous devons effectuer maintenant les développements de YV et de Kpo3 + 2vwz2 . Pour cela, nous utiliserons

les développements trouvés pour P2 , Q2 , DQ , p0
3 , et nous pouvons écrire :

W = S Wakcos2A:V ,

avec :

Wo - 2PO
â - Qo2 - (DQ)o - (Kpo3 + 2 ^ + 2VW2)0

W2 = 2P 2
2 - Q2

2 - (DQ)a - (Kpo3 + 2m'2 4-

W4 = 2P 4
2 - Q4* - (DQ)* - (Kpo

a + 2W2 4-

et :

Kpo3 + 2VW2 = X [Kp0
3 -h 2VW2]2k C 0 S 2 W

avec :

] 0 = K (poS)o

po3 + 2VW» ] 2 = K ( p o
3 ) a

po3 4- 2 v m 2 ] t = K (p o
8 ) t

Nous sommes en mesure de calculer les a' \ ,k , bi,^ et c4)k , et par suite, SX, 8Y, Z. Passons aux coordonnées
polaires.
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34. — Nous avons d'abord pour le rayon vecteur :

(1) + . . , 8 ( 1 )
)

avec :
ôS ( - ) = (po to) S ï i — (p

\a /i

Ô ( - ) = (po U) SÇ-i — (po T,o)
- t

Faisant usage des formules (89) et (32), nous obt iendrons dTabord les développements des fonctions (o0 £0) et

(po *io) sous la forme :

(po ?o) = Mo + M2 COS2V + M* COS4V

(Po rOo) = No + N2 sin2V + N\ sin4V

avec :

N o - o

N 2 =- l f 2O0,0 T j0,2 + ]

N * = l [ 2pO,o TTÏO,V + • • • • ]

Utilisant maintenant les développements de 8^ et 8ra , (formules (66) ), et tenant compte de ce que l'on a :

nous trouverons pour 3 ( - ) le développement :
\a I

S ( - ) = R l l 0cosG0 + Ri,-2cos (Go-2Vj + Ri l2cos (Go + 2V) + Ri,-', cos (Go —4V) + R1 ) 4cos(G0+ 4V) •-
\a

a v e c :

R i , k = e I Mo ôç I j k + - M a 5$ I i k_ 2 + - M 2 S ^ . k + 2 + . . . + - » N i 8r(I k-2 t N 2 5^i.k+2 . . .
L 2 2 2 2 J

Pour la longitude nous avons :
M = Si S/4 + e_! 8/-t

avec :
SZi = — ( p0

2 no) 3?i + ( po* ïo ) Svii

8/-1 = (po2 -no) 8Ê-! — (po2 ç0) Svj-i

ce qui exige le développement des fonctions (p0
2 lo) et (p0

2 *io) - Utilisant les développements de p0
2 donnés plus haut et

de ç0 et TI0 donnés par les formules (32), nous obtiendrons de suite :

(pÔ  So) = E0 + E2 COS2V + E; COS4V

(Po" '1o) = Fo + F2 sin 2 F 4- F t sin 4V
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E 2 = (po2)2 + 2 (po2)o Êo,2

E ; = (po2). 4- 2 (po2)o Êo,*

Fo - o

F 2 = i [ 2 (p0'
2)o '1o,2 4- ]

F 4 = i [ 2 (po2)o "10,4 + ]

Combinant les développements que nous venons d'obtenir avec ceux de 8Ei , 3£_i ? ̂ "1i > ̂ - î > (formules (66)),
nous obtiendrons pour la longitude le développement suivant :

hv = £<S/lj0 sinGtf + tS/^-a sin (Go — 2V) + £S/li2 sin (Go 4- 2V) +

4- eS/^.i, sin (Go - 4V) 4- e5/1)4 sin (Go 4- 4V)

avec :

S / ^ k = F 2 [ § Ï l , k - 2 - 8 ^ I , k + 2 ] 4 . . . 4 l E 0 STl i .k f - l E î [STQi ,k+2 4"

Pour la latitude, nous savons que l'on a le développement : ( formule (72) ) :

avec

^ = po^ ^ = Yi 2 po ̂ i ,k Ok 4- Y-i s Po ̂ -i,fc ° k

et :

- 1 ) k = w'cijk C i,k = Ci,-k

-3-1,k = — w ;c-i,k 2 - i , k = —2i , -k

Tenant compte du dóreloppement de p0 et effectuant les réductions nécessaires, nous obtiendrons pour s le
développement :

5 = yBo sinHo + yB-2 sin (Ho — 2V) + yB2 sin (Ho + 2V) +

4- yB-4 sin (Hn - 4V) + yB4 sin (Ho -h 4V)

avec :

B k = pOjO £ j , k H PO,2 [ ^ l , k - 2 4- ̂ l ,
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APPLICATION NUMÉRIQUE

35. Comme application numérique de ce qui précède, nous allons construire une table et donner un exemple.

Nous avons choisi Jupiter comme planète troublante et, comme groupe, les astéroïdes du type (46) Hestia
dont les moyens mouvements sont compris entre 800" et 975", groupe qui renferme 395 astéroïdes dans le volume des
Kleine Planeteng Jahrgang de 1938 Comme pour 900", on a environ :

n — 3/1'

n! étant le moyen mouvement de Jupiter, le groupe correspondra à :

1
a0 = -

3

Nous avons adopté pour la masse de Jupiter le nombre donné par Newcomb :

1
M' = -

1 0 4 7 , 3 s S

et, appliquant les formules données à la première partie, nous avons obtenu tout d'abord :

1

m(i = -
2

v = 0 ,000 476 937 5

vm{? = 0 ,000 119 234

(v?720
2/2 = 0,000 000 014

(V77ZO
2)J = 0,000 000 OOO 002

(v#z0V = 0,000 000 000 000 000 196

et ces valeurs du paramètre font préjuger de la rapidité de la convergence des séries.

En partant de ces valeurs, nous avons appliqué à la lettre les formules données aux chapitres I et II de la
première partie, I et II de la troisième partie et enfin I et II de la deuxième partie. Nous avons obtenu ainsi les
coefficients des puissances 0 , 1 , 2 , 3 et 4 de w dans les développements des coordonnées rectangulaires X , Y , Z et
des coordonnées polaires 1 ,v , s , coefficients qui sont donnés dans les tableaux I , lbls , II , III , IV , V , VI , VII et VIII .

36. — Avant de passer aux tableaux qui constituent la table proprement dite, nous allons rappeler la forme
des développements des coordonnées rectangulaires et polaires.

Nous savons que ces développements sont formés de deux parties : la première, caractérisée par l'indice zéro
se rapporte à la solution périodique, la seconde se rapporte au complément qu'il faut lui ajouter pour tenir compte
de la troisième coordonnée. Nous savons de plus que pour la coordonnée Z et pour la latitude la première partie
n'existe pas.
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COORDONNÉES RECTANGULAIRES.

Pour X et Y on a :

X = X« + SX Y = Yo + SY

avec :

t Xo = X a (jc6-1)o»ah cos (N + 2W)

( Yo = £ a (xe-%^ sin (N 4- 2AV)

V = N - N'

SX a * v r cos(N + Go + W) c o s ( N - G o - ^ V )
I (S? H ) ( â + W)8Y 2 ^ L sin iN +Go + W ) sin (N

Nous poserons :

Pi ,k = S^i,k 4- 57)1,1* P-j ,k = S|_Itk + 8Tf]Mtk

et les coefficients de SX et SY prendront la forme :

- G o - ^ V ) - |

— Go — AT) J

- P , k P'-I.k = -
2 2

Le développement de Z a la forme :

i,-2 sin{H0 — 2V; H-ayZi^ sin (Ho + 2V) + ayZif % s in(H0 — 4V) 4- ayZi^ sin (Ho 4- 4V)

COORDONNÉES POLAIRES.

Les coordonnées r et v ont respectivement pour expressions :

r = r0 4- 8?* y ~ t)0 4 ^ü

avec :

?o = «'"0,0 + «ro»2 COS2V + 3rOïV COS4V 4- . • .

S? = a£Rli() cos Go + aeRi,-2 cos ^Go — 2V) + asRi i 2 cos (Go + 2V) 4-

4- «ERI,-4. COS (GO — 4V) 4- aeRi,; cos (Go 4- 4V}

v0 = N 4- /0,2 sin 2V 4- /o,4 sin4V . . .

Su = ES/1I() sin Go 4- ES/^.2 sin (Go — 2V» 4 e8/1)2 sin (Go 4- 2V) +

+ ES/ ! , ^ sin (Go - 4V) 4- ES/^V sin (Go + 4V) . . .

Enfin la latitude s a pour expression :

s = yBosin H,j + yB-asindlo —2VJ 4-yB2 sin (HL) 4- 2V1 4- yB-* sin (Ho — 4V) 4- yB4 sin (Ho 4- 4V) - . .

Dans les développements de SX , 8Y , §7- , âz; , d'une part, de Z et .s , d'autre part, t et y sont des constantes
qui seront déterminées plus loin, constantes dont la valeur dépend de l'astéroïde étudié.

Nous allons donner les tableaux des coefficients

P+i ,k , Zi,k , ?*o,k , Ri ,k , /Ojk , â/Oik . Bk ,

P+i,k ayant la signification donnée plus haut, et Rr,k représentant le quotient par e des coefficients déterminés au
chapitre II de la deuxième partie d'après le chapitre II de la troisième partie.
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<*<H)Ol«

(xü'%,

(xO-%,

/Vore. —

1,000

0,000

0,000

0,000

0 0 0

172

0 0 0

0 0 0

0 0 0

437

055

0 0 0

0

— 0

= 0

0

Les coefficients complets

W I

TABLEAU

,000 000

,000 911

,000 000

,000 000

de Xo et

0 0 0

3 2 2

565
0 0 0

Yos

I Xo et

0,000

0,002

0,000

0,000

'obtiendront

Yo

0 0 0

433

0 0 2

0 0 0

.en

0 0 0

374

9 0 1

0 0 0

0,000

— 0,004

— 0,000

0,000

0 0 0

166

O I O

0 0 0

0 0 0

634

199

0 0 0

multipliant les nombres du

0,000

0,007

0,000

0,000

0 0 0

2 2 2

038

0 0 0

tableau par a

0 0 0

309

657

0 0 0

— 0 , 0 0 0 683 336

0,000 000 009

0,000 000 000

Pi,o 1,118 173 167

Pi,-2 0,000 >88 957

Pi,2 —0,014 925 766

Pi,-i 0,000 000 089

Pi,'„ — 0 , 0 0 0 000 414

P.i.o -2,881 830 775

P-1,-2 0,008 260 408

P-1,2 O,OOO OS I 263

P-t, i 0,000 005 oio

P-i,t —0,000 000 07c

Zi,o 1,000 OOO 141

Zi,-2 —0,000 8Ó2 O39

Zi,2 0,000 172 441

ZI,-Î. 0,000 000 227

Zi,4 0,000 000 039

r0,o 1,000 000 183

ro,a — 0 , 0 0 0 510 900

r0 j. — 0,000 000 I 19

0,003 253 7[4

— 0,000 000 107

0,000 000 000

TABLEAU II

— 0,094 274 ï S9

— 0,003 °°ó 089

0,058 220 057

— 0,000 000 92s

0,000 007 $ 18

-0,094 239 939

— 0,036 821 213

— 0,000 420 931

— 0,000 045 344

0,000 000 765

— 0,007 982 599

0,000 000 616

0,000 000 000

SX et SY

0,271 166 843

0,007 °9° 67Ó

— 0,149 002 703

OjOOO 004 765

— 0,000 049 600

0,271 011 175

o, 101 182 069

0,001 414 924

0,000 218 748

— 0,000 003 637

T A B L E A U III

— 0,000 00[ 323

0,003 521 429

— 0,000 911 371

— 0,000 000 82Ó

— 0,000 000 446

0,000 006 405

— 0,008 034 685

0,002 494 039

0,000 000 725

0,000 002 425

TABLEAU IV

— 0,000 001 782

0,002 342 392

0,000 001 110

0,000 008 792

— 0,005 549 226

— 0,000 005 274

0,014 701 344

— 0,000 002 375

0,000 000 000

— 0,047 273 738

— 0,007 512 233

0,262 836 830

— 0,000 014 830

0,000 200 020

— 0,046 782 008

— 0,194 721 788

— 0,008 245 599

— 0,000 731 260

0,000 011 182

— 0,000 021 383

0,015 524 222

— 0,005 2 I 1 7J8

0,000 004 754

— 0,000 008 929

— 0,000 029 762

0,010 534 710

0,000 017 188

-0,060 565 889

o 000 006 909

O,O0O 000 OOÜ

0,378 910 45 ï

0,007 810 °4 2

- 1,917 652 504

0,000 087 1\X

-o,oo[ 346 392

-0,854 829 36s

1,247 277 452

0,02s 866 548

0,001 499 8=̂ 2

-0,000 077 894

0,000 066 157

- O,O86 220 920

0,021 405 375

- 0,000 032 736

0,000 030 644

0,000 095 419

-0,053 343 580

— 0,000 049 833
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TABLEAU V ô r

RI,*

Bn

B-*

B+,

•0.881 833 390

0,001 288 s65

- 0,004 075 824

0,000 000 648

0,000 007 629

176", 516

412 52c

o",oio

206 264^806

61 ",9 13

• 0,094 214 476

•0,006 382 924

0,014 360 125

- 0,000 006 549

- 0.000 067 354

0,270 883 519

0,016 106 374

— 0,033 l92 924

0,000 024 430

0,000 308 625

TABLEAU VI

— 859", 100

TABLEAU VII

2 r48
w,448

- I">573

Û

. 0 3 "

9 432"

- 0 "

— 2 V

,000

,838

,353

j 2 29

,746

TABLEAU VIII

0 "

605"

- 3 0 8 °

- o / J

- 0 "

,000

r > 7 7 0

,092

,266

0 ,000

- 2 3 5 " , 0 3 6

- 24 919",219

O",842

12", 5 70

o/f,ooo

- 1 3 7 i " , u 8

800", 5 75

- o " , i 7 4

i",28$

•0,046 339 203

-0,013 016 690

0,050 899 429

- 0,000 069 100

-0,001 013 642

3 891 ",800

5",275

O ,000

2 658^,858

- 1 6IS",I84

2".OO2

-4",469

-0,240 46O 377

0,096 03I O98

-0,392 104 214

0,000 239 911

0,002 8Ó2 759

3 982^,320

- l6",292

2

45

0

724"

694"

3"

- 3 8 "

,000

, '35

,693

, I O 8

,670

7

-=320

0

5 5 3 "

7X4

6"

152"

,000

,644

>4H

>753

,809

o ,000

- 1 5 O33",588

37. — Nous allons donner maintenant un exemple. Nous avons choisi pour cela l'astéroide (17) Thétis dont
le moyen mouvement a pour valeur :

Nous avons tout d'abord à nous occuper du choix des constantes qui entrent dans les formules : a0,
 £> Tv?o et Qo .

Soit d'abord a^ . Si nous nous reportons à la formule (35) qui donne la valeur de a , et à la façon dont nous
l'avons démontrée, nous voyons que, pour un astre donné, étudié seul, a0 est la valeur du demi grand axe qui
correspond au moyen mouvement donné par les observations, d'après la formule :

nQ
2 fl0

3 = A Mo + M)

où Mo est la masse du Soleil (dans le cas actuel M est nul ). Nous sommes donc conduit à prendre pour chaque
astéroïde la valeur de aQ donnée par cette équation. Le développement de a suivant les puissances de w sera donné
alors par la formule (85) où a0 aura la valeur qui vient d'être déterminée.
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Soient maintenant E et y. Nous avons dit que nous ferions en sorte que le coefficient complet de sin G dans
le développement non symétrique de la longitude ait pour valeur :

2 e - I e > + 1 E *
4 96

tout comme s'il s'agissait d un mouvement képlérien dans lequel £ serait l'excentricité, et nous nous sommes
arrangés pour que le premier terme ait pour coefficient numérique 2 . Nous sommes donc conduit à prendre pour z
la valeur de l'exentricité de l'astéroïde donnée par ses éléments elliptiques.

Nous avons dit également que nous ferions en sorte que le coefficient complet de sin H dans le développement
non symétrique de la latitude ait pour expression :

Y _ -£2 L vs + _1 ̂  . , .
1 è 128 ' 64 '

comme s'il s'agissait dun mouvement képlérien d'excentricité s dans lequel y serait égal au double du sinus de la
demi-inclinaison. Nous avons réalisé cette condition pour le premier terme en nous arrangeant de telle sorte que son
coefficient numérique soit égal à 1 . Nous sommes donc conduit à prendre pour y le double de la valeur du sinus de
la demi-inclinaison.

Il reste deux constantes cp0 et Q<> - Elles entrent dans la composition des arguments Go et Ho . Mais nous
dvuus ùli L|UC si, dans les formules trouvées on faisait V;;Î2 — c , on pourrait considérer l'astéroïde comme se
mouvant approximativement sur une orbite elliptique d'excentricité E , d'inclinaison y , l'anomalie moyenne étant Go
et l'argument de la latitude correspondant étant Hy . Cela nous porte à prendre pour Go et Ho respectivement
l'anomalie moyenne et l'argument de la latitude sans nous occuper davantage de <p0 et Qo .

Ceci dit, revenons à Thétis. Le Kleine Planeten Jahrgang de 1938 noua donne pour les éléments
les valeurs suivantes:

M o = 358**41' 42"
w = 137 58 44.40
Q = 125 21 4 6 , 8 0 ( E q u . 1950,0)

i = 5 36 7 , 2 0

© = 7 50 5 2 , 8 0

n = 9 14", 344

a = 2,4694

Le moyen mouvement de Jupiter ayant pour valeur

n! = 299", 1283 (Connaissance des Temps)
a formule : x

jx = a(> (1 — VJ) ;x0 = -

donne pour io la valeur : /r — 0,018 547 833

et nous obtenons de suite les puissances successives de w :

u-1 = 0,000 344 022

u^ — 0,000 006 381

il)'" ==z o, 000 000 I I 2

Les valeurs de w et de ses puissances nous permettent d'obtenir de suite les valeurs de K , g^ et 0̂ :

K — 2,208 95 3 782

go = 1.313 o i i 9 3 8

h0 = 1,484 3 30 444
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La formule (85) nous donne alors la valeur de a qui, en prenant pour ct0 la valeur du demi grand axe donnée
aux éléments, est

a = 2,469 357 892

D'après ce que nous avons dit plus haut au sujet de E et de y , ils auront pour valeurs respectives sin 9 et
1

2Sin - . c est-a-aire
2

c = 0 , 1 3 6 545 8 0 0

Y = 0,097 734 440

Partant de ces valeurs et utilisant les tableaux IV , V , VI , VII , VIII , nous obtenons, pour les coordonnées
polaires, les séries suivantes :

U = 2,469 358 27O — 0,001 15S 87^ C0S2V — 0,000 000 247 COS4V . . . .

Sr ~ — 0,297 894 880 cosGo 4 0,000 396 40s cos(G0 — 2V) — 0,001 288 237 cos(G0 4 2V) 4-

-f 0,000 000 180 cos(G0 — 4V; 4- 0,000 002 185 cos(Go 4 4V) . . . .

Î>0 = N 4 171",301 sin2V — o",O3O sin 4V . . . .

Su = 56 329", 186 sinGo — 2".801 sin(G0 — 2V) — 293V28 sin(G0 4 2V) +
4 o",ooi sin(G0 — 4V) 4 o",O4O sm(G0 4- 4V) . .

s = 20 159", 165 sinHo — i3/'>749 sinlH0 — 2V) 4- $",s 17 sin(H0 4 2V) 4

4- 0^,004 sin'Ho — 4V) — o",oo3 sin(H0 + 4V)

Telles sont les séries qui définisse en fonction du temps les coordonnées polaires de (17) Thétis, ce» coor-
données étant rapportées a 1 équinoxe moyen de 1950,0

38 — Pour voir quel degré de confiance ces formules peuvent mériter, nous allons calculer pour la même
date 1 , v et s par ces formules et par les formules du mouvement elliptique et examiner les différences des nombres
obtenus Nous ferons seulement une observation les éléments donnes par le Kleine Planeten Jahrgang ont été
calculés en tenant compte, par perturbations spéciales, de l'influence de Jupiter et de Saturne Les séries données
plus haut sont obtenues en tenant compte seulement de l'action de Jupiter Si les éléments avaient été calculés en
tenant compte de l action de Jupiter seul, les différences devraient être tres petites et de l'ordre des erreurs d'obser-
vations, mais ici les différences devront représenter l'action de Saturne Elles devront être quand même assez petites
vu l'éloignement de Saturne

Ceci dit, pour réduire les formules en nombres, nous devons calculer N , V , Go , Ho ; pour ces derniers,
selon ce qui a été dit plus haut, nous prendrons pour Go la valeur de l'anomalie moyenne à l'époque choisie et pour
Ho la valeur de l'argument correspondant de la latitude Nous choisirons comme époque le 11 Juin 1938 à oh T U
qui est 1 époque des éléments Nous aurons alors

Go — Mo = 3580 41' 42",00

H,j = Mo 4 o) = 1360 40' 26^,40

Nous savons que la longitude moyenne N s'obtient en ajoutant a l'anomalie moyenne la longitude du
périhélie, cela nous donnera ici pour N :

N = 262* 21 13 ,̂20
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Il reste à calculer V = N — N' . Pour cela il faut calculer la longitude moyenne de Jupiter. En utilisant les
tables de Leverrier, nous obtenons, pouî le 11 Juin 1938 à oh temps universel :

N' = 325" 32' 7",9o

et nous obtenons ainsi :

V = 296° 30' 5",3o

puis :
2V — 233U o' 10",60

4 V = 1060 o' 2 [",20

En faisant usage de tables de valeurs naturelles et d'une machine à calculer, nous obtiendrons enfin, pour
r , v et s , le 11 Juin 1938 à oh T.U. les valeurs suivantes :

r = 2,172 804 653

1) = 2 0 1 ° 4 2 ' 2 l " , 3 2

s = -h 3U 50' 4Ó"379

Si maintenant, nous calculons les mêmes coordonnées en faisant usage des formules du mouvement ellip-
tique et pour déterminer la longitude projetée et la latitude, des formules :

tg (v — O) = cositg {w + w)

tgs = tgisin [w + w)

nous obtiendrons pour les valeurs elliptiques de r , v et s :

r = 2,132 333 333

v — 2Ôi°44 f 42" 27

s = + 3 " 51 ' 9 " i 6

Les différences avec les valeurs trouvées plus haut sont :

r — r = 0,040 471 320

v' — v = oQ 2' 2o r /95

s' ~ s = o° o' 22"-"37

ces différences sont petites et justifient ce que nous avions annoncé plus haut.

En résumé, à l'inspection des formules données pour r , v et s , on voit que la décroissance des coefficients
est très rapide, ce qui s'explique par le choix du paramètre vm2 qui contient en facteur la masse perturbatrice.

Nous ferons simplement une remarque sur les calculs à effectuer pour obtenir les tableaux qui constituent
une table ; Tous les calculs, sans exception, sont des calculs algébriques simples, résolution de systèmes d'équations du
premier degré à deux inconnues, multiplications ou divisions algébriques ; il s introduit seulement quatre racines carrées
et leur calcul est immédiat en partant de la formule du binôme, mais là aussi, les calculs se réduisent à des multiplications
algébriques. Il y a donc uniformité dans les calculs et les chances d'erreurs sont moindres que lorsqu'il sagit
de calculs trigonométriques.
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CONCLUSIONS

}y — Le moment est venu de résumer notre travail et d examiner les résultats obtenus
Nous nous étions propose d étudier les astéroïdes par groupes en appliquant la méthode de Hill-Brown

modifiée par 1 introduction de la conception de M Bohlin si u. désigne le rapport des moyens mouvements n de la
planète troublante et n de I astéroïde étudié, si [/.0 désigne un nombre lationnel voisin de u. , ces deux nombres sont
liés par la relation

a = J.O ( i - %L)

w étant un petit nombre , ô caractérisera le groupe auquel appartient 1 astéroïde étudié et w caractérisera chaque
astéroïde du groupe

Ce problème est entièrement résolu et nous sommes en mesure d étudier les astéroïdes par groupes, a une
exception près le groupe Troyen lorsque la planète troublante est Jupiter Cela n a pas grande importance car le
groupe Troyen est peu nombreux

Nous vovons que les calculs fondamentaux, les plus longs, sont réservés a 1 étude de la planète idéale qui
correspond au nombre rationnel u.o choisi Ayant obtenu les coefficients des puissances de w dans les séries qui
représentent le mouvement, coefficients qui sont numériques et calculés une fois pour toutes pour le groupe considère,
le calcul, pour chaque astéroïde, sera rapide II se ramene, en effet au calcul de iv , puis, pour chaque coefficient,
dans les séries qui représentent les coordonnées, au calcul de quelques termes correctifs, deux ou trois généralement,
obtenus en multipliant un nombre de]a calculé par la puissance correspondante de w Dans la majorité des cas, ce
calcul pourra s effectuer très rapidement a la machine a calculei

Mais, ce qui distingue notre méthode, c est la facilite d obtenir directement, sans être oblige de calculer les
éléments osculateu?s, les coordonnées rectangulaires ou polaires Son application permettra d obtenir les perturbations
générales d un astéroïde sous la forme de tableaux un pour chaque coordonnée, tableaux valables pour une époque
quelconque En particularisant 1 époque, et, spécialement, en prenant une succession régulière d époques on pourra
obtenir ainsi, soit en coordonnées rectangulaires, soit en coordonnées polaires, une éphémeride qui tienne compte
des perturbations soit de Jupiter, soit de Saturne ou de telle autre planète pour laquelle des tables auront été
dressées On voit donc qu on est dispensé de la résolution des équations de condition, chose nécessaire quand on
veut obtenir les éléments osculateurs

II reste un pas a franchir pour avoir directement les ascensions droites et les déclinaisons Cela sera facile
quand les tableaux de perturbations auront été dressés pour la longitude, la latitude et le layon vecteur II suffira
alors d appliquer les formules de changement de coordonnées et ce calcul pourra s'effectuer a la machine a calculer
sans aucune difficulté

Vu et permis d imprimer

LE RECTEUR DE L ACADEMIE DE PARIS,

G ROUSSY Vu et approuve

Paris le 28 Mars 1939,

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,

CII MAURAIN

- 77 —





ERRATA

Pages

i

3

4

7

8

9

11

11

ï i

Lignes

15

18

3

9

16

8

11

11

2n

11

I 2

12

12

Ï2

J3

14

16

16

17

18

18

20

22

22

22

avant-dernière

1

9

n
27

1 5

1

4

35

21

20

3 2

15

11

13

19

26

Au lieu de :

imaginé

Vol. IV

im +• m o w

snivant

o'3 e-2/

l)1 F

q - l

q - l

une séries

Vq0)

a , +

Ö2q-4(p'-fpt)

déterminés

fonctian

— rcosse"lv

ax = ^cosse"lV"z

Th A

V = M + -

Lisez :

imaginée

Vol. Lin

'i -h ma w

suivant

p'3 e-*?

D-1 F

^a , J'a , Ca

q - I

des séries

q.o 4- JVq,o)

m ' 2 y

f a +

déterminer

fonction

•nn,4 o*

= ?cosse~iT

•a y — îV

Th /

v = N

26

28

^8

28

27

18
J9

23

( i — 2V) ??i2 X

( i — 2V) 7772 V ( I — 2 v ) Ï ? Î 2 6 y

- y» zÀ

— 7 9 -



9

3O

33

34

37

38

44

46

47

47

47

49

5o

50

5*

51

51

55

55

31

6

25

28

22

23

23

20

13, 16

18

19

19

15

3

17

3

6 en montant

4 en montant

13

3 en montant

1 T D > _ D ^ l
2 L ^ Dy J

— 2

\ h (Xo + o/j

suivants

( 1 2 3 ) , ( 1 2 4 ) , ( 1 2 5 )

2 [ p(°)Olo Î ( 2 )o, 4 +

^o D2j'o
\, J

nr)

Th (/o + S/

suivant

s u
1

— 2 L^2^ WV
(2» +

— 4 H 2 ' O ) î-'a101

(90) » ( 9O » (92)

2 [p^o )o,o ^ ( l ) o,4 +

— 80 -



TABLE DES MATIÈRES

AVANI PROPOS.

PREMIERE PARTIE

Exposition de la méthode de Hill-Brown adaptée au cas des petites Planètes

CHAPITRE PREMIER 5

CHAPIIRE II 24

ClTAPIfRF III 28

DEUXIEME PARTIE

Etude des petites Planètes par groupes

CHAPILRF PREMIER . . . . . . . 4$

CHAPITRE II 49

TROISIEME PARTIE

CHAPITRE PRCVIIER 59

CHAPITRE II . . 66

APPLICATION NUMÉRIQUE 70

CONCLURIONS . . . . 77

ERRAI A 79


