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PREMIÈRE THÈSE

PROPRIÉTÉS
D'UNE

FAMILLE DE FONCTIONS
A UNE

INFINITÉ DE BRANCHES

INTRODUCTION.

L'objet de cette étude est la recherche des propriétés des fonctions
(x) qui peuvent être définies par une relation

dans laquelle P, Q, R sont des polynômes en z à coefficients complexes
ou réels, de degrés/?, g. r.

Les fonctions z(x) qui en résultent sont formées, en général, par une
infinité de branches, lorsque x varie.

Les fonctions multiformes à une infinité de valeurs se présentent
naturellement comme solutions de problèmes d'inversion et aussi comme
solutions des problèmes de prolongement de fonctions analytiques
a partir d'un élément de fonction : ces exemples suffisent à montrer
l'importance et l'intérêt que présente leur étude.

Des fonctions dont l'étude est abordable, comme colle de la famille
e m i e Pa r (I)? nous ont semblé propres à préciser de façon concrète la

THÈSE LEFEBVRE. j



notion de fonction multiforme; en attendant que des théories générales,
suggérées probablement d'ailleurs par des propriétés caractéristiques de
familles importantes de telles fonctions, puissent nous en donner une
notion plus abstraite. La forme particulière que nous considérons s'est
présentée au cours de l'étude de fonctions analogues à celle citée, à titre
d'exemple, par P. Boutroux (1 ),

z •— Lz = x,

mais leur formation n'est pas purement arbitraire, car elles peuvent se

rencontrer effectivement au cours d'opérations élémentaires. En parti-

culier, l'équation-7- = (K(z), fraction rationnelle, admet une intégrale

de forme

(s — at) -h X2L(* — a2) -+•...-+- X„ L(z — <xn)] -h Q = Px

qui, si X2 = . . . = Xn= o, se réduit à une relation (I).
Les résultats que nous avons obtenus pour cette famille de fonctions

peuvent être résumés de la manière suivante :

CHAPITRE I.

Le problème fondamental est la détermination des valeurs z qui
vérifient (I) quand x a une valeur déterminée (I) devenant une équation

(a) M k - N ^ o .

En posant z -~pel® et en appelant plan [/f] l'ensemble des valeurs z
pour lesquelles on a 2 (A" — I)TT < 9 <Z 2 kn, nous montrons que Von peut
séparer les racines z^ du plan [A"] de Véquation (a) par un nombre
fini d'opérations algébriques.

Nous montrerons dans les chapitres suivants que la détermination des
valeurs z peut se faire, en général, c'est-à-dire en supposant soit A",
soit l = \x\ assez grand, en tirant de (I) une expression de la forme

1

z = [ƒ(*, z) -h <K#, z)f = ?(*, s),

(!) P. BOUTROUX, Leçons sur les fonctions définies pai- les équations différentielles
du premier ordre. Paris, Gauthier-Villars, 1908, p. 85-88.
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et en faisant zn+-\ = 9(^7 *».), ^0 vérifiant une relation

1

de nature à assurer la convergence des itérations.
La relation ci-dessus est en général l'une des équations ((3),(P'), (y)

ou (y') que nous résolvons dans ce chapitre et qui sont :

i° l'équation

(P) z — Lz=sx.

Nous montrons d'abord, pour cette équation, que z n'a qu'une
racine Zk quel que soit k.

En posant x = 1 -f- j/jt, en supposant X <<—1 fixe, et en faisant
croître JJL, on constate que lorsque f/. passe par la valeur 2A"7r, deiax
branches z^ changent de plan et que si \k passe par . . . , 2 (k -h I)TT, . . . ,
2(A'-(-/i)7r, . . . . une branche z passe successivement sur les plans
. . ., [k H- 11, . . . . [ k -f- ft], . . ., de sorte que pour celle-ci* 9 croit
indéfiniment avec p..

/ / en est de même si x décrit un rayon dans un demi-plan tel que

Von ait-^— < o (/ étant l'argument fixe de x). Cette branche, que

nous désignons par (e) à cause de cette propriété, est asymptote à une
n COS L

spirale logarithmique 11 = e silW.
Nous retrouvons ensuite le double mode d'échange des branches zr

déjà décrit par P. Boutroux.

20 l'équation

(3') \"hz — *«=•*.

Nous montrons qu'iï existe ici n racines zk.

3° l'équation

(Y) zhz = x.

Il existe ici une seule racine z^pour laquelle on a

f pour l'intervalle (— 2?r H- t, t) qui contient 29.
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4° l'équation

(y') umhu = y.

On a ici m racines Zk dont les 9/; sont dans un intervalle d'étendue

2 71 et ces 9k diffèrent d'environ — •

La fin du Chapitre 1 est consacrée aux notations employées dans la
suite et aux définitions nécessaires, en particulier celle de la surface (2)
sur laquelle nous représentons z et celle de l'ordre de deux quantités
variables. Nous donnons aussi le schéma des démonstrations de conver-
gence qui suivent et établissons l'inégalité (3)

-f-a]™ —]

d'un emploi fréquent dans celles-ci.

CHAPITRE II.

L'objet de ce chapitre est la détermination des racines z/a pour une
valeur quelconque, mais fixe, de x et la recherche des propriétés de
ces racines lorsque k croît indéfiniment.

Comme les cas particuliers déjà étudiés portent à le penser, logp
a pour ces propriétés une influence négligeable, tandis que 9, au con-
traire, est un élément perturbateur. Il est donc naturel de ranger les zu
par ordre d'arguments croissants et de chercher leurs propriétés quand 9
croît indéfiniment. Nous obtenons ainsi les résultats suivants :

i° Lv nombre des z/{ est, en général, c'est-à-dire en exceptant un
nombre fini de valeurs k, le plus grand des nombres p. q, r.

2° Quand k croit indéfiniment, p de ces z/( tendent vers les homo-
logues, sur le plan [k], des racines 'm de P ~ o, tandis que (q —p)

i t

ou (r —p) ont leur module p/{ de l'ordre de kq~~p ou kr~!'

CHAPITRE 111.

Pour une branche z/{, la croissance de p dépend en général de la
variation de 9, il convient donc de distinguer les branches (o) pour
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lesquelles la variation de 9, étant bornée quand l croît indéfiniment,
t restant £we, n'influe pas sur la croissance de p, des branches (e) pour
lesquelles il n'en est pas ainsi.

L'objet de ce chapitre est de rechercher comment varie p pour une
branche (o) et de déterminer ces brandies pour un plan [k] déter-
miné quand l est assez grand.

Nous obtenons les résultats suivants :

a. Si r est supérieur à p et q, il y a r branches z/{ qui tendent vers
les homologues sur le plan [A ] des racines ri] de R — o ;

b. Si r :=/> >> q, il en est de même, sauf pour une valeur particu-
lière de t où il peut exister une branche pour laquelle 6 tend vers o
et p croît comme ehl\

c. Si p est supérieur à q et r, il y a, outre les r branches ci-dessus,

(P — r ) branches pour lesquelles p croit comme lp~'\ 9 tendant vers
une limite qui dépend de t;

d. Si q est supérieur à p et r, on a de même [q — r) branches
i

pour lesquelles p croit comme V'~''.

En étudiant directement la croissance de p pour z(x) définie par (y),
on obtient pour ce cas une évaluation plus précise par les inégalités

l_ ^ ^ ^ /
log/ -+- 2 kr. H- log[log/ H- 2 kx] ^ ** ~x log/ — log log/ — i

que nous utilisons dans la suile.
Nous déterminons les branches (o) du plan [A1], pour les branches

bornées en partant des homologues des ru et, s'il existe des racines
voisines de zéro, en partant des racines d'une équation auxiliaire (y');
pour les branches grandes avec /, nous partons encore d'une racine
d'une équation (y') ou d'une racine d'une équation algébrique. Nous
montrons enfin qiwï n'y a pas dyautres branches z/- que celles qui
ont été déterminées.

CHAPITRE IV.

Nous considérons ici la croissance et la détermination des branches (e).
Pour r^ép et en supposant Vexistence dJune branche (e). nous

montrons que, pour une telle branche, p tend vers o avec y
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Sous les conditions que x soit dans un demi-plan déterminé et que
. nous déterminons une branche (e) et montrons qu'elle est

unique.
Pour r = p, il peut exister, si r=p>q, outre une branche (e{)

voisine de zéro, une branche (e2) grande avec /, ce qui n'a pas lieu
si r = p<Zq- Nous montrons enfin que les conditions supposées sont
nécessaires.

CHAPITRE V.

L'étude des singularités montre, au chapitre VI, que l'origine (et
si a0— o)le point X = — peuvent être seuls des points singuliers trans-
cendants ou des limites de points critiques algébriques. Il importe donc,
pour étudier le rôle de ces points dans l'échange des branches, de déter-
miner combien de branches z/; tendent vers oo ou vers o quand x
tend vers o ou vers X.

Dans le cas général où l'on a

aQ = . . . = ain-\ = o. am ^ o, h() ̂  o, bj. = . . . = bg-i = o,

b£ ± o. Ci = . . . = cA_i = o, ch y6 o.

l'on trouve, quand x tend vers X, que m branches z-k tendent vers zéro,
si m^v, v étant le plus petit des nombres g et h, et que v branches zk

tendent vers o « m > v .

Quand x tend vers o, (r — p) branches zk sont grandes avec-,
si r'^>p^>q1 et (r — q) branches, si r^>q^>p.

hes p ou q autres branches tendent vers les racines de PLs -+- Q = o.

CHAPITRE VI.

Pour déterminer les singularités de z(x) définie par (I), nous consi-
dérons

àz ^

dx a?s(P'R—R'P

et appliquons à cette équation les résultats de Painlevé. Nous détermi-



lions d'abord les points algébriques \ par résolution de l'équation (E)

obtenue en éliminant x= ~ dans Q, et en considérant le déno-

minateur.
Nous trouvons que les^n'ont d1 autres points-limites que \ i°V infini,

2° Vorigine, si r > q > ƒ>, 3° le point X, sia0 = o e l m > v.
Nous trouvons comme points critiques transcendants : i° Vinfini,

2° Vorigine, si r est supérieur à p et q, 3° le point X, si a o = o.
Nous montrons ensuite qu'un contour fermé échangeant deux

branches z quelconques peut toujours être formé sur lo plan (x) : les
branches z (%) définies par une relation (I) ne forment donc qu'une
seule fonction.

Nous cherchons enfin l'eiïet d'un petit cercle (G) décrit autour de
l'origine quand r est supérieur à p et q dans les deux cas :

i° r^>p^>q. - Pour les (r—p) branches z/, grandes avec y? la
i

valeur finale coïncide avec la valeur initiale de la branche qui la
précède ou qui la suit dans la suite formée par les valeurs initiales, de
sorte que l'on peut écrire, si t augmente de 271,

. — Le résultat précédent subsiste quand, toutefois,
(G) ne contient pas lesfy, qui correspondent à la valeur h considérée.

On a un résultat analogue pour un petit cercle décrit autour de X.





CHAPITRE I.
ÉQUATIONS FONDAMENTALES.

DÉFINITIONS ET DÉMONSTIUTION PRINCIPALE.

1. Étude de l'équation (a)

(a) ML* —]\=o ,

où M et N sont des pol} nomes en z, à coefficients complexes, de
degrés m et n.

Nous dirons que z~pe1^ appartient au plan [k] siz(k — i)TT< ^ < a/r7r.
En posant

M = M -h i M"

on tire de (a)
(i) _ N'M'-hN"Mr

M 2-h M 2

Soit (y*) un cercle de cenlre (O) et de rayon à/,. Si 8k est assez petit,
o

le second membre de (i) est voisin de — cos(cr0—T0), tandis que
(XQ

|logp | est grand; l'égalité est donc impossible et (a) n'a pas de racines
dans (y/f).

Soit (T/x) un cercle de centre (O) et de rayon A/,. Si m>n, les
seconds membres de (i) et (2) sont pelits pour p> A/> choisi assez grand
et le^ égalités sont impossibles. Si m <C n, l'un des seconds membres au
moins est d'ordre p»-m et l'égalité avec Q au logp est encore impossible.

Le cas m =. n se ramène au précédent en posant z =ye — •
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II en résulte qu'en réunissant (y/,) et (Y/x) par une coupure, pratiquée,
par exemple, suivant l'axe réel positif, nous limitons une aire (A.) dans
laquelle F(s) = MLs—N est holomorphe et qui contient toutes les
racines zi do (a) sur le plan [À].

Fig. <•

JNOUS allons montrer que Pon peut séparer les racines par un nombre
fini d'opérations algébriques.

NConsidérons f(z)-= Lz— — > qui est méromorphe dans (A), dont

les m pôles sont les racines de M = o et les v zéros sont les zéros de (a).
On peut écrire, en désignant par Kv le fadeur de 2 7i dans la variation
de l'argument de j\z) quand z décrit (C) formé par (F*), (y/,) et les
bords de l'nxe réel, et qui limite (A),

Pour déterminer Kv, posons ƒ (z) = X + iY. On a

et, en posant tang- = u, X(p, 9) et Y(p, 6) deviennent

\ ( P , M ) = l o g o - _ _ _ _ , Y(p, w) = 2 a r c t a n g W - - ^ p ? T ¥ ï ï i - .

Considérons d'une manière générale, un quadrilatère formé par deux
rayons (ab) et (cd) et par deux arcs de cercles (bc)el(da).

Le long de (ab) et (cd), X et Y sont seulement fonctions de p et (—<>
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1_ Sont des fractions rationnelles ~ et ~ ; nous désignerons par a le
dp "A «̂ 2

plus haut degré en p de 6Î, et ^
Soient, quand p varie de | a | à | b |, p',. . .p'ff les racines de ^ = o et

p"r ..p'; celles de *?2-=<>.
Soient X7 et Y, les valeurs de X et Y pour p = p' ou p — pj et

JR /(X / , Y7) le point de la courbe ( d ) décrite par Z = X + /Y quand
z décrit (ab).

Supposons les p' et p' rangées pai \aleurs croissantes et considérons
deux points Zy et Zy , qui correspondent à deux valeurs p' ou p" consé-
cutives. Menons par ces points des parallèles à OX et OY et supposons
que le rectangle ainsi formé ne renferme pas l'origine.

, La portion de (Ci) décrite par Jït quand p varie de p̂  a py+1 est
continue dans ce rectangle el la variation de l'aigument de ChTTt est
argZy+1 — i\vgLr ces arguments étant compris dans [2 (A— i)TT, ihiz\

II n'est besoin, pour ce calcul, que d'une détermination approchée
des p' et p".

Supposons, au contraire, que le rectangle renferme l'origine.
Il faut ici, pour avoir la variation de l'argument de 0<TH, connaître

la position de la courbe (C-,) par rapport à l'origine. Il suffit pour cela
de connaître le signe de X quand ^ = o o t il suffit encore d'une valeur
approchée de celte racine do Y = o.

Gomme u est constant, nous déterminerons la racine, ici algébrique,
de Y = o et nous pourrons, pour la ^aleur p correspondante, calculer
une valeur au moins approchée de X afin d'a\oir son signe et par suite,
la position de (G,) el la variation de l'argument de Z.

Le long de (fec), comme X el Y sont seulement fonctions de u1

p ajant la valeur constante b I, nous déterminerons, pour u variant

de ua à uin les valeurs qui annulent —̂ et -z-^ qui sont des racines
" dit <)u n

d'équations algébriques en u.
Nous déterminerons les Z qui correspondent à ces valeurs et nous

obtiendrons la variation de l'argument de OJIX comme dans le cas
précédent. Toutefois si le rectangle, dont deux sommets opposés sont
des TJJ contient l'origine, nous chercherons la valeur de Y quand X = o,
X étant ici une fraction rationnelle en u.

Nous pouvons donc obtenir l'indice KÂ pour (abcd) par une résolu-
tion approchée d'équations algébriques.
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Nous pouvons diviser (À) en huit quadrilatères par des rayons dont-

les arguments sont des multiples de y* Pour chacun, u varie entre o

et ihoo; nous pouvons obtenir le nombre 11/ des racines qu'il contient
et par suite Kv_- H, + II., + . . . + IIS.

Nous pouvons subdiviser chacun de ces quadrilatères par un cercle
passant par les milieux des ra>ons et par un rajon passant par les
milieux des arcs de cercles. A.près un nombre fini d opérations, nous
obtiendrons Kv quadrilatères contenant chacun une racine. Nous pour-
rons donc obtenir chaque racine avec une approximation déterminée,

puisque après 4" opérations, p sera connu à ( * n
 k J et Q à - - ^

au plus.
Nous supposons que les racines de ML^ — ±\ — o sont simples; dans

le cas contraire, on aurait — -h M'. Lz — N ' = o, d'où en éliminant L^,
JZ ~"

l'équation ^(NIM — M'CN)—M\ == o. Nous pouvons donc, en cher-
chant si les racines de cette dernière équation vérifient (a), reconnaître
si (a) admet des racines multiples.

Remarquons que Ton peut a\oir une borne supérieure de Kv en
fonction de m et n\ en effet, soit II le nombre des racines de — = o,

-p— o,y- = o , y - = o quand z décrit (C); ce nombre ne depend que

de m et n.
Soit JI1O(XO, Yo) pour laquelle, par exemple, X 0 > o , I 0 > o . Si,

pour une autre valeur Jtt, (X1, Y^ telle que X, >> o, Y | >> o. argOJTl a
varié d'un multiple de 2 7:, X variant de Xo à X| a pris des valeurs

négatives, ce qui exige ~y~ o ou -r— = o au moins une fois. Il en est

de même pour Y pour chaque \ariation de 2 7T. Par conséquent Kv ne
o

peut dépasser — •

2. Exemple. — Soit, en supposant par exemple X > o, jx > o, •

F ( z ) = L z — z -h X -+- / n,

ici ƒ (z) = Lz~— z-\-\ H-îjui, dont on tire

X = logp — p cosö H- X, Y = 6 — p sin6 -j- jx,

"35 =
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Faisons varier z le long de (C), po = ô/t et pi = A/t étant déterminés,
en supposant k >> o par les considérations suivantes :

Pour p o = e - ^ - ' , on a X(p0 , 9 ) = — i — p0cos9<<o et par suite,
f (z) ne peut être nul dans (y/t).

Nous prendrons p< tel que

( i )
pi

et

(2) |

La première condition est réalisée si, par exemple, p4 > 4^ et p< >> ev.
Considérons les valeurs de X et Y quand z décrit le contour (C)

tracé sur le plan [A*].
Pour B = 2[A- — I]TT et p — p0, l'on a

= — i — e -*- 1 e t Y o = i(k — i ) w -h \L > o .

Le long de l'axe réel , de p0 à p4 , Y est constant et égal à Y o , d 'autre

part !—--= o pour p = i . donc X croît de X o à X ( i ) = X — i , puis

décroît jusqu 'à X(p 4 ) < o car p4 > 2 ( logp i -f- À).

Le long de (F*), p = pi et 6 varie de Q0=z 2(k — i)n à 0o-f- 2?r. O n a

et

= o p o u r Öo, O ' = Ö Ü

— = o p o u r 62 = fto •+• w e t 63 = 0O -H 3 h

tels que cos S2 = cos 03 = —
pipi

°^pi"h
O n a X = o quand c o s 9 = °^p i"h ? ce qui a lieu pour 9A = d0 + - —SI

Or, d'après la condition (1), on a cos0l = cos0 4 < -> d'où sin91

et s i n0 4 <— ^; il en résulte, d'après (2) , Y ( 9 4 ) < o et Y(0s) > o.

Les valeurs remarquables de 9 sont donc, en supposant Q >> co,

e ( , ö! , Ö 2 , e', 63, Ö 4 , 6".
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Pour 0O, on a -^ = o, -^ < o et, pour 0 variant de ô0 à 0', -^ > o;

Pour dj, on a X = o, Y < o ;

Pour 02, o ^ = = ° et> P o u r 9 variant de 02 à 03, -^ > o;

Pour o n a -T7T = < et Y =

0;/Pour 03, on a -rr = o et, pour 0 variant de 0,, à 0;/, ^ < o.

Pour 9ro on a X = o, Y > o;

Pour 0", on a X = X(0O) et Y = 0 O +arc + J A = Y (0O) H-27T.

Le long de pip0 suivant l'axe réel, on a pour (C^) un segment de
parallèle à 0 # égal à celui obtenu pour z variant de p0 à p< et distant
de 2 7T.

Le long de (y*), X varie de Iogp0-f- A — p0 à Iogp0 + X + p0 et revient
à logp -f- X — p0, tandis que Y décroît de Y(0") = Y(0O) + 2TT à Y(0O)

puisque, pour 0 diminuant de 2 71, on a ^ = i - p0 cos0 <C o.

La variation de l'argument de O JTL, quand JH décrit (C4) en passant

(

P(pr0")
P<Pi .0 o )

_ _ P ( P o , 0 " )

)

2/
*—«-

——

— P(i,0rv \

~~ IP'P,,0'J

-. î* - P<I.0O) /

y^ oc

P(Pi.fls)

Fig. 2.

par les points P ( p 0 , e o ) , P ( i , 0O), P ( p , , 0O), P ( p f , 04),

P ( P M 9 /), P ( P l , 93) , P ( P l , 9 4) , P ( P 1 , 0;/), P ( i , 9"), P ( P o , 9"), P ( P o , 0O)
est, d 'après la figure suivante, de 2TT et K A = i .

Si x — — A — i'p., onj voit que , pour A >> o, hz — z — x = o a une
racine z sur chaque pian [A] , résultat que nous obt iendrons d'ailleurs
d 'autre manière .
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3. Étude des solutions de l'équation ((3) pour (K (% \ constant

(p) hz — z^x,

x ajant une valeur déterminée.

Posons x = X + «f/., z = p<??ô. On obtient le système

log p — p cos6 = X, 0 — p sin 6 = pi

dont on tire l'équation en 0

s inB

Posons

~ ' A N _ 6 — J * . 8(6) = .

Considérons oc et (3 pour # dans un intervalle [2/^71,
h pouvant prendre toute valeur entière de — 00 à 4- 00.

fi suffit de considérer JJL > o, car a et (3 prennent les mêmes valeurs
pour 0 = o), jui == /?̂  et pour 0 — — w, p. = — 7/2.

A. Considérons d'abord l'intervalle [2/VTT, 2/V7rH-27r] contenant, au
sens strict, la valeur de p. et supposons de plus 2 kit <C p- < 2 A"TT + TT,
puisque, pour deux couples de \aleurs [x et 0 qui diffèrent de S/TTT H-TU

de la même quantité, a et (3 prennent les mêmes valeurs.
Le cas où JJ. est un multiple de 271 sera considéré au paragraphe ht.
On a seulement a >> o pour {/.< 0 < 2/TTT 4- TT et, dans cet intervalle,

a croissante car, pour 0 < 2/VTT 4- -> il résulte des inégalités

l'inégalité
afo _ sin 6 — ( 0 — [x ) cos ô

> 0

qui reste vérifiée quand on a 2/VTT 4 - - <0<2/V7T4-Tr, car alors co s0< o.

0. Supposons 2/VTU 4- - < ^ < 2kn 4- TT.

Quand 0 varie de/JL à 2/1:71 4- 7r? a croît de o à 4- 00, tandis que |3 décroît
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de e^ à o, car on a cosQ < o et (9 — p i ) > o, d'où résulte

—(e —^L)]
< 0

On a donc ô = o pour une seule valeur 9 de l'intervalle.

TU

b. Supposons 2 km <C p <C 2 kit -\—•

On a encore jk^o pour 8 entre 2kz-Jt~- et 2kn-i-n et, d'autre

part ~j >> o et, pour 9 = 2kit H—> j3=:e^ >> — >>«-= 2 £71 H p,

si \ est assez grand. D'autre part, ona[3=roeta = -4-oo pour 9 = 2/r7T-f- 7r
et par suite, ô ~— o pour une seule valeur 9 dans cet intervalle

\ikx -h - 5 > kn -h x •

L'intei^alle p, 2/r7rH-^ ne contient pas de racines, car a croît

de o à 2/TTT -h - — p, tandis que (3 croît de e^ à ^cos2°'+/
? qui correspond

à 9' telle que (ô'—p) = sinO' cosö'. valeur pour laquelle -~ = o, et

décroit ensuite jusqu'à e^. On a donc (3 >> a dans tout cet intervalle.
Il reste à montrer que, p étant fixe, d = o admet toujours une racine

quand 1 varie. Or

S = _ _ T _ 1 e sme = 0

sinO

définit Ô comme fonction de X. Considérons inversement X comme fonc-
tion de 9 en écrhant

s i t iO

A toute valeur 9 comprise entre pet 2 A"7i + 7r correspond une valeur À
et, d'autre part, dans

K̂ __ [(8 — ixy— 2(6 — tx) feinö cosö -+- sin26] - t e - ^ ^

le crochet, supérieur à [9 — p. — sinô]J. est toujours positif.
Il en résulte que X est une fonction monotone de #, qui varie dans

l'intervalle précèdent et, inversement, qu'à toute valeur 1 correspond
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une seule valeur 0 dans cel Intervalle, et cela quel que soit JUI yé 2 A1?:, car
nous n'avons fait aucune hypothèse sur k.

Vérifions-le en procédant par continuité. Pour l=z log 2/f7r + - — /JL

on a 0 = 2 kv: -f- - et l'on peut calculer 0 de proche en proche en partant

de cette valeur puisque, en supposant/J. ̂ é 2/1:71, on ne peut avoir -^ = o.

Il faudrait en effet pour cela oc = [3 et -^ = ~\ or,

sinö —(6 — jj.)cose = 3[sin6cosö —(6 —JJL)]

nécessiterait, en divisant par sinö,

1 — a cos 6 = a cos 0 — a2 ou a = cos 6 zb /cos2 6 — 1 > 0,

donc cos0 = 1 = a.
On aurait cos0 = 1 = e 1^, donc X = — 1 et 9 = 2kn~ p..
Donc l'intervalle [2/̂ 71, 2^^-1-271] dans lequel (ô — JJL) s'annule, ne

contient qu'une racine 9 de 0 = o.

B. Considérons maintenant l'intervalle [2/^7:, 2ÀTT + 2 7r] avec h^> k,
ce qui donne (0 — p.) >> o.

Pour avoir a >> o, il faut sin0>>o, donc 0 compris entre 2hn:
et 2hn + 7T.

On a ici -^ toujours négative, tandis que ^ s'annule une fois.

Pour 9 = 2/i7T + e, 5£ est grand, mais (3 est grand comme ea et
l'on a (3 > a.

Pour 0 = 2^71 + 71 — £, a est grand, tandis que (3 est petit et
l'on a (3 < a.

On a donc 3 = o pour un nombre impair de valeurs 0 dans l'intervalle.
Or le minimum de a correspondant à une valeur 9lf pour laquelle

/ Ûlf \ COS 6" . , I n L-\

( l^ shTr = l ' c c ^ d o n n e a = c ^ r e t P = e '
On a donc, pour À assez grand, [3 ;> a et, comme entre 9" et 2^71 + 71,

ô est croissante, il y a une seule racine de à = o dans [9\ 2hiz-\- TT].
11 ne peut y avoir, d'autre part, qu'un nombre pair de racines

dans I 2Zi7r, 0""]. Pour une telle racine, on aurait (3 = a ainsi que

~ - s i n 2 e — 2(0 — ft) sinQ cos9 -+- (Ö -

THKSB LEFEBVRE.
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Or le signe de -^ ne pouvant être le même pour toutes les racines,

le nombre des racines est donc nul.
On a donc une seule racine Q dans [2/171, 2/̂ 71 + 271] pour X assez

grand et l'on verrait comme plus haut qu'il en est de même quand X varie.
On a le même résultat pour [2/^71, 2/171 + 271] avec h <C k\ par une

discussion analogue; toutefois, comme (Q— p.) < o, il faut s in$<o .
En définitive, pour toute valeur x pour laquelle \L n'est pas multiple

de 2 7T, on a1 pour toute valeur entière de h, une seule racine Zk
d'argument 9h compris entre i(h — \)n et 2JA7T.

4. Étude des solutions de l'équation ((3) pour (K(x) constant. —
D'après ce qui précède, lorsque X varie, p restant fixe et différent
de 2A"7r, chaque S h reste intérieur à l'inter\alie qui lui correspond.
Faisons maintenant varier p. en laissant X ^é— 1 fixe.

Chaque 9h définie par à = o est une fonction continue de j * ,
pour p. y£ 2/11:, puisque

sinQ[sinO — (9 — |j ,)cos6]
sin2O — 2(0 — fx)sin6 cosO -h (6 —

a une valeur finie bien déterminée.

Il en résulte que si JJL croît d'une valeur jjt.o, comprise entre 2kv: — 271
et 2A-7T jusqu'à 2/:7r, les 9h prennent les valeurs que l'on détermine en
faisant p. = 2 A"7r dans les relations initiales.

Or 9^ et 9k+i comprises, pour p = JJL0 , dans [2A*TT — 2 7T, 2A"TT]

et [2/TTT, 2À"7T-f- 2TT] peuvent seules prendre avec JJL la valeur 2/r7r, les
autres racines restant dans des intervalles séparés les uns des autres.

Si 9 -— [i. = 2 A 71, on doit avoir logp — p = X.
Pour déterminer les valeurs de X pour lesquelles cette équation a des

racines, posons p(p) = logp, w(p) = p + X et construisons la courbe {y)

et la droite (w) de coefficient 1. Ici -£• = - est égale à 1 pour p = 1 et

la tangente (T) correspondante coupe l'autre axe au point — 1.
Par suite (w) rencontre (p) , si X < — 1, en deux points d'abs-

cisses p, < 1 et p.2 > 1 ou, si X > — 1, ne la rencontre pas.
Si l'on a À < — i, 9 k et 0#+, prennent la valeur 2 kv: avec p. et, lorsque f-t

dépasse cette valeur, 9k passe dans [2/f7r, 2^71-h 27t] et 9*+i

dans [2A"7T — 271, 2kn].



En eflel posons avant la traversée de la valeur ikv:

4u = 2Àrc — e, O A = > A - — TJ/ ( s > o , - r j * > o ) ;

la limite de — reste finie quand s tend vers o, car la seconde relation

(x)
(w)

?2 9

Fig. 3.

initiale donne 2/TTT— YJ*—p[—YJ/O . . . ] = 2/r7C— e, d'où — = i — p

et comme p doit tendre vers p4 ou p3, ceci exclut p2 > i et l'on a

lim nx = —i— . De même, en posant 9*_H = 2 /TÎT + yj^+,, on a

lim

Comme les dérivées des racines 9* et 9^+i pai' rapport à p. sont : la
première positive et la seconde négative quand p. traverse la valeur 2 A*?:,
il en résulte qu'après cette traversée, 9* est comprise dans l'inter-
valle [aA-TT, 'if* 71 4- 27:] et 0A+4 dans l'intervalle [2À7: — 27r, 2/TTT].

Si p. passe parla valeur 2 A"7i -f- '>r., 0/x passe dans f 2 A TT-f-271, 2^71 + 4^]
tandis que ^^^5 passe dans [2Â7T, 2/c7r + 27rJ, . . . . Si p. croît indéfini-
ment, il en est de même de 9*, tandis que Q/x+i, 9/^j ••• passent
successivement dans Tintervalle inférieur à celui dans lequel est comprise
leur valeur initiale et y demeurent ensuite.

Considérons les variations de ..., Bk_^ 9A, 0Xi1, Ô/lfJ . . . quand p croît
^ e F o < zkn à p. > 2 (A* + 2) ru, X restant fixe et inférieure — 1.

La valeur initiale de Ô/t_, est comprise dans [2 (A — ̂ )7r-}-ir, 2(/c— I)TC]
puisque (9 — p ) < ; O ; sinö^^ ne pouvant s'annuler, 9/,_, demeure dans



3TC k-i — P-cet intervalle et tend vers 2(/r — 2)71+ — puisque

indéfiniment, cosQk_l doit tendre vers o en restant positif.

Comme l'équation k~i~~ ** = e1 n'a pas de racine pour

croissant

la différence 0*__,— p ( / c — 2)71-4—- demeure positive; pour la

branche zk-\ correspondante, p/l-i= ~̂1
ft~" ** croît comme p.. Les con-

clusions seraient les mêmes pour une branche d'indice inférieur à k — 1.
Passons à 0*« Nous supposons ikn — 7r << p. < 2À7r. La valeur ini-

tiale de 9/t. est elle-même comprise entre 'iÀ?: — TT et >.A7r car, dans

Fig. 4.

— 27T, 2kn— K ] , on aurait (0* — /JL) < o et sin0A> o, ce qui est
impossible.

Comme nous le savons, Qk tend vers 2^TT avec a et

pour cette valeur, pk prend la valeur p^.
Pour 11 compris dans [2À7T, 2kn -{- TU], 0* est comprise dans le

ll Q

—!—5
i - P i 5

[ ] p
intervalle. Quand p. passe par la valeur 2&7r-4-7r, 0* prend aussi cettç
valeur puisque p. devenant compris dans [2A7i + 7r, 2/c7i + 27r], 0̂  doit



aussi être comprise dans cet intervalle. Quand /JL = 2A"7r 4- n = 0#,
pk prend la valeur p'', unique racine de log p 4- p = X, quel que soit X.

La courbe 0/l(f
JL) e s t symétrique par rapport au point/JL= 2 #714-71 = 0/,,

puisque, si pour p/ = r> A iz 4- T. — w, l'on a 0'A = 2 ATT 4- TT — T, pour
p. / /= 2 A TU 4- Tt 4- o), l'on a 0/( = 2 ATT 4- TT 4- T.

D'autre part. p/t varie de p, à p', puis de p' à pf ; en effet considérons

p̂  = \ ^ : on a, d'après la \aleur de -jk ?

^7 "" sin20/, — ?(6A — jx) sin 0^ cos 6/t H- (6^ — fi.)2'

qui est nulle pour od ATT, 2A"TT 4- TT, 2 ATT 4- ^TT, -ƒ restant uni.

Passons à 0̂  t.l. Sa valeur initiale est comprise entre 2 A TT et 2 Arc 4- T:,
Û 1 1 / 1 / f ^ ^+i \ 1 ^et 0* 4̂ passe par la valeur 2 A 7: avec /JL ; on a alors ( —-,— 1 = << o,

p2 étant la valeur correspondante de p^_1. Quand \x dépasse 2A7:,
0/l+i devenue inférieure à 2/17: se comporte comme 0/,_|.

De même 0/l + 2 passe par la valeur 2 (A 4- J )7: ainsi que 0/, quand [j.
atteint cette \aleur.

Au contraire, si ) >>—1, tous les 0 restent dans leurs intervalles
initiaux. Donc, si l'on considère de petits circuits (ci) , (y). (c2) décrits

2*71

Fig. 5.

autour des points px ({/. = 2A"7r, X > — 1 ) , g(/tx = 2A-7T, X = — 1),
/>2(p.-= 2 ATT, X < — 1 ) on voit que l'effet de (c 4 ) est nul. 11 en est de
même do (c2) car quand a? passe par «27 0*+i devient inférieur à 2/TTT
e^ 0A supérieur, mais quand x passe par b2, 0/x^_i redevient supérieur
à vki: et (9/, inférieur.

Pour (y) au contraire, lorsque r̂ passe en a, 0* et 0/4 , restent respec-
tivement inférieur et supérieur à 9 kiz, tandis que lorsque x passe en p,

7 devient supérieur à ikn et Bk , inférieur, jusqu'au retour de x en x0.



On a donc, en désignant por ~Zk et ~/, la valeur initiale et la valeur
finale de Zk pour x = a?0,

5. Étude des solutions de l'équation ((3) quand # décrit un rayon. —
Considérons maintenant la variation d'une branche ZL quand x décrit
un rayon d'argument t, de sorte que 1= Icost, p = Isint.

Si cost < o , o n a ) < — i pour / assez grand et, par ce qui précède,
nous savons qu'un d croît indéfiniment a\ec p.

La racine pi de logp — p ẑ r / = lcost tend \ers o quand / décroit

indéfiniment et il en est de même de 0 — / sint, puisque p = . ' •

II y a donc ici une branche de croissance exceptionnelle, que nous
désignerons par (e), dont V argument croit nomme Isint, tandis que
le module tend vers o comme <?/M)S/, comme nous le \errons au
S 41. Pour les autres branches, que nous désignerons par (o), p croît

comme et 9 varie d'une quantité inférieure à 4TT, puisque d demeure

dans l'intervalle inférieur à l'intervalle initial, quand /JL croît indéfi-
niment.

Si cos£>o, il n'y a pas de branche (e).
Si nous comparons ces résultats avec ceux que Ton obtient quand x

décrit la droite X = X0<C—i, nous constatons que les branches ZK+U

varient comme les branches (o), c'est-à-dire puh croissant comme p. au
lieu de / et Qk±h variant dans les deux cas d'une quanlité bornée. Au
contraire, Zk décrit une infinité de fois une courbe fermée p*, variant
entre pi et p', dont les valeurs sont indépendantes de p. et restent inva-
riables.

Tci. p̂  de zjy tend vers o comme eit0*' et z^ qui est (<?). admet comme
Q COS t

asymptote la spirale R — e smt.
En effet, en posant Z = Rei6, LZ = x donne

ici, p==^cos^pcos0 d o n n e < p U i s q u e / =

ncos<
0 —. e sin l Y sin l

smt

m/—6)

il en résulte '- = e sm/ — i, qui tend vers o avec p.



6. Étude de l'échange des branches de z(x) définie par ((3). — On
peut échanger la branche (e) avec une branche (o) quelconque en
faisant tourner x autour du \k correspondant.

Elle admet donc, comme l'écrivait P. Boutroux, tous les \k comme
points critiques, tandis qu'une branche (o) n'en admet que deux, qui
sont, pour Zh, les points \h-\ et 'lh-

En effet, soient (y*), (y*-n), ( Ï * + 2 ) des contours entourant £*, £*+l,
£*+2 et reliés par des chemins simples situés dans le demi-plan pour
lequel > > — i.

Si x part de %Q, décrit (y*) et arrive en xu la branche dont l'argu-
ment est alors dans [2Â"7T, 2(k -f-1)TT], est zk, zk+A ayant son argument
dans [2 (A — 1)71, 2/t7r]. De même #, partant de xu décrivant (jk+\) et
arrivant en x2 amène l'argument de zk dans [ 2 ^ + 1)71, 2(A -f- 2)71].
Si alors 3?, partant de #2 , décrit (y^+2) et revient en #2 , l'argument
de Zk arrive et demeure dans [2 (A -h 2)71, 2(A1 -f- 3)TT], tandis que celui
de zk+a devient compris dans [2 (^ + 1)71, 2(/r + 2)7r].

Si ^ revient ensuite en x0 en décrivant (y^H <) et (y^) en sens inverse,
^A+3 prend comme valeur finale la valeur initiale de zk\ la valeur finale
de Zk étant la valeur initiale de ^+3 .

On a donc échangé zjx et ^+3 erl tournant successivement autour

Mais on peut aussi, en déplaçant x dans le demi-plan pour lequel
A <C— 1, en tournant autour de £/l+2 et en revenant en a?0, échanger ^

En effet, dans le demi-plan gauche, zk devient (e), son argument passe



de l'intervalle [2(k— I)TT, zkv:] à l'intervalle [â(À + 1)71, i{k + 2)7:]
quand x décrit xox'; puis, quand x décrit (Y*+2)? notre branche
s'échange avec zk+z et son argument demeure dans [2 (k + 2)7:, 2 (£ + 3)TT]

Fig. 7.

quand x revient de rf à x0; zk+3i qui est (e), prend comme valeur finale
la valeur initiale de z/t.

On a donc échangé zk et ^ + 3 en tournant seulement autour

7. Extension des résultats précédents à l'équation

') VLz — z*=x«

étant une constance complexe quelconque.

Posons z =yev'\ il vient dans (£J')

VLy — ynert'"= o.

On peut donc, en supposant cette transformation effectuée, écrire ((3')

(P') — ^ » = o.

Nous voulons montrer que cette équation, que nous rencontrerons dans
la suite, admet n racines d'arguments Qk compris dans un intervalle
d'étendue 271.

Posons z»=v = p|Ci'Os v = ne-l-w; il faut résoudre
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et, en posant encore v •-= e^-^w,

W = — \ — £ |JL -f- L (*>

dont, en posant w = p^e1^, on tire l'équation 2. = e * smöï , qui

a une seule racine 9» par intervalle d'étendue 27:, d'après le paragraphe 3,
II en résulte, pour ^ = 02 — /JL, une racine 9, dans chacun des intervalles

[ 2 ÀnT. — IJL, (ïkn -h 2)x — \x], . . . , [(J À AI H - 2 n — 2)iz — fx, (9 Ln •+• i? n) T. — ;JL J

et, par suite, n racines 9 dans 2A7T — -> ïkn + 271 — - ; pour clia-

cune desquelles p est d'ordre k11.

Ici cos^o tend vers o avec -. et les 9 ont n limites distinctes, qui

diffèrent d'environ — •
n

8. Étude de l'équation (y)

Nous supposons que x = Ze" a une valeur déterminée et nous nous pro-
posons de montrer qu'il existe une branche zi dont l'argument 6̂  est
compris dans l'intervalle \t + 2(A — I)TT. ƒ + ^ATT] quel que soit l'entier A.
Nous rechercherons en oulre ^ers quelles \aleurs tendent 0/, et p / = | z-i
lorsque k croit indéfiniment.

En posant z = pef0, on a le sjstème

p logo cosO — pO hinO = /cos£, p logp sinÖ -t- p0 cos8 = l sint

dont on tire les relations

plogo = lcos(t — 6), p6 = / bh\(t— 6)

et dont la résolution revient à chercher les racines de â4(0) = o, en
posant

Considérons les variations de ai et (3, lorsque 0 varie dans un inter-
valle d'étendue 271 pour lequel on a a<>o.

Si l'on suppose 0 >> o, on doit avoir 2 7in-\-t-\-ix<^Q<^i mt-\-t + 2 7T.
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Considérons les valeurs de OLK et (3, pour des valeurs 0' et 9" voisines
des extrémités de cet intervalle.

PourÖ / =2 7i7T+^+97T—e? ^ est petit, j3< est grand et l'on a 8-i(0")<o.

Pour 0 ' = 2^71-}- -̂f-7T + s, a< est voisin de t > /^ + t+. ~ e t P*

de e~^ £ ' .
On a donc d, (9') > o pour s assez petit et par suite, ô, = o pour un

nombre impair de valeurs de l'intervalle.
Ce nombre se réduit à i car, dans le cas contraire, le signe de S\ ne

serait pas Je même pour toutes les racines, or

<7ôj _ f O cos(t — 0) H- sin(/ — 0)1 rcus(/ — 0)
! - 0 )

devient, si a, = (3,,

Comme J'on a

— 0)

>2, quel que soito-, on voit, en posante:
— 0)

que le signe du crochet est celui de sin(£ — 0), qui est -+- dans tout
Pinter\alle considéré; on aurait donc 8 /

1(0,-)<o, quelle que soit la
racine 0-L.

Il en résulte ài = o pour une seule racine dans

[t ~, /

et, par suite dans [t-\- 2/17T, t -\- 2(71 -\- 1 )TT].
Il en est de même pour 6 <; o. En effet, à tout système de valeurs t2

et 0" <C o correspond le système l\ = 'ir. — t> et &" = — 0K pour lequel a4

et (3, prennent les mêmes valeurs que pour le premier.
On <( donc, quel que soit n, d{ = o pour une seule ravine 0 rfo//w

tout intervalle [t-{- ini:, ^ + >.(/̂  + I)TT], sauf toutefois pour [271 -f-1, t],
qui contient la valeur o pour laquelle a1 est discontinue.

Cet intervalle contient, par exception, deux ravines 0 de è\ = o.
Supposons, par exemple, o <C t <C 7r.
L'intenalle [^-—271, ^ — 7r] esl analogue à ceux déjà considérés, il

contient donc une racine (9_1 de ôj = o.
Dans [t — 7T, ̂ J, on a a, < o entre t — 71 et o. On a ensuite, pour 9 = s,

a, grand positif, tandis que (3, es! M)isin de 1, d'où 34 ( s ) > o ; pour
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O = t — s, a, esl voisin de o, tandis que (34 est grand, d'où <$|(£ — £ ) < o.

On a donc §\ = o pour une valeur 0O de l ' intervalle.

Il en est de même si l'on suppose 7r <C £ <C 271 dans [ £ — 27:. O ] et

[£ — 7T, t \ Comme 0* croît indéfiniment avec A", p * = ^ — tend

\ers o et 0/, -̂ —T JTT doit tendre vers — oo, il faut donc que

<•<*(*—0/)<o.

En posant —-— — = YJ, cos ( / — 0/ , )= Ç, 0 ^ 0 ^ ) = o donne /yj = e* ou

Ç = yj log/ + y} logyj, ce qui nécessite que Ç soit peti t avec YÎ; donc,

si o < f < 7 r e t 0 / , > o , 9/, tend vers t-\-i(k — 1)71—-? sin(^ — Qtx)

devant être positif.

9. Extension des résultats précédents à l'équation

(Y') ""' ^u = J •

(y ;) devient, en posant um — z, my = x, l 'équation ( y ) .

Si u=zTeiM, on voit qu 'aux racines rJIHkA ,, 0m/xi2t . . . , 0 m / l + m de dl = o

qui correspondent aux intervalles

correspondent m racines ot)/l+, dans [2^:71, 2/171 + 271], qui diffèrent

d'une quantité voisine de —> puisque les racines 0 diffèrent d'une
quantité voisine de 271.

1

D'autre part, r/{, { est de l'ordre de k m, puisque les modules p sont
de Tordre de A1-1.

10. Notations et définitions. — Soient/?, q, r les degrés respectifs
des polynômes P, Q, R qui figurent dans

(0 P L * H - Q = # R ,

où
P = a o - h « j ^ -+- . . .-h ClpZP, Q = 60-h 61 £ -h . . .-h bgZ?,

R = Co -H Ci £ -h . . . -f- Cr*'* J



- 28 —

nous poserons

ai =\aj\ «»/, bj = | bj | e% c, = | cj | «*/.

JNous supposerons ^ différent de p et r, ce qui ne restreint pas la géné-

ralilé, car si q = p, en posant z =• z'e Up, on a q~p— i dans la
nouvelle relation (t) en z'.

De même, si q = r, il suffit de poser # = x' H—- pour avoir q = r— i

dans la nouvelle relation en x'.

Plan [À]. — Eu posant £ = pe'°, nous dirons que zk appartient au
plan f A] si Ton a 2 (À' — 1)71^6/, < 2 kit.

Surface (2). — Nous appellerons surface (2) la surface formée par
l'ensemble des plans [A], pour À variant de — 00 à H- 00; le plan [/r] étant
relié par le bord supérieur de l'axe réel positif au bord inférieur de Taxe
réel positif du plan [A' 4- 1].

Ordre. — Nous dirons que b esl de Tordre de a si demeure

compris entre deux nombres fixes M| el M2 non nuls quand \a\ croît
indéfiniment ou tend vers o.

De même, b est d'ordre inférieur à a si tend vers o.

Points Ç et \. — Nous appellerons Ç les racines de l'équation (E), de

forme (a), que nous rencontrerons au cours de l'étude de -T-J

(E) z(¥'\\ — R'P)L^ +^(O 'R-R 'Q)+ PR = o,

et nous désignerons par \ les valeurs x qui leur correspondent lorsque
l'on fait z = Ç dans (I).

iNous poserons, en général, x = te*7, ^ = peîOet nous désignerons parrj
ot 77' les racines de P = o et R 1= o.

11. Démonstration fondamentale. — Pour déterminer les racines
de (I), nous utiliserons un calcul d'approximations que nous dévelop-
perons de la manière suivante :

Soit z0 une constante ou une racine d'une équation ((3) ou ((3'),
T 0]1 (ï'X que n 0 l l s formerons suivant la nature de la relation (I) et la
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valeur particulière de x, de manière à annuler les termes prépondéranls
dans (I).

xNous écrirons (I) sous la forme

nous partirons de z0 et nous formerons successivement

Nous tracerons, de z{) comme centre avec un rayon o-p0, un cercle (c),
Œ étant assez petit pour que (c) ne renferme pas certains points qui sont
singuliers pour o(z), et nous établirons la convergence des approxi-
mations en montrant quo les zn restent dans (c) quel que soit n si Ton a

quand z est dans (c).
Pour réaliser la première condition, nous écrirons

il faudra donc

— ^0 I = Po

ou

Nous remplacerons cette inégalité par la suivante :

en établissant au préalable l'inégalité (Ö)

vérifiée pour [ a | assez petit e t m ^ i .
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Si j i 4- a | > i, on a évidemment

d'où («J), puisque le premier membre est supérieur à i.
i

Si 11 -h a | < i, posons i — [i -f-a]" '= v\ il vient

i -h a = i — mv -h
m ( m — i )

et I a I = ' mv !

Comme | *> | est petit avec | a j , on peut écrire (m-i)

s étant petit avec | v |, il en résulte | a | > | mp | (i — e) ou enfin

< <

Nous poserons pour notre démonstration ^(^o) = a e t nous devrons
établir que \ty ](^o) tend vers o si z0 est déterminé par des conditions
initiales convenablement choisies.

On déduit de l'égalité

j

l'inégalité

| zn+i — zn\ <\ zn — zn—t | max j y'z j le long de zn—izn.

Soit N < i le maximum de | ®'z | dans (G). Gomme l'on a

| Zn-^-i— ZQ j
n—1 ,

il en résulte

Zn+1 — ̂ 0 I <
I — N

En particulier, si fa seconde condition est remplie, c'est-à-dire si

l'on a | <p'z | < N < -1, il résultera

\ — £o |

qui montre que zn+\ sera dans (C) quel que soit n.

Comme \zn+y — zn\ tend vers o avec —5 les zn onl un point limite Z
dans (C).



CHAPITRE H.
DÉTERMINATION DES BRANCHES z POUR UNE VALEUR x QUELCONQUE.

12. Détermination des branches zk qui restent bornées quand k croit
indéfiniment. — Supposons d'abord « 0 / ^ o.

Nous supposons x quelconque, mais distincl des/? valeurs x, = ~, ' »

ru étant Fiine des racines de P = o. Pour uue telle valeur, zki=rtt

\érifie (I) . Lorsque A" croît, il en est de même de | Lx | = y/(logp)J + 0L\

tandis que | xK — Q | reste borné si p est borné. Tl faut donc que | P(V) |

tende vers o, c'est-à-dire que les zf>i soient voisins de ri,.
Proposons-nous de déterminer une branche r7 \oisine de r,M en négli-

geant d'écrire les indices A et i dans ce qui suit.
Pour la marche, analogue à celle du paragraphe 11, nous prendrons

zo = n. c'est-à-dire p0 — | r\ |, d0 = argyj + 2 (A— 1)7:. avec o <C arg <<27r.
Posons, si n est racine d'ordre m d e P = o, P = (z — YÎV"S, il vient

Supposons le rayon à du cercle (C) de centre ^0 assez petit pour
que (C) ne renferme pas l'origine, ni aucune racine de ^ R — Q , ni
aucun homologue d'une autre racine y].

On a, pour la condition a° (§ 11),

m J
le module du premier crochet est de Tordre de | L^ \-<, celui du second,

de l'ordre de | Lz f""̂ , par suite | y'z \ est de l'ordre de | hz f7" et comme

| L ^ | > 2 ( A - — i)7T, on a, dans (C), pour | A | > A'0 assez grand, \y'z | < ~-
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On a, pour la condition i° (§11), si m = i,

»-Q(*o)

et, comme S est ici indépendant de /r, on a, si | k | >> k"0 assez grand,

Si m >> i, les m points z{ = ®(z{)) qui résultent des m déterminations
du crochet sont les sommets d'un polynôme régulier de centre z0,

distants entre eu* de 2 d = i | Z\ — z{)\ sin — • Pour une détermination cp̂

de cp(,30), on peut tracer un cercle (C) de centre Z,/4 et de rayon

d=\z{ — ^ 0 | s i n ~ et déterminer A"o tel que pour \k\^>k"{V l'on ait

~ i di de sorte que (C) soit contenu dans (C).

En désignant par N < i le maximum de | o'z | dans (C). on a

S i N < 1—:'> on a — ^ < sin — ? et zn+\ est dans (C), quel
i -h sin —

/r'o, l'on aitque soit n. On peut encore déterminer k'o tel que pour | A-
dans (G), et par suite aussi dans (G'), | yz \ < N.

En partant des m points z^, nous déterminerons ainsi m branches Z
limites des z,n chacune dans un cercle (C;) contenu dans (C).

En opérant ainsi pour les p racines YJ, quand A*|^>K0, lui-même
supérieur aux différents k'{) et Ao qui leur correspondent; nous détermi-
nerons, sur tout plan \_fc\p branches Z voisines des •/).

13. Nous allons compléter le calcul précédent dans le cas où am^é o,
mais aQ = aK = . . . = am_, = o. afin de déterminer les branches voisines
de l'origine.

Comme nous ne pouvons prendre zo= o comme valeur initiale, nous

partirons, en posant y = c°^"~6°, de l'une des racines, sur le plan [k],

de l'équation



— 33 —

qui, d'après le paragraphe 9, admet m racines voisines de o et dont le
_j_

module p0 est d'ordre k 'n.
Posons

P = zm(am-+- am+iz -h.. .-h apzP-m) = zmS

et écrivons (I)

c$x — 6Q-H Z[C\X —

.. .-h apzP~m

et, en posant

B =

A = a m H H- . . . -4- <

61 H- £ ( C 2 # — 6-2)

dont on tire, en posant v(z) =

Oaa

am{am-+-zk)

' • '

ce qui donne

La quantité ty(z0) du paragraphe 11 est ici fsZifîLi.

Gomme p0 est petit, x(zo) e s t voisine de x(0)? c'est-à-dire de

B ( o ) - j A ( o ) __ x(amc1 — am 4-1 c0) -— (am ^i — am+-i 60)

donc | ̂ (^0) | est de l'ordre de p0 et, d'après l'inégalité ( J ) , \z{ — zo\ est

d'ordre inférieur ou égal à pl+™.

Nous savons, d'après 9 que les 90 du plan [k] diffèrent d'environ — ,

nous pouvons donc, de chaque z0 comme centre, décrire un cercle (G)
de rayon àf ne contenant pas d'autre zQ, tel que l'on ait à'>2 \ zK — z01,
la distance de deux z() étant de l'ordre de p0.

THESE LEFEBVRE.



— 34 —

On peut donc supposer z\z{— &o\<àf<Z~ et par suite, pour z

dans (C) ,

P o < p < - Po.

Considérons

' - 1 ïl±IlL _ iL±IÎÏ] \Z
Y - ~ ml hz z(Lz)ï J [

Supposons m >> 1.

Gomme | L s | est d'ordre /:<, est d'ordre k "\ D'autre pari,

(y + zj) est voisine dey et par suite x ~+" *x'— ̂ "^ •—

est borné et, à cause du facteur [ L s ] m, on a, pour A' assez grand,

Supposons m = 1.

Ici \z{ — zd I = po est d'ordre inférieur à p^; d'autre part

dans ( C ) est voisin de e t
? par suite |cp |̂, tend

encore vers o avec 7 •k
On a donc m branches Z limites des: zn et voisines de Vorigine,

14. Déterminations des branches qui ne restent pas bornées quand k
croît et qui existent lorsque p n'est pas le plus grand des nombres y>, q,
r. — On peut poser, pour une valeur x déterminée,

xR — Q = S = dsz
s-h ds-iZ'—1 + . . . + flf|2+öf0

et écrire (1), en posant s —p = n et divisant par dsz
p

ds \ z zP j ds\ zP J

et, en posant encore

y__af) ^ 1 / aA;__! a0 \ 1 /

— B, [lfLz -t- AL^ — Bf « 9(3).
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Soit Zçs une racine de l'équation (j3;)

z\\ — X'L^0= o.
Formons

Considérons

O n a i c i l i ! i / - x ' — w — vTT" a u P^us ^ e l 'or (ire de p0 ' ; on peut

donc écrire, M étant fixe et ne dépendant que des coefficients a et d,

i - 1

'*i — z0 < M p 0
 M.

D'autre part

c'z = I rX "̂  A -+- A'L^ — B'l [VL* -+- Ahz — Bf "*.

Dans un cercle (G') de centre z0 et de rayon <xp0 ? où o- <[ <r0 <C i, | Lz | est
de l'ordre de | L^o |, c'est-à-dire de p'J; par suite, le module du premier
crochet esl d'ordre p'o

l~~\ tandis que celui du second est d'ordre pj~";
|cplj| est donc d'ordre p~̂  et l'on a. pour p0 assez grand,
II en résulte

Mp0 "
< ?

et, pour avoir | ̂ ,l+1 — *01 < crp0, il suffit que p j > _ N «
i

II en est ainsi pour k assez grand, puisque p0 croît comme kfi.

Ainsi, pour r>p ou q>p* on a, sur le plan [A], (s—p)
branches zk% s étant le plus grand des entiers r et q; ce qui donne,
avec les p'branches bornées, s branches. Si p>s, on a p branches
bornées.

Dans tous les cas, le nombre des branches est le plus grand des
entiers p, q. r.

Ce qui précède n'est valable que pour | k \ > K, R étant un entier ne
dépendant que de x et des coefficients de P, Q. R.



Remarque. — Nous pouvons résoudre d'une manière générale, c'est-
à-dire pour k assez grand, par une suite d'approximations, les équa-
tions (j3) et (y).

= L S H- 3 ? =

Formons z,^\ = 91 (z/i)i en prenant

Lx = log| x | -+- i\t -h 2(k — 1)7:] et zo= Lx •+- x,

ce qui donne

Z\ — £0 L^o-4- X — Lx — X

En prenant

hx -\- x

!-+-/arc tang

Lx -+- x

le module du numérateur est de l'ordre de log/r, tandis que le dénomi-
nateur est»de l'ordre de k.

D'autre part | cp;,| = ; est, dans le voisinage de s0) de l'ordre de v5

ce qui assure la convergence

(T) * = £ = ?*(*)•

Prenons ici £ (>= — e t encore Lx = log | ^ | -h t [ ^ + 2 (A*—O 7 1 ]*

On a

£0 Lx I ' Lx

en prenant encore

L z0 = log | z0 I -4- i are tang

Lx Lx —

^ ( A: — i)w,

on voit que Ie module du numérateur est encore de l'ordre de log | z0 |,
c'est-à-dire de log/r, tandis que | hz01 est de l'ordre de /r.

D'autre part | cp'2 J=

Or, dans le voisinage de z0. est de l'ordre de qui est

de l'ordre de À, ainsi d'ailleurs que

Par suite | cp;
2| est encore de l'ordre de j 5 ce qui assure la convergence»
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15. Absence d'autres branches distinctes des Z. — Nous voulons
établir maintenant qu'il n'existe pas de branches z' distinctes des
branches Z, obtenues dans les paragraphes 12, 13 et 14 par approxima-
tions à partir d'une valeur initiale z0.

Plan ( k )

Fig. 8.

Pour les racines Z grandes avec A1, nous montrerons dans les para-
graphes 17 et 18 que :

i° Pour toute racine z\ il y a une valeur initiale z0 telle que Von
I r], S étant indépendant de k {mais non de x);ait I z ~~ p

2° Comme on a de même |Z 5. il en résulte zf -
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3° On peut décrire un cercle (F) de centre z' et de rayon A* tel
que z' soit la seule racine de (I) dans (F);

4° Comme àk'croit comme une puissance de k, on a A*>> 2 0 pour k
assez grand, Z étant alors dans (F) doit se confondre avec z1.

Pour les racines Z qui restent bornées, nous montrerons, dans les
paragraphes 20, 21 et 22, que :

i° Pour toute racine zf, il y a une valeur initiale z0 telle que Von

ait \z!— z{) | <C àk. ô# tendant vers o avec -? (^ étant fixe);

'i° On a de même | Z — z{) j <C ô/., d'où \ z'—• Z | <C 2<5#;
3° On peut décrire un cercle (y) de centre z' et de rayon &

supérieur à un nombre fixe non nul indépendant de k (mais non
de œ), tel que z' soit la seule racine de (1) dans (y);

4° ^Comme oi tend vers o, on a â'>2Ô* pour k assez grand;
Z étant alors dans (y) doit se confondre avec z'.

Enfin, dans les paragraphes 23, 24 et 25, nous considérerons le cas des
racines voisines de o, qui demande une discussion plus détaillée, mais
pour lesquelles on a un résultat analogue.

16. La démonstration suppose, dans le premier cas, que p '= | z'\ est
supérieur à un nombre Â  fonction de k et de #, et dans le second cas,
que p' est inférieur a un nombre \ seulement fonction de x. Nous allons
donc montrer d'abord que l'on peut tracer deux cercles (C*) et (C) de
centre O et de ra)ons A* et A4 lels que (I) n'ait pas de racines entre
(CA) et (C) quand £ dépasse un certain nombre H.

Soit pO£ le module de la plus petite racine de l'équation auxiliaire ((3')

et m un nombre fixe supérieur à i. Posons Aj = — et écrivons (I)

H £zL

Nous désignerons, pour p > A , les modules des parenthèses par
(i -j- fi) et (i -J- e1) et encore par n la différence s —/?, supposée positive.

Evaluons une limite inférieure du module du premier membre, on a

\ >\ap\pP [ | L « | -
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pour z entre (C*) et (C), | Lz \ étant voisin de — p'0\ d'après l'inégalité

On a, d'autre part, d'après 7 et 14,

sin 69 sinO*

et
0*-+- [A <C 2À717U •+• 2 7Ü.

On peut poser |sin#2 = i — yj/o r\k tendant vers o avec v> ce qui donne

( V )

il en résulte

P O <

:-i)x\ap\9P\ i - ^ 1 / " " ' ( •
^ ^ L m»( l — TJA:) J

\apzPhz — dsz
s\ >

D'autre part, on peut écrire pour le second membre

? ( * ) ' < ?P I «y^-l ,
Lz

-+- s ) -*- I Ö^*-I I p " - 1 ( 1 ' > ]
<TÎ

et, en utilisant encore les inégalités (A) et p < — 1 on a

l'égalité est impossible si

L * — i 2(A: — I ) J C J

+ T=T)

Comme p0 est d'ordre kn, pour /: > H' assez grand, le crochet est
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inférieur à un nombre fixe À' (qui peut toutefois dépendre de x), et si

l'on a \ > A' : (i ^ j> l'inégalité est vérifiée; à condition toutefois

d'avoir

On peut prendre W tel que, pour À > H", cette dernière inégalité soit

vérifiée, puisque p0 est d'ordre A". Il en résulte finalement que pour A
supérieur à H' et H', (1) n'a pas de racines enlre (C) et (C/,).

17. Considérons les racines ^' telles que p ' > A* -= 7% en faisant m = 2.

Nous \oulons montrer d'abord que, pour toute racine z\ on a une
racine z0 telle que | z' - z0 < ô, indépendant de k.

Supposons d'abord n -— 1.
Considérons (I) sous la forme du paragraphe 14, avec les mêmes

notatioiib
z'»—\'Lzr — \Ls'+B=o.

Ici jBI et | \ L * ' | restent bornés, car on a | hzf \ < 2kr. + logp'

et pT >> ^5 qui est de l'ordre de A", puisque n = 1.

Posons ALr ' - B — aelG, X' = X,el'w, z'—p'e1®'; (1) devient

P ^ C O S O ' - H / s i n O ' ) = AJ (cosco -+- i ' s i n to ) ( l o g p ' - f - iO ' ) -+- a ( c o s d -+- 1 s i n a ) ,

qui donne, par un calcul analogue à celui de ((3), le système

/tQ'osfe'—<»>) —qgin(8'--<r)
_ e /tSinfO' —w)

sm(0'—w)

On \oit que a restant borné, cos(0'— w) doit encore être de plus en
plus petit pour la racine 0', quand 0'croît avec À. Il r»n résulte que 0'etp'

sont respectivement voisins de 2 (A* — 1)71 H h w et X^'-h asin(<7—03).

D'autre part, p0 et 0O qui vérifient

X °
r»~ S i n ( 8 „ - M ) ~ "

sont respectivement voisins de %{k - i ) n + - 4 - w et lA ô0 .



Posons

0 = 2(k — i ) ^ H h w + s'. 0 o = 2 ( A ' — i)n -\ H (0 -t- s0»
2 2

on peu t écrire

_ : H l i = î i ! p 11 -f-log[X1Ö'-4-asin(ff — <i))] —log(i — . . . ) y
1 — . . . À I ( I — . . . ;

^ ' ^ ' " } = log(Mo)- log(i - . . . )

qui montrent que s' et s0 sont de l'ordre de -^~- et -—-^ ou -̂ f-; or

sin(a — w) 1" 6' 6 0 ~| #

£ *
I

2

le premier terme reste borné et le coefficient de X4 peut s'écrire

et, au plus, est de l'ordre de ^ o g -
A"

Donc p' - p0 reste borné et comme 9r—0O tend vers o, \zr—z{)

reste borné.
Supposons maintenant n >> i.

Si nous joignons zf à tous les z0 du plan [A:], il existe au moins une

droite z'z0 pmv laquelle le segment z'z{) ne contient pas l'origine,

puisque les 0{) diffèrent d'environ — ; la différence (9'—Ôo) ne sera

donc pas voisine de TT pour un z0 au moins.
Supposons p ; > p0.
On a, en retranchant z'n — VLzf= ALz!—B et zn

Q—À'Ls0—o et
ivisant par zfn.

, ret
divisant par zfn,

Désignons le second membre par (3^T, (3 est de Tordre de p'-1, car
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est d'ordre inférieur à p'-1. Pour le terme —rïr"* | Ls ' | < 2/rrc + logp'

L z'
et p//<>p/

o
i qui est d'ordre k montrent que — est borné, tandis que

| A | est d'ordre p'-1.

Donc ^ = ^ est voisin de 1 et l'on peut poser p o=p /( i— s,,),

7i(d()— Sf) = GJ<, ce qui donne

! __ / fi} j = 1 — (1 — £ l)«e / ö ) i= (3(cosT-f- ï'sinx)

et le système

1 — costoifi — 71 si H - . . . ] = (3COST, — sino)i[i—- n i\ -+- . . . ] = ps inx.

La seconde relation montre que GO,,, qui ne peut être voisin de 7:, est
petit et d'ordre pr"i ; la première montre que £̂  est aussi de l'ordre
de p'~'. On a donc, en désignant par m, un nombre borné indépendant
de k

o' — — L L _ = p o [ i
I — Si

D'autre part, p'sin(ö' — 90) reste fini, car Bo — 0 '= —- est aussiart, psin(ö — 90) reste fini, car Bo — 0 '=

d'ordre p'-1.
Par conséquent | z]—z01 <C p(— po~h p' sin(0f—90) reste borné.
Supposons p '< po-
On peut écrire ici, en divisant par s'o',

On voit de même que le module du second membre est d'ordre p^1,

que — est voisin de 1 et que (0'—0O) est d'ordre p^1, ce qui entraîne

que posin(Ô' — 0O) reste borné, ainsi que \z'—zo\<ipo—p'-f-posin(0'—9Q).
On a donc | zr—zQ | < 3, 8 étant indépendant de k (mais non de x).
Comme nous n'avons fait sur z' d'autre hypothèse que d'être une

racine de (T) pour laquelle p!z> A#, Z est aussi une racine z' et vérifie
aussi l'inégalité | Z — z01 < d.

Par suite z' et Z sont dans un cercle de centre z0 et de rayon è et
Pon a 'zf — Z <C 2<5.
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18. Nous allons montrer qu'il existe un cercle (F) de centre z! et de

rayon â/t d'ordre Ân, dnns lequel zr est la seule racine de (I).
Considérons la fonction V(^) = V(z)Lz + Q(*) — xR(z).
A l'extérieur de (C*) et sur le plan [A*], V est holomorphe et Pon a

(s —
h\ • - 1

puisque, par hypothèse, V(,s') = o.
Nous allons déterminer A A = | S — ̂ | tel que le module du crochet

ne puisse être nul, A* pouvant d'ailleurs dépasser tout nombre donné.
On a, en remplaçant x par sa valeur tirée de (I),

V'(s') = JL[VLs'(P'R--ft'p)+- *'(Q H — R'Q)-*-PR],

Supposons q supérieur à p et r.
Montrons que l'on a, JUL étant fixe et indépendant de /r,

Ici

L V = p = « V ^ - h . . . , a ( P
Jr <2^>

^(Q'R - R'Q) = {q - r)
de sorte que

dJoù résulte l'inégalité cherchée.
Montrons maintenant que l'on a, M étant indépendant de k et v,

On a évidemment, M' étant fas (mais.dépendant de x)

•^~~~~ ( HU LX — KJ )
p'v-i

Considérons

î dz^-i

v ( v — i ) . . . ( v — i



l'on a

v—h

— U —

= (— I )v-/i-i

\>(h)
par suite, le coefficient de -—r devient -j-r-.——rr » et Ton a' ' z'-ft hl(v — à)

I p
v z'v

1 h

v —

1

!( v —

- î
P'

PU)

On peut trouver Mv tel que Ton ait, quel que soit A,

0 'v—h

D'après ce qui précède, on peut trouver aussi Mw tel que |
On aura donc

p v l

et. comme l'on a seulement (p-h i) termes, on peut trouver Mn tel que

< v î M" K—
:Z' p ' " 1

d'où résulte, si M = M'+ MIV, l'inégalité (6S). Il en résulte

v • \ p /
et

:M-

Pour obtenir

(Jl) V'(-3')l

il suffit d'avoir
2 !

.-(^)-m



7
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Comme l'on a p '> V*>> 7% on peut prendre, si M >> p, A

et si M <C fi, Â  = ~) ces nombres sont d'ordre kn et. dans le cercle (F)

de rayon Ax I> 2 ô qui contient Z, V(^) z= o n'a d'autre racine que zf qui,
par suite, coïncide avec Z.

Supposons r supérieur à p et q.
Ici

L- = x ~~" —^fîlyr-^^... et s'L*'(P'R — R'P) = (/> — r)c?.^2'-f-....P a^ / \ f / /

les autres facteurs qui figurent dans Yf(zf) étant de degré inférieur à ar,
on peut trouver ici ^ tel que | Y'(z') | > ^p'r~ '•

Mais on obtient ici d'autre part | ^ t ^ I I ; en prenant

encore A>; = 7— ou Ax^~5 suivant que M>p. ou M << p., on a encore

l'inégalité (Jft) et la même conclusion.
Il n'y a pas à considérer p =z r >> q ou p supérieur à r et q. puisque

dans ce cas, toutes les racines sont bornées.

19. La démonstration qui précède suppose À' supérieur à un entier
déterminé, qui dépend des coefficients dt de S =: #R — Q, ou

d s z s - t - < T / , _ I z s ~ l -+- c / s _ 2 ->ç~2 - + - . - .

c'est-à-dire des coefficients è, c et de x.

Comme les modules des a et d interviennent seuls dans les expressions
que nous avons considérées et que les d dépendent de x, nous allons
chercher maintenant quel doit être l'ordre de k en l— j x\, si Ton fait
croître /.

Remarquons d'abord que dans l'équation des valeurs initiales

A ' = -f- donne, si r > ^, ds= crx et | V | = —^~- et p o = \z
cr

1 JL

de l'équation ci-dessus, est d'ordre l n et, par rapport à A1, d'ordre k".
11 faut donc, pour que p0 dépasse un nombre donné, que k soit d'ordre

supérieur ou égal à L
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Dans la première partie, paragraphe 16, de notre démonstration, nous
a\ons considéré Fexpression

/ T( J

Pour q < i% par exemple q = r — i, on a

A._2__ cr-2 ,,-U • • • (js_^

quiVestent bornés quand Z croît, s' est donc petit avec - et la limitation

de k peut être choisie indépendante de x.

Pour q>r-\-\^ par exemple q ==/-}- 2, on a

d'ordre / et pour que s' soit petit, il faut que p soit d'ordre supérieur à L

crx — b(,-i

D'autre part, dans l'expression qui limite on a qui,

pour q = r -H 1, est égale à C, X • d'ordre /, ce qui entraîne A

d'ordre /; il en est de même pour y > r + i.
1

Pour avoir \ < \^.= p-° d'ordre A", il faut donc, si q > r, que A* soit
d'ordre supérieur ou au moins égal à ln.

Passons à la deuxième partie de la démonstration. Nous avons
considéré, dans le paragraphe 17, l'expression

z'"—\'Lz'— VL^-i-B =0 ,

où | B | est d'ordre L
Pour n = 1, il en est de même de a et de | z'— z01 < à.

Pour n > 1 et si q > r, (3 est d'ordre — par le terme ~^. > S est donc
PO «^2

petit si po est d'ordre supérieur à /, c'est-à-dire si k est d'ordre
supérieur à /".

On a £, d'ordre - et finalement à d'ordre /.
pu

La troisième partie du paragraphe 18 de notre démonstration, avait
introduit le nombre M qui dépend de M' et des M" et Mtf.

Le nombre M' est de Tordre de /, tandis que M" ne dépend pas de /.
b M;//

q
Le nombre M;// est déterminé par la condition
ou Mw> ' JQfn 5 puisque q est supérieur à r eip.

<
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Or, pour p '>p 0 , on a, d'après les notations du paragraphe 17

| hz' | < ik'sz -+- logp ' = 2 ATÎT: -h logp 0 — log( i — s i ) ;

il suffit donc que

Nous savons que £1 est petit si A est d'ordre supérieur à ln) £< étant

de l'ordre de p'-1 et p'o
l étant d'ordre :-y^> Mf// est alors d'ordre l et il en

est de même pour M.

Il en résulte, quand M > \x et A^= j ~ , que A* est d'ordre ——1 ; pour

avoir Ajt>2<i qui est d'ordre /, il faut donc que k soit d'ordre
supérieur à /-/H '.

r» r ^ -i CD 1%/rw^ 2 Â r : - f - l o g o , , -\\w^ Cr> A - - h I o g p 0 ) ' i w

Pour p ' < p0, il suffit que M w > lfi
 o> ou M > — ö l

puisque p'>> — •

Comme p'J est d'ordre : - p ? M'v est encore d'ordre L

II en résulte finalement que. si pour 1= /(), toutes les inégalités sont
vérifiées pour j À• | > Ko = (N/o)2 / '^ '7 pour / = / , ; > /0, elles seront encore
vérifiées si |/. j >K, = ( N ^ ) 2 ' ^ 1 .

La condition est donc de même forme que dans le cas p' >> p0, de plus
elle entraîne celles obtenues dans les deux premières parties.

En définitive, pour être sûr qu'il n'existe pour (1) aucune racine non
bornée distincte des racines Z que nous avons déterminées, il suffit de
prendre A* de l'ordre de l-"+i.

20. Considérons maintenant les z' telles que Ton ait p'<Z A.
Supposons d'abord les racines r\ de P = o simples et non nulles.
Nous allons montrer que, pour A assez grand, à toute racine zr corres-

pond une racine z0 telle que l'on ait \z'— z{) \ <C o/* o^ tendant vers o

avec y-

Dans le cercle (C), | ̂ R — Q | admet un certain maximum M,, d'autre
M

part, on a | Lz' \ > z(k — I)TT; il faut donc | P ( ^ ) | < _ »



Or, on peut écrire, puisque P(*o) — °>

On a
•dans (C).

Posons
z'—- s

z' — z0 ! \X

et, d'autre part,

h\

admet un maximum

(^o) | = f̂/M, on peut donc déterminer m>2(A) tel que pour
i* Ie module du crochet soit supérieur à /JLt ; il en résulte

Il en résulte aussi que p' est supérieur à un nombre X, car p0 étant le

plus petit module des racines de P(s) = o, on a p '> p„—o^, et cette

dernière expression est elle-même supérieure à X, si l'on a pris X <l p0

puisque o* tend vers o avec -r-

21. Nous allons établir l'inégalité («?, ) du paragraphe 18 pour z'dans
un cercle de rayon d' indépendant de k.

Montrons d'abord que l'on peut trouver un nombre o indépendant
de k tel que

^ -+-P'La'-+- Q — xR'
z

Nous avons vu, au paragraphe 12, que les z1 tendent vers les ^0 homo-
logues des ri et, dans notre hypothèse actuelle, les n sont distincts des
racines de P'=r o, donc pour k assez grand, | P'(V) | est supérieur à un
nombre o- non nul.

Les modules des autres termes dans Y'(z') étant bornés, puisque
p'>>A et \hz'\ étant supérieur à 2 (A*— i)7r, on a bien | V;(^') |>2(A:— I)TTO

pour k assez grand.
Montrons que l'on peut trouver 2 tel que l'on ait, pour h > i,

•s.

On peut écrire, comme au paragraphe 8,

P
r ! | P ( * ) L * ' | , ,• • ' ] •
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Comme p'>>^, on peut trouver 2r, indépendant de k et tel que la somme

des h premiers termes du crochet soit moindre que r^ • D'autre part,

on a, en désignant par 1' Ie plus grand des nombres À et y? l'inégalité

\ L z ' \ < 2 A 71 -+-l0g>/.

On peut trouver 2" indépendant de k tel que [ P(A) [ < 2" et l'on a

Enfin, on peut trouver 2'" tel que l'on ait J Q(A> — xR{h^ \ < II", d'où

X
A! k — i h Î 9 ( A —

car il suffit de prendre, pour A = i et en supposant K i , I supérieur au
crochet pour avoir, quel que soit A, l'inégalité annoncée. Gela étant,

supposons

et

— Z' et r < r ; nous avons

h\

A!

), il suffit d'avoir T< -v—•

^

et, pour vérifier

On peut donc prendre ô' = lz = -̂— ? qui est indépendant de À et, dans

le cercle (y) de centre z' et de rayon d', V(^) = o n'a d'autre racine
que z' qui, pour A' assez grand, coïncide avec Z.

22. Nous allons reprendre la démonstration précédente en supposant
que Y) est une racine d'ordre m de P = o.

Soit encore z' une racine distincte de Z et zs l'une des valeurs de

nous allons voir que pour l'une d'elles, \zf—zh \ est d'ordre k m.
THÈSE LEFEBVRE. 4
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Gomme on peut écrire (I) sous la forme {z1—£O)WSL£'=#R— Q,
on a

et, en prenant pour le crochet la même détermination dans

(!) 1 * ' - ^ ! =

X ll: R(V) - Q(z') . ar

Le premier facteur est d'ordre k m. Pour évaluer Tordre du second,
posons

S(*')
= i -+- a et 8'.

On voit que, pour x quelconque, | (3 | est de Tordre de \z'—zQ |, or

on a | ̂ '— £01 < | zf— zK | H- | z{ — zQ |, donc 113 | est de l'ordre de /r m

D'autre part, on a les inégalités

2 ( À" — I ) 7U

Î7F

qui montrent que | (3'| est d'ordre /r ' ; d'après l'inégalité ( J ) du para-
graphe 11, el en posant a — (3 + (3; 4- (3 '̂, on voit que le second facteur

de (i) est aussi d'ordre k m et | ̂ —^41 d'ordre k m, ainsi que \zf—Z |
et §k du paragraphe 20.

Nous allons montrer maintenant que V(^) = o n'a d'autre racine
î̂

que z' dans un cercle de centre z' dont le rayon §' est ici d'ordre k m.
Considérons l'inégalité (3\) du paragraphe 18.

Lorsque | z1—z0 \ reste petit, soit de Tordre de k m, |Q'—^R ; | reste

borné supérieurement; il en est de même de puisque nous écartons

le cas où zo=z o. L'ordre de | V'(V) | est donc celui de | P'Lzf\, or on a
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et par suite

De même, pour h^p, on a un terme

dans V (A)(^), qui est donc d'ordre kn\
h l —

On peut donc encore trouver 1' tel que \V{à)(zf)\< yjkmlf et si
i

l'on a I * — z' I < y = TXÀ~™, il en résulte

urn

( . ï\
et l'on voit encore que \puisque l'on peut écrire | V (z') \ > a'km/ pour

r i

r inférieur à - et à -4> (3K ) est vérifiée. Ainsi à' sera d'ordre k m et
_ 2

comme ôA est d'ordre k 'n, on pourra sûrement réaliser l'inégalité à' > 2 â*,
et notre démonstration est terminée.

23. Il reste à montrer que, si a0 = o, (I) n'a d'autres branches voi-
sines de l'origine que les Z déterminées au paragraphe 13.

Traçons, dans le plan [/r], un cercle (c) de rayon fixe 1 ne contenant
aucune racine de S = o et un cercle (c/f) de rayon variable X*, l'origine
étant le centre des deux cercles.

Considérons les racines z' pour lesquelles on a p f< X.
Les racines z0 de l'équation auxiliaire (y') du paragraphe 13, et les Z

qui en résultent sont intérieurs à (c) pour k assez grand, car p™ est

inférieur à une quantité de l'ordre de ,, * -

Montrons d'abord que Ton peut déterminer X* tel que l'on ait p '> X*.
On a



ba ' X R — O
Comme on suppose y ^ o, on a aussi x ^± — et par suite g—-

admet un minimum non nul 2juif pour p ' < \ assez petit.
1

Or on a, pour \ assez petit, pf/n |logp' | < p™, d'où p '>f i , (2#7r) m,
mais p'<< X.

Il en résulte que, si l'on prend X/t = JUL̂  (2/171) " '<>. , on aura p'>>,/,.

D'autre part , pour \z\ assez petit, admet un maximum p.™ et

comme | L^' | > 2(k — i)7r, on a p ' < |m2[2(/f— I)TT] m.
On peut donc écrire, (JL* et p,t étant deux nombres fixes,

i_ 1

M~'"< ?'<\MCIT\

24. Nous allons encore montrer que toute racine zf est voisine d'une
racine z0 et évaluer \z'— zQ\ en fonction de À.

Considérons (I) sous la forme du paragraphe 13, ainsi que l'équa-
tion (y')

Montrons que l'argument Q' de z' est voisin d'un 9{) et évaluons 6f — S{).
Posons z'm=z r'felM\ my = lfelt\ mz!^(zf) J= OC''el&', il vient

/•''(cosw'-h i binw') (log/*'r-+- ÎW') = / '(cos^-h i sin^') -+- ar(cos(Jr-i- i sina'),

dont on lire l'équation que doit vérifier a/

rs'\n(tr— 03') -4- a'sin(a'— w') w, f Z' cos(^— to') -h a' cos(a'— w')"l
w A [ /' sin(^' — to') H- a' sin(a' — 0/) J

II faut encore, comme à la fin du paragraphe 8, que

X cos ( t' — w' ) •+- ai cos (a ' — 0/ )

tende vers o avec , •
A

Or | % ( V ) | est voisin de | x ( ° ) l e t borné , par suite od est de l 'ordre
__ 1

de p' ou k m, il faut donc que cos(£'—w') tende vers o comme
l'expression COS(Ê'—w) du paragraphe 8. Par suite, tout w' est voisin

d'un co ou en diffère d'une quantité voisine de TT et tout Qr= — est



voisin d'un Qo = — ou on diffère d'une quantité bornée pour A" grand.

On tire des relations initiales

__JL
le premier argument est de l'ordre de p' ou k m.

On peut écrire d'autre pari r—? = i H ^ — r / ( 6 r t — 0 ' )
^ J

, ce qui

montre que le second argument est de l'ordre de ——•? au plus. Donc
i

(9r— 90) est d'ordre A "' si m ;> i et d'ordre A""1 log A, au plus, si m = i.

Pour évaluer p'—p0 , posons a" — ^\ , -=~̂  — i + a"7, et considérons

Pu y 177

II résulte encore de ( 3 ) que p'— p0 est d'ordre po(/r—
f log/r)m, au plus.

Par suite, comme l'on a \z'—z01 << p'—po-}-p'|$'—90|, si p'>>p0 et
encore | ̂ - - ^01 < p0 — p' + p01 9'—901, si p o > p / , on a | ^ — s 0 1 de

l'ordre de A~^(logA)^ au plus.
Il en est de même de | Z — zo\ et, par suite, de | zf— Z |.

25. Il reste à montrer que {3\) est vérifiée quand {z — z!) est
i_

d'ordre k m. On a ici

| Y(z') | = | mz>n-i SLa'-+- ̂ - i S + «™S'L«'+ Q'— a?R' |

de l'ordre de p'm~! | L ^ | , c'est-à-dire de l'ordre de k m + = A:m ou
de p'-1 . Considérons encore, en posant P -— £ m S,

Comme p '< \xnk
 m, on peut écrire, T'h étantborné,
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Supposons d'abord h>p et considérons

P
<**-»>

P(v)

*> V l(h — V) 2 ^ - V 7

v = o

formée de p fractions rationnelles et qui ne contient pas L*.
En désignant par S, un polynôme dont les coefficients, qui dépendent

des a, de m et de v, sont bornés puisque v<p, on peut écrire

= xm S(v)

et, en désignant par T^ une constante supér ieure à tous les | S V | pour

o'h-m

On peul donc écrire, T» désignant une autre constante,

Posons \z — zf | = A;— rp1 ] on peut donc écrire

; z'\h—1

module d'ordre k
(m —h)

ou k
(m —h) h

Supposons h<p; ici -7-5 (PLs) renferme P^Lz — zmShLz, enh

Le module des autres termes est d'ordre k m =k/n , donc
h_

est d'ordre km ou de pr-h] on peut donc écrire ici

/h-i
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et, en désignant par T un nombre supérieur à tous les T/n

y

Comme on peut trouver T' tel que | V'(V) | > T'p'—1, (<?<) sera

vérifiée pour r < - et r <C -™ •

26. Résumé des résultats précédents. — Nous avons obtenu, quand
| k | dépasse un certain entier K, /?, ^ OM r racines ZA öfe (I) e^ nous
avons montré qiCil n'y a pas d'autres racines que celles-ci.

Nous avons d'autre part, pour les 2K plans exclus delà démonstration
et qui ne contiennent, d'après le paragraphe 1, qu'un nombre fini de
racines, pu déterminer celles-ci sur chaque plan [À] pour l'équation (a)
correspondante, comme au paragraphe 2.

Nous savons donc déterminer toutes les racines de (I) pour une
valeur x quelconque.

27. Nous allons chercher quel doit être l'ordre de k suivant / pour
que les démonstrations qui précèdent, qui concernent les racines
bornées, pour lesquelles p'<< \ , soient encore valables s i / croît. Consi-
dérons d'abord, pour les racines z voisines des r\ non nulles, les expres-
sions qui se présentent dans la démonstration.

Dans le paragraphe 20, on a d/{ d'ordre -p X étant indépendant

de / et k. Dans le paragraphe 21, comme | P ' ( ^ ) | est voisin de | Pf(z0) |
qui est indépendant de k et /, il en est de même de <r, si k est d'ordre
supérieur à /.

Considérons les 1 qui dépendent des 2', 2V, 2W, les lf et 1" sont indé-
pendants de l et k; au contraire. l"f doit être de l'ordre de l et il en est
de même de 2 .

Tl en résulte que r est de l'ordre de /-• ainsi que èr
y tandis que ô* est

d'ordre-^; il faut donc, pour avoir ô ; >2c^ , que k soit d'ordre Z2.
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Considérons le paragraphe 22 qui concerne les Z de multiplicité m.

/ l
On a | z' — zQ\ d'ordre l-r

_

É^aluons l'ordre de \zr—zK |; le premier facteur est d'ordref ^j

Pour évaluer | (3 |, écrivons

i

qui montre que | (3 | est d'ordre | z'— zo\ ou (j\ •

D'autre part, | j3'| est d'ordre k~{ et le second facteur est donc aussi
1 - 2

d'ordre (j) ; par suite, \zf—Z\ \ est d 'ordre l-rj ainsi que ô/t.

Considérons | V ' ( s ' ) | = | P'Lzf+ J + Q ; — ̂ R ' |.

Nous savons que | P ' ( V ) | est de l 'ordre de \z'—z0 \m-* ou (j\ ;

par suite, | P ' J J 5 ' | est d'ordre l m k'n, tandis que | x R / | est d'ordre /.
//i—i i

Si k est d'ordre supérieur à l, \ \'{d) \ est d'ordre f1^ k"1.
Considérons | Y^h^(z!) |.

m —h
/1 \ "^r* ;-?i=̂  A

Pour h ̂ /? , on a | P{hî hzr \ d'ordre ( j \ k = 1 m km , qui est aussi

l'ordre de |V *>(*') |.

Pour / > < A ^ r , | VtA)(z') | est d'ordre Z et pour h > r, | W^{z')\ est
borné. On a donc, dans tous les cas, \V{h)(z!)\ d'ordre inférieur

m—\ It_ m—V

à / "l k"\ par suite, I' et cr' de l'ordre de l~lïr'; 3' ne dépend pas de £
_-L

et est d'ordre £ ™.

J. ' 1.
Pour avoir <3;> 2Ô/c, il faut que ( T j soit d'ordre supérieur à ( T Y \

il suffît pour cela que k soit d'ordre supérieur à l2.
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Considérons maintenant les racines z voisines de l'origine au para-
graphe 23.

Pour que les z0 soient intérieurs à (G), il faut p™< ,%r ' qui est

d'ordre y? puisque y = — -; il suffit donc que A soit d'ordre supé-

rieur à /.
__L

On a la même condition pour avoir 111(2kit) "' — XA<)., p.™ étant

J ) '

Considérons le paragraphe 24.

On voit que cos (t! — w') doit tendre vers zéro quel que soit /. car
/' est d'ordre /, tandis que <xr = m\ z'x(z') \ est d'ordre ( j j /; petit par
rapport à /' si A" est d'ordre supérieur à /.

L
On a ensuite arg 1 + — d'ordre (j\ puisque \y \ est d'ordre/.

1

Pour arg (7-77)' comme p0, d'après (y7), est aussi d'ordre (j\ ? on voit

que logpo — logp' est borné et arg ( -^- j est d'ordre A-1.

1

P o u r ^ - î o n v o i t q u e | a!' \ e s t d ' o r d r e (j\ e t \oc"f\ d ' o r d r e A ~ ' . P a r

s u i t e , p ' — - p 0 e s t d ' o r d r e po ( - T ) o u (j j ? a i n s i q u e \z!—z0 | e t â/v.

C o n s i d é r o n s le p a r a g r a p h e 2 5 .
771—1

On a | V'{-<')\ d'ordre p' /n-' |L*' | ou (j\ '" A: = l"lr k™> l pour A"
d'ordre supérieur à /.

On a ensuite T'à d'ordre / ainsi que T/M T"h étant indépendant de /.
Il en résulte que T est aussi d'ordre /.

Comme ilfautqueTp'-1-—^5 qui est d'ordre/(j) -.= 1 m k "l soit

inférieur à | Vr(z') | qui est du même ordre, on voit quer peut être indé-
pendant de / et A.
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P o u r q u e T p ' = d ' , q u i e s t d ' o r d r e lj\ > s o i t d ' o r d r e s u p é r i e u r à 3*,
2_

d'ordre (j ) ? il suffit encore que k soit d'ordre supérieur à /. Nous

trouvons, en résumé, que dans le cas p' < A, il suffit que k soit d'ordre
supérieur à Z2.



CHAPITRE III.
DÉTERMINATION DES BRANCHES zk,

D'INDICE DONNÉ POUR x DE GRAND iMODULE ET D'ARGlLMENT FIXE.

28. Limites des branches (o) de module borné. — Par définition,
nous disons qu'une branche est ordinaire ou (o) si 0 ne varie que
d'une quantité bornée 1 quand l=\x\ varie de l{) à Vinfini.

Nous allons voir que, pour les branches considérées (9 borné), p et 9
tendent vers le module et Vargument d'une racine Y/ de R = o.
Soit o, supérieur à i et aux modules de toutes les racines r/ de R = o,
et p 2 > p\ î nous allons trouver un nombre L tel que pour /> L, on ne
puisse avoir pj << p <C p2.

Soit, pour p, < p < p2, R' le minimum de | R |, et | P" | et | Q" | les
maxima de | P | et | Q |. On a R ' > o d'après le choix de p1 et

— Q IW— <

qui croît avec /. D'autre part, 00 désignant la valeur d e 0 p o u r / = o ,
on a, pour p< < p < p2,

! Lz I < M =

U en résulte que pour Z>L tel que — ff = M, on n'aura pas

Remarquons que, p̂  étant fixe, L ne dépend que de p2, on a donc seule-
ment, pour />L, deux cas à considérer : p < p, et p > p«j.

Considérons (I) sous la forme
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En désignant par P = 50 -+- ~â\ ~z -+- . . . + Hp"zP le polynôme conjugué
de P, d'après les notations du paragraphe 10. on peut écrire

QP
• j

=

pp
dont on lire le système

1" \a^\^-'2\a0 « i , p cos[cri—cro-h OJ-h. ..-4- af/

' a g H - 2 I a o l | a i ' ? C O S [ T I — - S O - H 0 ] - t - . . .-f- ^r/. p2

dans lequel

a,, = «oi c« cos[£-h ' j j — <J0], p0 = \aQ\ |co[sin[^ -h u0— <

/> = ' a / ) c,

Tp^/= « / ^^ cos[xr/ — cr;, -+- (q —p)d], hp+q = J ap\ xbq s in[xv~ ip -h {q —

Considérons d'abord p <C pf
Soil s inférieur à | a j | , (30, ô0. On peut trouver p0 tel que, pour

p < p0 inférieur aux modules des racines de R = o, l'on ait les inégalités

Or, on peut trouver L' tel que, pour l> L\ on ne puisse avoir p < p0.

En effet, prenons L' tel que L'(^~ ? ~ 8 > " £ == 1 d ol + | > I; si Von

avait p < p0 pour / > L', il résulterait

On a donc p o < p < p 1 pour / supérieur à L et L'; par suite | Ls |

restant borné, il doit en être de même de -—^—- , ce qui nécessite

que R tende vers o.
Par suite, si le module p d'une branche (o) reste borné, il tend vers

celui d'une racine r/ de R = o, 9* de cette branche différant de l'argument
de r\ compris entre o el iiz d'une quantité voisine de 2(k — i)n.
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29. Croissance des branches (o) de module non borné. — Cherchons
maintenant l'ordre suivant l des branches qui croissent avec /.

a. Supposons r supérieur à p et q.
Ici p ne peut croître indéfiniment avec /, car les coefficients a,+/, et

j3/+/> ne pouvant être petits simultanément, l'un des seconds membres
de (i) et (2) serait d'ordre lpr-J) et l'égalité avec logp ou 9 serait
impossible.

b. Supposons r = p> q.
Pour sin[£ -f- i>r — <77>] ^ o, le second membre de (2) croîtrait comme /,

tandis que 0 resterait borné et l'égalité serait impossible.
Pour sln[t -f- vr-—07,] = o, le second membre de (1) croissant comme /,

p devrait croître comme e |a^'. Le second membre de (2) tendant vers o

comme -> 6 tendrait vers o.
p

Ce cas peut se présenter, comme nous le verrons au paragraphe 32.

c. Supposons p supérieur à q et r.
On peut écrire (1) et (2) sous la forme

(1 ) logp =

A, et A2 étant de degré r-\-p — i, B, et B2 de degré p-^-q-, C de
degré ip — i.

Montrons d'abord que p?-7 : / tend vers o, même si q > r.

Supposons qu'en certains points, p soit d'ordre l(/~r , avec u>o.

Alors | #R | est d'ordre V'~r , | Q | d'ordre lq~~r et | a?R — Q | est
d'ordre au plus égal au plus grand des ordres précédents, tandis que

p , P1.

| P | est d'ordre l^r

Par suite -—^— -̂ tend vers o, tandis que | Lz | est d'ordre log/.



On ne peut donc supposer u^>o et p?-r ; l tend vers o, ainsi

que
A i

pr+P
j

Bi

Ip'^p
et les termes analogues.

Donc | 9 | , étant borné, p croît comme lp 7>.

D'autre part, on a, en divisant (2') par ( 1'),

logp Ai

B
~— tendent vers o, il doit

le premier membre tend vers o avec -•; dans le second membre, le

dénominateur étant borné, le numérateur doit tendre vers o. Or,

comme d'après ce qui précède, -TTZ et

en être de même de (3,+/>.

Par suile 0 est voisin de - -> mais comme otr+p doit être

positif, seules les valeurs de n pour lesquelles il en est ainsi peuvent
être limites de 6.

d. Supposons q >> r

On peut écrire maintenant ( 1 ) et (2)

( 1 " )
Y/? +-7—1

Y/?

(2")

qui montrent que p?-'-1 : / ne peut être, en aucun point, supérieur à
une quantité fixe non nulle quand / croît indéfiniment, car yp+q et
àp+q n'étant pas petits simultanément, l'un des seconds membres serait
au moins de Tordre de p?-*\ rendant l'égalité impossible avec logp ou 9.
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On peut donc écrire, en négligeant les termes petits avec - ?

logp = i „* i M

qui montrent que les crochets doivent être petits car, sans cela, l'un
des seconds membres serait de l'ordre de lp''-fJ^pl.

i

On a donc p d'ordre lq~r.
Les crochets étant petits, on peut écrire, e et n étant petits avec -?

d'où, en supposant que yp+q n'est pas petit,

s / 1 r\l i

qui montre que tang [£ 4- vr— <rp H- ( /̂  —/> ) 9 ] est voisine de

On aurait la même conclusion, en supposant ^p+q petit, en for-

mant -K^-Ï àp+q n'étant pas petit dans ce cas.
pp -r

Par suite [t-\-vr—<JP-h(r—p)%] et [r7—<jp-*r(q—/>)9] diffèrent
d'environ /i7r, mais comme les signes des sin et cos doivent être les
mêmes dans les crochets, il faut que ces angles diffèrent d'environ IWK,
c est-a-dire que Ö soit voisin de • •

e. Supposons q > r = p.
On peut écrire ici

et, en élevant au carré et ajoutant

(log p)l H- 6* = \cr\W->-\l>q\*-?i{<'-r)-z\Cr\\t>q\l?O-rC°s[t-+-»r- T g - (g-r)9]- t - . .
j a 2 +



- 64 —

qui montre que, pour avoir l'égalité, il faut encore que p soil d'ordre lq~~r

et que 9 soit voisin de -
q — r

ƒ. Supposons q> p> t\
On peut écrire ( i ) et (2)

,*) log?=-^J ^El ^1—

(9iv) 0— 1 iJr+p P J I °p+q p J #

Si (3,.̂ , ne tend pas vers o, pour que Q reste borné, il faut que p
1

croisse comme V'~r. Si l'on suppose (3rf7, tendant vers o, a/+/, n'est

pas petit et il faut encore que p croisse comme lq~r.

En effet, supposons que p croisse comme / r /~ r, où v >> o, alors l'un
\<f—p

des seconds membres croît comme / <i—r^ ^ a n ( j j s q l ie fj r e s te borné
et que logp croît comme log/.

1 — c

Si p croissait comme l'7~'\ l'un des seconds membres croîtrait
(p—r \

comme / w/-r c e qU| entraînerait la même impossibilité,
donc v -= o.

D'autre part on voit, comme dans le cas précédent, que 0 doit être
• • J t-*-Ur— T ,7-h 2 / 1 ; :voisin de ' '-

q — r

En résumé :

i° Si r est supérieur à p et q, toutes les branches sont bornées;
2° Si r=p >> g, toutes les branches sont bornées, sauf, peut-être

pour une valeur particulière de t. Nous examinerons ce cas au
paragraphe 32;

1

3° Si p est supérieur ci q et r, p croit comme lp~r;
1

4° Si q est supérieur à p et r, p croit comme lq~r.
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30. Étude d'un cas particulier. —• Nous avons montré que, sur une
branche (o), p, supposé croissant, croît comme une puissance fraction-
naire de lj mais nous allons trouver une évaluation directe et plus précise
de p en fonction de l pour z(x) définie par

(y) ZLZ = X.

Ici p doit croître comme L On sait, d'après [8], que Ton a

.

qui montre que, si t reste fixe, comme sin(£ — 0) ne peut s'annuler,
un 9. dont la \aleur initiale 90 pour 1= l0 est comprise (si o <C t <C TT)
entre (2 kn -f-t -f- 71) et (2/1*71 H- t -+- 271), reste dans cet intervalle quand /
croît.

Considérons l'équation auxiliaire

(ê)

Soit m l'entier tel que em<C l <Z em*~' et pi = ? p-> =

Nous allons voir que Ton peut choisir /i >> o tel que l'on ait

p 2 l o g o 2 < / < pi log pi.

En effet, l'on a, d'après la valeur de p1?

et si Ton prend n > log (m- — n), il en résultera p< logpi > Z.
On a, d'autre part, d'après la valeur de p2j

l o g ( m — / Q 1 j T ^ n — l o g ( / ? i — / i ) 1

m — n j L m —n J

—, ^

et, si /i >> 1, il en résultera p_logp2< /.
Il suffit donc de prendre /i>logm >> 1.
En désignant par p la racine de (<§), on a p2<C p < pi? puisque plogp

est croissante pour p > 1.
Nous pouvons supposer />> e^ et prendre n = logm, ce qui donne

(0 \ <P< 1
m-h log m m — logm

THÈSE LEFEBVRE. 5



Considérons maintenant l'équation p v/(logp)2 + a1— / = o, ainsi que
les racines p' et p" des équations p'iog p' — l r= o et p" [ | log p" | 4-1 a \ ] — /—o;
on a

comme 9 (p) -= p \/(log p)2 + a2 — l est croissante, cela nécessite p" < p < p'.
Posons \a\ = logô, p"b = er, Z6 = S; l'équation p/7[| logp7/1 -f- | a | ] = /

devient
a loga = S

qui est de la forme déjà étudiée. Si p est l'entier tel que ep< S < e/H~'.
on a, d'après ce qui précède pour l'équation ( ê ) ,

s lb : -6< tó s

/? -+- logy? /> -+- loi^p l p — log/? /> — log/?

Or, on a /? < log S < p + 1, c'est-à-dire p < log Z 4- | a \ < p -f- 1. On

peut remplacer f par j — — dans p v<p en conservant l'inégalité

et écrire

plogp p /?i —log«i

puisque p <C p' et que p' vérifie les inégalités (1); p désignant ici la racine
de cp(p) = o.

Comme m << logZ <C m 4- 1 entraîne m + 1 — log/u >> log/ — log logZ
et, en remplaçant/? par log/ -f-1 a |, ces inégalités (y) deviennent

log/-+- a | -h log [ log / -h a | ] ' log/ — log log/ — 1

Or l'équation cp1 (p) = p y/(logp)2 -f- Ö2— / = o correspond à (y) et les
inégalités ci-dessus sont vérifiées si l'on remplace a par 9.

Pour la racine z/^_l(p^„1, #A_I) de (y), Qk~\ est inférieur à ikK, nous
pouvons donc remplacer \a\ par 2Â7T, ce qui donne enfin

l l
< <

log/-h2/v;:-+-log[log/-i-2/7îl < ^ - 1 < log/- log log/ — T

31. Nous pouvons remarquer que s(a?) définie par (y) vérifie

dz __ £
di? ""̂  ̂  -4- x
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du type (10) considéré par P . Boulroux qui a fait, au sujet de la crois-
sance de l'intégrale de celte équation, la remarque suivante (*) : « Ainsi
nous avons trouvé une limite supérieure du module de y, mais pas de
limite inférieure ».

Nous obtenons, par les inégalités finales du paragraphe 30, une limite
inférieure, mais celle-ci est particulière à la branche ^ „ , . ïl devait en

être ainsi car, pour une valeur / déterminée, p/,_i tend vers o avec -r>

puisque | L z | >* 2 ( À" —• 1 ) TT.
Il est donc impossible de trouver une limite inférieure non nulle

valable pour toutes les branches.

32. Nous avons remarqué, au paragraphe 29, b, que si r=p et
t = (Tp—i»;., on a peut-être une branche du plan [ 1 ] ou [—1] pour

laquelle 6 tend vers o, tandis que p croît comme ^''>' .
Pour montrer que ce cas peut effectivement se présenter, considérons

(I) zLz = xz -t- i

pour t = o, c'est-à-dire x = / et pour le plan [ 1 ] . O n lire de ( I )

COSÔ /4-Ö -
? = —=e -O.

o 0 /4-e—
Posons 3 ( 9 ) = ^j e cos6. On a, pour passez petit, ô(80) > o et,

pour 6> — e~l,
t'nfl

0SÖ1 — I — öi . . . <0.
COSÖi J ^

On a donc ô(9) = o pour une valeur 0 inférieure à 9,, la valeur
correspondante de p étant voisine de el.

Considérons le cas général en nous proposant de déterminer une
branche z pour laquelle 0 tend vers o, en supposant r = J

et t = <jp— vr.

On peut écrire ( I )
R Q

( l ) Ouvrage cité, p. 44 et 54.
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et comme ici R=cpz
p-\-cp_ < zp~"{ -h. . . -h c0. P = a ^ G

en posant

on peut écrire
R c a,,Wi — cpP\
P = H ? „,, _!_ P X = a •+" Tl'
F </,, ap{apzi> -h Pi)

On peut écrire, en remarquant que ^ est une fraction rationnelle
dont le numérateur et le dénominateur sont de degré p

J z

On peut écrire de même, le dénominateur de y2 étant de degré p et le
numérateur au plus de degré p, puisque p>q-\-i,

P z

On peut écrire alors, en posant ®(z) = e z z •= eu,

L z = OLX -h x%^ -+- S-2, z — e^Qiz).
z z

F a i s o n s zo — e*x
7 zt = eCLX<&(z0), . . . , zn+) •= e*x$(zn)J . . . ; o n a i c i

et; en supposant | u | << -»

[ U U2 llm

Considérons d'autre part <!>'_ = O °^- — ̂ - l + ^- — ^~ ; comme
r - L ^ ^2 ^ z2] '

et | y'21 sont au plus de l'ordre de p~2, le crochet est, en module, au plus

de l'ordre de — •
Considérons maintenant s0 = eox ou Lz0 == logp0 + iôo = — •= l

ap

p u i s q u e x = le1', c, =r \ c, \ elJ>, ap= \ ap \ eiar ett = <jp—v,.

On a donc 0O = o et p() = e ' ^ ' .

c,
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Du point ZQ comme centre, décrivons un cercle (y) de rayon <rp0,
où (7<i et supposons que p0, c'est-à-dire /, soit assez grand pour
que (y) ne contienne aucune racine r\ de P = o. | X\ |? | %2 M %\ |? | Z> | s o n t

alors bornés dans (y) et | u | est de Tordre de — ou de le '"/'', qui tend

vers o avec y Par suite |O| est voisin de i et, comme le module du
I x \ l . . i

crochet est de Tordre de •^—T- = — •> \®'z\ est arbitrairement petit avec -. •
On peut donc écrire, pour | <Ï>1 | << ). << i,

| Zl ZQ I ., UOo

Pour que zn+\ soit dans (y) quel que soit n, il suffît que -—^ <C o-po

ou â?^<^(i — X), ce qui peut être obtenu, quel que soit <r, pour / assez
grand; il y a donc un point Z limite des zn dans (y).

Pour celui-ci, p est de l'ordre de p0 et, d'autre part, on a

1 < arc sin ( — ) = arc sincr.

Comme on peut prendre <J arbitrairement petit, pourvu que / soit assez
grand, on peut rendre 0 arbitrairement petit.

33. Détermination des branches d'un plan [A] d'indice déterminé
pour une valeur x de grand module.

a. Soit Y/ l'une des racines de R = o, supposée simple et non nulle.
En posant R = (z — r/)S,on peut écrire (I)

et faire la suite des approximations

En prenant

L ^ o = l o g | T{ \ -+- Arg-rç'-f- ii{k — 1 ) 7 : e t M =

on a

\- —z 1 - - •
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Considérons d'autre part

Pour z dans un cercle (y) de centre Y/, ne contenant ni l'origine, ni
aucune racine de S = o, le crochet est borné, et l'on a, pour l assez
grand,

G étant une constante. Il en résulte, d'après le paragraphe 11. la conver-
gence dans (y).

b. Soit maintenant rfyé o racine d'ordre m de R = o.
En posant ici R = (z — Yj')mS1, on peut écrire

Or, x étant arbitraire, on n'a pas P(yj /)L^0+ Q(r2/) = o et par suite,
P L ^ + Q ne s'annule pas dans un cercle (y4) de centre Y/ et de rayon èA

assez petit. On a donc | y' \ < X, petit avec =• dans (y1 ).

On a m points zK ==. cp̂  (^0) distants mutuellement de

2 S2 = 'i Z\— s in

on peut prendre l assez grand pour avoir \z\ — z0 \ £ — 5 les m cercles (y2)

de centres Z\ et de ra^on â2 seront donc extérieurs les uns aux autres et
contenus dans (y<).

On peut, d'autre part, prendre / assez grand pour avoir 1 <C -sin —5

d'où résulte r- << sin— et
1 — X m

i— Z0 | [X -h X2H-. . .

ce qui montre que ^rt+1 est dans donc m racines Z voisines
de n'.
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34. Supposons maintenant Y/ = o, soit R(o) = o.
Si a 0 ^ o, on peut écrire

J
ou encore

= x~^ a)Lz

L cv

T zLzSi -Yizhz -h zV-Ti
i l z cv

Cv-4-̂ Vi J ' ^

Prenons comme valeur inititiale z0 une racine du plan [/:] de

c^x zv = aohzo

qui, en posant z*Q= — et A = -> se ramène à l'équation (y)

D'après le paragraphe 30, |w| est voisin de T—^ et |^0| est d'ordre (—f-) •

i
|— / \ —| V
I i ^ 0 \ I
I C v i ZQ \ J ZQ ö j — — V \ Z ç \ L . ZQ ~ 4 ~ Z(\ A i l I

I + __\ £v / _

et l'on voit, d'après l'inégalité ( J ) , que ——— est, si p .>o , d'un

ordre inférieur ou égal à celui de po
v et, si p. = o, d'ordre (logp0)

 v et
petit avec p0.

Considérons ensuite

— Lz-h
_f!2v1*L* +

Si -h Si L^ H- ̂ L^S!) (Vi H- Y±hz •+• zhzY\) -H \X Z\L~1TI -H SH'T'I

Cv -T- A V 1

(cv



Comme p0 est de l'ordre (—f-) ? |L^ | , pour z voisin de z0, est

d'ordre log/; par suite, le second facteur est de l'ordre de (log/)v

Dans le troisième facteur, — est de l'ordre ( •:—; ) > tandis que les
c^z \iogl / l

autres termes sont, en module ou plus de l'ordre de log/.

11 en résulte que I o1 est d'ordre / v(log/)v ( •:—-, ) = (los:/)"1.

Les approximations convergent donc pour p0 assez pelit.
Si ao~— o, on peut écrire P = ^^S2, Q = 60 + ^T2, R = ^v(cv + x;V2),

ce qui donne

i , [ .-T5-^^2+S>.L^S,T

Prenons ici

z°= x 1 T

il en résulte

L = # I —
**0 ' 2

1

1

I + _ L — ^ — • 1 _,

et est d'un ordre inférieur ou égal à celui de pv
0 si 1 >> 1, ou de

l'ordre de | p0 logp0 |
v ou (log/)v / v, si 1 = 1, donc petit dans les deux cas.

Considérons

L cv cv-h^V2 J

. T,---u(^
Cv

.-H ^""1 So-h

sV2 -+- V2) ( z T2 - ^ sV2 -4- s U
\ c
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Si) . = i , on a | ^ ~ " 1 L ^ | de Tordre de | logp | ou | l o g / | , mais l v log/

tend encore vers o ainsi que |<p'|. On aurait la même conclusion

pour ). ;> i .

On a donc, dans tous les cas, v racines Z voisines de o et, en
définitive, r racines voisines des racines r/ de R = o.

33. A côté de ces racines qui existent quel que soit Tordre de succes-
sion de ƒ>, q. r. nous allons maintenant déterminer des racines grandes
avec /, qui existent quand r n'est pas le plus grand des nombres ƒ>, q, r.

a. Supposons p supérieur à q et r.
Posons P — dpzf'-+- ap__\zP~l -f-... H- ao= üpZ''-^- S. On peut écrire

.rR — Q —SLG
z/'~r =

- , [ , ^ . . . . ] - ,
et, en posant

A = £2^1 + . . . + ~% B =

cipLz

1

\ _ B — CL*!''-''
^Ti J =

Prenons comme valeur z$ l'une des (p — r) racines de l'équation (y')

Évaluons, en faisant zA = <p(s0) et en utilisant Fégalité précédente

x A — B — CL.

a/fz%-rLz0
= po

Gomme 0, -^==^^ rL^0?

que et
B

Z'Q ' LZQ
est de l'ordre de po

i ainsi

est d'ordre supérieur, puisque
Z'Q ' L zo

Donc | ̂ 4 (^0) | est au plus de l'ordre de p~1 et l'on peut écrire

d'après l'inégalité ( J ) , M̂  étant borné
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Considérons, pour z dans un cercle (y,|) de centre z0 et de rayon <ip0

r crx xk —
lap\,z ci

x

Lz
— crx (xV—W) (x\ — B) C'

Dans le voisinage de z0 est de l'ordre de
z(Lz)2

tandis que les modules des autres termes du second facteur sont, au
plus, de l'ordre de po~;~~2-

D'autre part oc
TTz

est de l'ordre de t •''-' ' = pl-P+? e t , par

suite, | cjp'J est de l'ordre de (Iogp0)~
1. On peut donc écrire, N, étant

borné,

Or, on peut écrire comme au paragraphe 11

\Zn+-l — Z(,] <C m

N i

'ogpo

Pour avoir ^n+4 dans un cercle (r^ ) de rayon o-p0, il suffit que

- — V
logPü/

ce qui a lieu si Iogp0^> 2N^ et p̂  ' > 2M1a~'. Comme, d'après le para-

graphe 9. les (p—r) racines z0 sont distantes d'environ 2posin ->

on supposera a <C sin —-— pour que les cercles (y,,) ne se coupent pas;

chacun d'eux contiendra au moins un point Z limite des z7l.

b. Supposons q supérieur à p et r. On peut écrire (I)
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d'où, en divisant par zr et en posant

i / cr_i c0\ „ i /
D = ir ( — " •+••••-+- -^ )> E=z ir(apbq\ z z'\l bq \

 p ao

Prenons pour zQ l'une des (q — r) racines de

Evaluons, en faisant zx =

j Z\ — ^o 1 = = L I + — ^ — J -1

ICI ~j^~— est au plus égal à une quantité de l'ordre de p0
!logpo et,

^ D — F
d'autre part, ——— est au plus égal à une quantilé de l'ordre de

p~' ; on peut donc écrire, M2 étant un nombre fixe

Considérons d'autre part

hx — ELs — F 'ar —E'Ls— - - F '

le premier facteur est, par x, de l'ordre de p^ 7 4 / , le second est, au plus,
par E'L^, de l'ordre de pl~'~~2 logp0. On peut donc écrire, N2 étant
borné,

n+i — z o \ <

po Po

Pour que zn+h soit dans un cercle (y2) de centre ^0 et de rayon crp0, il
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suffit que

o7hr M,(iogp0)v^
'° ff/ N8iogPoy

\ Po /

donc que p0 vérifie les deux inégalités

Comme Pon a (q— r) points z0 distants de 2p0 sin —-—> on prendra

encore cr <; sin<—-— pour que les cercles (y2)
 n e s e coupent pas; chacun

contiendra encore une racine Z, au moins, limite des c/t.
O/i a donc, en définitive, (p— r) ou (q— r) racines Z grandes

avec l et, avec les r racines bornées, p ou q racines.

36. Absence d'autres racines z1 distinctes des Z. — Supposons tou-
jours l =# | x | suffisamment grand et désignons par z' une racine hypo-
thétique de \ (z) = VLz -f-Q — xK =o^ distincte des racines Z obtenues
par approximations dans les paragraphes 33 à 35; nous allons montrer,
d'une manière générale :

i° Qu'à toute racine z1 correspond une racine Z telle que \z'—Z
tende vers o ou croisse comme une Jonction de L

2° En considérant encore le développement (Ö?) du paragraphe 18,

que l'inégalité

est vérifiée dans un cercle (Y) de centre z1 dont le rayon A, fonction
de l, est en général suivant la valeur de |Z | , un infiniment petit
d'ordre inférieur ou un infiniment grand d9ordre supérieur à celui
de \zr—Z|. Il en résulte que, V(^) = o n'ayant d1 autre racine
que z' dans (F) et (F) contenant Z pour l assez grand, z' se confond
avec Z.

Nous considérons d'abord les racines z! de module borné.

a. Supposons d'abord co^é o.
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D'après le paragraphe 28, quel que soit c0, p'-—|s'| est voisin du
module d'une racine Y]' deR = o; donc, si N' est un nombre quelconque
supérieur à tous les |Y/|, on peut supposer / assez grand pour avoir,
pour un plan [h] déterminé, p '<N' .

D'autre part, pour c 0 ^ o, on peut trouver N", inférieur à tous les | Y/ \
et tel que Ton ait p '> IN'7.

En effet, en supposant d'abord a ^ o , si p' tendait vers o avec y j

le coefficient de / dans (2) du paragraphe 28 étant voisin de (30, l'égalité
serait impossible, 6' restant borné. 11 en est de même en supposant
a0 = aK —. . . = o, le coefficient de / commençant par un terme en p' de
degré inférieur à celui du terme par lequel commence le dénominateur.

a. En supposant ri racine simple et posant R(^ j = (z1—V)
on a

P U ' + O

qui montre, z' étant supposée d'après le paragraphe 28, voisine de ri et,
par suite, le second facteur étant borné, que \zf—y/| est de l'ordre
de /""', comme | Z —ri | et | zf— Z |. On a, d'autre part,

\Y{z') = - + P'W-h Qr— z'— V)S']

de l'ordre de /, z' n'étant pas racine de S = o. Il en est de même de

|V ( / ^(V) | pour n<r. Pour 11 >> r, V ( /^(^') ne comprend plus que les

termes, de module borné, qui proviennent de Q{"](z') et ceux qui pro-

trouver M tel que l'on ait

viennent de -JZJI (PIxs). D'après une inégalité du paragraphe 18, on peut

M

Donc, dans le second membre de ( J 4 ) , | V " ( ^ ) | . . .| Y^(z!)\. . ., sont
au plus de l'ordre de /, tandis que le premier membre est exactement de
cet ordre. On pourra donc \érifier ( J , ) dans un cercle (Fo) de centre zf et
de rayon A0=<JW, a étant indépendant de /, ainsi que A o > | z1—Z|.

(3. Supposons maintenant r/ racine d'ordre m de R = o.
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On sait, d'après le paragraphe 33, que Ton peut écrire près de i\' et,
i

par suite, de s', | (p\z\ < T m N . Comme l'on doit avoir zr = cp,(V), Ton a

Or, s'étant voisine de £0 = Y/, on peut écrire, en posant R = (^'—fi')mSu

n>Lc -f-Q]"7

ce qui montre que est aus^i de Tordre de / m et, par suite, que

j z'—zK | est de l'ordre de / m, ainsi que | Z — J , | et | Z —
On a ici

A {z)= PLz+-Q — x(z — fO'"Si,

^ j -h Q'— x[m(z - r,')'"-' Si H- (s - r /^S ' , ] ,

ce qui montre que | V \ ^ ) | est, par x{zf—r/)m~~', de l'ordre de 1"%
_ i

puisque \ z'—r/ | est de Tordre de / " \ De même, si A ^ m , | V " ( * ' ) | est
A A

de Tordre de lm, . . . , | V < A ) u ' ) l de Tordre de Z'\ Pou r m<h<rr

\{^]{zf) | Cht de Tordre de /. P o u r r <C //, | V(A)( z') | est, par - ^ - ( P L ^ ) r

de Tordre de N/~~h. O n peut donc vérifier {J\) pour \z—;')<à, de
i ~~

Tordre de / '", et le cercle (F, ) de centre z' et de rayon A! contiendra z,
l étant assez grand.

b. Supposons c0 — Ci = . . . = c^-\ = o, r v ^ o et a 0 ^ o.
On a, d'après les notations du paragraphe 34,

i

^Lzf S 1 - ^ \ j s hz +-zV>Ti _ i

1 T= I 5 £ o = 3C

Ci Cv - h Z \ i _J

Nous savons déjà, par le paragraphe 34, que p0 est de Tordre de

Nous allons voir qu'il en est de même pour le module d'une racine z1

telle que p' tende vers o avec y
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En effet, s tendant vers o avec p', on peut écrire, même si p = o
1

-lVa \ zV
z'^x Y^T\ (I

zr / L z' \
Xa () \ -Li /

Supposons p' d'ordre supérieur à p0 ; soit N un nombre, que l'on peut
prendre d'ailleurs arbitrairement grand; on aurait p;>>lNp0 pour p0

inférieur à une certaine valeur et, d'autre part, puisqu'ici l'on a
logp' | logp,, | + logN, il viendrait

logo' -h i args'
logpu

log>i -f- arg-s'
logpo — argso

quantité qui tend \ei\s i quand p0 tend vers o, tandis que l'on aurait

> N, ce qui rendrait l'égalité impossible.

Supposons p' d'ordre inférieur à p0, on aurait pour N, qui pourrait
et |logNpo logpo |-|- |logN|, ceêtre arbitrairement petit p <

qui entraînerait

L z()

qui tendrait vers i, rendant encore l'égalité impossible.
Nous n'avons pas encore épuisé toutes les hypothèses. Il pourrait

arriver, en effet, que p' ne soit ni d'ordre supérieur, ni d'ordre inférieur
à p0, mais dans un tel cas il existerait toujours des valeurs p0 arbitraire-
menl petites et pour lesquelles on aurait p'z=rINp0, N étant un nombre
quelconque positif. En effet, si pour o0 assez petit, on avail constam-
ment, par exemple. p'>Np0 , p serait d'ordre supérieur à p0. On aurait
donc, pour cette égalité,

JogN -h logpoTV

ce qui est impossible pour N je. \, puisque le second membre tend
vers i.

Il faut donc que p' et p() soient du même ordre.
L'on peut donc écrire, | ni \ étant inférieur à une quantité de l'ordre

de (logpo)-1, c'est-à-dire de (log/)-1,

Lz'
i = i + /w,



- 8 0 ~

D'autre part, on a

! Z ~ S0 = po

1

(z'Lz'Sl——\\z'Lzf-hz'V-Ti\Y
c-i L\ _ i

ao(cv+3'Vi)L3o J

et. si p. == o, le module du second terme du crochet est inférieur à une
quantité de Tordre précédent. II en résulte que \z'— z{) | est de l'ordre

_ l — i
de p0(log/) VÎ d'après l'inégalité (J). c'est-à-dire de Tordre de / 'puisque

_ i i

p0 est de Tordre de / v ( log/)v .

De même Z — ̂ 0 et I zf — Z I sont de Tordre de / v .
Considérons

\(z) =

on a

v — l

de Tordre de Zv(log/) v par le terme c,txvzN~[, \z!~{ | étant de Tordre
i i

2 V — 2

O n a ensuite | V ; / ( V ) | de Tordre de £v(logZ) v , . . . ; en général ,
h v — h

p o u r A ^ v , | V « A ) ( y ) | e s t d e T o r d r e d e f ' ( \ o g l ~ .

Pour A>v , ^ ) | est de Tordre de /v(log/) v par le terme
_ j_

en z'~h. On peut donc prendre \ z — z!\ | < A2 de Tordre de / v (log/)v tel
que (tJ|) soit vérifiée dans (T2) de centre ^' et de rajon A2 et que (F2)
contienne Z pour / assez grand.

c. Supposons c0 —...= cv_! = o, c v ^ o, a o =. . -= I < )̂-i == o, a ^ o ,
bo^é(j. On doit avoir, d'après les notations du paragraphe 34,

T . ^T2-h^Lys2--^yv2lv

/ ~ v | ̂ 0 Cv I
s = x 1 i ,

Lcv C V + Z V Î J



d'où

\ z — ZQ =

F

On voit, par division membre à membre, que ç! et p0 sont du même
ordre.

On peut supposer \ >> o, car pour 1 = o, on retrouve le cas précédent
où l'on suppose /JL = o dans les expressions de ( b ).

Le second terme du crochet est, au plus, si À ™ i , de l'ordre
j

de / v(log/); par suile, d'après ( J ) , | z1—zo\ est au plus de Tordre
i i i

de C"T\\o%lY. D'autre part,

\(z) = ^LsSî

donne | \f(zf) | de l'ordre de /v par le terme en x^-x.
h

De même, pour A<v, \Y{k^(zf)\ est de l'ordre de Zv et, pour h >> v,

inférieur à une quantilé de l'ordre de l v . par les dérivées de Lz.

On peut donc prendre \ z — z' | < A3 de l'ordre de / v tel que (J^i) soit
vérifiée dans (T:]) de centre z! et de rayon A3 et que (TA) contienne Z,

puisque esi aussi de l'ordre de Z v v i ( log / ) v .
Nous avons donc montré, en résumé, que les racines z! de module

borné ne sont autres que les racines Z voisines des r/.

37. Nous allons maintenant considérer des racines z' dont le module
croît avec /.

a. Supposons p supérieur à q et r.
On doit avoir, d'après les notations du paragraphe 35,

rx 1~

On voit, d'après la forme de A, B, C, et comme l'on a

que p' est, comme p0, de l'ordre de lp~r (logl) p~~r

THESE LEFEBYRE.



En effet, en divisant membre à membre les expressions précédentes,
on peut écrire

et l'on voit, comme au paragraphe 36, fe, que p' et p0 sont du même
ordre. Ils sont d'ailleurs équivalents, en effet, comme Ton peut écrire,
N, et N2 étant fixes N , p o < p ' < N 2 p 0 , il en résulte,

logpo
logp'
logplogpo logpo

qui montre que logp' : logp0 tend vers i.
Il en est donc de même de

Lzr ?[Iogpo arg^— logp'
logpo Iogpo(logp0-h i'

et, par suite, de

On peut écrire, d'autre part,

(œk — B — f-],
et aussi, d'après ce qui précède, | m! | étant de l'ordre de (logp')-%

7 = I = i H- m .

Le module du second terme du crochet étant de l'ordre de p'-1 logp0,
il en résulte, d'après (J) , que le module du second facteur est de

i _ i

l ' o r d r e d e ( l o g p ' ) p~ret\zf—z0 \ d e l ' o r d r e d e p 0 ( l o g p 0 ) / ; ~ ' .

O n a i c i

\(z) = apzPhz — crœzr-¥- Bzr-h GzrLz — x\zv= o,

et, en n'écrivant que les termes prépondérants, et comme l'on a

Y'(z') =
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D'après ce qui précède, le crochet est voisin de (p — r ) y£ o et par

suite | V ; ( ^ ) | est de l'ordre de p ^ g p
On voit de même que, pour h^p, \Y{h^(z')\ est de l'ordre de p£~Mogp0.

Pour A>/> , | \ / ( ^ ( V ) | est de Tordre de p]~h par les dérivées de Lz0.
On peut donc vérifier ( J , ) pour \z— z' | <A% de l'ordre de p0 et, par

suite, supérieur à l'ordre de et | z1— Z ]•

b. Supposons q supérieur à p et r.
On a, d'après les notations du paragraphe 35,

i

Z = [ T ; ^ X - ¥LZ- F J ' *

p' et p0 sont de Tordre de V'~r et — est voisin de i. On a

\z — Zo I = I - t -

?o

bq(X)x — Ehz— ! ] - .
EL s' est de l'ordre de p"1 logp0, | z1—z01 est inférieur à uneet, comme

quantité de l'ordre de p0
 q~1 '{

\ { Z ) = bqZ
cf— XCjZ7-

donne, puisque x •-= — zq~l\

— ) —r(~\ -h cip

de l'ordre de p^ ' , le crochet étant voisin de (gr — r ) ^£ o. On a ensuite
| V(A)(V) | de l'ordre de pq

0~
h. On peut prendre \z — z'\ de l'ordre de p0

pour vérifier (3\) dans un cercle de centre zr et de rayon A5 d'ordre p0

supérieur à z — z0 et à I -s7— Zl.

38. Remarques sur les résultats obtenus. — Les bimane hes (o) sont
celles qui viennent d'être déterminées, car si pour l=l0, nous consi-
dérons une branche Z du plan [h], la valeur de cette branche, pour l
arbitrairement grand, est la valeur d'une branche d'un des plans
[h — ĴL], [A — /JL —j— i J, . . ., [A], . . ., [h 4- p.], /JL étant bornée quel que
soit /, puisque la variation de 9 est bornée.



D'autre part, nous avons trouvé, au Chapitre II, pour x fixe et k crois-
sant, p branches Zk voisines des racines r\ de P — o et (q — p) ou (r — p)

i i

branches Zk dont le module est de l'ordre de kq~p ou h' ~'\
Nous trouvons ici, pour À fixe et Z = | # | croissant, r branches z/c

voisines des racines Y/ de R = o et (p — r) ou (q — / ) branches Z* dont
i i

le module est de l'ordre de V'~' ou l(/~'.



CHAPITRE IV.
BRANCHES (e).

39. Étude de la croissance d'une branche (e). — Nous allons montrer
que le module p d'une branche (e) reste borné, (sauf si r=p),
quand l croit indéfiniment, t restant fixe.

Nous diviserons cette démonstration en plusieurs parties.
Supposons qu'il existe une branche (e).

a. Nous allons montrer d'abord que l'on peut trouver un nombre N,
ne dépendant que de t et des coefficients « o 6y, c ,̂ tel que p ne puisse,
pour une branche (e), lut rester toujours supérieur, cela en sup-
posant r^ép.

Écrivons les relations (i) et (2) du paragraphe 28 en exprimant les
coefficients des termes les plus élevés, d'après les notations du para-
graphe dO,

[ \cr\ lpr~Pcos[t-+- u , . — ^ H - ( r

( I ) l o g p = 1 -!feg[P^cosh7-g ,+ (g

- \ b q \ 9<r-P s i n [ z q — G P - + - ( g - p ) Q ] ~ . . .

Nous poserons, pour abréger, t 4- vr — <JP= W', T(J— ap= c/ .
Nous devons distinguer plusieurs cas, suivant les ordres de p, q, r .Nous devons distinguer plusieurs cas,

Supposons r supérieur à p et q.
On peut écrire, | s | et | s' | étant petits,

Pour p > N assez grand et quand 9 est voisin de h —•- h 2 /ITT7
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le crochet est voisin de — i et l'égalité est impossible. Or ce fait peut
sûrement se présenter puisque 9 peut varier de 27: pour une branche (e).

Supposons p supérieur à q et r.
On peut écrire, les s,, r}i5 £ étant petits,

c,.\

Comme logp>logN est grand, il doit en être de même, d'après (i)
de lpr~p', donc le signe du second membre de (2) est, sauf pour des
intervalles dont l'étendue tend vers o, celui de sin[V-f-(r— p)9].
Quand 0 varie de 271, ce signe change et comme 9 garde le même signe,
l'égalité est impossible pour certaines valeurs 9 si p demeure supérieur à N.

Supposons q^>p > r\
On peut écrire, en posant (r —p) = m, {q —p) = 71,

/
(i) logo =

/
I cr\ /|cos(o/-+- /no)-H-n] — ! bq\ p7-''|"cos(toy-t- 718)

««

Nous allons vérifier que le second membre est négatif pour certaines
valeurs 9 pour lesquelles on a

(Jj) COS((O'H- mö) <— | r\ \, cos(w"-h

Posons I.— , K , , J = -r^-r et supposons, par exemple. | m \ < j n | ;
alors I >> J.

S . * . ! , 2 3t — tu/ , , 2 3C — O>' ^

i y varie de 271/1 -J a 27m H h 2 7r, 9 parcourt 2 m
m /n ' "

intervalles d'étendue I dans chacun desquels cos(&)'+ m9) a un signe
constant, il y a donc au moins un intervalle, puisque | m | > i , tel que
cos(c*)'-f- 77i9) prenne un signe déterminé.

En supposant w'^ûa" et pour l^J , il correspond à cet intervalle au
moins deux intervalles partiels dans lesquels cos(a/-|- n9) prend des
signes différents; on peut donc trouver un intervalle partiel (H) dans
lequel cos(c/-|- n9) prend un signe déterminé.

Comme la longueur de (H) ne dépend que des constantes &/, a/, m, n,
c'est-à-dire de i, ap, T(J, vr, p, q, J\ elle reste fixe et supérieure à un
nombre non nul. Par suite | cos(oa'-f- m9) | et j cos(o/-f- nO) \ prennent
dans (H) des valeurs qui deviennent supérieures à \r\\ et | Y/ |, car r] et Y/
tendent verg o aveci < i , ce qui permet de vérifier les inégalités (J 2 ) .
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Si Pon suppose |/ra|>|7&|, il suffit de reprendre le raisonnement
avec J au lieu de I.

Les résultats précédents subsistent si w' — G»/ pour | m | ̂ é | n |.

= \n\Considérons alors le cas où c*/= G/ et | m
L'hypothèse m = n entraînerait r = q, que nous ne considérons pas.

Soit maintenant m =.— n. Posons 8 = 8r -{- — ; on voit qu'il existe au

moins un intervalle dans lequel on a

cos(co'-4- mb) = cos(2 0)'-t- m8') < o avec COS(Ü/—TH.6) = cos/n6'> o,

ce qui permet encore de vérifier ( Ja) .
Il n'en est pas ainsi, toutefois, si t est tel que Pon ait co'— XTT.
Considérons alors la relation (2) que Ton peut écrire

( \

on a encore un intervalle, au moins, dans lequel sin(X7r + m 9 ) < o , ce
qui entraîne sin()jr — m 9 ) > o , rend le second membre de (2) négatif
et, par suite, l'égalité impossible.

Supposons q>r>p.
On peut écrire, avec les mêmes notations,

. . . ' cr ' Ipr—Pïcos(ü)'-h m 0 ) -h r\ ] — I ba I p<l—P\cos(a>"-i- n8)
(1) logp =

et arriver à la même conclusion par une marche identique.

6. Nous voulons montrer que p ne peut prendre une valeur grande
lorsque k et l deviennent assez grands.

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et déterminons l'ordre de grandeur
par rapport à k des valeurs / qui correspondraient à une valeur déter-
minée de 0, soit 8 = 2/1:71, pour lesquelles p serait grand avec A", p devant
vérifier une équation (5) indépendante de / car on tire de (I), en posant
P = P'-f- JP", Q = Q '+ *Q", R = R ' + iW,

(3) P'iogp — Pff6 -+- Q'= l[Wcost — K^sin^] = /M',
(4) P/rlogpH-P'6-+-Q*= /|R/sin^-f-R"cos^j = IM",

ce qui donne, en posant 8 = ski: -j- co et en éliminant

(5) (P'M"—P'M^logp — (P'M/-4-P"M")w
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Si grand que soit /, le module des racines de P'M'-j- P"M" = o, pour
9 = 2A'TU, est inférieur à un nombre fixe et, si p est supérieur à ce
nombre, le module du second membre de (5) est de l'ordre de kpP+'\

Pour que le module du premier membre soit du même ordre, il faut,

si q >/>, que p soit de l'ordre de k'r~p et, si q <ip, il faut que logp soit
de l'ordre de k. Cherchons avec ces conditions, l'ordre de Z, on a, en
éliminant 9 entre (3) et (4),

(6) (P'2-h P"2)log? -+- (P'Q'-+- P'Q*) = /(P'M'-f- P'M')

et, en divisant (6) par (5),

J_
ikr. (P'M" — P"M')logp-4-(Q'M" — Q"M') — (P 'M '+P 'M> '

Supposons
Si (5) admet une racine p# d'ordre é^k, avec // > o, le second membre

de (7) est de l'ordre de p£~r, 4, valeur correspondante de /, est de Tordre
de ke^f)~r)l\ Pour que 4 soit grand avec A", il faut supposer/? > r.

Supposons
1

Si (5) admet une racine pk de l'ordre A^^^, 4 est, d'après (7), de

Tordre de A* q~li = kq~p. Nous supposerons donc de même q ^> r.
Considérons alors les deux cas précédents q <Cp avec p^> r et q

avec g >> ?\
On peut supposer que pour une valeur 4 de /, grande avec A",

l'argument 9 d'une branche (e) prenne la valeur 2 Arc, p/v étant la valeur
correspondante de p.

Quand / croît à partir de l/x1 par définition même d'une branche (e)y

9 varie et prend la valeur Bk^ = a(A + Ï )TZ pour une valeur lk+{ de /;
soit pk+i la valeur correspondante de p.

Nous allons montrer que / variant de 4 à 4+M le module p ne prend
pas de valeur d'ordre inférieur à celui de p#.

Supposons q < jr> et p > r.
On peut écrire (5) sous la forme

__ , rP'M+P"M"l to(P'M '-+-P"M'')-(Q'Mf'2 / v 7 r l J +
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où. d'après les notations de (a ) , a = tang(w /+ m9). D'autre part | <p(p) |
est d'ordre p-1 et | ty{ p) | est-d'ordre < p~', quand co = o.

Si t est tel que en soit positif, on peut avoir, pour cette équation en p,
en posant \x = 2 arc, une racine p/x de l'ordre de e^ .

Alors, d'après (7), ltx sera de l'ordre ke^[p-i)K et lk+{ sera de l'ordre
de ( À-h 1 )eW-' )'i+v-(/>-r) ; par suite, 4 et / ^ sont du même ordre.

Supposons que, pendant cette variation, p prenne une valeur de Tordre
de eV-ft—V-11 (où u^>o ne serait pas borné, d'après notre définition de
l'ordre), assez grande toutefois pour que | P | , | Q |, |R | restent respec-
tivement de l'ordre p/y. p?, p'. On peut encore écrire

( 1 ) Iog
lor

l?r

f cos(w'-+- /??0) -+-

[ s i n ( o / - h /?iO) -h 7

b„ i / / [ C O S ( ( 0 " - | - Al 6 ) - h £A]

3V [ s i n ( to" -+- AI 6 ) - h y\ ]

ici lpr~p serait au moins de l'ordre de ke^(f)-1)n et, pv—P étant petit, il en
serait de même du second membre de (2), sauf si sin(co'H- m9) est
petit, et l'égalité avec 0, qui est de l'ordre de À\ serait impossible pour
u assez grand.

Dans le cas où sin(a)'-{- mO) est petit, | cos(o)'+ md) \ est voisin de 1.
Le second membre de (1) serait encore de l'ordre de ke^{p-r)u et l'égalité
avec logp, qui est de l'ordre de /r, serait encore impossible.

Supposons q>p> r.

Soit 4 une valeur de l'ordre de kq~p pour laquelle 0*= 2A*TT et //i4_4

une autre valeur pour laquelle 0 ^ = 2(/r -h 1 )ÎT; les valeurs correspon-
1

dantes de p/, et p*_H étant de l'ordre de kq~p.

Supposons que pour l variant de h à lk+u p prenne une valeur de
i

Tordre de kq~~p , avec u ;> o. Alors lpr-p serait de l'ordre de k]+{p~rîuj
tandis que p^-^ serait de Tordre de kx~^~p)U. L'un des seconds membres
de (1) et (2) serait donc de l'ordre de ki+{p~r^u et l'égalité avec logp
ou 6 serait impossible.

Supposons q > r > p .
1

On voit de même que, si p passait par une valeur de Tordre de kq~p ,
lf-p serait de Tordre de £-i-('-/>)«> £i-(?-/>)« qUi est de Tordre de p?->';
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le second membre de (2) serait, au plus, de l'ordre de &»-(*-/>)" el
l'égalité avec 0 serait impossible.

Ainsi, dans les deux cas envisagés, u ne peut être positif.
Dès lors, s'il existait, quel que soit A, une valeur /* telle que pour /— 4,

l'on ait 0 = 2À7i et p = p/v grand avec A*, il s'ensuivrait que p devrait
rester au moins de l'ordre de p/t pour / croissant à partir de //,.

On pourrait donc avoir, pour A' assez grand, p toujours supérieur à
un nombre fixe N, qui pourrait d'ailleurs être arbitrairement grand.
Or, nous savons d'après (a) , que cela est impossible.

c. Il résulte de ce qui précède que, pour une branche (e), p doit
rester borné.

Nous avons toutefois supposé r^p. Si r=p, on peut avoir une
branche (e)pour laquelle p croit indéfiniment.

C'est ainsi que pour z définie par zhz =— xz-\-i, il vient en

posant z = — j hy — x —y, qui admet une branche (e) tendant vers o;

on a donc pour z une branche (e) qui croît indéfiniment.
Nous reviendrons d'ailleurs plus loin sur l'existence des branches (e)

lorsque p = r.

40. Nous allons montrer maintenant que, s'il existe une branche (e)f

p ne peut rester borné sans tendre vers o, en supposant encore r yép.
Considérons les relations (8) et (9) que l'on tire des relations (3)

et (4) du paragraphe 39.

/ O N 1

(8) logP = p ^ r p A
/[(P/R/-HP//R?/)sin^-^(P^R//— V"nf)cost] — (P'Q';— P"Q') _ ZT2— V2

v9) "— p^+p^ ~~ Â *

(Tu T2, V-i, V2, A étant indépendants de / ) ; et la relation ( 10) obtenue
en éliminant / entre (8) et (9).

(10) TiCAÖ-hV*) — T2(AIogp-+-Vi) = o.

Remarquons d'abord que pour une valeur déterminée de 0, par
exemple 9^= 2kn -f-12, (10) détermine un nombre fini de valeurs de p.

En effet, en posant



- 94 •*-

on voit que W(p) n*a, dans les intervalles déterminés par les racines
deAT2=o, qu'un nombre fini de maxima (et de minima), puisque
W ;(p) est une fraction rationnelle. L'intervalle (o. -h oo) peut donc être
divisé en un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels W(p)
est monotone, d'où résulte que W(p) = o n'a qu'un nombre fini de
r a c i n e s p ^ , , p A j A , . . . , p A ? / , . . . . p A j l l .

Il en résulte donc bien que les valeurs ZA?i, . . . , 4?/M . . . , /A)y, . . ., 4,n
qui vérifient (9) quand 6 = 0A etp = pA)l, ..., pA?A, ..., pkj, ..., p ^ s o n l e n
nombre fini. Soit/A?y la plus grande. Il existe, pour $*+<— 2 (k -f- I)TT H—Ö»
une valeur analogue fa+\,h pour laquelle on a h+\,h> lk,j, car autre-
ment 9 resterait borné pour / continuant de croître à partir de hj.
Posons 9 = 9/{-\- co et faisons croître / de l/^j à lii+\,h \ w variant de o à 2 7T,
l'on a

Nous allons montrer que r'(k) et r"(k) tendent vers deux limites non
nulles et positives quand k croît indéfiniment.

Remarquons que T,,, T2 , V1. V2, A, indépendants de A", prennent les
mêmes valeurs pour 9 •-— 9tc+_i, . . ., 9/x+p, . . . que pour 9k.

Remarquons encore que À = P ' 2 + P / / - ne s'annule que pour les
racines r\ de P — o et de P = o et que. £1 étant quelconque, peut être
supposé différent des arguments des r\.

Il en résulte alors que celles des racines p/()i1 . . . , p/l}H de (10),
considérée comme équation en p, qui restent bornées, doivent tendre
vers les racines de T, (p, 12) = o.

Désignons par o\,, . . . , <jp^r les racines de T1 (p, £2) — o. On tire de (9)

Le second terme du second membre tend vers o, puisque A(pAj) tend
vers A(o"y)^o et que nous considérons les valeurs l^j, qui croissent

indéfiniment avec k\ il s'ensuit que j-^- tend vers 7 > quantité que

nous désignons par r"j.
Il en est de même de rlf(k) puisque l'on peut écrire
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En posant rh=. . , \ ? on voit de même que lit

que l'on peut écrire, Ç étant petit avec j>

Or, comme nous pouvons supposer aussi Q différent des arguments
des racines Y/ de R = o, les racines a de T< = o n'annulent pas T2 et,
par suite. r'h et rj ne sont pas nuls. Ils sont, d'autre part, positifs
puisque 0/o ÖA+I? 4,/I 4-M,A sont positifs.

Considérons maintenant la courbe (E) décrite par la branche (e)
quand / varie de l/XjJ- à l/^\)h et supposons que la courbe (G5), d'équa-
tion Ti(p, w) = o, soit une courbe fermée entourant l'origine du
plan (p, 0) quand co varie de o à air.

Si, pour (E), p n'était pas petit avec j pour / variant de 4,y à lk+\ji,

T, (p, co), d'après (8), devrait être petit et (E) devrait être voisine de (C{).
Cela est impossible si R ne se réduit pas à une constante, car (C<)

contient les racines r/ de R = o, puisque pour celles-ci R ' = R"= o. On
aurait donc, pour les points de (E) voisins des Y/, T2 arbitrairement

i . . 0
petit avec ji ainsi que y

Or nous savons, d'après ( ia), que ce rapport ne tend pas vers o.
Supposons alors R constant et, en désignant par A et B des constantes,

écrivons T, et T2 sous la forme

T, = P'(R'cos£ — R'sinO -h P"(R"cos* + R' sint) = AP'+ Bï>%
T2= P'(R'sin* + R"cost) — P"(R' cost — Wsmt) = BP'— AP*",

de sorte que (8) et (9) deviennent

(8') logp =

_
W > » -

et, en posant P"= XP',

Pour que logp reste borné, il faudrait ou que [A + BX]—
soit petit, ou que P'(i 4- X2) soit grand avec l.
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Dans le premier cas, 1 serait voisin de — ̂ ; il en résulterait, d'après

, ,* 6 . . . j B B(AQ'-*-BQ") . , .
(g) , que -% serait voisin de p , , — ~ ~ et, par suite, superieur
à r'j-hK pour P' assez petit, ce qui aurait lieu pour des points de (E)
voisins des yj, qui appartiennent à (C,) puisque l'on a pour ceux-ci
P ' = P " ^ o .

Dans le second cas, 1 devrait, étant grand, être d'ordre supérieur à
, . j i V -+- B À . . T1 , , . B — AX

celui de p-, pour que p - c-77 soit petit. Il en résulterait que jp-. ^ T

serait petit, ainsi d'ailleurs que p, ~ A ' > alors - serait petit et, par

suite, inférieur à rh — Ç.
Ces deux résultats contredisent les inégalités (12); par suite, si P

et R ne sont pas des constantes, p ne peut rester borné sans tendre
vers o. / / en est encore de même si P et R sont des constantes
puisque T4 est alors une constante non nulle en général si t est quel-
conque. Il peut en être autrement, toutefois, si T, = o, c'est-à-dire si t
a une valeur telle que ( P ' R ' + Iy/R") cos£ — (P'R7— P;/R') sin£ = o. Par
exemple pour

( I ) a0 L z — c() x -+- bo

quant t = vQ—<70+-î on a le système

logp =

et (E) est le cercle p — elrt°' ° ° parcouru une infinité de fois; mais
à une transformation linéaire près sur x, on retrouve ici l'exponentielle.

41. Détermination d'une branche (e) voisine de Porigine. — Nous
allons montrer qu'il existe, si a 0 ^ o et c 0 ^ o et si x est dans un
demi-plan déterminé, une branche (e) pour laquelle p tend vers o

avec j et 0 croit comme L

Posons P = a o + ^ P ^ Q = 60 + ^ Q , , R = co-f-^Ri ; (I) devient

Posons
— a0Ri-4-c0Pi Ü 60 Pi— «u

A = 5 D =
a0 a0



il vient

Faisons z$= a, zs = a ^/i)» ••• et considérons

Pour | a | assez petit et | z | < | £01 7^ °? o n peut écrire, g\ >> o> dési-
gnant un constante, comme plus loin g», g\2, g$, g\,

A /
ao-¥- a Pi

Comme a0 = I a016Ï(T<>, c0 = 1 c0 I e'v°, o n a j ~ = / —^4 e1'!

le demi-plan tel que cos(£ -f- v{) — <r0) < o, on peut écrire

""^) et, dans

A a?-h B

ao-¥- a Pi
de Tordre de /,et, comme on a aussi

Supposons / assez grand pour avoir m <C 2, il en résulte

a(4r+Bi ,.._ a (

et enfin

Considérons ensuite

1^/1+2 -^/H-l i

OÙ

I aimax

Supposons z dans un cercle (y) de centre o et de rayon JUL | a |, où |j. >> i ;
a étant assez petit pour que (ao + ^P^) ne s'annule pas dans (y). Le
module du premier terme est de l'ordre de /, celui du second de l'ordre
de | a | / et, par suite, le module du second facteur est de l'ordre de L



O n a d 'autre par t , ( <& | < e^l*!*?/ et, comme \<x\l tend vers o avec y?

\<&'z1 est de Tordre de L O n peut donc écrire, M étant fixe,

! a | | <ï>'- < M ler-eJ+ek = N.

Si par exemple, /JI = 2, on peut supposer Z assez grand pour avoir N <C ->

m <C -5 ce qui assure la convergence des approximations dans (y).

Le module p de Z limite des zn tend vers o comme | a |.
Pour l'argument 0, remarquons que Z est dans le cercle (y') de

centre a et de rayon | a | et que, par suite. 6 diffère de l'argument 0 de a

de moins de - ; or

s\n(t -+• u0— <*o) sin(T0—<

et, par suite, 0 croît comme / c- sin(£ + ô — o"o)-

42. Unicité de Z. —Établissons d'abord que Ton peut trouver p0 et L
tels que l'on ne puisse avoir p = po pour l^h.

Reprenons la relation (8) du paragraphe 40 et soient To, Vo, Ao les
valeurs de T|, V<, A pour z = o. On peut trouver po<Ci tel que, pour
p^p0 et s inférieur à Ao= | a{) |

2, | To | et | Vo |, Ton ait

| ïo ! - £ < I Ti ! < ) To j A | < Ao-4- 8,

< ! < ! Vo -H

Prenons alors, ayant choisi p0, L tel que

_ ( j T 0 - e ) L -
Ao-f-s

il en résulte, pour / ^ L ,

|logP| = i T, | - .

(,To -t)L- V,, - «

ce qui nécessite p<Cpo5 ^auf toutefois si T0 = o, mais ceci ne peut se
produire, comme au paragraphe 40, que pour une seule valeur de

t=:<j0—uo+ 'v • Nous voulons montrer maintenant que Z déterminée

au paragraphe 41 est Punique branche (e) voisine de o.
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Soit zf=pfei(i' une autre branche (e) et a = |a|ee '®; nous allons

montrer d'abord que * ' 7" p et 6'—0 sont de l'ordre de p' Iogp', au plus.

En posant T, = To+p'T' , , V ^ Vo +
écrire (8)

i0 Ao(Ao-+-p'A')

'V',, A = A0H-p'A', on peul

logp' =

En posant X = T
r Ao(

On a aussi

Ao(Ao-+- p'A')

I ^ 0 *1 *

; , ? il vient

ro.v—bo

car oc = e a° et l

par suite
I «o I

/ T I h I V

Li!
p'

Comme p ; < p0 est petit et que, par suite, lest de l'ordre de =̂  logp' au

plus, X et /ui étant bornés, p'Çkl — p) est de l'ordre de p'iogp'. Du moins
en est-il ainsi pour 1 ̂ é o; on verrait aisément que les énoncés qui vont
suivre s'appliquent encore pour 1 = o.

Il en est donc de même de ;—— <C a[ j A | p'l -\- \ p. | pf] pour p' petit.

Appliquées à l'argument 6' à partir de la relation (9) du paragraphe 40,
les considérations que nous avons exposées pour le module p' à partir
de (8) montrent d'une manière analogue que Ö1—0 est de l'ordre de
p'iogp', au plus.

Il en est encore de même de

{ z'— a ! < p'— , | H- p' 1 6'— 6 ou

puisque l'on a

Soit (y) un cercle de centre z1 et de rayon crp', OÙ<T<I ; il contient,
pour p' assez petit, a et Z et l'on a, pour z dans (y), p < 3 | a \ si p' est
assez petit pour que \z'— a | < a | et aussi, comme au paragraphe 41,
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Or on a * ' = <**(*'), *4 = :a i («o) , . » ., *«-H = a *(**), . . ., il en
résulte

Qt, comme ®z est holomorphe dans (y).

par suite, pour N < i , \z'—zn+\ | tend vers o avec - et z1 est la
limite Z des zn.

43. Existence de brandies (e) quand p = r. — Les considérations
des paragraphes 38 et 39 ne sont valables que pour/?= r.

Examinons maintenant le cas réserve où p = r. Nous allons voir que,
pour l assez grand et les hypothèses du paragraphe 40 étant véri-
fiées, on peut encore déterminer une branche (e{) de module petit et
qu'il n'existe de branche (e2) de module grand avec l, que si l'on a
p = r>q.

Supposons p = r>q.

Posons z = — et considérons (F) résultant de (I) par cette inversion

(I') — (ap -4- ctp-iy -4-. ..-haoyP)Ly

= x(cp-+-...-h coyP) — yP~n(bq-h...-+- b*y<r).

Pour x dans un demi-plan déterminé, (I), d'après le paragraphe M,
admet une branche (e<) qui devient pour (F) une branche (e2) et,
d'autre part, (F) admet aussi une branche (e^) qui donne une branche (e2)
pour (I).

Supposons p = r<iq.
Ici (I) devient par z = — >

(I") — y?-P(ap-h cip-iy +...•+- aoyP)Ly

le premier coefficient de P étant nul, on voit, en admettant les résultats
du paragraphe 44, que (F) n'admet pas de branche (<?,,) et, par suite,
que ([) n'admet pas de branche (e2), mais seulement une branche {ex)>

rm' S L L r n B A R E . 7



44. Examen des hypothèses. — Nous avons énoncé, au paragraphe 41,
des conditions suffisantes pour l'existence d'une branche (# i ) ; nous
allons montrer que ces conditions sont nécessaires.

Nous savons, d'après le paragraphe 40, que, s'il existe une branche (e\)
pour/? ^ r, son module tend vers o.

Nous allons montrer maintenant que si Von a a o = o, ou c o = o, ou
encore a0 = c0 = o , il ne peut exister de branche {ex).

Il y a trois cas à considérer :

Les relations (i) et (2) du paragraphe 28 deviennent ici

^ _+_ O j — Œo — V 6 ] - H . . . ]

'lu.— <T0-4- (Jl6 ] - 4 - . . . I

(1)1

(2)1

| cv | p
v

— ['

ly «o 1 I cv ' p
v sin [̂  -h o,— Œ0 — v6 ] - + - . . . !

— [|ÖTO

Si p, pour une branche (e\ ), restait inférieur à s, on pourrait trouver
(§ 39), des valeurs de 0 qui rendraient le second membre de (i)< positif
et pour lesquelles l'égalité serait impossible.

b. a0 = . . . = ax-i = °j #/ 7^ o, 60 = . . . = 6^-H ^= o, ô ^ ^ o , c ( ) ^ o .

Les relations (1) et (2) deviennent ici

(1)2 l ogp =

O — Œ X — X 6 ]

I - [ «x 11i
'0 | P*

«î
sin

sin

p A + . . .

t -h i ) 0 — <rK -X8] +
[x-X)6] +

-11
• • ] )

' " l ^ x l P 2 * - * - - - -

et l'on peut raisonner et conclure comme dans le premier cas.
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On a ici, pour (i) et (2) ,

- [ lax l l^olp^ cos[x0 — crx— X61 -4-.. .1
(i), logp = L' • J

(2)3

|aJ|p«XH-...

lï\ a\\ |cv|pX+vsin [t -h uv—ŒX-H(V — X)0J -H...]

_ r|axl!^o|p^ sin[xo— <J\— X8] -h.. .1

Si X yé. v, le raisonnement précédent s'applique encore.
Si X = v, on peut écrire, a, (3, à étant des constantes et les ri et Ç étant

bornés,
/(a -

( I )A 102 p ' '

ft
i - f - Ç p

Soient 9). et S'k+L deux valeurs 9 qui diffèrent d'environ 27: et telles
que Von ait COS(T0 — o-A—X9) + n^ p = o, et soit t, tel que l'on ait

-cos[£ + u> — o"x]<<o, hypothèse nécessaire pour avoir

logp < o dans (i)* quel que soit 9.

On a, pour 9 ~— 9^, logp = -

valeur l'k correspondante de /,

On a, pour d ~— 9^, logp = va "^^P^- c e qUj donne dans (2)4 pour la

A* /l" I -+- Çp I H- Çp

et, comme | sin(r0 — <TX — ̂ i ) | e s t voisin de 1, l'k est de Tordre de

_ I ± J j £ _ ^ l o g 0 i , de même /'*+1 est de Tordre de — I i± iL— ) log9',+1.

Supposons alors que pour / variant de l'k à Z^+1, Q varie de 9̂  à 9'k+i.
Le premier membre de (2)4 garde le signe de 9 puisque l est de l'ordre
de logo, tandis que le second membre change de signe ; l'égalité est donc
impossible pour toutes les valeurs de 9.

—£ = c° cos(l-+- ŒO— u0) < o.

CeWe hypothèse est nécessaire pour avoir logp < o, donc x doit être

dans un des demi-plans limités parla droite d'argument t = v0 — a 0H—•



CHAPITRE V.
DÉTERMINATION DE BRANCHES z

POUR LES VALEURS PARTICULIÈRES X ET o.

45. Détermination des branches z/, du plan [/r] voisines de o pour x

voisin de X = — ? quand a 0 = o . — Nous avons déterminé, au para-

graphe 13, les branches z/, qui tendent vers o quand k croît indéfini-
ment, x étant quelconque, mais différent de X. Nous allons maintenant
déterminer, pour un plan [A1] donné, les branches z/x qui tendent verso,
quand x tend vers X.

Nous allons d'abord supposer a ^ o et considérer

( I ) («i -H CT2<Z -h . • .-H ffpZP~l)zhz = X (CQ + C I , Z + . . . + CrZ
r)

d o n t on tire, en posant x = X -f- # ' ,

C0#'-h £ [ C i ( X - 4 - # ' ) — # i - f -£C 2 (X H-# ' ) —

nous prendrons comme valeur initiale des approximations que nous

ferons la racine zQ de Z0IJZQ=: ——•

Auparavant, nous allons d'abord, en posant ——=x'r, \ x" \ = l et
en considérant

zXuz =* x"j

montrer que, pour Z< -? on a les inégalités

dans laquelle on pose
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étant une quantité positive assujettie à vérifier l'inégalité

—T) ( l - T ) l 0 g ) l 0 g / |

et qui, par suite, peut être supposée arbitrairement petite si / est lui-
même assez petit.

Considérons l'équation
p'|logp'| = /;

en posant F(p') — p'| logp'], on voit que F(p') croît de o à - pour p' crois-
6

sant de o à -• On a donc une racine p' < -? telle que pf = —-, rr <. l-,
e n e " r | logp | '

d'où
/ l M " ! log ̂  i

Or, T vérifiant la condition énoncée, on a, en faisant a' =

,

il en résulte, F(p') étant croissante de o à -5

D'autre part, | Ls | < |logp | + | 0 | entraîne p[ | logp | + | Q \ ] > l et
l'on a, en posant / = f(i + YJ), y} étant petit puisque A* est déterminé
et p devant être petit avec / (ainsi que p = l, puisque | hz \ > | logp | ),

P [ logp > r

Sip'! est la plus petite racine de p"|logp"| =f , onap'j |logp'J |<^p|logp| et

Mais on a aussi p\ \ logp'J = 1 = p ̂ /(logp)2 + 0 2 > p | logp |, d'où
résulte

(0. p < P'I .

D'autre part, comme T< /, (i)2 est encore vérifiée par p\ et ^, d'où

Uogl'
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d'où enfin, d'après («)5 et (i')3 et d'après (i)s et (*)

et les inégalités (*), diaprés la définition même de (i — Ç).
Nous allons montrer maintenant que si s = | #' | est assez petit, la suite

des approximations zn+-\ = <p(#'> zn) est convergente, les zn restant dans
un cercle (y) de centre z0 et de rayon ap0, où a < i .

Posons A = [c4 (X H-ar') — & , + . . . ] , B = [ a 2 - h . . . -+-a,,*''-2 ] ,
il vient

z = 9(a?, z) = 7

' v y ( a i -

Formons z{ = et considérons

Le second facteur est voisin de
— b\

a y

ZOB(ZO)

n

et Î—2— est petit: on a donc

pour e assez petit, K1 étant une constante.
D'autre part on peut poser, pour z dans (y),

(y)

Déterminons maintenant une limite supérieure de [*<p'z

' _ ^-+• A'^ coa; '[B(n-L>z)-4-B'JSLJS]
9

A [ -t- Lz) -h Z2B']J s]

En posant NJ = (logp1")'2^-4(A" — i)27i2, on a | L ^ | 2 > N J pour ^
dans (y).

Soit B, le maximum de | B |; d'après (y) on a, pour le dernier terme,

< -Un - a) P o[ | ax 4 p "
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et, d'après (i) où p = p0 et / = — £, K/ étant une autre constante,

K'
loge 1

= I 4 " g ?puisque, en posant p = ^ I
g

4"g ? qui est petit avec p0, l'on peut

écrire
«= [logpo-f- log(i + a)]« = (Iogp0)2(i - *)*

et que dans (i), p0 < -q^-yr < ' entraîne | logp01 > | log/1 = log M ~ ijl.

On peut trouver pour les premiers termes des inégalités analogues et
écrire, K2 étant encore une constante,

pour z dans (y) et £ assez petit.

Soit, pour une première valeur £| <C - J po< la valeur de | z01. Calculons,

la valeur <r étant choisie, pour p<pw = (i H- o")poi5 une limite supérieure

de Kj et prenons p02 tel que |logp02|^—-'> soit s a = | # ' | la valeur

correspondante donnée par ^ o L ^ o = —oc1.

Calculons, pour p<pn et ja?'| = s2, une limite supérieure de R2 et
prenons £, tel que | log£31 > 2K0.

On aura, pour £ inférieur à £t, £2 et eh | zK — z0 | < - p 0 et | <f'z | <C ->

ce qui assurera la convergence dans (y).

46. Nous considérons maintenant le cas général, en supposant ici

On peut écrire

( I ) zmLz(am+ cim+tz -¥-...-h apzP-fn)

-. . .H- CrZ
r) — (bQ-\- i

Supposons m inférieur ou égal au plus petit des nombres £* et A, soitv.
En posant encore oc = X + x\ il vient

( /
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el, en posant,

A^v= (X-hd/^C/^-H. . .-+- CrZ
r) — (6

Nous prenons comme valeur initiale z0 l'une des m racines zQk de

A 2V

«m

et nous faisons zn+i = <p(a/, zn).
Pour établir la convergence de ces approximations dans un cercle (y)

de centre s0 et de rayon <jp0 [o- étant assez petit pour que les m cercles (y)

ne se coupent pas], il faut encore montrer que
que | <p', | est inférieur à i. Or, on a

Z\ — Zo

Po
est petit et

Quand z est dans (y), p et p0 sont du même ordre, ainsi que
et \Lzo\ et Von a, d'autre part, cQx! = amz™Lz{). L'ordre du premier
facteur est donc de pl~m et celui du premier produit, de pj-/w| Ls01""'.

L'ordre du second produit est de pl~m\Lz0\~
2 et celui du troisièmep p l \ 0 \

de | L^o I"
1. On peut donc avoir, pour | x' | assez petit,

On a d'autre part
dans (y).

i — ZQ I = [ n nr' _i_ ^ v V ~\ m Y n <r' ~lm
Cf lX —T" 4> <j V I I G0 Jb I

(am+.s„B)|J*0J " I ^ L T O J

= Po

et, en posant

= I - h M,

on voit que | zt | est, au plus, de l'ordre de |L^0 |~' et, d'après Pinéga-

lité ( «?), que tend vers o avec | x |, ce qui assure la convergence.
Po
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On a donc m branches zk qui tendent vers o avec xpour le plan [k],
II en est de même pour les plans d'indices supérieurs, puisque | L s j

figure en dénominateur et que | Lz | croît avec h pour une même valeur z,
ce qui renforce toutes les inégalités considérées.

. + bqZ<i-£— ' ,

Supposons m supérieur à g ou à A.
Soit m >> g et g <C h.

Ti vient dans (I) , en posant x = X -j > B = b$+\ +

C = ch~h. . . + c , ^ - A , S ^ a m + . . . + a^^ - m ,

bgz#= or'—zér[zB — r zhs G — zm~e$Lz]

qui donne, en posant p̂ 1 == — ^ [ ^ B — xzh~öC — £m—#

i

-V-J= ï l(,).
J

On prend ici zo= \jr\ e t l ' o n forme encore zn+i = cp(zn). On a,

d'après ( ? )

1 — ^ o | = po r,

Or. dans le voisinage de z0.

l'ordre de po| Ls o | , qui est petit avec p0.
D'autre part, dans

est, au plus si de

H

le dernier facteur est de l'ordre de pj g, tandis que | ̂  | est, au plus, de
l'ordre de p^|L^0 |5 par suite (cp'̂ l est, au plus, de l'ordre de p o |L^ o | ,
et, par suite, petit avec \x!

Soit m^> g = h.
On peut écrire ( I )

zmLz(am-4-...-+- apzP~m) = cox — bg] -

il vient, en posant cgx — bg= -{ &xf = — ainsi
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que

~L T — ^

Prenons ^ 0 = — j et zn+h •=

1 — ^0 I = Po

et i c i est au plus, si m = g -f-1, de Tordre de poj hzo\.

On a, d'autre part

le second facteur est de Tordre de p^"» et le troisième, au plus, de l'ordre
de p | |L^o|? si m=:g-\-i; par suite \y'2z\ est au plus de Tordre
de p,,| Lzn\.

Supposons m > A
On peut écrire (1)

et, en posant D = x[ch+i

z = \ :

- h . . .] —

H- zmSLz"\h

chx
J =V3(^) .

En partant de z0 = I et en suivant une marche analogue aux

précédentes, on montre encore l'existence de h branches zh petites avec xl.
En résumé, on a, si m > v, v branches Zk petites avec x'.

47. Détermination des branches de grand module, pour x voisin
de o, quand r est supérieur à p et q. — Nous avons trouvé pour x
quelconque, que le nombre des branches zk est égal au plus grand des
nombres p. q, r.
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Quand x = o, (I) se réduit à PL^ + Q = o, qui admet/? ou q
racines zk.

Nous allons montrer que si r est supérieur àpetq,(r —p) ou (r — q)
branches z/x deviennent infinies quand x tend vers o.

Supposons r >y> > q*
On peut écrire (I) sous la forme

(lp~\

ZP
h"

= cr.rzr—i'

et, en posant

zh> B =

CrZ

h . . . H > G =
ZP-<1 ZP Cr

crxzr—P = aphz -4- AL s -h B — crx zr~ P~x G = aphz -h y^i(z).

On en tire

Prenons z0 racine de l'équation ((3(),

et

\Zi—Z()\ =

donne
ap L ̂ o

i
r—p

[ ap L ZQ J

I

d'ordre p0
 r~~p, ainsi

r —^

que
Po

Considérons |cp4z| pour £ dans (y) de centre z0 et de rayon <rp0,
<7 < i étant assez petit pour que les (r—p) cercles (y) du plan [/r] ne
se coupent pas.

Montrons d'abord que y— tend vers i si p0 croît indéfiniment.

Puisque po(i — cr) < p < po( i + a) et logp < | Ls | < logp + 2/rTr,
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on a
Iogp0-+log(i — Lz log pu-

logpo

On a, d'autre part.

crx J

x —'-
[ crx CrX Cj XZ CrX J

Comme I hz I est d'ordre

Po

an hz est d'ordre

l = p o - ( ' - ^

ainsi que le premier crochet.

Dans le second crochet, comme =• —^—5 le premier terme est

de l'ordre de pj"7^11 Lz0 \— '. Les autres termes sont d'ordre inférieur à
celui-ci. Par suite l ^ - l ost d'ordre | L^ o | - ' , petit avec Z = | a ? | .

On a donc ( r — p ) branches Z. grandes avec - •

Cherchons la limite de Q quand x tend vers o, t tendant vers une
limile. Posons dans (P'),

et

il vient

dont on tire l'équation en 9,,,
COS(ZH-Vr— C

X s i n ( t -h u r — <jp -+- Oi )

Pour 9| d'un plan [A*] déterminé et X tendant vers o, le premier
membre croît indéfiniment; pour qu'il en soit de même du second, il faut
que sin(£-f-ur—o^ + ö,) tende vers o, cos(f H-u, —o-^ + öj) restant positif,

donc que 9A tende vers ap—t — v, + 27̂ 7̂  et 90 vers ^ ~ ~~ Ur

Po
tendant vers o comme

r—p
Z\—

Po
etOr, Z étant dans (y),

p() étant arbitrairement grand, 0/x doit tendre vers 90 et, par suite, un 9/(
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irnz -+- dp— t — y

r—p
Supposons r^>q^>p.
On peul écrire (I) sous la forme

-> ou n = o,i,...(r—p+-ri).

( I )

co

D -4- ELz — c,

dont on tire

i

Prenons zo=z —JL V q
 e t zn+A = (û2(zn). On a

s0) | est d'ordre p~* | Lz0 \ et %l — Zo

r—q crx

FD'+E' Lz H c,
z

tend encore vers o. D'autre part

l — crx(r — q — 1

crx

le premier crochet est d'ordre pj (/~^7 le second d'ordre
donc | ç/2- | est, au plus, d'ordre p0' | L^o •

On a donc ici (r — q) branches Z grandes avec - •

48. Absence d'autres branches z' voisines de l'origine. — Nous
voulons montrer que les hranches z1 du plan [À], intérieures à un cercle
de centre o el de rayon fixe ), qui peut d'ailleurs être arbitrairement
petit, ne sont autres, quand la variable x] des paragraphes 45 et 46 tend
vers o, que les limites Z des zn.
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Supposons d'abord w<v, v étant le plus petit des nombres g et h.
Si zr vérifie (I), en posant encore x = X + a!, on peut écrire

d'où

et, en désignant le crochet par i-f-r, | T | étant de Tordre de
au plus

On a d'autre part amZQlLz0 = c0^' et, par suite,

z'mhzf _ i

Nous allons montrer d'abord que ^ est voisin d'un point
En posant ^ ; = \>.eif*'z^ d étant inférieur à 2 7T, il vient

^ ^

et, quand p0 tend vers o avec |# ' | , f/ doit rester compris entre deux
bornes non nulles. En effet, p. ne peut tendre vers o, car tout le premier
membre tendrait vers o. De même, p. ne peut croître indéfiniment car,
le second membre étant voisin de i, (log/x -f- logp0) devrait être petit par
rapport à logp0 et l'on pourrait poser logp'= logjj. - j- Iogp0= £ logp0,

e tendant vers o. En posant aussi r\ ~ -. -> on aurait
lOg pu

• l i \ \ =

et £ serait, au plus, de l'ordre de p.~m. Or /ji~m= p(f~
m£ et, comme e

tendrait vers o, on pourrait prendre Ç < -ï- fixe tel que p"l~~mz soit petit

par rapport à pf~mX>. 11 en résulterait que | £ logp01 serait petit par rapport
à | pr~m^logpo |, qui tend vers o, et que p' tendrait vers i > X.

Par suite, fx restant borné, le crochet reste voisin de i et il en est de
même de jx; d'autre part, a' doit être petit, le second membre étant
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voisin de i. On a d'autre part

s'— arg(i -h x),

• „ / ) est. comme argLso> de l'ordre de(logp0)~S

ainsi que a r g ( i + r ) , voisin de r; par suite (0f—0O) est aussi de cet
ordre. Pour évaluer p'— p0, posons p. = i -f- Y/, on peut alors écrire

(i -h mr\'-+-.. .)

OU

(m-r\ -h . . . )
log;ji 4- /a '

logpo-h «00

qui montre que Y / = — est de l'ordre de | r | , au plus, c'est-à-dire de

l'ordre de (Iogp0)~"' par le premier terme du second membre, ou encore
de cet ordre par le second.

Comme l'on a | zJ— z01 < p'— p0 -f- p' | B'— ö0 | ou

| z' — Zo | < po— p'-+- po | 6 '— 60 |,

on ^oit que \z'—z01 est, au plus, de l'ordre de po(logpo)"1.
On peut donc tracer un cercle (y') de centre z0, dont le rayon est de

cet ordre et qui contient zf.
Or, d'après son expression du paragraphe 46,

9 est holomorphe dans un cercle de centre z0 et de rayon crp0, où cr<< i
est assez petit pour que ( c o # ' + A s v ) e t ( a m + z B ) ne s'annulent pas,
(car il est possible de trouver a, indépendant de p0, tel que am z™ Lz0 + A.z^
ne s'annule pas dans ce cercle (y), p devant être, pour une racine de
cette expression, d'un ordre supérieur àp0. puisque m<v).

On peut donc écrire

il en résulte, zr étant dans (y) où <p'z est aussi holomorphe,

®'~dz, Zn+i — z\ I yr
zdz, z'—znjri= I c'z dz



et comme on a supposé | cp's | < N < i dans (y), Ton a

qui tend vers o avec -> ce qui montre que z' est la limite Z des zn.

On peut raisonner de manière analogue quand m est supérieur à g
ou h.

Supposons maintenant que l'on ait, par exemple, m >> g et g << A.
On a, d'après les notations du paragraphe 46,

bg - ' #_ . / • ' = 61(2'), ^1 = - zrti[z' B — xz'/l-é>rC — z'm-è'SLz'],

où B==&é,^, + . . . + 6 , ^ - * - ^ = ^ ^
Or bgz% — a / = o, ce qui donne

et

comme | z' | << X est petit,

Evaluons

est petit et par suite z' est voisin d'un,

[—^—\-

montre que \ zf—zo\ est de Tordre de p0 ^(Iogp0)g puisque, p0 et p'

étant du même ordre et x' étant de Tordre de p<*, ' * \, est, dans le cas

le moins favorable, de Tordre de p0logp0.
On peut donc tracer de z0 comme centre et avec un rayon de l'ordre

i i

de p0
 è'(logp0)è', un cercle (y') contenant zf.

Considérons d'autre part

et remarquons que x'-{- ty\(z) =z b<rZ* -+• ^n(z) ne peut s'annuler que
pour des valeurs z telles que Tordre de [ z \ soit supérieur à p0 puisque,
pour |^j de Tordre p0, | ̂ , ( z) | est petit par rapport à pgr.

On peut donc tracer un cercle (F) de centre o, dont le rayon est
d'ordre supérieur à p0 (c'est-à-dire grand par rapport à p0) et dans
lequel xf-\-<\>i(z) ne s'annule pas.
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D'autre part, ^ est régulière dans un cercle (y) de centre z0 ne conte-
nant pas l'origine et, par suite, dont le rayon peut être de Tordre de p0

Si ce rayon est tel que (y) soit contenu dans (F), ce qui est possible
à réaliser, cp̂ . est holomorphe dans (y).

Or (y) peut contenir (y'), dont le rayon est de Tordre de p0 ^(Iogp0)
ê,

et l'on peut conclure comme dans le cas précédent.

49. Absence d'autres branches z' de grand module. — Supposons, par
exemple, r ̂ >p >> q.

Supposons p'—| z' | supérieur à A, lui-même supérieur aux modules
des racines du plan [A] de PL^ + Q:=o, vers lesquelles tendent les
racines bornées de (1) quand x tend vers o.

Montrons que, pour une racine z0 du paragraphe 47, — tend vers i.
On doit a\oir

Cr XZr -4- X ( Cr—i z'r~~l + . . . + Co)

= cipz'PLz'-h (dp-iz'P-t-h.. .-+- ao)Lz'-\- (bqz'v-h. .'.-H bo)

ou, en posant
* • ip j T> Zj „iq _, _, Zj P /» r ' r 1 _j_ _J_ (*

r f Ci 1 , T J A i L ^ - h B i l
CrXZ r \ I H T \ = CLpZ PLZ I H 7—= 7 - •

L crz''\ 1 cipZPLz J

Si A est assez grand, les crochets sont voisins de i et Ton peut écrire,
en tenant compte de c, xzr

0 = apz^Lz0, £\ et e2 étant petits,

En posant r—p — m, zQ=—i z!=—i on voit, comme au para-

graphe 48, que — est voisin de i, comme — et que 9' est voisin de 0O>

par suite zr est voisin d'un z0. On ^oit encore, en posant — = i + rj,
Po

que r} est de l 'ordre de |si | ou | e 2 | , soi tp^ 1 et que Ö'—90 est, au plus,

d 'ordre (Iogp0)~~' ainsi que Po
On peut donc décrire, de s0 comme centre, un cercle (y) dont le

rayon est d'ordre p()(logp0)~
l et contenant z',

THESE LEFEBVRK. 8



— 114 —

Considérons ici y\ (z) du paragraphe 47

rq,L* + Xi(*)l' \ z
L crx J

dans laquelle | X\ | e s t d'ordre p"1 | logp01. On a

T1 / — p L <?r<* J icrxz c, x

et cp̂ ., qui correspond à la détermination de cp4 de la valeur z0 consi-
dérée, reste déterminée et continue dans (y) ainsi que cp'J., puisque si p0

est assez grand (aphz + x« ) n e P e n t s>y annuler et que (y) ne contient
pas l'origine.

On peut donc encore écrire, puisque

zf—z1=l ®'[zdz, zn+i — Zi= f y'izdz,

U L
ti z dz < N | z' - zn | < N» | z'~ zo |

I

si | <piz | <] N <C i, ce qui montre que z1 est la limite des zn, soit Z.



CHAPITRE VI.
DÉTERMINATION ET NATURE DES POINTS SINGULIERS.

ÉCHANGE DES BRANCHES. RÔLE DES POINTS o ET X.

50. Détermination des points singuliers. — La fonction z(x) définie
par (I) vérifie l'équation

dz z]\

.*
qui devient, P1 et Qi étant des poljnomes et en tenant compte de (1),

d^ £_PR PiQ)
dx ~" w ( F ' H - R'p) + ^ ( Q ' P - P ' Q ) H - I32 ~~ Qi(#, *)'

Pour cette forme (*), les singularités de z(x) sont de plusieurs
espèces :

I. Les points £ qui avec les racines isolées Ç correspondantes
vérifient ( I ) et donnent Q1 (£, Ç) = o avec P^ (H, Ç) ̂  o.

Ici Q , , en tenant compte de x = ^R^ donne Téqualion

(E) ÎL^(P/R-R/P)-+-^(Q/R-R/Q)-hPR = o

et, à chaque racine Ç de (E) correspond un point \ •= RryN>

Nous allons étudier la repartition des £ sur le plan ( # ) .
L'équation (E) est de là forme ( a ) , en posant M = Ç(P'R — R/P) , de

degré (/> + /'), e tN-=Ç(R 'Q — Q ' R ) — P R , de degré (/> + r) ou (? + r ) .
Elle admet donc en général, (p + ;̂ ) racines Ç' voisines, sur chaque

plan [k], des racines de Ç(P;R — R'P) = o et, si ^ > / > , (q—ƒ>) racines£"
i

pour lesquelles | Ç" | est de l'ordre de A*7""''.

(*) P. ROUTROLX, Ouvrage cité, p. 8 à i5.
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Considérons les différents ordres possibles des degrés p, q, r.

Supposons ƒ? > y > r, avec a0 ?é o.
On a seulement des racines Ç' pour lesquelles

_ P[g(Q R - R Q)-+- PR)]-4-CQ(K/P--P'R) _ P2-hÇ(PQ — QP )
**~ ÇR(R'P-P'R) ~~ Ç(R'P-P'R)

montre que | £ | croît indéfiniment avec k.
Il en est de même sip>r ^> q.

Supposons q >> ƒ> > r ou y ;> r ^> p.
Pour les Ç'. | £ | croît indéfiniment. 11 en est de même pour les Ç"

car P2 + Ç ( P Q ' _ - Q P ' ) esl de degré (p -h q) et Ç(R'P — P'R) de
degré (p-\- r).

Supposons r>p > q.
On a seulement des racines Ç' pour lesquelles |£| croît indéfiniment.

Supposons r>q>p.
Pour les Ç', | Ç | croît indéfiniment. Pour les £", au contraire comme

r > q, | Ç | tend vers o quand | Ç/; | croît indéfiniment.
Donc, siöfo^ o, l'infini est le seul point-limite des£. sauf si

l'origine est alors point-limite des £ qui correspondent aux Ç/;.

Si ao = o, a, =^ o, (E) devient, en posant P = zS,

S'-H S) — R'*S] -+- 3(Q7R — IVQ) -+- zSR = o

et admet la racine Ç = o;mais il en est de même de 2R2 = o, et

\ = ïfr~T :== -^ nJest pas de la première catégorie que nous considérons

ici.
Considérons le cas général ou l'on a

a0 = . . . = a,w_i = o, am ^ o, 60 ^ o, b\ = . . . = 6g-_i = o, ^ ^ o,

(On peut aussi supposer 60 = o, ce qui n'a d'autre effet que de
ramener X à l'origine.)

En posant P = ^™S, Q = 60 + ^ B , R — co + ^AC, on trouve

S ; - SC') -h C»(mS
PR = ^ S ( c o + ^ G ) ,

zh^ B'G]
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de sorte que, en désignant par vie plus petit des nombres £• et h, on peut,
en désignant par TT, et7r2 des polynômes dont le terme constant n'est pas
nul, et si m >> v, écrire (E) sous la forme

(Et)

E

lesquelles

Elle adme£ (w —v) racines £'A qui tendent vers o avec ji pour

tend vers X ~ — • Elle admet aussi des racines Ç', voisines des racines
£(>

de Tij = o et. si p <C q, des racines Ç/ pour lesquelles | \ | est de l'ordre
(±zL\

de A 'f—p' et tend vers o ou vers oo suivant que q << r ou q^> r .
Si m<v, E prend la forme

Ici X n'est pas limite de £.
Exemple

L ( : 3 ij -h^ 2 —-1;

ici (E) s'écrit z\.z(i — 2^) + ^ + ^ — 3^3— 2Z2-\- z = o et aussi,
en divisant par zA,

T Lz 3 2 i

/M
Pour les Ç' voisines de ( - ) ; les ^ croissent indéfiniment, tandis que

pour la racine Ç" voisine de la racine Zh de 2L^ = ^ - f - i , qui est
d'ordre /r. £A est voisin de o, qui est limite de £.

Remarque. — L?équation (E) , comme équation (a) de forme
ML* — N = o admet une infinité de racines quand M et N ne sont pas

des constanles et que T̂ 11 est pas une constante.

Pour que M —^(P'R — R' P) soit constant, c'est-à-dire nul, il faudrait

que p soit constant. LCn supposant N = ^(R ;Q — Q'R) — PR non cons-

tant, (E) aurait un nombre fini de racines auxquelles correspondraient

toutefois une infinité de \ = run ? n'ayant d'autre point limite
que l'infini.
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On ne peut avoir N constant avec M = o, sauf si Q et R sont des
constantes, car en posant P = XR, on aurait, a étant une constante,

\ = s(R'Q — Q'R) — A R* = a ou encore s(R'Q— Q'R) = a -h XR2.

Or l'on a R'Q — Q'R = (r — q)b(]crz
f^r-x + . . ., de sorte que le

premier membre serait de degré (q -h r) et le second de degré 2/\ ce qui
est impossible, puisque q ̂  r.

Si R = c0, Q = fro, (I) devient "Kc^hz = cox— b{), qui se ramène
à Lz = Wx.

Si M —AN sans que M et N soient des constantes. (E) devient
N(ALs-|-i) —o et n'a qu'un nombre fini de racines. Aux n racines
de a\ = o correspondent une infinité de \ en donnant à LÇ toutes ses
déterminations; tandis qu'à Ç tel que ALÇ + i = o ne correspond qu'une
valeur £.

D'autre part, des racines de N = o peuvent être racines de ^R2z=: o
et les \ correspondants ne sont plus de première espèce.

Exemples :

i° zhz = x(i ~j- z)-—i.

Ici P = z, Q = i, R = ( i + ^ ) 2 ; Ton a pour (E),

2(1 — z*)(Lz — i) = o et *R* = *(i-h*y.

Pour Ç = i, Ion a ^ = et pour LÇ = i, \= j - ^ -

20 zLz

Ici -r- = =— et à Ç= - correspond le seul point E = •

Remarquons enfin que si nous cherchons les fonctions z(x) définies
par (I) qui n'ont pas de point?, c'est-à-dire pour lesquelles ML s — N
ne s'annule pas, nous trouvons que M doit èlre nul et N constant, ce qui
n'est réalisé que par L̂ r — Vx. L'exponentielle est donc la seule fonction
sans point £.

51. Nous allons rechercher les points singuliers des autres catégories.

H. On peut avoir, pour la forme générale -£- = — des points x0 tels

que l'on ait Q̂  = o, P̂  yé o quel que soit z\ mais ici, d'après la forme
de Q4, il faudrait avoir ^(Q'P — P ;Q) -f-P2— o, ce qui est impossible.
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III. On peut avoir des systèmes (#, z) tels que P* = o, Q< =Ü o.
Comme P! -= ^PR, il faut considérer les x qui correspondent à * = o,

£ — r)t racine de P = o, z = r}[ racine de R = o.

Four z = Yjj, x,= D ; ; ? l on a T = -̂7-5 ^ - ^7-0-r—? tinie, en
R(r)z) «te Q R — R Q -h P RLi)i 'général.

Les poinls xt sont donc réguliers.
Pour z -—f]( % x est à l'infini.
Pour z — o, JC est à l'infini si a 0 ^ o , au contraire, si a 0 = o ,

on a r = X et une ou plusieurs branches zk s'annulent sur chaque
plan [A].

C'esl ainsi que dans le premier exemple qui précède, on a, pour a?= 1,
d'après le paragraphe 45, une branche zjx qui s'annule.

IV. On peut avoir des valeurs x singulières pour les coefficients de Qi.
"Ici, Q̂  étant aussi un polynôme en x, l'infini est la seule singularité.

Y. On peut avoir des valeurs x pour lesquelles - —y = o.

On a (-j- = ,v2, \ et les valeurs pour lesquelles Po(#, o) = o et

Qa(^j o) = o peuvent être de nom elles singularités pour z.

Supposons r supérieur à p et q.
Posons

(a^-h . . .H-ör o ^) = U, (6y -h...-f- 60 / ? ) = V, (c r -4 - . . . -+-c o j r )= W;

il vient
yr-p U L j — jr-<7 V -h x W = o,

vérifiée pour x = y = o. Considérons pour ces valeurs

^ W
l h y — yr-p-i U — yr-p U' LjK J

1 V ^ V ' W' i

a. Si r est supérieur à QD H- 1) e t (^ + i),-^- est infinie ;

6. Si r = ƒ? + 1 >> q + 1, le dénominat

c . Si /̂  = q + 1 >/? + 1, -^ est finie.

6. Si r = ƒ? + 1 >> q + 1, le dénominateur est infini et -~- = o;
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Si p ou q est supérieur à r, (I) prend l'une des formes

— y<i-p ULy H- V — xyq-r W = o, — ULy H- yP-^Y — xyP—r W = o,

qui ne sont pas vérifiées par x = j ' = o.
En résumé, fes valeurs singulières sont :

Les points £. Il en existe pour toute relation (1) autre que L* = Xa\
L'infini, limite de points \.
L'origine, si r est supérieur à p et q. Si r > q > p<, x = o est en

outre limite de points £.

Le point x = X = — quand ao= o; ce point est en outre limite de

points £ M Z'orc a m^> v dans Véquation (E< ) a?w paragraphe 50.

52. Nature des points singuliers. — Z,es points \ sont des points
critiques algébriques; autour de \ki s'échangent deux branches zk

qui prennent la valeur Çki pour x = £ki, en supposant ^-^ régulière

et R (Ç^)^o . En effet, pour R(ÇA ) = o pour x = \ki, il faudrait que
Çki fut aussi racine de PL^ + Q = o.

L'infini est un point singulier essentiel, au sens de Painlevé ( ' ).
En effet, soit dans le plan (x), un cercle (G) ayant l'origine pour

centre et de rayon arbitrairement grand. On peut déterminer des
valeurs x extérieures à (G), telles que z prenne toute valeur H, dif-
férente toutefois des racines ri et n' de P = o et R = o. En effot

P(H)LH-hQ(H)
R(H)

dépasse tout nombre donné pour k assez grand.

Nous avons d'ailleurs constaté cette indétermination, puisque, pour

un plan [/r] déterminé, quand j est grand, nous obtenons des branches Z/{

voisines des racines r/ de R — o et des branches z^, sip ou q est supé-

rieur à r, pour lesquelles p est de Tordre lp~r ou lq~1 ". Au contraire,

pour x fixe et pour un plan [/r] d'indice assez grand pour que j soit

petit, nous trouvons des branches Z/x voisines de racines y] de P = o et,

O) P. BOUTROUX, Ouvrage cité, p. 65.
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si q ou r est supérieur à/?, des branches pour lesquelles p est de Tordre
i i

de k~' ou k~J.
De plus, quand x est dans le demi-plan tel que cos(£ -f- a0— v0) <C o

et si aQ^é o, c0 ̂  o, r ^ p, il existe une branche (e) voisine de o avec j •

V l'origine, si r est supérieur à p et^, une infinité de branches y = -

s'annulent, y- ayant une valeur déterminée : finie, nulle ou infinie.

L'origine est donc un point transcendant ordinaire pour les (r—p)
ou (r— q) branches z/, infinies sur chaque plan [A*]; il est, d'autre
part, un point ordinaire pour les p ou </branches racines dePL~ + Q = o.

Le point \ = — est1 quand « 0 = o , un point transcendant ordi-

naire pour les branches z qui s'annulent.
En supposant a{) —. . — am-] = o , am^é o, bu^ o, 6, =...^= bg-\ = o,

èÀr^ o, c 0 ^ o , ci = . . . = CA-1 = O, C/i^o el. par exemple, A<C^", on
peut écrire (1), S et T étant des poljnomes,

zmSLz -h zhT = cô r —̂ >o.
On en tire

dx mzm~lSLz -h zm JS

qui, pour z = o, x = X. est infinie, si m ^> i et h ^> i, finie, si m "

dxet A = i, ou nulle, si m = i. Mais si -r- est finie ou nulle, on a encore

une infinité de branches nulles.

53. Échange des branches de z(x). — En désignant par zK et zB deux
branches de z qui, pour la valeur initiale x = 'x prennent les valeurs
initiales ~zK et ~zu de l'ensemble &(z) des valeurs i qui correspondent
à 5\ nous nous proposons de trouver un contour du plan (a?), partant
de~x et y revenant, tel que la valeur finale 5A de zA soit ln et que la
valeur finale cH de zn soif rv.

Déterminons d'abord un contour fermé (F) de x tel que lorsque x
décrit (T), la valeur finale ~zK soit zh.

Nous supposons que ~x n'est pas un point £. Il en résulte qu'aucune
valeur 5 n'est un point Ç.

Considérons, pour un instant, zk comme la variable se déplaçant sur



la surface (2) définie au paragraphe 10 et décrivant un chemin (C)
joignant lk à GU, ne passant pas par l'origine, ni par aucun point Ç, ni
par aucune racine r/ de R = o.

La fonction x(z) = ^ est continue et décrit sur (x) un

contour (F) fermé, puisque x étant une fonction uniforme de z sur (2),
à la valeur finale z = iB correspond nécessairement la valeur iniliale x
pour x.

Le contour (F) renferme nécessairement un point critique cr pour zk

car. dans le cas contraire, en considérant maintenant la fonction zx(x)
définie pour toute valeur x (sauf x = o quand r est supérieur à p et q\
on pourrait réduire [Y) par déformation continue à un chemin unique
parcouru deux fois, le long duquel zA(x ) serait régulière et reprendrait
la \aleur i\ pour x revenant en x.

De même (F) renferme un point critique pour zu car la valeur
finale 3,} de zn n'est pas sB, puisque lzn n'est pas un point Ç pour lequel
deux branches j se confondent et que la valeur finale de sA, soit "A,
est^B.

La valeur finale zn est nécessairement, puisque x relent en x. une
des valeurs initiales; nous la désignerons, par exemple, par z~{) en sup-
posant qu'elle diffère do iA, auquel cas le problème serait résolu. Si (F)
ne renferme qu'un nombre fini de points critiques algébriques sans
autres points critiques, il est Réductible à un certain nombre de lacets
( V, ), ( \ 2 \ . . ., (An ) décrits dans cet ordre autour des points critiques
qui échangent rx el zH avec d'autres branches et dont l'effet est
d'amener z à prendre la valeur z^.

Ces lacets ne sont d'ailleurs peut-être pas tous nécessaires pour
obtenir l'échange de ^A avec zn. C'est ainsi, par exemple, que si nous
a^ns le tableau suivant :

(AO, (Ai), (A3), (A4), (A,), (A6),
(A.G), (CD), (D.G), (G.H), (H.D), (D.B),

relatif à l'ensemble des lacets (A,,), . . . , (\e) o u les lettres corres-
pondent aux valeurs initiales des branches qui sont échangées par chacun
des lacets supposé décrit isolémenl à partir de le. nous pouvons sup-
primer (Ai), (A4), (Ao) et obtenir l'échange de zk avec zh par la suite
des lacets (A<). (A2), ( \0)« Le nombre des lacets doit cependant être
supérieur à i, d'après l'hypothèse qne%i=:'zi)^'zA qui nécessite que le
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point critique pour zn diffère du point critique pour zk. Dans ces condi-
tions, si [D est équivalent à la suite des lacets ( \<), (A2), . . ., (A;i) de
sorte qu'après avoir décrit (A/t) l'on ait 3V — £B, on peut alors en faisant
décrire à x la suite des lacets ( \n~\ ), . . ., ( A,, ), faire reprendre à zn la
valeur SA, zB restant la \aleur finale de 3A, ce qui résout le problème.

En effet on voit, dans l'exemple ci-dessus, que 3K a>ant pris la
valeur i1} à la suite dos lacets ( \ , ) et (A>) s'échange avec 3B par (A6),
^B prenant la valeur c,,. Quand ,/ décrit alors (A2) et (A,,), ^B revient
à la valeur ~zk\ les autres branches repienanl leurs ^aleurs initiales.

Ce raisonnement, d'ailleurs indépendant du nombre des lacets,
suppose que le contour (F) correspondant ne renferme qu'un nombre
fini de points critiques algébriques, qui sont ici les points £, ce qui a
sûrement lieu s'il ne contient pas l'origine (quand r est supérieur à p
et q) et \ (quand a0 = o).

Nous allons voir qu'un tel choix est faisable, en considérant les divers
cas possibles pour z(x), lout d'abord quand a0 ^ o.

i° Supposons ao^é o et r non supérieur à p et q.

Les £ n'ayant pas de point-limite à distance finie, toute aire bornée
du plan [œ ) n'en contient qu'un nombre fini. On peut donc, en réunis-
sant la valeur initiale ~z^ d'une branche du plan \g~\ à la Aaleur £/, du
plan [A] par un chemin (C) situé sur les plans [g], . . ., \ h] de (2)
déterminer un contour (F) réductible à un nombre fini de lacets décrits
autour de points algébriques £.

2° Supposons a G ^ o , r supérieur à p et q, mais R = o n'ayant que
des racines simples.

L'origine est ici un point transcendant et, si r^>q^>p, limite de
points £.

Nous voulons montrer que l'on peut tracer un contour (C) joignantIL
à ~zh tel que le contour correspondant [V) du plan (x) ne contienne pas
l'origine et, par suite, ne contienne qu'un nombre fini de £.

A cet effet, nous tracerons dans {x) un raj on (a) de l'origine à l'infini,
auquel correspondront des contours (A) sur ( 2 ) ; nous assujettirons (C)
à ne pas rencontrer les (A). Il en résultera que le contour (F) corres-
pondant, ne coupant pas (a), ne contiendra pas l'origine.

Nous supposerons que (oc) ne passe par aucun point £; nous allons
montrer d'abord qu'il est possible qu'il en soit ainsi.
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L'origine est ici limite des \ qui correspondent aux Ç̂  racines de

(E) sLs(P'R--R'P)-f-s(Q'R--R'Q)-+-PR = o.

ISOUS allons montrer que, si l'on pose £ = £'-+-«£", le rapport | j tend
vers (q—p) limites quand | £ | tend vers o.

On a

*(P'R-R /P) = ( / ? - r ) ^ c f ^ / ' + , . , z(Q'R — WQ) = (g — r)bqcrzr+v + ...

et les racines £v de grand module sont voisines des racines de

qui est de la forme (y') du paragraphe 9, en posante = -> m — (q —p)7

<*P (r~

Les arguments 9 des racines sont de la forme

= 0 , 1,2, . .

et, d'autre part, p<f~P est voisin de — ̂ ~- -,
. . . *. ('•-

Considérons

R

si | Ç | est grand, \ est voisin de \K ; or si l'on pose \\ = ^ + i%\, Ç = pfel®f
y

on a
— r)ö r— 0'sin(/? — r)6 /]-h 6ypV co(q — r)iï'

— ̂ )Ô'-f- 0' cosQo — r)ö'] H- ô<7pVsin(^ — r)0 '

51 3 ^ "

et, app
fPdr étant voisin de — i ( / -—^\ P% ̂  e n résulte que f̂ est voisin ae

X — — ( r — ^ ) cQ(/ ? — ^)Q'— (̂  /?) sin(ff — r)Q'

( r — ^ ) sin(/? — r )0 'H- ( r —p) cos(q — r ) 0 '

et, comme 9' est voisin, à zkn près, de 7r"4"^/?7U | i et |r tendent vers
les (y —JD) valeurs X correspondantes.



On peut donc déterminer dans (#), (q—p) angles d'ouverture arbi-
trairement petite ayant leurs sommets à l'origine, tels qu'en dehors de
ces angles, il n'y ait qu'un nombre fini de j; dans le voisinage de l'origine.
On peut donc tracer (a) de £ à l'infini en passant par aucun £. Or, tous
les poinls de (C) étant à distance finie, aucun point de (F) n'approche
de l'origine de moins de e. Montrons maintenant que les contours (A)
n'ont pas de points communs. Nous supposerons la direction de (oc)
telle que l'on ait cos(^ + o>

ü — u 0 ) > o afin que pour x décrivant (a),
aucune branche ne soit (e).

Désignons par y ,̂, . . ., n'kr les racines de R = o sur le plan [k] et
par Wu, . . ., Wktj les racines de PL^ -+- Q = o.

Considérons les h — g -+- i plans [g-], . . ., [A].
Pour x = e. nous savons, d'après le paragraphe 47, que Ton a sur

chaque plan (r—p) ou (r— q) branches z-k dont p* est d'ordre supé-

rieur a 'p ou égal à I £ I r~q et dont 0* est voisin de

XT. — rsn— l — <jr 2 HT. -h ia~ t — ur
ou de 2(A: — i ) ~)

r—p r—p
Si r !>/>>> ^, il en est ainsi pour tous les plans [A] d'indice supérieur

à un entier fixe; si r^>q~>p, au contraire, il en est encore ainsi pour un
plan d'indice déterminé quand s est assez petit. Mais dans le cas
ci-dessus, comme nous considérons un nombre déterminé (h — g -j- i)
de ces plans, nous pouvons supposer | s | assez petit pour qu'il en soit
ainsi pour tous.

Les p ou q autres branches zi sont \oisines des points W/t.
Pour x\ croissant de s à l'infini sur (a), chaque branche Zi décrit

un contour (A) qui tend vers un point r/ et, comme cette branche
est (o), la variation de l'indice du feuillet de (1) qu'elle occupe est
inférieure à un entier fixe JX. Donc, pour une branche dont la valeur
inititiale est sur l'un des plans \_g], . . ., [A], l'extrémité r/du contour (A)
décrit par elle est sur Fun des plans \_g — j/.], . . ., [h + p].

Ainsi Ton a sur ces plans un nombre fini de contours (A) puisque l'on
a au plus r{h — g + i + 2/J.) points y/ et qu'il n'y a dans le voisinage de
chacun des r/, racine simple de 11 = o, qu'une branche z lorsque / est
assez grand. Ces contours (A) vont, soit d'un W à un y/, soit de l'infini
à un Y/.

Nous pouvons établir maintenant que les (À) ne se recoupent pas les
uns les autres et n'ont pas de points multiples.



— 126 —

Pour montrer qu'il en esl ainsi, supposons que deux (A) se
rencontrent en un point z0 qui n'est pas un ri et auquel correspond

un point x0 à distance finie. Comme x0 n'est pas un £, -y-> d'après son

expression du paragraphe 49, aune valeur finie non nulle. Les voisinages
de J?0 et de z0 se correspondent de façon biunivoque, ce qui contredit
l'hypothèse que deux z appartenant à deux (A) tendent vers z0 quand x
tend vers x0.

D'autre part un (A) ne se recoupe pas, car il correspondrait au point
multiple de (A) plusieurs valeurs de x(z), qui est uniforme sur (1).

Les (A) ne morcèlent donc pas (2). On peut donc joindre ~z~gt à z^j
par un contour (G) tout entier sur les plans [ o- — ̂ ] , . . ., [ h -f- JJL], ne
passant par aucun r/ et ne rencontrant aucun (A).

Le contour (F) correspondant ne contient pas l'origine, ainsi que nous
voulions l'établir.

3° Supposons a0 ^ o, r supérieur à p et q, R = o ayant ici des racines
multiples.

Faisons encore décrire à x un rayon (a). Si, par exemple, rigi est une
racine double de R = o, deux contours (A|^) et (A2^) aboutissent alors
à ce point et le contour ( Ai «• + A2^) formé par leur réunion et qui va de
l'infini à l'infini, partage (2). fl en est de même pour les homologues
de Yi'i et l'on a, par exemple, pour YJ1+V, deux contours (A,,^^)
et (A^o^] ) qui, par leur réunion, partagent aussi (2).

Nous pouvons échanger deux branches zx et zBl dont les valeurs ini-
tiales ~zA et 5B ne sont pas séparées par un contour (A), par la marche
précédemment suivie.

Il reste à considérer le cas où l'on veut échanger deux branches dont
les valeurs initiales sont séparées, c'est-à-dire qu'il existe deux régions (1')
et (2/;) contenant respectivement ~zk et zK et séparées par un ou plusieurs
contours (A). Nous supposerons ici (2') et (2;/) séparées par un seul
contour (A).

Montrons d'abord que si x s'éloigne à Vinfini sur un rayon (ô) dis-
tinct de (a), zx tend vers un point ri' de (2') et zB tend vers un rh

de ÇZ"). En effet, si pour une valeur x' de x sur (ô), zA rencontrait (A^)
ou (A2^) par exemple, il correspondrait à ce point un point x" sur (a),
ce qui est impossible, puisque x(z) est uniforme sur (2). Par consé-
quent zA et zu ne changent pas de région quand x décrit (5).

Nous savons d'autre part que deux branches zc et zD tendent vers n'gî
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quand l croît indéfiniment. Supposons alors que (à) soit le symétrique
de (a) par rapport à o ou une direction voisine de celle-ci, dans le cas
où elle serait une direction limite de £.

En posant R = (z — YÎ#)'-S, on peut tirer de (I)

Z — Tig* =

et, par suite, aux directions presque opposées de a et de (3) corres-
pondent pour (z — ri'gl) et pour le contour ( A< „ -f- A2«-) au point YĴ  deux
directions presque rectangulaires, de sorte que les deux valeurs ^ e t z"„
de zL et £D, qui correspondent à / grand pour x sur (ô), sont voisines de
la normale en r^t à (A,g--}- ^.2„) et, comme l'argument de (zf—n'^) dif-
fère de celui de (z" •— n'gl) d'environ TT. l'un des points, par exemple z\n

est sur (2 ' ) , tandis que l'autre, z"o, est sur (2").
Il en résulte que les valeurs zc et z{) de zc et z{) étaient aussi respecti-

vement sur (lé') et (2").
Pour échanger ^A avec zni décrivons d'abord un contour ( F ) qui

échange zA et zc et un contour (F') qui échange zn et z{)) puis décrivons
un trajet simple (A) do x à un point x\ de grand module, sur (d); ^A et
zu ont alors pour affixes deux points M7 et Al", voisins de r,^ et respecti-
vement sur (2') et ( 2 " ) . Décrivons alors le cercle ((3) de centre o et de
rayon | x'\ qui amène ; v en M" el zh en M', puis (— >.) qui amène ^A en
~zX) et zn en lzc. Enfin décrivons de nouveau (F ; ) qui amène zn en JA , et
(F') qui amène ^A en ^B. Nous avons réalisé ainsi Véchange des deux
branches.

On peut d'ailleurs résumer ces résultats par le tableau ci-dessous,
où I et F désignent respectivement les valeurs initiale et finale.

Valeurs.

Contours. I. F. I. F I. F.
F x x ZA ZC ZR zn
F x x Zc Zc zn ZD

X x x' zc M' ZD M"
e x' x' M' M" M" M'
— X x' x M" ZD M' zc
F' 'x ~x ^ D Zn ~zc zc
T" ~x le zn Zn Zc ZA
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54. Supposons maintenant a0 = o et r non supérieur à p et q.
Pour que le contour (F), image de (C) joignant ~zk à £c, ne renferme

qu'un nombre fini de points critiques algébriques £, il suffit qu'il ne
renferme pas X, point transcendant et, peut être, limite de £. JNous sommes
ainsi conduits a tracer dans (x) un contour ((3) allant de X à l'infini et
à assujettir (G) à ne pas rencontrer les contours (B), images de ((3)
sur (2).

Considérons, comme au paragraphe 46. (I) sous la forme

. . .-h crz
r~h) — z#(bg-h.. .-h bqz9~&);

nous savons que pour ip = X on a ^ = o ou ^ = ^, autre racine de celte
•équation, et pour x = oo, on a z — Y/ OU Z •= oo.

Il en résulte quatre sortes de contours (B) : i° (B) allant de o à V';
2° (B) allant de v à Y/; 3° (B) alla ut de v à oo; 4° (B) allant de o à oo.
Supposons que r soit une racine simple, ce qui est le cas général; deux
contours (B) appartenant à l'une des trois premières sortes ne morcèlent
pas (2), car ceux de la première sorte partent de l'origine mais abou-
tissent à des points à distance finie et ceux des deuxième et troisième
sortes n'ont aucun point commun. Les (B) de la quatrième sorte, au
contraire, se réunissent tous à l'origine et s'éloignent à l'infini et, par
suite, divisent (2) en une infini lé de régions (2').

Nous savons, d'autre part, d'après le paragraphe 46, que si x tend

vers X, m racines z/x tendent vers o comme celles de ^^L^o=: ~—> ou

v racines z/x tendent vers o comme celles de ^ = X # ' , X étant une cons-
tante. Si xr tend vers o avec un argument déterminé, il en est de même
pour z{). Gela est évident dans le second cas. Pour le premier, il vient,
en posant Z'Q= U, une équation (y). Or, on a pour celle-ci, d'après le
paragraphe 8,

( / 6 )

qui montre que, lorsque / tend vers o, sin(£ — 9) doit tendre vers o, de
tel sorte que (si Ö > o), cos(£ — 0) reste négatif. Par suite, 0 tend vers
une valeur de forme (271-f-i)7r-f-£. Les arguments 0O des zQ tendent

donc vers des valeurs déterminées qui diffèrent d'environ — • 11 en

résulte que les (B) morcèlent (2) en régions qui, dans le voisinage de
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l'origine, forment des secteurs presque égaux; par suite, si .rapproche
de X suivant une direction (à') differente de (j3), les branches z corres-
pondantes sont chacune dans une région (21). Or, comme nous le verrons
au paragraphe 56, si x décrit une seule fois un petit cercle (G) autour
de X, chacune des branches voisines de o prend comme valeur finale la
valeur initiale d'une branche immédiatement voisine, en supposant
celles-ci rangées par ordre d'arguments croissants et le rayon de (C)
assez petit pour que (C) ne contienne pas les £ qui correspondent
aux branches considérées; par suite, chacune de celles-ci change de
région (2'). Nous pouvons maintenant échanger deux branches en suivant
une marche analogue à celle utilisée dans le troisième cas du para-
graphe 53.

Supposons définies les régions (2') pour un rayon ((3). Considérons
pour x = x deux branches zA et zK dont les valeurs initiales ^A et ^B sont
dans des régions voisines (2',) et (2!,). Traçons un chemin lcxK tel
que Xi ne soit pas sur ((3) et que x] X satisfasse à la condition énoncée
plus haut. Parmi les branches dont les valeurs initiales sont sur (2'4)
et (2'a), il en est une, soit zc pour (2, ) et soit % pour (2'2), qui devient
voisine de o quand x vient en X\.

Si x décrit (Cf) de rayon X J ^ , en parlant de X\ et dans un sens con-
venable zc prend comme valeur finale la valeur initiale de zD et par suite,
passe dans (2!,).

Il en résulte que, pour échanger zA et zn, nous pouvons d'abord, par
un contour (C) ordinaire, échanger £Aet zc dans (2',) puis faire prendre
par zx la valeur de zl} quand x est en xu en décrivant xx{, puis ( C ) ;
enfin ^A étant maintenant dans (2',,), échanger zx et zu par un contour
ordinaire (C) et ramener zB en ^A par le parcours inverse.

Supposons enfin a0 = o, mais r supérieur à p et q.
Ici les (B) ne morcèlent plus (2), puisque pour x = oo, on a seule-

ment z = r/, et le mécanisme précédent devient inutile. Mais on retrouve
le deuxième cas du paragraphe 53, où l'origine peut être limite de £. Il
faut donc encore tracer, outre un contour ((3), un rayon (a) et faire
éviter par (G) les contours (A) ainsi que les (B).

55. Kôle de l'origine dans l'échange des branches. — Nous allons
chercher l'effet d'un petit contour décrit par vautour de l'origine, point
transcendant quand r est supérieur à p et q.

THESE LEFEBYRE. »
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Supposons r > p > q.
Il existe sur Ie plan [k]} (r—p) branches Zk grandes avec j et qui sont

voisines des racines z0 de l'équation

et dont les arguments diffèrent d'environ • On peut écrire (I)

crxzr-~P = i

Xi(z) étant la fonction définie au paragraphe 47, petite avec -•

Soit x la valeur pour laquelle ces (r—p) branches Zk ont été définies.
Faisons décrire par x un cercle (c) de rayon l = | x | autour de l'origine;
comme £ n'intervient pas dans la détermination des zu, le module de ces
branches reste grand quand x décrit (C).

En effet, les z restent de l'ordre des z0 correspondants quand t varie,
puisque les inégalités qui établissent la convergence des approximations
au paragraphe 47, sont indépendantes de la valeur de t. 11 suffit donc de
montrer que p o = | ^ o | reste de l'ordre de po=|lso | , correspondant
à x =. x, quand x décrit (G).

Or, l'équation ci-dessus se ramène à une équation (y) en posant

zr~p = ,-; pour laquelle nous avons, au paragraphe 8, les relations

la première montre que, p ne pouvant s'annuler pour l^é o, sin(^ — 9)
ne s'annule pas et, par suite, quand t varie de 2TT, 9 varie d'une quantité
comprise entre rc et 3TT. La variation de 9 étant bornée, la seconde rela-
tion montre que p0 reste du même ordre.

Il en résulte que les arguments de hz et de | i 4- ^t varient peu

et que l'argument 9̂  d'une branche z/, varie d'environ ——; il devient

donc égal à la valeur initiale de l'argument d'une des branches voisines,
puisque les (r—p) branches z/{ sont les seules branches de grand
module. Donc si 1/à et 3A/ désignent les valeurs initiale et finale de Zku
les Zk étant rangés par ordre d'arguments croissants, on a, si t diminue
de 2 7T et quel que soit /r,



Supposons r > q>p.
L'origine peut jouer le même rôle que dans le cas précédent, mai§

seulement pour un nombre fini de valeurs k.
On a ici, d'une part q branches z-k voisines, pour / petit, des racines

i

de PL^ + Q = o et dont le module reste borné ou de l'ordre de kq~p.
Pour les zix que nous considérons, au -nombre de (r — q) et qui véri-
fient (I) avec les notations du paragraphe 47,

|x 2 ( s ) | reste petit avec l quel que soit t et, par suite, quand t varie

de 2 7T, are: r6a + 7'>( s)l varie peu et 0/ varie de —-—environ. Mais les

inégalités auxquelles | %21 doit satisfaire ne sont vérifiées que pour un
nombre fini de valeurs A, puisque hz figure au numérateur dans Texpras-
sion de x*(z)'

Nous pouvons remarquer, d'autre part, que l'origine est ici limite
des £/o qui correspondent aux Ç/tv du paragraphe 50 et pour lesquelles | ^ |

est de Tordre de kq~f\
Or, k étant fixé, on peut déterminer l(k) assez petit pour que (C) ne

contienne pas ces E/.

En effet, |£A est de Tordre de A* w-
U(PR'-RP')

En supposant u >> o, prenons / de Tordre de A* W—PJ ; les
i

modules p/( des (r — q) branches considérées sont de l'ordre de l r~~q ou
i

——— -+- u

kq~p et restent de cet ordre quand x décrit (G). Les modules d#s
i

q autres branches étant au plus de Tordre de kq~p', elles ne s'échangent
donc pas avec celles-ci, mais seulement entre elles.

Exemple :
hz = x(z- H- i) H- s.

Ici (E) s'écrit — 2 z 2 h z + zs-h z2 — z -+-1 = o et admet Ç/£1 et Ç̂ 2

voisines de o avec j et Ç/v3 pour laquelle p/l3 est de Tordre de k.

Il lui correspond | ̂ 3 1 de Tordre de k~1 par

pour l de Tordre de k~s~u, on a une branche Zk\ pour laquelle p/u est de



l'ordre de k et une branche z/x% pour laquelle p 2̂ est de Tordre de /r1H~",
zia étant comparable à la racine de xz = i et Zk\ à celle de Lx— z = o.
Il en résulte que si x décrit (C) avec l comme rayon, (C) ne contenant

On a ^t,2=^t-i,2 OU

56. Rôle de X. — Supposons (I) écrite sous la forme du paragraphe 46,

zm(am-h.. .-+- apzP-m)Lz

= XCo— bo-+- OCZh(Cfr-+-. . .-4- CrZ
f—à) — Z#(bg-h. . .-H bffZV—g).

Pour un plan [A1] déterminé et pour x tendant vers X = — > nous

savons, d'après le paragraphe 44, que m branches z/, tendent vers o si
m est inférieur ou égal au plus petit (v) des nombres g et h et que, si
m est supérieur à v, on a seulement v branches zix qui tendent vers o.
Nous savons d'autre part, par le paragraphe 50, que si m<v, X n'est pas
limite de £, tandis qu'au contraire, si m > v, X est limite de £. En sup-
posant m^>\>, nous allons montrer d'abord que pour un entier k
déterminé, on peut entourer X d'un cercle (C) de rayon l' assez
petit pour que (C) ne contienne à son intérieur aucun <;/,. Ici (Ej), du
paragraphe 50, admet des racines Ç qui tendent vers o et pour lesquelles

tend vers — = X. évaluons alors
c0

><J Co

Or, comme |Ç| est de l'ordre de k ^= r v , |ÇmLÇ| est de l'ordre
V

de k m~~v, le numérateur du second membre et, par suite, \\ — X | est,
au plus, de cet ordre.

Considérons maintenant l'effet d'une rotation autour de X, x décri-
vant (C).

Supposons m > v. Il vient, en posant x = X ~\- x',

dont on tire, en posant X.zhG—

Co-4- Zh
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Donc si V = |3?'|, pour les v branches voisines de o avec x\ p est de
i

l'ordre de lry et reste de cet ordre quand x décrit (G) avec le rayon V.
Considérons, pour # ' = # ' , les branches . . ., Z/i}i~u Zk^ **,iVi, . . . ,

parmi ces v branches petites du plan

Si V est de l'ordre de k m~v où u = o, (C) ne contient pas les £*,
points critiques pour les branches z^ de sorte que lorsque x décrit (G),
celles-ci ne s'échangent pas.

r\ - u - 1 5 • dv-\- zl) -+- s ™ v S L s . • j ds, t

Or, si / est petit, 1 expression j—^ reste voisine de — et
par suite, l'argument de z*k varie d'environ 271 avec celui de #', c'est-

à-dire que celui de z/, varie d'environ : ~

Gomme les arguments des branches considérées diffèrent aussi

d'environ — ? on doit donc avoir, quand t' croît de 27c.

Supposons m^v. On peut écrire (I) sous la forme

S XGzà-m—z*-mB
J

Quand V est assez petit, le crochet reste voisin de —- pour les

m branches z^ petites avec V et, si t' croît de 2 7T, Q/t croît ici d'en-

v i r o n — e t I o n a
m

mais ici quel que soit A", X n'étant pas limite de £.

Remarque. — Quand m > v, on a, pour un plan [/r] d4ndice assez

grand, m branches £/t pour lesquelles p/t est de l'ordre de k 'n, Z' restant
fixe. Gomme | zmhz | reste fini, on peut écrire (l) sous la forme ci-dessus

et l'on a, quand x' décrit (G), une variation de — pour Q/x et non plus

de — comme dans la première hypothèse. Mais ici (C) contient en

général, c'est-à-dire pour k assez grand, les £/t qui peuvent échanger ces
branches, de sorte que les échanges qui s'opèrent ne sont plus dus à la
seule existence du point X.
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57. Exemple» ;

(i) zhz^x.

Nous nous proposons d'étudier directement le mécanisme d'échange
des branches de z(&) définies par cette relation, pour laquelle nous
pouvons déterminer les branches de tous les feuillets, ce qui, comme
nous le savons, est impossible dans le cas général, où nous devons exclure
de nos conclusions un nombre limité de feuillets.

Ainsi que nous l'avons montré au paragraphe 50, ç = — e~x est
l'unique point critique algébrique de la fonction; d'autre part,
on a X = o.

Nous allons étudier Teffel d'une rotation autour de ce dernier point.
En reprenant les notations du paragraphe 8, faisons varier t de t0

à to-\~2T.. Considérons d'abord, en supposant O<<£<C2TT, les deux
racines 0, qui sont comprises dans [t—2TT, £], de l'équation $4 = o,

0c<»(/-0»
• - Q )

On a, pour

t = e. 0O dans (o , E) et d-i dans ( s — 2 T T , E— TT);

£ — 2-n — g, 0_i dans ( — s , o) et 0O dans (rc — s, 2tr — s ) ;

t ^ n —£ ? #0 d a n s ( o , 7 r — £ ) e t 0 _ 1 d a n s ( — T t — s , -—£);

t = 7T + £, 0O dans (s, TT + s) et 0_< dans ( — TT + s, o ) .

Nous allons voir que , lorsque t prend la valeur 7^, Q-x et 0O restent
dans les intervalles ci-dessus sans tendre vers o si l'on a />> £ - ' , tandis
que 0,, et 0O tendent vers o avec e si l'on a / <C e~~] •

Posons Z = e~x^a\ on doit avoir, pour JC = TT — £y

Soit w > o . En posant 51EiL±_!l2 = ^^ {\ faut ^ ^ ^ = e , _ M < e

Or, si une valeur de 0, petite avec s vérifiait cette égalité, le premier

membre serait arbitrairement voisin de wew, expression au moins égale
à e; l'égalité est donc impossible pour une telle valeur 0.
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Soit w < o . En posant 0 = Xe, on peut écrire

Xe

Faisons varier X. Pour A— — X 4 < i , Ie premier membre est voisin

de i — r- < i ; d autre part, i — u + A1 e . L __ 7 est voisin de

i + | u I — i H r- = I u I — r > o pour X4 ( u) assez grand. On a
I — Ai k\ — I

donc (34 > i > OLK.

Pour X = — i — YJ4, <xx est voisin de Y^, (34 est voisin de e % et,

pour r\i(u) assez petit, o n a ^ < ^ -

On a donc âi = o pour 1 = 1' comprise entre — ^ (u) et —i — Y^ (U)

et ce ne peut être que pour la racine 0-*.

Pour 1 = Y]2, oci est voisin de h i , Pi est voisin de e1"*"1"1, on a donc,

pour YÎ2 assez petit, (3̂  <C <̂ i •

Pour 1 •==. 12 assez grand, ct.\ est voisin de i, tandis que (34 est voisin

de e1"1 ; on a (34 >> a4.

On a donc <5, = o pour ), = llf comprise entre TJO(U) etl2(u) et ce ne

peut être que pour la racine 0().

Ces racines ö_, et 0O qui tendent vers o avec £ sont continues puisque,

li et 12 dépendant de u et non de £, X' et 1" restent bornées.

Considérons maintenant x décrivant un cercle (C4 ) de rayon l >> e~',

t variant de tQ<iv: à £ 0 + 2 7i et soient, pour t = t0, . . . , ö_2, ô_4, Öo, 04, . . . ,

les arguments de . . . , £_2, ^ - i , ^o? ^i » • • • dans [£0—4^? ^o—27r]>

[^o—a?:, t{) — TT], [^o—TC, ^o]? [̂ a? ^a-f-27c], . . . , 0O étant d'ailleurs

compris entre o et t0.

Quand t varie de 2 7i, 9 doit varier d'une quantité comprise entre TT

et 37T, car autrement p = ^- s'annulerait, / n'étant pas nul.

Donc, quand t croît de 271, on a en général, c'est-à-dire sauf pour

0_i et 90 comprises dans (^0—27r, ^0), Ô#z= 0 i+ i , puisqu'il n'existe

qu'une racine 9L par intervalle d'étendue 271.

Quand t passe par la valeur TT, aucun 0 ne s'annule, tandis que

pour £ = 2 71, un 0 prend la valeur o. Or, pour £ = £0-f-2 7r, 0, =

nécessite Ö„ ===== Ö, et 0_4 = ëo; c'est donc 6_{ qui s'annule pour ^ ^ 2
2
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II en résulte que toutes les valeurs finales ! avancent d'une unité
dans la suite des valeurs initiales et que =zi='zi^i quelque soit i.

Considérons de même un cercle (G2) de rayon l<Ce~l. Quand t
dépasse TT, 90 devient négatif et Q_A positif, puisque pour t = TT — s, l'on
avait 0O positif et 0__A négatif et que les limites de 1' et V, quand e tend
vers o, ne sont pas nulles. Quand t = 2TU, 9{) s'annule de nouveau
puisque 0_, ne peut s'annuler pour revenir à sa valeur initiale, celle-ci
étant la valeur finale de 9__2- On a donc . . . , *5_2—3_.,, ; _ f ^ : ^ ,
3,.— z2, . . ., mais, par exception, ~z = ~z{).

D'autre part, l'effet d'un contour (y) tournant seulement autour
de \=—e~'] est d'échanger z_{ et £0, en supposant pour la valeur
initiale to<C TC.

On peut donc échanger z^ et zQ : il suffit de décrire {g + 1) fois (C2);
alors 3^—^_, , puis (y), qui échange z_{ et ^0, puis (g") fois (C2) en
sens inverse, qui ramène z{) en z#.

On peut enfin échanger zg et zh en échangeant d'abord zs et ̂ 0 par la
marche précédente, puis z„, jouant maintenant le rôle de z() avec z^y

puis enfin en échangeant zjt et z0.

(2) z*Lz = œ — (z-+-i).

Ici, d'après le paragraphe 50, X = 1 est limite de £.
En posant œ = \-\-x', on pent écrire ^ = ^ [ i + ^ L ^ ] et, pour un

plan [/r] déterminé et l'•= | x'\ petit, on a, puisque ici v = 1, une branche^
voisine de l'origine. Quand x1 tourne autour de l'origine, Zkti devient
^'K^\,\ ou ^/xh\,i- Supposons, au contraire, V fixe et k grand. On peut
écrire aussi J ? ' = ^ - L ^ IH r— I, qui définit deux branches z/{i et z^

voisines de o, Pour ces branches, p est de l'ordre de À' ", ainsi que I^L^I"1 ;
par suite, l'argument du crochet est petit et varie peu quand x1 tourne
autour de o; il en résulte que arg(^2L^) varie d'environ 271.

En posant z-= w, on voit que la variation de argœ' doit être voisine

de celle de arg/ — L ^ j , qui, d'après l'exemple précédent, est voisine

de 271 ; donc 9 varie d'environ TT et zk^ devient ^-1,2 ou £/fj2. Cet
exemple met en évidence les rôles différents de X pour les deux
hypothèses : k fixe et V petit ou V fixe et k grand.

Dans cette dernière hypothèse, en effet, le cercle décrit par x autour
de X contient, pour k assez grand, le \k voisin de X qui correspond aux
branches ^considérées, parla racine Ç# voisine de o de 2zLz-+-z-j-i=o.
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58. Échange des branches z(x) à l'aide d'une branche (e). —
L'étude du mode d'échange des branches de z(x) définie par ((3) a
montré l'existence de deux modes d'échange distincts :

i° Quand x est dans le demi-plan (it') pour lequel il n'existe pas de
branche (V), l'échange se fait en passant par l'intermédiaire des
branches ^+.1, -A+-2? •••1 z^_+n_i entre les branches considérées z^
et Z/x+/n par rotations autour des £ qui les échangent deux à deux;

20 Quand x vient dans le demi-plan (TT), pour lequel il existe une
branche (e), une branche quelconque, par exemple zkl peut devenir (e)
et être échangée directement avec z^n par rotation autour d'un £.

Pour le cas général, nous avons trouvé, au paragraphe 53, que deux
branches quelconques Jvet zB peuvent être échangées par 1111 contour (F)
décrit par x. Il eu résulte que l'on peul échanger z^ et zt par un
contour (T{) puis zL et zl{ par (I\> ) et que, ^c étant quelconque, on
peut, en général, former une infinité de contours ( r , + r 2 ) qui
échangent JV et zn. On peut de ce fait distinguer encore dans le cas
général le cas où l'une des branches intermédiaires est la branche ze\ la
possibilité de faire passer ze sur un plan quelconque, en laissant
certaines branches dans le \oisinage de leurs valeurs initiales, permet-
tant parfois de réaliser des modes d'échange particulièrement simples^
analogues au second mode employé pour ((3).

Considérons, par exemple, z(x) définie par

( I ) S 2 + L 2 = . Ï ( I — z)\

ici P = 1, Q = z-, R = ( 1 — z) donnent, dans (E),

Cette équation admet une racine Ç/t voisine de o comme j et deux
racines Ç", et Ç/iO comparables aux racines de l'équation

qui sont, en module, de l'ordre de k2.
Les valeurs correspondantes £* données par
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sont, pour £',., %k voisines de LÇ',., | %k | étant de Tordre de k et, pour Ç/H

et Ç'/.2, ^/t1 et £'̂ > ? dont les modules sont de Tordre de A2, au plus.
Pour / assez grand, on a une valeur Zk\ voisine de i et une valeur z^i

pour laquelle p*2 est de l'ordre de /.
De plus, quand x est dans le demi-plan (71), où c o s £ < o , il existe

une branche (e) , soit ze, pour laquelle p est voisin de elcosl et 0 est
voisin de Isint.

Supposons d'abord x en .a?0, l0 étant grand par rapport à A, et t0 étant
petit, de sorte que zen'existe pas; considérons les branches Zk,\ et Zk+n,\
voisines de 1 sur les plans [À] et [ A + / i ] , (n > o).

Avant de déterminer un trajet permettant d'échanger ces branches,
définissons les courbes (y*). A cet effet, faisons dans

z"z-+- hz

z= pe1'8, 0 = 2/TTT, p variant de o à 1. En posant #*== X^+ i^» il vient

I — p I - p

— p3-4-2p2— p -+- I •+- p logp ;

on a p./>> o et nous verrons plus loin que l'on a aussi 1). >> o. En
admettant ce résultat on voit que, pour deux courbes (y*) et (y*+0>

on a ^_^| = lk, jjiyt+i = p/:H £7-5 pour une valeur p < 1 ; par suite Ijt

croissant de — 00 à 4- 00 et p.* de 2kir à + 00, (y*) et (y*-^ ) limitent une
région R*+i.

Les courbes (y*) et ( y ^ i ) admettent pour asymptotes, pour À < o ,
les droites m^= ikn et m*+1 = i(k + 1 )TT.

Il résulte de la définition même de (y*) et (y*+i ) que, si r̂ se déplace
dans Rjr+i, toute branche Zk+\ du plan [k + 1] de module inférieur à 1
reste sur ce plan.

En effet, Zk±\, pour en sortir, prendrait une valeur pour laquelle on
aurait Bk=2kiz ou 9k— 2(/r + I)TT; il correspondrait à celle-ci une
valeur x sur (y*) ou (y*4-1 ), différente de celle dans R|-+1 à laquelle Zk+\
correspond, ce qui est impossible, x(z) étant uniforme sur (2 ) .

Remarquons qu'une branche Zk±\ de module supérieur à 1 possède
la même propriété, puisque l'on peut définir, pour p variant de 1 à -h 00,



- 139 —

deux courbes (y'A.) et (y'k+\ )? situées au-dessous de Taxe réel, et pour
lesquelles on peut raisonner comme pour (y*) et (y*+i ).

En définitive, si x décrit un contour entièrement contenu dans R*_H,
toute branche Zk+\ reste sur le plan [A• -h i].

Faisons d'abord décrire par x un arc de eercle de centre O avec le
rayon /0, du point x0 jusqu'en un point X\ de Kk+\ pour lequel on a

o k ~ < l0 sin ti < i ( k -+-1 ) 7ï

après avoir traversé (y*-H ). Les inégalités ci-dessus montrent que pourx
venu en xu ze est le plan [k 4- 1]. II en est de même de Zk\ en effet,

et, pour l0 grand par rapport à A", Zk est voisin de 1. En posant p* = 1 -\- u,
on peut écrire la dernière expression

>t— t) -+- cost log(i + a)

T,
.(1 H- w)2sin(2Ô^— t) — sin^log(i -t- u) -

l ;

dont les parties principales sont —-— et — ; z/x est donc voisin

de 1

On a pA<C 1 ; en effet, PA-= i/ 1 — —7- h 7̂ * • • et quand x vient
V ^0 ^0

en X\, Zo sin^, est voisin de ô/o de sorte que p/{ est voisin de 4 / 1 j%- •

D'autre part, le coefficient de i est de signe contraire à cos£; donc,
pour £0, Zk est voisine de 1 sur la droite d'argument ihiz et au-dessous
de celle-ci, au contraire, pour cos^ <C o. z^ est au-dessus de cette droite,
sur [A--f-1].

Montrons maintenant que %k+i est sur RA+I.

La racine Ç;
A+I est voisine de celle de l'équation ÇLÇ = — 1 . Or, en

posant Ç = p'e/Q/, celle-ci donne le système

P ' =
sinÔ'

=e s i n 0 ' 5

Q' étant positif et grand, cosô'> o est petit et sinÔ'> o est voisin de 1.
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On peut poser ö, = 2A7r4 - -—£ si Ç/l+1 = p^ i 0 1 et p< = p'(i 4- TQ),

£ et n étant petits et p' étant voisin de • II vient alors, en négli-
2 A 7C H

2

géant les termes petits avec £ et YJ,

- p'î-Hlogp'-h t 2*K + ^

ce qui donne

— p'2-H l o g p ' — p' 2À7r -h - 2 AT: -h - — p'(p'2 — logp ' )

I -h p'2 ' ^ ~~~ 1-4- p'2

II en résulte que X équivaut à —log A et /JL à 2^71 H ; Ç'A+i est donc

compris entre mk et m/l4_, et, par suite, dans R / ^ .
Nous allons montrer que si x, partant de X\* décrit un lacet (L)

entourant £'/HH . ze et z/,?, s'échangent.
En effet, pour xXl / = £ , = /„ est grand par rapport à A; d'autre

part | E/^, | est de l'ordre de A ; par suite, le long de (L), | x | reste de cet
ordre, ainsi que | <5A-M,2 | et cette branche ne peut devenir voisine de ÇA,

point pour lequel | Ç'A | est de l'ordre de y*

D'autre part une branche d'un autre plan ne peut passer sur [A* 4-1] ?

car elle prendrait une valeur z = pel2h>K ou z = pel2{k+i^n, ce qui, nous
le savons, est impossible.

Considérons la variation de Z/x+n^. Quand x décrit l'arc de cercle
de x{) en x^ zk+n^ reste voisin de i sur [A 4- n] ou [A H-/i 4-1] , ce
dernier cas étant celui où x, pour \enir en xx, traverse (y/, i/lhi ). Quand x
décrit (L), £/i4_,,,i décrit un contour fermé.

Faisons maintenant croître Is'mt, l cos t restant fixe, de maniere que#
vienne en x2 dans R/Wl+, ; en admettant que pour x = X\^ ^k+n,i soit
sur [A 4- n 4- 1], cette branche reste sur ce plan quand x vient en x2>
En effet, Z/{^n^ voisine de 1, aurait pu seulement passer sur [A 4- /14-2]
si x avait traversé (y/ l+ / i+1); or, pour arriver en #2 , x traverse seule-
ment (y/x+7l).

D'autre part. £/M, qui est maintenant (e), est venue sur [ i + /i + i ] .
Nous pouvons donc échanger zk;i et zk+,hi par un lacet (L) entou-

rant E/r+rtu et ramener z/t+,hl à la valeur initiale de Z/X}i en suivant le
premier parcours x2xAx()1 en sens inverse.
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L'échange de ces branches se fait ainsi par V intermédiaire de zei

comme pour ((3).
Ce mécanisme peut d'ailleurs s'étendre à z/(j2 en échangeant au préa-

lable cette branche avec Z/^x par un contour (F) convenable.
Il reste à montrer que u=—piî4-2p2—p + i + plogp ne s'annule

pas quand p varie de o à i.

Considérons u=—op2+4p + l°gp e t u ——op + 4H-- ; on aP
u"= o pour p ̂ = -—^— et pour cette valeur

Pour p = o, u' = — 00 et pour p = 1, */— 1, donc u1 est croissante de o
, 2 -+- JYô j , , , 2-4- i/̂ ôa —jç— et décroissante ensuite, donc u = o pour p <C ^—•

On trouve pour p = o, 35. ur = — 0,02 et pour p = o, 36, u'= o, 12.
Il résulte pour p = o,35, u •=. o,47? . . . et comme entre o,35 et o,36,
u décroît de moins de 0,01 x &'(o,35)<Co,oi, u & un minimum encore
positif entre o et 1 (puisque u = 1 pour p = o et p = 1) et, par suite,
ne s'annule pas.
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