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PREMIERE THESE

PROPRIETES

D’UNE

FAMILLE DE FONCTIONS

A UNE

INFINITE DE BRANCHES

INTRODUCTION.

L’objet de cette étude est la recherche des propriétés des fonctions
5(2) qui peuvent étre définies par une relation

N PLz + Q = 2R,

dans laquelle P, Q, R sont des polynomes en s a coefficients complexes
ou réels, de degrés p, ¢, r.

Les fonctions 3(2) qui en résultent sont formées, en général, par une
infinité de branches, lorsque z varie.

Les fonctions multiformes a une infinit¢ de valeurs se présentent
naturcllement comme solutions de problémes d’inversion et aussi comme
solutions  des probléemes de prolongement de fonctions analytiques
fi'partir d'un ¢lément de fonction : ces exemples suffisent a montrer
Pimportance et Pintérét que présente leur étude.

Des fonctions dont étude est abordable, comme celle de la famille
définie par (I), nous ont semblé propres a préciser de facon concréte la

THESE LEFEBVRE, l
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notion de fonction multiforme; en attendant que des théories générales,
suggérées probablement d’ailleurs par des propriétés caractéristiques de
familles importantes de telles fonctions, puissent nous en donner une
notion plus abstraite. La forme particuliére que nous considérons s’est
présentée au cours de I'étude de fonctions analogues a celle citée, a titre
d’exemple, par P. Boutroux ('),

z—Lz=uw,

mais leur formation n’est pas purement arbitraire, car elles peuvent se
rencontrer effectivement au cours d’opérations élémentaires. En parti-

. . d . . .
culier, I'équation 21—2 = (R(z), fraction rationnelle, admet une intégrale
de forme

P[ML(z —a1) + A L(z —2) +...+ A L(z —a,)]+Q =Pz

qui, si ly=...=},= o, se réduit a une relation (I).
Les résultats que nous avons obtenus pour cette famille de fonctions
peuvent étre résumés de la maniére suivante :

CHAPITRE 1.

Le probléme fondamental est la détermination des valeurs z qui
vérifient (I) quand « a une valeur déterminée (1) devenant une équation

(2) MLz —N ~ o.

En posant z:=pe®® et en appelant plan [ 4] I'cnsemble des valeurs z
pour lesquelles ona 2 (k — 1)m << § < 2 km, nous montrons que ’on peut
séparer les racines z, du plan [ k] de U'équation (o) par un nombre
fini d’opérations algébriques.

Nous montrerons dans les chapitres suivants que la détermination des
valeurs z peut se faire, en général, c’est-a-dire en supposant soit k,
soit [ = | x| assez grand, en tirant de (1) une expression de la forme

z=[f(z, 2)+ U(z, 2)]" = 9(z, 2),

(1) P. Boutroux, Legons sur les fonctions définies par les équations différentielles
du premier ordre. Paris, Gauthier-Villars, 1908, p. 85-88.
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et en faisant 2, = ¢(&, 5.), 3, vérifiant une relation

zo=[f(z, 20)]",

de nature & assurer la convergence des itérations.
La relation ci-dessus est en général 'une des équations (8),-(8), (1)
ou (y") que nous résolvons dans ce chapitre et qui sont :

1° Péquation
(S) z2—Lz=ux.

Nous montrons d’abord, pour cette équation, que z n'a qu’une
racine 3 quel que soit k.

En posant £ =X+ iy, en supposant A<-—1 fixe, et en faisant
croitre @, on constale que lorsque w passe par la valeur 24w, deux
branches z; changent de plan et que si p passe par ..., 2(k +1)m, ...,
2(k—+nr)m, .... une branche z passe successivement sur les plans
o [k+1, oo k0], ..., de sorte que pour celle-ci, 6 croit
indéfiniment avec p..

Il en est de méme si x décrit un rayon dans un demi-plan tel que
Uon ait :—l(:—'; <o (¢ étant Pargument fixe de x). Cette branche, que

nous désignons par (e) a cause de celte propriété, est asymptote 3 une
heost
spirale logarithmique R = ¢ *"'.
Nous retrouvons ensuite le double mode d’échange des branches z,
déja décrit par P. Boutroux.

2° Péquation
(8" MLz —zr=g.
Nous montrons qu’il existe ici n racines .
3¢ I'équation
() Lz =2
Il existe ict une seule racine 3 pour laguelle on a
t+2(k—1)r <0 <t+2km,

sauf pour Uintervalle (— 2 + t, t) qui contient 2.



4° I'équation
") unLu =y.
On a ici m racines z, dont les 5, sont dans un intervalle d’étendue

27
.
2

am et ces B different d’environ ~

La fin du Chapitre 1 est consacrée aux notations employées dans la
suite et aux définitions nécessaires, en particulier celle de la surface (X)
sur laquelle nous représentons = et celle de l'ordre de deux quantilés
variables. Nous donnons aussi le schéma des démonstrations de conver-
gence qui suivent et élablissons I'inégalité ()

| 1 1
() i | < e,

d’un emploi fréquent dans celles-ci.

CHAPITRE 11.

L’objet de ce chapitre estla détermination des racines s, pour une
valeur quelconque, mais fize, de x et la recherche des propriétés de
ces racines lorsque k croit indéfiniment.

Comme les cas particuliers déja ¢tudiés portent a le penser, logp
a pour ces propriétés une influence négligeable, tandis que 9, au con-
traire, est un ¢lément perturbateur. Il est donc naturel de ranger les 3,
par ordre d’arguments croissants et de chercher leurs propriétés quand 4
croit indéfiniment. Nous obtenons ainsi les résultats suivants :

1° Le nombre des s est, en général, c¢’est-a-dire en exceptant un
nombre fini de valeurs k, le plus grand des nombres p. q, r.

2° Quand k croit indéfiniment, p de ces 5 tendent vers les homo-
logues, sur le plan [ k], des racines n; de P == o, tandrs que (g — p)

| 1

ouw (r — p) ont leur module o, de l'ordre de k'~" ou k"™"

CHAPITRE I11L

Pour une branche z;, la croissance de p dépend en général de la
variation de 9, il convient donc de distinguer les branches (o) pour
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lesquelles la variation de 6, étant bornée quand [ croil indéfiniment,
¢ restant fixe, n’influe pas sur la croissance de p, des branches (¢) pour
lesquelles il n’en est pas ainsi.

L’objet de ce chapitre est de rechercher comment varic p pour une
branche (o) et de déterminer ces branches pour un plan | k) déter-
miné quand l est assez grand.

Nous ohtenons les vésultats suivants :

a. St rest supérieur ap et g, il y «r branches s, qui tendent vers
les homologues sur le plan | k| des racines n; de IR := o}

b. Sir=p>q, ilenest de méme, sauf pour unc valeur particu-
liere de t ot il peut exister une branche pour laquelle 9 tend vers o
et o croit comme ekt;

c. Sip est supérieur a q et r,ily a, outre les i branches ci-dessus,
1
(p—r) branches pour lesquelles p croit comme 1"~", 6 tendant vers
une limite qui dépend de t;

d. Si q est supérieur a p et r, on a de méme (q—r) branches
1
pour lesquelles ¢ croit comme 17",

En ¢tudiant directement la croissance de p pour z(x) définie par (y),
on obtient pour ce cas une ¢valuation plus précise par les inégalités

l ) B /
logl+2k= + log[logl + 2km] =P logl —loglogl —1

que nous utilisons dans la suile.

Nous déterminons les branches (o) du plan | k], pour les branches
bornées en partant des homologues des w; et, s’il existe des racines
voisines de zéro, en partant des racines d’une équation auxiliaire (y');
pour les branches grandes avec /, nous partons encorc d’une racine
d’une équation (v) ou d’une racine d’une équation algébrique. Nous

montrons enfin qu’il n’y a pas d’autres branches z. que celles qui
ont été déterminées.

CHAPITRE 1V.

Nous considérons icila croissance et la détermination des branches (e).
Pour r£p et en supposant Uexistence d'une branche (e), nous
1

montrons que, pour une telle branche, p tend vers o avec 7
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Sous les conditions que z soit dans un demi-plan déterminé et que
o Cy5% 0, nous déterminons une branche (¢) et montrons qu’elle est
unique.

Pour r=p, il peut exister, si r =p > q, outre une branche (e,)
voisine de zéro, une branche (e,) grande avec l, ce qui n’a pas lieu
st r = p < ¢. Nous montrons enfin que les conditions supposées sont
nécessaires.

CHAPITRE V.

L’étude des singularités montre, au chapitre VI, que Porigine (et
) ) b . ) o
st ay=o0)le point X = C—O peuvent étre sculs des points singuliers trans-
(U]

cendants ou des limites de points critiques algébriques. 1l importe donc,
pour étudier le role de ces points dans ’échange des branches, de déter-
miner combien de branches z; tendent vers o ou vers o quand z
tend vers o ou vers X,

Dans le cas général ou 'on a
Ap=...= dp—1= 0, am# o, by # 0, by=...=by =0,
be+# o, ¢y #Z 0, C4=...=Cp—1 =0, CLFZO.
Pon trouve, quand z tend vers X, que m branches z; tendent vers zéro,

sim<v, v étant le plus petit des nombres g et h, et que v branches z;
tendent vers o st m >v.

Quand z tend vers o, (r— p) branches z; sont grandes avec -;;»
siF>p>gq,et(r—gq)branches, sir>q>p.
Les p ou ¢ autres branches tendent vers les racines de PLz + Q = o.

CHAPITRE VI.
Pour déterminer les singularités de z(z) définie par (I), nous consi-
dérons

dz zPR - Py(®)
Q(w, 5)

et appliquons i cette équation les résultats de Painlevé. Nous détermi-

dz ~ 2z(PR—RP)+a(QP —P Q)+ Pt
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nons d’abord les points ulgébriquest par résolution de I'équation (E)

.. PLz + .1,
obtenue en ¢liminant z = ——ZR—Q dans Q, ct en considérant le déno-

minateur.

Nous trouvons que lest n’ont d’autres points-limites que : 1° Uinfini,
2 Dorigine. st r>q>p, 3° le point X, sia,=o0 et m>>v.

Nous trouvons comme points critiques transcendants : 1° Uinfini,
2° Uorigine, sir est sapérieur a p et ¢, 3° le pornt X, si a,= o.

Nous montrons ensuite qu’'un contour fermé¢ ¢changeant deux
branches z quelconques peut toujours éwre formé sur le plan (z) : les
branches z (x) définies par une relation (1) ne forment donc qu’une
seule fonction.

Nous cherchons enfin I'eflet d’un petit cercle (C) déerit autour de
I'origine quand 7 est supérieur a p et g dans les deux cas :

1° r>p>g¢. - Pour les (r—p) branches z, grandes avec %, la

valeur finale coincide avec la valeur initiale de la branche qui la
préceéde ou qui la suit dans la suite formée par les valeurs initiales, de
sorte que 'on peut écrire, si ¢ augmente de 27,

coe Bl = 3Bk, Bk = Bk,1+1, Shya41 = ZR 142,

2° r>q>p. — Le résultat précédent subsiste quand, toutefols,
(C) ne contient pas lest qui correspondent & la valeur k considérée.

On a un résullat analogue pour un petit cercle décrit autour de X.

— © ———






CHAPITRE I.

EQUATIONS FONDAMENIALES.
DEFINITIONS ET DEMONSTRAPION PRINCIPALE.

1. Etude de I’équation (o)
() MLz —N =o,

ou M et N sont des polynomes en z, a coefficienls complexes, de
degrés m et n.

Nous dirons que 5 =petdappartient au plan [k] si 2 (A—1)T<<§<2km.
En posant

m

n

M=M -+ IM”=Z|:x, lewz/, N=N-+ i\"=2| 8; | e al,
0 0

on tire de (o)

N'M' + N"M”
1 _ —
(1) loge = <

VM — N
2 e e———
(2) V=S

Soit (1z) un cercle de centre (O) et de rayon 6,. Si d; est assez petit,

)
le second membre de (1) est voisin de o

cos(a,— 79), landis que
0

|logp| est grand; I'égalité est donc impossible et (a) n’a pas de racines
dans ().

Soit (T,) un cercle de centre (O) et de rayon 4. Si m > n, les
seconds membres de (1) el (2) sont pelits pour p> A, choisi assez grand
ct les égalités sont impossibles. Si m << n, I'un des seconds membres au
moins est d’ordre p"— ot I'égalité avec 6 au logp est encore impossible.

Le cas m = n se raméne au précédent en posant z = ye —El'-l
m
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Il en résulte qu’en réunissant () et (I';) par une coupure, pratiquée,
par exemple, suivant I'axe réel positif, nous liinitons une aire (A) dans
laquelle F(z) =MLz — N est holomorphe et qui conlient toutes les
racines 3; de (a) sur le plan [A].

a(I‘k)

Fig. 1.

Nous allons montrer que l'on peut séparer les racines par un nombre
fin1 d’opérations algébriques.

. N .
Considérons f(z) =Lz — 3’ qui est méromorphe dans (A), dont
les m poles sont les racines de M = o ct les v zéros sont les zéros de (a).
On peut écrire, en désignant par K, le facteur de 27 dans la variation

de 'argument de f(z) quand z décrit (C) formé par (Tx), (y4) et les
bords de I'axe réel, et qui limite (A),

v =m -+~ Kj.
Pour déterminer K, posons f(z) =X 4 /Y. On a

N/MI+NUMH NHMI_M'N/
, Y =0 —

\ = 0O e —_—
logo e e

et, en posant tang% =u, X(p, 0) et Y(p, 6) deviennent

\I N-[l+ NII M" \I/M _ MIINI
\(p, u):logo—W, Y(p, u)=2arctangu—~W-
Considérons d’une maniére générale, un quadrilatére formé par deux
rayons (ab) et (cd) et par deux arcs de cercles (be) et (da).

Le long de (ab) et (cd), X et Y sont sculement fonctions de o et %,
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; D D ,
Y sont des fractions rationnelles —* ot %; nous désignerons par o le
Je 2y 2, g P
plus haut degré en p de T et T,.
Soient, quand p varie de |a| & |b], p,...p; les racines de €, = o et

0. . .ps celles de Ty= 0.

Soient X, et Y, les valeurs de X et Y pour p=p, ou p =p] et
M,(X, YY) le point de la courbe (C,;) décrite par Z =X + Y quand
z déerit (ab).

Supposons les p’ ¢l o' rangées par valeurs croissantes et considérons
deux points Z, et 7, | qui correspondent a deux valeurs p' on p" consé-
cutives. Menons par ces points des paralléles a OX et OY et supposons
que le rectangle ainsi formé ne renferme pas I'origine.

. La portion de ((i,) décrite par I quand p varie de p) a p},, est
continue dans ce rectangle et la variation de Paigument de OIN est
argZ,.,— arg/,. ces arguments élant compris dans [2(h —1)7, 2AT].

Il n’est besoin, pour ce calcul, que d’une détermination approchée
des p' et p".

Supposons, au contraire, que le rectangle renferme Iorigine.

Il faut ici, pour avoir la variation de Pargument de O, connaitre
la position de la courbe (C,) par rapport a Porigine. Il suffit pour cela
de connaitre le signe de X quand Y = o et il suffit encore d’une valeur
approchée de cefte racine de Y = o.

Comme u est constant. nous déterminerons la racine, ici algébrique,
de Y = o0 et nous pourrons, pour la valeur p correspondante, calculer
une valeur au moins approchée de X afin d’avoir son signe et par suite,
la position de (C,) et la variation de Pargument de Z.

Le long de (bc¢), comme X et Y sont seulement fonctions de u,
p ayant la valeur constante b1, nous déterminerons, pour u variant

N . )X JdY . .
de u, a uy, les valeurs qui annulent —— et -—, qui sont des racines
Ju Ju

d’équations algébriques en u.

Nous déterminerons les Z qui correspondent a ces valeurs et nous
obtiendrons la variation de I'argument de OJ comme dans le cas
précédent. Toutefois si le rectangle, dont deux sommels opposés sont
des Z, contient 'origine, nous chercherons la valeur de Y quand X = o,
X étant ici une fraction rationnelle en u.

Nous pouvons donc obtenir Vindice K pour (abed) par une résolu-
lion approchée d’équations algébriques.
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Nous pouvons diviser (A) en huit quadrilatéres par des rayons dont:
les arguments sont des multiples de i4~ Pour chacun, u varie entre o

et &= o; nous pouvons obtenir le nombre I, des racines qu’il contient
et par suite N =11, + IL, 4. . .4 115,

Nous pouvons subdiviser chacun de ces quadrilatéres par un cercle
passant par les milicux des rayons et par un rayon passant par les
milicuy des ares de cercles. Aprés un nombre fini d'opérations, nous
obtiendrons K, quadrilatéres contenant chacun une racine. Nous pour-
rons done obtenir chaque racine avec une approximation déterminée,

. R . L[ AL— Oy ., = R
puisque apres 4" opérations, p sera connu a <T et a o pres,
au plus.

Nous supposons que les racines de MLz — N = o sont simples; dans
. . M - R .
le cas contraire, on aurait — + M. Lz — N'=o0, d’ou en éliminant L 5,
z
I'équation s(N.M — M_N) — M\ =o. Nous pouvons donc. e¢n cher-
chant si les racines de cette derniére équation vérifient (o), reconnaitre
si (@) admet des racines multiples.

Remarquons que l'on peut avoir une borne supérieure de K, en

. . . . JX
fonction de m et n; en effet. soit H le¢ nombre des racines de == = o,

de
J) JX JY . ,
9o = g T O g =0 quand z décrit (C); ce nombre ne dépend que

de m et n.

Soit. My (X, Y,) pour laquelle, par exemple, X;> 0, Y,> o. Si,
pour une autre valeur N, (X, Y,) telle que X, >0, Y, >o0.argOIM a
varié d'un multiple de 27, X variant de X, & X, a pris des valeurs

. . . d\ ZAN . .
négalives, ce qui exige 7, — 00U =0 au moins une fois. Il en est

de méme pour Y pour chaque variation de 27. Par conséquent K ne

, H
yeut dépas —=.
} utb de p’l%SG[‘ 5

2. Exemple. — Soit, en supposant par exemple A > o0, p> o,
F(z)=Lz—z+ k+1ip,
ict f(5)=Ls—z4+ )+ i1, dont on tire

X =1logp—pcost + 3, Y =10—psind + p,

— cosf, —= = psinf, (_)JY_ = —sin®, %%

70 =1—p cosb,

e
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Faisons varier 5 le long de (C), go=d: et p, = A, étant déterminés,
en supposant k > o par les considérations suivantes :

Pour py==e—?-', on a X(p,, §) =—1—pgcosf < o et par suite,
J (%) ne peut étre nul dans (v,).

Nous prendrons p; tel que

logoi+ 2 1
(1) 0 <
el
() o> dakn - p).

La premicre condition est réalisée si, par exemple, p, > 42 et p, > e*.

Considérons les valeurs de X et Y quand z décrit le contour (C)
tracé sur le plan [£].

Pour § = alk—1]metp-=py, l'ona

Ny=—1—e¢r1o et  Yy=o(k—1)n+u>o.
Le long de l'axe réel, de py & py, Y est constant et égal a Y, d’autre
part %)—j —=o0 pour p=r1. donc X croit de X, a X(1)=2—1, puis

décroit jusqu'a X (py) <o car py > 2(logp, + 1).
Le long de (T%), p=p) ct§ varicde 6y =2(k —1)na f,4+ 2n. On a

7AN ’ ”
=5 =0 pour by, ' =b,+ =, "=0;+ 2=
a9
JdY T T
G5 =0 pour 0;=ﬁo+g—w et 03=00+3;+(u

1
tels que cosfy = cosf, = o
1

o N .. T
m—”ﬁia ce qui a lieu pour 6, =6, + g —Q

Ona X = o quand cosf =
eLf, =6, + s% + Q.

Or, d'apres la condition (1), on a cosb, = cos§, << ;7 d’ou sind, >§-
el sing, < — ~' il en résulte, d’aprés (2), Y(6,) <o et Y(8,) > o.

Les valeurs remarquables de § sont donc, en supposant Q > ,

B, b1, By 0, B, 6, 6
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IX oY , IX
57 =0 g5 <oet, pour § variant de 6, & 8, - > o;

Pour 6,, ona X =o, Y < 0;

Pour 6y, on a

JY

Y
Pour 6,, on a N _o et, pour § variant de 6, a 0;, 5 > 0;

o)
Pour 6', on a%% —=o, X =logpi+pi+2 etY=—‘9/+{J-=Go+Tf5

Y
Pour 64, on a 5

Pour §;, ona X =0, Y >o0;
Pour 0", ona X =X(8,)et Y =0, +2n+p=Y(,)+ 2.

= o et, pour 9 variant de 9, a 6" L

’()F)

Le long de p,p, suivant Paxe réel, -on a pour (C,) un segment de
parallele a Oz égal a celui ohtenu pour z variant de p, a p, et distant
de 2m.

Le long de (y:), X varie de logp, + % — p, a logp, + A =+ p, et revient
a logp + & — p,, landis que Y décroit de Y(8") =Y (9,) + 2m a Y (6,)

. .. N
puisque, pour § diminuant de 27, on a 5 =" ~po cosf << o.

La variation de I'argument de O I, quand I décrit (G,) en passant

y
P8, P60

P(£,0" P(1,0"

P(®.6m > — P(£,8"
P(0,.0,) —_
\ ~Pe)| — Pap,)
0 fo ol
P(£.6) P, 0,
Fig. o.

par les points P(p,, 6,), P(1, 9,), P(pi, 84), P(pr, 61), P(ps, 02),
P(puy 0)s P(pi, 82), P(py, 64), Ppi, 87), P(1,8"), P(po, "), P(po, 6o)
est, d’aprés la figure suivante, de 27 et K, =1.

Siz=—X—iy, onlvoit que, pour k>0, Lz—3-—xr =0 a une

racine s sur chaque plan [ 4], résultat que nous obtiendrons d’ailleurs
d’antre maniére.
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3. Etude des solutions de 1’équation () pour R (g—f) constant
(B Lz —z=ux,

2 ayant une valeur déterminée.

Posons @ = A+ {1, 2= pe'd. On obtient le systéme
logp — o cosb = 2, 0 —posinb =

dont on tire 'équation en §

cos 0

es;;: - e(*’—u)m+1= )
Posons
s 0
0 — B =220
a(f) = —5'5'6&’ 8(6)=e LN 8(8) =2(0) — B(8) =o.

Considérons o et 8 pour 4 dans un intervalle [2An, 24T + 2],

h pouvant prendre toute valeur entiére de —— o0 & ~ oo.

Il suffit de considérer p. > o. car z ¢t § prennent les mémes valeurs

pour =, p.=m et pour § =— o, p=—m.

A. Considérons d’abord lintervalle [2km, 2kn + 27] contenant, au
sens strict. la valeur de p et supposons de plus ashn <<p <2km+m,
puisque, pour deux couples de valeurs p et 6 qui different de 2kn +m

de la méme quantité, o et 8 prennent les mémes valeurs.

Le cas ou w est un multiple de 27 sera considéré au paragraphe 4.
On a seulement a > o pour p. <C § << 2km -7 et, dans cet intervalle,

o croissante car, pour § < 2km -+ Z’ il résulle des inégalités

sin @

(0— 1) < (0-—2kn) < Sy

Vinégalite
da  sin — (0 —p)cosd >
s sin2f

quireste vérifide quandona 2km + g <8<<okmn-m, car alors cosf << 0.

@. Supposons 2k - g— < p<2km—+m.

Quand 6 varie de pa2km 4w, acroitdeoa + oo, tandis que 3 décroit
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de e* a o, car on a cosf < o et (§ — p) > o, d’ou résulte

df  B[sinb cosh — (0 — )]
(. sin2f

< 0.
On a donc 6 = o pour une scule valeur 4 de P'intervalle.

b. Supposons 2kn << p << 2km+ 23

dB
On a encore :l“f) <o pour § entre 2km+ = et 2hkn +w et, d’autre

part%:; > o0 el, pour 9:2k7r+§, ﬁ:gk>§_>a:2/;ﬁ+g_y’

IS

siAestassez grand. D'autre part,onafl =oela=-+4w pourf=2kn+m
el par suite, 4 = o pour une scule valeur § dans cet intervalle

[2k::+ %, )k1c+7rJ-

L’intervalle [pz, okm + ;J ne contient pas de racines, car o« croit
deoazkn -+ ; — 1, landis que § croit de ¢* a eV qui correspond
2 s
% = 0, et
décroit ensuite jusqu’a e*. On a donc B > a dans tout cet intervalle.

a 6 telle que (6'— ) =>sin0'cosf'. valeur pour laquelle

Il reste & montrer que, p. étant fixe, d = o admet toujours une racine
quand 2 varie. Or

définit  comme fonction de A. Considérons inversement A comme fonc-
tion de 6 en décrivant

cos

0—w —(e_wsmel

):'):

sin0
A toute valeur § comprise entre p.et 2,7 -+ m correspond une valeur 2
et, d’autre part. dans
. . 050
dy _[(0 —p)—2(0—u)sinb 0050+sm‘20}6—(9—1”3f-6

dx sin3 §

le crochet, supérieur a [§ — . — sin6 ]2, est toujours positif.
Il en résulte que A est une fonction monotone de 6, qui varie dans
Iintervalle précédent ct, inversement, qu'a toule valeur 4 correspond
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une seule valeur § dans celintervalle. et cela quel que soit 52 2 kn, car
nous n’avons fait aucune hypothése sur k.

Vérifions-le en procédant par continuité. Pourd =log [2 kw4 g — p.]

onaf=okm+ ; et Uon peut calculer § de proche en proche en partant
. ds

de cette valeur puisque, en supposant . Z akm,onne peutavolir = 0.
. da dB
I1 faudrait en effet pour cela a = et 55 = 755 O

sin@ — (8 — p) cost = 3[sinb costd — (6 — )]
nécessiterait, en divisant par sinf,
I1—acosf == acosbh — a2 ou a=c050:f:x/cosie—1>o,

donc cosf =1=a. )
On aurait cosf —=1=—=¢'+} donc A =—1 et § = 2kn=p.

Donc Pintervalle [2km, 2k7m + 27] dans lequel (6 — p) s’annule, ne
contient qu’une racine 9 de 0 = o.

B. Considérons maintenant'intervalle [2A®, 2A7 + 2n] avec b > &,
ce qui donne (9 — ) > o.

Pour avoir a>o0, il faut sinf>o, donc 6 compris entre 2Am
et 2hm—+ .

e dp . ; . . da .

On a ici 5 toujours négative, tandis que s annule une fois.

Pour §=nhm ¢, 2 est grand, mais 3 est grand comme e et
onaf>a.

Pour 9 =ohn+7m—e¢, a cst grand, tandis que [ est petit et
PonafB < o.

On a donc & = o pour un nombre impair de valeurs 4 dans intervalle.

Or le minimum de o correspondant a une valeur 6’ pour laquelle

" cosh” . 1
(9" — ) ng = 1 ce qui donne & = met@:e‘ﬂ.

On a done, pour A assez grand o et,comme entre 5" et oA + 7
2 g k) ’ 9
0 est croissante, il y a une seule racine de 8 = o dans [¢", 2hn + 7.
Il ne peut y avoir, d’autre part, qu'un nombre pair de racines
d ) part, q p
3 5 1" . . . .
ans [2/im, 6"]. Pour une telle racine, on aurait 8 = « ainsi que

78 sin20 — 2(0 — p)sin0 cos® - (0 — )2
o= a0 >0

THI:SE LEFEBVRE. ’
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Or le signe de % ne pouvant étre le méme pour toutes les racines,
le nombre des racines est donc nul.

On a donc une scule racine 9 dans [2Am, 2hn + am] pour A assez
grand et 'on verrait comme plus haut qu’il en est de méme quand 1 varie,

On a le méme résultat pour [2hn, 2hn +an] avec h << k, par une
discussion analogue; toutefois, comme (6 — p)<<o, il faut sinf <o.

En définitive, pour toute valeur z pour laquelle p.n’est pas multiple

de am, on a, pour toute valeur entiére de h, une seule racine z
d’argument 6, compris entre 2 (h —1)m et olhm.

4. Etude des solutions de I’équation (5) pour (R(x) constant. —
D’aprés ce qui précede, lorsque ) varie, p restant fixe et différent
de 2km, chaque 95 reste intérieur a lintervalle qui lui correspond.
Faisons maintenant varier p. en laissant 2 £ — 1 fixe.

Chaque 0, définie par d=o0 est une fonction continue de ,
pour u. % 2 km, puisque

M I I8 sinf[sin0 — (0 — ) cos0]

dp ~ dp 90 sin20 —2(0 — p)sin0cosl + (0 — )2

a une valeur finie bien déterminde.

Il en résulte que si p croit d’une valeur po, comprise entre 2km — 27
et 2km jusqu'a 2km, les 6, prennent les valeurs que 'on détermine en
faisant . = 2 k7 dans les relations initiales.

Or 0r et 6., comprises, pour p=,, dans [2km —2m, 2km]
et [2km, 2kn + 27] peuvent scules prendre avec p la valeur 2k, les
autres racines restant dans des intervalles séparés les uns des autres.

Si § == p. = 2km, on doit avoir logp — p = X.

Pour déterminer les valeurs de & pour lesquelles cetle ¢quation a des
racines, posons ¢(p) ==logp, w(p) = p -+ A et construisons la courbe (v)
et la droite () de coefficient 1. Ici % = -;— est égale a 1 pour p=1 et
la tangente (7) correspondante coupe l'autre axe au point — 1.

Par suite (w) rencontre (¢), si 2<<—1, en deux points d’abs-
cisses p; <1 et py>>1 ou, si A > —1, ne la rencontre pas.

Silona)<<—r1, f;etf;,, prennent lavaleur 2 km avec p. et, lorsque p

dépasse cette valeur, 0; passe dans [2km, 2kn—+2m] et Oiy
dans [2kn — 2am, 2 kn).
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En eflet posons avant la traversée de la valeur 2kn

w=2Ax—c¢, 0y = Ahn —mn; (>0, 71>0);

. . & . .
la limite de o Teste finic quand ¢ tend vers o, car la seconde relation

Fig. 3.

initiale donne 2km —wny—p[— 4y ...]=2kn—¢, d'ou %\:1——9

et comme p doil tendre vers p; ou py, ceci exclut p,>1 et 'on a
4

. 1 A
lim . =T De méme, en posant Oy = 2 kT + 14,1, 0N &

. Th+1 1
lim 2!

Comme les dérivées des racines 6z et 64, par rapport a p sont : la
premiére posilive et la seconde négative quand p. traverse la valeur 2k,
il en résulte (u'aprés cette traversée, f; esl comprise dans linter-
valle [2km, oA+ 27| et 8,4 dans Pintervalle [2An —oam, 2kn].

Si p. passe parlavaleur ok + o7, 0, passedans [ 2 An+oam, 2k + 47|
tandis que 0 _, passe dans [2Am, vhkn+2m], .... Si g croit indéfini-
ment, il en est de méme de 6;, tandis que 94,4, 01,5, ... passent
successivement dans I'intervalle inférieur a celui dans lequel est comprise
leur valeur initiale ot y demeurent ensuite.

Considérons les variations de vevy Oty 01y 92,14y 642 ... quand p croit
de py<okmap > 2(k+ 2)m, A restant fixe et inférieur & — 1. )

Fa valeur initiale de 6,_, est comprise dans [2(A—=2)r+m, a(k—1)T]
puisque (4 — 1) < o3 sinf;_, ne pouvant s’annuler, J,_, demeure dans
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1 In . 0p_g — » -
] — = sque | ——— s
cet intervalle et lend vers 2(k —2)7 -+ 5 puisque | —=— croissanl
indéfiniment, cos6;_, doit tendre vers o en restant positif.

Op1—

Comme I'équation -
sinfz_y

= e* n’a pas de racine pour
p>eh+a(k—1)=

la différence 6;_, — [2(/{ —2)T + i:—r] demeure positive; pour la

041 — g

- croit comme p.. Les con-
sinOz_4

branche z;_, C()l‘respondante, Pha=

clusions seraient les mémes pour une branche d’indice inférieura &k —1.
Passons a 6x. Nous supposons 2km — 7 << p. < 2Am. La valeur ini-
tiale de 9, est elle-méme comprise entre 2Am —m el 2A7 car, dans

2k+2)n /
0 9,
ke /
“|2tkenn Vi
/’I —
i —
R
+. il
2kn "
//, e ——]
/0 SN
T B
e
Clh-Uimp
bt
- e —
Pn/{
k-1
2 (k-2)n
0 o 12An 12kn+ni2(R+Dz 2(k+2)n @

Fig. 4.

[2kn —om, 2kn o n], on aurait (6 — ) <Co et sinf;> 0, ce qui est
impossible.

d0
Comme nous le savons, 6; tend vers 2kn avec . et <——"> _—

. 1—opy?

pour celte valeur, pi, prend la valeur p,.
Pour p compris dans 24w, 2kn + 7], 6, est comprise dans le méme
intervalle. Quand 1. passe par la valeur 2km +m, 6; prend aussi cette
valeur puisque u devenant compris dans [2An + 7, 2 k7 + 27, 6; doit
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aussi étre comprise dans cet intervalle. Quand p=o2kn + m =0,
pr prend la valeur p', unique racine de log p + p =4, quel que soit A.

La courbe 6, () est symétrique parrapportau point p=2kn—+m =0,,
puisque, si pour p'=oAn+7—o, lon a 0)=2kn+4 7 —1, pour
pl=okm 4+ 7w+ m, VPonab, =o2kn+mn—+4r.

D’autre part. g, varie de p, a o', puis de p" a p,; en effet considérons

_M=p . hal dapre aleur de 2
o= o, O d’apreés la valeur de I’
00, .
dor _ 9 _ (bg—u)cosby 90z _ — (07— p)2sinb;
du. ~ sin0; sin20; du ~ sin20; — 2(0; — ) sin 0z cos 07 + (07 — p)2’

qui est nulle pour 2km, 2k 4+ 7, 2km + o7, W restant fini.

Passons a 9; _,. Sa valeur initiale est comprise entre 2Aw et 2hkn + 7,
-r)od];:l> - 1%92 <(),
ps étant la valeur correspondante de p; ;. Quand p dépasse 247,
6,1 devenue inférieure a 2 Am se comporte comme G;_,.

De méme §, ., passe par la valeur 2 (A +1)7 ainsi que 6;, quand p

alleinl cette valeur.

el 6; 4 passe parla valeur 2Ax avec p.;on a alors

Au contraire, si ? >—1, lous les 6 vestent dans leurs intervalles
mitiaux. Done, si Pon considére de petits circuits (¢, ), (7). (¢2) déerits

A=-1
(cz) &2 (%)
b, '] N
xa
Fig. 5.

autour des points py(p=12km, A>—1), E(p=2km, A=—1),
P2 =2Ahm, k<< —1) on voit que l'effet de (¢,) est nul. 1l en est de
méme de (cs) car quand z passc par a., 0,4 devient inférieur a 2kw
et 6, supéricur. mais quand z passe par b, 0,4 redevient supérieur
a2km el 6, inféricur.

) Pour (*{) au contraire, lnrsque Z passe en o, 6y et 6;,, restent respec-
Uvement inféricur et supérieur a » km, tandis que lorsque = passe en 3,
67 devient supérieur a 2km el 6;  inférieur, jusqu’au retour de z en z,.
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On a donc, en désignant par 3 et 7, la valeur initiale et la valeur
finale de z pour z = z,,

2l

JE SR Zro1=Z4.

3. Etude des solutions de I’équation (3) quand z décrit un rayon. —
Considérons maintenant la variation d’une branche z; quand 2z décrit
un rayon d’argument ¢, de sorle que A = lcos¢, p. = lsint.

Si cost << o, ona? < -—1 pour {asscz grand et, par ce (Jui précede,
nous savons qu’un 6 croit indéfiniment avec .

La racine p, de logp —p =73 =1{lcost tend vers o quand 7 décroit
0 —u .
sin

1l y @ donc ici une branche de croissance exceptionnelle. que nous
désignerons par (e), dont Uargument croit comme lsint, tandis que
le module tend vers o comme e!**', comme nous le verrons au

indéfiniment et il en est de méme de § — {sint¢, puisque g =

§ 41. Pour les autres branches. que nous désignerons par (o). » croit
comme :EZZ et § varie d’une quanlité¢ inférieure a 4, puisque 6 demeure
dans l'intervalle inféricur a lintervalle initial, quand p croit indéfi-
niment.

Sicost 2o, il n'y a pas de branche (¢).

Si nous comparons ces résultats avec ceux que l'on obtient quand z
décrit la droite A =2%,<C— 1, nous conslatons que les branches z;.,
varient comme les branches (0), ¢’est-a-dire p;., croissant comme p. au
lieu de 7 et ;4 variant dans les deux cas d'une quantité bornée. Au
contraire, 3; décrit unc infinité de fois unc courbe fermée p;, variant
entre p, et p’, dont les valeurs sont indépendantes de p et restent inva-
riables.

Ici. p; de 3; tend vers o comme /™' el z;, qui est (¢). admet comme

o8t
asymptote la spirale R =¢ *n’,
En effet, en posant Z = Re9, LZ = z donne

gLos/
Retd = pleost s zlsml? dou R=c¢e¢ sml;
el p — eleostipcosh : 0 — osinfl
Icl, p=¢ P donne. puisque { = —————
P pusq sint

Ocnsl sun/-——O)
—_ sin¢ sm!
p=e ;

sin ((—0)
. . —p - .
il en résulte s =¢ " —1, qui tend vers o avec p.
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6. Etude de I’échange des branches de 5(.x) définie par (). — On
peut échanger la branche (e) avec une branche (o) quelconque en
faisant tourner @ autour du £ correspondant.

Elle admet donc, comme écrivait P. Boutroux, lous les ¥ comme
points critiques, tandis qu’une branche (o) n’en admet que deux, qui
sonl, pour 3z, les points £,y et £.

En effet, sotent (yx), (Yi+1)s (Yi+2) des contours entourant &z, Erpi,
frq2 et reliés par des chemins simples situés dans le demi-plan pour
lequel 7 > —1.

(1|

AN

-CL‘Z
)7
R+l Ql
r-x1

H—

Si w part de z,, décrit (y4) et arrive en z,, la branche dont I'argu-
ment est alors dans [2km, 2(k + 1)7], est 2, %, ayant son argument
dans [2(k —1)m, 2/kn]. De méme z, partant de z,, décrivant (yz,,) et
arrivant en @, ameéne 'argument de 3 dans [2(k +1)7, 2(k +2)7].
Si alors z, partant de x,, décrit (yz,») et revient en z,, 'argument
de z; arrive et demeure dans [2(k + 2)m, 2(k + 3)7], tandis que celui
de 5,5 devient compris dans [2(k +1)7, 2(k+2)7].

Si & revient ensuite en 2, en décrivant (v, ) el (y;) en sens inverse,
3443 prend comme valeur finale la valeur initiale de z;; la valeur finale
de z; étant la valeur initiale de z;,,.

On a donc échangé z; et zp.3 en tournant successivement autour
de ﬁk, EIH% y Chiae

Mais on peut aussi, en déplagant z dans le demi-plan pour lequel
A <—1, en lournan! autour de ¥;., el en revenanl en z, échanger z;
et 3y,

En effet, dans le demi-plan gauche, z; devient (e), son argument passe
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de lintervalle [2(k —1)m, 2kn] a Uintervalle [2(k —+1)7, 2 (k + 2) =]
quand 2 décrit z,2/; puis, quand z décrit (y,), notre branche
s’échange avec zz,; et son argument demeure dans [2 (k+ 2)m, 2 (k+3) 7]

Ake2)n (hia’ /’gl)ﬂ

x’

k17

2Ekn \
\__’Kxo

Ek-1)x

Fig. 7.

quand x revient de ' & zy; z;.3, qui est (¢), prend comme valeur finale
la valeur initiale de z,.

On a donc échangé zp et zi.; en tournant seulement autour
de Ek 192

7. Extension des résultats précédents i ’équation
(5) MLz —zht=r.

A" étant une constante complexe quelconque.

r
Posons z = ye"'; il vient dans (')

r

WLy — yn en!’ — o.

On peul donc, en supposant cette transformation effectude, écrire (8"

(B MLz —zr=o.

Nous voulons monlyer que cetle équation, que nous rencontrerons dans

la suite, admet n racines d’arguments 6; compris dans un intervalle
d’étendue 2 7.

R o -
Posons 2" = ¢ =, i, ¥ = ne—=ius il faut résoudre

p = e~ Ly
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et, en posant encore ¢ := e~ ik,

cos 0,

. .y — (B, —p) .
donl, en posant w — p, e, on tire I'équation —:HB'E =e % qui

a une seule racine 9, par intervalle d’étendue 27, d’aprés le paragraphe 3,
11 en résulte, pour §, = 6, — p, une racine 9, dans chacun des intervalles

[2hnr —u, (kn+ 2z —pn), ..., [@Qhn+2n—2)z —u, (Phkn+on)=

|

t, par suite, n racines § d 2 A 2ok bl > cl
et, par >, i ans [2Am-— "y 2km+2m — ° |5 pour cha-

1
cune desquelles p cst d’ordre &”.

1

Tei cosf, tend vers o avec 7 et les § ont n limites distinctes, qui

R

difféerent d’environ n-
8. Etude de I'équation ()

9] zLz = x.

Nous supposons que = le'’ a une valeur déterminée et nous nous pro-
posons de montrer qu'il existe une branche z; dont 'argument 6; est
compris dans Uintervalle [ 4+ 2 (A—1) 7. ¢+ 2k m| quel que soit Uentier 4.
Nous rechercherons en outre vers quelles valeurs tendent 6, et o; =] 3 |
lorsque 4 croit indéfiniment.

En posant 5 =pe; on a le systéeme

plogocoslh — plsinl = [ cost, e logo sinb + o6 cos = Isint
dont on tire les relations
plogo = lcos(t—B), el = (sin(t —8)

et dont la résolution revient a chercher les racines de 0,(8)=o, en
posant

. cos ({—0)
a(8)= BREZ0 g gy Z a0, 5 (0) = i (0) — Bi(0).

Considérons les variations de «; et 3, lorsque 6 varie dans un inter-
valle d’étendue o7 pour lequel on a 2,2 0.

Silon suppose 0 > o, on doit avoir anm—-t+n<0<onm—+t -+ 2m.
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Considérons les valeurs de o, et 3, pour des valeurs 6" et 6" voisines
des extrémilés de cet intervalle.

Pour §'= 2 nn—+ ¢+ 2m—¢, «, est pelit, 3, est grand et 'on a 3,(6")<o.
le

> . ¢ - t voisin de ————
Pour 0'=oaonmn+t-+n—+¢, ay est vo e I rir=

(2n7:+1+1t)
€

On a donc 9,(6") > o pour & asscz pelit et par suite, d; = 0 pour un
nombre impair de valeurs de U'intervalle.

et [,

de e

Ce nombre se réduit a 1 car, dans le cas contraire, le signe de d' ne
serait pas le méme pour toutes les racines, or

. - )

s / hecos(¢—0)+sin(Z—0)] m:(l—O)+ 0 e 'ﬁ_—ei
oy T 02 sin(¢—10)  sin?(z—0)
devient, si o, = {3,

3y { sin(£—0) [1]

T.E_‘"e[“"s(‘_")"' T s —n)”
. , 1 . . sin(¢ — 0)
Comme 'ona |-+ ~|22, quel que soit g, onvoit, en posant ¢ = ———,

que le signe du crochet est celui de sin(¢—0), qui est + dans tout
Uintervalle considéré; on aurait donc &, (6;) <<o. quelle que soit la
racine 7;.

Il en résulte 8, = o pour une seule racine dans

[t+(n+D=, ( +>(n+1)7]

el, par suite dans [ ¢+ 2nm, {4+ 2(n +1)7].

Il en est de méme pour 6§ << o. En effet, a tout systéme de valeurs ¢,
et 0" <o correspond le systéme ¢, = 27 — r, et 6" = — 6" pour lequel o,
el 3, prennent les mémes valeurs que pour le premicf.

On « donc. quel que soit n. 8, = o pour une seule racine § duans
tout cnlervalle [t + 2 nm, t 4+ (n + 1) 7], sauf toutefois pour [27 4 ¢, t],
qui conlient la valeur o pour laquelle «, est discontinue.

Cet intervalle contient, par exception. deux racines i de 8, = o.

Supposons, par exemple, o < <2 7.

Lintervalle [t—am, ¢ — 7] est analogue a ceux déja considérés, il
contient donc une racine 6_, de 9, = o.

Dans [¢ — 7, ¢|,0n a o, <o entre t—mel 0. On a cnsuite, pour § =g,
a, grand positif, tandis que B, est voisin de 1, d’ou 9, (¢) > 0; pour
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§ = t—¢, «, eslvoisin de o, tandis que 3, est grand, d’ou &, (¢ — )<< o.
On a donc 3, = o pour une valcur 0, de I'intervalle.
Il en est de méme si I'on suppose © <<¢<C2m dans [t —2m. o] et

. o Tape Isin(t— 0
[¢ —m, ¢]. Comme 0; croil indéfiniment avec k, pr= ﬂl(_u__ﬂ tend
A
s(t—10 . .

vers o et 9, C‘i(———‘—) doil tendre vers — oo, il faut donc que

sin(¢t—H0;)

cos(t—0;) <o.

. 3
1 sin(¢ — 0 2
En posanl 2——(W—‘—) =, cos(t—0,)=1¢, 0,(6,)= o donne {n=¢" ou

¢=mnlogl+nlogn, ce qui nécessite que { soil petit avec n; donc,
sio<t<<met 6,>o0, 6, tend vers ¢+ 2(k—1)m — ‘-f, sin( ¢t —8))
devant étre positif.

9. Extension des résultats précédents i I’équation
€D umLu=).

(') devient, en posant u” =z, my =z, I'équation (y).
Si u =rte'™, on voit qu’aux racines s 1y Imi i 2e -y Giem de 8y =0
ui correspondent aux intervalles

|>mh=, rmhz+ =], [Pmhm+2%, 2mhz + 4x],

[2mhk=+2(m —1)=, omkz + 2m=],

correspondent m racines ., dans [2km, 2hn+ 27], qui différent

d’une quantité voisine de 7’:, puisque les racines 6 different d’une
(fuantité voisine de 2.
|
D’autre part, 7, est de Pordre de & ™, puisque les modules p sont
de 'ordre de k—'.

10. Notations et définitions. — Soient p, ¢, r les degrés respectifs
des polynomes I>, Q, R qui figurent dans
(n PLz+Q =«R,
ou

P=ay+aiz+...+a,z, Q=1bo+ b1z +...+ by39,
R=cy+c13+...+cr3";
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nous poserons

aj=lajlemi,  by=|bjlew, oj=|c;| et

Nous supposerons ¢ différent de p et r, ce qui ne restreint pas la géné-
b
ralité, car si g=p, en posant z=3'e “, on a ¢=p—1 dans la
nouvelle relation (1) en 3.
. . . b, .
De méme, sig=r, ilsuffitde poser x = x4+ = pouravoirqg =1r—1i
cp

dans la nouvelle relation en /.

Plun [k]. — En posant z = e, nous dirons que 3, appartient au
plan [A]silon a o (kA —1)m <o, <<akm.

Surface (X). — Nous appellerons surface () la surface formée par
I'ensemble des plans [ 4], pour A variantde — o0 d o0} le plan | k] étant
relié par le bord supérieur de Paxe réel positif au bord inférieur de I'axe
réel positif du plan [A +1].

Ordre. — Nous dirons que b est de I'ordre de @ si

)
~\ demeurc
[24

compris entre deux nombres fixes M, et M, non nuls quand || croit
indéfiniment ou tend vers o,

De méme, b est d’ordre inférieur a a si

b
;I tend vers o.

Points ¢ et t. — Nous appellerons ¢ les racines de 'équation (E), de
dz
el

forme (), que nous rencontrerons au cours de I'étude de —

(E) (PR —RPYLz+2(OR—RQ)+ PR =0,

et nous désignerons par £ les valeurs z qui leur correspondent lorsque
Pon fait z =7 dans (I).

Nous poserons, en général, z = lei', 3 = pe'¥ et nous désignerons parm
et 7' les racines de P = o el R :=o.

11. Démonstration fondamentale. — Pour déterminer les racines
de (I), nous utiliserons un calcul d’approximations que nous dévelop-
perons de la maniére suivante : :

Soit z, une conslanle ou une racine d'unc ¢quation (8) ou (B'),
you (Y), que nous formerons suivant la nature de la relation (I) et la
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valeur particuliére de #, de maniére a annuler les termes prépondérants
dans (I).
Nous écrirons (1) sous la forme

5z =¢(3);
nous partirons de z, et nous formerons successivement
Z1=<p(Zo), Z?=?(Z1)) ey zﬂ+1=q’(zn)°

Nous tracerons, de z, comme centre avec un rayon ap,, un cercle (c),
¢ ¢tant assez petit pour que (c¢) ne renferme pas cerlains points qui sont
singuliers pour ©(z), et nous établirons la convergence des approxi-
mations en montrant que les z, restent dans (c¢) quel que soil 2 sil’on a

g
1° izl—50|<5P0;

’ I
2° ez < 3
quand 3z est dans (c¢).

Pour réaliser la premiére condition, nous écrirons ¢(z,)

9(20) = 70 [1+ ¥(20) 175
il faudra donc

I 9(20) — 20| = po l[1+ $(20)]"—1 ’< %P%
ou

1
|6+ 3P 4 <.
Nous remplacerons cette inégalité par la suivante :
2 *2
(B0 "< oy
en établissant au préalable I'inégalité ()

) [FSS NP

vérifide pour | o| assez petit et m 1.
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Si|i4a|>1, ona évidemment

1 1 1
—_— — -
+a"S+]a )" <t+jal™

d’ou (), puisque le premier membre est supérieur a 1.
1

Si |1+ a| <1, posons 1——[1+a]ﬁ':v; il vient

m(m—1) ot
2

1——(m~l)v
2

I+a=1—me—+ et |a|="'me|

-

Comme

¢| est petitavec |« [, on peut écrire ' 1 — ('n‘—jl)v-{—... | >1—c¢,

¢ étant petit avec |¢|, il en résulte |a|>|mo|(1 —¢) ou enfin

1 1 |

1 2 L R L

’v| ] 5 III‘ |l 1 1"1] 7 nl.
! ‘<(I——s) m < 71" [ "<

Nous poserons pour notre démonstration ¢ (z,) = a et nous devrons
établir que [4|(z) tend vers o si z, est déterminé par des conditions
initiales convenablement choisies.

On déduit de l’égulité

I'inégalité
| Bn1— 3n | <| 20— 2n—1 |max|oy| lelongde zup—12x.
Soit N <1 le maximum de | ¢ | dans (C). Comme l'on a
{Bnia— 20| <| Znoi— 5n| =+ | Bn— Bnet |, ..o Za— 51 | 4+ | 31— Zy

il en résulte
| 51— %o

|2n+1—20|<ﬁ'

En particulier, si la seconde condition est remplie, c’est-a-dire si
Pona |, | <N < il résultera
[ Zpr— 39 < 2|51— 30| < 0po,
qui montre que %, sera dans (C) quel que soil .

1 . o
Comme | 21— 3, | tend vers o avec — les z, ont un point limite Z

dans (C).

> © C—



CHAPITRE IT.

DETERMINATION DES BRANCHES z POUR UNE VALEUR « QUELCONQUE.

12. Détermination des branches 3, qui restent bornées quand A croit
indéfiniment. — Supposons d’abord @, o.

Q(n)

Nous supposons z quelconque, mais distinct des p valeurs z, = R(o)
n; étant 'une des racines de P =o. Pour une telle valeur, s =7,
vérifie (T). Lorsque A croit, il en est de méme de | Lz | =/(logp)* +- 62,
tandis que |zR — Q| reste borné si p est borné. 1l faut donc que | P (5)
tende vers o, c’est-a-dire que les 3, soient voisins de 7,.

Proposons-nous de déterminer une branche =, voisine de 7,, en négli-
geant d’écrire les indices A et ¢ dans ce qui suit.

Pour la marche, analogue a celle du paragraphe 11, nous prendrons
zy=m. ¢’est-a-dirc p, = | n|, 6, = argn+-2(h—1)7. aveco <  arg < 2.

Posons, si v est racine d’ordre m de P = o, P = (5—%)"S. il vient

1

Z = Z+ [‘%{Z—Q]ﬁz e(2).

Supposons le rayon o du cercle (C) de centre 3, assez petit pour
que (C) ne renferme pas l'origine, ni aucune racine de xR — Q. ni
aucun homologue d'une autre racine 7.

On &, pour la condition »° (§11),
1
" =i[x1i/—Q'_(xl{—Q)(zs'Lz+5) ZR—QT"
T m| T SLz 28 (Lz)? SLz ’

le module du premier crochet est de 'ordre de | Lz |-, celui du second,
le I’ — —
delordrede|Ls| ™, parsuite|q) | est de Uordre de [Lz| " et comme

|Lz|> 2(k—1)r, on a, dans (C), pour | k| > K, assez grand, | ¢} | << %
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On a, pour la condition 1° (§ 11), si m =1,

R(20) = Qz0)|

la1—a0 = S(=0)L 20

et, comme 9 est ici indépendant de £, on a, si | k| > k| assez grand,
. &
| B1— 2 | < =
2

Sim > 1, les m points 3, = ¢(5,) qui résultent des m déterminations
du crochet sont les sommets d’un polynome régulier de centre z,

distants entre euxde 2d = 2| 5,— 5, | sin ;l - Pour une détermination o,
de o(z,), on peut tracer un cercle (C') de centre Z,, et de rayon

- - - 4 N o v . -
d=|s—3,| sin— et déterminer Ay tel que pour

k|>k;, lon ait
|z— 35| < ::, de sorte que (C') soil contenu dans (C).

En désignant par N <<1 le maximum de | ¢, | dans (C). on a

|Zu+1—-20[<’Z1—ZQ|[V+N2+...+ N"]<],Z1—,Zoll—:]j-ﬁ'

SiN< —", on a ]i\\ < sin %, et Spyq est dans (C'), quel
que soit n. On peut encore déterminer k', tel que pouar | A| > £, 'onait
dans (C). et par suite aussi dans (C'), 147 | <<N.

En partant des m points z,, nous déterminerons ainsi m branches Z
limites des z,, chacune dans un cercle (C') contenu dans (C).

En opérant ainsi pour les p racines 7, quand |k]>K,, lui-méme
supérieur aux différents &, et A, qui leur correspondent; nous détermi-
nerons, sur tout plan [ k] p branches 7 voisines des .

13. Nous allons compléler le calcul précédent dans le cas ou an 3% o,
mais ¢y = @y ==.,.== d;p—-, = 0. afin de déterminer les branches voisines
de Vorigine.

Comme nous ne pouvons prendre zo= o comme valeur initiale, nous

. cox — b .
partirons, en posant y = -——-, de 'unc des racines, sur le plan [£],

[

de I'équation (v'),

m —
aitlzy=y,
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qui, d’aprés le paragraphe 9, admet m racines voisines de o et dont le
1

module p, est d’ordre & ™.

Posons
P=zm(am+ ams13+...+ apzP—m) = 3m$§

et écrivons (I)

o0& — by+ z[c1x — by+ z(Crx — by) + 32(Cyx — by) +...]
Am~+ Aust B ...+ Ap P~ ’

sz =

et. en posant
A= Ap i+ ..o+ ap Zp"m—l,

B=[ciz— b1+ z3(ca — by) + 32(ctx — b3) +...],
coxr — by zlamB — AN(cox — by)]
-+ ,
Um Ap(Apm=+3A)

zmLz =

[amB — A(cox — bo)],

dont on tire, cn posant x(z) = o

[ o,
On a

1 1 1

. m m
zo=[L], z1=[y__+zt>>c<zﬂ>], zn+,=[y+znx<z~>],

L z, Lz, Lz,

ce qui donne
1
m

v

L S0

1
. \m
st} |-

La quantité ¢ (z,) du paragraphe 11 est ici Zox;zf»).

[wm%_zﬁ]t].

lzl—zo|=\

Comme p, est petit, x(z,) est voisine de (o), c’est-a-dire de

B(O) _.}’A(O) - x(amci—‘ Am 1 co) —(Ambi— amw1 bo),
Am a?n

done |(z,)| est de Pordre de py et, daprés Vinégalits (), | 3,— 5o st
1
d’ordre inférieur ou égal a pz+m.

Nous savons, d'aprés 9 que les 6, du plan [ 4] différent d’environ ini;. ’

nous pouvons donc, de chaque 3, comme centre, décrire un cercle (C')
! .

de rayon ¢' ne contenant pas d’autre z,, tel que I'on ait 8’222y — 3|,

la distance de deux 3, étant de P'ordre de p,.

THESE LEFEBVRE.
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On peut donc supposer 2 [z,— %o | << 6’<% et par suile, pour z
dans (C),
1 3
5 pe<p < 5 Por

Considérons
1

s+ 0 [r s m-
ST m| Lz z(Lz)? Ls

1

- 1—— 1
1 (W +33) I w3
_m[x+zx T J[}’+Z}(] [Lz] ™

-3

Supposons m > 1.

1
Comme |Lz| est d’ordre £y, |zLz| est d’ordre k'~ D’autre parl

(y -+ 5y) est voisine de y et par suite |X+ sy — Qit—”l |y + 3y ]’"
1

est borné¢ et, a cause du facteur [Lz] ™, on a, pour A assez grand,

N B
I sz‘ < 0"
Supposons m =1.
Iei |2y — 39| =po ‘—z“—%—i—jﬁ—) est d’ordre inférieur a p?; d’autre part
zLz| dans Lz,|=]y] et, par suite |¢.|, tend
y p Pz

1
encore vers o avec 7{'

On a donc m branches L limites des 3, et voisines de origine.

14. Déterminations des branches qui ne restent pas bornées quand A
croit et qui existent lorsque p n’est pas le plus grand des nombres p, ¢,
r. — On peut poser, pour une valeur z déterminée,

2R—-Q=S=diz¥+dsyz51+...+d z+ d,
el écrire (1), en posant s — p = n et divisant par d;z?
an=21 L (a”—i “+. _‘?3) Lz — L(ds_iz"-‘l+...+ i“)
dy d z zP dy zr
et, en posant encore

ap, 1 /a,— a 1 d,
)\/:4 A = —- it} e} e p— gh—1 0
ds, ds( . “+.. +zl’ B A dsq 51 4, +z1’

1

#=WNLz+ALz—B, z=[WLz+ALz—BJ'=o0(z).
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Soit z, une racine de I'équation (')

2 — WLz, =o.

Formons
i 1

2 _—-_.[).’Lzo+A(ZO)LZO-——B(ZO)];;, ceey zn+1=[)\'LG+A(zn)LG“B(zn)Jn-

Considérons

1
81— 3y = 3 [ [I+ A(Z“)I;,ZIOTB(ZO)] ——-1].
S P

A(z0) . B(z,)

)N ALz,
donc écrire, M étant fixe et ne dépendant que des coefficients a et d.

On aici |[{(50)| =

au plus de 'ordre de p;'; on peut

1
L
lay— 3z, <Mp, ™.
D’autre part

, i[V+A
n

1
——1
ve=| —— +A’Lz——B’.| [MLz+ ALz —BJ]* .

Dans un cercle (C') de centre 5, etde rayon oy, ou o <o, <<1,|Lz|est
de l'ordre de | Lz, |, c’esl-a-dire de pjj; par suite, le module du premier

crochet est d’ordre o), tandis que celui du second est d’ordre p!™";

| 9,| est donc d’ordre p,' et I'on a. pour p, assez grand, |¢,| <N <C1.
Il en résulte
1

12
Z1— % Mo, "
| Snai— 50| < - :_N"l <=5
= M
et, pour avoir | 5,4 — %, | < &po, il suffit que p} > TN

1
Il en est ainsi pour k assez grand, puisque p, croit comme k",

Ainsi, pour r>p ou g>p. on a, sur le plan [k], (s —p)
branches z. s étant le plus grand des entiers r et q; ce qui donne,
avec les p'branches bornées, s branches. Si p>s, on a p branches
bornées.

Dans tous les cas, le nombre des branches est le plus grand des
entiers p, q.r.

Ce qui précede n’est valable que pour | k| > K, K étant un entier ne
dépendant que de = et des coefficients de P, Q. R.
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Remarque. — Nous pouvons résoudre d’une maniére générale, c’est-
a-dire pour k assez grand, par une suite d’approximations, les équa-

tions (B) et (7).

) z=Lz+ 2 =09(3)

Formons 3, ,=¢,(2,), en prenant
Lx=log x|+ i[t+2(k—1)"] et  zy=Lx-+r,

ce qui donne

21— &0
Zo

Lzy+2—Lx—ux
Le+ao -

Lzy— Lx
Lz + 2

En prenant

Lzy=log|z, |+ {arc tang (%—((—?—)5) + l2(k—1)m,
0

le module du numérateur est de 'ordre de logk, tandis que le dénomi-
nateur cst-de U'ordre de &.

D’autre part | ¢ |=

o . 1
est, dans le voisinage de z,, de Pordre de 7

1
3

ce (qui assurc la convergence

X
) 5= = 7(3)
Prenons ici z,= I% et encore Lz =log |z|+i[¢t+2(k—1)T].
On a
Z1— 5| R N E_z___ll__ Lz — Lz,
Z, =1\ e Lzl|l'Le| T |Ta, - Lz, !

en prenant encore

Lzo=log| 3, |+ {arctang <GJ,\((Z;))> + (2(k—1)=,
=0

on voit que le module du numérateur est encore de l'ordre de log | 3, |,
c’est-a-dire de logk, tandis que | Lz, | est de ordre de .

— X

D’autre part —_—
par z(lz)?

9| =

Or, dans le voisinage de z,,

g‘ est de 'ordre de ‘Zﬁl =|Lz|, quiest
de ordre de /4, ainsi d’ailleurs que | Lz].

. I .
Par suite | ¢/, | est encore de I'ordre de 7’ °e qui assure la convergence.
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15. Absence d’autres branches distinctes des Z. — Nous voulons
¢tabliv maintenant qu'il n’existe pas de branches z' distinctes des
branches 7, obtenues dans les‘paragraphes 12, 13 et 1% par approxima-
tions a partiv d’une valeur initiale z,.

Plan (k)

Fig. 8.

Pour les racines Z grandes avec &, nous montrerons dans les para-
graphes 17 et 18 que :

1° Pour toute racine ', il y a une valeur initiale z, telle que l'on
] ! - Y . . ’ .
ait |5'— 5, < 3, 0 étant indépendant de k (mais non de z);
o (7 n r . , ,
2° Comme on a de méme |7, — 3,| << 8. il en résulte |3 —1|<<29;
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3° On peut décrire un cercle (I') de centre z' et de rayon A; tel
que 7 soit la seule racine de (1) dans (T');

4° Comme Ay croit comme une puissance de k, on a Ay>> 26 pour k
assez grand, L étant alors dans (') doit se confondre avec 3.

Pour les racines Z qui restent bornées, nous montrerons, dans les
paragraphes 20, 21 et 22, que:

1Y Pour toute racine z', il y a une valeur initiale z, telle que ’'on

. N A 1 ,
ait | 5'— z, | << Or. O tendant vers o avec It (z étant fize);

Ly

2° On a de méme |L — z,| < &, d’ou |5 — 1| << 20;

3 On peut décrire un cercle (y) de centre 7' et de rayon &
supérieur & un nombre fixe non nul indépendant de k (mais non
de x), tel que ' soit la seule racine de (1) dans (v);

4° Comme o; tend vers o, on a ¢'> 20y pour k assez grand;
Z étant alors dans (y) doit se confondre avec 7'

Enfin, dans les paragraphes 23, 24 et 25, nous considérerons le cas des
racines voisines de o, qui demande une discussion plus détaillée, mais
pour lesquelles on a un résultat analogue.

16. La démonstration suppose, dans le premier cas, que p'=|z'| est
supérieur 2 un nombre A; fonction de & et de z, et dans le second cas,
que p' est inférieur a un nombre \ seulement fonction de z. Nous allons
donc montrer d’abord que I'on peut tracer deux cercles (Cx) et (C) de
centre O et de rayons A; et .\, tels que (I) n’ait pas de racines entre
(Cx) et (C) quand A dépasse un certain nombre H.

Soit py; le module de la plus petite racine de 'équation auxiliaire (B')

et m un nombre fixe supérieur a 1. Posons A; = ‘"k et écrivons (I)

ap—
apaPLa—dzs=—apysr—1Lz 1+ L2 4+ ...
ap~1z

§s—173

+ do_y 751 (1 + dds” + .. ) = g(3).

Nous désignerons, pour p> A, les modules des parenthéses par
(1+¢) et (1+4¢') et encore par n la différence s — p, supposée positive.
Evaluons une limite inférieure du module du premier membre, on a

d n
lapzPLz—dz \>1a,,|pp[ ’ %],

o] > laslor[ 1121 -
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pour z entre (Cz) et (C), | Lz] étant voisin de (;ip

py, d’aprés 'inégalité
2(A—1)ms < | Lz <2hn+loghy.
On a, d’autre part, d’aprés 7 et 14,

e (o) o M () 1

) ap
olt=o01=np.€ - a <p
L v sin B n sin fg n

ds

(6:+p)
sin 0y

et
by+p < 2Anw + 27,
1

On peut poser |sinf, =1 — =, 74 lendanl vers o avec 3

y ce qui donne

dy
ap

2(k+1)=
1—n

1"

QY

il en résulte

(1+57=)
{a,,zPLz—dszsi>2(k“1)“‘aﬂ\Pp ]_In"(l—'flk) :

D’autre part, on peut écrire pour le second membre g(2)

Lz

tg(z)‘<pp|1ap—1.‘ <1+e>+!ds_xwp"~1<1+e'>]

0

< %{1(!,}—1[(14’8) [2/(7:+log%‘;] _,_1,1.___1](1_*_5,)?"}

et, en utilisant encore les inégalités (A) et p << %a on a

log &
0g —
Dt ()| 1+ L+ m]
ap ( A—1  2(k—1)m

el e )

ds
[ . logi—no- ]
(14¢) I+k-——l+2(k—l)7c

dey| (14¢") L 2
ds M"(l——m)( /f—l)
1

Comme Po est d’ordre A7, pour k > H' assez grand, le crochet est

OIS |apiP—A”~z(k—r>w3

+|

I'égalité est impossible si

<I+_/E—i~1> 1~

e 17 1 ap—1
mt(i—mg) 7 A ap
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inférieur & un nombre fixe A’ (qui peut toutefois dépendre de x), et si
1

m’

on a \ > A" <1 — >, I'inégalité est vérifiée; a condition toutefois
d’avoir
1223
AL A= —-
<A

On peut prendre H” tel que, pour A > H’, celte derniére inégalité soit
1

vérifiée, puisque g, est d’ordre &”. Il en résulte finalement que pour A
supérieur a H et H', (1) n’a pas de racines entre (C) et (Cy).

17. Considérons les racines 2’ telles quep' >A; = %, en faisant m = 2.

Nous voulons montrer d’abord que, pour toute racine z'. on a une
que, p
racine 7, telle que | 2" -zy <0, indépendant de k.
Supposons d’abord n =1.

Considérons (I) sous la forme du paragraphe 14, avec les mémes
notations
gn—NVLzZ'— ALz’ + B =o.

fei [B] et |ALz'| restent bornés, car on a |Lz'|<<2km + logp’
etp' > %‘-', qui est de l'ordre de k, puisque n =1.

Posons ALz" — B = aeto, ¥ =1h,eiv, 5'=p'e?; (1) devient
o’ (cosl + 7sin0’) = %, (cosw + ¢ sinw) (log e’ + 10") + 2 (coss + tsina),

qui donne, par un calcul analogue a celui de (8), le systéme

g . 1 ers(0—w)—asm (b —a)
o b+ ae/m(a—m) Y om0 —o)
' sin()'— w)

On voit que « restant borné, cos(8'— w) doit encore étre de plus en
plus petit pour la racine ', quand &' croit avec A. 1l en résulte que 6’ et p/

. o . T .
sont respectivement voisins de 2 (k-—1)7 4~ 4+ et L,5' + asin(g—w).
D’autre part, po et 5, qui vérifient

cos (0,—w)
—e s (6,— w)

Ao

P (0, — )

sont respectivement voisins de 2 (k - 17+ z;— 4+ @ et A 6,.
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Posons
, ~ T
0=2(k—1):c+';+m+a’, bo=2(k—1)7 + — + o +2;
on peut écrire

0'(—...)  asin(b’'—0q)
I—..  M(—...)

Bo(zo—...)

+log[ M0 + asin(oc —w)]—log(1—...),

=log(M8,)—log(1—...)

. log 0’ logt logk
qui montrent que ¢ et ¢, sont de I'ordre de —— et —>— ou ——

g B & Or

sin(6 — w) 0’ 04
-+ 73 ) ’

e - g - 26
I— — ... I— — —+... 1— =2 +...
2 2

P Re=2

, 2 et , S 3
0 [I+~2—+...]-—(f,,[l—!—.—?+...]=E—Eo+0'~ -00;“ -+

(logk)

Tk

Donc o' -0, reste borné et comme & — 6, tend vers o, |5'— 3z,
reste borné.

el, au plus, est de I'ordre de ~—=—

Supposons maintenant 2 > 1.

St nous joignons 3’ a tous les z, du plan [ k], il existe au moins une

droite 'z, pour laquelle le segment z'z, ne contient pas l'origine,
puisque les ¢, différent d’environ ?,é:; a différence (9'-—6,) ne sera
donc pas voisine de 7 pour un 3, au moins.

Supp(tsnns o' > py.

On a, en retranchant 27 — MLz =AL3s —B et zy—NLzy=o0 et
divisant par z'*

H(E;;y:_ifzt_,, =5 (VL& —NL3+ AL3).

Désignons le second membre par Be'7, 8 est de ordre de p'-', car

[Ls— Lz,
= ]logo — logpo+ (8" —06y) | < [lobp +logpo+2=]

hd
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. . ALZ
est d’ordre inférvieur a p'~'. Pour le terme —2775, |L3'| <2km+ logp

. Iz
et p’*>p? qui est d’ordre & montrent que ’z—:
| A est d’ordre p'~'.

est borné, tandis que

7
3

Donc |z°l — 20 st voisin de 1 et I'on peut poser p,=p'(1—¢4),
2

n(9y— 5"y = w,, ce qui donne

n
I — <;,’> =1—(1— )" e = B(cost + isint)
et le systeme
1—coswi[1—ne—+...] = Bcosx. —sinwy[1— ne+...] = Bsinx.

La seconde relation montre que ,, qui ne peul étre voisin de 7, est
petit et d’ordre o'~': la premiére montre que ¢; est aussi de Pordre

de ¢~'. On a donc, en désignant par m, un nombre borné indépendant
de k

o' = — = po[1+ e +...] = po+ my.
—

D’autre part, p'sin(§' —6,) reste fini, car 6,—6'= % est aussi
d’ordre p'-'.

Par conséquent | '— z,| << p'— po+ p' sin(6'—86,) reste borné.

Supposons p' << po.

On peul écrire ici, en divisant par sz,

T\ n = —1
(z_) —I:——I—[d‘q-—l(:—)n +...]+Ln[l’(Lz’——Lzﬂ)—é-ALz'].
A z d; \ 3¢ zp

On voit de méme que le module du second membre est d’ordre p;*,

que g—; est voisin de 1 et que (§'—¥8,) est d’ordre 0"y ce qui enlraine
que p,sin(6'—0,) reste borné, ainsi que | 2'— 24| <<po—p'~+ po sin (§'—¥8,).
On a donc |z'—z,| << 3, & étant indépendant de & (mais non de x).
Comme nous n’avons fait sur z’ d’autre hypothése que d’étre une
racine de (I) pour laquelle p'>> A4, Z est aussi une racine z' et vérifie
aussi 'inégalité | 7 — z,! < 0.

Par suite z' et Z sonl dans un cercle de centre 3, et de rayon d et
Pona |3’ — 7| << 20.
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18. Nous allons montrer qu'il existe un cercle (T') de centre 2’ et de
1

rayon A; d’ordre £*, dans lequel 2’ est la seule racine de ().
Considérons la fonction V(z) = P(z)Lz + Q(2) — 2R (3).
A Textérieur de (Cy) et sur le plan [£], V est holomorphe et 'on a

(@) V(z)=(z—73) [V’(z’) + (1724) V(2 +. ..+ (_‘-‘h;,y-' V(5 +.. ]

puisque, par hypothése, V(z') =o.

Nous allons déterminer A= |z — 3| tel que le module du crochet
ne puisse étre nul, A; pouvant d’ailleurs dépasser tout nombre donné.
On a, en remplacant z par sa valeur tirée de (I),

V(7)) = ;,‘_H[Z'L Z(P'R— R'P)+ z(QR — RQ)+ PR].

Supposons ¢ supérieur a p et r.

Montrons que I'on a, w étant fixe et indépendant de £,
IVI(E) > per

It

zR —Q

Lz = P

—_b
-2
F(QR—RQ)=(g—r)b,c 57+ +...,

P+, Z(PR—RP)=(p—r)apc,3P+r+...

de sorte que
Z(PR—RP)LZ+Z(QR—RQ)+PR=(g—p)bsc 57+ +...,

d’ou résulte I'inégalité cherchée.
Montrons maintenant que I'on a, M étant indépendant de k et v,

(@) |V(V)(’z,)| < Mplq—l.

v! p'v—

On a évidemment, M’ étant fixe (mais. dépendant de )

Al ,p"l‘i
EZT,(WR—Q) <M P_I"—_T
Considérons
v d'Lz v, d!
d—;(PLz):P Tz +;szv_le+...

v(v—1)...(v—h+1) av—n X
-+ 7 P(h)dzv_hLz+...,
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l'on a
dr—nh . (‘I——Il—l)!’
T LE = (At ey
v! ,
par suite, le coefficient de devnent AR I'on a

1
Lz)lz::'< v! l’;

P 1 P’
—|+.~1|2‘—‘ +
P2
/—/1) """

.+-%1PMsz}
v

On peut trouver M” tel que l'on ait, quel que soit A,

Pl

7
-

— ty— —
l ) “’“ o' p—h _ M”P y—h N X
o ~

P’v—h

r‘,_

D aprés ce quiprécede, onpeuttrouver aussiM” tel que | L s'| <M"p'e=7.
On aura donc

fg—1
[ PYLz" < M”P/,'_"M”IPI(’-I' = M'M” P q—

P'l 1

et. comme l'on a seulement (p —+ 1) termes, on peut trouver M" tel que

,
o7t

< vIM®Y =
=

L (PLz)

r/‘ a=a!

d’oti résulte, si M = M’ M", P'iné¢galité (63). Il en résulte

l(:.__z")v_|‘m( N (A/]) Mo
v . P
et
—z — 3 )
(Z )V”(Z )+ (i_ﬁ.')t_lv(h)(zl)—}—...l
, 4z
h— P‘/_J(_Q')
<M9”/"'[A4+...+(ﬁ> '+~-']<M—P"
° B ,_(%)
iy
Pour obtenir
z— 3 LAY/
(1) ;zﬁlvwn+umkﬁ—%livwwﬁ+nw

1l suffit d’avoir
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3 ' 20 . . MR
Comme l'on a o'> \;> "5 on peut prendre, si M>p, 4;= Ak
1

etsiM<<u, Ay= p—,“, ces nombres sont d’ordre 4" ct. dans le cercle (M
3

de rayon A; > 26 quicontientZ, V() == o n’a d’autre racine que 3’ qui,
par suite, coincide avec Z.
Supposons r supérieur a p et q.
Tei
rR—Q .
Ls= L—P—(i =2 ;—' 3r=r+.. et FLI(PPR—RP)=(p—r)cies2+....
»
les autres facteurs qui figurent dans V'(3') étant de degré inférieura 27,
on peut trouver ici @ tel que | V/(3')| > po'7'.

o"'”‘

. . .. Vwi(z'
Mais on obtient ici d’autre part !-#l << M:—; en prenant

o/v—17
wno .
encore A; = ,—\11‘ ou A; < ?, suivant que M2>p ou M <, on a encore
] | -

I'inégalité (J,) et la méme conclusion.
Iln’y a pas a considérer p ==r > q ou p supérieur a r et ¢, puisque
dans ce cas, toultes les racines sont bornées.

19. La démonstration qui précéde suppose A supérieur a un entier
déterminé, qui dépend des coefficients d, de S = 2zR — Q, ou

dez5+ do 135~ d, 955724 ..

=x(cp 3" +Cpy 3 . ) — by — by 21—

c’est-a-dire des coefficients b, c et de x.

Comme les modules des a et d interviennent seuls dans les expressions
(ue nous avons considérées et que les d dépendent de z, nous allons
chercher maintenant quel doit étre ordre de & en I =] z/|. sil'on fait
croitre /.

Remarquons d’abord que dans I'équation des valeurs initiales
zn=\NLa'.

S ap .o _ N tapl
A—(—ls—donne, s1r>gq, di=c,x et|7‘ I'—' en 1

el py=|3,|, racine
1 1
de Péquation ci-dessus, est d’ordre [ * et, par rapport a k, d’ordre A"
Il faut done, pour que p, dépasse un nombre donné, que 4 soit d’ordre
supérieur ou égal a /.
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Dans la premiére partie, paragraphe 16, de notre démonstration, nous
avons considéré 'expression

d.\' —2 d.c —3

1+&)=|1+
( ) ds—132 ds—13?

Pour ¢ << r, par exemple ¢ =r—1, on a

dy = cr, ds—i =Cpa X — bl])

{/_-_2 Cr—2 & — b —1
dysm st —bysy .. et ez 2@ bem

([.\‘—-1 - Cpr 1 X — b’/

9 ov e

LK . A . 1 . . .
qui ‘restent bornés quand] croit, ¢’ est donc petit avec . et la limitation

de k peut étre choisie indépendante de z.

) ds_s
Pour ¢ > r +1, par exemple ¢ =1 + 2, on a ‘d -
o

d’ordre { et pour que ¢’ soit petit, il faul que p soit d’ordre supérieur a l.

Cp X — b:/-‘zl
— br]——l

D’autre part, dans lexpression qui limite |g(z)], on a

Ay .
_——ds qlll,
¢ L — /),,_,

pour ¢ =11, est égale a 5 ‘ d’ordre [, ce qui entraine A
A — 9y

d’ordre /; il en est de méme pour ¢ >r +1.
1
. o] - . . .
Pour avoir \ < \,= "‘l' d’ordre A", il faut donc, si ¢ > r, que k soit
d’ordre supérieur ou au moins égal a {~.
Passons & la deuxiéme partie de la démonstration. Nous avons
considéré, dans le paragraphe 17, 'expression

" —3'Lz'— \Lz'+B = o,
ou |B| est d’ordre .
Pour n =1, il en est de méme de o et de | 3'— 5o | < 9.
Pour n>>1 et si g >r, B est d’ordre Pi par le terme g‘—;—f, B est donc
0 s
petit si p, est d’ordre supérieur a I, c’est-a-dire si & est d’ordre
supérieur a [,

] 1 . N
On a ¢, d’ordre — el finalement ¢ d’ordre I.

oo

La troisicme partie du paragraphe 18 de notre démonstration, avait
introduit le nombre M qui dépend de M’ et des M" et M".

Le nombre M" est de Vordre de /, tandis que M" ne dépend pas de I.
Le nombre M"” est déterminé par la condition |Lz'|<<M"ple=7

" Lz . . .
ou M">> —=—, puisque ¢ est supérieur a r et p.
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Or, pour p'>p,, on a, d’aprés les notations du paragraphe 17
Po

\ /
ou p'r= —)
e 1— &

|Lz" | < 2krn +logp = 2kn + logpy— log(1— &1);

il suffit donc que
[2A= + logpy— log(1— 21)]
e

Mm> (I — )n

Nous savons que ¢, est petit si A est d’ordre supérieur a I"; ¢ étant

de ordre de p'~' el p! étant d’ordre > ———l— » M" est alors d’ordre et il en

est de méme pour M.

k
/M’ que Ax est d’ordre — et ; pour

Il en résulte, quand M > . et Ar=1E

avoir A;>24 qui est dordre [/, il faut donc que £ soit d’ordre
supérieur a {2+,
. 2kz +logs (oh= + logoy)an
Pour o' < py, il suffit que M" > —— 3% gy M > 25T =i o 2re s,
v
puisque p' > E;“ .
akn
Comme ¢ est d’ordre ——5 M” est encore d’ordre /.
Il en résulte finalemenl que, si pour /== /,, toutes les inégalités sont
que; s1 p

vérifices pour | 4| > Ky= (NZ,)*', pour { = [, > [,, elles seront encore
vérifices si | 4[> K = (N/,)21,

La condition est donc de méme forme que dans le cas o' > »,, de plus

{ f P09y P

elle entraine celles oblenues dans les deux premiéres parties.

En définitive, pour étre sur qu’il n’existe pour (1) aucune racine non
bornée distincte des racines Z que nous avons déterminées, il suffit de
prendre & de Uordre de {20+,

20. Considérons maintenant les 3 telles que on ait p/<C .

Supposons d’abord les racines n de P = o simples et non nulles.

Nous allons montrer que, pour 4 assez grand, a toute racine 3’ corres-
pond une racine 3, telle que Uon ait | 5'— 3,1 < 9;. 94 lendant vers o

avec -
/

L

Dans le cercle (C), | 2R — admet un certain maximum M, d’autre
b

part, ona |Lz'| > o(k —1)7; il faut donc | P(3) | < ;U—M_—I—F
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Or, on peut écrire, puisque P(z,)==o,

[Pz >"5"— 3, [‘ P'(z),
_l (5'?—!50) pr

(Z’— zo)h-|

A Pt/”(z(,)—o—‘..”.

On a P'(5,) # o et, d’autre part, |P*)(z,)| admet un maximum
dans (C).

Posons | P'(50) | = 24, on peuat donc délerminer n,(A) tel que pour
| 5'— z¢| << M. le module du crochet soit supérieur a p,; il en résulte

(Z(|)+. e o

M,
)<k—l)”

M,

1z——«n}l< ma

|3"— 3z, <& = 'z — 1 <238

1l en résulte aussi que p' est supérieur a un nombre %, car p, étant le
plus petit module des racines de P(z) =0, on a p'> p,— dy, et cetle
derniére expression est elle-méme supérieure a A, si Pon a pris A< p,

. N 1

sque 9, tend vers o avec -
puisque o ers o avec ¢

21. Nous allons ¢tablir 'inégalité (J,) du paragraphe 18 pour 2z’ dans

un cercle de rayon 9' indépendant de k.

Montrons d’abord que l'on peut trouver un nombre ¢ indépendant
de k tel que

)
V() = +P'Lz+Q——xR' > 2(k—1)=a.

Nous avons vu, au paragraphe 12, que les 7’ tendent vers les 5, homo-
logues des 7 et, dans notre hypothése actuelle, les 7 sont distincts des
rvacines de P'== o, donc pour k assez grand, | P'(2’)| est supéricur a un
nombre ¢ non nul.

Les modules des autres termes dans V/(z') étant bornés, puisque
o' >het|Lz'| étant supérieura 2(k—1)m,onabien | V'(d)|>2(k—1)no
pour & assez grand.

Montrons que 'on peut trouver X tel que I'on ait, pour 2 > 1,
hlo(k—1)= s

Vi (z) = L

d\R)
[W(PL:)—PQ"”th‘M RS

On peut écrire, comme au paragraphe 8,

S (PL&)ems | < 11 [i
R

d h z'h

P\h—-l 1
l+ 1 I-q—m[P/')Log]

(h-l)‘
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Comme p'>1, on peut trouver ¥, indépendant de A ct tel que la somme

"/

h)
des h premiers termes du crochet soit moindre que 5 - D’autre part.
1

on a, en désignant par 2’ le plus grand des nombres A et 5

» U'inégalité
Lz | <2h= + logh.

On peut trouver X" indépendant de & tel que | P1# | << 2" et l'on a

1 ]Og}»,
'PUWLE < o(k—1)n Y )
PLZ, <<2(k—1)n X [I+A—1+2(/.-—1)7=]

Enfin, on peut trouver 2" tel que l'on ait | Q' — zR» | < 2", d’o1

v hte(k—1)=
N (s \—'ﬁ)\/,——
X’ '+ME”I L logA’ N MEDRL
= 2(k—1)= h! R 2(h—1)% hlo(h—n)= ’

car il suffit de prendre, pour £ =1 et en supposant 2 <1, X supérieur au
crochet pour avoir, quel que soit A, I'inégalité annoncée. Cela élant,

_ 1
supposons | 3 — 5’| <7k et T << 53 ous avons

— z')h—1 (k—1)=
(z_hzT)l_\'(m(z') < M)—])szl

et
(=31
1

— 2" \h—1 )
- ‘/",(Z’)+--~+ (_f_____'_z.._)._v(’l)(z,)-i——"‘ <~_—__L

h! Iy 1—=

et, pour vérifier (J,), il suffit d’avoir < :—:—;
, 2o . .o,
On peut donc prendre ' = 2z = S50 qui est indépendant de A et, dans
le cercle (y) de centre 2z’ et de rayon ¢, V(z)=o n’a d’autre racine
que 3’ qui, pour k assez grand, coincide avec Z.

292. Nous allons reprendre la démonstration précédente en supposant
que v est une racine d’ordre m de P = o.
Soit encore 2z’ une racine distincte de Z et z, 'une des valeurs de

_ 2 R(2)— Q) "
Z1‘z°+[ S(z0)Lzy ]’

nous allons voir que pour l'une d’elles, | 5'— z, | est d’ordre & ™.

THESE LEFEBVRE, 4
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Comme on peut écrire (I) sous la forme (5'— 5,)"SLz'=2zR —Q,
on a

1
, zR(z)—Q(z) "
o= no [ s

et, en prenant pour le crochet la méme détermination dans 3,

1
n

R(20)—Q(%
O 15— n = | S

1 L
| [ S () ]

1
Le premier facteur est d’ordre & ™. Pour évaluer l'ordre du second,
posons

sR(z)—Q(z) zRGE)— Q&) _ o . La_ o
S Sy TirEoer g =i+l

On voit que, pour & quelconque, |3 est de 'ordre de |s'— 3, |, or,

1
onal|z—z,|<|s—2z |+ |z — 2|, donc |B]| est de 'ordre de k& ™.
D’autre part, on a les inégalités

2(k—1)=
2kz + logd

Lz,

2k= + logh'
Lz

To(k—n)r

qui montrent que |B'| est d’ordre k~'; d'aprés 'inégalité (J) du para-
graphe 11, et en posant o = 8 + '+ 3f/, on voit que le second facteur
1 2
de (1) est aussi d’ordre & ™ et |z'— z,| d’ordre £ ™, ainsi que |z'—Z |
et d; du paragraphe 20.
Nous allons montrer maintenant que V(z)=o0 n’a d’autre racine

1
que 2’ dans un cercle de centre 2’ dont le rayon &' est ici d’ordre & ™.

Considérons I'inégalité (J,) du paragraphe 18.

1
Lorsque | #'— z, | reste petit, soit de ordre de & ™, |Q'— zR/| reste

" ) . p )
borné supérieurement; il en est de méme de 'E,I, puisque nous écartons

le cas o zp= 0. L’ordre de | V/(5')| est donc celui de | P’L2'|, or on a

P(z0)=...= Pm=1(zy) = o, Piml(zy) # o,
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et par suite
(z'_zo)m—l

P(s") = S 2T [P (a0) -

De méme, pour 2<p, on a un terme

(2" — zy)m—
h!

h
PUi)(z)Lz = [Pm)(zy) +...]L3"

|

dans V14 (2'), qui est donc d’ordre k™. .

1L .
On peut donc encore trouver ¥ tel que | V¥ (2')| < %k"‘f.’ et si
1
ona|z— 2 |<d=rthk ™, il en résulte

1

—— 7"~ m

1

et 'on voit encore que (puisque I'on peut écrire | V' (7') | > cr’/f"’) pour
1
: . N L Ag’ en, .. -
7 inférieur a é et a ;%, (J,) est vérifide. Ainsi ¢ sera d’ordre & ™ et
2
comme d;estd’ordre & ™, on pourra sirement réaliser I'inégalité o' > 2 dy,
et notre démonstration est terminée,

23. 1l reste a montrer que, si ay=o0, (I) n’a d’autres branches voi-
sines de l'origine que les Z déterminées au paragraphe 13.

Tracons, dans le plan [ %], un cercle (¢) de rayon fixe 1 ne contenant
aucune racine de S =o et un cercle (¢;) de rayon variable ), I’origine
élant le centre des deux cercles.

Considérons les racines z' pour lesquelles on a p' < 1.

Les racines z, de 'équation auxiliaire (y') du paragraphe 13, et les Z
qui en résultent sonl intérieurs a (¢) pour k asscz grand, car p)* est

.
2(k—1)=

Montrons d’abord que I'on peut déterminer A, tel que I'on ait p'> M.
On a

inférieur a une quantité de Pordre de

p’m[2kw+|10gp’|]>l@—s:2|-
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. b . zR —Q
Comme on suppose ¥ # 0, on a aussi 3£ c—;‘ et par suile —-—-S——ll

admet un minimum non nul 2 p}* pour p' <7} assez petit.

!
Or on a, pour 2 assez petit, p |logg' | < u™, dou ¢' > p,(2km) ™,
mais p'<C .

-t
Il en résulte que, si Pon prend 2=, (2kn) " <}, on aura p'>12.

+R—Q m
S

D’autre part, pour | 5| assez petit, admel un maximum pl' et

1
comme |Lz'|>2(k—1)m, onap <ps[2(hk—1)x] ™
On peut donc écrire, p, et p, élant deux nombres fixes,

1 1

wg ke Mo <k

24. Nous allons encore montrer que toute racine z' cst voisine d’une
racine z, et évaluer | 5’ — 5, | en fonclion de /.

Considérons (1) sous la forme du paragraphe 13, ainsi que I'équa-
tion (') .
FnLz’ —y —z y(3)=o, sl Lzy—y =o.

Montrons que 'argument §' de 5’ est voisin d’un 9, et évaluons & —9,.
Posons s'm— "¢, my = l'et', ms' y(z') = o e, il vient

(cosw’ 4 (sinw’) (logr’ 4 {w’) = ’(cost’+ i sint’) + a’(cosa’ + ising”),

donl on lire I'équation que doit vérifier o

Usin(t' —w') + a'sin(s’ — ') oo U cos(t' — ) + o' cos(s’— o)
=Y T - .
’ I"sin (¢’ — w’) + 2"sin (¢’ — ")

[&]
Il faut encore, comme a la fin du paragraphe 8, que
Ucos(t — ')+ 2 cos(6'— )
tende vers o avec ; .
K
Or |y (#")| est voisin de |x(0)| et borné, par suile & est de Pordre
1

de p' ou k& ™, il faut donc que cos(f/—w') tende vers o comme
Pexpression cos(#— w) du paragraphe 8. Par suite, toul ' est voisin

) o . .. w’
d’un © ou cn differe d’une quantité voisine de m et tout &= /l)_z est
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.. [0} P .
voisin d’un §,= —ou en différe d’une quantité bornée pour & grand.

On tire des relations initiales

<f_,_ :zz_(_}/+z'x(z')> Lzo)
29 - N3 Lz ’

7.

m(6’ —0,) = arg[l + £

le premier argument est de U'ordre de p' ou & ™.
logoy— logp + i(8,—0")
Iogo -+ 0

. Lze .
On peut écrire d’autre parl - —z,- =1 y ce qui
A
montre que le second argument est de 'ordre de —— g » au plus. Donc
1
(6'—8,) est d’ordre A ™ si m > 1 et d’ordre A=' loghk, au plus, si m=1.
LA i "o K_( ) Lz, " ) .
Pour évaluer o' —p,, posons « Ly ! ~+ o, et considérons
L l
r (YL
_ | 1 B s )
Y

o

i 1 1
-—ll—l—d”l’"lI+1’”'m“|1+1+1’”+d”¢l’”|mn

”D

-0

1
Il résulte encore de (J) que p'— p, est d’ordre p, (k= logk)™, au plus,
Par suite, comme l'on a |2'—z,| <<p'—po+p'| 0 —0a], si p'>p, et

encore |5/ — 5, | <<py—p +po|0—0,], si py>p, on a |F—3z,| de
9 1
Pordre de & (logk)™ au plus.
Il en est de méme de |Z — z, | et, par suite, de | 2'—Z|.

25. 1l reste a montrer que (J,) est vérifiée quand (z —z') est
1

d’ordre & ™. On a ici
|V(2)]| =] mz'm1SL3' + 2'm—18 + zmS'Lz'+ Q' — aR’|

(m—1) 1
. - -
de Uordre de p»—'|Lz'|, c’est-a-dire de Vordre de & ™ ~ =4k™ ou
de p'~'. Considérons encore, en posant P == zm S,

z=3"

V(/')(z’)z[d _(PL3)+ Q) —xR(/t)] .

1
Comme p' <<,k ™, on peut écrire, T, étant borné,

QU — 2RI |mgr < T



— B4 —

Supposons d’abord . > p et considérons

dawn) B h(h—1).. (h~—\o+1) d\—v
=3, oy P L

V=0

P
e 1 Yo—V—
—2( D '(h—v) =

formée de p fractions rationnelles et qui ne contient pas L z.
En désignant par S, un polynome dont les coefficients, qui dépendent
des a. de m et de v. sont bornés puisque v < p, on peut écrire

dwv)
P(’) = %(st)

m(m—1)...(m—v+1)
I

= 2mSM 4 L mam—1 St |+ Zm—v8 = gm—v§,,
1

et, en désignant par T, une constante supérieure a tous les |S,| pour

B
prp kM
dn 1 h R
TZI;(PLZ) z—_-z.: z'h—m [So_'—h_lsi'i" .+ mSV—F—G— Sp]

On peul donc écrire, T, désignant une autre constante,

hl(p+1) RIT),

{ V(h)(z/) | < D’/l—lll Th T/t < ’/n—m

Posons | z — 5’| = A’ =1p’; on peut donc écrire

(s =z
h!

Lv(ay| < shmt £y = thei Ty gime,

'h-—

Supposons A< p; ici % (PLz) renferme P#» Lz —=2"-5,Ls, en’

(m—h) h
module d’ordre £ ™ ' ou k™
_(m-—h) _’i_1
Le module des autres termes est d’ordre A ™ =k™ , donc
| h(z) h

est d’ordre A™ ou de p'—"; on peut donc éerire ici

(z2 — 3")h— , o/h—1
*h!)— Vil (z Y| < ITy, Y = = th—1T, P'—1,
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el, en désignant par T un nombre supérieur a tous les Ty,

(5——'5)\”
2.

(32— z2")r=

(2)+. .+ A

VIR (ZY +. ..

< =[] T —
! I—=

Comme on peut trouver T tel que |V/'(5')|>T/p~", (J,) sera
vérifiée pour 7 < et (R 2 l"

26. Résumé des résultats précédents. — Nous avons obtenu, quand
| k| dépasse un certain entier K, p, q ou r racines 7, de (1) et nous
avons montré qu'il n’v a pas d’autres racines que celles-ci.

Nous avons d’autre part, pour les 2K plans exclus de la démonstration
et qui ne contiennent, d’aprés le paragraphe I, qu’un nombre fini de
racines. pu déterminer celles-ci sur chaque plan [ 4 | pour I'équation (o)
correspondante, comme au paragraphe 2.

Nous savons donc déterminer toutes les racines de (1) pour une
valeur x quelconque.

27. Nous allons chercher quel doit étre 'ordre de A suivant [ pour
que les démonstrations qui précédent, qui concernent les racines
bornées, pour lesquelles o' << \, soient encore valables si/ croit. Consi-
dérons d’abord. pour les racines z voisines des v non nulles. les expres-
sions qui s¢ présentent dans la démonstration.

Dans le paragraphe 20, on a 9, d’ordre /é, A étant indépendant

de let k. Dans le paragraphe 21, comme | P/(5') | est voisin de | P'(z,) |

qui est indépendant de k et/, il en est de méme de o, si k cst d’ordre
supéricur a /.

Considérons les 3 2 qui dépendent des ¥, 37, 2", les ¥ et " sont indé-

pendants de I et k; au contraire. £” doit étre de Pordre de [ et il en est
de méme de 3,

Il en résulte que 7 est de I'ordre de [~' ainsi que &, tandis que d est

) . . .
d’ordre % il faut done, pour avoir &'>> 206, que k soit d’ordre 2.
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Considérons le paragraphe 22 qui concerne les Z de multiplicité m.
1

Ona |s'— 5| d’ordre <'IIE)E

1
, . \m
Evaluons l'ordre de |3’ —z, |; le premier facteur est d’ordre(—,;) .

Pour évaluer | 8], écrivons

2[R(z0) + (3" — 20)R'(20) +...]15(3¢)
— xR (50)[S(z0) + (8" — 20)S"(34) +...]
—[Q(z0) + (5'— 2)Q (z0) - ]S (20)
+ Q(30)[S(5)) + (5" — 20)8'(50) +...] = BS(5") [#R(20) — Q(20)],

1

qui montre que |(3| est d’ordre | 5'— 24| ou (i)m.

k
D’autre part, |8’| est d’ordre A—' et le second facteur est donc aussi
L - 2
, INZ ) , , N
d’ordre (%> ; par suite, | 5'— z, | est d’ordre (Z) ainsi que dy.

Considérons [ V(') | =| P'L'+ & 4 Q'— oR'|.
m—1
Nous savons que | P/(5')| est de 'ordre de |2’ — 24|~ ou (’IIE) " ;
m—1i 1
par suite, | P'Lz'| est d'ordre [ ™ k™, tandis que |xR’| est d’ordre I.
m—1 1

Si k est d’ordre supérieur a I, | V/(2')| est d'ordre I ™ k™.

Considérons | V4 (5],

—h
l il m—h h

Pour s <p, ona|PW Lz | d’ordre (75) " k=U" k™ , qui est aussi
Pordre de |V 41 (2')|.

Pour p<<h<r, |V (5")| est d’ordre et pour o >r, | V¥ (5')] est
borné. On a donc, dans tous les cas, |V (3')| d’ordre inférieur

m—1 I

m-—t
al ™ k™, par suite, ¥ et ¢’ de l'ordre de I ™ ; &' ne dépend pas de /
1
et est d’ordre & ™,
1 2
. m

Pour avoir ¢'> 24, il faut que (k>m soit d’ordre supérieur a (é) »

il suffit pour cela que £ soit d’ordre supérieur a £2.
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Considérons maintenant les racines 5 voisines de I'origine au para-
graphe 23.

. . C, . . [y
Pour (l]ue les z, soient intérieurs a (C), il faut p' << >TA——1)— qui est
d’ordre 7, puisque y = —‘%:—; il suffit donc que k soit d’ordre supé-
m
rieur a l.

1
On a la méme condition pour avoir 1.&.(2/\7':) "= < h @y étant
1

d’ordre 1. Alors o' est d’ordre ({-)'n.

Considérons le paragraphe 24.

On voit que cos (¢ — ') doit tendre vers zéro quel que soit /, car
1

' est d’ordre [, tandis que o' = m | 'y (&) | est d’ordre (é)nll; petit par
rapport a /' si k est d'ordre supérieur a [.
1

On a ensuite arg [l -+ ﬂ)——sz—)] d’ordre (7[>m puisque | )| est d’ordre L.
i 1

Lz . m .
Pour arg < ), comme p,, d’apres (Y'), est aussi d’ordre (—,l:) y on voit

que logo, — logp’ est borné et arg (l ) cst d’ordre A-'.
L
Pour ‘2—;, on voit que |"| est d’ordre <é)m et |o"| d’ordre A—'. Par
L 2
. , NG N )
suite, ¢'—p, est d’ordre p, <%) ou (Z) » ainsi que | 5’ — z, | et &;.

Considérons le paragraphe 25.

m—1
o m—1 L
Ona|V/(7)| dordre p='|L3'| ou <%> k=101"™ k™>lpour k
d’ordre supérieur a /.
On a cnsuite T), d’ordre [ ainsi que Ty, T} étant indépendant de I.

Il en résulte que T est aussi d’ordre /.

Hl—l 1

Comme il faut que Tp'—' ——, qui est d’ordre l( > =10 " k ™soit

inféricur a | V/(2') | quiest du méme ordre, on voil que 7 peut étre indé-
pendant de [ et k.
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1

mo, .
Pour que tp'=24¢', qui est d’ordre (%) y soit d’ordre supérieur a 6,

S

k
trouvons, en résumé, que dans le cas p’ <\, il suffit que & soit d’ordre
supérieur a {2,

d’ordre (-{) ) il suffit encore que k soit d’ordre supérieur a /. Nous

——D ) CR——



CHAPITRE III.

DETERMINATION DES BRANCHES z4,
D'INDICE DONNE POUR # DE GRAND MODULE ET D’ARGUMENT FIXE.

28. Limites des branches (o) de module borné. — Par définition,
nous disons qu'une branche est ordinaire ou (o) si 9 ne varie que
d’une quantité bornée ) quand | = | x| varie de l, & Uinfini.

Nous allons voir que, pour les branches considérées (9 borné), p et 6
tendent vers le module et l'argument d’une racine o' de R —=o.
Soit p, supérieur a 1 et aux modules de toutes les racines ' de R = o,
et p,>0,; nous allons trouver un nombre L tel que pour /> L, on ne
puisse avoir py << p << pa.

Soit, pour py<p<py, R' le minimum de |[R|, et [P"| et | Q"] les
maxima de |P| et | QJ. On a R’ > o d’aprés le choix de p, et

lxRp_Q‘> lRP”Q ,

qui croit avec I. D’autre part, 6, désignant la valeur de 6 pour ! = o,
on a, pour py < p < pa,

[Lz| <M= y(logps)*~+ (] 8o+ A)

I{IL — "
TQ =M, on n’aura pas

|Lz\=lxRP—Q|.

11 ¢n résulte que pour /> L tel que

Remarquons que, p; étant fixe, L ne dépend que de p,, on a donc seule-
ment, pour /> L, deux cas a considérer : p <<p, et p > p,.

Considérons (I) sous la forme
2R —Q .

Lz= B
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En désignant par P =a,4-@,Z+ ...+ @,3” le polynome conjuguné
de P, d’aprés les notations du paragraphe 10. on peut écrire

Ls 2RP — QP
1o = e——
PP

dont on lire le systéme

Hag+ 910+ o2 o' Pl — Yo+ Y10+ oo+ YprgeltP]
lag)+2lay ay pcos[or—oy+0]+...4+ aj'p¥
; N
) b= B+ Bip+ .4+ Bipe' 7] —[Ba+ 8ip+...+ 8, 4p7+7]
fag +olay!lar pcos[mi—s0+ 0] +...+ a2 o

(1) logz=

dans lequel

Xy = @y, Cy COS[t -+ vy, — O'o]« pu = |a0 | t colsin[t -+ vy — 5‘0],

o = bu' 005(10 — Ty )7 I = Q l {bolSiH(To -— Go),

9 p="ap ¢ cos{t4v,—s,+(r—p)], Brip= a, ¢'sin[t+v,—5,+(r—p)b],

.................................................................... PRI

Yp+q= @y by cos[ty—3,+(qg—p)b], &, g= lapl,by sin[t;— 3, + (g — p)b].

Considérons d’abord p << p,.
Soit ¢ inférieur a [aj|, By, 8. On peut trouver p, tel que, pour
¢ < oo inférieur aux modules des racines de R = o, I'on ait les inégalités

2 -7
ay —:<lla

e

+... T ag g do— << Bo+ B+ < B+
6, —e<< S+dip+ .. <8+=.

Or, on peut trouver L tel que, pour {> L/, on ne puisse avoir p < py.
L'(Bo—e)—8 —¢

o effet, prenons L' tel que 5
lag ~+ :

=04+ |X|; st 'on
avait o < g pour { > L/, il résulterait

W fBo—:)—dg—c _ L/(Bo—e)—8y—¢

>
ag +: > 1ag + e

=‘00‘+‘>\¥.

On a donc py<<p<Tp, pour ! supérieur a L et L'; par suite |Ls|

restant borné, il doit en étre de méme de I'{ET:_Q[’ ce qui nécessite
que R tende vers o.

Par suite, si le module p d’une branche (o) reste borné, il tend vers
celui d’une racine v de R = o, 6, de cette branche différant de ’argument
de ' compris entre o el 27 d’une quantité voisine de 2(k —1)7.
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29. Croissance des branches (o) de module non borné. — Cherchons
maintenant I'ordre suivant / des branches qui croissent avec /.

«. Supposons 1 supérieur a p el ¢.
Ici ¢ ne peut croilre indéfiniment avec [, car les coefficients o, , ct
v p ) 7
Br4p ne pouvant étre petits simultanément, 'un des seconds membres
de (1) et (2) serait d’ordre lp"— ct I'égalité avec logp ou 4 serait
impossible.

b. Supposons r=p > q.

Pour sin[t + v, —0,] 3 0, le second membre de (2) croitrait comme /,
tandis ue 7 resterait borné et 'égalité scrait impossible.

Pour sin[t +v,—g,] = 0, le second membre de (1) croissant comme /,
o devrait croitre comme e l I Le second membre de (2) tendant vers o

! .
comme 5 tendrait vers o.

b

Ce cas peut se présenter, comme nous le verrons au paragraphe 32.

¢. Supposons p supéricur a ¢ et r.
On peut écrire (1) et (2) sous la forme

1l \y B,
1"f/'+ oI -+ [:I+/)

(I,) ]ng = C =9
IO/)_'.< [1/, + “on )
e:r
[orpe 22w 22
() b= AR

)
oPr—r(la2' + el
) /I .02,7

A, et A, étant de degré r+p—1, B, et B, de degré p+g¢q, C de
degré 2 p —1.

Montrons d'abord que p¢=": / tend vers o, méme si ¢ > r.

1
. . . . —t U
Supposons qu’en cerlains pomts, o soit d’ordr 17—, avec u2o.

—tqu

.
Alors |zR | est d'ordre =" | Q| d’ordre l’7—’ et|zR—Q|est
d'ordre au plus éwal au plus grand des ordres précédents, tandis que

|P

+pu
est d’ordre 1'7—’

Par smtel Q‘ tend vers o, tandis que |Lz| est d'ordre log/
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On ne peut donc supposer u 2o et p¢— : [/ tend vers o, ainsi

Q\1
que

0 r+p

, } ] ]?,1/ l et les termes analogues.
P e )

Donc |6 |, étant borné, p croit comme {P~".

D’autre part, on a, en divisant (2') par (1),

,3 A\;v Bz
b AR T B

logo Ay B, |’
Xppp + -+ -IF/.'

ol +p
h

. 1
le premier membre lend vers o avec i dans le second membre, le

dénominateur étant borné, le numérateur doit tendre vers o. Or,

A, 2

et |

comme d’aprés ce qui précede, ‘

tendent vers o, il doit

1==p

en étre de méme de 3.

t+0,—0,+ nx
p—r

positif, seules les valeurs de n pour lesquelles il en est ainsi peuvent

étre limites de 6.

Par suije 6 est voisin de » Mmais comme o, doit &tre

d. Supposons ¢ > 1 > p.
On peut écrire maintenant (1) et (2)

o - \
ZP/'+r[“r+p+ <_ﬁ_1 .4_.__)
P

7= Yp+rg—2
) — 7 («(p+qp+‘(p+_q—1+—p—+...>
(1")  logp = a3 o +... )
\
lop+r [B,.H,—e— <———B”o”H +.. )
pg—r—L Oprg—s
— (8p+qp+8pkq_1+”i:+...>]
(2") 0= e P J

; ’
Fa3| e +...

qui montrent que p?—"—': [ ne peut étre, en aucun point, supérieur a
une quantité fixe non nulle quand / croit indéfiniment, car y,.4 et

dp+q n’tant pas petits simultanément, 'un des seconds membres serait
au moins de ’ordre de p?-7, rendant I’égalité impossible avec logp ou 4.
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On peut donc écrire, en négligeant les termes petits avec é’

g—r g=r
le+"[°‘r+P—‘ Yprg =+ ] lP””[@MP‘ 8p+q £ 7 T ]
J § =

a3 e [1+...] ! a2 e [1+-..]

loge = ’
qui montrent que les crochets doivent étre petits car, sans cela, 'un

des seconds membres serait de I'ordre de lp'— 2pl.
1

On a donc p d’ordre 17=".
. . , . I
Les crochets étant petits, on peut écrire, ¢ et n étant petils avec 5

q—r p7—r
Eprr =Yp+rq =7 & Bp+r=18p+q 7t

d’ou, en supposant que y, , n’est pas petit,

8yp0t+ L
Qp_‘_,, _ P+q pg—" _ 8pq . 3, q[ ¢! _ + 0l 1 ,
Ayt el Yp+ Yprq LOTT pd—" el
p+r YP'HI+ ;_q___; p+q pP+q Yp+q+9q_—r‘

qui montre que tang [t + v— o, + (r— p)f] est voisine de
tang[wg— 9+ (g —p)b].

On aurait la méme conclusion, en supposant y,,, petit, en for-
mant g’”*", dp+¢ N'élant pas petit dans ce cas.
Pp-r
Par suite [t +v,—a,+ (r—p)47] et [tg—o,+ (g — p)6] différent

d’environ n7, mais comme les signes des sin et cos doivent étre les

mémes dans les crochets, il faut que ces angles différent d’environ 2nm,
+ Vp— T+ 20T

qg—r

L. L ¢
c’esl-a-dire que 6 soit voisin de

e. Supposons ¢ >r = p.
On peut écrire ici

l{ [y cos[t+u,——c,,]+...}—p<l—"{ |bg|cos[tg—ap-+(g—r)0]+...]

(1) loge= rapl 4., !
(o) ) el sinft-+vp—ap] ... —p7="{[bg] Sill['.q——o‘p+(q—r)0]+...“.
lap] +...

et, en élevant au carré et ajoutant

ler[*22+ 1By

2029—") — o e, | byl lp7—"cos [t +v,—7g—(qg—7)b] +..

1 2402 =
(logp)2+0 Tapt+...
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S,
qui montre que, pour avoir I'égalité, il faut encore que p soit d’ordre 17—~
U — Ty ARE

¢—r

. .. ¢
et que 4 soit voisin de

J- Supposons ¢ >p >r.
On peut écrire (1) et (2)

Aptp—1 _— o p+q—1
tppl |14+ =2 | Yot 1 A
%r+p? Ip+q? )
() logs = 3 — )
azloP=rl1+...]

I 2

Pr+p—t N — Sp rg—1

ﬁ,‘ﬂ,l[l-t— e +] — g 0T [1—0— 8/_ +.

(()W) 0 = or+pP p+q P J
ta | pr=r[1+...]

Si B, ., ne tend pas vers o, pour que 6 reste borné, il faut que o
7 ) 3 h
1
croisse comme [7~". Si I'on suppose B,,, tendant vers o, o, ., n'est
1
pas petit el il faut encore que p croisse comme 777,
1
En effet, supposons que o croisse comme [777, ou ¢ > o, alors 'un
> A b ?
/—p

7
(14v . R
des seconds membres croit comme [/ 7=7, tandis que % reste borné

et que logp croit comme log /.

11—
Si p croissait comme [7~", I'un des seconds membres crojtrait
1— (1= I:.)
comme [/ 7=r c¢ qui enlrainerait la méme 1mpossnb1htc’,

donec ¢ = o.
D’autre part on voit, comme dans le cas précédent, que 5 doit étre
+ v, — T+ 207
7=

.. ‘
volsin de

En résumé :

1° Si rest supérieur & p et q, toutes les branches sont bornées;

2° 8¢ r=p > q, toutes les branches sont bornées, sauf, peut-étre
pour une valeur particuliére de t. Nous cxaminerons ce cas au
paragraphe 32;
1
3° Si p est supérieur & q et r, p croit comme 1P=";
1
4° Si q est supérieur & p et r, p croit comme 19-7.
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30. Etude d'un cas particulier. — Nous avons montré que, sur une
branche (o), p, supposé croissant, croit comme une puissance fraction-
naire de /, mais nous allons trouver une évaluation directe et plus précise
de p en fonction de / pour z(z) définie par

) sLz=ua.
Ici p doit croitre comme /. On sait, d’aprés [8], que I'on a

cos(l—-e)
— ¢ sin(t—0)

Isin(t —0)
0

0=
b

qui montre que, si ¢ resle fise, comme sin(¢ — %) ne peut s’annuler,
un 4, dont la valeur initiale 6, pour /=1, est comprise (si 0 <<t <m)
entre (2kn ¢+ m) et (2An + ¢ + 27m), reste dans cet intervalle quand /
croil.

Considérons Péquation auxiliaire

(&) ploge = 1.
. )
’ : -+ 1 p— j— .
Soit m I'entier tel que e <<l << em*' et p, = T P =
Nous allons voir que 'on peut choisir n > o tel que on ait
p2logos <<l < pylogpa.
En effet, 'on a, d’aprés la valeur de p,,
o1 logor = Z[ logl  log(m — 'l)]
n —n m-—n
> l[m — log(m — n)] _ l[x L —log(m — n)]
m-—n . m—n
et sil'on prend n > log(m — n), il en rvésultera p,logp; > 1.
On a, d’autre part. d’aprés la valeur de p,,
salogos = l[ logl  log(m + n)] g I(n—1)
m —+n R m—+n m -+ n m-—+n

ety sin > 1, il en résultera pylogp, << L.
Il suffit donc de prendre n2>logm > 1.

En désignant par p la racine de (&), on a p,<<p << py, puisque plogp
est croissanle pour p > 1.

Nous pouvons supposer [ > e’ et prendre n = logm, ce qui donne

) S N
m+logm m — logm

THESE LEFEBVRE.

ot
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Considérons maintenant ’équation p v/ (logp)? + a* — I = o, ainsi que
les racines p’ et p” des équations p'logp’ — I =o et p"[[logp’|4-[a|] —=0;
on a

e v(loge ) +ar>1l,  p"y(logp")+a*<;

comme o(p)-=py/(logp)? 4 «* — Lest croissante, cela nécessite p" <<p<<p'.
Posons |a|=logb, ¢"b =g, b = S; I'équation p"[|logp" | +|a|] =1

devient
sloge =S

qui est de la forme déja étudiée. Si p est Uentier tel que er<<S <Ter+'.
on a, d’aprés ce qui précede pour 'équation (&),

S b b S

p + logp :p—q—lo::[) ST=e b<]1——logp:p—logp.

Or, on a p <<logS << p —+1, c'est-a-dire p <logl+|a|<p—+1.On
peut remplacer p” par p++'gp dans p"<<p en conservant l'inégalité

et écrire

. { l
() p-+—logp<P<rn—-10g)n
puisque p << p' et que p' vérifie les inégalités (¢); p désignant ici la racine
de o(p) =o.
Comme m <<logl << m + 1 entraine m -+ 1 — logm > log! — log log!
el, en remplacant p par log/+ | a|, ces inégalités (j) deviennent
{ {
logl+ a|+logllogl+ a|] <P<

logl{ —log logl—l'

Or Déquation ¢, (p) = py/(logp)? + 6% -— { = o correspond a (y) et les
inégalités ci-dessus sont vérifiées si 'on remplace a par 9.

Pour la racine z;_,(pr_y, %_1) de (v), 0y est inféricur & 24w, nous
pouvons donc remplacer | @| par 2A ™, ce qui donne enfin

l l
logl+ 2h= + log[logl+2/=] Sph s log ¢ — loglogl—x‘

31. Nous pouvons remarquer que z(z) définie par (y) vérifie

dz 3z
dx Z+x




du type (10) considéré par P. Boulroux qui a fait, au sujet de la crois-
sance de 'intégrale de celte équation, la remarque suivante (') : « Ainsi
nous avons trouvé une limite supéricure du module de y, mais pas de
limite inféricure ».

Nous obtenons. par les inégalités finales du paragraphe 30, une limite
inféricure, mais celle-ci est particuliére a la branche 5_,. Il devait en
étre ainsi car, pour une valeur / déterminée, p;_, tend vers o avec ;?
puisque | Lz | > a(A —1)m.

[l est donc impossible de trouver une limite inférieure non nulle
‘alable pour toutes les branches.

32. Nous avons remarqué, au paragraphe 29, b, que si r=p et
t=a,—v,, on a peut-étre une branche du plan [1] ou [—1] pour

Cp

ap

laquelle 6 tend vers o, landis que p croit comme e
Pour montrer que ce cas peut effectivement se présenter, considérons

n zlz=xz+1i

pour ¢ = o, c’est-a-dire x = [ et pour le plan [ 1]. On tire de ()

sin 0
cosf I+02-:_:'s'ﬁ
p = T = e .
cosf I+ s'"g .a
Posons 8(6) = —— —e 0. On a, pour 6, assez petit, 3(%,) > o et,
pour 6, =e"¢,
140 sn0, sin
3(0,) = el cosh, — teosi= el | cos B —1— b L. .
o(b1)=elcosh—e 1=e b —1 ' Gost, <o

On a donc 3(f) =0 pour une valeur 0 inféricure a 4,, la valeur
correspondante de p élant voisine de €’

Considérons le cas général en nous proposant de déterminer une
branche s pour laquelle 6 tend vers o, en supposant r=p>gq
ettt —=o0o,—v,.

On peut écrire (I)

=

N

I

]
=l =

|
o

(') Ouvrage cité, p. 44 et 54.
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etcommeici R=c, 27 4-c,_ 2~ +...+¢o. P=ap 3P 4ap_, 577" +...+ay,
en pOSElI!.l

a,Ri—c,P
o= - R=¢,27+ Ry, P=a,z’+ Py, Y=L 1L
a, ay(ays’+ Py)
on peut écrire
cp + n,,R.——c,,I’,

R —
P, ap(a, s+ Py)

=1+'~Pl.

On peut écrire, en remarquant que y, est une fraction rationnelle
donl le numérateur et le dénominateur sont de degré p

_ 1 [pRi—=e, Pzl _ 1
= 2

ap(apzr=+"Py) z

-

3

On peut écrire de méme, le dénominateur de i, étant de degré p el le
numérateur au plus de degré p, puisque p>2q +1,

Q £,

Pz

Lz=az+akl + 72, z=e**P(z).
P z

Faisons z,= e*?, 5, = e%®(3,), ..., 5,0y = €**®(3,), ...;onaici

u u* umn
2 Zo“ 28“”[-(13(20)—1] = 50[]— -+ —)—' R e ol -5 +...]

m.

et, en supposant | u | << f;a

|<2u

Considérons d’autre part ®. = @ —’{— — ZA[ -+ '(’ 2:] ; comme | ), |
et |y, | sont au plus de 'ordre de p—2, 1e crochel est, en module, au plus
de Pordre de Oi

, o . C, r
Considérons mainlenant 5, = e°% ou L5, = logp, -+ {0, = —(’{—— =
I

puisque z = le"', ¢, = |, e, a,= la,|erett=0,—uv,.

Onadoncfy=ovelp,=e Ia,,l



Du point 5, comme centre, décrivons un cercle (y) de rayon op,,
ol ¢ < 1 et supposons que p,, c¢'est-a-dire /, soit assez grand pour
que (v) ne contienne aucune racine v de P =o. [y |y |72 |, [ %) |5

. l —1f .
alors bornés dans (y) ¢t |u| est de I'ordre de — ou de le I"ﬂl, qui tend
Q0

74 | sont

Cp

I . o« .
vers o avec ;- Par suite |®] est voisin de 1 et, comme le module du

x| l , . . I
crochet est de 'ordre de —‘;T— = | @~ | estarbitrairement petit avec ;-
On peut donc écrire, pour |® | <2 <1,
' 51— 3o | 2Up
Gpa— 5 < si—3% (I+k4+...+2)<Z IG;_70‘ < ]_;

. . . 2U 20
Pour que 3, soit dans (y) quel que soit z, il suffit que —

<< gpo
ou 2u << a(1—1), ce qui peut étre obtenu, quel que soit o, pour / assez
grand; il y a donc un point Z limite des s, dans (y).

Pour celui-ci, p est de Pordre de p, et, d’autre part, on a

- K

. 920 .
6 < arcsin{ =— ) = arcsing.

Po

Comme on peut prendre o arbitrairement petil, pourvu que / soit assez
grand, on peut rendre § arbitrairement petit.

33. Détermination des branches d'un plan [A] d’'indice déterminé
pour une valeur 2 de grand module.

a. Soit v/ 'une des racines de R = o, supposée simple et non nulle.
En posant R = (5 — 0')S,on peut écrire (I)

, PLz+Q

z =1+ —3 ¢ (%)
et faire la suite des approximations
P(z,)Lz,+ Q(zy)
’ ’ 0 0 0
- = ... Zns1=9(3n).
Zy=1, Zy =1+ ZS(z) ) y n+1=9(3n)

En prenant

_ P(z))Lzs+ Q(20)

Lzy=log|n' |+ Argn'+i2(k—1)% et M SEN) ’

on a
M
N

[z1— 20| =
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Considérons d’autre part
| 1/P , , S’
o= 7|[~S<-Z—+PLZ+Q> ——S~2(PLZ+Q)]|.

Pour s dans un cercle () de centre ', ne contenant ni origine, ni
aucune racine de S=o, le crochet est borné, el I'on a, pour [/ assez
grand,

G

oy 1
i?l<~l<N<5,

C étant une constante. Il en résulte, d’apreés le paragraphe 11, la conver-
gence dans (7).

b. Soit maintenant n'£ o racine d’ordre m de R = o.
En posant ici R = (5 — »/)™S,, on peut écrire

1

, PLz -+ Q1"
R ol AN

L
m
3 [g- +PLs+ Q’) S, — S'(PLz + Q)] (P_Iiig) l
[}

1

vio__ 7 m
[ohi=1

1 Sl

Or, . étant arbitraire, on n’a pas P(n')Lz,+ Q(n') = o et par suite,
PLz+ Q ne s’annule pas dans un cercle (y,) de centre 7' et de rayon ¢,
assez petit. On a donc | ¢'| <2, petit avec ;- dans (v,).

On a m points z, = ¢4 (5, ) distants mutucllement de
28y=12|21— 3 |sin ;g.;

on peut prendre / assex grand pour avoir | 5, — 5, )é%—, les m cercles (y2)

de centres z, et de rayon d, seront donc extéricurs les uns aux autres et
contenus dans (7).

. 1 .=
On peut, d’autre part, prendre / assez grand pour avoir A < 5 Sin—»
A

d’oul résulte
I— A

. T
sin — et
< m

| Zngr— 21| <!zi— 2 [[ M+ 224 .4+ 20] < | 21— 30 | < 8,

1I— A

ce qui montre que 3,4 est dans (y.). On a donc m racines Z voisines
de 7'.
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34. Supposons maintenant n'= o, soit R (0) = o.
Si @y 3£ o, on peut écrire

P =a,+ 38, Q = 3Ty, R = zv(¢ey+ 23Vy),
1 1

[ PLz+Q ]V —;l[al,Lz—&—szS,+zuT1];
3 = = Z )

z(cy+ zVy) cy+ 3V,
ou encore

1
@y " M

1 zL 38y — —VyzLz+ z0T,

-5 alz ¢y
z=ux + = 3(32).
¢y cy+ 3V,

Prenons comme valeur inititiale z, une racine du plan [ 4] de
P

cyx 3) = ayLz,

et A = 2

qui, en posant 5= — “y se raméne a 'équation ()
? 0T vey

AwLw = 2.
1

D’aprés le paragraphe 30, | w]| est voisin de B‘lg—i et|z,|est d’ordre (lo—g—l) .

[
Si 2, = o(20),
1

v
[ ¢y <zoLz051-—%V1z0L20+zﬁT1>:|
v
o _ —1
131 zo] Po I+ ao(Cv+ZQV1)LZO

Z1— %o

et I'on voit, d’aprés I'inégalité (J), que est, si p>o, d'un
1

L
ordre inférieur ou égal a celui de p,” et, si p= o, d’ordre (logp,) ~ et
petit avec po.

Considérons ensuite

5—1
1

a .
zLzS;— ci‘ VizLz + z Ty
N

I Vla
19| = —|—=Lz+
v | ey cy+ 3V
@ 7 ’
. Si—l—SjLz+zL.zS’,—;9(V1+V1Lz+szV’,)+sz*1T1+zP~T,
0 - v
cy3 cyv+ 3V,

(zV', +Vy) (zL.zS1 — %‘lv,sz -+ zu'n)
v

(ey+ 3V1)?
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1

logZ\" .
Comme p, est de Pordre (_Olg_> y» | Lz|, pour = voisin de z,, est

1
d’ordre logl; par suite, le second facteur est de Vordre de (logl)rl.
1

Dans le troisiéme facteur,

v
Lot est de Pordre <L> y tandis que les
¢,5 log?

autres termes sonl, en module ou plus de I'ordre de log!.

1
1 1 b
Il en résulte que | ¢’ | est d’ordre £ ”(logl)ﬁu‘ <|0—27> = (logl)~"'.
=}
Les approximations convergent donc pour p, assez pelit.
Si @g== 0, on peut écrire P=2}S,, Q = by + zT», R =2"(¢cy+2V>),

ce qui donne

1
I TR VR LT D TR
T x£(c,+ 3Ve) o 3

Prenons ici
-

1 b P ’
] 5 - 1 z20Ta— =2 5, Vot 2oLz S,
. =5 (b -5 | 6o cy
= — ) = — = 9(29);

cy ¢y cy—+ Ty Va

il en résulte
1

1 o b - y 17
b v 1 Cy [Zo[z—-—c—-Zn\z—F,ZSLZUSgJ
i+ - —1

¢ by(cy+ 5, Vo)

|zZ1—= 50| =
Cy

1
est d’un ordre inférieur ou égal a celui de p} st A > 1, ou de

&1 Ko

el

<0

2 1
Uordre de | p, logp, | ou (logl)’l ¥, sid =1, donc petit dans les deux cas.
Considérons

1 bn I - Y
Y b zTg—;—z\g—f- 37 LzS,
|?7 — 70- + ]

¢, cy+ 3V

zTy+ Ty — %‘ (Vo =+ V) 4+~ Azk1LzSy+ 5218, + s, Lz S,
v

| CV+Z\2

(zVh+Vy) (zTg— %!z\'g—f—z"\LZSg)

v
(ey+ zVe)?
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1
Sil=r1,on a |s*'Lz|de l'ordre de |logp| ou |log!|, mais { “logl
tend encore vers o ainsi que |o¢'|. On aurait la méme conclusion
pour 2 >1.
On a donc, dans tous les cas, v racines 1 voisines de o et, en
définitice, r racines voisines des racines n' de R = o.

35. A coté de ces racines qui exislent quel que soit I'ordre de succes-
sion de p, ¢, r. nous allons maintenant déterminer des racines grandes
avec [, (qui existent quand r n’est pas le plus grand des nombres p, g, r.

@. Supposons p supérieur a ¢ et r.
Posons P =a,3"+a, ,3P7'+...+ay=a,s"+ S. On peul écrire
rR—Q —SLs

a,z" Lz

ZP—r=

= [r,.+ el ] —[bgz7—7"+...]—[ap—12P~"'+...]Lz

3

aplz
et, en posant

A=t D

b ay
— =0 B:bqZ’/_"—i—...—G— :?'q C=ap_1zl’“‘"—1+...+ E—];y
3 z z

1
I N x\ —B—-CLz)"~™" (2)
=T apl.z a,ls . =qlz)

Prenons comme valeur z, 'une des (p — r) racines de I'équation (')

1

Crx p—=r
S0= -
a/) [1.40

Evaluons, en faisant z, = 9(z,) et en utilisant égalité précédente

1

o A —B—CLz, 7"
51— & =151+ —— —1|=p0

a, sy Lz,

1
[T+ Y1 (a0}~ "—1].

x\

z/

—_ N—1 -
Comme ¢,z =a,3; "Lz, | =7
o <0

est de lordre de p;' ainsi

~
wl

mlel

<0

que

B . .
Z,O—_,-L—Z—Ol est d’ordre supérieur, puisque p > q.

Donc |, ()| est au plus de Pordre de ;' et 'on peut écrire

1 1
o y—
| ai— 20 <goMygy T = Mg, 77,

d’aprés I'inégalité (J), M, étant borné
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Considérons, pour z dans un cercle (y,) de centre z, et de rayon op,

1
1

ot — [ cra +rA—B—CLz]7'T’—1
! p—rileylz ayLsz
—crz (z‘\'—B’)_(zA——B)__(Z.
apz(Lz) a,l.z a,z(Lz)}? a,

Dans le voisinage de z,,

Z(I_szI est de Vordre de p/~"'=1logp,,

ltandis que les modules des autres termes du second facteur sont, au
plus, de Pordre de pfi .

—_— 1
] (p—1{———1
D’autre part ll_fiz| est de I'ordre dep, (= >: pe """ et, par

suite, | ¢)| est de Pordre de (logp,)™*. On pcut donc écrire, N, étant
borné,

Ny
logpo

feh <

Or, on peut écrire comme au paragraphe 11

1
4 —
| 83— 3! Mip, #—7
N < N

I~ ———— I—
logpy logeo

}5n+1_zu‘<

Pour avoir z,,, dans un cercle (y,) de rayon op,, il suffit que

L M
P > ————

(= resr)
ol I— ——

logey
1

ce qui a lieu si logp,> 2N, et ¢/~ > 2M,o~'. Comme. d’aprés le para-

b

. . , . . =
graphe 9. les (p — r) racines z, sont distantes d’environ 2p, sino—

on supposera ¢ <~ sin ——— pour que les cercles (v1) ne se coupent pas;
PP P p q 1 I pas,
chacun d’eux contiendra au moins un point Z limite des z,,.
b. Supposons g supérieur a p et r. On peut écrire (I)

b7 =c,28 +x(6/—12" 1+ +co)—(apsP +...+a)Lz—(bg—1391 +...+by),
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d’ou, en divisant par z” et en posant

I [/ Cry c I a
D=~ L—+...+—-‘f—), E=o(apar—r+...4+ =)
b\ 3z 3",

1 b
F= —b—:’ (bq~lz’l‘”"—1 +.o z%)’

1

z=lc'b—;+Dx—ELz—F] = 09(2).

Prenons pour z, 'une des (¢ — r) racines de

_t
N o
S — b’,

Evaluons, en faisant z, = ¢2(3,),

1

- xrD—ELz—F]7="

[z1— 20l =3 ||| 1+ ——— —1
Z0

ici | 2L g5t au plus égal a une quantité de 'ordre de pj'logp, et

z§! 0 ’

rD— . s ‘i
d’autre part, ( est au plus égal & une quantité de I'ordre de

T
20

o,'; on peut donc écrire, M, élant un nombre fixe

1 1
[ - —
1 -— .
| 31— 30 < My ® T="(logpy)7~".

Considérons d’autre part
1

. g—r
o) = —— if+1)x—ELz—F|
- g—r| by,

D'z —ELz— !E—F’

S

le premier facteur est, par 2, de 'ordre de p;™"*", le second est, au plus,

par E'Lz, de I'ordre de p}~*logp,. On peut donc écrire, N, étant
borné,

Vet Ni‘"{{?o
VP < /)
<)
A 1 1
y —r qg—r
L < Lz — 3| V. Py ! (logp“)’
Bn+1— B9 .
M : Nologpes = L Nalogo,
Po Po

Pour que z,., soit dans un cercle (v,) de centre z, et de rayon gp,, il
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suffit que

1
M, (logpo)7—"

)
B (1 . No logpo>
Qo

donc que p, vérifie les deux inégalités

1

l/—7

0

Yo >

1 1
- 2 M, p .
po>2Nslogpo,  pf ™" > ——=(logpo)’™".

~

Comme I'on a (¢ — r) points 5, distants de 2p, sin 7= prendra

encore ¢ < sin pour que les cercles (v,) ne se coupent pas; chacun

qg—r
contiendra encore une racine Z. au moins, limite des z,.
On a donc, en définitive. (p —r) ou (q—r) racines 1 grandes

avec l et, avec les r racines bornées, p ou q racines.

36. Absence d’autres racines 5’ distinctes des Z. — Supposons tou-
jours I =+
thétique de V (3) =PLz +Q — 2R =o, distincte des racines Z oblenues
par approximations dans les paragraphes 33 a 35; nous allons montrer,
d’une maniére générale :

z | suffisamment grand et désignons par 5" une racine hypo-

1° Qu’a toute racine 3' correspond une racine Z telle que |3'—7.|
tende vers o ou croisse comme une fonction de 1.
2° En considérant encore le développement (@) du paragraphe 18,

(@) V(z)=(z—23) [\'(z') + (—i}—:’)\"(z')+...+ Q_T‘;l/':\’t/z>(z'>+...],
que Uinégalité

(J) V(&>

53—z — 2 Vi—1
(—JT——)V”(Z’)—t-. . (Z—{,L_VfM(z')q-... |

est vérifiée dans un cercle (T') de centre 5' dont le rayon A, fonctiorn
de 1, est en général suivant la valeur de |ZL|, un infiniment petit
d’ordre inférieur ou un infiniment grand d’ordre supérieur i celui
de |3—7.|. Il en résulte que, V(3)=o n'ayant d’autre racine
que 7' dans (T) et (T) contenant 7. pour | assez grand, 3’ se confond
avec 7.

Nous considérons d’abord les racines 5 de module borné.

a. Supposons d’abord ¢,5£ o.
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D’aprés le paragraphe 28, quel que soit ¢,. p'==]|3'| est voisin du
module d’une racine 7' de R = o; done, si N’ est un nombre quelconque
supérieur a tous les [n'[, on peut supposer [ assez grand pour avoir,
pour un plan | /] déterminé, p' << N'.

D’autre part, pour ¢, 2 o, on peut trouver N”, inférieur a tous les | 7’|
et tel que 'on ait o' > N".

N . . I
En effet, en supposant d’abord «,3£ o, si p' tendail vers o avec

Z’

le coefficient de { dans (2) du paragraphe 28 étant voisin de (3, 'égalité

serait impossible, ¢ restant borné. 1l en est de méme en supposant

ay,=a;=...= o0, le coefficient de / commencant par un terme cn p' de

degré inférieur & celui du terme par lequel commence le dénominateur.
On a donec N <<pg'<< V.

a. En supposant 7' racine simple et posant R(z') = (&'—n')S(4'),
on a

. PLz'+ Q

¥ = 1 ZT|

qui montre, 5 étant supposée d’apreés le paragraphe 28, voisine de 7' et,
par suite, le second facteur étant borné, que |s'—'| est de l'ordre
de I, comme |Z —'| et | F—7Z|. On a, d’autre part,

[V(s") = E:—,-+—P'L/:'—+— Q’—m[_5+(z'—'q')5']l

de P'ordre de /, &/ n’étant pas racine de S=o. Il en est de méme de
[V (5| pour n<r. Pour n>r, VI (5') ne comprend plus que les
termes, de module borné, qui proviennent de Q' (") et ceux qui pro-

. no N . o,
viennent de % (PLz). D’aprés une inégalité du paragraphe 18, on peul
trouver M tel que I'on ait

dn

M
Pl _ <

<nlgme

Donc, dans le¢ sccond membre de (J,), | V(&) ]...|V#(Z)]|..., sont
au plus de Pordre de /, tandis que le premier membre est exactement de
celordre. On pourra done vérifier (<J,) dans un cercle (T') de centre 5’ et
de rayon A,=cN’, ¢ ¢tant indépendant de /, ainsi que Ay > |z —Z].

B. Supposons maintenant v/ racine d’ordre m de R = o.
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On sait, d’apreés le paragraphe 33, que 'on peut écrire prés de 7 et,
1

par suite, de 5/, | ¢, | << { "N. Comme l'on doit avoir 5'=¢,(3'), I'on a

1
7=z | =lo1()—a(z) < &5 il "N.

Or, 5' élant voisine de 5, = 7', on peut écrire, en posant R == (z'—»')"S;,

1
PLZ+ Q7 m
1

ce qui montre que | 3'— 3, | est aussi de 'ordre de I ™ et, par suite, que

13—z = i m

|- -
Il | .

est de P'ordre de /' ™, ainsi que |Z — 5
On a ici

V(5)=PLz+ Q— (53— )8y,
V()= (—;-ZE(PL:)—o— Q' —x[m(z—)ym=18;+ (z — 7" )MS],

1
ce qui montre que |V'(3")| est, par x(5'—1/)"=', de lordre de 1",
puisque | 3'— Y/‘ est de l'ordre de [ . De méme, si h<m, | V'(2')]| est
h

de lordre de l’”, vy [V® (Y] de lordre de 0. Pour m<h<l,
Vit 3"y | est de ordre de L. Pour r<< 2, |V ()| est, par ——(PLz),
de l'ordre de N=%. On peut done vérifier (J,) pour |5 — ') <A, de

1
Pordre de I ™, et le cercle (T)) de centre ' et de rayon A, contiendra 3,
{ élant assez grand.

b. Supposons ¢y==c¢;=...==¢y—; =0, ¢,7Z 0 et @, 0.
On a, d’aprés les notations du paragraphe 34,

v
o a
| , Z'LZ/b]— “\]¢]44+ !"’T
. a,l v

1
! v
-3 i c ) aoLZ)
’ + . y Zy=x | —=2
L e, v+ 535V cy

Nous savons déja. par le paragraphe 34, que p, est de 'ordre de
1 !
[ (logl).
Nous allons voir qu’il en est de méme pour le module d’une racine 5’

telle que o' tende vers o avec %
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En effet, ¢ tendant vers o avec ¢/, on peut écrire, méme si p.=o0

1 1
1 14 :; ’ ’ ’\;
—<lalLz z Lz
d=a | | (1+¢ =) (1+¢).
[ ]( o (LZO)< )

Supposons ' d’ordre supéricur a py; soit N un nombre, que l'on peut
prendre d’ailleurs arbitrairement grand; on aurait p'> Np, pour p,
inférieur a4 une certaine valeur et, d’autre part, puisqu’ici 'on a
|logp' | << |logNp, | <<|logp, |+ logN, il viendrait

I ’
e

_|logs +cargs logey =+ logN + args’
Lz,

logs,—+ fargs, logey —argsz,

qumtité qui tend vers 1 quand p, tend vers o, tandis que I'on aurait

ait I'égalité impossible.

Supposons o' d’ordre inférieur a py, on aurait pour N, qui pourralt
étre arbitrairement petit p'<< Np, el [logNp, | =|logp, |+ [logN|, ce

qui enlrainerait ~
Lz loggy |+ logN'—argz’
Lz, logoy + args,

qui tendrait vers 1, rendant encore 1'égalité impossible.

Nous n’avons pas encore épuisé toutes les hypothéses. Il pourrait
arriver, en effet, que o' ne soit ni d’ordre supéricur, ni d’ordre inférieur
4 py, mais dans un tel cas il existerait loujours des valeurs p, arbitraire-
ment petites el pour lesquelles on aurait p’= Np,, N étant un nombre
quelconque positif. En effet, si pour o, assez petit, on avail constam-
ment, par exemple, o' > Npy, o serait d’ordre supérieur a p,. On aurait
donc, pour cette égalité,
logN + logpo+ fargz’ d

logoy—+ i argz,

N\ =

|I+€|,

ce qui est impossible pour N3£1, puisque le second membre tend
vers 1.

11 faut done que ¢’ et p, soient du méme ordre.

L'on peut donc écrire, |m | étant inférieur & une quantité de Pordre
de (logp,)—', c’est-a~dire de (logl)-*,

’

=1+L(f—):Lz0=1+m.

<0

Lz

Lz
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D’autre part, on a

o a e
, c.,(szS,———onLz—l-zP"li)
lz/ - =0 Lz Cv
|8 — &0 = Po

— ~
Lz, ay(ey+ 3'Vy)Lzg

1
v

—11y

et, si p. = 0, le module du second terme du crochet est inférieur a une
quantit¢ de l'ordre précédent. Il en résulte que [s'— z,[ est de Pordre

1 1
de g, (logl) ¥, d’apréslinégalité (J), c’est-a-diredel'ordre de [ ¥puisque
1 |
oo st de Uordre de ¢ 7 (logl)”.
1
De méme |Z — =, | et | 3 — Z| sont de ordre de I °.
Considérons

V(s)=(ao+ 38,)Lz+ s+Ti— x3¥(cy+ 5Vy),

on a
V(&) | = | (58, + S Lz + (_“-"iz”—s‘-) 2Ty 2T

— vz (ey+ 3 V) +3Y(Vi+2'V)]]»
l—l
de l'ordre de l" (logl) ¥ par le terme c,zvs"=', |z~'| étant de I'ordre
de z"ao«zf'

On a ensuite | V'(5')| de Pordre de l"(logl) ...; en général,
v—h
pour 2 <v, | VIA1(5') ] est de I'ordre de l (logl)
h h

Pout h>v, |Vi# ()| est de Vordre de {7 (logl) * pa1 le terme

en 5'~%. On pcut donc prendre | s — z|| <A, de 'ordre de l—v (logl)r7 tel
que (J,y) soit vérifiée dans (T,) de centre 5’ et de rayon A, et que (T'y)
contienne 7 pour [ assez grand.

c. Supposous Co=...== Cy— = 0, ¢, £ 0, Qg=...= A == 0, @, 7 0,
b, 0. On doit avoir, d’aprés les notations du paragraphe 34,

1

b v 1

il FTersLE S — =5V, 1 3
IR 0 Cy -3 bo

& =& ponlinn G ’ o= — ) >
cy cy+ z'Vy cy
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<=

- . by ¢,
c\,(z’lg-i—z"\Lz'Sﬂ— —3'V,
‘Z’-—Zo = 9y 1+ Oy

R

- 7 — 1]
bo(cv + 3\ 2)

On voit, par division membre & membre, que ¢ et p, sont du méme
ordre.

On peut supposer A > o, car pour A = o, onretrouve le cas précédent
ou I'on suppose p. = o dans les expressions de (b ).
Le second terme du crochet est, au plus, si A==1, de l'ordre

1
de I ¥ (logl); par suite, d’aprés (J), | & — 50| est au plus de l'ordce
1

1 1
del ¥ " (logl)’. D'autre part,

V(Z) = :)‘LZS‘_)"" b0+ ZP‘T-:-—.Z‘Z\'(CV—F ZV;)

1
donne | V/(z')| de I'ordre de ¥ par le terme en xzV—'.

h
De méme, pour 2 <v, | V4 (5')]| est de I'ordre de {” et, pour 22 > v,
- h—1
inférieur & une quantité de 'ordre de { ¥ . par les dérivées de L z.
1

On peut donc prendre | s — ' | <A, de ordre de { ¥ tel que (J,) soit
vérifiée dans (T;) de centre &' et de rayon A; el que (T';) contienne Z,
L 1 1

puisque | 3 — = | est aussi de I'ordre de ¢ ¥ ¥ (logl)”.
Nous avons donc montré, en résumé, que les racines 5 de module
borné ne sont autres que les racines Z voisines des 7.

37. Nous allons maintenant considérer des racines z' dont le module
croit avec [.

a. Supposons p supérieur a g et r.
On doit avoir, d’aprés les notations du paragraphe 35,

1 1

, [ ¢, x :vA\—B—-CLz’]"“’ [ crx ]7’_"
= - -+ 7 I So=
aplis apls ap Lz
On voit, d’aprés la forme de A, B, C, et comme I'on a

G B

+
a,sr=r ups'r—rLz

apz'P=r <1+ ) Lz =z(c, + A), apzlh Lz = zcp,

| 1
que ¢ est, comme p,, de 'ordre de I7=" (logl) #~".

THESE LEFCBVRE. 6
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En effct, en divisant membre & membre les expressions précédentes,
on peut écrire

z5”! Lz’ (1+¢) (14 ) 1 . C B
=0 - -+ “+g) = -+ -+
z'p—1 Lz, ’ A ) aps'r=r " apzr-rLz ’

1+ —

Cr
et 'on voit, comme au paragraphe 36, b, que p’ et p, sont du méme
ordre. Ils sont d’ailleurs équivalents, en effet, comme I’on peut écrire,
N, et N, étant fixes N, p, << o' << Naypy, il en résulte,

logN, N loge”  logN, 1
logpo logpo = logpo
qui montre que logp’:logp, tend vers 1.
Il en cst donc de méme de
Lz'| |logp” = i[logpeargz’—logp’argz,]
Lzo|  |logeo logpo(logpe—+ ¢ arg z)

.

et, par suite, de

’
zZ
e
2o .

On peut écrire, d’autre part,

! 1
Z'——,’Z_ - CrZ ;: EEQ_._(‘Q"A_B_CLZ,)LZO /,—_—,__I
' aplizo Lz’ crx Lz ,

m' | étant de 'ordre de (logp')—',

et aussi, d’aprés ce qui précéde.

20
=l1+L<z—,>:Lz”=1+m’.

L 20

Lz’

Le module du second terme du crochet ¢tant de 'ordre de p'~' logp,,
il en résulte, d’aprés (J), que le module du second facteur est de
! —
Pordre de (logp') 7" et |z — z,| de I'ordre de p,(logp,) "~
On a ici

V(z)=apsr Lz —c;az"+Bz"+ Cz"Lzs —xAz'=o,
et, en n'écrivant que les termes prépondérants, et comme l'on a

a —r
x= -C—”;{)’ "L 3,
;

V(&)= paps'P—1Lz —crarzmt+...

_ =1L \r=t (La 2\
= apl ZO[P<Z-0-> <L—Zo>——r<2;> ) e
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D’aprés ce qui préceéde, le crochet est voisin de (p-—r) 3£ o et par
suite | V/( ') | est de 'ordre de p/, ™! log p,.

On voit de méme que, pour 1 < p, |[Vi#(2')| est dePordre de )™ logp,.
Pour > p, | VW (&) | est de I'ordre de p,™ par les dérivées de Lz,.

On peut donc vérifier (J,) pour | s — 5’| <A, de 'ordre de p, et, par
suite, supéricur a lordre de | 2’ — z,| et | s'—Z].

b. Supposons ¢ supérieur a p ct r.
On a, d’apreés les notations du paragraphe 35,

1 1

. = =
= [%—x—f—Dx-—-ELz'—F] , z0=[c”””] :
q

r

1
¢’ et p, sont de 'ordre de (7" et—‘:—— est voisin de 1. On a
0

1

— ELz — (l_—’-
[I+b,,(Dx ELz F)] —

’
& — 30| = po ’
l P ¢ x

ELZ - s s 5
et, comme lT est deordre de p7'logp, | 3'— 34| est inférieur a une

1
quantité de Pordre de p, 7~ (logp,)?—"

)

V(g)=by27—zc,3"—apzPLz —...

. by oer
— q—r
donne, pulsque X = e Zy

[ Vi " Z, 71 ,Z, r—t ’ ’ ) '
{V(3) =|b;zf! lq<—> —r(-—) +apsP+ payFP1Ls +. .. |,

3o %0

de Pordre de p?™', le crochet étant voisin de (¢ — r) £ 0. On a ensuite
| Vit (5')| de Pordre de pf~*. On peut prendre | z — 5’| de I'ordre de p,
pour vérifier (J,) dans un cercle de centre 3’ et de rayon A, d’ordre p,
supérieur a | z'— z, | eta |5 —7Z|.

38. Remarques sur les résultats obtenus. — Les branches (o) sont
celles qui viennent d’étre détermindées, car si pour [ = [, nous consi-
dérons une branche Z du plan [A], la valeur de cette branche, pour !
arbitrairement grand, est la valeur d'une branche d’un des plans
[ —p]) [h—p—+1], ..oy [R], ..., [+ ], n étant bornée quel que
soit /, puisque la variation de 6 est bornée.
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D’autre part, nous avons trouvé, au Chapitre II, pour « fixe et & crois-

sant, p branches z; voisines des racinesn de P =0 et (¢ — p) ou (r — p)
1 1
branches z; dont le module est de 'ordre de k7= ou A’ —7.

Nous trouvons ici, pour A fixe et {=|z| croissant. r branches z;

voisines des racines n'de R=oet (p —r)ou (¢ —1) branches Z; dont
1 1

le module est de 'ordre de /=" ou I/—".



CHAPITRE IV.

BRANCHES (e).

39. Etude de lacroissance d’une branche (¢). — Nous allons montrer
que le module p d’une branche (e) reste borné, (sauf si r=p),
quand [ croit indéfiniment. t restant fize.

Nous diviserons cette démonstration en plusieurs parties.

Supposons qu’il existe une branche (¢).

a. Nous allons montrer d’abord que I'on peut trouver un nombre N,
ne dépendant que de ¢ el des coefficients a;, bj, cz, tel que p ne puisse,
pour une branche (e), lui rester toujours supérieur, cela en sup-
posanl r = p.

Ecrivons les relations (1) et (2) du paragraphe 28 en cxprimant les
coefficients des termes les plus élevés, d’aprés les notations du para-
graphe 10,

% e lpr—Peos[t+v,—3,+ (r—p)i]+... s
— byl pr—rcos[z,— o, +(qg—p)0]—...
a, +...
3 e lpr—Psin[t+ v, — o, (r—p)0]+... $
6

¢y logp =

— by |p7Psin[cy—0,+(qg—p)b]—...
fap, ' +...

(2)

Nous poserons, pour abréger, t + v, —o,= ', 7,—0,= a".
Nous devons distingucr plusicurs cas, suivant les ordres de p, ¢, r.

Supposons r supérieur a p et g.
On peut écrire, [e] et |¢/| étant petits,

_ Lol tor]eos(of =+ (r—p)i) + ]

(1) logo @ o7 (1+7)

v

Pour p > Nassez grand et quand 6 est voisin de 2

— 4 ™
—p _[_“r_:; +2nm,
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le crochet est voisin de —1 et I'égalité est impossible. Or ce fait peut
siirement se présenter puisque § peut varier de 2w pour une branche (e).

Supposons p supéricur a g et 7.
On peut écrire, les ¢, ny, ¢ élant petits,

e lp"[sin[w’+(r—p)0]+ e,]
- Lapler(14+7)

(2) (i} -+ M.

Comme logp > logN est grand. il doit en étre de méme, d’aprés (1)
de [p™"; donc le signe du second membre de (2) est, sauf pour des
intervalles dont I'étendue tend vers o, celui de sin[w'+ (r— p)0].
Quand 4 varic de 27, ce signe change et comme § garde le méme signe,
I'égalits est impossible pour certaines valeurs 6 sip demeure supérieur a N.

Supposons ¢ > p >r.
On peut écrire, en posant (r —p)=rm, (¢ —-p)=mn,
/

lepl Il cos(w' + m0)+n]—1b,] p'/~"[co{s(m’+ nby+ 7’}
apler="(1+1").

(1) logo=

Nous allons vérifier que le second membre est négatif pour certaines
valeurs § pour lesquelles on a

(Js) cos(w' +mb) <<—|nl, cos(w'+nb)>|n"|.
Posons I= l:l‘ y J = ‘” et supposons, par exemple, |m|<<|n|;

n|

alors I >1J.
. . 2% — w 2% — o
Si1 9 varie de 2mn + ———— & 2mn+ —— 427, 0 parcourt am

intervalles d’étendue I dans chacun desquels cos(w'+ mf) a un signe
constant, il y a donc au moins un intervalle, puisque |m |21, tel que
cos(w'—+ m0) prenne un signe déterminé.

En supposant o' o” et pour 12J, il correspond a cet intervalle au
moins deux intervalles partiels dans lesquels cos(w”+ n6) prend des
signes différents; on peut donc trouver un intervalle partiel (H) dans
lequel cos(w"+ nf) prend un signe déterminé.

Comme la longueur de (H) ne dépend que des constantes o', o', m, n,
c’est-a-dire de ¢, g, 7, v, p, ¢, 1, elle reste fixe et supérieure a un
nombre non nul. Par suite | cos(o'+ m8)| el | cos(w’+ nb)| prennent
dans (H) des valenrs qui deviennent supérieures a |n|et|], carn et v/

1 I . . c .
tendent vers o avec < > ce qui permet de vérifier les inégalités (J,).
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Si P'on suppose |m|>|n|, il suffit de reprendre le raisonnement
avec J au lieu de I
Les résultats précédents subsistent si o' = o" pour |m| = |r|.
Considérons alors le cas ou w'=w" et |m|=|n|.
L’hypothése m = n entrainerait r = ¢, que nous ne considérons pas.
Soit maintenant m =— — n. Posons § = §' 4 %; on voit qu’il existe au

moins un intervalle dans lequel on a
cos(w'+ mb)=cos(20'+mb’) <o avec cos(w' — mb) = cosmb’ > o,

ce qui permet encore de vérifier (J,).
Il n’en est pas ainsi, toutefois, si ¢ est tel que 'on ait w'=Am.
Considérons alors la relation (2) que 'on peut écrire

2) § — ler [ I sin(hm +m0)+ L] — | bg| o7 "[sin(Ax —m0) + {'],
B lap [pr— (1+1") ’

on a encore un intervalle, au moins, dans lequel sin(Ar + m9) <<o, ce
qui entraine sin(it — m#8) > o, rend le second membre de (2) négatif
et, par suite, 1’égalité impossible.

Supposons ¢ > r > p.
On peut écrire, avec les mémes notations,

"ot lpr—Pcos(w + mb) +n| —| by | p7P[cos(w’+ nb) + 7|
vap | (1+ 1)

(1) loge =

et arriver 4 la méme conclusion par une marche identique.

b. Nous voulons montrer que p ne peut prendre une valeur grande
lorsque & et [ deviennent assez grands.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et déterminons 'ordre de grandeur
par rapport a & des valeurs [ qui correspondraient a une valeur déter-
minée de 6, soit § = 2 kn, pour lesquelles p serait grand avec A, p devant
vérifier une équation (5 ) indépendante de / car on tire de (I), en posant
P=P+/P,Q=Q+:Q"R=R+ IV,

(3) P'logp — P"0 + Q"= I[R’cost — R"sin¢] = M,
4) P'logp + P60 + Q"= /| R'sin¢ + R"cos¢| = (M’,

ce qui donne, en posanl § = 2An 4 ® et en éliminant /,

(5) (P'M"— P"M')logo — (P’M’ + P"M") 0
+ (QM'— Q"M') = 2kz(P'M + P"M").



— 88 —

Si grand que soit /, le module des racines de P’M’'+ P"M"= o, pour
§ = 2km, est inférieur & un nombre fixe et, si p est supérieur a ce
nombre, le module du second membre de (5) est de I'ordre de Apr*r.
Pour que le module du premicr membre soit du méme ordre, il faut,

1

si ¢ > p, que p soit de Pordre de k7=7 et, si ¢ << p, il faut que logp soit
de Pordre de k. Cherchons avec ces conditions, ordre de /, on a, en
éliminant 9 entre (3) et (4),

(6) (P24 P")logo + (P'Q'+ P"Q") = {(P’M'+ P"M")
et, en divisant (6) par (5),

7 (P24 P"2)logp + (P'Q -+ P"Q")
2kz (PN —P'M)loge + (AN —QM)— (DM +PM)e

(7

Supposons g << p.

Si (5) admet une racine p; d’ordre e*%, avec £ > o, le second membre
de (7) est del'ordre de p/™", I, valeur correspondante de /, est del’ordre
de ker—Pk Pour que /i soit grand avec £, il faut supposer p > r.

Supposons ¢ > p.

1
Si (5) admet une racine p, de Pordre k7-7, I, est, d’aprés (7), de
p—r qg—r

t+—= i—
l'ordre de & 7= = k7=7. Nous supposerons donc de méme ¢ > r.

Considérons alors les deux cas précédents ¢ << pavecp>retqg>p
avec ¢ > r.

On peul supposer que pour une valeur /; de [/, grande avec k,
I'argument § d’une branche (¢) prenne la valeur 2 km, p; étant la valeur
correspondante de p.

Quand 7 croit & partir de /;, par définition méme d’une branche (e),
6 varie et prend la valeur 6,y = 2(k 4 1)m pour une valeur /., de /;
soit p;. la valeur correspondante de p.

Nous allons montrer que [ variant de /; & {,, le module p ne prend
pas de valeur d’ordre inférieur a celui de px.

Suppgsons g<petp>r.
On peut écrire (5) sous la forme

P'M 4+ P"M" o(P'M +P'M")— (QM'— Q"M
l o = w4
ogo 2k [P'M”—P"M’]—" PV —P'M
=okm[a+2(p)]+d(p),
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ou. d’apreés les notations de (@), & = tang(w'+ m#5). D’autre part | ¢(p) |
est d’ordre p—' et |{(p)| est-d’ordre <p—', quand w = o.

Si ¢ est tel que a soit positif, on peut avoir, pour cette équation en p,
en posant . = 2am, une racine p, de U'ordre de e,

Alors, d’aprés (7), [, sera de I'ordre kev?—")" el I, sera de 'ordre
de (A +1)evtr—)h+ulr=r) s par suite, I, et &z, sont du méme ordre.

Supposons que, pendant cette variation, p preune une valeur de I'ordre
de e =% (ou uw >>o0 ne serait pas borné, d’aprés notre définition de
I'ordre), assez grande toutcfois pour que |P|, | Q], | IR | restent respec-
tivement de Pordre p”. o7, p’. On peul encore écrire

er Lor[cos(w' +=mb)+ ] — b, p7[cos(w'+ nb)+ ¢
(1) loge= ; ,
apler(1+1)
(2) 6 — e, Lor[sin(w' +mb)+1]—1b, o7[sin(0"+ nb)+71]

lap‘Pl’(l'*_C) 4

ici lp'—7 serait au moins de I'ordre de ket?—"% e, p¢—> étant petit, il en
serait de méme du second membre de (2), sauf si sin(w'+ mf) est
petit, et I'égalité avec 6, qui est de 'ordre de &, serait impossible pour
v assez grand.

Dans le cas ou sin(w'+ mf) est peltit, | cos(a’'+ m¥b)| est voisinde 1.
Le second membre de (1) serait encore de 'ordre de ket»—1% et ]’égalité
avec logp, qui est de 'ordre de £, serait encore impossible.

Supposons ¢ > p >r.

—r
Soit {;, une valeur de 'ordre de A7~” pour laquelle 6= 2km et l; 4

une autre valeur pour laquelle 64, = 2(k 4 1)7; les valeurs correspon-

1
dantes de p, et pz,4 étant de 'ordre de k7—7.
Suppo'sons que pour [ variant de L & /.4, p prenne une valeur de

1
Pordre de k77" ", avec u > o. Alors lp"— serait de ordre de kt+(—"2,
tandis que p?—” serait de l'ordre de A'=(¢=7%, L’un des seconds membres
de (1) el (2) serait donc de 'ordre de k'*P—"1% et 'égalité avec logp
ou § serait impossible.

Supposons ¢ > r > p.

1
. A . . —_——u
On voit de méme que, si p passait par une valeur de 'ordre de k7—7
lpr—7 serait de I'ordre de k'—r~?1% > k'~lg=P)% qui est de ordre de p?—7;
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le second membre de (2) serait, au plus, de l'ordre de k'-("-14 et
I'égalité avec § serait impossible.

Ainsi, dans les deux cas envisagés, u ne peut étre positif.

Deés lors, sil existait, quel que soit &, une valeur /4 telle que pour /=,
I'on ait § =2kn et p=yp; grand avee A, il s’ensuivrait que p devrait
rester au moins de 'ordre de p, pour ! croissant & partir de /.

On pourrait donc avoir, pour A assez grand, p toujours supérieur a
un nombre fixe N, qui pourrait d’ailleurs étre arbitrairement grand.
Or, nous savons d’aprés (@), que cela est impossible.

c¢. Il résulte de ce qui précéde que, pour une branche (e), p doit
rester borné.

Nous avons toutefois supposé rz£ p. Si r=p, on peut avoir une
branche (e) pour laquelle p croit indéfiniment.

Clest ainsi que pour s définie par zLz=—2z -1, il vient en

1 .
posant 3 = > Ly = — y, qui admet une branche (e) tendant vers o;

. . s ® ' .
on a donc pour 5 une branche (e) qui croit indéfiniment.

Nous reviendrons d’ailleurs plus loin sur 'existence des branches (e)
lovsque p =r.

40. Nous allons montrer maintenant que, szl existe une branche (e),
p ne peut rester borné sans tendre vers o, en supposant encore r #p.

Considérons les relations (8) et (9) que l'on tire des relations (3)
et (4) du paragraphe 39.

L[(P"R'+ P’ R"cos t —(P'R'— P'R) sin ] — (P'Q/ -+~ P'Q")  IT,—V,
= = H

(8) loge AL -
o (P R+ P'RY sint+ (P'R'— P'R)cos (] — (P'Q"—P'Q') _ ITs— Vs
(9) - I”2+ P - A »

(T4, Ta, Vi, V,, A étant indépendants de 7); et la relation (10) obtenue
en éliminant / entre (8) et (9).

(10) Ty (A0 + Vy) — Ty (Alogp -+ Vi) = o.

Remarquons d’abord que pour une valeur déterminée de 6, par
exemple ;=2kn + Q, (10) détermine un nombre fini de valeurs de p.
En effet, en posant
[T4(As+ Vo) = TV,

W(P)=log9— AT,
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on voit que W (p) n’a, dans les intervalles déterminés par les racines
de AT, =0, qu’un nombre fini de maxima (et de minima), puisque
W/(p) est unc fraction rationnelle. L'intervalle (0, 4 ) peut donc étre
divis¢ en un nombre fini d’intervalles dans chacun desquels W (p)
est monotone, d’ou résulte que W(p)=o0 n’a qu'un nombre fini de
PACINES DA 1y v ov Dhyhs oy Ohyjo » o+ o1 Phone

It en résulte donc bien que les valeurs I 4, ..y beny ooy bijy ooy b
qui vérifient (9) quand 6 =10, €Lp==04,15 -+vy Dk hy +++) Pk,jr s Pi,n SODLEN
nombre fini. Soit /; ;la plus grande. Il existe, pour 64y = 2(/{ +1)n+ L,
une valeur analogue /., 4 pour laquelle on a &y 4>l ;, car autre-
ment 6 resterail borné pour [ continuant de croitre a partir de ;.
Posons § = 6, + w et faisons croitre [ de l4,j ali1,p;0variantdeoaam,
Pon a
(11) r) = g < § < = k)

Nous allons montrer que /(A) et r"(k) tendent vers deux limites non
nulles et positives quand A croit indé¢finiment.

Remarquons que T, Ty, V,, Vs, A, indépendants de k, prennent les
mémes valeurs pour §:=6;,,, ..., 94y, ... que pour G;.

Remarquons encore que A =P+ P" ne s’annule que pour les
racines n de P =o et de P = o et que, € étant quelconque, peut éire
supposé différent des arguments des 7.

Il en résulte alors que celles des racines pr 4, ..., pin de (10),
considérée comme ¢quation en p, qui restent bornées, doivent tendre
vers les racines de T, (p, Q) = o.

Désignons par gy, ..., g, les racines de T (p, &) = 0. On tire de(9)

0% _ Tuler,) Va(ph,i)

Ty~ Ben)  LAGer))

Le second terme du second membre tend vers o, puisque A(p;,;) tend
vers A(c;) 54 0 et que nous considérons les valeurs / ;, qui croissent

0

ind¢finiment avec k; il s’ensuit que o lend vers A(( )) quantité que
J

nous désignons par .

Il en est de méme de 1’ (k) puisque 'on peut écrire
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T!(Gh)
A(sr)

que l'on peut écrire, ¢ étant petit avec

'l‘g(dh)

En posant r, —
P # A(on)

y on voit de méme que limr'(k) = et
k> o

1
7\:’

(1 U
(12) rp— i<y <rj+g

Or, comme nous pouvons supposer aussi & différent des arguments
des racines 7' de R .= o, les racines ¢ de T, = o n’annulent pas T’ et,
par suite, 1, et ri ne sont pas nuls. Ils sont, d’autre part, positifs
puisque 0z, iy i jo iy sont positifs.

Considérons maintenant la courbe (E) décrite par la branche (e)
quand [ varie de [, ; a {,., 4 et supposons que la courbe (C,), d’équa-
tion T (p, w)==0, soit une courbe fermée entourant l'origine du
plan (p, ) quand w varic de o & 2.

Si, pour (E), p n’était pas petit avec lz pour / variant de l ; & Uiy ay
T\ (p, w), d’aprés (8), devrait étre petit et (E) devrait étre voisine de (Cy).
Cela est impossible si R ne se réduit pas a une constante, car (C,)
conlient les racines v’ de R = o, puisque pour celles-ci R"==R"=0. On
aurait donc, pour les points de (E) voisins des »', T, arbitrairement

. I . 0
petit avec 7 amsi que 7
Or nous savons, d’aprés (12), que ce rapport ne tend pas vers o.

Supposons alors R constant et, en désignant par A et B des constantes,
écrivons T et T, sous la forme

Ty = P’(R’cost — R"sint) + P"(R"cost + R’ sint) = AP’ + BP”,
To= P’(R’sint + R"cost) — P"(R’ cost — R"sint) = BP' — AP”,

de sorte que (8) et (9) deviennent
I[AV+ BP"] — (P'Q’+ P"Q")

(8’) l()gp = P2 pP™ )
, _U[RP— AP — (P'Q"— P'Q)
(9 ) b= l)’g+ P2

et, en posant P" ==} P/,

logp = A +Br]—(Q +1Q") o UB—AM—(Q"—2Q),
° P(1+ )2) ’ - P'(1+ 12)

Pour que logp reste borné, il faudrait ou que [A + BA]— ﬁ_g'jT)\_(I)
soit petit, ou que P/(1+ 22) soit grand avec .
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Dans le premier cas, A serait voisin de — B il en résulterait, d’aprés
_ B(AQ'+BQ)
TP (A+ B2)

a rj—+ ¢ pour P’ assez pelit, ce qui aurait licu pour des points de (E)
voisins des 7, qui appartiennent a (G,) puisque I'on a pour ceux-ci
P'=P"=o.

Dans le second cas, A devrait, étant grand, étre d’ordre supérieur a
B—AX
P+ %)

6 . .
y alors 7 serait pelt et, par

0 . .. B . e
(9'), que 5 serait voisin de et, par suite, supérieur

soit petil. Il en résulterait que

Q/I_ 7\Q!
P'(1+ x2)

celui de %, pour que Fﬂ'—

(14 22%)
serait petit, ainsi d’ailleurs que
suite, inférieur a r), —¢.

Ces deux résultats contredisent les inégalités (12); par suile, s¢ P
et R ne sont pas des constantes, p ne peut rester borné sans tendre
vers o. Il en est encore de méme si P et R sont des constantes
puisque T, est alors une constante non nulle en général si ¢ est quel-
conque. Il peul en éire autrement, toutefois, si T, = o, c’est-a-dire si ¢
a une valeur telle que (P'R'+ P"R") cost — (P’"R’— P"R’) sin¢==o. Par
exemple pour

(N aLz=cyxz + b,

quant { =v,—g,+ s ona le systéme

(Coil_,_ |bo‘

b
1 b cos(ty— 0y), = [ o]

Lay | ay
1]

et (E) est le cercle p = el! parcouru une infinité de fois; mais

a une transformation linéaire prés sur z, on retrouve ici 'exponentielle.

logp = sin (Ty— 0y)

€08 (To— Gy)

41. Détermination d’une branche (e) voisine de l'origine. — Nous
allons montrer qu'il existe, si a, o0 et cy520 el si x est dans un
demi-plan déterminé, une branche (e) pour laguelle p tend vers o

1 “
avec ; et 6 croit comme l.

Posons P =a,+ 504, Q =b,+ 5Q,, R=c¢,+ sR,; (I) devient

cox — by . xz(asRi—eoPy) — 3(apQy— boP1).
a, ay( @+ 3Py)

Lz =

Posons

L1=Co$—‘bo, .\____—-aoR1+CoP1’ szopi'—aqu_

ay ay Qg !
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il vient
Ar+B
z = aez(““‘“)‘) =a®(z).

Faisons 2= a, z,=a ®(zy); ..., sari=a®(2,), ... et considérons

(Ar—o—B
22 S '
e a,+ 0P, —1l.

81— 30 =]

Pour | «| assez petit et | 5| <<|z, |~ 0, on peut écrire, g, > 0 dési-
gnant un constante, comme plus loin g4, £, g3, &),

Ar+B

e l.
a0+aP1‘<gl

c le
omme @, = ! =lcol €l —‘—__ e o ans
Comme | @] €%, co=1]co| €™, onaz— lla"} it+ve=a,) et, d
0

le demi-plan tel que cos (¢ + v,— o) < 0, on peut écrire

I E—-bo
e = e—&l+8&}

la, =

. B
et, comme on a aussi é—-:T ‘ de 'ordre de I,

a(Axz +B) m
A hAEE——— g —&al = .,
a0+oz}’1 \g‘le 2

Supposons [ assez grand pour avoir m < 2, il en résulte

(A r+BI

o=l [ |sak)

a(Vz+B)
tl+<ZP1

i<2g3l6_‘gxl= m

et enfin
| 31— %o | < m|al.

Ba+1
f &, dz

“n

Considérons ensuite

izn+2_zn+1: '—_lal <lzn+l—‘zn| lal max|<l>'zl

ou
Az+B+z(AMx+B) z(Az+B)(P +P)
ay+ 2 Py (ap+2P1)?

2= |

Supposons z dans un cercle (y) de centre o et de rayon p|al, oup>1;
a étant assez petit pour que (ao—+ zP,) ne s’annule pas dans (v)- Le
module du premier terme est de Uordre de /, celui du second de 'ordre
de |« |l et, par suite, le module du second facteur est de 'ordre de /.
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On a d’autre part, |® | << e*!*!5/ et, comme |« |/ tend vers o avec %7
|® | est de I'ordre de {. On peut donc écrire, M étant fixe,

la| | P < Mle—8:l+8:=N.
. . 1
Si par exemple, p.==2, on peut supposer [ assez grand pour avoir N < 3

1 . . .
m < -5 ce qui assure la convergence des approximations dans ().

Le module p de Z limite des z, tend vers o comme | a|.
Pour P'argument §, remarquons que 7 est dans le cercle (y') de
centre « et de rayon |« | et que, par suite. § différe de argument © de o

. T~
de moins de ~; or

0

col| . byl .
8 =1| =|sin(t +vy—ay)—|—|sin(zg—¢
e[Sz - vo—00) —| X sin(z—a0)

et, par suite, 7 croft comme [ Izi sin(t + vo—ay).
(U

42. Unicité de Z. — Etablissons d’abord que 'on peut trouver po et L
tels que I'on ne puisse avoir p = p, pour {>L.

Reprenons la relation (8) du paragraphe 40 et soient Ty, V,, A, les
valeurs de T,, V,, A pour z=o0. On peut trouver p,<1 tel que, pour
pSpo et ¢ inférieur a Ay=a,|?, [ To| et |V, |, I'on ait

[Tyl —e<|Ty' < Tof+e, Ap—e <A <A+,
[Vo|—e<< Vi< |Vy +e.
Prenons alors, ayant choisi p,, L tel que

(ITy —e)L—[Vy|—c¢
Ao+€ !

[logoy | =

il en résulte, pour /, 2L,

op | = LT —Vv, (Tol=e)li— Vo|[—e
“"0”*\ A i> Bo+e
((Ty —)L—V, —e
> ropr: = [logps |,

ce qui nécessite p << p,; sauf toutefois si Ty= o, mais ceci ne peut se
produire, comme au paragraphe 40, que pour une scule valeur de

t=0gy—v,+ Z Nous voulons montrer maintenant que Z déterminée

au paragraphe 4 est Uunique branche (e) voisine de o.
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Soit 5'='e!’ une autre branche (e) et @ =|a|e®; nous allons

la] —of
montrer d’abord que —7‘94 el§'—0 sont de I'ordre de ¢’ logg', au plus.

En posant T, =T, +p'T,, V,:=V,+p'V|, A=A+ p'A’, on peul
écrire (8)

logo = LTi—=Vo o (T, ATy ) | (VoA =V, Ay
gP - AO AO(AO“"‘ Pr A’) AU(AO‘F P/A/)
En posant}:T“A—T'A‘ V"A_\'A", il vient

TP N il W WP O

L O LRy BT
P = e Ao
On a aussi
[Ty—V,
| .'l‘ =e Ao y
cox— by |
e co {Ty |bol Vo
cara=—e¢ % etl ol COS(L+v9y—0G¢)=—= —— ) — COS(Ty—CT¢) =
| ao | ( -+ 0) A, Tao ( 0 0) 3’
par suite
E 1,‘ = e)\P"-PP'.
4

Comme p' << p, est pelit et que, par suile, [est de 'ordre de ,%0 logg' au
0

plus, A et p étant bornés, ¢/ (Al — ) est de Pordre de ¢' logp’. Du moins
en est-il ainsi pour 2 £ 0; on verrait aisément que les énoncés qui vont
suivre s’appliquent encore pour A = o.

Il en est donc de méme de ﬁ—;——_-o—, <2[1h]|p'l+ |p|p'] pour o' petit.

Appliquées a Pargument 4’ a partir de la relation (9) du paragraphe 40,
les considérations que nous avons exposées pour le module p' a partir
de (8) montrent d’unc maniére analogue que §'— @ est de ordre de
p'logp’, au plus.
le—al puisque 'on a

O,

h

Il en est encore de méme de

’

(Pl < a0 8] ou &zl < al—p o |a|[0—8 .

Soit (v) un cercle de centre &' et de rayon op’, ot ¢ < 1; il conlient,
pour ¢’ assez petit, « et Z ct Uon a, pour z dans (), p<<3|e]| sip' est
assez petit pour que |5’ — o | < o] et aussi, comme au paragraphe 41,

|adL | < Mle—s:+86= N,
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Orona id=a®(d), 5y=a®(50), ..., Gnpy=a®(3,), ..., il en
résulte

z' Zn
z'——z1=f ad’ dz, zn+1—z1=f ad, dz
3 Zo

0

et, comme @’ est holomorphe dans R
y P P Y):

-
f addz

Sn

| 3" — Zn1 | =

<|#—z,|N-*

. 1
par suite, pour N <Cr1, |z'—2z,,4| tend vers o avec — el 2z est la
limite Z des z,.

43. Existence de branches (e¢) quand p —r. — Les considérations
des paragraphes 38 ct 39 ne sont valables que pour p=r.

Examinons maintenant le cas réservé ou p = r. Nous allons voir que,
pour L asses grand et les hypotheses du paragraphe 40 étant véri-
Jides, on peut encore déterminer une branche (e,) de module petit et
qu’il n’existe de branche (e,) de module grand avec I, que si Uon a
p=r>>q.

Supposons p =r>gq.

1 , , . .
Posons z = T et considérons (I') résultant de (I) par cette inversion

) —(ap+dpay +...4+ayP)Ly
=x(Cpt...+CoyP)—yP—I(bg+...~+ boy?).

Pour # dans un demi-plan déterminé, (I), d’apres le paragraphe 41,
admet une branche (e¢;) qui devient pour (I') une branche (e,) et,
d’autre part, (I') admet aussi une branche (e,) qui donne une branche (e.)
pour (I).

Supposons p=r<Cgq.

Ici (I) devient par z = ‘-I};,

(™) — YT P(ap+ ap1y +...+ aoy? )Ly
=ayT=P(cp+...+ CoyP)— (bg—+...+ boyT),

le premier coefficient de P étant nul, on voit, en admettant les résultats
du paragraphe 44, que (1) n’admet pas de branche (e,) et, par suite,
que (I) n’admet pas de branche (e,), mais seulement une branche (e;).

£ SL LI U1 BVRE, 7
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44. Examen des hypothéses. — Nous avons énoncé, au paragraphe 41,
des conditions suffisantes pour l'existence d’une branche (e;); nous
allons montrer que ces conditions sont nécessaires.

ay7# 0, ¢y O.

Nous savons, d’aprés le paragraphe 40, que, s’il existe une branche (e,)
pour p 7 r, son module tend vers o.

Nous allons montrer maintenant que si l’on a ay=o0, ou ¢c,= o0, ou
encore a,= ¢,= 0, il ne peut exister de branche (e,).

Il y a trois cas & considérer :

a. ay7#0, by=...=by—=o, b0, cy=...=cy-1=0, ¢,5%0.
Les relations (1) et (2) du paragraphe 28 deviennent ici

% l[lao||cvl o¥ cos[t + vp— co—ve]-e—...]
— [‘ ao | |by! oW cos[ty — a0+ p.0]+...]

(D logp =

Ta2+... ’

l[‘ ap|ey! ¥ sin [t+ur—co-—v0]+...]
) — [lao| |yl pwsin [z — oo+ pb] +... |

(21

jagl+...

Si p, pour une branche (e, ), reslait inférieur a &, on pourrait trouver
(§39), des valeurs de 6 qui rendraient le second membre de (1), positif
et pour lesquelles I’égalité serait impossible.

b. ay=...may—,=o0, a, #o, by=...= bp,—4 =0, bp# 0, ¢cyFo.
Les relations (1) et (2) deviennent ici

lanlleolpr  coslt +vo—m — 18] +...]
(1) logp = — [l a)‘l'ibﬂpﬂpco‘srm—'ﬂ‘*‘(}l—7\)9]—%—.‘.] !,
[a3 | o2 +..
‘ l[ia)\!lco[p>~ sin[¢ —+vo— o) — A6] +1;
(2)s e__:f - [iﬂ)\HbM‘o7x+P~Siﬂ[‘tp,—:r)\+(p,-—)\)ﬁ]+'_.-| .

2
| a3 | o2 +...
el 'on peut raisonner et conclure comme dans le premier cas.

C. Gp=...=&—1=0, 4,70, by#0, Co=...=Cy—y1 =20, C,ZO0.
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On a ici, pour (1) et (2),

l[[a)\||c\,|p\+\'cos[t +uv—q+(v—k)0]+...-|
— [la)\|lbo'lP7‘ COS[‘ro—o’)\——)\e]—i—...] g
|ai [ +... ‘
lan|lelpr+vsin [ +o,— o+ (v —1)0] +...]
0_§ — [Ia)\llbo[pl sin[to—q—10]+...]

lai e +...

(1) logp = )

(2)s

Si A 3£ v, le raisonnement précédent s’applique encore.
Si A == v, on peut écrire, «, 3, d étant des constantes et les 7 et { étant
bornés,

(1) logo — L2 +n19)=__8[COS(‘EO—Q')\_)\G)+.QI'P],
8 1+ Cp 0+ Zp)

(2)s 9 — L(B+m2p) =—‘8[Sin(10_°-)\_7‘0)+’0'99]'
e er(1+ o)

Soient 6 el 6}, deux valeurs 6 qui différent d’environ 27 et telles
que l'on ait cos(ty—a,— A0) +n\p=o0, et soit ¢, tel que I'on ait

o= :2{ cos [t +v;—a,] <o, hypothése nécessaire pour avoir
logp << o dans (1), quel que soit 6.

On a, pour § =0}, logp = l(oi:—ggp); ce qui donne dans (2), pour la
valeur {; correspondante dc /, '

(@ +74p)
1+:P )

= (p““'mP) - 8[Sin(10—a)\_)‘01/\)+7],29] —Nj
k= ¢t/ I+c c €
P I+ 6o

et, comme |sin(to— oy -—A0;)| est voisin de 1, [, est de P'ordre de

1+ p 1+ Cp ,
— Mo +m1p) —)\(“-*—'ﬁi.o)loggk“'

Supposons alors que pour ! variantde § a l;,,, 6 varie de 0} a 6}, .
Le premier membre de (2), garde le signe de 6 puisque [ est de I'ordre
de logf, tandis que le second membre change de signe ; 1'égalité est donc
mmpossible pour toutes les valeurs de 6.

T, — | ¢ |

Ao | aol

Cette hypothése est nécessaire pour avoir logp << o, donc x doit étre

log 6%, de méme [, est de Pordre de

cos( ¢+ gp— o) < 0.

. .., . T
dans un des demi-plans limités parla droite d’argument ¢t =v,—o,+ 3

— © Ca—



CHAPITRE V.

DETERMINATION DE BRANCHES 3
POUR LES VALEURS PARTICULIERES X ET o.

43. Détermination des branches z, du plan [ /] voisines de o pour z
. . b , .
voisin de X — c—o, quand @, = 0. — Nous avons déterminé, au para-
0

graphe 13, les branches z, qui lendent vers o quand £ croit indéfini-
ment, z étant quelconque, mais différent de X. Nous allons maintenant
déterminer, pour unplan | 4] donné, les branches z; qui tendent vers o,
quand z tend vers X.

Nous allons d’abord supposer @, 7 o el considérer

(N (ar+asz +...+ap,zr~Yzlz=x(co +c123+...+¢pr3")

—(bo+ b1z +.. .—!-'quq),
dont on tire, en posant z = X + &/,

e’ +a[e(X+&)— b1+ s (X +2)—3bs+...] ;N
£= lai+ asz +...+apzP—t]Lz =& 2);

nous prendrons comme valeur initiale des approximations que nous
. cor
ferons la racine z, de zyLz,—= ==.
ay
Auparavant, nous allons d’abord, en posant

en considérant

e
:l :.Z'", |z’” =1 et
1

zLz=2a",

1 ., .
montrer que, pour ! < ~» on a les inégalités

(i) 1(1—7) l

Togl] ~° = Tlogl|

dans laquelle on pose

=0=0—x=):11+1) [1—&—%] avec 7 =
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= étant une quantité positive assujettie a vérifier I'inégalité

—(1—=)log(1—r7) N (1—x)loglogl| ,

T > Tog! [Tog?]

el qui, par suite, peul étre supposée arbitrairement petite si / est lui-
méme assez petit.
Considérons I'équation
o' [loge’| = I;

en posant F(p') = p'|logp'|, on voit que F(p') croit de o a (I; pour p' crois-

1 . , 1 L l
sant de o a - On a donc une racine p, << ) telle que p'= Tlogo T <l
d’ou
(i) Pt .
tn P1= Tlog?,
Or, 7 vérifiant la condition énoncée, on a, en faisant p' = !f;o_gz?’
I(1—=)\ _ _ {(1—=)log(1—=) (1—=)logllogl| .
F< [log¢ >_l_Ll_ log?, + log!¢ <t

il en résulte, F(p') étant croissante de o a :;,

I(1—=)
|logl]

(2)2 <¢h-

D’autre part, |Lz|<<|logp|-+|6]| entraine p[|logp|+]6]]>1 et
I'on a, en posant [ =10(1+ ), n étant petit puisque A est déterminé
et p devant étre petit avec [ (ainsi que p =1/, puisque |Lz|>|logp|),

pllogp >0

Sip' estla plus petite racine de p”|logp"| =7, on ap|logp] | <p|logp|et
() o <o

Mais on a aussi p)|logp,|=1=p/(logp)’+5*>p|logp|, d’ou
résulte

(). p<eh-
D’autre part, comme ['<C [, ({), est encore vérifiée par p; et I/, d’ou

. U'(1—7) "
(0)s Tiogl'| <eh
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d’ou enfin, d’aprés (¢); et (¢), et d’aprés (i) et on

l'i—-= {
Mot << Ty
et les inégalités (), d’apres la définition méme de (1 — ).

Nous allons montrer maintenant que si ¢ = | &' | est assez petit, la suite
des approximations z,.; = ¢(Z', 3,) est convergente, les z, restant dans
un cercle () de centre z, et de rayon opy, ol o <1.

Posons A=[c, (X +2')—bi+...], B=[as+...+apz77?],
il vient
co’+ Az

=30 A= Bt

Formons z,=¢(z', z,) et considérons

| 31— 20| =

Co' 3o A(B0)
[a,+an(.z0)]Lz0 0

l A (30) — B(20)30L2¢ .
| a1+ 30B(3)
! o8¢0 | ' Toge)? (loan)2

X—b 0 .
a - l et —— est petit; on a donc
a, log e,

Le second facteur est voisin de

21—z, < 11\190

2
_ < - po
logo, ' 2

pour ¢ assez pelit, K, étant une constante.
D’autre part on peut poser, pour z dans (y),

) " =(1—9)pa<p <(1+9)pg=p"
Déterminons maintenant une limite supérieure de [q; |

o — A+Az  ¢o[Bt+Lz)+B'zLz]
" (ex+zB)Lz (a1—+ zB)?(L3z)?
Alay+Bz(14 Lz)+ 22B'Lz] cya
- (a1 + zB)2(Lz) T Z(ai+Bay(Lze

En posant Nj= (logp™)2 4+ 4(k —1)2n2, on a |Lz[2>N2? pour z
dans (7).
Soit B, le maximum de | B|; d’aprés (/) on a, pour le dernier terme,

coar '

| coaq |t leoay e
Z(ai+ 2BY(Lay| <

o"[Ta [—Big" FNT — (1—o)pel | a1 | — Big™ PN}
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¢, K’ étant une autre constante,

log( Sl |
ay K’

= G—0 a1 |—Bip" V] ~ Tloge]

e[; d’apréS (i) ou P:po et l: l:—‘;

2
Coal.rl | aj I

z(ai+ zB)(Lz)?

<

log(1+ o)

uisqu n posant ¢ — —
puisque, cn posant ¢ Tozre

» qui est petit avec p,, l'on peut
écrire
N1> (loge™)r=[logpy+ log(1+ )] = (logge)* (1 — ¢)?

[
1 ( =2 s) .
og(|a
On peut trouver pour les premiers termes des inégalités analogues et
écrire, K, élant encore une constante,

et que dans (7), po << ‘;T;lgz‘;‘ <l entraine |logp,| > |logl| =

Kz I
[loge] < 2

I¢

| <

(3 I

pour z dans () el ¢ assez petit.

Soit, pour une premiére valeur ¢, < i, pos la valeurde| z, |. Calculons,
la valeur ¢ étant choisie, pour p<p™ = (1 + ¢)pos, une limite supérieure

K .
de K, et prenons pg, tel que |logpes|2 2—6-1-; soit g;=|a'| la valeur
correspondante donnée par z,Lz,= 2 &'
ay

Calculons, pour p<o" et |z'| =¢,, une limite supérieure de K, et
prenons ¢; tel que |loge; |2 2K,.

On aura, pour ¢ inférieur a ¢, ey et &, |3y — 5o | << gpo et|o; | < '12‘,

ce qui assurera la convergence dans (y).

46. Nous considérons maintenant le cas général, en supposant ici
Ay=—...=Ap_1 =0, a,,l;é 0, bo# o, b4:. .= bg_| =0, b,;#o,
00#0, Cy==...=Ch_y =0, c;,;éo.

On peut écrire
(I ZMLE(Am+ Amia 5 .o apzP—)

=x(Co+ cpBh+...+ cp3") — (bg+ by 38 -+...+ by39).
Supposons m inférieur ou égal au plus petit des nombres g et £, soit v.
En posant encore # = X + &/, il vient

e (X +a)(cpst ...+ crz!') — (bga8+...4+ by37)

zm
(am+amaz+...+apzr—m)Lz
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el, en posant,

Az'=(X+2")(epzh+...+cra") — (bga8+...+ bgz7),
1

cox'+ Az N
B=amyu+...+apzp—m=i, z =[ 2 ] = ¢(2', 3).

(am—+zB)Lz
Nous prenons comme valeur initiale z, l'une des m racines z; de

r
P Y.
A

et nous faisons z,.,; =9 (2', z.).
Pour établir la convergence de ces approximations dans un cercle (v)
de centre 35, et de rayon op, | 7 ¢tantassez petil pour que les m cercles ()

nc se coupent pas], il faut encore montrer que

—z—‘—:—ﬂ’i est petil et
0
que | ¢’ | est inférieur a 1. Or, on a

1

o1 [ cox’ + A zv ]’”
o= e T

3

N ; (alzl+ZB)LZ
(VA +2A)z1 2 \[ap+Bz(1+Lz)+Bs2Lz]
(am"‘"ZB)LZ :((lm—+—Bz)‘-’(Lz)9~

- cox |am+Bza(1+ L) +R'z2Lz]
Z(flm.+ BZ)‘A(L Z)2

Quand z est dans (y), p et p, sont du méme ordre, ainsi que |Lz]|
et | Lz, | et 'on a, d’antre part, ¢z’ = anz]'Lz,. L'ordre du premier
facleur est donc de py™ et celui du premier produit, de p/="| Lz, |

L’ordre du second produit est de p}=™| Lz, | et celni du troisiéme

de |Lz,|". On peut donc avoir, pour | z'|assez petil, | ¢’ | << 1 dans (y).
On a d’autre part

1 1
. o’ + 35 \ m cox’ ™
121—-z0 | = —
(am—~+ 2,B)l.z anlz,
1 1
5 A 7’;' zoB m
=po|] 1+ - i+ —1
Cox am
et, en posant
[I—‘_Z\&A]‘[I““ %8B =I+ZY’A — % B — 5 AB =14 U
co’ an cox’ dm—+ 2B co&'(am—+ 5,B) ’

on voil que || est, au plus, de ordre de |Lzo|~' el, d’aprés l'inéga-

o, Z1— 29 .
lité (J), que lsi=a| - L tend vers o avee |z |, ce qui assure la convergence.
0
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On a donc m branches z; qui tendent vers o avec ' pour le plan[k].

Il en est de méme pour les plans d’'indices supéricurs, puisque [L 3|
figure en dénominateur el que | Lz | croitavec A pour une méme valeur s,
ce qui renforce toutes les inégalités considérées.

Supposons m supéricur a g ou a /.
Soit m> g et g < h.
. x
Il vient dans (1), en posant x =X -+ o B=bg+...4+ byz9-8—",
C=ci+...4+¢35"S=an+...+a,z—m,

byz8=ua"— 26[3B — rz/—8(C — zm—¢8L3z],

-1

qui donne, en posant ¢, = — z¢[ B — w54-¢ C — zm~¢SLz],

Y

R -

.. x
On prend ici z,= [_] et Uon forme encore 2, =¢(2,). On a,

d’aprés (J),

L5}

lzl—z(\]=90

[t ot

Or. dans le voisinage de z,. q"a(rz") est, au plus si m =g +1. de

Vordre de p,| Lz,|, qui est petit avec po.
D’autre part, dans
1
x + dﬂ G
b

N
EEES.

)
bé’

£

le dernier facteur est de 'ordre de p)~%, tandis que |/, | est, au plus, de
Pordre de p§|Lz,|; par suite | ¢} .| est, au plus, de I'ordre de p,| Lz,
et, par suite, petit avec |z'|.

Soit m > g =h.
On peut écrire (I)

zLz(am ...+ apsP~m)=coxr —by+ 28[cgx — bl + 38+ [cor1x — bga+...];

ceby— b, c c ..
H0 FR 4 Sy a4 P&, ainsi

il vient, en posant cox — bg= - -
[ 0
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que (anl‘{". . -+apzp—"l)=s, [Cg+1x“—bg+|+. . .]:T,

o | =

= ¢:(2). .

&%

1
2= [:L"-!— Ba' 28+ zé’“T——z"lSLz]g_ [z'-o— qu]

1

.Z'I _5’
Prenons z,— [Z] et Zpy = 92(%,). On a
1

—1

_N_

-

I

1]

<

II

O

<
e

—

..I.
&
[ S—)
o

%‘ est au plus, si m = g + 1, de I'ordre de p,| Lz,|.

On a, d’autre part

et ici

g'_

x' —+ q}:
23

’

1

[ohel=

g

X! —mzm=1SLz—zm—18 —zmS'Lz+ B g2 261+ (g +1)28 T +28+1T'|;

le second facteur est de 'ordre de p!~$ et le troisiéme, au plus, de ordre

de p8|L3z,|, si m=g-+1; par suite |¢,,| est au plus de 'ordre
de p,| Lz,

Supposons m > h et h < g.
On peut écrire (1)
nLz(am—+...+ apzr—m)
=cgr —bo+cprzh+zhlepze 4. ] —28[bg+.. .+ by37-¢)
et, en posant D = z[chp+...+ ¢, 34", E=[bg+...+ bg59-¢],

E

[— ' — "D + z8E + zmSLz
L =

h
= 83(2).
Chx ] '3( )

1
’

z In .
En partant de 5= |— —— | et en suivant une marche analogue aux
ht

précédentes, on montre encore l'existence de & branches z, petites avec z'.
En résumé, on a, si m > v. v branches z; petites avec z'.

47. Détermination des branches de grand module, pour z voisin
de o0, quand r est supérieur & p et ¢. — Nous avons lrouvé pour x

quelconque, que le nombre des branches z, est égal au plus grand des
nombres p. g, r.
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Quand z =o, (I) se réduit & PLz+ Q =o0, qui admel p ou ¢

racines ;.

Nous allons montrer que si r est supérieur ap et q, (r—p)ou(r—gq)
branches sz, deviennent infinies quand x tend vers o.

Supposons r > p > q.
On peut écrire (1) sous la forme

ap— a b b
0 aplz + L+ 2 )Lz + L 4.+ =
b4 zP P—q zP

Cr c

=crrar—r| 1+ 2= 4+ —

Cr3 3’

et, en posant

Ap—y ay b9 b Cr— ¢
A== 4  .+2, = - —y C="=20 4 i,
¥4 4 P9 b4 cr cp3r—1

crxz™P=apliz + ALz +B —c,az"r—1'C=a,Lz + y1(3).

On en tire

1
_[eapLlz+y(2) 77 _
= [——-"’7—] —-91(5).

Prenons z, racine de I'équation (f'),

1

apLz, 177
pLiZg
Zo= | F—— et Zn1=901(3n).
0 [ crx ] n+1 ?1( n)
L P
ap,Lz,)" 7" 11(20)) P
oz, = || 2Lz NRZICT)E
cpr a,,Lzo
1 1 1
Zo) |7—P A\ (z B(z C(zy)|r—>r =
donne |Kt20) |7 | A(50) (20) _ G(%0) d’ordre p, "7, ainsi
apLz, ap apLz 30
Z1— 2By
ue | ——|.
1 e‘ Po

Considérons |¢),| pour z dans (y) de centre z, et de rayon opy,

o <1 ¢tant assez petit pour que les (r— p) cercles (y) du plan [k] ne
se coupent pas.
Montrons d’abord que IL—f tend vers 1 si p, croit indéfiniment.

Puisque py(1—0) <o <<po(1+0) et logp<|Lz|<<logp+ 2km,
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l'on a
logpo+ log(1— )
logpo+ 2k~

Lz

logeo+log(1+6)+2kx
LZ() *

log gy

<

On a, d’autre part,
1
—_—
1 [a,,Lz + ALz + B — ¢,z 21—t CJ’""‘”

9s
r—p crr
ALz A B’
><[ 9 -+ +——(r—-p-——I)z"—l’—2C——z"—P—i(]'].
epr 3 crx ¢, rz  cra
_
a, Lz —P
Comme | L5 | est d’ordre | Lz, |, | 2= est d’ordre
ri
1
(r=pi}—— -1 o
o |= ]=P$ r—p)

ainsi que le premier crochet.

r

] zy I .
Dans le second crochet, comme — =3 ﬂLz » le premier terme est
r 0
de l'ordre de pj'|Lz,|~'. Les autres termes sonl d’ordre inférieur a

celui-ci. Par suite |9

est d’ordre | Lz,[~', petit avec I = |z

" 1
On a donc (r— p) branches 7 grandes avee —-

Cherchons la limite de 9 quand z tend vers o, ¢ tendant vers une
limite. Posons dans (#),

cra

= = A ei(t+vr—0‘P‘ et zB-P: o1 eiO, ;
r

(r—p)

il vient
Aoy elle+vi—0p+ 0 = logpy + (64,

dont on tire I'équation en 6,,
cos (L+up—ap+0;)
B, *sin (14, —6,+-0,)

- =e
Asin(f + up— 0, +01)

Pour 6, d’un plan [k] déterminé et % tendant vers o, le premier
membre croit indéfiniment; pour qu’il en soit de méme du second, il faut
que sin (¢t 4-v,—a,+0;) tende vers o, cos (¢ + v, —a, -+ 06,) restant positif,

Gp— 1l —Vp-+2nT%
donc que 6, tende vers o,— ¢t —vu, + 207 el §, vers -Z ~ ’p .
ly 1 7— z Z1— Z
Or, Z étant dans (y), | - 2| tendant vers o comme LP—O et
0 0

po étant arbitrairement grand, 0, doit Lendre vers §, et, par suite, un
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2R +Op— 1t —
r—p

éstvoisinde 2 (k—1)m + Sy 0UR=10,1,...(r—p-—1).

Supposons r > g > p.
On peut écrire (I) sous la forme

bq—l b\l a/) — —1
(I b,,+<——z—+...+;,l->+<zq—_p+ o+ )Lz—crxz' q(l+c,-z+"'>

9P

et,enposantD:(b"z_1+‘..>,E—:< r +...>,F ot

zr~—l’
;3 1="bys+ D+ ELz—c, 2z —1"'F =b,+ %:(3),

dont on tire
1

3= [”v_*;l?%(_f_)]'“l 72(a).

b r—q
Prenons z, = [cr{;] el 3,4 =93(%,). Ona
1
- Z(z ) I-—'/] .
[1—;—4—[7"— —1;

l tend encore vers o. D’autre part

31— 2y = py

| %2(%0) | est d’ordre p;'| Lz,| et

1

[99z]= I._I . [1’0+ X.:(z)]'”_——v_

crx

D'+ E'Lz+ E; — ¢, zF'zr—1—'—crx(r— q —1)Fz—9—2
) .

crx ?

le premier crochet est d’ordre p;= 7, le second d’ordre p{—7—¢—,+1|Lz,|;
donc | @), | est, au plus, d’ordre p,' | L5,/

.. r 1
On a donc ici (r—¢) branches Z grandes avec —-

18. Absence d’autres branches 3 voisines de l'origine. — Nous
voulons montrer que les branches 2’ du plan [A], inlérieures a un cercle
de centre o cl de rayon fixe ?, qui peut d’ailleurs étre arbitrairement
petit, ne sont autres, quand la variable ' des paragraphes 45 et 46 tend
vers o, que les limites 7 des z,,.
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Supposons d’abord m<v, v étant le plus petit des nombres g et A,
Si 2 vérifie (I), en posant encore z = X +- 2/, on peut écrire

amzmLz + 3L 2 (@me—+...)=c&’ + 5t xr(cp+...)— 38(bg+...)
d’ou

”l—m.z' ¢ 7
amsmLg | 1+ 5 ( 2 4 ) — "+... + (£ +...)]|=coa
Lz am

et, en désignant le crochet par 1+ 7, |7| étant de I'ordre de |L2'|~',
au plus

Cy X
I+

amzmLz =

.

‘On a d’autre part @, 30'Lz, = ¢, &' et, par suite,

z2'mLz 1
Lz, 11

Nous adlons montrer d’abord que 7’ est voisin d’un point z,.
En posant 5'= p.ei? z,, ¢’ étant inférieur a 27, il vient

meimas’ " =11 +
L [ lOan“"‘ th,

logp + log o—l—i o + 60 I T2
g gP =
I+ I+

et, quand p, tend vers o avec |z'|, n doil rester compris entre deux
bornes non nulles. En effet, 1 ne peut tendre vers o, car tout le premier
membre tendrait vers o. De méme, p. ne peut croitre indéfiniment car,
le second membre étant voisin de 1, (logu —+ logp,) devrait étre petit par
rapport a logp, et 'on pourrait poser logp’ = logu. + logp,= ¢ logp,,

. + 0 .
¢ tendant vers o. En posant aussi n = Tozs *y on aurait
geo
, 0,
m N = —
wrje - i ll+t logpo

et ¢ serail, au plus, de Vordre de p—. Or pmm=p"~™¢ et, comme ¢
tendrait vers o, on pourrait prendre (< L fixe tel que =™ soit petit

par rapport a p~. 1l en résulterait que |e log po | serait petit par rapport
a | logp, |, qui tend vers o, et que p’ lendrait vers 1 > 2.
Par suite, p. restant borné, le crochel reste voisin de 1 et il en est de
méme de p; d’autre part, ¢ doit éire petit, le second membre étant
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voisin de 1. On a d’autre part

mby' — mb,= argLz,—argLz — arg(1+ =),

’

ouargLz =arc tang(-l—o?é—P,) est. comme argL z,, de ’ordre de (logp,)-",

ainsi que arg (1 7), voisin de 7; par suite (6/—0,) est aussi de cet
ordre. Pour évaluer p' — p,, posons p. =1+ 7', on peut alors écrire

, logp + e’ | 2
(H_mn-'""')" Togpy+ 0, _‘I—(T_'wrr)
ou
, logp + (o logu + io’
(mn +"')'l+logpo+zﬂu “1_ o -:> —‘I logpy+ i,
P/

. — 0 A .
qui montre que ' = —= est de 'ordre de ||, au plus, c’est-a-dire de

fo
I'ordre de (logp,)~"' par le premier terme du second membre, ou encore
de cel ordre par le second.

Comme Pon a |7'— 3, | <<p'—opo+p'|6/— 8, ]| ou
|2 — 0| <po—p'-po |0 — B0,

on voit que | &'— z, | est, au plus, de 'ordre de p,(logpe)™'

On peut donc tracer un cercle (') de centre z,, dont le rayon est de
cet ordre et qui contient 3'.

Or, d’aprés son expression du paragraphe 46,

1

z :__[ cox’ 4+ AzV ]m_: o (e, 5);
(am—+2B)Lz e
@ est holomorphe dans un cercle de centre z, et de rayon op,, ou o<1
est assez petil pour que (coz'+ Az”) et (an—+ 2B) ne s'annulent pas,
(carilest possible detrouver o, indépendant de p,, lel que @, 25 Lzg + A 2V
ne s’annule pas dans ce cercle (y), p devant étre, pour une racine de
cette expression, d’un ordre supérieur a p,. puisque m <v),
On peut donc écrire

Zl=@(z,>7 zl:?(20)7 R ZrH—i'-::P(zn);

il en résulte, &’ étant dans (y) ou ¢} est aussi holomorphe,

F Zp
zr_z1=f o5 dz, z,,H—zlf 9z dz, z—z,,H_.f ¢ d3

0 Zo Zn
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et comme on a supposé |9, | <<N <1 dans (7), on a

13’ — 2p | <N| 2" —z,| <Nrjz'— 3|

. 1 . . .
qui tend vers o avec —» ce qui montre que 3 est la limite Z des 3z,.

On peut raisonner de maniére analogue quand m est supérieur a4 g
ou h. -

Supposons maintenant que l'on ait, par excmple, m > g et g <h.
On a, d’aprés les notations du paragraphe 46,

b,s's—r'=4,(3), Y=-— 3¢5 B—rxstsC—zm88L7],

ouB=b, +...+b,317%7", C=cn+...4+¢.5"™* S=an—+...+apzP.
Or bg8 — o' = o, ce qui donne

g . $1(2') g
bgz's— Ui (3") = bg 2§ et ;'0[1— b,7% =z¥;

)

&

. 2 . . . .
comme | 5’| <A est petit, l 21 (z’ est petit et par suite 5’ est voisin d’un 3.
&

Evaluons | ' — 20|

r
18—z | = = Po "

[

[ -]

1
montre que | 5’—3,| est de Iordre de ‘1,+5’ logo, )¥ puisque, p, et p’
q p gpe )" puisq p p
b (2

7

r

¢tant du méme ordre et ' étant de 'ordre de pf, est, dans le cas

le moins favorable, de Pordre de p,logp,.

On peut donc tracer de 5, comme centre ct avec un rayon de 'ordre
1

1
1
de g, #(logpy)?, un cercle (y') contenant z'.
Considérons d’autre part

] = 91(2), i?l|z|=

1

AlIEE=

et remarquons que z'+ U, (3) = b5 4+ ¢, (z) ne peut s'annuler que
pour des valeurs s telles que P'ordre de | 3| soil supérieur a p, puisque,
pour | | de V'ordre py, |4, (5)] est petit par rapport & p.

On peut done tracer un cercle (I') de centre o, dont le rayon est
d’ordre supérieur a g, (c’est-a-dire grand par rapport a p,) et dans
lequel 2'+- ¢, (z) ne s’annule pas.

o m,—l—l-!ﬂ
T b

1
g 8
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D’autre part, , est réguliére dans un cercle (y) de centre z, ne conte-
nant pas Uorigine et, par suile, dont le rayon peut étre de 'ordre de p,
Si ce rayon est tel que (y) soit contenu dans (T'), ce qui est possible
a réaliser, ¢/, est holomorphe dans (7).

1 1

. 1= -

Or (v) peut contenir (v'), dont le rayon est de 'ordre de p, #(logp,)?,
et 'on peul conclure comme dans le cas précédent.

49. Absence d’autres branches s'de grand module. — Supposons, par
exemple, 7> p >gq.

Supposons ¢ =] | supérieur & A, lui-méme supérieur aux modules
des racines du plan [A] de PLs+ Q = o, vers lesquelles tendent les
racines bornées de (1) quand 2 tend vers o.

Montrons que, pour une racine %, du paragraphe 47, = o ? tend vers 1.
On doit avoir

cras"+ x(Cr—1 3 4. o+ ¢)

= ;3P Lz + (@p—12 P +.. .+ a))L3 + (bgz'7+.." + bo)

ou, en posant

A1j= a,,__lz'l’—' +...4 Qy, B1= qu"l+‘..+ bo, Cl—Cr-—LZ,""i —+.. o+ Coy
C _X1LZI+ B1
cpax3’ |1+ L= apzPLz' |1+ ————— |
cpz't apz'’PLz

Si A est assez grand, les crochets sont voisins de 1 et ’on peut écrire,
en tenant compte de ¢, 25, = a, 5, L 3¢, ¢, et ¢, étant petits,

N\ (1+) La ALz + By G
- £ = ————— fg = e
Zo (1+a») Lz’ ! apz'PLz’ ’ 2T eET
E . T - I 1 1 .
n posant 7 —/) =m, &= - &= ;) on voit, comme au para-
/
graphe 48, que [—| est voisin de 1, comme O— et que &' est voisin de 6,,
Yo

’

. o
par suite z’ est voisin d’'un z,. On voil encore, en posant — =1+,
Qo

que v est de Uordre de |¢, | ou |e, |, soit py' et que 5'— 4, est, au plus,
— 2,

d’ordre (logp,)~" ainsi que

)

On peut donc décrire, de 5, comme centre, un cercle (y) dont le
rayon esl d’ordre p,(logp, )~ et contenant &'.

THESE LEFEBVRE. 8
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Considérons ici ¢, (z) du paragraphe 47

r—p
®1=[M%LZ)J ) ¥1= ALz + B — ¢, xz™P—1(,

dans laquelle |y, | est d’ordre py* [logp,|. On a

1

_
- 1—p ’
o —t [a,,Lz+;(1] [_c_z_p__'_&]

71 —p Crd Crx3 ¢, x

et ¢, qui correspond & la détermination de o, de la valeur z, consi-
déree, reste déterminée et contnue dans (y) amns1 que ', puisque s1 p,
est assez grand (a, L.z + y,) ne peut s’y annuler et que (y) ne contient
pas 'origine.

On peut donc encore écrire, puisque

z Zp
2 —z = [ o' 5 dz, Bni1— B1 =f 9% ;d3,
vz E4

0

o
]z'—z,lul=|f q;’,zdzT<N!z'—zn|<N"]z'—z0|

si |¢,.| <<N <1, ce qui montre que 2z’ est la limite des z,, soit Z.

— Q) C—



CHAPITRE VI.

DETERMINATION ET NATURE DES POINTS SINGULIERS.
ECHANGE DES BRANCHES. ROLE DES POINTS o ET X.

50. Détermination des points singuliers. — La fonction z(z) définie
par (I) vérifie 'équation

dz zR . zR?
dr P+ PzL:+3Q0 —xzR  zLz(PR—RP)+2(QR—R Q)+ PR’

*x . B
qui devient, P, et Q, étant des polynomes et en tenant compte de (1),

dz z PR P,(3)

dr = Z2z(PR—RP)+2(QP—P Q)+ P Q(x, 3)

Pour cette forme ('), les singularités de z(z) sont de plusieurs
espéces :

I. Les points ¢ qui avec les racines isolées ¢ correspondantes
vérifient (1) et donnent Q, (&, {) = o0 avec P, (¢, ) £ o.
PLz +Q

Ici Qy, en tenant compte de z = ——

» donne I’équation
(E) TLU(PR—RP)+4(QR—RQ)+PR=o0

P(HLL+ Q)
R(D)

et, & chaque racine ¢ de (E) correspond un point =
Nous allons ¢tudier la repartition des § sur le plan (z).
L’équation (E) est de la forme (), en posant M ={(P’'R—R'P), de
degré (p-+r), et N=7(RQ-—Q'R) — PR, de degré (p+r) ou (g +7).
Elle admet donc en général, (p —+ r) racines ¢’ voisines, sur chaque
plan [£], des racines de {(P’'R—R'P)=o et, si ¢>p, (§—p) racines ¢’

1
pour lesquelles || est de I'ordre de A7 7"

(') P. Boutroux, Ouvrage cité, p. 8 & 15.
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Considérons les différents ordres possibles des degrés p, ¢, r.
Supposons p > g > r, avec a,7% 0.
On a seulement des racines ¢’ pour lesquelles

_ P[E(QUR—RQ)+ PR)|+LQ(R'P—P'R) _ P2+ L(PQ'—QP’)

¢ ZR(R'P — P'R) T TI(RP—PR)

montre que |£]| croit indéfiniment avec k.
Il en est de méme si p2>r >gq.

Supposons ¢ > p2>r ou ¢ >r > p.

Pour les ¢', |£| croit indéfiniment. 1l en est de méme pour les ¢’
car P2 4+ ¢(PQ'— QP’) est de degré (p+g¢q) et ((R'P —P'R) de
degré (p +r).

Supposons r2>p > gq.

On a seulement des racines ¢’ pour lesquelles |¢| croit indéfiniment.

Supposons r > ¢ > p.

Pour les ¢, |£] croit indéfiniment. Pour les £, au contraire comme
r>q, |t]| tend vers o quand |¢"| croit indéfiniment.

Donc, si @y o, 'infini est le seul point-limite des ¢, sauf si r>¢g> p;
Iorigine est alors point-limite des Z qui correspondent aux ¢'.

Si ay=o0, a, # o, (E) devient. en posant P = z8,

2Lz[R(28+ S)— R'z8]+ 3(QR—R'Q)+zSR=o

et admet la racine {=o;mais il en est de méme de zR*=o0, et
. o] ., , . .
E= '(I%_Edl) = X n’est pas de la premiére catégorie que nous considérons
icl.

Considérons le cas général ou I'on a
Ay=...= Ap—1 =0, am # o, by # o, bi=...=bg1=o0, by #o,

Co # 0, CI=...= Cp—1 = 0, cp# o.

(On peut aussi supposer b,=o0, ce qui n’a d’autre effet que de
ramener X a l’origine.)

En posant P = zmS, Q = b,+ 38B, R == ¢,+ 3*C, on trouve

3(PPR—R'P)=zm[(m — h)z"CS + g2+ (CS' — SC') +¢y(mS + z8),
PR = zm§ (¢ + 52 C),
2(QR—R'Q)=28[co(gB + 2B') + gz2BC + z/+1B'C]
— zh[by(hC + zC') + hz6 BC + z6+1C'B]),
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de sorte que, en désignant parvle plus petit des nombres g et &, on peut,
en désignant par 7, et 7, des polynomes dont le terme constant n’est pas
nul, et si m > v, écrire (E) sous la forme

(E1) W1C'n_sz—Kg= 0.

. ’ . 1
Elle admet (m —v) racines {;, qui tendent vers o avec 3, pour

lesquelles
{mSL, +b,+ %8B
co—+ (G

'

b . . , .. .
tend vers X = ;‘l Elle admet aussi des racines ¢, voisines des racines
0

de my = o et. si p << ¢, des racines ¢ pour lesquelles |£| est de Pordre

qg=r
de /.'('/_” el tend vers o ou vers o suivanl que q<r ou g>1nr.

Si m<v, E prend la forme
(Eg) T3 L: — cv'—m Ty = 0.

Ici X n’est pas limite de £.
Exemple

zLz=w(&+1)+ 52—1;

ici (E) s’écrit z1.5(1 —25%) 4 5% 4 ' — 32° — 222+ 5 =0 et aussi,
en divisant par s°,

Lz _ Lz 3 2 1
2 o—Z——l—F'—;‘—;‘F?‘

1

Pour les ¢’ voisines de <§>3, les £ croissent indéfiniment, tandis que
pour la racine ¢’ voisine de la racine 5, de 2Lz =2z—+41, qui est
d’ordre k. ; est voisin de o, qui est limite de £.

Remarque. — L’équation (E), comme équation («) de forme
MLz — N=o0admel une infinité de racines quand M et N ne sont pas
des constanles ¢t que l\\| n’est pas unc conslante.

Pour que M = =(P'R — R'P) soit constant, ¢’est-a-dire nul, il faudrait
que % soil constant. En supposant N = z(R'Q — Q'R) — PR non cons-
tant, (E) aurail un nombre fini de racines auxquelles correspondraient

toutefois unc infinité de £ = HC_)IIRQ(Z_%Q, n'ayant d’autre point limite

que l'infini.
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On ne peut avoir N constant avec M=o, sauf si Q et R sont des
constantes, car en posant P =R, on aurait, @ étant une constante,

N=3(RQ—QR)—iR2=a ou encore z(R'Q— Q'R)=a + AR2

Or 'on a RQ—Q'R=(r—gq)byc,s1""="'4..., de sorte que le
premier membre serait de degré (¢ + r) etlesecond de degré 27. ce qui
est impossible, puisque ¢ £ r.

Si R=c¢,, Q=2b,, (I) devient ic,Lz=cox — by, qui se ramnéne
aLz=%¥e.

Si M=/AN sans que M et N soient des constantes. (E) devient
N(ALz+1) =0 et n’a qu'un nombre fini de racines. \ux n racines
de N =o correspondent une infinité de £ en donnant a LZ toutes ses
déterminations; tandis qu’a ¢ tel que ALZ + 1= 0 ne correspond qu’une
valeur ¢.

D'autre part, des racines de N =0 peuvent étre racines de zR*=o
ct les £ correspondants ne sont plus de premiére espéce.

Exemples :

1° sz:x(1+z)2—i.
fei P=2,Q =1, R=(1+ 3)?; 'on a pour (E),

z(1—3z?)(Lz—1)=0 et zR2= z(1+ 3)t.

. y __1+4i2kx - 1
Pourc__x,lonagk_———-Z———metpourLC._x,g_H_e-
2° slis=ux. .
Iciﬁ— ! ta = - correspond le scul oint f = :
dz ~ TxLz 5=, P p e

Remarquons enfin que si nous cherchons les fonctions 5 () définies
. T
par (I) qui n’ont pas de point £, c’est-a-dire pour lesquelles MLs — N
ne s’annule pas, nous trouvons que M doit étre nul el N conslant, ce qui
n’est réalisé que par Ls = 2" 2. L’exponentielle est donc la seule fonction
sans point £.

31. Nous allons rechercher les points singuliers des autres catégories.
Py
Qi

que on ait Q,=o0, P, £ 0 quel que soit 5; mais ici, d’aprés la forme
de Qy, il faudrait avoir 5(Q'P —P'Q) 4- P2== o, ce qui est impossible.

I. On peut avoir, pour la forme générale % = = des points z, lels
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II. On peut avoir des systémes (z, z) tels que Py=o0, Q;=o.
Comme P, = 5PR, il faut considérer les & qui correspondent a z = o,
5 =, racine de P = 0, 5 = racine de R = o.

Q(m) p dz R: )
R('_']"—l)’ lOIl a % = Q,R_R/Q_‘_P,RLT“, ﬁnle’ en

Pour 5 =1n,, z,=
général.

Les poinls x, sont donc réguliers.

Pour z -= ). o est a Pinfini.

Pour 5z =0, x est a l'infint si @y 0, au contraire, si a,= o,
on a =X et une ou plusieurs branches s; s’annulent sur chaque
plan [A].

C’est ainsi que dans le premier exemple qui précéde, on a, pour z =1,
d’apres le paragraphe 45, une branche 5, qui s’annule.

IV. On peuatavoir des valeurs x singuliéres pour les cocfficients de Q.
Tei, Q élaut aussi un polynome en z, I'infini est la seule singularité.

7 . 1
V. On peut avoir des valeurs z pour lesquelles S=ry=o
On a @ = Pz )
de Q(z, )
Q. (2, 0) = o peuvent étre de nouvelles singularités pour 5.

el les valeurs pour lesquelles Py(x, o) =o0 et

Supposons r supérieur a p et g.
Posons

(ap+...+ayyr)=1U, (byg+...+boy1)=YV, (er+...4+cy=W,;

il vient
yr—PULy — y—4V +~2'W = o,

vérifiée pour £ = y = o. Considérons pour ces valeurs
dy W

dz ~ \(p—n)Uyr—7»-Ly —yr=p—1U—y—PULy |
3 +(r—q@)ym1-1V — =V’ —aW’

a. Sir est supérieur a (p +1) et (¢ + 1), Zi—i est infinie;
b. Sir=p-+1>q—+1, le dénominateur est infini et % = 0;

c. Sil":q+1>1)—{—l,%estﬁnie.



— 120 —
Si p ou ¢ est supérieur a r, (I) prend 'une des formes
—y1=PULy +V —zy7—"W =o, — ULy +yP—7V —zyr—W =o,

qui ne sonl pas vérifiées par x =) =o.
En résumé, les valeurs singuliéres sont :

Les points t. 1l en existe pour toute relation (1) autre que Lz =1z.

L’infini, limite de pointst.

Lorigine, st r est supérieur & p et q. Sir>q>p, x=o esten
outre limite de points &,

. b . ..
Le point x = X = = quand a,= 0; ce point est en outre limite de
Co

points £ st Uon a m>v dans U'équation (E,) du paragraphe 50.

32. Nature des points singuliers. — Les points & sont des points
critiques algébriques; autour de f;, s'échangent deux branches z,

i prennent la valeur ¢, pour x=%;, en supposant &z réguliére
qui pr 3 kP =Gk Pp a2 T8

et R(¢; )2 0. En effet, pour R(g;) = o pour x =¥, il faudrait que
¢, fut aussi racine de PLs 4+ Q =o.
L'infini est un point singulier essentiel, au sens de Painlevé ().
En effet, soit dans le plan (), un cercle (G) ayanl l'origine pour
centre et de rayon arbitrairement grand. On peut déterminer des
valeurs z extérieures a (C), telles que 5 prenne toute valeur H, dif-
férente toutefois des racines n et ' de P = o0 et R = 0. En effet

P(H)LH + Q(H)

lz|= R(M)

dépassc tout nombre donné pour k assez grand.

Nous avons d’ailleurs constalé cette indétermination, puisque, pour

, ., 14
un plan [ /4] déterminé. quand 7 estgrand, nous obtenons des branches z;

. LY
voisines des racines v/ de R ==o0 et des branches 3, si p ou ¢ est supé-

1 1

rieur a r, pour lesquelles p est de ’ordre =" ou [7=". Au contraire,

T . .
) p €
pour z fixe el pour un plan [£] d’indice assez grand pour que 7 soit

petit, nous trouvons des branches 5, voisines de racines n de P =o el,

(') P. Boutroux, Ouvrage cité, p. 65.
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si ¢ ou r est supérieur a p, des branches pour lesquelles p est de 'ordre

L 1
de k7=7 ou k™=,
De plus, quand = est dans le demi-plan tel que cos(t + ap—v,) <o
. . . . . 1
etsiay# 0, cy7% 0, r £ p, il existe une branche (e) voisine de o avec ;-
\ T'origine, si r est supérieur a p et ¢, unc infinité de branches vy = -

s’annulent, =~ ayant une valeur déterminée : finie, nulle ou infinie.

d)
dz

Lorigine est donc un point transcendant ordinaire pour les (r— p)

L]
ou (r— q) branches z; infinies sur chaque plan [k}]; il est, d’autre
part, un point ordinaire pour les p ou ¢ branches racines de PL s+ Q =o.

. b . .
Le point \ = ?" est, quand a,= o, un point transcendant ordi-
0

naire pour les branches 5 qui s’annulent.

En supposanta, —... =ap_y=0,a,# 0,0, 0, by=...=by_ =0,
bye# 0, o572 0, € =...= Ci~y =0, €152 0 el. par exemple, 2 < g, on

peut écrire (1), S et T étant des polynomes,

zMmSLz 4+ /T = ¢cyxr — by.
On en tire

dz co— 3T,

- = < X )
dex ~ mzm—='SLz 4 zm 1S 4 zmS' Lz + hzi—1T 4 z/'17

qui, pour £ =o0, z = X. est infinie, st m >1 et . >1, finie, st m > 1
. . .dz .
et h—=1, ou nulle, si m =1. Mais s1 Zn oSt finic ou nulle, on a encore

une infinité de branches nulles.

53. Echange des branches de 5(z). — En désignant par z, et 55 deux
branches de = qui, pour la valeur initiale 2 = prennent les valeurs
initiales 2, el T, de I'ensemble &(%) des valeurs z qui correspondent
a . nous nous proposons de troucer un contour du plan (x), partant
de z et y recenant, tel que la valeur finale Z, de 5, soit =y et que la
valeur finale 3, de 3, soil =,.

Déterminons d'abord un contour fermé (I') de z tel que lorsque
décrit (I'), la valeur finale Z, soil .

Nous supposons que z n’est pas un point £. 1l en résulte qu'aucune
valeur Z n’est un point ¢.

Considérons. pour un instant, z, comme la variable se déplagant sur
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la surface () définie au paragraphe 10 et décrivant un chemin (C)
joignant 3, & 3,, ne passant pas par l'origine, ni par aucun point ¢, ni
par aucune racine v/ de R = o.
P(z)Lz+ Q(3)
R(z)

contour (T) ferm¢, puisque z étant une fonction uniforme de z sur (2),
a la valeur finale 5 = %, correspond nécessairement la valeur initiale z
pour .

La fonction z(3) = est continue et décrit sur (2) un

Le contour (I') renferme nécessaircment un point crilique o pour z,
car. dans le cas contraire, en considérant maintenant la fonction z,(z)
définie pour toute valeur 2 (sauf « = o quand r est supéricur a p et g).
on pourrait réduire (I') par déformation continue a un chemin unique
parcouru deux fois, le long duquel 5, () serait réguliére et reprendrait
la valeur 2, pour z revenant en z.

De méme (T) rvenferme un point critique pour 5, car la valeur
finale 3, de z, n’est pas 3, puisque 3, n’est pas un point ¢ pour lequel
deux branches s se confondent et que la valeur finale de z,, soit 3,
est 3.

La valeur finale Z; est nécessairement, puisque z revient en z. une
des valeurs initiales; nous la désignerons. par excemple, par 3, en sup-
posant qu’elle différe de 3, auquel cas le probléme serait résolu. Si (T')
ne renferme qu’'un nombre fini de points critiques algébriques sans
autres points critiques, il est réductible a un certain nombre de lacets
(M) (\a)y ooy (Ay) décrits dans cet ordre autour des points critiques
qui 6changent =, el z, avec d’autres branches ct dont Peffet est
d’amener z a prendre la valeur z,.

Ces lacets ne sont d’ailleurs peut-éire pas tous nécessaires pour
obtenir I'échange de z, avec z,. C’est ainsi. par cxemple, que si nous
avons le tableau suivant :

(A1), (A2),  (Ag), (M), (As)y (Ao
(A.C), (C.D), (D.G), (G.H), (H.D), (D.R),

relatif a I'ensemble des lacets (Ay). ..., (Ag) ou les lettres corres-
pondent aux valeurs initiales des branches qui sont échangées par chacun
des lacets supposé décrit isolément a partir de Z. nous pouvons sup-
primer (A,), (A,), (A,) et obtenir 'échange de z, avec z; par la suite
des lacets (A;). (As), (\,). Le nombre des lacets doit cependant étre
supérieur a 1, d’aprés 'hypothése que Z,= %, £ Z, qui nécessite que le
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point critique pour z;; différe du point critique pour z,. Dans ces condi-
tions, si ([) est équivalent a la suite des lacets (), (Ag), ..., (Ax) de
sorte qu’aprés avoir déerit (A, ) P'on ait 3, = Z;, on peut alors en faisant
décrire a x la suite des lacets (\n_y), ..., (.\\}), faire reprendre a z,la
valeur z,, z restant la valeur finale de z,, ce qui résout le probléme.

En effet on voit, dans l'exemple ci-dessus, que =, ayant pris la
valeur 3, a la suite des lacets (\) et (\\,) s’échange avee 3y par (),
sp prenant la valeur 5. Quand « déerit alors (Ay) et (Ay), 3, revient
a la valeur Z,; les autres branches reprenant leurs valeurs initiales.

Ce raisonnement, d’aillenrs indépendant du nombre des lacets,
suppose que le contour (I') correspondant ne renferme qu’un nombre
fini de points critiques algébriques, qui sont ici les points . ce qui a
surement lieu s’il ne contient pas 'origine (quand r est supérieur a p
et ¢) et X (quand a,= o).

Nous allons voir qu’un tel choix est faisable. en considérant les divers
cas possibles pour z(z), tout d'abord quand @, £ o.

1° Supposons @,3% o et r non supéricur a p el ¢.

Les 2 n’ayant pas de point-limite a distance finie, toute aire bornée
du plan (z) n’en contient qu’un nombre fini. On peut donc, en réunis-
sant la valeur initiale =, d’une branche du plan [g] & Ia valeur 5, du
plan [/4] par un chemin (C) situé sur les plans [g], ..., [2] de ()
déterminer un contour (I') réductible & un nombre fini de lacets décrits
autour de points algébriques £.

2° Supposons a, 7% o, r supérieur a p et ¢, mais R = o n’ayant que
des racines simples.

L’origine est ici un point transcendant et, si 7> ¢ >> p, limite de
points ¢.

Nous voulons montrer que 'on peuat tracer un contour (C) joignant 3,
a3, tel que le conlour correspondant (') du plan (z) ne contienne pas
Porigine et, par suile, ne contienne qu’un nombre fini de .

A cel effel, nous tracerons dans (2) unrayon («) de Porigine a l'infini,
auquel correspondront des contours (A) sur (X); nous assujettirons (G)
a ne pas rencontrer les (A). Il en résultera que le contour (I') corres-
pondant, ne coupant pas (), ne contiendra pas Uorigine.

Nous supposerons que (a) ne passe par aucun point £; nous allons
montrer d’abord qu’il est possible qu’il en soit ainsi.
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L’origine est ici limite des £ qui correspondent aux &, racines de
(E) sLz(P’'R—R'P)+2(QR—R'Q)+PR=o.

£

E” tend

Nous allons montrer que, si 'on pose {=¢ 4+ i¢'. le rapport

vers (¢ — p) limites quand |Z] tend vers o.
On a

z.(P’R—R'P):(p—-r)a,,c,‘z”ﬂ’—&—..., Z(Q'R—R’Q)z(q — r)chrqu+---
et les racines Z, de grand module sont voisines des racines de

bg (r—9) _,,

Lz=— %
¢ ap (r—p)

qui est de la forme (y') du paragraphe 9, en posant z = :7’ m=(q—p),
_ b, r—9q) .
Y= ap (r—p)

Les arguments § des racines sont de la forme

T 2nw

0=okn+ ——— + g+
2(q —p) q—p

’ [n=0,1,2, ... (¢ —p—1)]

. . r—
et. d’autre parl, p?=7 est voisin de — 2 (r—p)g

. b, (r—gq) )
Considérons
- PL{+ Q (a,,”/f e L (B L) _apiPLz+b,L7,
TR L., b= I

si|¢| est grand, £ est voisin de £, ; or si 'on pose £, =¢, + ¢, =p'e?,
on a
apo'r[loge’ cos(p —r)'— 0 sin(p—r)0']+ byp'7 co(qg — r)ﬂ’
c,o’
2 ape’?P[loge’sin(p — )0 + 0" cos(p —~r)0']+ byp7sin(qg — r)b’

c,o'

oY
i)

"
et, a,p'P6' étant voisin de — b (r qg p'?, il en résulte que 51 est vowsm ae

“(r g

v (r—=q)co(p—1)0'— (r—p)sin(g —1)
(r—gq)sin(p-—r)0+(r—p)cos(g —r)t’

ik L1 et—— tendent vers

et, comme &' est voisin, & 2km pres, de —2"
? ’ pres, 209 —p) & T F

les (¢ — p) valeurs A correspondantes.



On peut donc déterminer dans (z), (g— p) angles d’ouverture arbi-
trairement petite ayant leurs sommets a l'origine. tels qu’en dehors de
ces angles, il n’y ait qu’un nombre fini de£ dans le voisinage de I'origine.
On peut donc tracer (2) de e a U'infini en passant par aucun £. Or, tous
les points de (C) étant a distance finie, aucun point de (I') n’approche
de Povigine de moins de . Montrons maintenant que les contours (A)
n'ont pas de points communs. Nous supposerons la direction de ()
telle que Pon ait cos(t + g,—vy) > 0 afin que pour z décrivant (a),
aucune branche ne soit (¢).

Désignons par 7, ..., n). les racines de R = o sur le plan [k] et
par Wy, ..., Wy, les racines de PLz + Q =o.

Considérons les A — g 41 plans [ g], ..., [A].

Pour .z =¢. nous savons, d’aprés le paragraphe 47, que l'on a sur
chaque plan (r — p) ou (r — ¢) branches z; dont p; est d’ordre supé-

1 1

rieur a |e| "~ ou égal ale| "~7 et dont ; est voisin de
g8

OINT Gy — I — p 2NT +Tg— 1t —Vp
.

2(k—1)m + ou de 2o(k—1)=m +

r—p r—p

Sir> p > q,il en est ainsi pour tous les plans [A] d'indice supérieur
a un entier fixe; si r > ¢ > p, au contraire, il en est encore ainsi pour un
plan d'indice déterminé quand ¢ est assez petit. Mais dans le cas
ci-dessus, comme nous considérons un nombre déterminé (h — g +1)
de ces plans, nous pouvons supposer || assez petit pour qu’il en soit
ainsl1 pour tous.

Les p ou ¢ autres branches s; sont voisines des points W,

Pour |z | croissant de |e| a I'infini sur («), chaque branche z; décrit
un contour (A) qui tend vers un point n' et, comme cette branche
est (0), la variation de Uindice du feuillet de (2) qu’elle occupe est
inférieure & un entier fize p.. Donc, pour une branche dont la valeur
inititiale est surl’un des plans| g], ..., [ 2], extrémité 7' du contour (A)
décrit par elle est sur I'un des plans [ g —p.], ..., [+ p].

Ainsi I'on a sur ces plans un nombre fini de contours (A) puisque 1'on
aau plus r(h — g + 1+ 2p) points 7' et qu'il n'y a dans le voisinage de
chacun des v/, racine simple de R = o, qu’une branche = lorsque / est
assez grand. Ces contours (A) vont, soit d’'un W a un v/, soit de I'infini
aunmn'.

Nous pouvons établir maintenant que les (A) ne se recoupent pas les
uns les autres et n’ont pas de points multiples.
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Pour montrer qu’il en est ainsi, supposons que deux (A) se
rencontrent en un point 3, qui n'est pas un 7’ et auquel correspond

. Y . dz .
un point z, a distance finie. Comme z, n’est pas un %, 7 d’aprés son

expression du paragraphe 49, a une valeur finie non nulle. Les voisinages
de .z, et de 3, se correspondent de facon biunivoque, ce qui contredit
I'hypothése que deux z appartenant a deux (A) tendent vers z, quand x
tend vers z,.

D’autre part un (A) ne se recoupe pas, car il correspondrait au point
multiple de (A) plusieurs valeurs de x(z), qui est uniforme sur (2).

Les (A) ne morcelent donc pas (X). On peut donc joindre Zg; a 35
par un contour (C) tout entier surles plans [g —p], ..., [~ + ], ne
passant par aucun 7/ et ne rencontrant aucun (\).

Le contour (') correspondant ne contient pas I'origine, ainsi que nous
voulions I'établir.

3° Supposons a,3 o, r supérieur a p et ¢, R=o0ayant ici des racines
multiples. )

Faisons encore décrire & # un rayon («). Si, par exemple, 7, est une
racine double de R = o, deux contours (A,) et (Asg) aboutissent alors
a ce point et le contour (A, g+ A,g) formé par leur réunion et qui va de
Pinfini & Vinfini, partage (2). Il en est d¢ méme pour les homologues
de m; et 'on a. par exemple, pour 7, , deux contours (A4 ¢.4)
et (As g1 ) qui, par leur réunion, partagent aussi (2).

Nous pouvons échanger deux branches z, et z;, dont les valeurs ini-
tiales Z, et Z, ne sont pas séparées par un contour (A), par la marche
précédemment suivie.

Il reste a considérer le cas ou 'on veul échanger deux branches dont
les valeurs initiales sont séparées, ¢’est-a-dire qu’il existe deux régions (X')
et (") contenant respectivement 3, et 3, et séparées par un ou plusieurs
contours (A). Nous supposerons ici (X') et (Z") séparées par un seul
contour (A).

Montrons d’abord que si .« s’éloigne & Uinfini sur un rayon (8) dis-
tinct de (), z, tend vers un point n' de (') et sy tend vers un v,
de (X"). En effet, si pour une valeur .2’ de z sur (4), z, rencontrait (A ;)
ou (A,g) par exemple, il correspondrait a ce point un point 2" sur (e),
ce qui est impossible, puisque x(z) est uniforme sur (2). Par consé-
quent z, et 3, ne changent pas de région quand z décrit (9).

Nous savons d’autre part que deux branches z et z, tendent vers nj,
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quand [ croit indéfiniment. Supposons alors que (d) soit le symétrique
de («) par rapport a o ou une direction voisine de celle-ci, dans le cas
ou elle serait une direction limite de £.

En posant R = (5 —ny)?S, on peut tirer de (I)

1
2

, PLz + :
o [ 520]

ct, par suite, aux directions presque opposées de o et de (9) corres-
pondent pour (z —v,) et pour le contour (A, + A,z) au pointu,, deux
directions presque rectangulaires, de sorte que les deux valeurs 3, et z,
de 3, ct zp, qui corlespondent a{ grand pour z sur (0), sont voisines de
la normale en 7/, a ( \ig+ \uy) et, comme largument de (5'—=/,) dif-
fere de celui de (3" —,,) d’environ 7. I'un des points, par exemple

est sur (X'), tandis que l autre, 2 s" estsur (X7,

Il en résulte que les valeurs z; et Z, de 5¢ et 5, ¢taienl aussi respecti-
vement sur (X') ct (2").

Pour échanger s, avec z,, décrivons d’abord un contour (I") qui
échange s, et 5. et un contour (I'") qui échange 3 et z,, puis décrivons
un trajet simple (1) de z a un point «', de grand module, sur (9): 3, et
z, ont alors pour affixes deux points M’ et M", voisins de 7, el respecti-
vement sur (') ct (27). Décrivons alors le cercle (€) de centre o et de
rayon | 2’| qui améne 3, en M" ct 3, en M’, puis (—2) qui améne 5, en
2, et zy en Z¢. Enfin décrivons de nouveau (I') qui améne 5, en 3y, el
(I") qui améne s, en 3. Nous avons réalisé ainsi 'échange des deux
branches.

On peut dailleurs résumer ces résultats par le tableau ci-dessous,
ou I et F désignent respectivement les valeurs initiale et finale.

Valeurs.
x. S4. F
—— . T N— TTN—
Contours, I. F. I. F I. F

| z z EA 2¢ ap 2B
| A z z 4 3¢ Zp 2
)\. S e e e a et anae s z x’ 2(; M’ F4 1) M’
G x' z’ M’ M M M’
e T x’ z M 2y M’ 3¢
) P z T ZD Zn zZc 3¢
| PN z x Zp Zp Zc ZA
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34. Supposons maintenant @, = o et r non supérieur a p et q.

Pour que le contour (T'), image de (C) joignant 3, a Zy, ne renferme
qu’un nombre fini de points critiques algébriques &, il suffit qu’il ne
renferme pas X, point transcendant el, peut étre, limite de £. Nous sommes
ainsi conduits a tracer dans (z) un contour () allant de X a P'infini et
a assujettir (C) a ne pas rencontrer les contours (B), images de ()
sur (X).

Considérons, comme au paragraphe 46. (I) sous la forme

sh(am—+...+apzP—m)Lz

=xey—by+ rzh(c)+...+cra ") — 28 (bg+...+ byz978);

nous savons que pour z = X on a z =0 ou z = ¢, aulre racine de celte
équation, el pour ==, on a s = 7 ou 5= o0.

Il en résulte quatre sortes de contours (B) : 1° (B) allant de o a 7/;
2° (B) allant de ¢ a »'; 3° (B) allant de ¢ a o0; 4° (B) allant de o a co.
Supposons que ¢ soit une racine simple. ce qui est le cas général: deux
contours ( B) appartenant a I'une des trois premiéres sortes ne morcélent
pas (), car ceux de la premiére sorte partent de l'origine mais abou-
tissent & des points & distance finie et ceux des deuxiéme et troisiéme
sortes n’onl aucun point commun. Les (B) de la quatriéme sorte, au
conlraire, se réunissent tous a l'origine el s’¢loignent a I'infini et. par
suile, divisent (£) en une infinité de régions (2').

Nous savons, d’autre part, d’aprés le paragraphe 46, que si z tend

. cox’
vers X, m racines z; lendent vers o comme celles de z)'Lzy= C“L—, ou
n

v racines 5, tendent vers o comme celles de z; == 12/, A étanl une cons-
tante. Si 2’ tend vers o avec un argument déterming, il en est de méme
pour z,. Cela est évident dans le second cas. Pour le premier, il vient,
en posant ' = u, une équation (y). Or, on a pour celle-ci, d’aprés le

paragraphe 8,
cos (/—0)
— ¢ sin (l-—e))

__,sin(z—¥8)
= l———0

qui montre que, lorsque { tend vers o, sin(t—8) doit tendre vers o, de
tel sorte que (si > 0), cos(¢—0) reste négatif. Par suite, 6 tend vers

une valeur de forme (2n —+1)n + ¢. Les arguments 9, des z, tendent

2T
l". 11 en

donc vers des valeurs détermindes qui different d’environ

résulte que les (B) morcélent (2) en régions qui, dans le voisinage de



Porigine, forment des secteurs presque égaux; par suite, si z approche
de X suivant une direction (9') différente de (), les branches z corres-
pondantes sont chacune dans une région (). Or, comme nous le verrons
au paragraphe 36, si z décrit une scule fois un petit cercle (€') autour
de X, chacune des branches voisines de o prend comme valeur finale la
valeur initiale d’une branche immédiatement voisine, en supposant
celles-ci rangées par ordre d’arguments croissants et le rayon de (C')
assez petit pour que (C') ne contienne pas les ¢ qui correspondent
aux branches considérées; par suite. chacune de celles-ci change de
région (X'). Nous pouvons maintenant échanger deux branches en suivant
une marche analogue a celle utilisée dans le troisiéme cas du para-
graphe 33.

Supposons définies les régions (') pour un rayon ({3). Considérons
pour z — Z deux branches s, et 55 dont les valeurs initiales 3, et z; sont
dans des régions voisines (X)) et (X,). Tracons un chemin zZz, tel
que z, ne soit pas sur (8) et que x, X satisfasse a la condition énoncée
plus haut. Parmi les branches dont les valeurs initiales sont sur (X))
et (X)), il en est une, soit 5, pour (X)) et soit z; pour (X)), qui devient
voisine de o quand x vient en z,.

Si z décrit (€') de rayon Xy, en parlant de z, et dans un sens con-
venable s prend comme valeur finale la valeur initiale de z; et par suite,
passe dans ().

Il en résulte que, pour échanger z, et z;, nous pouvons d’abord, par
un contour (C) ordinaire, échanger z, et 5. dans () puis faire prendre
par s, la valeur de s, quand z est en 2, en décrivant zz,, puis (¢');
enfin z, étant maintenant dans (2,), échanger z, et z; par un contour
ordinaire (C) et ramener z; en 35, par le parcours inverse.

Supposons enfin @, = o, mais r supérieur a p et q.

Ici les (B) ne morcélent plus (). puisque pour z =0, on a seule-
ment z =7/, et le mécanisme précédent devient inutile. Mais on retrouve
le deuxiéme cas du paragraphe 53, ou l'origine peut étre limite de £. 1l
faut donc encore tracer, outre un contour (f), un rayon (o) et faire
éviter par (C) les contours (A) ainsi que les (B).

55. Role de 'origine dans I’échange des branches. — Nous allons
chercher I'effet d’un petit contour décrit par 2 autour de I'origine, point
transcendant quand 7 est supérieur & p et q.

TUESE LEFEBVRE. 9
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Supposons r > p > q.
Il existe sur le plan [k], (r— p) branches z; grandes avec % et qui sont
voisines des racines z, de I'équation

crxzyP=ayLz

s . 27
et dont les arguments différent d’environ -—

I On peut écrire (I)

crxz"™P=apLz [l -+ %] )
P

%1 () étant la fonction définie au paragraphe 47, petite avec L.

Soit Z la valeur pour laquelle ces (r — p) branches s, ont été définies.
Faisons décrire par 2 un cercle (c¢) de rayon [ = |Z | aulour de I'origine;
comme ¢ n’intervient pas dans la délermination des z;, le module de ces
branches reste grand quand z décrit (C).

En effet, les = restent de lordre des 5, correspondants quand ¢ varie,
puisque les incégalités qui établissent la convergence des approximations
au paragraphe 47, sont indépendantes de la valeur de ¢. 1l suffit donc de
montrer que po=|3,| reste de lordre de py=|%,|, correspondant
ax =7, quand x décrit (C).

Or, I'équation ci-dessus sc raméne a une équation (y) en posant
5P = ;,(;; pour laquelle nous avons, au paragraphe 8, les relations

= 1D, logey 02 = 25

la premiére montre que, p ne pouvant s’annuler pour /3£ o, sin(¢—6)
ne s’annule pas et, par suite, quand ¢ varic de 27, § varie d’'une quantité
comprise entre 7 et 37, La variation de 6 élant bornée, la seconde rela-
tion montre que p, reste du méme ordre.

(8)

Il en résulte que les arguments de Lz el de [l + é—p—L—z—] varient peu

. B 27
et que 'argument 6, d’une branche sz, varie d'environ

; 11 devient
r—p

donc égal a la valeur initiale de 'argument d’une des branches voisines,
puisque les (rr—p) branches z; sont les seules branches de grand
module. Donc si 5); et 5;; désignent les valeurs initiale et finale de z,
les z; étant rangés par ordre d’arguments croissants, on a, si ¢ diminue
de 27 el quel que soit &,

= - = - = =
“ey Bhyi—1 = Bh,i, Bk i = Bhi+1y Bk i1 = Bk,i+2)
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Supposons r > q > p.
L’origine peut jouer le méme role que dans le cas précédent, mais
seulement pour un nombre fini de valeurs .

On a ici, d’une part ¢ branches z; voisines, pour [ pelit, des racines
1
de PLs + Q = o et dont le module reste borné ou de 'ordre de A7=*.

Pour les 5, que nous considérons, au -nombre de (r—q) et qui véri-
fient (I) avec les notations du paragraphe 47,

crx3"—T1=by+ y2(3),

| x2(5)| reste petit avec ! quel que soit ¢ et, par suite, quand ¢ varie

27T . o
p environ. Mais les

r—
inégalités auxquelles |y, | doil satisfaire ne sont vérifiées que pour un
nombre fini de valeurs &, puisque Lz figure au numérateur dans I’expres-
sion de ¥»(5).

Nous pouvons remarquer, d’autre part, que l'origine est ici limite
des &, qui correspondent aux ¢, du paragraphe 50 et pour lesquelles | & |

de 27, arg[ by—+ y2(5)] varie peu et §; varie de

1
est de Pordre de k7=,
Or. k étant fixé, on peut déterminer {( k) assez petit pour que (C) ne
contienne pas ces £.

2 , , _(r=%
En effet, |&,| = P‘:ELS,SKPQ)P )| est de Pordre de & <‘/—7’).

(=9 —ir=g)u
En supposant u > o, prenons ! de lordre de k (=5) =0 ; les
1
modules p; des (r — ¢) branches considérées sont de U'ordre de [ "¢ ou

1
L .
k7=7" et restent de cet ordre quand z décrit (C). Les modules des
1

q aulres branches étant au plus de I'ordre de k77, elles ne s’échangenl
donc pas avec celles-ci, mais seulement entre elles.
Exemple :
Lz=x(z2+1)+ 5.
Ici (E) s’écrit —222Lzs+ 3"+ 32—z 41=0 et admet L, et {4
voisines de o avec -I/; et ¢y, pour laquelle p4 est de 'ordre de 4.

11 Tui correspond |43 | de Pordre de A=' par |4, | = \————L’é?:_clh - Or
k3

pour ! de I'ordre de k=%, on a une branche z;, pour laquelle p;, est de
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V'ordre de & et une branche 3,5 pour laquelle ps» est de 'ordre de A'-+%,
Zkq étant comparable a la racine de 2z =1 et 54y a celle de Lz — 5 =o.
Il en résulte que si 2 décrit (C) avec ! comme rayon, (C) ne contenant
pas E/\-‘;, on a __2/(,2 — E/(__,,g ou _,Z;/l’g = Z/“+4,2.

56. Role de X. — Supposons (I) écrite sous la forme du paragraphe 46,

an(am—+...+ apzP~m)Lz

=zcy— bo+ 23t (cp+...+crz'—h) —28(by+...+ b,3978).

Pour un plan [A] déterminé et pour z tendant vers X = 29, nous
0

savons, d’aprés le paragraphe 44, que m branches s, tendent vers o si
m est inférieur ou égal au plus petit (v) des nombres g et & et que, si
m est supérieur a v, on a seulement v branches 5, qui tendent vers o.
Nous savons d’autre part, par le paragraphe 50, que si m <v, X n’est pas
limite de £, tandis qu’au contraire, si m > v, X est limite de . En sup-
posant m >v, nous allons montrer d’abord que pour un entier k
déterminé, on peut entourer X d'un cercle (C) de rayon ! assez
petit pour que (C) ne contienne & son intérieur aucun g. Iei (E;), du

paragraphe 50, admet des racines ¢ qui lendent vers o et pour lesquelles
_ {mSL{+by+ (8B

= - tend vers by X. Evaluons alors
co+ LA G Co
E—X| = {mSLL + by+(&B _ @ | o SLE + col#B — by A C
! - co+ ¢ G col|l co(co+ LR GC) '

1

Or, comme || est de l'ordre de k=™, |¢mLg| est de lordre

de kK ™=7, le numérateur du second membre ct, par suite, |£ — X | est,
au plus, de cet ordre.

Considérons maintenant ’effet d’une rotation autour de X, x décri-

vant (C).
Supposons m > v. Il vient, en posant z = X + 2/,
zmSLz = (z’+ g—‘])co— bo+ (2'+ X)zhC — 38B,
0

dont on tire, en posant X 52C — 58B = 5v(d,+ sD), d,5£ o,

, _ =¥[dy+ 3D + zm—VvSLz]
z = .
co+ 2" C
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Donc si I'=|7Z'|, pour les v branches voisines de o avec 2/, p est de
1

Vordre de I'” et reste de cet ordre quand z décrit (C) avec le rayon 7.
Considérons, pour z'=7', les branches .
parmi ces v branches petites du plan [ £].

.y z/\‘,i—H Bk,iy zk,i+11 v ey

—v
Si I est de lordre de & ™ " ot u= o, (C) ne contient pas les &,
points critiques pour les branches sz, de sorte que lorsque  décrit (G),
celles-ci ne s’échangent pas.
dy+ zD 4+ zm—~vSLz
co+ 3" G
par suite, Pargument de 5} varie d’environ 27 avec celni de 2/, c’esl-

. . . .. d
Or, si !’ est petit, 'expression reste voisine de — et
0

N . . . . 27T
a-dire que celui de 54 varie d’environ —'—“
Comme les arguments des branches considérées différent aussi
. 9 . . .
d’environ — on doit donc avoir, quand ¢ croit de 2,
v
[ES) ?k,i——l = —Zk,la 7k,l = Ek,i+l7

Supposons m<v. On peut écrire (1) sous la forme

, [ S XCzh—m _— zg—mB ]
x'=3zmLz .

L+
o+ 27 C (co+ z2C)Lz

. .. a
Quand /" est assez pelit, le crochet reste voisin de —= pour les

0
m branches s petites avec I et, si ¢ croit de 2w, 6, croit ici d’en-
. 27
viron — et l’'on a
m

wey Bhi—1 == Bk,i, Bh,i= Bhis+ty ooy

mais ici quel que soit &, X n’¢tant pas limite de .

Remarque. — Quand m > v, on a, pour un plan [%] d’indice assez
1
grand, m branches 5, pour lesquelles p, est de Pordre de k~’", ' restant

fixe. Comme | 5™ Lz | reste fini. on peut écrire (I) sous la forme ci-dessus
. = . . 2T
et'on a, quand #’ décrit (C), une variation de — pour 6, el non plus
m
o . . .. .
de — comme dans la premiére hypothése. Mais ici (C) contient en

général, c’est-a-dire pour & assez grand, les ¢ qui peuvent échanger ces
branches, de sorte que les échanges qui s’opérent ne sont plus dus a la
seule existence du point X.



— 134 —
57. Exemples :

(1) zLlz=2.

Nous nous proposons d’étudier directement le mécanisme d’échange
des branches de z(z) définies par cette relation, pour laquelle nous
pouvons déterminer les branches de lous les feuillets, ce qui, comme
nous le savons, estimpossible dans le cas général, ot nous devons exclure
de nos conclusions un nombre limit¢ de feuillets.

Ainsi que nous I'avons moniré au paragraphe 50, {=-—e—"' est
Punique point critique algébrique de la fonction; d’autre part,
onaX =o.

Nous allons étudier I'effet d’une rotation autour de ce dernier point.

En reprenant les notations du paragraphe 8, faisons varier ¢ de ¢,
a ty+ 2m. Considérons d’abord, en supposant o <<t < 2m, les deux
racines 6, qui sont comprises dans [¢— 2w, t], de 'équation ¢, = o,

. . 0(506(/—0!
31(0)=a1— P1= l_s_"l((t)_(ﬁ — e sin(t—0),
On a, pour
t=c¢, 6y dans (o, ¢) et §_, dans (e —2m, e—m);
t=omn—¢, 0_, dans (—e, 0) etf, dans(m—e, 2m—e¢);
t=mn —s¢, 0, dans(o,m—c¢)etO_, dans (—mn—e, —e);

t=mn —+¢,0, dans (e, m+¢)etb_, dans (— 7 +¢, 0).

Nous allons voir que, lorsque ¢ prend la valeur x,, 6, et 6, restent
dans les intervalles ci-dessus sans tendre vers o si Pon a { > e—!, tandis
que 6, et 0, lendent vers o avec e sil'ona l<<e—'.

Posons { = e='*; on doit avoir, pour t =t —¢,

. cos (€-+0)
§___<e+_°> A R
. sin(e - 6) cns(E-&-ﬂ)
Soit # > o. En posant —5— =w, il faut we ¥ =el-rle.

Or, si une valeur de 6, petile avec & vérifiait cette égalité, le premier
\ .
membre serait arbitrairement voisin de we™, expression au moins égale

a e; I'égalité est donc impossible pour une telle valeur 6.
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Soit u << 0. En posant § = Xe, on peut écrire

. N e cos[(A1)g]
M _ 31 “ sm [(h1)€],
Ae
Faisons varier A. Pour A —=—1%, <1, le premier membre est voisin

cos[(1— A)e]

de 1-__—-<1, d’autre part, I—u+)\lem

est voisin de
1| u]—1+ _|u|
donc 3, > 1> ay.

u) assez grand. On a

1
+|ul——

Pour A =—1—m,, a, est voisin de =, B, est voisin de e " et,
pour 7, (u) assez petit, on a 3, < a;.

On a donc ¢, = o pour A =% compmse entre — A, (u) et —1—mn, (u)
et ce ne peut étre que pour la racine 6.

Pour % = ., o, est voisin de —5: —~+ 1, B, est voisin de e!*1“l, on a donc,
pour 7, assez petit, B; < oy. )

Pour A =1, assez grand, «, est voisin d¢ 1, tandis que 3, est voisin
de e'*!; on a By > ay.

On a donc &, = o pour 2 = 1" comprise entre n,(u) et ho(u) et ce ne
peut étre que pour la racine 6.

Ces racines 7_, et 9, qui lendent vers o avec ¢ sont continues puisque,
}y et ), dépendant de u et non de ¢, A’ et 1" restent bornées.

Considérons maintenant 2 décrivant un cercle (C,) de rayon!>e™',
¢ variant de £, <<m & ¢, + 2T et solent, pour t =¢,, ..., 6_0,0_1,60,04y..r)
les arguments de ..., 55, 5y, 5o, &, ... dans [{,—4m, t,—27],
[ty—oam, ty—T], [to—T, ], [to, ta+2T], ..., G, étant d’ailleurs
compris entre o et £,.

Quand ¢ varie de 2w, 6 doit varier d’une quantité comprise entre
Usin(t—10)
1]
Donc, quand ¢ croit de 27, on a en général, c’est-a-dire sauf pour

et 37, car aulrement p — s’annulerait, { n’étant pas nul.

6_y et 6, comprises dans (¢,—a2m, [0),3,:5”1, puisqu’il n’existe
qu’une racine §, par intervalle d’étendue 2.

Quand ¢ passe par la valeur 7, aucun 6 ne s'annule, tandis que
pour ¢t=om, un § prend la valeur o. Or, pour t =¢,+ 2m, 5, =6,

nécessite §,=0, et 5_, — 50; c¢’est donc 6_; qui s’annule pour ¢t =2m.
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Il en résulte que toutes les valeurs finales 5 avancent d’une unité
dans la suite des valeurs initiales el que Z; = 5;,, quelque soit .

Considérons de méme un cercle (C,) de rayon [ <<e='. Quand ¢
dépasse m, , devient négatif et 6_, positif, puisque pour t =n—¢, l'on
avait 9, positif et 6_, négatif et que les limites de 2" et 2", quand ¢ tend
vers o, ne sont pas nulles. Quand ¢ =2am, §, s’annule de nouvean
puisque §_, ne peut s’annuler pour revenir a sa valeur initiale, celle-ct

étant la valeur finale de 9_s. On a donc ..., _o=73_,, 3_,=73,,

3, =%, ..., mals, par exception, s = 3.

D utre part, Ieffet d’un contour (y) lournant seulement autour
de t=—e"" est d’échanger z_, et 5,, en supposant pour la valeur
initiale ¢, << .

On peut donc échanger 54 et 54 @ il suffit de décrire (g + 1) fois (Cy);
alors 3, = 3_,, puis (v), qui échange 5_, et 5,, puis (g) fois (C,) en
sens inverse, qui rameéne 5, en Sg.

On peut enfin échanger z4 et 5, en échangeant d’abord 54 et 5, par la
marche précédente, puis 5¢, jouant maintenant le réle de s, avec 2,
puis enfin en échangeant 3, et 3,.

(2) R2Lz=x—(5+1).

Ici, d’aprés le paragraphe 50, X =1 est limite de §.

En posant =1+ &', on peut écrire 2'= 5|1+ sLz] et, pour un
plan [k] déterminé et /' = | 2’| pelit, on a, puisque ici v = 1, une branche z;
voisine de l'origine. Quand &' tourne autour de l'origine, s, , devient
Si_1,1 OW Z;.4,y. Supposons, au contraire, ' fixe et & grand. On peut

écrire aussi w’:z‘-’Lz[ + - ] qui définit deux branches z4 et 2,

I‘Ié

voisines de o, Pour ces branches, p est de 'ordre de A %, ainsi que | zLz|;
par suite, l’argument du crochet est petit et varie peu quand z' tourne
autour de o; il en résulte que arg(5*L3) varie d’environ 27.

En posant 5*=w, on voit que la variation de argx' doit étre voisine
de celle de arg(f—:l‘.u)), qui, d’apres 'exemple précédent, est voisine
de 2m; donc 6 varie d’environ 7 et 3¢, devient 3x_,,» ou Z.. Cet
exemple met cn ¢vidence les roles différents de X pour les deux
hypothéses : k fixe et I' petit ou !’ fixe et & grand.

Dans cette derniére hypothése, en effet, le cercle décrit par z autour
de X contient, pour & assez grand, le £, voisin de X qui correspond aux
branches z; considérées, par la racine ¢, voisinede o de 2 s L5+ 5 +1=0.
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38. Echange des branches s(z) a l'aide d’une branche (e). —
L’étude du mode d’échange des branches de z(x) définie par (B) a
montré I'existence de deux modes d’échange distincts :

1° Quand z est dans le demi-plan (7") pour lequel il n’existe pas de
branche (¢), P'échange se fait en passant par lintermédiaire des
branches =;.,, <i,9y, -..s Sion_y entre les branches considérédes 54
el 5., par rotations autour des ¢ qui les échangent deux a deux;

2° Quand 2 vient dans le demi-plan (7), pour lequel il existe une
branche (e), une branche quelconque, par exemple z;, peut devenir (e)
et étre échangée directement avec 3, , par rotation autour d’un €.

Pour le cas général, nous avons trouvé, au paragraphe 53, que deux
branches quelconques =, el 55 peuvent étre échangées par un contour (T)
décrit par z. 1l en résulte que I'on peut échanger s, et 5, par un
contour (I'y) puis 5 el 5, par (I's) et que, 3 ¢tant quelconque, on
peut, en général, former une infinité de contours (I'y+T,) qui
é¢changent s, et 55 On peut de ce fait distinguer encore dans le cas
général le cas ou U'une des branches intermédiaires est la branche z.; la
possibilité de faire passer s, sur un plan quelconque. en laissant
certaines branches dans le voisinage de leurs valeurs initiales, permet-
tant parfois de réaliser des modes d’échange particuliérement simples,
analogues au sccond mode employé pour ().

Considérons, par exemple, 5(2) définie par

) 22+ Lz=ax(1—23);

1ci P=1, Q=232 R=(1—23) donnent, dans (E),
L —(B3—o0+f—1)=o0.

I

7 et deux

Cette équation admetl une racine ¢, voisine de o comme

racines £, etZ}, comparables aux racines de I’équation
LE—g2=o,
. 1
qui sont, en module, de 'ordre de k*.
Les valeurs correspondantes #; données par

G+ LU

.
k:_—_
: 1— G
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sont, pour ¢, £ voisines de L¢), |} | étant de I'ordre de £ et, pour ¢},

et¢),, k), ett,, dontles modules sont de I'ordre de k%, au plus.

Pour / assez grand, on a une valeur z; voisine de 1 et une valeur 3z,
pour laquelle i, est de V'ordre de /.

De plus. quand z est dans le demi-plan (7), ou cost <o, il existe
une branche (e), soit z., pour laquelle p est voisin de e et 6 est
voisin de [ sint.

Supposons d’abord « en x,, {, étant grand par rapport a &, et ¢, étanl
petit, de sorte que s.n’existe pas; considérons les branches 54 4 et sz n
voisines de 1 sur les plans [A] et [A+ n]. (n> o).

Avant de déterminer un trajet permetlant d’échanger ces branches,
définissons les courbes (y1). A cet effet, faisons dans

22+ Lz
1—23

z=pei® 6 =2km, p variant de o a 1. En posant &x== A+ ipx, il vient

N o2+ lo 2k=
=0 w1
)
., —p'+2p?—o+1+oplogp , _ 2km |
= =) B (e
v

on a p)>o el nous verrons plus loin que l'on a aussi %,>o0. En
admettant ce résultat on voit que, pour deux courbes (yz) et (Y1),

- .
on a Ary= hpy Pkyr = Pr+ T, pour une valeur p <1; par suite I

croissant de — o0 & + oo et p; de 2k & -+ oo, (k) et (Y41 ) limitent une
région R;_,.

Les courbes (yi) et (y+.i) admetient pour asymptoles, pour A < o,
les droites my=2km et mp,y=2(k +1)7.

Il résulte de la définition méme de (yx) et (yz,1) que, si  se déplace
dans Ry, toute branche z;, du plan [~ + 1] de module inférieur a 1
reste sur ce plan.

En effet, z;,,, pour en sortir, prendrait une valeur pour laquelle on
aurail %;=2km ou 6= 2(k +1)7; il correspondrait a celle-ci une
valeur z sur (y;) ou (y£,,), différente de cclle dans Ry, a laquelle 24,4
correspond, ce qui est impossible, 2(z) élant uniforme sur ().

Remarquons qu’une branche z;., de module supérieur a 1 posséde
la méme propriété, puisque 'on peut définir, pour p variant de 1a + oo,
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deux courbes (v)) et (Y},,), siluées au-dessous de l'axe réel, et pour
lesquelles on peut raisonner comme pour (vz) et (Yz.1).

En définitive, st z décrit un contour entiérement contenu dans By,
toute branche z;., reste sur le plan [A +1].

Faisons d’dbord décrire par « un arc de cercle de centre O avec le
rayon /,, du point z, jusqu’en un point z, de R;., pour lequel on a

2hx < lpsinty < o(k+1)=

aprés avoir traversé (v, ). Les inégalités ci-dessus montrent que pour x
venu en z, e est le plan [A +1]. Il en est de méme de z;; en effet,

23+ Lz . 2+ Lz pfeliil4 e=il(logpi—+ k)
A =

— %=
A x x IN

et, pour /, grand par rapport a k, 5 est voisin de 1. En posant py =1+ u,
on peut écrire la derniére expression

(1+ u)2cos(»0z—t) + costlog(1+ u) + Oxsin¢
lo

(14 u)2sin(20;— ¢) —sin¢log(1+ u) + Bzcost
+ i ’
0

Ojsin¢ ifijcost
* et —227. 5

dont les parties principales sont ; 5, est donc voisin

lO IO
de 1 — Osin¢ _ z'Okcost.
ly ly
28zsing 0% .
On a p;<<1; en effet, p/‘»:\/l—— ——‘;l— -+ 1/7 -+ ¢t quand z vient
0 0
. .. .. 02k
en x,, [,sin¢, est voisin de 6y, de sorte que p; est voisinde{/ 1 — ek
0

D’autre part, le coefficient de 7 est de signe conltraire & cos¢; donc,
pour ¢,, 5; est voisine de 1 sur la droite d’argument 2 kx et au-dessous
de celle-ci, au contraire, pour cos¢, << o, 5 estau-dessus de cette droite,
sur [k +1].

Montrons maintenant que &), est sur Ry ;.

La racine ¢/, est voisine de celle de 1'équation {Lg =—1. Or, en
posant { = p'¢'¥, celle-ci donne le systéme

cos
sin 0’
)

, sin®’ —b
=e

4

6" ¢élant positif et grand, cos6’' > o est petit et sinf’>> o est voisin de 1.
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a

On peut poser 6,—=2km+ = —e¢ si Q.H:—_p,ele' et py=p'(1+mn),

o

. s .. 1 . .
¢ et n étant petits et p’ étant voisin de ————- Il vient alors, en négli-
2kz+ >

geant les termes petits avec ¢ et 1,

—9’2+Iogp’+i[2kx+§]

Y = A+ iu = -
Sk+1 hd 1 lp/ )
ce qlll donne

——p’3+logp’——p’[2kn+—z—] 2k7:+§—p'(p'3—logp')

b = 1+P/2 *

=

1+ p'2

Il en résulte que 2 équivaut a —loghk et na 2kn+ g; sy est done

compris cntre my, et my_., et, par suite, dans Ry .

Nous allons montrer que si z, partant de z,. décrit un lacet (L)
entourant £, ,. 5, ¢t 2, , s’échangent.

En effet, pour x, /=1[,=1, est grand par rapport a k; d’autre
part |, | est de I'ordre de A ; par suite, le long de (L), |.r | reste de cet
ordre, ainsi que | 5,4, et cette branche ne peut devenir voisine de ¢,

point pour lequel |},

est de Pordre de }—c

D’autre part une branche d’un autre plan ne peut passer sur [k 4 1],
car elle prendrait une valeur 5= pe*'™ ou 5 =pe2k+1)™, ce qui, nous
le savons, est impossible.

Considérons la variation de 5, .n,;. Quand z décrit Parc de cercle
de z, en xy, 5., reste voisin de 1 sur [A+n]ou [k+n+1], ce
dernier cas élant celui ot 2, pour venir en z,, traverse (Y, 4 .y ). Quand 2
décrit (L), 5., décrit un contour fermé.

Faisons maintenant croitre /sint, [ cost restant fixe. de maniere que
vienne en z, dans Ry, (; en admettant que pour z = z,, Si4n,1 SOIL
sur [k + n + 1], cette branche reste sur ce plan quand z vient en z,.
En effet, 55,5,/ voisine de 1, aurait pu seulement passer sur [k + n + 2]
sl x avait traversé (Yhins1); or, pour arriver en z,, & traverse seule-
ment (Vi n).

D’aulre part. 54, qui est maintenant (e), est venue sur [A + n —+1].

Nous pouvons donc échanger 54, et Skyn, par un lacet (L) entou-
rant £, , et ramener 3., , a la valeur initiale de z;,, en suivant le
premier parcours z,x,x,, en sens inverse.
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L'échange de ces branches se fait ainsi par Uintermédiaire de 3.,
comme pour (3).

Ce mécanisme peut d’ailleurs s’étendre & 54, en échangeant au préa-
lable cette branche avec 3, , par un contour (I') convenable.

Il reste & montrer que u =-—p*+ 2p*—p + 1+ plogp ne s’annule
pas quand p varie de o a 1.

Considérons w'—=-—3p*+ 4p + logp et u'=—06p+ 4+ —;; on a

2 + /10
u'=o pour p = % et pour cette valeur

o I+ZV10+103<2+6\/10>>1'

Pour p =0, u'=—o ct pour p =1, &' =1, donc @' est croissante de o

N Hﬁm

. . . 2+ {10
et décroissante ensuite, donc u'= o pour p < —c—-

On trouve pour p =0,35, u'=—o0,02 et pour p =0,36, u'=o0,12.
Il résulte pour p = 0,35, u =0,47, ... et comme entre 0,35 et 0,36,
u décroit de moins de 0,01 < u/(0,35) << 0,01, ¥ a un minimum encore

positif entre o et 1 (puisque u =1 pour p=0 et p=1) et, par suite,
ne s’annule pas.

Vu et approusé :
Paris, le 20 mars 1939.
Le Doven ve Ao Facurrt pes SciENces,
Cun. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 20 mars 1939.
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G. ROUSSY.



