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INTRODUCTION

Pour la premiére fois, M. le Pr P. HumMBERT a introduit dans le
Journal de mathématiques pures el appliquées, 1’équation
3¥U 38U s8U ¥U

= T T T Sa:SySz:O (1)

Ay U

qui est une généralisation de I’équation de LApLACE dans
I’espace a deux dimensions.

M. D. V. JonNEsko a ensuite démontré un théoréme relatif
a 'équation (1) analogue au théoréme de Lord KELVIN.

Puis, cette équation a encore été étudiée par d’autres savants,
en particulier par M. le Pr P. HumBERT, dans les Annales de la
Société scientifique de Bruxelles.

Plus tard, l’étude compléte de (1) a été donnée a
M. J. DevisME par M. le PT P. HumBERT (thése, 1933, Paris).

Dans ce présent mémoire, j’ai réuni toutes les études faites
sur I’espace attaché a I’équation (1), en ajoutant les résultats
de mes études.

A la fin du mémoire, je donne une liste des travaux se rap-
portant a I’espace attaché a I’équation (1).

Cette liste bibliographique présente donc un aspect complet
de ce qui a été publié actuellement sur ce sujet.

Ce m’est un devoir particuliérement agréable de remercier
ict M. le Pr P. HumBERT dont les conseils m’ont été si précieux
pendant tout le cours de mes recherches.

A. Riazr






CHAPITRE PREMIER

I. — ETUDE
DE QUELQUES CHANGEMENTS DE VARIABLES

1. Quelle est I'équation de Monge-Ampére des surfaces (s) dont un
systéme des lignes asymptotiques se projette sur le plan xoy suivant un
réseau orthogonal.

Soient z = U (z, y) on a

ly*+2sy’ +r=0
d’our

~l N

=—1 ou r+it=0 (1)

c’est I’équation de LapLacE dans 'espace de deux dimensions.
Si on pose

z=r cos 0

y=rsin 0
Péquation (1) s’écrit

»#U U »U 18U 138U
MU=+ =3 trse Trs =0 (1)

si 'on y fait le changement de variables u = + iy, v =z — iy elle
devient

3y _
dudv
prenons I’équation aux dérivées partielles
32U
Susodw =~ ° ()
et posons
u=z-+y-+z
v=a+jy+jiz 3

w=2z+j'y +jz



— 6 —
ol j et j® sont les racines impaires cubiques de l'unité
. iVB 1 . e
j=—3"—3 =1 PEjt=—1
.1 V3

itir=—1 =i
calculons le produit uvw et I'autre formule dont on a besoin dans le
chapitre (ci-aprés)

uXovXw=(@+y+z (x+jy+j2z)
(x+j2y+jz) =2+ y*+ 2> —3ayz

(3)
32U U 32U
52— S5w T 25 5us
U S 32U S 32U
dydz~ " du “dudv
»U 33U  B¥U U 3 U
MU= ssn =52 T3¢ T o2 Oszogss (B
L’équation (4) s’appelle I'opérateur de M. P. HuMBERT : c’est une
généralisation de I'équation (1).
2. Considérons maintenant les 3 fonctions d’Appell [1]
+ 0+ 7 0+
P(O,(p):ee ? -+ ef 37‘P—|—e7 P
O+ | j2eid+72Q | jeO+ip
Q(0,9) = A (5)
0+ L jed+79 L j2 e+
R(g,p) =TT TE TR
guées savoir

chacune de ces trois fonctions posséde trois couples de périodes conju-
: pour 6

27i 2m
pour ¢

7tl.-|——75_—
V3

V3

ol —
V3 V3
quand on augmente les variables du tiers de deux périodes conjuguées,

graphique placé a la fin du mémoire.

[1] Les nombres entre crochets renvoient au numéro correspondant de la liste biblio-
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on reproduit une des fonctions multipliée par un facteur constant. On
a, par exemple,

P(0+2F 0+ 28 ) =T P09

27 2
P e+—_’ _—_>=R e,
< 3V3 ® 33 (6, 9)
278

PO+ T ot™ T \_FTom,
<+3+3\/§<P 3735 5 06, 9)

Ces fonctions sont liées par la relation algébrique
P34+ 034+ R*—3POR =1 (6)
et l'on a, entre leurs dérivées partielles, les relations
SR 3Q 3P &P &P

30 50 ~ 363~ 86° ~ S
et celle qu’on en déduit par permutation des lettres P, Q et R. Soient z,
y et zles coordonnées d’un point de ’espace. Il existe une seule quantité
réelle P et une infinité de nombres 6 et ¢ différant les uns des autres
par des périodes conjuguées vérifiant les relations :

z =pP (0, o)
y =20 (5, ¢) (7)
z =pR (6, 9)
on en déduit les relations
dU 33U 130 180
5z _SPP( — o)+ pgeQ( CP)‘*‘;%R("‘"&—‘P)
U 8U 13U 13U
sy R( )+‘§e‘ ( e,—CP) Eg (—0:—?) (8)
dU SU 13U 130
Fr i e b —e)+S5g RI—0—0)+ 2 o5p L (—8h—q)

$U NU <82_U 13U | 13U
I T Syoz o \Spr  pio0 scp'+ 53?)
19U 18U

BU_BU_oBU_LBU 120
Syt 525z~ P\ %p 23009 T o 89)

+ P(_}%J___S*_U)_*_
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18U 18U
+ R (555 —55%)

RU_PU_@U_LEU 100),
D2 T dxdy (sz _9’808<p e dp

188U 18U
+9 ;zW*gspsq)
150U 18UN
. +P<FW—58980
et enfin
$ /U U\ . 8 /% U 3=U> §<aig_a=U)_
AN:S?(W‘&;,&) @(W—*sxsz +5%\37 7%y T

#U 138U 18U 3 #U 33U, 13U

=3 T 50 T 3g’ 57555009 T pi0er Terdp ()

Si on fait le changement de variables

xz=-¢e P (0, @) log u=r+6+4+9
y=e Q (0, 9) ou log v=r—+j0+j2¢ (8)
z=¢e R (0, ¢ log w=r-+j*0 + jo
on en déduit la relation
33U &U 8§ U 33U
AaU:e““(WJF 00 T Se 38r868cp> 0
3. En différenciant les 3 fonctions d’ApPELL (5),

ona:
dP =R d0 + Qdeo
dQ =Pdd + Rdg 9
dR =0Qdb + Pdo
de méme, on a, entre ces fonctions, les relations
b2 (6’ CP)~Q (61 <P) R (67 ¢ = p (—9, —CP) = Po((—)’ CP)
R2(0, o) — P (6, ¢9) Q (6, 9) =0Q (—6, —9) =0Q° (6, 9) (10}
Q*(0, 9) —R (6, ¢) P (6, 9) = R (—6, —¢) =R° (6, ¢)

et aussi

PO4+6,¢+0¢)=
=P(0,<P)P(e',<p')+Q(O,CP)R(6',CP')+R(0,CP) (’ ')
Q@O+06, ¢+o)=
=R (6,9) R (0", ¢') + P (6,) Q (0',9") + Q (6, ¢) P (6, ¢") (11)
R(0+0,0+0)=
=0Q(0,¢)0(,9)+R(6,¢)P(6,¢)+ P (6,¢) R (6, ¢)
si on prend :
P =9
0 =6



on obtient :

P (26, 2¢) =P2(6, 9) + 20 (0, 9) R(6, o)
0 (26, 2¢9) =R (6, ) +2 P (6, 9) Q(6, o) (12)
R(20,2¢)=0%(6, ¢9) +2R(0, 9) P (B, o)

On peut en déduire, de proche en proche, les formules d’additions
pour trois, quatre couples d’arguments ainsi que les formules de mul-
tiplications correspondantes.

Enfin prenons

00 =—0,et o' =—e,
PO—06, p—e)=
=P (er <P) P (—617 ‘—<P1) +Q (61 <P) R (_eli ——?1) +R (61 9)
Q (—01,—¢1) =P (0, @) P° (6, @1) + Q (6, ¢) R° (65, 1) + R (6, @) Q°

(01, 1) (13)
Q (6—6, P — @1)
=R (6, @) R® (6, ¢;) + P (6, 9) Q° (61, ¢1) + Q (6, @) P° (64, ¢1)
R (0_01) P — @1)
=0Q (6, 9) Q° (0,, ¢1) + R (6, ) P° (65, ¢1) + P (6, ¢) R° (6, @)

1ol

II. — SUR DES TRANSFORMATIONS
AUX TRANSFORMATIONS CONFORMES

4. Dans l’équation de MonGe-AMPERE (1) se trouve rattachée
I’expression :

ds? = dz? + dy? = dr? 4 r2d0?

carré de la distance entre deux points voisins. Nous allons voir si la
quantité :

ds® = dz® + dy® + dz®*— 3 dzx dy dz

joue un role analogue dans le cas actuel A;, U = 0.
Effectuons d’abord le changement de variables (3), (7), (8') omn
obtient :

ds® = du dv dw
ds® = dp® + p*d0® + p®dep®— 3 p? dp db do (14)
ds® = e® (dp® + dB® + do® — 3 dp db do)

on voit que le changement de variables (7) joue par rapport & 1’expres-

sion ds® le méme rdle que le passage en coordonnées polaires pour
I’expression ds®.
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5. Soient f (z) =X + iY =f (z + iy), on considére la trans-
formation
X =X (z, y)
Y =Y (z ) (19)

On peut imaginer 2 figures : un point « m » décrit les courbes tracées
dans le plan yox. En vertu des formules (15), il y aura une corres-
pondance entre ces courbes et deux autres courbes tracées dans le
plan YoX. On a :

X SX
dX = Sz dm + < Sy
8Y SY

dY =+ Sz dz 4+ Sy

Elevons au carré et ajoutons

$X\:  /5Y\2 SX5X  SYSY
dS*=dX2+dY==[<g> +<——>:|d:c2+2<8x s 8y>dmdy—l—

[+ e

Or les fonctions X et Y sont harmomques. Dans ces conditionson a :

BX_5Y  aX__ay .
dz ~ dy Sy~ Oz (Caucny)

on a donc ds* = ¢ (z, y) ds* ou ds = ¢ (z, y) ds.

6. Existe-t-il un ou plusieurs changements de variables ?
X=X (z, v, z)
Y=Y (z, 4, 2)
Z =127 (z,y, 2

tels que l'on ait l'identité
ds® =dX3 +dY® + dZ?—3dX dY dZ = (z, y, z) ds®

ou A (z, y, z). C'est une fonction de z, y et z.

Avec la simplicité de I’expression ds® = du dv dw on peut raisonner
en variables u, v et w et résoudre le probléme suivant : quels sont les
changements de variables

! u' (Il, v, w)
v

' (u, v, w)
w’ (u, v, w)

I

!

v
w

’

tels que l'on ait
du' dv' dw' = A (u, v, w) du dv dw
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et comme
du’ _i" du+ % su dv—l—s ' dw
v’
dv’ =——du+8v dv+8w
d Swd d 3wd
w' = Su u+80 v+-3— w
dou du’ dv' 3 du’ dv' S du’ dv' 3
b g g OU OV’ dw’ u' Sv’ dw’ u' dv’ dw’
dudvdw_SuSuSud +808 SUd 8wbw8wdw+
v’ du’ Sw’  Su’ dv' dw’  du’ Sv' Sw’'  du’ dv' dw’
+dudvdw [ St 5o S Su T Swsu 5 T Su Sw s T
Su’ dv’ dw’'  dv' du’ dw’
T Se TS Sw
ou' dv' Sw’  du' Sv' dw’  du’ du’ dw’
+ du dv? (e, S0 Sa T suﬁs_ﬁ_sﬂﬁW)
du dw <8u Sv' dw’ Su'yb‘w du' v’ 8w>
+du dw dw Su ow du Sw Ju Sv Sw
du’ v’ dw’ 80’ du’ dw’ Su v’ dw
+dv dz(s 0 su T su s Su T Su du 8v>+
N du' v’ dw’ Su' du' dw’ 8u v’ dw
+ dvdw <8w dw 8v o dw dw Sw Jv dw 8w>+
du' dv' dw’ Su’ v’ dw’ Su v’ dw
+du d"’(aw Sase T Suswsu T su da 8w>+
du’' dv' Sw'  Sv’' du’' dw’  du’ dv’ dw
+d‘”’”’<w&m 5%%““8?5%)

En identifiant les termes du?..., on est conduit 4 énoncer que les
fonctions u’, v’, w’ sont des fonctions d’une seule des variables u, v, w.

7. Elargissons la question pour voir ce que deviennent les conditions
précédentes en variables z, y, z

Si on fait toutes les combinaisons possibles des variables u v w,
on obtient les six cas suivants ol nous avons posé

u=z+4+y-+z u =X+Y+1Z
v=2x-+jy+j2z vV =X+ JY +J2Z
w=z-+j*y+jz w =X+ J2Y 4 JZ

3X _3Y 3%

dz oy oz

X Y dZ

(1)273)S1 SZ—E_—S—!]
X JdY 3z
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3X . 3Y .3Z
E A TR Y
X ,8Y .3Z
bz_ 3z ]by
X Y .3Z
Sy—] 3 T
QS_X Y 37

(2,3,1) 8,

=%y = =/ ¥z
3X .8y . 9Z
T P Jy
X .3Y dZ
—§§=J dz =/ 3z

' 3X  8Z .5Y
Er it it
X .8Z . 3Y

(8z =18~ ISac
\

(3,1,2) 8, <

(16)

X .37 . 8Y
Sy 1% T

i 3z

oX ,8Z .3Y
KE I Sy =% oz

X 32 .3Y
Bz =/ Sz "35
3X .32 .3Y
Sy =7 Sz =I%z ox

(2,1,3) 5

BX_oz_sY
dz  dy Oz
3X dZ Y
(1,3, 2) S R T
BY _oz_aY
dy ~ 8z oz

Ces systémes d’équations généralisent les systémes de CAucHy dans
I’étude des fonctions analytiques.
On a toujours

3X\2 O3X\3 OX\3 3X dY dZ
(%) +(&7) &) ey w-

dY\2 dY\3 dY\3 dY Y 3Y
=(§5> +(s—y> +(s7) R TR i
= (CEY 4 () 4 (2 a2
-(%)+(5) &) nyw



8. Soient en effet d 3 0 trois symboles de différenciations. On voit
que si XYZ sont trois intégrales d’'un des systémes (s), on peut écrire

3X 38X 38X
X 3X 3X

8Z 3X 3Y | = 3% Sy X | 3z 8z 3y (17)
dX 3X 3X

0Y 0Z 6X Sy 5z 5% Oy 0z Oz

On déduit de cette expression que les transformations (23)
conservent A la fois ’expression ds? et ses formes polaires :
dX [8X® — 8Y 5Z] + dY [8Y?® — SZ 8X] + dZ [3Z2 —8X 8Y]  (18)
dX [23X0X —3Y0Z —0Y dZ]
+dY [28Y0Y — 8Z6X — 0Z 5X] (19)
+ dZ [28Z0Z —3X0Y — 06X 3Y]
les expressions
S dx (3z2 — 3y dz) S dz [ 320z — S8y0z — Oy dx] 19"
&S (59)° a5 3568 (19)

sont aussi invariantes pour les transformations considérées. C’est une
propriété analogue & l'invariance de l’expression :

dx 3z -+ dy dy
Vdz? + dy? \/3z2 + Sy?

Remarque 1. — Si X, Y, Z étant intégrales de ’'un des systémes (S)
on a

3 33 3X 3X 3X 3 3 3
8z 8y 3z 3z Jy Oz 3X 5Y 3Z
338 8| _[3XaXaX| |33 8|y
oz oz Oy dz dr dy dZ 3X dY
d 33 X 3X X 3 3 38
Sy 3z 8z Jy ¥z Bz 3Y 3Z 35X
Remarque 2. — Les propriétés d’invariance appartiennent aussi &

Pexpression :
d 62 = (dy 8z — dz 8y)® + (dz 8z — dx dz)® + (dx Sy — dy dx)®
— 3 (dy 8z — dz 8y) (dz dx — dz 3z) (dx Sy — dy 3z) (20)
si on pose
z=pP (6, ¢)

y=¢0 (6, )
z=pR (6, 9),
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on obtient :

d 6% = o (dB 8 — do 36) + p* (dop Sp — dp 3¢) + p° (dp 36 — db 5p)

— 2 0% (dO S — do 30) (de 3p — dp d¢) (dp 36 — db dp) —

III. — COMPARAISON AVEC LES FONCTIONS HARMONIQUES

8. On sait que les permutations des lettres z, y, z, laissent inva-
riant A; U c’est-a-dire géométriquement que la droite x = y = z joue

le role d’'un axe de répétition d’ordre 3.

Faisons donc un changement d’axes tels que les nouveaux of étant

portés par la droite x =y =z.
Nous pouvons prendre [2]

E=(z+y—22) 5"2‘“=Rcosw

3. .
n:(y—w)Tsma = Rsinw

{=(x+y+z)cosa

Ecrivons la premiére et la derniére

1
($+y)§—z=si§1cx

z+ytz= 4

T cosa

d’ou, en additionnant
2
rt+y= g(

de la deuxiéme on tire

A

sina ' cosa

S . §
\/3sin &
Nous pouvons calculer trés aisément
_ & " 4
= 3sina \/gsina+3cosoz
__& 7 g
Y= 3sina \/Z;)sinoc 3cosa
RE ¢
2= "3Fsma T 3cosa

(20")

(207)

Nous allons interpréter les fonctions P (0, ¢), Q (0, ¢) et R (0, ¢

dans ce systéme de coordonnées.
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D’aprés les formules 5 et 7 :
sin «
E=p b
€0+ |- e0+7Q L eP0+iP |- 0+ | j26/0+7P |- joi*0+iP—2e0+P—2jei0+7P— 22045
3

£ sinae®+7e (14 j2—2j) 4+ er0+19 (1 4 j—2/2)

et comme . .
1+ 52 =—]
L+j =—j*

sin o jeid + 1@ |- j2¢i*0 + i
E='—P b}

V3
2

O+ P4 j2e0+70 |- jei'0+1P—eB+ 1P —e0+ip—eb+ @
3
.= psinsina (1 —j2) e®+70 4 (1—j)e0+i
3ebd+P 4 (14742 e+ (1 4-j 4 j2)er0+i9
3

n=p—sina

{=pcosa
{=pcosaeb+® parce que 1 +j+j2=0

tirons R et o de ces formules ; il revient :

Re=E2 b==£s4£13(j= €210+ 1) - 42070 +19) - 23600+ + Pl + )
p?sin®a ci O 8\ st O g TS
+ g (144 —22) e200+79) f (14 2~ 2) PO +19) 4 2(1— j2— 4 j°) e~ O+ ) =
__pisin’a
12

[(B72+ 1+ 4—2j2) 20+ 70)+ (34-+ 1 + j2—2) €70+ i9) + (8 3+ 22 2—2]) e~ O+ ]
et comme :
142+ j =0cet =]
8j°+2—2 (j*+)) =12
R2 = p?sin? qe—0+9) (21)
1 (jP—1)e®+re4 (j—1)el0+io

_1__ 1
tgw = 13 V3 jed+ e 4 j2err0+19

et comme j¢ =
(j—1)(j +1)el0+ro 4 er0+ip

tgw=— 3/* jPebtre Lttt
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ou encore j + 1 = —? ,
Kl +i \/_§> 06— + @li— —1
(i—1)\2 2
Y P TRV
I (§ + iT) Oi—M—@l(i—m 4 1
et comme I .
. 3, 2(v3) . 1,.V3
]_1_1_21—__*_1 (\2 ) et’z_l2<§+l.\_é:>
on a [\/39 ot 41:
tgw = —1
=1 — o)+ 4T
et[\/s(e P+ 3]+1
d’ou

V3

2
w=—5 (0—eo) +—3—Tc+k-n:

(22)

Dans 'expression (21) si on fait 6- + ¢ = constante on trouve des

cones de révolution d’axe oC.

De méme, si dans I’expression (22) on fait 6 — ¢ = constante on

trouve des plans.

On peut trouver les expressions § 4 ¢ ,0 — ¢ en exprimant P (0, ¢),
Q (6, ¢) et R (0, @) en fonction des lignes trigonométriques, on a d’abord :

Hrre_ 0(F-D—e(+%) _ (39 +Fe-o

Jotie_ —0(+iR) +e(02-]) _ —(%42)-Fo-o

done, on a :

0+ V3 0+o), ,v3
0+‘P+e—( )+|?(0~<P)+e-—<—2—?)+1?3(9-—9)
P(0,9)= . =
V3 V3
0+ +igO—9) , —iGg O
ee+9+2e_<_22> <e : te >
_ 2
o 3
Q8 0)= =

3

2

sC V3
0+ 0—9) —ig(0—9)
ee+<P 26—(—{?) < +e )

3
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R(e, ?) =
0+e), .v3g— / 0+o) .v3
PARRS <i—\§_l> e*( 2 )““Sé(e ?)——(%+ 1£> e‘( 2 )—"z O—e
= 3
V80 2iT Y3 2T
0+e_ o ~eiﬁ(@ R N L >
e —e
— 2
3
et finalement
TP L0, 0T [g(e__@)]
P(0,9)= 3
—(4fe 3
ee+q)—|—2e ( 2 >cos [%3(6——@)—{—%’:]
0(6,9) = - (23)
—(8te
e6+?+ 2e ( 2 )cos [@-(O—cp)—{—gf]
R(6. o) — 2 3
( 1(P) - 3
ce sont les formules données par APPELL.
9. De méme que :
ds? = dx? + dy? (24)
AyZ =r+1t=0 (?5)
r: =z? 4 y? (26)
sont des cas particuliers de ’espace généralisé [1],
ds? = 9. d:lti da:,- (24')
AyZ=K(rt—s?)+Ar+Bs+4Ct+4+ D (25")
rt = g,i]' T Ty (26’)
existe un espace plus général sous la forme :
ds® = g, da; daj dacy, (247)
! SSU »
A*U=g" s 52: 57, 52 (25%)
rd = g" T; T, Tg; (267)

{1] Voir mon ouvrage Sur la métrique angulaire des espaces de Riemann (Téhéran, 1938 .

ABBAS-RIAZI KERMANI 2
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que dans le cas tout a fait simple donne 'espace attaché a ’équation
de M. P. HUMBERT en prenant

= g111 = 222 = Js3s = 1
=y G221 = G112 = a1 = Grea ... =0
Tx=2 Gas1 = 123 = Ja12 = — 1
J132 = G213 = Ja1a = 0
on obtient
ds® =dz® 4 dy® +dz* — 3 dx dy dz (”4'"")
33U U  #U 33U .
AU=5zm+55+55 " 3zoy5: (2"}
r3=g%+4 y® + 22 —3 xyz (26""")

On voit que, dans le cas actuel, les expressions (24''") (25'"') (26"}
et les 3 fonctions P (0, @), O (6, ¢) et R (0, ¢) jouent le méme role que les
expressions (24), (25), (26) et les 2 fonctions cos 0, sin 6.

Ces fonctions P (0, ¢), O (0, ¢) et R (0, ¢) satisfont aux équations
différentielles (9) qui suffisent & les caractériser si ’on ajoute ces condi-
tions que

P(0,0) =1 0(0,0) =0 R(0,0) =0 (27)
et qui sont analogues aux équations différentielles les fonctions
S =sin
C=cos x
avec les conditions
dC =S dzx|
dS = |G dz| (28)
C0)=1
S(0)=0

Les propriétés des fonctions (P (6, ¢), Q (0, ¢) et R (6, ¢) permettent
d’'imaginer un calcul de quantités complexes dans l’espace, dans lequel
le produit des deux quantités représentées par les points

z=pP (0, ¢)
M < y=p0 (6 9)
z =pR (0, ¢)
z, =p1 P (04, @)
M y1—91 (11‘?1)
(

2, = 91 01, (PI)
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serait la quantité représentée par le point ayant pour coordonnées

X =pp, P (0460, ¢ + @)
Y =pp:0 (646, ¢+ i)
Z=0pp:R (646, ¢+ ¢,)

10. Remarque 1. — ds® = g,, dz, dz; est la forme quadrique fon-
damentale, c’est d’elle que procédent la géométrie métrique et la
gravitation.

Remarque 2. — r? = g;; x; z; c’est la distance de deux points dans
I’espace & n dimensions.

Remarque 3. — L’équation K (ri —s2) + Ar+Bs +Ct 4+ D =0
que nous dirons étre du type BuckLAND en laquelle chacun des coef-
ficients K, A, B, C, D est d’abord considéré comme une fonction abso-
lument quelconque de z, y, z, p, q.

Il y a des équations de MoNGE-AMPERE des surfaces qui admettent
les intégrales intermédiaires.

Comme I'équation de MONGE-AMPERE, des surfaces dont le réseau
des lignes de courbure toujours orthogonal sur la surface donne,
aussi par projection sur oxy un réseau plan orthogonal.

Cette équation admet l’intégrale intermédiaire p2 4 ¢* =f (2)
p*—q?) s—pq (r—1) =0.

Et I’équation ri — s? = 0 qui admet également p = f (¢) comme
intégrale intermédiaire.

Et I’équation r 4+ ¢ = 0 qui n’admet pas l’intégrale intermédiaire.

Remarque 4. — Les expressions (9) et (27) nous conduisent &
étudier les n fonctions y,, y, ... y, des (n — 1) variables indépendantes
&y, Ty ... Tn—, définies par le systéme suivant d’équations différentielles.

dy, = ysdz, + ysdz, ... + y, dx,_,

....... (29)

avec les conditions, qui achévent de déterminer les fonctions de fagon
que toutes s’annulent pour

T=2g3...%Lpy =0

sauf une d’entre elles, y, qui devient égale a ’unité.
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Il résulte des équations (76) que chacune des fonctions « y » satisfait
aux relations suivantes

y_ 'y 3y _
ozt~ O"xy S Y

Ces fonctions liées par la relation algébrique :

Yi Yo Yn—
Yn U Yn—s
3
yn—l yﬂ yﬂ— — 1 (30)
Y Ys U1
analogue & la relation
C S
s o=t
qui lie les fonctions C et S.
Les valeurs z;, z, ... z, de ces fonctions relatives aux valeurs
z, +a'y, 22+ 2’y ... oy + T'yn—y ... des variables s’expriment algé-
briquement d’une maniére simple, en fonction des valeurs y,, ys ... Yn
correspondant aux valeurs z,, x, ... 2,_, des variables et des valeurs
Y'1,Y's .. Y'ny correspondant & z'y, 'y — 2'_,;,0n a:

Zi=UY1+ YU+ YsY'na .. UnY's
Za=Y1Y2+ Y2 Y"1 + Ys¥'n UnY's
n=Y1Y'n + YY1t Ys¥ne +Ynys
Toutes ces propriétés peuvent se démontrer sur les équations diffé-
rentielles (29) ou au moyen des expressions des fonctions y, en sommes
d’exponentielles obtenues de la fagon suivante ; soit « o« » une’ racine
de V'équation u” =1.
Multiplions les deux membres de la 2¢ des équations (29) par « ceux

de la 3¢ par a2 et ainsi de suite, ceux de la derniére par o,,; et ajoutons
membre 4 membre, nous aurons :

dys +oys ... +ar"1y,) =
=t oays... +a"ty)d(e" e+ a2, ... dEy—,)
d’ou

Yitoays+ ... +ot”"1y,,=e°‘"_lzz+ a' ", +oz,_q
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Si I'on remplace o successivement par les autres racines o, o,
o,y «; étant égale & «f et o une racine primitive, on a :

Yitoays + ... Farty, = m +a" +0zy_y
Y1+ oz Ys F oty = el ++ e T ,
Y1+xs Y + oty = ean— Lz, =+ o« t+W%zy1  (31)

Uity +Yn =entn + -1

En multipliant, membre 4 membre, toutes ces équations et remar-
quant que le produit des seconds membres est égal 4 'unité, on obtient
la relation algébrique (30).

Les expressions précédentes des fonctions « y » permettent de démon-
trer qu’elles possédent (n — 1) groupes de périodes conjuguées.

Considérons a cet effet, les fonctions des variables qui entrent en
exposants dans les seconds membres des relations (31) et posons

a Iy + an 2, 4+ Tn-1=qp
les n équations
e1=0 =0 @r=2ni @, =0 @=—2mi

(ot ’'on considére comme inconnues , x, £,,) sont compatibles car on
a identiquement

1+ —  +oen=0
On peut donc les réduire aux n — 1 premiéres.
Soient

E.»lk Ezk En—lk

Les valeurs de x,, x,, =,, tirées de ces équations; ces valeurs
forment évidemment un groupe de périodes conjuguées, comme
Vindice £ qui marque le rang de la fonction ¢, qu’on égale a 2 =i, pent
prendre toutes les valeurs depuis 1 jusqu'a (n—1), il y a (n—1)
groupes distincts de périodes conjuguées. Il est aisé de s’assurer que, si
I’on forme un tableau de ces périodes en écrivant dans une ligne horizon-
tale, les périodes d’'un méme groupe et dans une ligne verticale les
périodes correspondant & une méme variable, on obtient un déter-
minant symétrique.

Ce préliminaire nous aménera, au chapitre suivant, & introduire un
espace ou la nouvelle notion d’angle sera défini & partir de la premiére
des expressions (12) et la distance de deux points par la racine cubique
de l'expression (24'"").



CuariTrE II

11. Définition. — Soient deux points infiniment voisins M (z, y, z)
et M’ (z 4 dz, y + dy, z + dz) [3].
Nous appellerons distance entre ces deux points la quantité

dS=:{/dx3—|—dy3+dzs—3dmdydz

Si nous cherchons le plus court chemin entre les deux points M et M,
Pintégrale S qui fait connaitre la distance MM’ mesurée le long d’un
arc de courbe quelconque, s’écrit :

S=ﬁw\/1 +y*+2 =3y 7 dx

I’équation principale nous fournit le systéme d’équations différentielles

dy dz
-&;—a d—x'=b

ol, a et b sont deux constantes. En intégrant, on a :
Yy—yo=a (z—ax,)
z—2zog =b (x—x,)
ou
Y—Yo_ Z—2 T—X
a b T 1

Les équations générales de ces courbes s’écrivent :
LT—To _Y—Yo_Z—2
o e Y
ol Zo, Yo, Zo, &, 3, Y sont des constantes qu’on déterminera en écrivant

que la courbe passe par deux points M et M’. Nous leurs réserverons
le nom des droites.

(32)

Théoréme. Le lieu du point M, dont les coordonnées z, y, z,
vérifient un systéme de deux équations distinctes du premier degré est
une droite. En effet, supposons d’abord que ce systéme soit de la forme :

T—xo _Y—Yo_ 2—2

o g Y

(32))
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Zo, Yo, 2o, &, B, v étant des constantes, ces constantes définissent deux
points M (z,, yo, 20) M’ («, B, ¥) et par suite une droite A menée par M
parallélement &4 A’ M. D’aprés ce qui préceéde, cette droite (A) est bien
Ie lieu des points M dont les coordonnées satisfont aux équations (32).

Supposons maintenant que ce systéme soit formé de deux équations
quelconques du premier degré

Az +By +cz +D =0 33
Az +By+c¢z+ D' =0 (33)
Ces équations étant distinctes, on peut les résoudre par rapport a

deux des coordonnées z, y par exemple et par conséquent mettre le
systéme sous la forme

z=mx + h
y=nx +k

ou enfin, en vertu de la convention des proportions :

(33)

z—h y—k z—v
m ~— n = 1

On retrouve, ainsi deux équations de la forme (32) et le théoréme
est démontré.

Condition de parallélisme de deux droites. — Soient A et A’ deux
droites d’équations

T—xy Y—Yo_ Z—2
* 8 Y
r—z'y _ y—Uy' =z—-—-z’o
al ﬁl .YI
Considérons les paralléles § et 8’ menées par l'origine. Le premier &

passe par l'origine dont les coordonnées sont toutes nulles. La direction
est définie par le méme point M (a, B, y) que A. Ces équations sont donc :

Cela étant, pour que A et A’ soient paralléles, il faut et il suffit
que 3 et &' soient confondus ou encore que le point M’y (&' B’ y’) soit
sur 3§, d’ou les conditions cherchées :

En langage ordinaire, pour que deux droites soient paralléles, il
faut et il suffit que leurs coefficients directeurs soient proportionnels.
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Les équations générales des droites issues de 1'origine sont en particulier
Yy z

« By
Nous appellerons plan, la surface d’équation
Az +By +Cz+D =0
ou A, B, C, D sont des constantes arbitraires.
Soient les deux plans P et P’ d’équations
Az +By +Cz +D =0
Axz+By+Cz+D' =0
Pour que deux plans définis par leurs équations soient paralléles,
il faut et il suffit que les coefficients de z, y, z, dans ces deux équations,
soient proportionnels. D’aprés ce qui précéde, la génération du plan
fera l'objet des mémes remarques qu’en géométrie Euclidienne a
3 dimensions.

12. Définition. Soient deux points M, (x, y, z), M, (z, y, z,) il
passe une droite et une seule par ces deux points.

——>
Nous appellerons distance M; M, la longueur du segment de
——
droite M, M,

—
M; M, =V (2, —2)* + (41— y)* + (21— 2)* — B (2, — @) (4, — y) (22 — 2)
Cette relation donne lieu a l'identité
—— —
M,M,+ MM, =0
Comme dans la géométrie Euclidienne.

Soient deux points distincts. Leur distance est en général différente
de zéro ; leur distance est nulle si les deux points sont situés dans le
plan d’équation : x + y + z = Cte,

La méme propriété appartient aux plans d’équations

T +jy +j2z=Ce
z+ jy +jz =Cte

Ces trois familles de plans jouent donc ici le méme rdle que les
droites

x + iy = Cte
z— iy = Cle

On les appelle droites isotropes, on peut vérifier que la distance de
deux points quelconques appartenant 4 ’'une de ces droites est toujours
égale a zéro.

On appelle en général, droites isotropes issues du point (x4 y, 2,)
les droites qui joignent ce point aux points cycliques.
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Prenons le point M, (x,, y,, 2,). Le lieu des points situés & une dis-
tance I de ce point sera la surface d’équation

(2 —20)° + (§ —Y0)® + (2 —20)* —3 (z —Zo) (y — Yo) (2—20) =12
Distance d’un point & l'origine : si on fait x, = y, =z, = 0, la
distance d = OM d’un point M (z, y, z) 4 l'origine est
d=\/m3+y3—|—z-"—3xyz

13. Considérons un point M (a, b, c), d’aprés les formules (7) on
peut écrire :

et d’aprés ce qui précéde la distance OM = p peut donc s’écrire :

P(0,0)=

a
Va3+b’+cs—3abc
b
Va3 + b3 + c® —3abc

_ ¢
Va® + b3 + ¢ —3abe

On dira que I'on a les cosinus directeurs d’ApPELL de la droite OM
plus généralement les expressions (34) définissent les cosinus directeurs
d’APPELL d’une droite de parameétres directeurs a, b, c.

Q(0,9)= (34)

R (6, ¢)

14. Angle de deux droites. — Soient (A, A’) deux droites de coeffi-
cients directeurs a, b, c et a', b, ¢'.

Désignons par P (6, ¢), O (0, ¢), R (6, ¢) et P (6", ¢7), O (6, ¢),
R (0, ¢’) les angles qu’elles font respectivement avec les axes de
coordonnées. Ici, nous ferons appel & la fonction (P (6, ¢) 6’ ¢') ; mais
cette fonction n’étant pas paire nous considérons & la fois les deux
expressions :

P —6,¢'—¢)et P (-6, g—0¢)

et nous appellerons angle de deux directions I’ensemble des deux quan-
tités 0 — 0’, ¢ — @’ ou les s1x quantités a, b, ¢, a’, b’, ¢’ sont connues
d’apreés les formules (13) et (34)

, , a(@?—b'c')+b(b'*—a'c') +c(c’2—a'b')
PO—0,0—9¢)=7
\/(ara + b3+ c'*—3a' b ¢')(a®+ b® + 3 — 3 abc)?
(35)

a' (a® — be) + b' (b2 — ac) + ¢’ (¢* — ab)

P(e'—e1 (P,—'CP)= 3
V(a4 b3+ c'*—3a' b c')(a® + b* + c2— 3 abc)?
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En géométrie Euclidienne plane la condition de perpendicularité
de deux droites A, A’ est cos 6 = 0.

Par analogie nous dirons ici que deux directions sont orthogonales
au sens d’AppPELL lorsque on a en méme temps :

P6—6,0—9¢)=P (60—06, ¢'—¢)=0 (36)

15. Soit une droite donnée (A). — Pour trouver les droites ortho-
gonales au sens d’APPELL & cette droite, on doit résoudre les équa-
tions (36) qui s’écrivent encore

a (a'2—b'c')+ b (b'2—a'c’) + ¢ (¢'*—a'd’) =0 (36')
a' (a® —bc) + b' (b2 —ac) ¢ (2 —ab) =0
ou a, b, ¢ sont les données, a’, b’, ¢’ les inconnues.

En géométrie Euclidienne 4 trois dimensions, la premiére équation
représente un cone du second degré ayant son sommet & l'origine et la
seconde un plan passant par l'origine. Il y a donc, au plus deux solu-
tions réelles qui sont

a =b b =c ¢ =a
a =c bl=a C’=b

(37)

et qui vérifient le systéme. On en déduit que ce sont les solutions
cherchées.

Théorédme. — Par un point d’une droite on peut élever & cette droite
deux perpendiculaires, au sens d’APPELL et deux seulement.

16. Etant donné les trois droites A, A’ A" issues d’'un méme point
et dont les paramétres directeurs sont respectivement :

o =a B =0b Y =c¢
o =c B' =a Y =b (38)
o =1b B"=c Y =a

Ces droites prises, deux 4 deux, vérifient les équations (36’).
Elles sont orthogonales au sens d’ApPELL, on dira qu’elles cons-
tituent un triédre trirectangle au sens d’APPELL.

17. Transformation ne déplagant pas l'origine. Supposons que le
premier systéme d’axes ox, oy, oz et le second systéme oz’, oy', oz,
aient la méme origine o.

Prenons comme données du probléme, les cosinus directeurs de
chacun des nouveaux axes par rapport aux premiers, les cosinus dont
les valeurs sont représentées dans le tableau ci-contre ou la premiére
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ligne (par exemple) indique que ’axe oz’ a pour cosinus directeurs P,
0O, R par rapport aux axes oz, oy et oz.

oxr oy 0oz
o' | P(6,9) Q5 ¢) RO, ¢)
oy’ |R(6,9)|P(6,9)]0Q(0 ¢)
oz’ | Q(6,9)|R(6,9) PO o)

La notion de parallélisme étant conservée, on peut appliquer le

théoréme des projections. On en déduit les formules de changements
d’axes :

z=z'P 0, ¢)+y RO, ¢)+2 0 (0, ¢
y=2'Q0 0, ¢)+y P06 ¢)+2R (0 ¢) (39)
z=2'R 6,9 +y 00 9 +2P (0 e

18. Transformation générale. — Supposons que les deux sys-

témes d’axes oz, oy, o0z, 0'x’, 0'y’, o'z’ soient quelconques.

La transformation de coordonnées peut étre effectuée par deux
transformations successives : la premiére amenant par translation,
lorigine o en o’ et les axes oz, oy, oz en o'z,, 0'y,, 0'z, la seconde ne
changeant pas l'origine o' et faisant passer de ce dernier systéme
au o'z', o'y’, o'z’ dans ces conditions. Si I'on désigne par z, y, z, les
coordonnées d’un point quelconque M dans I’ancien systéme, par z’,
y', 7', ses coordonnées dans le nouveau et par x,, y,, z; ses coordonnées
dans le systéme intermédiaire.

Les deux transformations successives se font en appliquant la
régle de la géométrie Euclidienne

rx=a+ x,
y=>b+uy
z=c¢ -+ 2,

ou abe sont les coordonnées : par rapport oxyz, on en déduit les for-
mules cherchées

zr=a-+2a' P (00, ‘Po) +y R (Oo, CPo) +z'Q (601 <F’O)
y=>b+z' Q (8, @) +y' P (00, o) + 2 R (00, Po) (40)
zZ=¢C + x' R (eo, (Po) + y, Q (607 <Po) + z' P (601 ?0)

sur lesquelles nous nous bornerons & faire cette remarque essentielle
que x, y, z sont des expressions du premier degré en z', y', et z'. Les
constantes a, b, ¢ définissent la grandeur de la translation et les cons-
tantes 0,, ¢, 'amplitude de la rotation.
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En posant QR =Po
Q2 —RP =R?
R*—PQ = Q°

multiplions les deux membres des expressions (39) respectivement
par P°, R® et Q° on obtient en ajoutant :
zP® 4+ yR® 4 zQ° =z’
De la méme maniére en multipliant par Q° P°¢ et R°® et aprés
par R?, Q° P9 on trouve y’ et z’, de sorte que :
z' = xP° + yR® + zQ°
y' = zQ° 4 yP° 4 zR® (41)
z' = xR 4 yQ° + zP°
de l'identité
z+y*+22—3ayz=(+y+2) (c+jy+j*z) @+ ]y +j2)
= (@ +y +2) P+O+R) (@+jy+j2) (P+/O+j*R)
(@' +j*y" +j) (P+j*Q+R)=a®+y?*+2°—3a"y' 2
on déduit que la distance d’un point M & I’origine est invariante par
ce changement de variable. Il en est de méme de la distance de deux
points quelconques.

Si on considére une droite de cosinus directeurs P (0, ¢), QO (0, ¢)
et R (0, ¢) un point M de cette droite situé & la distance p de l’crigine
a pour coordonnées dans le triédre oxyz, pP, pQ, pR.

Ses coordonnées dans le triédre ox', y’, z’ seront d’aprés (41)

z' = pP (0, @) [P? (8, ¢o) — R (B, 94) O (6 o ®0)] + p0Q
[Q2 (60 p0) — P (80 90) R (86 90)] + pR [R2 (6, 90) — P (65 94) Q (60 90)]
ou enfin 2 = oP (0— 6o, © — )
y' =09 (0—0, 0 —q (42)
7' =pR (6 —0o, 9 — ¢,

Les arguments des cosinus directeurs d’une droite quelconque se
trouvent ainsi tous diminués d’'une méme quantité 0,, ¢,, on en déduit
que I'angle de deux directions tel que nous 'avons défini est invariant
par le changement de variable (39).

19. Composition des vitesses. — Prenons maintenant dans la for-
mule (40) a, b, ¢, 64 ¢, variables et dérivons par rapport au temps [4]

< +2 dl+y(fil?+z d?>+< dl+R +th>
< +£'?ﬁ+ d1+'ill?> (deJrP +Rdl> (43)

=(d—1+x'tz—5{+‘ @+ T) (R PG
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Les premiers membres de ces formules représentent les compo-
santes suivant les axes fixes de la vitesse absolue de M, les premiéres
parenthéses des seconds membres qui sont les résultats de la dérivation
de z, y, z en traitant z’, y' z’, comme des constantes, c’est-a-dire en
supposant M lié au solide, représentent les composantes suivant les
axes fixes de la vitesse d’entrainement de M, enfin les composantes
de' dy' dz’
it dt die
on voit que les deuxiémes parenthéses des seconds membres repré-
sentent les composantes suivant les axes fixes de cette vitesse relative.
Les formules (43) expriment donc le théoréme suivant :

Dans cet espace la vitesse absolue d’un mobile est la résultante de
sa vitesse d’entrainement et de sa vitesse relative.

suivant les axes mobiles de la vitesse relative de M étant ——

20. Composition des accélérations. — Une premiére dérivation par
rapport au temps des formules (40) nous a conduit aux formules (43)
exprimant le théoréme de la composition des vitesses une seconde
dérivation nous donne :

%=<%+$'%+ djz?*‘z d;t?>+< dc:P +REY ar L+ dt*)
+2(G T+ di?Jr%”Z—?)
%=<%+x'%+yddzf+zd R) <Q e +sz;lg +Rg¢;t_:'>+
+2(GE+ T %%

‘fi’ (lgtz"" ddt’B+ dd1?+z d12>+< ar T+ oG a+ dt:,>+
(G T+ aaraa) (44)

Les premiers membres de ces formules représentent les compo-
santes suivant les axes fixes de 1'accélération absolue du point M ; les
premiéres parenthéses des seconds membres (qui sont le résultat de la
dérivation de z, y, z en traitant, ', y', z’, comme des constantes, c’est-
a-dire en supposant M lié au solide), représentent les composantes,
suivant les axes fixes de ’accélération d’entrainement de M. Les compo-
santes suivant les axes mobiles de I'accélération relative de M étant
d2z’ d*y’ d2z’
e deE o de
membres représentent les composantes suivant les axes fixes de cette
accélération relative. Enfin, les derniéres parentheéses des seconds mem-

on voit que les deuxiémes parenthéses des seconds
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bres représentent les composantes d’un vecteur appelé accélération
complémentaire de M les formules de (44) expriment ainsi le théoréme
suivant.

L’accélération absolue d’un mobile est la résultante de son accélé-
ration d’entrainement de son accélération relative et de son accélé-
ration complémentaire.

21. Pour interpréter les formules (43) d’une fagon simple, cherchons
les projections de la vitesse v sur les axes mobiles projections que nous
appelons vz’, vy, vz,

On a évidemment :

vz’ = v, P° 4+ v, R® 4 v, Q°
vy’ =, Q° 4 v, P° 4 v, R° (45)
vz’ =v, R® 4 v, Q° 4 v, P°

Calculons les seconds membres en y remplacant v,, v, v, par les
expressions (43) et en remarquant que les quantités telles que

P“%JrR”dQJr °——=0
0 ddlj+P +Ro—% Q =0 (46)
dQ dP

F+ 00+ ol =0

sont nulles en vertu des relations
P34+ Q03+ R3—3PQR =1
R34+ P3+03—3RPQ =1
Q*+ R34+ P3—3QRP =1
Puis tenons compte des relations
PPR+0Q0°Q+RP=0
Q°P +P°Q + RRR=0 (47)
R°R+4+Q°P 4+ P°Q =0
Nous trouvons ainsi

049

d db d
vx'=P°7‘1’+R°g,-+Q°§,+z'< Y R dt)+

: d9Q
+y< A +R°dz+0 )

d dpP
oy = Qoo 4 po +R°7:+w’<Q°E+P R+ @

+ZI<Q°%%—) TR tii?)
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, oda _db _de dQ
+z' <R°——+O dQ >

Remarque. — En dérivant les conditions des perpendicularités (47)
on a :

/ dpo dQo
( dt+R dt+Q dt) —(Q-ar +RET dt "+ P Q) (p)

_< TG R dt> < R +Q%G +P dt>‘=‘(')

(P‘ @ T dt+P°dQ>*—<R%+PdOO +9Q dt>—(q

22. Composantes de la rotation instantanée en fonction des cosinus
directeurs d’Appell. — En désignant par p, ¢ et r les composantes de
la rotation w avec

p*+¢* +r*—3 pgr = w?
nous allons trouver leur expression en fonction P, Q, R

En effet considérons sur ox le point M tel que oM = 1. Ses coor-
données relatives sont P, R et Q. Comme il est fixe dans I'espace, sa
vitesse absolue est nulle de sorte que l’on a :

a0 —rR=0

dQ—}—qR—rP 0 I

dR

dR
W+TP_PQ=O

o 4r0—pR=0 I (49)
d .

7? +rR—pP=0

£+pR~qP=0

dR

dt +pP—q¢Q=0 II1

E +pQ—qR=0
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Les deux autres groupes s’obtiennent d’une maniére analogue par
les considérations des deux autres points homologues sur oy et oz.
Cela posé, multiplions le premier groupe de la formule (49) par R?,
Qo, Po et aprés par Q° P° R et ajoutons membre 4 membre. En
tenant compte des relations (47) il vient :

@ oI ool | podR @ 24410 (Q*—PR)+ R (R*—PQ)+-P (P —QR)]=0
QOE 4 podd dQ +Ro —r[R(R2—PQ) 4P (P*—QR)+-0Q(0* —PR)]=0
d’ou

<R° —+0Q° Q =+ Po >

(50)
dQ
SNCE g )

En multipliant le deuxiéme groupe des formules (49) respecti-
vement par P, Ro, Q¢ et aprés P, R9, Q° et ajoutant membre & membre,

on a :

0

podR | ptP +Q°d?+r[ P(P*—QR) 4 0 (Q'—PR)+ R (Re—PQ)]=0

R ol a s+ P2 100" —PR)+R(R*—PQ)+P(P*—QR)]=0
d’ou
d
p= (Ro ot dt+P° Q)

,dR ,aP dQ

De méme, en multipliant le troisiéme groupe des formules (49) respec-
tivement par Q°, P, RO et aprés par P°, R, Q¢ et ajoutant membre &
membre, il vient :

082 pollt ,+R° +p{ (R*—PQ)+P (P*—QR)-+Q(Q*—PR)]=0

o2 e goZP g P (Pr—QR)+0Q (Q*—PR)+R(R*—PQ)]=

(50

d’ou
dR

Q

(507)
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En tenant compte des relations (50), (50’), (50”), et pour simplifier
Pécriture, posons :

da db de
oy = POEE -+ Rom_ +Q°d_l

da db de
vou,=Qom +POE _‘__Roa

de

da db
vy = RO + Q05 + Py

(v°, v, v% désignant les projections de la vitesse v° du point O sur
]es axes mobiles) les relations (48) s’écrivent :
vy = 0% + g7/ —ry’
vy = v% + rz’ — pz' (51)
vy = 0% + py' —qx’

Pour interpréter les formules (43), considérons le vecteur j ayant
pour origine le point M et pour projection sur les axes fixes les quantités :

. ofdz'dP  dy' dR | dz'dQ
”_2<Wd_l 71771?+“a7w>
. _o(dz'dQ  dy'dP  dz' dR
fv—z(Werm d:+mw> (52)

. _ofdz'dR dy'dQ | dz'dP
=G @t atrTa)
Cherchons les projections de j' sur les axes mobiles j'z, j'y, j'z
on a:

]:Iz' = Ppo j’z + Ro j’y + Qo ilz
i'v =0Q%'= + P°jy + R, (53)
f’z’ = Re ].Ix + Qo j,y + po jlz
En substituant les valeurs j';, j’, et j', dans (53) et en tenant
compte des relations (46) et (50), (50), (50”), on trouve :

. dz' dy’
iv=2(aG —%)
PN dx’ dz'
Fv==\""a—P E)

. dy’ dx’
j'# =2 <P'ﬂ‘_‘I“d‘l‘>

Ce qui montre que 'expression de l'accélération complémentaire
est la méme que dans I’espace Euclidien 4 3 dimensions.

(54)

23. Accélération tangentielle et accélération normale. — Si on

ABBAS-RIAZI EERMANI 3
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considére la courbe comme trajectoire d’'un certain mouvement
d’équations :

z=z (I)
y=y i
z =12z ()
ds
On aura en posant v="15
de _drds
dl “dsar— *
dy dyds
A —dsdl Bo
dz dzds

dal  dsai — Y
En dérivant une autre fois
do_ do da_ do duds_ do | da
=g tta=catiasa=*at"s
mais d’aprés la formule (85)
de _ o,
ds — R
d*zx o
a = m+"
d*y [3’
= de +U'R
d2
ZT“‘de'*”ZY

d...

!

En multipliant respectivement par «?, #°, y° et aprés par «?, g%, y%
et enfin par «®”, 897, v*” en tenant compte des relations

@ 4B 4y —3apy —I
' + B 4yt —3a B Y =1
"t B 4yt —3a" B’y =1
a (02 —BY)+B B*—ye)+y (¥ —aP) =

@ (o —BY) + B (8 —y'w) + v ('t — B’
«(a —B7) T B (B —ay) 4y (g —aB) -

« =at —By

........
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on trouve :
dv d*z
L= =25 d12 P+ dzz R
A U R 56
N RT 12 12 Y diz ( )
dz

Pb—O_ao" diz +B” 12+

L’accélération I' peut donc ici encore étre considérée comme résul-
tante d’'une accélération tangentielle et d’une accélération normale.

24. Revenons maintenant aux transformations (39) et considérons
un systéme d’intégrales :

X (z, y, 2)
Y (z, y, 2)
v

(x, y, 2).

I

X
Y
Z

De 1'un de ces systémes, soient

X (x4, 2) =a
Y (z, 9, 2z) =B
Z (xi Y, Z):Y

(olt « B v sont des constantes arbitraires), les équations des 3 familles
de surfaces ; les équations des plans tangents respectifs en un point M,
(o Yo zo) sont (les notions de contact étant conservées) :

X 3X X

Sz (E— %) + 5, (0 —80) + 5, (2—2) =0
Y Y Y
‘8;(73——%)-!-3—!](!1— o)+§(z—zo)=0
dZ 3Z

g(m“—xo)‘l‘b\_y(y )+ Sz (z—zo) 0

les coefficients directeurs des arétes du triédre formé par ces trois plans
sont :

3Y 8Z 9dY dZ 3Z 83X dZ 38X

b s i LB 7R TRAS i el
YOI SYMZ_, X MX_,
3z 8z Oz 8z dz 8x dx 8z
3Y 3Z 3dY 8Z 8Z 83X dZ 83X

Ty e —° Sy oyss =
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3X3Y XY
dy 3z 8z dy
3X3Y 3X3Y
Sz Sz 5z oz ! (56)

83X 3Y X dY

dz dy E‘&:c

Si on pose
xa (TP (X e
T\ 3z dy Oz ~\dy 3z dx
o (X} _3X X
T\ 9z dx Oy

les paramétres directeurs dans le cas du systéme (S,) peuvent encore
s’écrire :

X Z Y
Y X Z (57)
Z Y X

Et dans le cas du systéme (S,) nous aurions des résultats analogues avec
les autres systémes (S). Mais nous verrions apparaitre les coefficients 1,
j, j® ce qui ne changerait du reste pas les résultats au point de vue
orthogonalité du sens d’APPELL.

Cela démontre que, avec (38) le triédre considéré est un triédre
d’AppELL. On dit que les familles des surfaces envisagées forment un
systéme triple orthogonal au sens d’APPELL.

Ces familles de surfaces jouent done, ici, le méme role que les sys-
témes de courbes isothermes dans I'étude du Laplacien & deux dimen-'
sions.

Une famille de surfaces triples orthogonales au sens d’ApPPELL
particuliérement simple sera celle définie par les équations :

p=a e =) @ =C
ol p est la fonction module, 0, ¢ les deux fonctions arguments.
Considérons une fonction F formée a I’aide de symboles élémentaires

de la quantité z + jy + j2z. Cette fonction pourra se mettre sous la

forme F (z +jy +j2z) =f1 (z, y, 2) +jfa (2, s 2) + 2 fs (2, Y, 2)
et I'on aura :

f(o g sy FEE T+ F @ty +i2) + F ety +3)

9 k] - 3

fa(z,y,2) =j2F(w+iy+f2z)+iF(x§i2y i)+ Fletyte) gq
F jy +* 2R (z+ 2y +jz) +F

fo(og, ) = @ W FPA F P dfty 4+ Floty +2)
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Les fonctions fy, fs, fs, que 'on obtient ainsi, satisfont aux équations
suivantes :

3 _ ¥ 3
dx ~ dy Oz
59
o _ s _ 3 e
3z~ ¥y Oz
Ces relations montrent que les trois familles de surfaces :
Lz y, 2)=a
fa (2, y, 2) = b (60)

fs (1:1 Y, z) =¢

(a, b, c, étant des constantes) sont telles que les plans tangents en un

point, aux trois surfaces qui passent par ce point, forment un triédre

régulier dont les arétes sont également inclinées sur la droite z = y = z.
Telles sont, par exemple, les surfaces

2—2yz =«
y2—2zxz =0
22 —2xy =¥

que I’on obtient en considérant la fonction
(z+jy+j*2)*
si I'on résout les équations (60) par rapport a z, y, z

x =¢; (a, b, c)

Yy==¢: (a, b, ¢
z =¢, (a, b, c)

les trois fonctions @,, ¢,, ¢; des variables a, b, ¢ satisfont aussi aux
relations (59) et par conséquent les trois familles de surfaces

(Pl (‘1:, y’ Z) =a
92 (z, y, 2) =D
<P3 (‘ta y7 Z) =¢c

possédent la méme propriété que la surface (60).

Soient enfin trois fonctions fy, f,, f; satisfaisant aux relations (59)
et trois autres fonctions @,, @,, @, satisfaisant & ces mémes relations ;
les fonctions :

Fl (xv y, Z) = fl (‘Pl) P2, CPS)
F, (z, y, 2) = fa (®1, P2 Ps)
Fs (2, Yy, 2) = s (P1, P2y Ps)

obtenues en remplagant dans f,, fs, fa; , Y, 2 Par @y, @s, Ps y satisfont
également.
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Remarquer — Nous appelons le systéme X le systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre

22U U
DeU="5 =5y =
U 32U
DyU=—8—y—2-——m—0
22U U0
D. U dz8 8x8y=0

25. Nous pouvons donner une interprétation géométrique & 1’équa-
tion de M. P. HuMBERT, analogue i celle de Laplacien & deux dimen-
sions. Considérons le systéme X, on peut ’écrire :

S /3U S /38U 3 /3U 3 /30
D.U=g (5) —5 (%) =5 (5) — 5 (57) =

3 /3UN 3 /73U 3 /38U 3 /3U
D,U=g(5) =5 (%) =5 (&) —5(s) =0

3 /38U 3 /73U 3 /U 3 /dU
D.U=5 (%) —5(5) =5 (%)~ (3) =

Par analogie de la géométrie Euclidienne, nous appelons tourbillons

—_
d’un vecteur V (z, y, z) le vecteur de composantes

%z 3y
g_Sy——Sz
X dZ
=3, "3z (61)
, _3Y 35X
“ % oy
et si on pose
3U U U
X=5% Y= Z=%
le systéme X s’écrit :
D,U=¢ =0
D,U=E=0 (62)
D,U=%n=0
Si on prend
U 3U U
le systéme X s’écrit :
D,U=—m=0
D,U=—¢=0 (63)
D,U=—E=0
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. o
Si on transforme un vecteur V en un vecteur de méme longueur
porté par une de ses perpendiculaires d’APPELL, on appelle cette opé-
ration la rotation orthogonale.

Les vecteurs définis par les composantes (62), (63) sont déduits
d3U 3U U

du gradient 35’ 5y’ 5 parune rotation orthogonale d’AppPELL.

Les équations (62), (63) expriment que les tourbillons des nouveaux
vecteurs sont encore nuls. On a donc :

Théoréme. — Le systéme X exprime que le champ de vecteur obtenu
4 partir du champ de gradient de la fonction U en effectuant une
rotation orthogonale d’ApPELL, est encore un champ de gradient.

L’équation de M. P. HuMBERT peut se mettre sous la forme

3 b 3
DU = 5 (D, U) + 5 (D, U) + 5 (D; U) =0

On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteur D, U,
D, U, D, U est nulle, c’est-a-dire que ce champ de vecteur est un
champ de tourbillon. En remarquant les relations (62) (63), on voit que
le champ de vecteurs D, U, D, U, D, U est un champ de tourbillon
lui-méme. On peut donc dire.

Théoréme. — L’équation de M. P. HUMBERT exprime que le champ
de tourbillon du champ de vecteur obtenu en effectuant une rotation
orthogonale d’AppELL sur le champ de gradient de la fonction U reste
encore un champ de tourbillon, lorsqu’on effectue sur lui une rotation
orthogonale d’APPELL.

26. Revenons & I’espace Euclidien. Comme nous avons montré que
les surfaces 6 + ¢ = Cte et 6 — @ = C!e sont respectivement des cones
de révolution ayant pour sommet l'origine et d’axe commun of
(r =y = z) et demi-plans issus de cet axe. Mais les triedres d’APPELL
ont leurs arétes également inclinées sur cet axe et 1ls sont équifaciaux.
La forme analytique de ce triédre est plus simple que celle que I’on a
dans l'espace Euglidien.

Nous allons voir inversement quelle est la condition d’orthogonalité
au sens d’AppELL en utilisant 1'espace Euclidien.

Soient les deux droites correspondant aux valeurs 0, ¢, 0/, ¢'.
D’apreés ce qui précéde, on a (21), (?2)

O+o=0+¢

6—<P=e’_‘cpl+4sn (64)

3V3




d’ou
6—o =T
3V3
et
, Rer
P—¢ =——""=

Comme vérification prenons la formule

0+
e6+<p+2e—(—ﬁf) cos [—‘? (6-—-<p)]

3

14 2cos [ET;_’E]
P(6—6’,<p——<p’)=———3——— =0

en remplagant 6 =0 —06', ¢ =@ —o’.

P(6,¢)=

donc

27. On appelle normale en un point d’une courbe la polaire de la
tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point contact.
Par analogie dans cet espace, on fait la méme chose en remplagant les
deux droites isotropes par les trois plans qui jouent le méme roéle que
les plans isotropes.

Soit la surface d’équation f (z, y, z) = 0.

Prenons un point (x,, y,, z,) de la surface. On prend ce point comme
origine des coordonnées.

Le plan tangent au point (z,, y,, z,) @ pour équation :
Xf'ae + Yf'yo + Zf'sy = 0
et les équations des trois plans isotropes
X+Y+Z) (X4+JYHJ2Z)
(X+J2Y +JZ)=X24+Y2+Z2—3XYZ=0

En passant en coordonnées tangentielles le plan tangent a pour
coordonnées :

Uo = [z, Vo ={'ys wo = ['z ;'o=0
Et le cone décomposé en trois plans a pour équation tangentielle :
u® +v3 4+ w3 —3uvw =0 r=20

L’équation tangentielle de la premiére polaire du plan tangent par
rapport au céne décomposé s’écrit :

u, (u? —vw) + vy (V2 —uw) + wo (W2—uv) =0 r=0
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I’équation du cone en coordonnées ponctuelles est :

(v —4vow,) X2+ (% —4vow,) Y2+ (w2 —4uyv,)
22 —2 (2u,—wvow,) YZ—2 (02 —uow,) XZ—2
Rw2y—ugve) XY =0

la deuxiéme polaire du plan tangent par rapport au cone décomposé
a pour équation tangentielle :

(uPo—vowo) u— (v —ugw,) v + (W2 —ugvy) w =0 r=0 (64')

c’est I’équation d’une droite passant par le point z,, y,, 2z, ayant pour
paramétres directeurs

(fl-‘to) - f,yn I,ZD (f,yn)2 - fIZo f'Io (flzo) 2 — f'% fluo (65)

28. L’équation du plan tangent & une surface f (z, y, z) = 0 vérifie
le systéme X. On peut toujours Iincorporer dans un systéme triple
orthogonal, la droite qui a pour paramétres directeurs (65) sera 'inter-
section des deux autres plans passant par le point commun. Et ces
trois plans forment un triédre d’ApPELL. Prenons un plan et un point
de ce plan, on peut le prendre comme face d’un triédre d’ApPELL ayant
ce point pour sommet, la troisitme aréte (non contenue dans le plan)
de ce triédre est la droite qui a pour parameétres directeurs (65).

Les droites dont les paramétres directeurs sont données par les
expressions (65) ou, f (x, y, z) = 0 est I’équation d’un plan, sont dites
normales d’APPELL & toutes les surfaces tangentes au plan au point
considéré. Réciproquement étant donné une droite et un point de cette
droite, il passe par ce point deux perpendiculaires au sens d’APPELL &
la droite considérée. Ces deux droites déterminent le plan normal
d’APPELL en ce point & la droite donnée. Ceci nous améne & nous poser
le probléme suivant :

Probléme. — Quel est au sommet d’un faisceau plan de droites
Penveloppe des plans normaux d’APPELL & toutes ces droites ? la
théorie des formes polaires nous en donne la solution immédiate,
cette enveloppe est la premiére polaire (64') du plan des droites par
rapport au cone isotrope ayant méme sommet que le faisceau.

Application. Cherchons I’équation normale d'un plan. Soit la
droite issue de l'origine d’équations :
z =pP (0, ¢)
z=pR (8, ¢)

ou 0, ¢ sont deux constantes et p la distance & l'origine du point
considéré (z,, Yo, Zo)-
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L’équation du plan normat s’écrit

(x—z,0) [P2(6, ) —Q (6, @) R (6, @)1 4+ (y — yo)
[02(6, ) —R (6, @) P (6, 9)] + (z— 2
o encore
zP° (6, @) + yR° (5, ¢) +20°(6, 9) =d (66)
d==z,P° (6, 9) +yo R (6, 9) + 2z, Q°(6, @)

ol d est la distance du point (z,, y,, z,) & I'origine.

29. Prenons la surface z® 4 y® 4 z® — 3 axyz = p® qui, dans
diverses théories, porte de ce fait des noms différents. On I’appelle
aussi sphére affine, hyperboloide cubique ou encore sphére d’APPELL.

Pour montrer que c’est une surface de révolution, écrivons sous la
forme

(@ 4y +2) (@ + y* + 22— yz — 2z — ay)
On a d’autre part
(x4+y+z2=a22~4+y2+224+2xy +2yz+ 2z

d’ol
2 2 2 2
$y+yz+m=(w+%+z) _z +yz+z
donc
(@+y+2) [‘”2+y“+z’+m:+y;+z’_(¢+512+z)’:|=P,
ou encore

@E+y+2) Be+y*+28)—(x+y+2)°]=2p°
les surfaces S et P sont apparues. On a
P (38 —P2) =2p2
c’est bien de la forme
f (s, p)=0

La sphére d’ApPELL a l'origine pour centre. Les plans des paralléles
sont paralléles au plan x +y + z =0.

D’une maniére générale, reconnaitre si la surface (f (z, y, z) = 0 est
ou n'est pas une surface de révolution.

Pour cela, il faut savoir si f (z, y, z) est une fonction de S et P,
sachant que :

S=(z—0)*+ (Y —Yo)? + (z—z0)?
et
P =Lz + My 4 Nz
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Il faut que le Jacobien, ou déterminant fonctionnel, soit nul
df 8f df
Sz 3y 3z
3S 38 39
5z 5y 32 | =0
3P 3P 3P
¥ dy 3z
En effet si f est une fonction de S et P
S 8f ds | 3f 3P
Sz =35z T3P 5
3f 3f 3 3 3P
Sy =33 T3P %y
df dfds . df SP
32 = 358z TSP 3z
E . , . of of . of .
n substituant dans le déterminant les valeurs 5, 5~ et 5-, on a :
oz’ dy Oz’
dfds OfdP dfds Of 8P dfds  8f 8P
58 T3PSz Ssoy TSPS; 3s5: TSPz

2 2 5|
oz Sy 3z -
oP oP P

Sz Sy 5z

En multipliant la 2¢ ligne par gé—et la 3¢ par gg ajoutons la 2¢ et 3¢
en mettant la somme 4 la place de la 2¢ ligne ; le déterminant 4 deux
lignes identiques est donc nul.

Prenons encore la surface 3 + y? + 28 — 3 2yz = p?, si on y fait
E ¢+7

cos « 3 sin2 ¢«

les changements de variables (20”), on obtient =p% on
voit qu’il est sous la forme ¢ (g, £2 + 72) = 0.

Elle établit une relation entre la distance d’un point au plan o et
sa distance & I’axe of, donc c’est une surface de révolution autour de
I’axe of. Pour obtenir leur méridienne, il suffit de la couper par le

plan £of, m = 0, ce qui donne la courbe
2L —2p3%cos a sin®a =0
30. Soit un élément sphérique d 6 sur sphére d’ApPPELL et consi-

dérons dw I’élément découpé sur le cylindre circonscrit & la sphére
d’AppELL entre d 6 redressé et dw. On a la relation [5]

d6P(8—0) dw

. 5 mais r=oP (06 —6



il en résulte
d6 = dw

Remarque. — Prenons la formule de Stokes
dydz dzdx dx dy

s & & |-/frPetod+Rra
P

Q R
soit N une fonction homogéne d’ordre — 2 d’aprés le théoréme d’EULER
3N 3N oN
8w+y8y tey = =—2N (67)
-Supposons que, dans la formule de SToxEs P = yN,Q = —zN,R =0

la formule devient
3N 3N 3N
Sz o) x(N—efg —N =) Jas-
=——fN(a:dy——ydx)
(o]
En tenant compte de (67) on aura

[/%(m%y+Yz)d6=—fN(wdy—ydx)

soient L et M deux fonctions homogénes d’ordre — 2 et écrivons des

formules analogues avec %I;’ 88—1\; en additionnant on a

dz dy dz
([T 1 3]

31. Rappelons comment on mesure un angle en géométrie plane ;

on trace une circonférence de centre O. L’arc é\b est une mesure de A/O\B.

Dans cet espace de o comme centre, tragcons une sphére d’AppPELL
de rayon 1. Le cone (dans cet espace) découpe sur cette sphére une
certaine aire.

Il y a, dans le cone, un angle spatial correspondant au contour ¢
et qui est mesuré par I’aire sphérique = découpée sur la sphére d’ApPELLL.

Soit un élément d’aire d 6 considéré sur la cloison 3. Il faut calculer
I’élément d’aire sphérique correspondant. La comparaison directe
n’est pas possible, car ces éléments peuvent étre considérés comme
plans (au sens d’APPELL) mais non paralléles.
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Projetons d 6 sur la sphére d’ApPELL auxiliaire centrée en o et

passant par d 6. En désignant par A I’angle de oM et de la normale oN
(dans cet espace).

P (6—0')d6 est I'élément d 6 redressé, on a donc
dn  P(0—0')d6 :
-1—-1;::———*-( ,.29) > avec r= Vx3+y3+z3—3wyz

Evaluons P (6 —0)

A est 'angle de deux directions de cosinus directeurs «, B, v et

x y z

r r r
donc

P(0—6)=
_ (e —PBy)+y (B*—ay)+z(y*—aB)
V(a2 —By)* + (B —oy)* + (v*—B)*—3 (o — By) (B*—ay) (y* —oB) J*

mais

(0 — Bu)® + (B* —a0)® + (y* —oB)* —3 (a® —By)
(B —oy) (y* —of) = (d® + B° + y* — 3 afy)?
et comme d’ailleurs
«f + 3% + vy —3afy =1
et en posant

a?—By =A
B —ay =u
4 YP—al =y
on a aonc
dre— a6 22T MY

Remarquons bien que l'expression Az 4 uy 4 yz est la distance
du point (M (z, y, z) 4 'origine dans cet espace.
Dans ces conditions, on a I'intégrale double étendue & la cloison § :

A+ py + vz
—%dﬁ

8
Pour que cette intégrale double soit stokienne, on doit avoir :
daz Sy, 0z
Zrtyntes=?
avec
r3 =23+ y3 + 22 —3 xyz
Ceci est identiquement vérifié. En effet,
r—3x(x?—yz) +r*—3y(y*—zxz) +r* —3z(2* —ay)
rﬂ
(a3 4 y® + 28 — 3 xyz) — 3 (2 + y* + 2* — 3 ayz) -0

ré
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On peut appliquer (68) et il suffit de déterminer les fonctions L, M et N
homogeénes d’ordre — 2, telles que :
3L M 3N 1
Ty TR
Le probléme est évidemment indéterminé. On peut le résoudre sim-
plement en prenant L =0, M =0
3N 1
3z x*+4y*+22—3ayz

donc

dz dz
N=fzc3—|—y3+z3—3a:yz= 3z t+yrtazy)(z+y+2)

/ zdz—%(a:-}-y)dz
—J S F TGt fe Ty —a) |

(x+y)dz
S e o e R
Pour réduire le 3¢ terme posons l=2—z__;(iy)
L V3 (z—y)
il revient
VNx+mJ[ di
T—y T

donc
N 1

. 3(z* 4y +ay)

) z+y+z 1 \/5(»r+y)' 22—+, o
[°ﬂﬂ—4w+yw+wt+m—ﬂwﬂ P RV r—

Donc N est une fonction homogéne d’ordre — 2 et (C) est une fonc-
tion de z, y prenons égale & zéro. 1
Alors, d’aprés (68) en prenant L=0M =0 N = —3, on obtient

7t=;fmdy——ydm (69)
[+]

donc le cone déterminera, sur sphére d’ApPELL, une aire = et sur la
surface S, un contour dont la projection, sur oxy enfermera une aire
plane égale 4 =. Il n’y a qu'un moyen parmi d’autres, de faire une
carte plane de la sphére d’ApPPELL avec conservation des aires. Ce
procédé cartographique fait intervenir la surface 2 N = — 1, mais la
détermination de N n’exige qu'une quadrature élémentaire & résultat
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algébrico-logarithmique. Donc on peut, par des opérations algébrico-
logarithmiques, transporter, sur la sphére d’APPELL, toute aire plane
donnée, quelle que soit sa nature arithmétique.

32. On peut représenter la sphére d’ApPELL paramétriquement par
les formules

.'z:zpoP (61 (P)
y=1¢9 (6, 9)
z=p,R (0, ¢)

Les paramétres directeurs de la normale d’aprés (65) au point x4, Yo, 2o
sont :

(22— Yo 20)® — (Y20 — X0 20) (220 — To Yo) = T4 + Y2 2% —
— R Yo Zo— (Y20 220 — 220 Lo Zo — T Y30 + 20 Yo Zo) =
=o (2% + Y20 + 2% — 3 Yo 20 To) = Zop%
c’est-a-dire
(220 — Yo 20)® — (Y20 — X0 20) (22— To Yo) = Zo P>
(Y% — 20 20) 2 — (220 — X0 Yo) (22— Yo Zo) = Yo P20
(220 — To Yo)® — (T2 — Yo 20) (Y20 — To 20) = 2o e2o
La normale est donc confondue avec le rayon vecteur.
L’équation du plan tangent au point 0,, ¢, s’écrit :
(@ — @) (x* —y2) + (Y — Yo) (y* —x2) + (2—2z,) (22 —ay) =0
ou encore :
zP? (6, @) + yR° (6, ¢) + 2Q° (6, @) = po (70)

33. Comme en géométrie plane [4] les coordonnées d’un point d’une
droite en fonction d’un parameétre s’écrivent :

r =2zq + ai
y =1Yo+ DA
zZ =2y + CA

Avec a® + b® 4+ ¢®—3 abc = 1.
En substituant les valeurs z, y, z dans I'équation
z® + y® + 2 — 3 xyz = p®

I’équation aux A des points d’intersections de la droite et de la surface
est :

(Zo + ar)® + (Yo + N)® + (2o + A)> —3 (zo + a}) (yo + BA)
(zo + N) —p® =a3 + Y3 + 2% —3To Yo 2o—p® +
+ 3 A (azy 4 by, + c2%q — ayo 2o — bxo 2o — o Yo) +
+ 3A%(a2xy + L2 yo + c®zo— abzy — acy, — bez,) +
+ A% (a® + b® + c*—3 abc) =0
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Le produit des 3 racines Ay, A,, A; s’écrit donc :
MA Ay =p% —p?
ol p, est la distance oM. On appelle la valeur p3, — p® la puissance du

point par rapport A la surface. Le lieu des surfaces d’égale puissance
sont des sphéres d’ApPPELL concentriques.

34. On peut définir une transformation analogue & l'inversion dans
le plan, si on pose [6]

z:—yz . .
£ = K
p
y:—axz
=" K (71)
22 —uay
L= K
p

avec
p=z*4+y*+z*—3zxyz
Remarquons l'identité

z£ +ym+ 2L =K

et encore
Xz
E—nl= K”;
' —EL= i:;"j’
z
—&n= o

Prenons deux points M (z, y, z) et w (£, 9, §), lesquels vérifient les
relations :

E . ¢ atym+L K
. a:’—~yz yz_w_zz_my_m3+ys+za_3xyz—ps
onc
B = ey oy
p 3
7’ = (yt—axz)® rg (72)
0= ()
et e
Ka
Ent = o (2* — yz) (y* — 2z) (2* —y)
d’ou

B0+ —38=

K )
=7 (@ —y2)* +(y* —22)* +(2* —ay)*—3 (a* —p2) (y* — z=) (#* —p)]
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ou encore

K2 _ K3
B+ +0—38C= p—sEF(w’ +y* +2* —3axyz)
de méme
T Yy oz K .
E—nt 7n—E C—& &4+ —3E
ce qui montre les roles réciproques joués par les points M, et w. On a
d’ailleurs les relations

(z* —yz) (€2 — ) + (y* —az) (q2 —EQ) + (22 —ay) ({2 —En) = K?

on voit facilement que les droites oM et oy sont dans le méme plan avec
laxe 2 =y = z.

35. On peut exprimer la transformation au moyen des coordon-
nées p, 0, @, le point

z.=pP (0, )
y =09 (6, 9)
z=pR (5, ¢)
alors d’aprés ce qui précéde
K K
E=3P(=0—g)=7P09) .
K K
=5 Q(—0—¢) =2 RI(0,¢)
K

K,
C=;R(~0~—<P)=;Q (6, @)

que I'on peut mettre sous la forme

K
P1 0 P o 0
c’est-a-dire
z=p,P (8 o)
y=p9 (9, )
zZ=p R (e’ CP)

Donc la transformation échange les surfaces concentriques p = Cte
et du reste la transformation revient 4 une sorte de symétrie par rap-
port 4 la courbe 0 4 ¢ = Cte.

Si on prend les courbes 6 = Cte, ¢ = Cte tracées sur la sphére
d’APPELL, ces courbes forment un réseau orthogonal.

Comme d’aprés ce qui précéde les familles de surfaces

p=a 0=20> P =¢c

forment un systéme triple orthogonal.

ABBAS-RIAZI KERMANI
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Dans la formule (24") si on fait p = p, = Cte, on a :
ds = /30 (@0 T dg?) (73)
et la distance géodésique entre deux points M, (0,, ¢,) et M, (0, ¢5) est
donnée par la formule :
M, My = V0% (8, — 0,)° + (9o — ¢1)°

Considérons le plan xoy d’un triédre d’AppeLL. La distance de
deux points M; et M, infiniment voisins est

ds = \V/dz® + dy®
et pour deux points distincts M, (z,, y,) et M, (x5, ys)
ds = 3\/($g — )+ (g2 —1)?

on peut donc établir une correspondance entre la sphére d’APPELL et
d’un plan.

Si nous prenons T =p,0
v=re0 74
la mesure de longueur sera
= V% (d6° + d¢?)

sur le plan qui est le méme que sur la sphére (73).

Prenons deux courbes de la surface et leur représentation plam
essayons de voir sil’angle d’ApPELL de ces deux courbes est le méme que
celui de leurs représentations.

On suppose les courbes issues du point 6 = ¢ =0, on a donc

0 =2
6 =uo (7)
Les paramétres directeurs de la tangente pour la 1T courbe sont
dz dy dz
et pour la 2¢
oz dy 3z
I'angle de deux directions sera :
dz (8.1:z —3y 8z) + dy (8y? — 8z 8z) + dz (32> — 3z dy) (76)
(dx® + dy® + dz® — 3 dx dy dz)
I: (dx2 — Sy 3z)® + (Sy? — Oz 3z)3 +- (822 — 3z dy)*®
3 (dx2 — 89 3z) (dy? — dx dz) (322 — dx dy)
mais d’aprés (54), 74), (75)
do = (m + 0)dp 3z = (uR + Q) S (77)
dy = (AP + R) do 8y = (uP + R) 39
dz=(Q + P) dp 5 =(uQ =P) S
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donc (76) s’écrit

1 )\ 2 2
A ot 1+¥p (78)
VI +20) (1422 VIL+202 (1 + )
Pour la représentation du plan zoy on a dz = 3z = 0, c’est-a-dire :
dr =2Ady dr = . dy
dy =dy 3y =38y
dz =0 3z =0

et le calcul de (76) redonne les expressions (78).
Si on prend comme élément d’aire d 6 (20) la transformation (75)

établit une correspondance 4 aire égale entre le plan ozy et la sphére
d’APPELL.

Donc on peut énoncer le théoréme suivant :
La sphére d’APPELL est applicable sur tout plan de I’espace. On en
déduit que les lignes géodésiques de la surface sont les courbes

al +bp +¢c=0 (79)
ou a, b, ¢ sont des constantes arbitraires.
36. Mouvement d’un point pesant sur la courbe p = p, = Cte

et ¢ = ¢, = Cte tracée sur la sphére d’Appell. — On a en prenant la
direction de oz dans le triédre d’APPELL vers le haut

d2zx x

Mam=Ng,

MEY_NYE (80)
ar = g
d? z z

MZm =N_-—Mg

En multipliant les équations (80) respectivement par dz?® — dy dz,
dy® — dz dz, dz* — dz dy et en ajoutant membre & membre, on obtient :

dz? dydz dy* dz dz> (dz2 d:cdy) ]
M[Eﬁ dt=>d2 +<dt= )Pyt @ )P =
=§[m(dm*——dydzH—y(dyz—d:cdz)+z(dz”—~d.rdy)]——Mg(dz’—da:dy)
0

le premier memb *~ peut s’écrire

3 dy\ dz dzdydz] N _ .
d[(fii) +<di> —3 g —po[-f(d«t’ dydz...)]
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En passant en coordonnées polaires (7), et I'on fait p = constante
et ¢ =@, = Cte
)
B3 )= — Mgt (Q*—PR) 40" +
N
+5;P“o[P(R“—-PQ) +Q(P*—QR) + R(Q*—PR)]

en tenant compte de (47) le 2¢ membre s’écrit

M 3 des 2 2 2 )

3 (¢ G5 ) =— Moot (Q*—PR) do (81)
évaluons I'angle de deux directions R (o, 0) et R (0, @,). C’est-a-dire
d’aprés la formule (13)

R (0—0,0—¢) =0 (0, 0) Q (—6, —¢) + R (o, o)
P (—8, —qo) + P (0, 0) R (—0, —q,)

mais d’'aprés (27) le 2¢ membre (81) s’écrit :
M do6®
34(s% G5 ) = —Mge* R (0—6,0—g0)
ou enfin
0" +§ RO (0, o) =0 (82)
0

qu’il est analogue 4 la formule de pendule simple dans I’espace de
RIEMANN 4 3 indices. Et de méme le travail de Réaction est nul en ne
tenant pas compte du frottement. D’aprés la formule (55) on a :

dv ds

m-5 = Fy et ="
multiplions par ds et remplagons %par vona:
2
dm % =TF,ds

équation dont le 2¢ membre est le travail élémentaire de F corres-
pondant au déplacement ds.

37. Soit une courbe gauche I'. Supposons que les coordonnées d’un
point M de cette courbe soient fonction de 1’abscisse curviligne :

z=ua (s)
y=y )
z =1z (s) (83)
les cosinus directeurs de la tangente au point M seront :
dx d , dz
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avec
@ B0y —3aPy = 1.
I’équation du plan normal au point M sera :
(X—a) (@*—y'2)+ (Y—y) (y?—2'2)+ (Z—2)2*—y'2) =0

Comme la théorie de contact est encore valable, I’équation du plan
osculateur est :

(X—=a) (y'z"—2'y") + (Y —y)
(Zx" —a'2") + (Z—2) (2'y”"—y'2") =0
Ces deux plans se coupent suivant une droite que ’on appellera
normale principale & la courbe.
Les coefficients directeurs de cette droite sont ” y” z”. Si on désigne
par a', B’, ¥’ les cosinus directeurs de la normale principale

z’ do

: =a' et =R-—=a
‘Vxﬂs +y”3+2”3_3xﬁy”zﬂ ds
d’out
da _ o
ds R
g B’
ds — R (85)
dy _ ¥ 1 . _
& =R avec R,—a:’+y3+z"3 3"y 7

Ce sont les formules de FRENET.
Nous avons utilisé les deux identités
z3+yd+z2*—32'y =1
z’ (2 —y'z) +y (y*—a'7) + 2" (Z2—2'y) =0

Application. — Prenons la courbe ¢ = @, sur une surface p = p,,
on a les équations paramétriques

z =po P (0, @o) dx =p, Rdb
¥y=0p09Q (0 @) dy = p, P db (86)
z=¢go R (8, @) dy = p, Qdb
et comme ds = p,d0
dx
= d_s =R (61 CPO)
d
B=5 =P (6, (87)
dz



Péquation du plan normal s’écrit :
(X—2) [R*—PQ] + (Y —y) [P* —RQ] + (Z—2) [Q* —PR] =0
ou encore
XQ° (0, ¢o) + YP* (6, 9o) + ZR* (6, o) =0
ce plan passe donc par l’origine.
Les cosinus directeurs de la normale principale, sont :

de dR
s = a5 — 9 (6, ).
8 dpP
75 = s — R0, )
dy _dQ

ds — ds P (8, @)
ou encore

Q (6, <Po) R (97 (Po) p (e: <Pl))

on voit que le triédre formé par le rayon vecteur normal et la normale
principale est un triédre régulier au sens d’APPELL.

R P (e) (P(I) Q (e’ (PO) R (0) (PO)
N R (6, @) P (6, @) Q (6, 90)
NP Q (67 (90) R (01 <P0) p (e’ CPO)

Ce qui montre que cette normale est orthogonale au sens d’APPELL au
rayon vecteur, c’est-a-dire le plan osculateur & la courbe est le plan
tangent & la surface p = p,.

Les courbes ¢ = ¢, sont donc (comme dans I’espace de RIEMANN

4 3 indices) des lignes asymptotiques de la surface p = p, et le rayon
de courbure est égal & p,.

38. Nous avons démontré que si X (z, y, 2), Y (, y, 2), Z (z, y, 2)
vérifient un systéme (S) les trois familles de surfaces d’équations.
X (2, 4y, 2) =«
Y (2,4, 2) =P (88)
Z (x4 2)=¥
forment un systéme triple orthogonal au sens d’AppeLL. Cherchons
réciproquement les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que

les équations (88) définissent un systéme triple orthogonal au sens
d’APPELL.

D’aprés ce que nous venons de voir, on peut écrire les relations ,
suivantes

a =2»c" b = pc”
b =2na" ¢ = pa”
¢ =2Ab" a’ = pb”

ol A, u sont deux fonctions arbitraires.
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On peut voir facilement que les dérivées de X, Y, Z par rapport &
2, y, z sont les mineures du déterminant.

a a' a’

b b’ b”

c c' c”
%:b’c’—c’b’=u((¢"—a’b’)
8é;(:c’a’—a’c"———y.(a'”‘-—“b”c”)
%:a’b’—b’a’:u(l)”—a’c’)
%: b"c —c"b = A (b2 —a" (")
%:c”a —a’c =A(c"*—a"b")
%—j—:a’b——b”a = A(a"®—b"¢")
—g—i = bc' —cb' =M (a”* — b* ¢")
-g—j- =ca'—ac’ = Ap. (b — a” ¢”)
-Z% =ab'—ba' =y (¢"* — a” b")

Donc X, Y, Z vérifient le systéme d’équations aux dérivées par-

tielles.
X 3Y dZ

R il
0X d3Y dZ
A TR Ty
0X Y dZ
DL A 7]

systéme déduit de (S) par multiplication des deux premiéres colonnes
par les facteurs A, p.

Si on prend l'autre hypothése de proportionnalité des a, b, ¢,
a', b, ¢, a” b” ¢”, on trouve de méme un systéme analogue & (56) en
ne se restreignant plus au seul domaine réel ; nous verrions apparaitre
des systémes analogues a (S,) (S;5) (S,) (S;) que nous appelons sys-
téme (S”) ces systémes. Alors nous pouvons énoncer :

Pour que les équations (88) définissent un systéme triple orthogonal
au sens d’ApPELL, il faut, et il suffit que les fonctions X (z, y, 2),

A
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Y (z, y, z), Z (=, y, z) vérifient un systéme (S'). Dans le cas oul le sys-
téme (S”) se réduit 4 un systéme (S) on a de plus un systéme isotherme
de surfaces.

39. Soit la surface p = Ce®0+B? qui est une généralisation de la
spirale logarithmique du plan Euclidien.

Prenons un point M sur cette surface. A ce point passe une courbe I’
en supposant la courbe issue du point 0 = ¢ = 0, on a donc 6 = Aq.

Les coordonnées paramétriques d’un point de I' s’écrivent :

z = Celer+Bl2 P (Ap, @)

y = Ce(r+Ple Q (A, o)
2 = Cel+B)% R (hg, ¢)

Les paramétres directeurs de la tangente au point M sont en
posant oA 4B =

dz = Ce? (uP + AR + Q) do
dy = Cet? (uQ =AP + R) do
dz = Cet? (uR 4+ 2Q + P) do
et
ds® =dx® 4 dy® + dz*—3drdydz =
= C3 e3?% (1 + A% 4 u® — 3 pA) dop?
d’autre part
dx? —dy dz = C2 e2k®
((w?—2) (P*—OQR) + A*—u) (R*—PQ) + (1 —) (Q*— PR)]
dy? —dx dz = C2 e2:9
[(w?*—2) (Q* —PR) + A\* —u) (P*—QR) + (1 —y) (R*—PQ)]
dz? — dx dy = G2 e?*®
[(w*—2) (R*—PQ) + \*—u) (Q*—PR) + (1 —2p) (P*— QR)]
et comme

(dz? — dy dz)® + (dy® — dzx dz)® + (dz® — dx dy)? —
— 3 (dz? — dy dz) (dy? —dz dz) (dz* —dz dy) =
= (dz® + dy® + dz* — 3 dx dy dz)? =
= C8 eSUP (1 4 A3 + p®— 3 p)2 do®
Soit (0, ) 'angle de la tangente avec le rayon vecteur nous aurons
P(0,®)=
Celr?
= Veﬁ[(Pz—QR)(p.P—H\R+Q)+(QZ—PR)(p.Q+7\P+ R)+(R*—PQ)(pR+AQ+P)]=
s

= ©

(89)
(uHA+1—3 )



— 57 —

P(—0,—®)=

=%[(5’-’—7\)(P’—QR) +(A*—p) (R*—PQ) + (1—2Ap) (Q*—PR)] +
ds3

+%[(P-’—7\)(Q“—PR) +(A*—p)(P*—QR) + (1—pa) (R*—PQ)] +
ds?

+Bg[(y-’—7\)(R’—PQ) +(A*—p)(Q*—PR) + (1—u)(P*—QR)]=
ds®

S (89)

(R*+A*+1—3 pa)
Les seconds membres par chaque courbe sont des constantes.

L’angle (@, ®) est donc constant et ceci généralise la propriété classique
de la spirale logarithmique.

Wi

40. On peut traiter cette question d’'une maniére différente, en
démontrant que 'angle de la normale d’APPELL & la surface
p—Ced+BP=] (2, y, 2) =0
(¢, a, B sont des constantes), avec le rayon vecteur est constant.
Les paramétres directeurs de la normale d’AppELL d’aprés (65),

sont
a = (f'z)2 — (f'y)o (f'2)o
b = (f'y)2 — (f'z)o (f'y)o
c = (f'z)% — (f'z)o (f'x)0o
d’ailleurs on a d’aprés (8)
g_i — Po (6, p) — a0 (6, 9) —BRO (6, @)
g—.{—] =R° (e’ CP) —aP° (e, ?) - BQO (e’ CP)
gﬁ = Q°(6, p) —aR° (6, ) —BP° (6, 9)
d’ou
a=(1—op) P (6, @) +(B2+a) QO ¢+ («+B) RO e
b=(1—aB) Q (6, ¢) + (B*+«) R (6, o) + (a* +B) P (6, o)
c=(1—aB) R (6, ¢) + (B2 +a) P (6, ¢) + (x> +B) Q (6, ¢)

et comme

a® 4+ b® + c*—3abc = (1 —a®— B2 —3 afl)?
a*—bc = (1—«“—!3"—-343)%



— B8 —

3f
8y
¢*—ab= (1-———(13——[53—3045)%

b2—ac= (1 —a®—p*—3ap)

on a d’ailleurs

(a® — bc)® + (b2 — ac)® 4 (¢ — ab)® — 3 (a® — bc) (b2 — ac)
(c?— ab) = (a® + b® + c*— 3 abc)?

soit (0, @) I’angle de la normale d’APPELL avec le rayon vecteur nous
aurons (35)
P(0,0) = aPbe (0; ) + bR° (0, ¢) 4 ¢Q° (6, o)
\/a-“’ + b3 4+ c®—3 abe
P (0, ) — P(0:9) (@ —b) + 0 (0, 6) (b* —ac) + R (0, ¢) (c*—ab)
V]a® + b® + c8—3 abc]?

En tenant compte des relations précédentes, cela s’écrit :

P (6, p) = I—op

(90)

Wi

(1—a*—B*—3 )

P(—0,—q)= -

(90")

Wi

(1 — o —B®— 3 o)

les seconds membres sont constants, ce qui démontre la proposition
demandée.

Ce probléme sous cette forme a été posé par M. P. HUMBERT &
M. J. DEvisME qui lui a donné la réponse dans une note présentée
aux Congreés des Sociétés savantes de 1937.
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Montpellier, le 14 juin 1938.

Le doyen de la Facullé des Sciences
de Monlpellier :
M. GopEecHoOT.

VU ET PERMIS D'IMPRIMER :
Montpellier, le 14 juin 1938.

Le recteur de I’Académie :
H. PARISELLE.
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