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Sur les équations diophantiennes liées aux unités
d’un corps de nombres algébriques fini.

Par Craupe CuaBaury (3 Paris).

Introduction.

Soit & résoudre en entiers rationnels X; I’équation

1) Norme (X,w, +..+ X, 0,)==%1

nn

ol les ®, forment une base des entiers & un corps de nombres algébriques K
de degré % (*). A une telle solution correspond une unité ¢ = X, 0, + ... + X, 0,
de K, et réciproquement les composantes d’une unité de K, par rapport a la
base considérée, fournissent une solution de (1) en entiers rationnels. L. exi-
stence et la structure des solutions nous sont donc données par le théordme
de DiricHLET: Les unités de K forment, par rapport & la multiplicétion, un
grbupe abélien I' admettant une base minima formée de # éléments d’ordre
infini et d’un élément d’ordre fini, et ’on a r =+ +r, — 1, r, désignant
le nombre de corps-réels, 2, le nombre de corps complexes, parmi les %
corps conjugués de K. Nous appellerons » le nombre de DIRICHLET de K.

Le résultat classique de THUE (*) sur les solutions en entiers rationnels
d’une équation F(X, Y)=1 ou F est une forme homogéne a coefficients
rationnels, peut §’interpréter comme suit: S’il y a une infinité d’ unités dans
un module de dimension 2 de nombres de K, les unités contenues dans ce
module sont toutes les unités d’un sous-corps quadratique réel de K, multi-
pliées par une unité fixe de K.

Plus généralement, on peut se proposer d’ étudier des conditions de pos-
sibilité & D existence d’une infinité de solutions en entiers rationnels &
I’ équation (1) & laquelle on adjoint un certain nombre d’ équations algébriques

) FyX,,.., X,)=0 =12, h

n

(Y) Aprés les expressions: «degré, ou corps conjugués d’un corps de nombres algé-
briques », « module », nous supposons toujours qu’il est sous-entendu « par rapport au
corps B des nombres rationnels ».

(®) A. THUE, « Journ. fiir Math. », Bd. 135 (1909).
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dont nous pouvons, sans restreindre la généralité du probléme, supposer les
coefficients rationnels, (Le cas envisagé par THUE correspond a un systéme
(2) formé de n — 2 équations linéaires, homogénes, indépendantes, sur les X ).

On obtient facilement des conditions suffisantes assez larges, que doit
remplir le systéme d’équations (1), (2), pour qu’il ait une infinité de solutions
en entiers rationnels X,. Alors I’ensemble des unités de K qui correspondent
a ces solution, a une structure assez simple: A condition de négliger peut-
étre un nombre fini d’entre elles, il est constitué par la réunion des
6léments d’un nombre fini de sous-groupes de I' ou de classes de I' par
rapport & des sous-groupes. On peut conjecturer que ces conditions suffi-
sanftes sont aussi nécessaires, et que les solutions du systéme ont toujours
cette structure. C’est ce que confirme le résultat de THUE qui donne une
condition nécessaire et suffisante & 1’ existence d’une infinité d’ unités dans
un module de dimension 2, et le résultat analogne que nous établirons dans
ce travail pour certains modules de dimension 3. Mais rien de pareil n’est
démontré dans des cas plus généraux, et 1’on obtient des conditions néces-
saires qui ne sont pas suffisantes,

Les résultats antérieurs & ce travail, antres que ceux de THUE, con-
cernent encore le cas on (2) est un systéme d’équations linéaires ef homo-
génes. HEn approfondissant les méthodes d’approximation diophantiennes de
Toug, C. SIEGEL a montré (*) que dans un module de base 1, v, o’,..., 0w’ ~*
du corps K = R[w] de degré =, il n’y a qu'un nombre fini d’unités quand s
ést suffisamment petit par rapport & wn (n>4s* — 25° 4 1). En se servant
d’une métrique p-adique convenable, T. SKoLEM (*) a montré que pour un
corps de degré b ayant 4 corps conjugués imaginaires, il n’y a qu’ un nombre
fini &’ unités dans un module de dimension 3.

Les résultats de ce travail concernent le cas suivant: les équations du
systeme (2) sont en général de degré quelconque, mais la variété algé-
brique W définie dans 1’ espace de X, ,.., X, par les équations (1)
et (2) est supposée formée de composantes irréductibles de dimension
s==n-—r—1, r étant toujours le nombre de DiricHLET de K. Le résultat
central est le suivant:

A tout ensemble & &’ une infinité d’ unilés de K appartenant & une variété
algébrigue W de dimension s correspond au moins un sous-groupe y de T
ayont les propriélés suivantes:

(3) C. S1EGEL, « Math. Zeit. », Bd. 10 (1921).
(*) T. SxoLEM, « Math. Annal », Bd. 111 (1936).
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1°9) Il y o au moins une classe de I'[y qui contient un sous-ensemble
infini de 8.
20) Emtre o =1+ s — 1 quelconques des conjugués d’ une unité ¢ ap-

(@) (a5)

partenant a v, soient ¢V ..., €79, il y a une relation

(3) 5‘?1)mq‘ . g(Clg)"qu’ =1

les exposants my,,..., my_ élant des entiers rationnels non tous nuls, ne dépen-
dant que du choix des conjugués, mais non du choix de ¢ dans y.

Nous donnons deux types d’applications de ce théoréme, en examinant
la compatibilité des équations (3) avec la nature du groupe de GALOIS G
de K, ou avec la nature de la variété W. Nous obtenons ainsi les résultats
suivants:

1.0 Pour toule une catégorie de corps de nowmbres algébriques finis, qui
contient en particulier tous les corps de degré premier, et tous les corps dont
le groupe de Galois est le groupe symétrique, 3l ne peut y avoir une infinité
&’ unités appartenant & une variété algébrigue de dimension <<n - r — 1.

2.0 L’existence d’une infinité d’ unités dans un module de nombres algé-
brigues de base (1, o, B), oit le corps K= Rla, 8] @ au moins 4 corps conjugués
complexes, admel une condition nécessaire et suffisante analogue & celle trouvée
par THUE pour les modules de dimension 2, & savoir que le module considéré
contienne le module des nombres d un certain sous-corps de K.

Nous en déduisons que 2 inégalité

| X+ Yo+ Z8| < ¢

(X +[Y[+[Z])"

o n est le degré de K = Rla, B, toujours assujetti o avoir au moins 4 conju-
gués imaginaires, W a qu’ un nombre fini de solutions ewn entiers rationnels X,
Y, Z, quelle que soit la constante réelle positive c.

Le chapitre I est consacré & 1’étude des variétés algébroides dans un
espace ou les points sont des systémes de » nombres pris dans un corps
p-adique algébriquement fermé. Nous démontrons principalement que ces
variétés sont localement décomposables en variétés irréductibles, et que chaque
élément irréductible est susceptible d’une représentation paramétrique locale
de « WEIERSTRASS », le nombre de parametres indépendants définissant la
dimension de I’ élément.

Dans le chapitre II, nous considérons un « groupe abélien multiplicatif
de points » de X", T, de « rang » r, r <<n — 1, dont les points de base ont
pour coordonnées des nombres algébriques. Nous supposons qu’une variété
algébrique W de X" de dimension s <<% — ¢ contienne un ensemble
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infini & d’éléments de I'. Nous étudions les relations entre W et T' par 1'in-
termédiaire de sous—variétés algébriques de W et de sous-groupes de T
« minimaux » par rapport a4 I’ensemble &. Nous utilisons des transformations
de Yespace X™ (congruences) et des procédés de composition de variété (pro-
duits de variétés). Ils nous permettent de construire dans X" une variété
algébrique W de dimension = s+ 7 — 1 contenant tous les éléments d’un
sous-groupe convenablement choisi de I'. 11 en résulte un théoréme analogue
au théoréme (3.1).

Dans le chapifre III, nous supposons que le groupe L' est le groupe des
points ayant pour coordonnées une unité de K et ses conjuguées, le théoréme
précédent donne alors le théoréme (3.1). Nous en faisons ensuite les appli-
cations mentionnées plus haut & des équations diophantiennes particuliéres.

Une partie de ces résultats a ét6é résumée dans trois notes aux « Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris » (°).

Monsienr GARNIER m’a donné de précieux conseils durant la rédaction
de ce travail. Je suis heurex de I’en remercier.

CuariTrE I. - Séries entieres a coeflicients p-adiques.

Corps p-adiques. — Rappelons quelques définitions et propriétés des
corps p-adiques qui nous seront utiles par la suite (%).

Soit 2 le corps des nombres rationnels, p un nombre naturel premier.
Tout nombre ¢ de R peut se mettre sous la forme g =—=p’¢, ot 1 est un
entier rationnel, ¢’ un nombre de R égal au quotient de deux entiers de E
premiers entre eux, dont aucun n’est multiple de p; p* 8’ appelle la partici-
pation de p & ¢, X 'ordre de g (pour p). On appelle valeur absolue p-adique

de q, que I’on notera | q|,, le nombre réel (l—i)xquand ¢==0. On pose |0],=0.

On a:

(1) § [%'Qle:Ivalp'\Qzlp 2) | Mg, ‘QQ):MQJ”*‘_)\(QQ) .
U+ |, =Max(|g, |5, 4. 1,) [, + ) =Min (Mg), Xg.)-

Si "on prend comme distance de deux éléments ¢, ¢, de R, |¢,—q, |,,
R devient un espace métrique. Sa fermeture topologique R, s appelle le corps

(®) « C. R.», t. 202, p. 2117, Juin 1936; t. 204, p. 942, Mars 1937; t. 203, p. 913, No-
vembre 1937.

(6) Pour leur démonstration, Cf. CHEVALLEY, « These «, Paris, 1933, Sur la théorie du
corps de classe, chap. V, p. 407-423, et « Journ. of the faculty of sciences », Tokyo, 1933.
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des nombres rationnels p-adiques. La valeur absolue p-adique définie dans B
induit une valeur absolue p-adique dans E,.

On sait () que pour tout corps on peut former des exiensions algébri-
quement fermées (c. a. d. dans laquelle tout polyndme d’une variable a coef-
ficients dans le premier corps se décompose en un produit de facteurs
linéaires) qui soient algébriques sur ce corps, et de telles extensions sont
équivalentes. Soit H, 'une d’elle. Soit ¢ un élément de H,,, "+ a,x" " + ...
..+ @, = 0 I’équation irréductible & coefficients dans R, a laquelle satisfait
q, p Vordre de la norme a, de ¢, on démontre que la valeur absolue

&3

lgl, :(—1> est un prolongement de la valeur absolue définie dans R, ef elle
. p :

satisfait encore aux relations (1). Nous appellerons X:g I’ordre de g, il
satisfait aux relations (2).

Les nombres de H, d’ordre =0 sont dits entiers p-adiques. Ils forment
un anneau F, dans H,. Ceux d’ordre nul ont aussi leurs inverses dans E, ;
ils sont dits unités p-adiques. 1ls forment un groupe abélien multiplicatif.
Les entiers et les unités algébriques sont des entiers et unités p-adiques.

La valeur absolue p-adique fait du corps H, un espace métrique, mais
il n’est plus complet, comme 1 était E, (une suite de nombres de H,, con-
vergénte au sens de CAUCHY, n’a pas nécessairement une limite dans H,).
Les relations (1) entrainent:

THEOREME 1.1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’ une
suite a, d éléments de H, soit convergente au sens de Cauchy, est que

lim (a1 — a,) =0.
n—qoo

Soit K, un sous-corps de H, qui soit une extension algébrique finie
de R,. Il y a (°) dans K, un nombre =, entier p-adique, qui n’est pas une
unité p-adique et dont I’ ordre est minimal. L’ordre de tout mombre de K,
est un multiple de celui de =, de sorte que tout nombre de K, peut se
mettre sous la forme mvu, p entier rationnel, u une unité p-adique de K,.
Les seuls idéaux de I’anneau des entiers de K, sont les idéaux (m)”, le seul
idéal premier est (w). En particulier (p) est un idéal de la forme (n)¢. Le
nombre de classes de restes de l’anneau des entiers de K, par rapport &
Pidéal (n), est un nombre fini p”. Cela permet de démontrer que K, est
localement compact (de toute suite infinie d’éléments bornés de K, on peut
extraire une suite convergente au sens de CAUCHY).

(7) Cf. Van der WAERDEN, Moderne Algebra, Bd. 1, § 60.
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On démontre aussi (°) que K, peut &étre obtenu en adjoignant & R, un
nombre 6, algébrique sur R, et que K, est la fermeture topologique de
K = Rif] pour la valeur absolue p-adique. Donec K, est complet et les suites
convergentes qu’on peut extraire d’une suite infinie d’éléments bornés de K,
convergent vers un élément de K,. (’est la propriété de compacité en soi.
Tout sous-corps de H, qui est une extension algébrique finie de R, est loca-
lement compact en soi.

Séries & coefficients p-adiques. — Dans la suite, nous considérerons des
systemes de = valeurs x,,.., ®,, prises dans H, comme un point d’un
espace X", produit direct de » espaces H,. La métrique p-adique definie
dans H,, induit dans X" une topologie qu’on peut engendrer par la métrique

Oist (4,4, = 2 {a,, — a@,;(,, par exemple. Nous appellerons wvoistnage d’un

point @ de X" un domaine de X" contenant pour certaines valeurs des
nombres réels positifs m, tous les poinis tels que

X — @i |, < my (=1, 2,.., n).

Nous considérerons des séries de puissances entiéres rationnelles positives
de n variables x,,..., x,

A= 3 . p2M.. 2
gy by,

ot nous supposerons que les coefficients appartiennent,d une méme extension
algébrique finie K, de Ry, de sorte que si la série converge quand on substitue
aux x; des valeurs x,° de H,, elle converge vers un nombre du corps topo-
logiquement complet K,Jx,° ..., ,°). Par définition, une fonction analytigue
de 7 variables «,,.., x, est la somme d une telle série dans son domaine
de convergence.

Appelons hauteur &’ un terme de la série le nombre naturel h=~5h, + ...+ h,,.
D’ aprés le théoréeme (1.1), on a:

THEOREME 1.2. — La condition nécessaire et suffisante pour qu une série
wmultiple 2 bu,,.,n, (hy,eo; hn=0, 1, 2/, o0} converge, est que la valeur
h‘,...,hn

absolue du terme général tende vers zéro quand h croit indéfiniment.

Ce théoréme donne pour la convergence des séries une condition beaucoup
plus large qu’en analyse ordinaire. Aussi dés qu’une série A coefficients
p-adiques est convergente, elle aura des propriétés qui en analyse ordinaire,
caractérisent les séries absolument convergentes. En effet, du théoréme (1.2)
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résulte que: toute série extraite d’une série p-adique convergente 4, est
elle-méme convergente. Soit une suite- de telles séries partielles 4,. Soit %,
la plus petite hauteur des termes de A figurant dans 4,, si &, croit indéfi-
niment avec % alors | 4, |, tend vers zéro. Donc:

THEOREME 1.3. — Si on somme les fermmes d’ une série convergente par un
procédé quelconque qui épuise tous les termmes de la série, on obtient la méme
limite qu’ avec le procédé qui définit la série (°).

Du théoréme (1.2) résulte aussi que si une série entiére & n variables est
convergente pour X; =h; elle converge umniformément pour tout le domaine
Xilp<<|bilp. Si tous les b, sont ==0, nous appellerons un tel domaine un
cube de convergence.

Si une suite de points @ de X tend vers le point @, de coordonnées x;,,
on finit par avoir |a;|,=/|x; |, pour les valeurs de I’indice i telles que

x,,540; il en résulte que si une série entiére converge pour une suite de
points de Iespace des variables, elle converge pour tous les points limites
de la suite,

On démontre aisément cue si la somme d une série entiére est nulle dans
tout un wvoisinage de I'origine, la série est identiquement nulle, c. a. d. tous
ses coefficients sont nuls.

THEOREME 1.4. — Si une série entiére f(x,,..., Xy) converge au voisinage
de U origine, si Uon fait le changement de coordonnées (xi—a; -+ yi), a; élant
un point o f converge, et si U on ordonne la série oblenue par rapport aux
puissances des yi, on obtient une série entiére @a(y,,..., yn) qui @ méme domaine
de convergence que f, el -‘méme some que f aux mémes points. (Il n’y a donc
pas de prolongement analytique).

En effet, considérons la série entiére & 2n variables F(x,,..., X, Y., -, Y¥,);
obtenue en substituant dans f, x; +9; & x;. Si f admet le cube de conver-
gence |x;l, =|p™i|,, faisons le changement de variables =,/ = x;/p™,
¥/ =y, /p™. Appelons [, ¢, F', les fonctions correspondantes. Comme [’
converge pour | x|, =1, le valeur absolue p-adique de ses coefficients tend
vers 0 quand la hauteur de leur indice croit indéfiniment. Comme chacun
des coefficients de F' est égal & un coefficient de f' multiplié par un entier
rationnel, ils ont aussi cette propriété, et I' admet le cube |x;|, <1,

(") Lie théoreme (1.3) est valable plus généralement pour toute série d’éléments d’un
espace vectoriel normé quelconque lorsque la série est commutativement convergente c. a. d.
qu’elle reste convergente aprés un changement quelconque de I’ordre de ses termes (cf.
BanacH, Opérations lindaires, p. 240). Les séries p-adiques sont un exemple de séries qui
peuvent &tre commutativement convergentes sans étre absolument convergentes.
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[9:], <1 comme cube de convergence. Puisque pour un systéme de valeurs
a/, b/, des =/, ¥y, en valeur absolue =< 1 la valeur de f s’ obtient en sommant
les termes de la série convergente F'(a,; b/) suivant une loi qui les épuise
tous, il résulte du théoréme (1.3) que f(a;+ b/) = F'(a;; b/). Mais le méme
théoréme montre que ¢, (b;) converge alors vers la méme valeur. Donc, dans
tout domaine out f converge, 9 converge vers la méme valeur, et récipro-
quement puisque [ et ¢ jouent un role symétrique.

On déduit facilement du théoréme (1.4):

THEOREME 1.5. — Si une série entiére est identiquement nulle, dans tout
un wvoisinage d’ un point du domaine de convergence, elle est identiquement
nulle.

REMARQUE. — Ayant défini comme en analyse ordinaire, les dérivées
partielles d’un polynome en «,,..., ®, par rapport aux différentes variables,
et celles d’une série entiére f(x,,..., #,) comme obtenues par la dérivation
terme & terme, on voit facilement que si f converge dans le cube |, |, =|a;/,
ses dérivées convergent aussi dans le méme cube. On a donc I’ interprétation
des coefficients du développement de f, et du développement de ¢,(y,,..., ¥,) =
= fla,+y,,., @, +y, par les formules de Mac-LAURIN et TAYLOR

9= 2 Dbp,. hﬂJh‘. Y, = ’)}‘Ei‘/iﬁax’f “l—J,afu.

h‘ 3 hn n il

On démontre de méme & ’aide du théoréme (1.2) I’ analyticité d’une
fonection analytique de fonctions analytiques:

THEOREME 1.6. — Soient A une série entiere de n variables X,, .., Xy,
convergente dans un wvoisinage D de x, —=..=x,=0; B,,..., By des séries
entiéres de m wvariables, y,,..., ym convergentes dans un voisinage D' de y, = ...
=.. =yn=0; si nous effectuons dans A la
substztutzon x;=B;, i=1, 2,..., n, on obtient une série entiére A’ en y; qui
converge pour tous les systémes de valewrs des y; de D' qui donnent des systemes
de valeurs des x appartenant a D.

Et le théoréme:

THEOrREME 1.7. — Sodent A,,.., A, des séries entiéres de n variables
X,,..; Xn, cOnVergentes ‘dans un voisinage de X, = ... = X, == 0, ftelles que la

matrice & v lignes et n colonnes M—H soit de rang r powr X, = ..= X, = 0.
Xj

Soient B, ,..., Bn, n séries entiéres de n variables y,,..., ya, convergentes au
voisinage de y, = ..=ya=0, felles que la matrice & n lignes et n co-

lonnes h——‘ soit de rang n pour y, = ..=Yya = 0. Effectuons dans les A la
.1
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substitution x; = B;, i =1, 2,..., n, les A deviennent des fonctions des y telles

L 1A .
que la matrice & v lignes el n colonnes i;' 5 'l soit de rvang r pour y, =..=y,=0.
Idéaux de séries entitres convergentes. — Considérons toutes les séries

entiéres de n variables x,,.., x, a coefficients dans 11,

— W
4 = ~t ah, .

y? [ 5
e () yoery o, =0, 1, 2,..., 4= o0
Iy hy,

satisfaisant aux conditions suivantes: chacune d’elles est convergente dans
un voisinage de I’origine et ses coefficients sont dans une méme extension
algébrique finie de R,. Elles forment un anneau d’intégrité U, .

Pour I’anneau analogue dans les séries dont les coefficients sont des
nombres complexes ordinaires, il y a des théorémes classiques renseignant
sur la structure des idéaux ef des variétés des zéros de ces idéaux. Les
mémes problémes se posent pour U,. Nous y trouverons des réponses ana-
logues, principalement: le résultat que pour la variété des zéros d’un idéai
premier, il y a une représentation paramétrique de « WEIERSTRASS ». Pour
les obtenir, nous démontrerons entre 6léments de U, une identité connue
dans le cas classique sous le nom de formule de WEIERSTRASS. Nous réfe-
rerons pour le détail des démonstrations de ses conséquences & un mémoire
de W. RuckeRT ('), (mémoire désigné dans la suite par W. R.), car elles en
sont déduites par des procédés purement algébriques, valables encore dans le
cas que nous considérons.

Donnons quelques définitions préalables. Un élément de U, sera dit unité
quand il existe un élément B de U, tel que 4B =1. Alors, on a nécessai-
rement A4(0,.., 0)3=0. L’identité (1—0&)“:02(’@" et une majoration facile

n=0
permettent de démontrer que cette condition est suffisante pour que 4 soit
une unité. Deux éléments 4, B de U, seront dits équivalents s’il existe une
unité C de U, telle que 4 = BC.

Si 4(0,..., 0, :1;,):}:0, A sera dit régulier en x, de degré s, s étant la plus
petite puissance de «x, A coefficient non nul dans A4(0,.., 0, x,j. Par un
changement de coordonnées, portant seulement sur «,,.., x,_,, on peut
toujours amener un élément 4 & étre régulier en «,

Si 4 est un polyndome en x,, & coefficients non unités de U,_, (anneau
analogue & U, pour les séries entiéres en x,,..., x,_ ), & 1’ exception du terme

(®) W. RuckerT, « Math. Annal. », Bd. 107 (1982), p. 259-281.
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de plus haut degré «,° dont le coefficient est 1, 4 est dit un polyndme di-
slingué en x, de degré s.

Démontrons alors la

ForMULE DE WEIBRSTRASS. — Soit F un dlément de U,, régulier en x,
de degré s, & tout élément A de U, correspondent les éléments B et C de U,.
C étant en x, un polynome de degré <<s — 1, tels que U on ait identiquement
A=FB 4 C.

Prenons un voisinage de zéro |x;|, <<|X|, suffisamment petit pour que

A et I’ y convergent tous deux. Par un changement de variables a, ==’

A

t=1,.., n, 4 et I donnent deux séries que nous continuons & appeler 4
et F, convergentes pour |z/[,=1, dont les coefficients ont une valeur
absolue p-adique qui tend vers zéro avec l’inverse de la hauteur de leur

7

indice. Par une changement de variables x,” = =% avec ||, suffisamment

petit, nous obtenons que le coefficient de x,* dans I soit le plus grand de
x;
(¢=1,.., n—1), avec |1”]|, assez petit, nous obtenons que ce coefficient soit
le plus grand de tous les coefficients dans F.

ces coefficients des pures puissances de x,, et en faisant ensuite x,” =

Dans le corps K, algébrique fini sur FE,, qui contient les coefficients
de F' et 4" on peut trouver un nombre = tel que tout nombre a du corps,
gse mette sous la forme @ — mre, ¢ étant une wunité p-adique du corps,
o’ est-a~dire un nombre d ordre zéro. Comme les coefficients de F et @
tendent vers zéro quand la hauteur de leur indice croit indéfiniment, il n’y
en a qu’ un nombre fini de méme ordre, on peut donc écrire:

A =7Mg, + ng, + ... + 7, - ...)

les g, étant des polynomes en x,,..., =, & coefficients unités de K,, de méme
pour F, avec cette remarque que f, se réduit & eqx,*

F = a"ew,’ + nf, 4 ... + 7, 4 )

Nous pouvons supposer h=171"=0, ¢, = 1, car nous ne considérons pas
comme différents deux éléments de U, dont le quotient est nne constante.

Considérons des éléments de U, , B, C:
-} oo -+o0
B =2, C = X n%,

b, et ¢, ¢tant des c¢léments de U, a déterminer. L’identité 4 = FB 4 O est
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équivalente au systéme de I’infinité de congruences 4 = FB+ C (mod. w9
(g =1, 2,.. a Pinfini). Ce systéme est satisfait s’il en est de méme pour le
systtme d’une infinité d’ égalités:

(a) @ = 2,°bg + [bg—, + oo+ foby + €4

obtenu en égalant les coefficients des différentes puissances de =.
Supposons qu’on ait pu, pour ¢ =0, 1,..., A — 1, déterminer des éléments
de U,, b,, ¢,, qui satisfassent aux égali.tés d’ indices (0), (1),..., (b — 1), et
qui soient des polynomes en x,,..., x,, & coefficients d’ordre =0, les ¢, de
degré <<s — 1 en «,. Alors, posant d, =a, — x,°b, — ... — f,b,, d), est encore
un polynome en x,.., x, & coefficients d’ordre = 0. La relation (q) s’ écrit,
pour q = h:
(h) d, =x,°b,, + ¢,

d, est connu. Si on prend pour b,, ¢,, respectivement le quotient et le reste
de la division de d, suivant les puissances décroissantes de x, par z,°,
I”é6galité (h) est satisfaite et b, et ¢, sont des polynomes en «,,..., , & coef-
ficients d’ordre >0, ¢, étant de degré <s — 1 en x,. Nous formons donc
ainsi par récurrence tous les polyndmes b,, c,.

—+co
Dans X n%, développé suivant les mondmes en x,...., x,, le coefficient

q=0

n
—+oo

du‘ mondme 2, .. x,’» est égal A q%oeh,__”m,q n?, € . r,, q Stant le coef-
ficient de x,m .. x,”» dans b,, coefficient qui est d’ordre =0, le terme
général de cette série tend vers O et c¢’est toujours un nombre de K,,
cette série converge vers une limite b, . ., de K, d ordre =0, donc

B= Z b, r2"™.. .2, converge pour [«;|,=1 et tous ses coefficients
Ty gy Py
appartiennent a4 K,. B est donc un élément de U,. De méme C, qui en
outre, est un polynome en x, de degré <<s— 1. Et ils satisfont bien a
I’identité 4 = F'B-- C. On a donc trouvé les éléments cherchés.
APPLICATIONS. — Prenons 4 =, A F correspond un élément B
tel que FB=A4 — C soit un polynome en «, & coefficient dans U,_,, dont
le terme de degré la plus élevé est x,*. On montre facilement que B est
une unité de U,, que 4 — C est un polynome distingué en x, et qu’il est
uniquement déterminé (Cf. W. R., p. 262). On a donc le
LEMME DE WRIERSTRASS (*°). — Tout élément de Uy, régulier en x,, de

{*°) Voir pour une démonstration directe Th. SKoLEM, « Math. Ann. », 111, 1936, p. 399.
Mais le lemme de WEIERSTRASS ne mnous suffirait pas pour obtenir la représentation para-
métrique dont nous avons besoin pour des variétés algébroides.
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degré s, est équivalent & un polyndme distingué de degré s en X,, uniquement
déterminé. .
Comme cas particulier pour les éléments de degré 1 en x

ns O a le:
THEOREME DE I’ INVERSION. — A4 élant un élément de U, tel que A =0
oA . . , , o . .
et a—x~4:0, a Uorigine, U équation A =0 définit x, comme fonction analytique
n
de x,,..., Xn_, au voisinage de X, = .. =%X,_, =0.

Par récurrence, on obtient le théoréme analogue pour les fonctions im-
plicites de plusieurs variables.

THEOREME GENERAL DE L'INVERSION. — Soient F,,..., Fy, h fonctions
analytiques des h 4+ m wvariables u,,.., uy, X,,..., Xm, nulles quand les u el
les x sont wnuls, convergentes au voisinage de ce systéme de valeurs, et lelles
DF,,.., Fu)
D(un-"y _uh)
et les u sont nuls. Alors les équations F,=0,.., Fy =0 définissent les u
comme fonctions analytiques des x, nulles pour les x nuls, el convergentes
dans un voisinage de ce systéme de valeurs des x.

que le délerminant fonctionnel soit différent de zéro quand les x

Yariétés algébroides. — Appelons variété algébroide en O (x, =...=x,=V)
I’ensemble des points de 1’espace X" qui sont des zéros communs & un
systéme d’éléments de U, .

La formule de WEIERSTRASS permet, par récurrence, sur le nombre des
variables, de démontrer la propriété triviale dans U, = H, qui est un corps,
que dans U, tout idéal a une base finie (Cf. W. R., p. 264) et par conséquent
pent se représenter comme intersection d’un nombre fini d’idéaux primaires.
A chaque idéal primaire est attaché un idéal premier (qui posséde la
méme variété de zéros). La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
variété algébroide soit érréductible (c¢’est-a-dire qu’elle ne puisse étre re-
présentée comme la somme de deux variétés algébroides en 0 dont aucune
ne contient 1’ autre) est que son idéal propre (¢’ est-a-dire 1’idéal de tous les
éléments de 4 s’annulant sur tout un voisinage de O de la variété) soit
premier. Il en résulte:

THEOREME 1.8. — Une variété algébroide en O est décomposable dans un
voisinage de 0, en un nombre fini de variétés algébroides en 0, irréductibles.

Soit alors & un idéal premier de U,, I le corps quotient de I’anneaun
de classes de restes U, /8. On trouve (Cf. W. R, p. 266-269), qu’apres, au
besoin, une substitution linéaire et homogéne non singuliére sur les variables,
il y a k des variables, soient «,,..., @, telles qu’ on ait I’isomorphie I[, » A,
A, étant le corps quotient de Uy, v un élément algébrique sur Uy satisfaisant
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a4 une équation irréductible dans U, g(w) =’ +- g0~ '+ ..+ g,=0, ou
les g, sont des éléments non unités de U,. On en déduit (Cf. W. R., p. 275-280):

TakOREME 1.9. — Une wvariété de X, algébroide en O, irréductible, admet
au voisinage de 0 une représentation paramétrique « de WEIERSTRASS »

Ph(xl sesey Ly w)

(3) Lppn == 1)(;1;1 yoees ml")

(h=1,2,..,n— k)

les Py étant des polynimies de degré s — 1 en o, a coefficients éléments de Uy,
w satisfaisant & une équation irréductible glw) = ws 5- 0,05 4 ... 4 g, =0 oit
les g; sont des éléments de Ux wnuls a U origine, D étant le discriminant de
A équation g((n) =0.

Tout systéme de wvaleurs x,,.., Xy de Hy suffisamment petites, telles que
D(x,,.., xx) =0, donne par ces formules s points de la variété wvoisin de
U origine, et tout point de la variéié sﬁj"ﬁsamment voisin de U’ origine, tel que
D(x,,..., xx)3F=0, est ainsi oblenu.

Les points de la variété tels que D(x,,.., x,) 4= 0 seront appelés points
réguliers de la variété. Sil n’y a que des points réguliers (s = 1) la variété
algébroide sera dite réguliere.

I’ ensemble des points qui fournit une représentation paramétrique, telle
que (3), sera appelé un élément de WEIERSTRASS. Le théoréme (1.9) peut
8’ énoncer ainsi: les points d une variéié V, algébroide en O, irréductible
forment, au voisinage de O, un élément de WEIERSTRASS, & condition de
négliger aw besoin les points d’une wvraie sous-variété algébroide de V. Le
nombre k£ est dit la dimension de 1’élément. (' est aussi par définition la
dimension de la variété algébroide irréductible V car on démontre (Cf. W. R.,
p- 274) qu’il ne dépend pas de la facon dont on a choisi les variables x,,..., x,.
On montre aussi que les composants irréductibles d’une vraie sous-variéte
algébroide de V ont des dimensions < k.

Démontrons maintenant guelques conséquences du théoréme (1.9) qui
nous seront uftiles pour la suite. Les points de la variété V, tels que
D(x,,..., x,) =0 sont les zéros de l'idéal (8, D). En leur appliquant le théo-
réeme (1.9), on obtient finalement:

THROREME 1.10. — On obtient tous les points appartenant & un voisinage
de U origine suffisamment petit d’une variété algébroide, en O, irréductible, en
réunissant un nombre fini d élémenis de WEIERSTRASS.

Parmi ceux-ci I’ 6lément de WEIERSTRASS qui donne les points réguliers
de V sera appelé I’ élément de WEIERSTRASS principal.

Les éléments de WEIERSTRASS de dimension zéro fournissent un nombre
tini de points. Il en résulte:
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THBoREME 1.11. — Si deux wvaridtés algébroides en 0, ont en commun
une infinité de poinis convergents en 0, elles ont en commun au Moins un
élément de WEIERSTRASS de dimension aw moins 1, qui contient une infinité
de ces points.

Nous appellerons élément paraméirigue de centre O 1'ensemble des points

i = f'b(ii yeves ta) (7/ = 1, 2, veey n)

ot les f; étant des fonctions analytiques définies au voisinage de §, =...=¢,=0
et nulles pour ce systéme de valeurs.

Soit F l'idéal des éléments de U, qui &’ annulent sur tous ces points.
On démontre facilement que cet idéal est premier. Lia variété algébroide des
zéros de 'idéal F sera dite la wariété algébroide de U élémeni. Elle contient
tous les points de 1 élément paramétrique, mais par contre, celui~ci n’en
représente pas nécessairement tous les points voisins de 0 quand on donne
aux f; des valeurs voisines de 0.

I 3f,]
Si la matrice fonctionnelle ‘Ilg%{i
2
de O, nous dirons que !’ élément paramétrique est régulier de dimension s;
en effet le théordme de 1’inversion permet facilement de montrer que la
variété algébroide de I élément est régulidre en O et de dimension s et que
dans ce cas, 1’élément paramétrique donune toute sa variété algébroide au

voisinage de 0.

est de rang s en 0, donc aum voisinage

19151 .
Si la matrice fonctionnelle tié? {; est « en général » de rang s au voisinage
i

de O, mais non au point 0 méme, la variété algébroide de I’élément n’est
plus nécessairement réguliere en 0. On voit immédiatement qu’elle est de
dimension >>s. On peut montrer, qu’en fait, elle est exactement s.

En faisant un changement de coordonnées convenable et en utilisant
encore le théordme de I’inversion, on voit aussi que si J est un élément de
‘WEIERSTRASS de dimension %k, 4 un point de J, le voisinage de 4 sur J est
un élément régulier de dimension A.

Nous démontrerons d’autre part:

TrkorEME 1.12. — Soit V une variélté irréductible algébroide en O; soit A
un point régulier de 1I'élément de WEIERSTRASS principal de V. Si fout un
voisinage de A est contenu dans une variété algébrique W, alors W contient
toute la variété V au voisinage de O.

Soit 24 . = ?%L—’—WM) (h =1,2,..., » — k) la représentation de WEI-

(%, 5.0ry T4)
ERSTRASS de V, valable dans le domaine |z, |,,.., |xs|,<<m pour les
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TN

points réguliers D(z,,..., 2z)3=0. Soit Qx,,..., x,)==0 une des équations
algébriques qui définissent W; @, (x,,..., 2x; o) le résultat de la substitution
aux &,,, de leurs valeurs en fonction de x,,.., €y, w; Q. (2, ,..., Tp) =
= Norme (0, (x,,..., ®x; w)). le produit des expressions obtenues en rem-
plagant o par ses conjugués dans Q,; @, est un élément de U, qui converge
dans tout le domaine |z, |,,.., 2|, <m. Si a,..., a, sont les coordonnées
du point régulier 4 de l'énoncé (|a@,|,,.., |ax|, <), @, est nul pour tout
le voisinage du systéme de valeurs a,,.., @, donc (théoréme 1.5) @, est
identiquement nul. Pour tout systéme de valeurs x,,.., x, en valeur
absolue p-adique <<m, il y a donc un des s points correspondants sur V
(s degré de 1’ équation de w) qui est sur la variété algébroide (@) d’ équation
Q =0, (@) contient donc I’origine. Si () ne contient pas V, comme V est
irréductible, son intersection avec V se compose d’un nombre fini d’ éléments
de dimensions <<% -—1 dont la projection sur l’espace des z,,..., x, ne peut
recouvrir tout wun voisinage de I’origine de cet espace a % dimensions.
(@) contient donc V tout entier. En appliquant ce résultat aux éléments
d’une base de TV, on obtient donc le résultat & démontrer.

REMARQUE. — Si on remplace le polynome en x,,..., , par un élément
quelconque s de U,, la démonstration demeure encore valide. Donc on
pourrait remplacer dans I’énoncé (1.12) les mots variété algébrique par variété
algébroide en 0. D’autre part, il en résulte que si un élément de U, n’est
pas identiquement nul sur V, tout point de V pour lequel il est nul est
limite des points pour lesquels il n’est pas nul. Si on applique ce résultat
au discriminant de 1’équation de ® on voit que fouf point de V qui n’est
pas régulier pour une représentation de Weierstrass donnde, est limite de points
réguliers. Nous mentionnons seulement ces propriétés que nous n’aurons pas
a utiliser.

Fonctions exponenticlles et logarithmes p-adiques. — Il est bien connu
qu’ on peut définir dans H, des fonctions analogues aux fonctions exponen-
tielles et logarithmiques de 1’analyse classique. Considérons la série:

2 7

@x
14+ 5 4o+

p° désignant la plus haute puissance de p ne dépassant pas n, on a
-"—2J+...+[1—%,]g£pv —1
p T pp—1

x 1 1
ordre <m)2 n(mdre (x) 1 -'_p"(p — 1)).

ordre (n!) = lg] + l
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La série est donc convergente si ordre (x) > et elle représente alors

—1
une fonction analytique de « que nous désignerons par Exp (x).
On vérifie par un calcul formel, valable quand les Exp=x,, Exp«, con-
vergent, que
Exp (2, + x,) = Bxp (z,)- Exp (x,).
Considérons la série

2 zn
" g

~—~ﬂ2=+...+(—"1) E“"-;.;

n\

Ordre (%) = n-ordre (§) — ordre (n).

La série converge donc si ordre (§) >0, c’est-a-dire si £ est un entier
p-adique qui n’est pas une unité p-adique. Elle représente alors nne fonction
analytique de « que nous désignerons par Log (I + ).

Pour y, et y, suffisamment voisins de 1, Logy,, Logy, et Logy,y, sont
définis et on vérifie par un calcul formel Log (y,-v,) = Logy, + Logy,.

Pour x suffisamment petit Log (Expa) est défini et on vérifie formel-
lement que sa valeur est x. De méme pour y suffisamment voisin de 1,
Exp (Logy) est définie et sa valeur est y. Les fonctions Expx et Logy sont
des fonctions inverses.

Soit a un nombre tel que Loga existe. La fonction Exp (x Log a) est
une fonction analytique convergente pour « suffisamment voisin de zéro, et

Exp (@, +-x,) Log @ = Exp (x, Log a)- Exp (x, Log a).

Si ordre (Loga)>§—i—-1 alors  Exp (x Log @) converge pour tout x entier

p-adique, en particulier pour tout a entier rationnel. On voit que cette
fonction coincide, pour x = ¢ entier rationnel, avec a « & la puissance g »,
les puissances entiéres rationnelles étant définies & partir de la multiplication
et de I’inversion comme d’habitude. Pour abréger, nous la désignerons par a®.

Les nombres pour lesquels a¥ existe et converge pour tout y entier
p-adique, sont des unités p-adiques suffisamment. voisines de 1. Nous les
appellerons unités p-adiques distinguées.

TaEoREME 1.13. — 8i K est une extension algébrique finie de Ry, il y a
un nombre naturel m tel que pour toute unité p-adique e de K, e™ soit une
unité p-adigque distingude.
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Soit n le degré de K, sur B,, alors on peut trouver n entiers p-adiques
de K, tels que tout entier p-adique de K, soit de la forme

0, A ... +X,©

n-on

les «; étant des entiers de E,. Chacun des x; peut étre mis sous la
00
forme X a;p’, les a; étant pris parmi p entiers rationnels incongrus (mod p).
=0
Done, Ek, désignant I’anneau des entiers p-adiques de K,,, k étant un nombre
naturel quelconque, le nombre C(h) de classes de restes de Eg, modulo
I'idéal principal (p”"), est fini.
Pour tout élément ¢ de Ek,. premier & p, donc unité p-adique, on a

eC—1 = 1(p")
eC—1—1 4y avec ordre (n) ="

il nous suffira donc de prendre n >1;-_-1_——1 pour que la valeur correspondante

de C{#) — 1 donne le nombre m cherché.

CuaPITRE II. - Groupes abéliens de points.

Opérations sur les points et variétés de X"

CoNGRUENCES. — Soit, comme dans le chapitre précédent, X" le produit
topologique de % espaces H,; un point de X" est un systéme de » nombres
X,y £,, de H,, que nous appellerons les coordonnées du point. Nous défi-
nirons le produit 4,— A,-4, de deux points 4,, 4, de X", comme étant le
point ayant pour coordonnées les produits des coordonnées de méme indice
de A, et de A,. Désignons par { X"} I’ensemble des points de X" qui n’ont
aucune coordonnée nulle. Ils forment un groupe abélien par rapport & la
multiplication que nous venons de définir. Si nous multiplions tous les points
de X" par un méme point 4 de { X"}, nous obtenons une transformation
de X" en lui-méme que nous appellerons une congruence. L’ ensemble de
toutes les congruences forme un groupe abélien isomorphe & { X”}. Deux
figures formées de points de X" qui se correspondent dans une méme con-
gruence seront dites congrues. O’ est évidemment une relation transitive. Une
congruence étant une transformation affine non singuliére de X7, deux
figures congrues ont en meéme temps le caractére d’étre une variété alge-
brique irréductible, de dimension s, ou d’&tre une variété algébroide irré-
ductible de dimension s,
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p-Variétés, — Soient A4,,..., 4,, r points de X" de coordonnées
Wy yuey Ayyioens Gpyyenny Ay, Nous supposons que 'on ar <<n, que les Log (ay)
existent, et que les r vecteurs

(1) (Log (a’ﬂ)) ., Liog (a/f%)) (j= 1, 2., 'r)
sont lindairement indépendants par rapport & H,. Alors pour des valeurs

des paramétres y suffisamment voisines de zéro |y;], << ¢, les exponentielles a;):
sont définies et sont des fonctions analytiques des y. Le point

2) x; = Exp (y1 Log «y; + ... +-y, Log a,;) i=1,2,..,n)
Yy
= ai’,-‘ a;’z

pour |¥:|,<Cc, engendre un élément régulier, ayant pour centre le point
(1,.., 1), et de dimension r. Une telle variété ou ses variétés congrues

8) X = qia,?,-‘ alr (=12 ..,n)

(ot g,, ., q, = 0) seront dites des p-variétés de dimension .
On voit facilement que si
(b-nu LA b»'m) (m = 1; 2; ey B ’I')

sont » — # vecteurs linéairement indépendants, dont chacun est orthogonal &
tous les vecteurs (1), les équations implicites
Z’ + ..+ b, Log u0 m=1,2,..,n—r)

L n

(4) b

s LiOZ
définissent la méme variété que les équations paramétriques (3).

Les 'p—vm'iétés Jouent. exactement par rapport auw groupe des-congiruences,
le role des variétés linéuires par rapport aw groupe des translations. En effet,
soient y ..., y,° un systéme de valeurs des exposants telles que |yi|, < ¢,
posons

. y,° 2,0 .
@' = qalt ..ol (i=1,2,..,n
les formules
: y.! i 3
(3) X = q,-,"a]’i‘ e al; (t=1,2,...,n

pour |y |, << c fournissent les mémes points que les formules (3). On voit
qu’ une p—variété est invariante globalement par lo congruence qui, fait passer
de Uun & Uautre de deux quelconques de ses poinis. 11 en résulte qu’ une
p~variété est bien deéfinie quand on sait qu’elle est congrne & une p-variété
donnée, et qu’elle passe par un point donné (qu’il fant supposer appartenir
a jX")
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Soit @, (q,,..., ¢,) un point de { X"}, Considérons la transformation

o) % = Log (3) (i=1,2,.., %)
qi

Soit v un voisinage de @, v le voisinage correspondant de 1’ origine. Sup-
posons v suffisamment petit pour que la transformation soit biunivoque et
bianalytique. Nous appellerons v un woisinage propre de Q. Dans la suite de
ce chapitre mous supposerons toujours pour toules les études locales que nous
feroms, que tous les points, les éléments de wvariélés, les voisinages considérés,
sont intérieurs au voisinage propre d’un méme point fixe de | X }.

Par la transformation (5), aux u-variétés passant par des points voisins
correspondent des variétés linéaires de mémes dimensions, voisines de 1’ origine
et réciproquement. Aux congruences voisines de la transformation “identique
correspondent des translations d’amplitudes voisines de zéro. Moyennant la
restriction indiquée, et grice & la transformation (5) et au théoréme (1.12) on
voit facilement que:

Hya étant un élément algébroide irréductible au voisinage d’' un point A,
et Ig le woisinage sur Hy d’un point B régulier de H,, si Ig est conlenu
dans une p~variété M, Hy toul entier est contenu dans M. En particulier, si
on montre que Is est une p—variété, il en résulte que H, est une p-variété.
On obtient aisément aussi grace & la transformation (D), la démonstration de
la réciproque d’une proposition énoncée plus haut:

St 1 est un élément régulier de centre A, et si pour tout point B de I, il y
a un voisinage de ce point sur Iy congru & un voisinage de A sur Io, X5 est
une pw-variété.

Produit de denx variétés. — Nous appellerons produit de deux figures
F,.F,, formées de points de X7, la figure F,—=F -F, formée par I’ ensemble
des points produits d’un point quelconque de la premiére par un point
quelconque de la seconde. Nous appellerons énverse d’umne figure F, la fi-
gure I'—' formée par 1’ensemble des points inverses des points de F qui
n’ont auncune coordonnée nulle. Nous nous occuperons de figures qui ne sont
tout entiéres dans aucun des hyperplans de coordonnées x; = 0. Dans ces
conditions, F, = F,-F, contient au moins une figure congrue & F, et une
figure congrue a IF,, et F~—* existe.

Le produit de deux wvariétés algébriques drréductibles ('*), W, de dimen-

(**) Une variété algcébrique W est dite irréductible quand son idéal propie (W) dans
Vannecau des polynomes en Xy, ., Xy, est premier. C’est une irréductibilité globale, dif
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sion 8,, W, de dimension s,, est une variété algébrique irréductible W, de
dimension s, <s, 1 §,.

En effet, le point général de W, admet une représentation paramétrique,
les coordonnées étant des fonctions algébrigues de s, parameétres; de méme
W, avec s, autres parameétres. Donc les coordonnées du point général de W,
sont des fonctions algébriques de s, + s, paramétres. Il en résulte que W,
est une variété algébrique irréductible de dimension < s, + s,.

On verrait de fagon analogue que si W est une variélé algébrique irreé-
ductible de dimension s, non fout entiére située dans un hyperplan de coor-
donnée, W' est une variété algébrique irréductible, de dimension s.

Intersections de p-variétés et de variétés algébriques.

LevmMe 2.1. — Soit W une variété algébrique irréductible de X, de di-
mension s. Soit A un point de W, non singulier et non situé dans un des
hyperplans de coordonnées. Soit Ma wune p—variété de dimension r, passant
par A. Supposons que Ma (1 W soit, au voisinage de A, un élément régulier 1,
de dimension k >1 et quil Wy ail pas de variété algébrique de dimension
tnférieure & s qui contienne I,. Alors en tout point Q de W élranger & une
vraie sous-variété algébrique w de W, Uinterseclion Mq [1 W (Mg étant la
-variété congrue & Ma passant par Q) est un élément végulier 1o de di-
mension k, qui dépend analytiquement des coordonnées locales de Q, quand on
fait varier Q sur W au wvoisinage d un point Q, élranger & w.

Soient

Fua, ., 2)=0 h=12,..,f)

les équations qui définissent W

x x
bui Log = 4+ ... 4 by Liog =2 =0 (m=1,2,.., n—r)
a" a'n

celles de M., les n—r vecteurs (bmi,..., bmn) 6tant par hypothése linéaire-
ment indépendants. Celles de My, @ étant un point quelconque de | X"},

férente de 1Virréductibilité locale définie au chapitre I pour toute variété algébrorde. Lia
dimension s de W, définie algébiiquement & partir de cet idéal de polyndmes, coincide en
tout point avec la dimension définie localement comme au chap. I. On démontre qu’il existe
une représentation, comme fonctions algébiiques de s parametres, des coordonnées de tous
les points de W étrangers & une vraie sous-variété de W ou comme on dit du point
général de W

(Cf. Van der WaEBRDEN, Moderne Algebra. tome II, chap. 13),
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de coordonnées ¢,,..., ¢,, sont

x X
b Log “ L + ... -4 by Log =2 == 0. (m=1,2,.., n—r)

>
t 7

Considérons les systéme d’équations aux différentielles totales

T oF; .
\da,le—w‘—i—...—{—dx“g“—’—”«o (j—l) 2)""f)

(D)

) dx, b;“ + ot d, b{fﬁ: 0. (m=1,2,..,n—r
\ ‘ n

) parcourt 1’élément I, qui est une
variété intégrale a k dimensions de (D). D’autre part, (D) est un systéme
d’éqguations linéaires et homogénes par rapport aux dx, dont les coefficients
sont des fonctions rationnelles des z. Son rang a donc la méme valeur p en
tous les points de W, sauf peut-dtre sur une vraie sous-variété algébrique
de la variété algébrique irréductible W. Nous désignerons par w la. réunion
de cette sous-variété avec celles qui portent les points singuliers de W et
les intersections de W avec les hyperplans coordonnées, s’ils n’étaient déja
contenus dans la premidre. w est une vraie sous-variété algébrique de W.
Il est impossible que I4 soit contenu tout entier dans w donc p est égal
& n — k. En un point quelconque @, de W étranger & w le systéme (D) peut
donc 8fre résolu par rapport & k variables auxiliaires dg, , ..., df, sous la forme

Il est satisfait quand le point (x,,.., ®

(D) s = G, 4 o + GerdEs. (i=1,2,.., )

Les g; sont des fonctions rationnelles des «, et les k vecteurs (g;,,..., g;,)
sont linéairement indépendants. Les conditions d’intégrabilité de (D'} sont des
équations algébriques en x. Cémme elles sont vérifiées sur I,, elles sont
nécessairement identiquement vérifides sur tout W.

Soit maintenant
(1) i = filt,, ., ) (i=1,2,..,n)

P é6lément régulier, de dimension s, qui représente W au voisinage de ),
(@, correspond & ¢, = ..=1¢,=0). Substituons les f aux « dans (D). Les
premiéres équations de (D) sont identiquement vérifiées, les n — r restantes
forment un systéme (D”) complétement intégrable. On peut 1’ écrire & I’aide
de k éléments auxiliaires db,,..., df,, sous la forme

) Al = Tugdh, 1~ ... -+ Iy, d0, (j=1,2,..,5)

les h;; étant des fonctions analytiques des f, au voisinage de ¢, = .. =1, =0,
et les k vectenrs & s dimensions (h,,..., ;) étant linéairement independants.
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On peut calculer le développement en série des ¢ suivant les puissances
entiéres positives de %k variables auxiliaires 6,,..., 8,. En effet les conditions
d’intégrabilité étant identiquement vérifiées, on obtient les dérivées partielles
des ¢ par rapport aux 0 pour les valeurs initiales £° comme fonctions analy-
tiques des #,” grice aux formules

2 9 2 )
—(,Ez-j—t—;hgi -+ “-+E‘\—t;kqs (g:l, 2,._._]1))
d’ o
ovt . )
! :@], 78 ..\,L(tl“,..., ts ) (]:1’,,,, ,g)

07 ... 26
==t 4+ hyy(t,% e 5 800, A e Pg(E", oeny 1,905 oo
07 ... 0

(v, 4+ oo = vp)!

e + @J,v,, ,\/,L(tio, ey tso)

On vérifie aisément que cette série, considérée comme série en 6 ,..., 0,,...,
¢, ..., t,", converge pour les ¢’ et 0 assez petits (en supposant qu’on ait fait
au besoin un changement de variables 6, = p¥t,/, N étant un nombre naturel
assez grand). Substituons aux ¢ les expressions qu’on vient de calculer, dans
les équations (1), on obtient

@) 2, = Dt ey £ 0, e, B2) i=1,2, .., n)

les fonctions @, étant des fonctions analytiques des t' et des 0. Pour
0, =...=0,=0, elles se réduisent &

2, = O, e, 10, 0,y O) = fift, s 1) G=1,2,.., %)

et représentent tout le voisinage de @, sur W.
Si on y laisse ¢,° ..., ¢° fixes et si 1’on fait varier les 0 alors (2) repré-
sente un élément I, de dimension %, régulier autour du point @ (q,,.., q,)
de W, correspondant & 0, = .. =10,=0. Il est évidlemment sur W. D’ autre

part, il satisfait &
dx, %’—"—1 + ...+ dx, b __

1

(m=1,2,.:., n—r)

‘n

donc, en tenant compte des conditions initiales, on voit qu’il est sur la

p-variété My

b1 Liog % 1= wo = by Liog Lo 0 (m=1,2,..., n—r)

1 n
qui est la p-variété congrue & M passant par . I, appartient donc A
W () My, comme il est de dimension %, il constitue tout le voisinage de @
sur W) My, le lemme est démontré.
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PR

Lemue 2.2. — Conservons les notations et les hypothéses du lemme 2.1.
Supposons en outre qu il v existe pas de p-variété de dimension inférieure & r
qui contienne I,. Alors il exisle une wariété algébrique W de dimension
s<s 4 r —k confenant My .

Prenons un point @, de W, étranger & w et situé sur I,. C est toujours
possible, puisque  ne peut contenir I,. Alors @, étant un point de My, Mg,
est identique a M,. Soit Iy, le voisinage de @, sur I,, ¢’est un élément
régulier de dimension % qui représente W [] Mg, au voisinage de Q,; W et Mg,
sont la variété algébrique et la p-variété de dimension minima contenant Iy, .
Utilisons la représentation paramétrique (2) du lemme précédent pour ie
voisinage de @, sur W. Soit C une courbe algébrique irréductible, située
sur W, passant par @, et réguliére en @,. On peut la définir au voisinage
de @, par l'intermédiaire de (2), en se donnant les ¢ comme fonctions analy-
tiques convenablemenf choisies d’un parameétre

tj = ’M/J"C) (/: 1, 2, ey S)

et en laissant les 0 nuls. Nous supposons que grice & une congruence con-
venable sur la figure initiale les coordonnées de @, sont 1,..., 1. Formons la
variété algébrique W, = W-.C—'. Elle est irréductible et contient W comme
sons—variété. Elle est donc de dimension s 4 1 ou s. Dans ce dernier cas,
elle coincide avec W. Elle contient les points de 1’ élément paramétrique

=Dy, ., b5y 0, e, 00 (10,(0), ..., us(8), O,..., 0)
(=1, 2,.., n).

(" est méme la variété algébroide de cet élément.

Donnons & { une valeur fixe {° et faisons # =u ({°),..., {, = u (") et
faisons varier les 6. On obtient ainsi un élément Iy congru & Ig— My [} W
d’aprés le lemme précédent, (Q étant le point de coordonnées x; = @y(u,(T°), ...
wey UG, 0,..., 0). Faisons 6, =...=10,=0 dans la représentation paramé-
trique de Iy. On obtient le point @,(1,.., 1). Done Iy appartient & M,,.
Il en résulte que I’é6lément paramétrique

(J,) x; = Di(u,(C), ..oy us(C), 0,5 eey 04)@ (1, (C), -., ©4(C), O,..., 0)
=1, 2., n

appartient & W) Mg, et qu’ il contient des éléments congrus & chacun des
éléments réguliers de dimension &, Io = W [} My, pour chaque point @ de la
courbe C voisin de @,.

Si tous ces éléments Ig sont congrus-i Iy, quel que soit le choix de la
courbe algébrique C passant par @,, ils sont congrus & I, quel que soit Q
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sur W dans tout un voisinage de @,; en particulier quel que soit @ sur Iy,.
Tous les voisinages sur Iy, sont congrus, I est donc une p-variété. Mais
alors comme Mg, est la p-variété de la plus petite dimension contenant Iy,
Iy, coincide avec My,, ¢’ est-a-dire avec My, et k est égal & r. W est elle-
méme la variété algébrique W cherchée.

S’il n’en est pas ainsi, on pourra choisir la courbe algébrique C de
fagon qu’un des Ip, @ étant sur C, ne soit pas congru & I, . J, sera néces-
sairement de dimension plus grande que k. L’intersection de W, et My, est
au voisinage de @, une variété algébroide. Il y a au moins une de ses com-
posantes irréductibles, soit H,, qui contient J,; soit %k, la dimension de H,;
on a k, =k-+1. Soit A, un point de H, régulier et étranger aux autres
composantes de W, [} Mq,. Le voisinage de 4, sur H, est un élément ré-
gulier I, de dimension ‘k,, qui représente toute ! intersection W, (1 M, au
voisinage de 4, (My, est identique & M,). On voit facilement que W, est la
variété algébrique de dimension minima contenant I, et que M,y = M, est
la p-variété de dimension minima contenant I, .

On peut donc opérer a partir de W, , de dimension s, =s+ 1, Iy de
dimension %k, =% + 1 et My (= M,4) comme on vient de faire & partir de W,
14, M,. Ou bien, k, =7, I, est identique & M, donc & My, ou bien on peut
construire W, de dimension s, =s, -+ 1, telle que W, [} M,, ait au voisinage
de 4, une composante irréductible contenant 74, et de dimension k,=k, 1 1, etc...
Au bout de r -— k-— 1 opérations au plus, on arrive donc & une variété W,

m

telle que W, (] My, ait une composante de dimension r, ¢’ est-a-dire que W,
contienne My, ¢ est-a-dire My. W, est de dimension << -4-s — k. Cest la
variété W cherchée.

- Remarquons que le résultat peut étre trivial si 'on n’apasr4 s—k<n
car alors W peut étre I’espace X” tout entier.

LevuEe 2.3. — Si une variété algébrique de dimension s contient wune
p-variété, entre s 4 1 quelconques des coordonnées d’ un point de la p-variété,
sotent X, , ..., Xqi,q, ¢ y a une relation

N Nggy1

.ql g eeey ‘JS-‘»I —_ q,,...,qs+1
ot les exposants Ng,,.., Ny, sont des entiers rationnels, non lous nuls et
Cq, g 4q UM nombre différent de zévo indépendant du choix du point sur la
p~variéte.

Nous pouvons, par une congruence, amener le cenfre de la p-variété,
au point de coordonnées 1,.., 1. Soient M la p-variété, W la variété alge-
brique (toujours de dimension s), déduites des premidres par la congruence.
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8 1-1 coordonnées d’un point de W, soient x,,.., x,,, sont liées par une
équation algébrique

f(ac‘ LA ms+4} =0.

Soient b,,.., b, les coordonnées d’un point de M autre que le point de
coordonnées 1,..., 1, alors M contient aussi le point de coordonnées b*,..., b
quelque soit le nombre naturel 2. Donc W le contient aussi, et 'on a

fbr ..., b)) =0.

Soit v le nombre de termes dans f. Hcrivons les équations précédentes pour
h==1, 2,...v. On a ainsi, entre les coefficients de f, v équations linéaires et
bomogénes dont les coefficients sont des mondmes en b, ,.., b,, et dont le
déterminant est un déterminant de VAN DER MoNDE. Pour que ces équations
aient une solution mnon triviale, il faut que ‘ce déterminant soit nul, donc
qu’il ait deux colonnes égales, ce qui enfraine I’ égalité de deux mondmes
en b,,.., byy,. On obtient un nombre fini de variétés algébriques, chacune
définie par une équation du type
wli ., alsrr =1

(les IV étant des entiers rationnels non tous nuls), dont !a réunion doit contenir
tous les points de M. Comme M considéré comme variété algébroide est
irréductible, ’une des variétés précédentes doit contenir M tout entier. En
revenant & la p~variété initiale par la congruence inverse de la premiére, on
trouve la propriété annoncée.

Groupes abéliens de points & bases finies. — Considérons des points & »
coordonnées, qui soient des nombres algébriques, formant un groupe abélien I'
par rapport & la multiplication définie au début de ce chapitre et possédant
une base minima finie & r générateurs d’ordre infini et #' générateurs d’ ordre
fini. Nous appellerons » le rang du groupe et nous supposerons r > . Soient
(@ seeey @dseees (@ry sy @,,), les coordonnées des points de base d’ordre fini,
(@) @)y oy @iy, @) celles des points de base d’ordre infini. Alors
un élément quelconque du groupe I' a pour coordonnées

o My 11y .,
R T S I
_ My . 'y ',
Oy, == Oyt e @ LORERE a'wr'

les exposants i étant des entiers rationnels.
Choisissons comme il est toujours possible, le nombre naturel premier p,
de fagon que les coordonnées des éléments de base, et par suite celle d’un
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élément quelconque du groupe, soient des unités p-adiques. Formons le
corps H, et Dl’espace X" définis précédemment. Nous considérerons les
éléments de I' comme des points de 1’ espace X™.

Nous dirons qu’un sous-groupe y de I' est distingué s’il admet une base
minima formée de points dont les coordonnées sont des unités distinguées
de H,. Ces points de base sont tous des éléments d’ordre infini de y car la
seule unité p-adique distinguée qui soit racine de 1’unité est 1. Leur nombre
est donc égal an rang du sous-groupe.

Soit K, 1’extension finie de R,, qu’on obtient en adjoignant & R, les
coordonnées des points de base. D’ aprés le théoreme (1.14) il existe un nombre
naturel %, tel que, pour toute unité p-adique u de 'K,, ™’ soit une unité
p-adique distinguée.

Posons

a?j" =0, (t=1,2,...,7;j=1,2,..., n
Le groupe

— RH . J ——
Ty, @ = b" .. 0" (i=1,2.,n)

ou les m; sont des entiers rationnels, est un sous-groupe d’ indice fini de T,
qui est distingué.

Pour un sous-groupe quelconque vy, l'intersection de y et de I'; nous
fournira donc un sous-groupe y* de y d’indice fini par rapport & y (donc de
méme rang que y) qui est distingué.

Nous appellerons dimension d’un sous-groupe distingué v*

Yh =Gt g =12 ..,n)
le nombre d (aw plus égal au rang de y*) de vecteurs linéairement indépen-
dants par rapport & H, parmi les vecteurs formant « la base logarithmique »
de y*. Nous entendons par la les vecteurs ayant chacun pour coordonnées
les logarithmes. p-adiques des coordonnées d’un méme point de la base
distinguée de y*. Soient (¢, ,...; Ci,), s (Cgss-ey €4.), les points de base cor-
respondant & d de ces vecteurs linéairement indépendants. La p-variété de
dimension d

quf%’ mi:cg{; "'Cgift (5:1, 2, vy n)

contient tous les points de y* pour lesquels les m sont en valeur absolue
p-adique, suffisamment voisins de zéro. Nous appellerons |y} la p-variété
de y*. On voit facilement qu’un ensemble infini & d’éléments de v*, a an
moins un point d’accumulation, soit C, et que la p-variété C.{y*| congrue

a | y*! et passant par C, contient un sous-ensemble infini d’¢éléments de &,



d’un corps de nombres algébriques fini 153

s’accumulant autour de C. On a le méme résultat pour 1’ensemble d’une
infinité d’éléments appartenant & une méme classe de I'/y.

Soit & I’ensemble d’une infinité d’éléments de I', nous dirons qu’un
sous-groupe y de rang p est minimal par rapport & & pour la classe cy
de I')y si les deux conditions snivantes sont remplies:

1°) la classe ¢y de I'/y contient un sous-ensemble infini &, de &;
20) il n’y a pas de sous-groupe Y de I, de rang moindre que celui
de v, tel qu’il y ait une classe de I'/y contenant un sous—ensemble infini de &, .

Si vy est minimal par rapport a4 & pour la classe cy le sous-groupe
distingué y* =+ [1 I'; est minimal par rapport & &, pour l’une au moins des
classes de T'/y* dont la réunion forme la classe cy, car celles-ci sont en
nombre fini.

Si & est un ensemble infini d’éléments de I' il y a toujours au moins
un sous-groupe minimal, done an moins un sous-groupe distingué minimal
par rapport & &,.

& étant encore I’ensemble d’une infinité d’¢léments de I', nous dirons
qu’une variété algébrique W irréductible est minimale par rapport & & si:

19) elle contient les éléments d’un sous-ensemble infini &, de &, et si
20) il n'y a ancune de ses variété algébriques de dimension inférieurs
& celle de W qui contienne les éléments d’un sous-ensemble infini de §,.

Si les éléments de & sont contenus dans une variété algébrique de di-
mension § il y au moins une variété algébrique minimale par rapport & &
de dimension <Cs. ‘

TukorEME 2.4, — Soit I' un groupe abélien multiplicatif de points a coor-
données algébriques, de rang v inférieur au wnombre n de coordonndes des
points. Soit

(1) B,y e, %) =0 (h=1,2,..,5)

un systéme d’ équations algébriques a coefficients algébriques dont les premiers
membres forment la base d’un idéal de polyndmes premier de dimension s.
Supposons que les éléments de U satisfaisant & (1) forment un ensemble infini &.
A tout sous-ensemble infini & de & correspond au Moins un SOUS-groupe Y

de I' ayant les propriétés swivantes: ‘

10) il y a au moins une classe de I'/y qui contient un sous—ensemble
infini d’ élément de &'

29) Posons ¢ =g + 1r; entre o quelcongues des coordonnées d’ un élément
de v, soient Xq,,.., Xq @0 y a une relation

N Ny
mql acqa =1
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ont les exposants N sont des ewntiers rationnels non tous nuls indépendants duw
choix de U élément dans 7.

(Ces résultats deviennent triviaux si Von n’a pas s <<n—r — 1).

Choisissons p de fagon que les coordonnées des points d’une base de I
soient des unités p-adiques. Supposons les points de I' représentés dans
I’espace X" construit & 1’aide du corps p-adique H,. Désignons par W la
variété algébrique de X", de dimension s, définie par les équations (1). Soit v*
un sous-groupe de I' distingué, minimal par rapport & 1’ensemble & pour
une classe de I'/y*. Soit &” le sous-ensemble infini de & dont cette classe
contient les éléments. Les éléments de &” sont dans W de dimension s, donc
il y a une variété algébrique W, (sous-variété de W) minimale par rapport
a &" et de dimension s, <<s. Soit &, le sous-ensemble infini de &” dont elle
confient les éléments. v* est encore évidemment minimal par rapport a &,
pour la classe de I'/y* considérée plus haut. Il y a an moins un point d’ac-
cumulation C des éléments de &,. Soit M¢ la p~variété congrue a la p-variété
{v*1} de v* et passant par C. Elle a une dimension d <<r, Elle contient un
sous-ensemble infini &, d’éléments de &, convergents vers le point C, et
aucune p-variété de dimension plus petite ne peut contenir un sous-ensemble
infini de &¢. W, et M¢ ont une infinité de points communs convergents en C.
Leur intersection est au voisinage de C une variété algébroide qui a au
moins une composante irréductible H de dimension £>=1 contenant un
sous-ensemble infini &¢ de &¢. H ne peut étre contenu dans une variété
algébrique de dimension moindre que celle de W,, une telle sous-variété
contiendrait les éléments du sous-ensemble infini &¢ de &, ce qui est con-
tradictoire avec le choix de W,. Soit 4 un point régulier de H et non situé
sur une autre des composantes de W, [ M¢. W, [] M, est au voisinage de A
un élément analytique régulier I, de dimension 4=>=1. Et I, ne peut étre
contenu dans aucune variété algébrique de dimension inférieure a s, car une
telle sous-variété contiendrait H ce qui est impossible. I, ne peut étre
contenu dans aucune p-variété de dimension inférieure a celle de M,, car
une telle p~variété contenant I, contiendrait H, donc )’ensemble infini &,
ce qui est impossible. On peut donc appliquer & W, le lemme 2.2. Il en
résulte que M4 est contenu dans une variété algébrique irréductible W de
dimension s<<s§,+d—1, <<s+r —1=0o— 1. Il en résulte d’ aprés le
lemme 2.3 que o coordonnées d’un point de M, sont liées par.une relation

aNa .. xN4; = constante.
qu 45

Donc pour les coordonnées des points de la p-variété de y* et finalement
pour celles des éléments de tout y* on obtient les relations annoncées.
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Nous pouvons ajouter ce complément & 1’ énoncé:

p élant un nombre naturel premier tel que les coordonnées des éléments de
base de I' soient des entiers p-adiques; tout sous-groupe de I' distingué pour
ce choix de p, et minimal par rapport a & pour aw moins une claese de I'/y
fournit un sous-groupe ayant les proprietés indiquées dans le théoréme 2.4.

Cmaritre 1II. - Equations diophantiennes.

Considérons le systéme d’équations diophantiennes & résoudre en entiers
rationnels Xj;

M y (1) Norme (X, 0, 4+ ...+ X 0 )=21

n N

1@ F(X,,., X,)=0 (i=1,2,.., m)

o (w,,.., »,) représentent une base d’un corps de nombres algébriques
fini K de degré =, et ou les équations (2) sont des équations algébriques
en X,,.., X, (que nous pouvons sans restreindre la généralité du probléme
supposer & coefficients rationnels).

A toute solution (4,,.., 4,) en entiers rationnels de 1’ équation (1) cor-
respond un entier de K, a = 4,0, + ... 4+ 4,0, dont la norme est == 1, ¢’est-
a-dire une unité de K. Réciproquement les composantes d’une unité de K
par rapport & la base (w,,.., ®w,) fournissent une solution en entiers ra-
tionnels de (1).

Nous représenterons dans la suite tout nombre « de K par le point
ayant pour coordonnées les » conjugués de o par rapport au corps des
nombres rationnels

x, =aP =a; x, =a?P, .
\J
dans I’ espace X (X™ est toujours le produit topologique de % corps p-adiques

— (M
M Ly =— &

identiques au corps p-adique algébriquement fermé H,, qu’on a considéré dans
les chapitres précédents, le choix du nombre naturel premier p étant indifférent).

La transformation linéaire non singuliére 3
mi = Xi(l)l(i) + she + Xnmn(i) (i - 17 2’ tee %)
olt w;*Y, ..., ©; sont les conjugués de w; = v, peut étre interprétée comme

un changement des coordonnées dans X", Le systéme I définit une variété
algébrique W de X" qui a pour équations en «

(I) V1) @, @, =1

[ (2) filx, sy x,)=0. 7=12,..,m)

Nous appcllerons du méme nom le nombre de K et le point qui le représente.



156 C. CrABATTY: Sur les équations diophantiennes lides aux unités

De la sorte I'étude du systéme I est I’ étude des unités de K appartenant &
la variété algébrique 'W. Nous énoncerons en général les résultats que nous
obtiendrons sur le systéme I dans ce langage géométrique.

Le théoréme de DIrRIcHLET sur les unités d’un corps algébrique fini
nous apprend que ces unités forment un groupe abélien par rapport a la
multiplication, admettant une base minima & r générateurs d’ordre infini,
et un générateur d’ordre fini. », que nous appellerons le nombre de Dirichlet
de K, est défini de la fagon suivante: soient », le nombre de corps réels,
2r, le nombre de corps complexes, parmi les = corps conjugués de K,
K® =K, K .., K on a r=v, +r,— 1.

Les corps K,..., K étant isomorphes, les éléments conjugués & ceux
d’une base minima des unités de I forment des bases minima des unités
des corps conjugués correspondants. On voit que les unités de K sont re-
présentées dans X” par un groupe abélien multiplicatif de points dont les
coordonnées sont des unités p-adiques, et ce groupe est de rang 7 << n. Nous
pouvons donc lui appliquer le théoréme (2.4). Nous obtenons ainsi:

TakOREME 3.1. — Soit & [’ ensemble, supposé infini, des unités d’ un corps
de nombres algébriques K de degré n, de mombre de DIRICHLET r, qui appar-
tiennent & une wvaridté algébrique W de dimension s. A toul sous-ensemble
infini & de & il correspond au moins un sous-groupe y du groupe I' des
unités de K, ayant les propriétés suivantes:

10) il y a au moins wune classe de I')y qui contient un sous-ensemble
infini d’élément de &';

20) o quelconques des conjugués d’un élément de vy, sotent €99, ..., €93,
satisfont a une relation indépendante du choix de I élément dans v

3) @) el 9% =1

les N élant des entiers ralionnels non tous nuls, el o étant égal ¢t v + s.

(Le résultat devient trivial si Von w'a pas s <n —r-—1).

Nous avons donc obtenu une condition nécessaire pour I’ existence d’une
infinité de solutions en entiers rationnels aun systéme I. Nous donnerons
deux types d’applications de ce résultat a des systémes I spécialisés, soit
quant a la nature du corps K, soit quant & la nature de la variéte W.

10 - Nous avons obtenu pour les unités de K appartenant au sous-
groupe v ‘et leurs conjugués des relations (3) rationnelles entiéres a coef-
ficients rationnels. En effectuant sur les conjugués des permutations du
groupe de GALOIS G de¢ K (nous entendons par 13 le groupe de Garois de
1’ équation rationnellement irréductible d’un élément primitif de K), nous
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obtenons de nouvelles relations dont nous examinerons la compatibilité pour
certains types de groupe de GALOIS.

20 — Comme il y a une classe de I'/y contenant une infinité des unités
situées snr W, les unités correspondantes de y sont sur une variété W'
congrue & W. Nous examinerons la compatibilité des relations (3) avec les
équations de W' quand les équations (2) du systéme I sont linéaires et
homogénes (probléme des unités dans un modale).

Premiére appliecation. — Soit G le groupe de GALOIS de K. Une opération
de g est une permutation entre les nombres conjugués de K

a(l) a(")

a(hn)_

PRITRY

a(hl),

ey

Dans 1 espace des n variables %, ,..., x,, les transformations (x, — xp,) cor-
respondantes, nous donnent une représentation du groupe de GaLoOIS dans X".
Etant donné un vecteur issu de 1’origine dans X7, il lui correséond par ces
transformations, des vecteurs que nous appelons les transformés du vecteur
donné, par les permutations de @.

Considérons le corps K du théoréme (3.1) et supposons qu’uue infinité
d’unités de K appartiennent & une variété algébrique W de dimension
s<<n —r — 1. Le sous-groupe y mis en évidence dans le théoréme (3.1) est
d’ordre infini. Il contient donec au moins une unité ¢ qui n’est pas une
racine de l’unité. » — 1 de ses conjugués, soient ¢, ..., e~ ", satisfont & une
relation ™M1, .. e =0Vu—t = 1, les N, étant des entiers rationnels non tous
nuls. On en déduit en multipliant au besoin membre & membre cette égalité
et 1'égalité (¢ ...e™)* =1 une relation

€M 0 == |

ou les m sont des entiers rationnels non tous égaux et tels que m, -...+ m, 3= 0.

Considérons le vecteur M a coordonnées entiéres rationnelles Ly == W, ..
w, &, =m,, et les vecteurs transformés de M par les permutations du
groupe de GALoIs de K. Supposons qu’aucune sous-variété linéaire de
’espace de représentation ne contienne M et ses transformés. On peut
choisir n de ces vecteurs linéairement indépendants, soient

—
M, 0, my,)
—

M, (g ey M)
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I7 unité ¢ considérée satisfait aux #» relations:

Mgy elm)mey, 1,

eWmar | e)man — o,

Le déterminant des m,;; est =0. Soit d sa valeur. (’est un nombre entier
rationnel. Donc les équations

Yy + o= Ymy,, = d
YNy b e+ Y, =0

Y My, -+ .4 YWy, == O

ont une solution en entiers rationnels ¢,,..., ¢, non tous nuls. De

see

(g(i)m‘“ . g("’)'m’ln )qi (5(1)7”'111 . a("’)"%m )q'n. — 1
on tire ainsi

(e(l))d — I

et ¢ serait une racine de I’unité, ce qui est contraire & I’liypothése.

Si, au contraire, le vecteur M et ses conjugués sont dans un méme
sous-espace linéaire L, celui-ci est un sous-espace invariant dans la repré-
sentation considérée de G, et il est défini par des équations a coefficients
rationnels. Il y a toujours dans cette représéntation, quelle que soit la nature
“de @, deux sous-espaces invariants rationnels triviaux: le sous-espace
z, +...+x,=0 et le sous-espace x, =..=x,. L contenant le vecteur M
étranger & ces deux sous-espaces, ne peut étre confondu avec I’un d’eux.
On a donc le théoréme suivant:

THEOREME 3.2. — Soient K wun corps de nombres algébriques de degré n,
G son groupe de GALOIS. Supposons que la représentation de G dans un
espace de dimension n par des permutations des n coordonnées soit ralion-
nellement complélement réduite quand on a wmis en évidence les sous—espaces
wariants triviouxr X, = ..=3X, el X, + .. + X, = 0. Alors il est impossible
qu il y ail une infinité d wnités de K appartenant & une variété algébrique
de dimension s<<n —r —-1, r désignant le nombre de DiIrRiCHLET de K. En
particulier, il W'y a qu un nombre fini d’unités dans un module de dimension
h<n —r de nombres de K.

La valeur de la limite imposée & h est m — » et non »—r — 1, car
quand on assujettit des unités de K & étre sur un module de dimension &,
¢’ est-a~dire sur une variété linéaire de dimension %, on les assujettit par la
méme a étre sur l'une des deux variétés algébriques de dimension 2 — 1,
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intersections avec la variété linéaire précédente des variétés x,..x, = 1
(Cf. démonstration du théoréme (3.4)).

Comme exemple de tels corps, il y a d’abord évidemment les corps ayant
pour groupe de Galois, le groupe symétrique. En effet, §’il y avait un sous-

espace invariant autre que les sous-espaces invariants totalement orthogonaux

”

B x,=..=x,et B, x, 4 ..4-2,==0, il y aurait un sous-espace invariant
E, intérieur et non identique & E,, donc de dimension <<n — 2. Il y aurait
donc¢ un point & coordonnées a,,..., @, non toutes nnlles et non toutes égales,
satisfaisant & une relation

am, +..+a,_m, =0

n—1 w4

a coefficients non tous nuls, ainsi qu’d toute relation déduite de ceclle-ci
en y remplagant @,,..., a, par une permutation quelconque de ceux-ci.

Supposons que m,, par exemple, soit 3=0. Effectuons la permutation
qui échange m, en m, en laissant les autres inchangés, on voit que a, = a,
et parconséquent, grdce & une permutation convenable de @, a, = a, quels
que soient ¢ et j, ce qui est contraire & 1’hypothese.

Un autre exemple de tels corps est donné par les corps de degré n
premier. En effet, ’ordre du groupe de GALOIS G est un multiple de #n, en
vertu d’un théoréme de CavcnHY ('*)), G contient un élément d’ordre 5. Une
permutation d’ordre 2 sur » 6éléments, n étant premier, est nécessairement
formée d’ un seul cycle, puisque I’ ordre d’ une permutation est égal au p. p. c¢. m.
du nombre de termes de chaque cycle. §’il y avait un sous-espace invariant
rationnel autre que FE, et E, dans la représentation considérée de G, il y
aurait un vecteur & composantes rationnelles a,,.., a,, non toutes égales,
et de somme non nulle, tel que ses 7 transformés par la permutation cyclique,

7

mise tout & 1’heure en évidence, et ses puissances, ne soient pas indépen-
dantes. Le déterminant
Wy e Gy

.............

serait donc nul. Or, il est bien connu que

A=(a, 4 Gyt o 4+ @)y + @E, 4 oo + @, £V
n—1
1 - - —"‘ coe —
(a -+ a’ggt -+ &wnn 1)

(12) SPEISER, Theorte der Gruppen von endlicher Ordnung, p. 64
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€ sees 50—, 6tant les racines de 1’ équation

)
?;I:-—E ="'t ..+ax+1=0
qui est rationnellement irréductible puisque % est premier.

Le facteur @, -+ ... -+ @, est &= 0 par hypothése, supposons que le facteur
@, 4 @k, 4- . + @, E7" par exemple soit nul. On a aussi 1 4 £, 4. + & =0,
et comme les a; sont des nombres rationnels non tous nuls, et non tous
égaux, on tirerait de ces deux relations une équation a coefficients rationnels
de degré n— 1 pour &,, ce qui est impossible. A est donc ==0, on arrive &
une contradiction.

On a donc le résultat suivant:

TaboREME 3.3. — Les résultats du théoréme 3.2 s appliquent en parti-
culier & tous les corps pour lesquels le groupe G est le groupe symétrique, el
a tous les corps de degré n premnier. .

Par exemple, posons 0 =2'l¢, alors powr K = R(#), n=29, » =1,
2, =28, r=14, n —»r =15. Il v’y a donc qw un nombre fini de solutions
en entiers rationnels X; & 1’équation

Norme (X, + X0 4 ...+ X 6) === 1.

Deuxieéme application. — Sans faire d'hypotheése sur le groupe de Galois
de K, nous étudions maintenant une infinité d’unités de K appartenant & un
sous-module du module de dimension » par rapport au corps des rationnels,
que formenf les nombres du corps K.

. Pour étudier les unités appartenant & un module de nombres algébriques,
on peut évidemment supposer que la base du module a 6té amenée a la
forme 1, «,,.., a,_, par division par une des unités contenues dans le
module initial.

Soit K= Rfa,,..., 2, _,] le corps obtenn en adjoignant « .., «,_, aun
corps I des rationnels. Soit 7 son degré. Représentons tout nombre de K
comme d’habitude par le point ayant pour coordonnées ce nombre et ses
conjugués. Les points du module sont sur la variété linéaire L de dimension &

(L) 2= X, + X0, b oo+ Xp_, 0,0 =1,2,.., 1)

dans laquelle les X .., X,,_, forment un systéme de coordonnées carté-
siennes. Les unités sont sur I’ une.des variétés

(N) Z, ek, =41 (N Xyyer, X, = — 1.

n

IZintersection d’au moins 'une d’elles, soit N, avec L contient une infinité
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d’ unités de K. Cette intersection W a pour équation en X,

n
(W) I (X, + X, 4o X o)) =1.

=1
Cette équation ne peut étre une identité en X,, car une telle identité en-
trainerait la proportionnalité d’au moins deux facteurs du produit. Soit

X, 4+ Xo - Xl = (X, + X0 - 4 X))

il en résulterait

OL(:) = OC(L]) geeey aﬁf)_l = 0623)_1

ce qui est en contradiction avec le fait que K a été défini comme égal
a Rla ,.., a,_] W est donc une sous-variété algébrique de L dont les
composantes irréductibles sont de dimension % — 1. (On pourrait démontrer
facilement qu'elle est en fait irréductible).

Supposons que, # étant toujours le nombre de DIrRICHLET de K, on ait
h—1 <mn—r, alors il résulte du théoréme (3.1) qu’il y a un sous-groupe y
du groupe des unités de K, dont les coordonnées satisfont & une relation

N N _
Jcl‘...ocnlil‘:l

les N étant des entiers rationnels non tous nuls. En la combinant a la

relation & laquelle satisfont les coordonnées de toutes les unités considérées:
€, e, =1

on peut toujours obtenir une relation homogeéne

a4 Qn i

L1 . X (g, + . +q,=0)

ot les g, sont des entiers rationnels non tous nuls, & laquelle satisfont les
coordonnées de tous les éléments de y. D’ autre part, nous savons aussi qu’il
y a au moins une classe de T'/y qui contient une infinité des unités situées
sur W. Soit ¢, un représentant de cette classe. Posons

q1 q,
c=-¢ef" e

il y a donc une infinité des unités situées sur W qui sont aussi sur la

sous-variété C de L d’équation

k3 ;
(C) (X, + X0 + o 4 Xy, 1)e, =c.

2=1

Comme pour 1'équation de W, on démontre que celle-ci ne peut étre une
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identité en X,. Comme ¢, + ..+ q, =0 elle représente un coéne dans L.
W n’étant pas un cone ne peut avoir en commun avec U que des variétés
de dimension % — 2 en nombre fini. On a donc le théoréme:

TaROREME 3.4. — Soit M un module d entiers algébriques de dimension h,
de base (1, a,,..., an_ ). Soient n le degré, v le nombre de DIRICHLET du corps
K=Ra,.., an_ ). A tout ensemble infini & d unités de K situées sur M
correspond un sous-ensemble infine & de & dont les éléments sont sur une
variété de dimension h — 2.

Appliquons ce résultat & un module de dimension 2: comme une variété
algébrique de dimension zéro se reduit & un nombre fini de points, il ne
peut exister d’ensemble infini &. 1’ autre part, la condition » << n — 2 peut
se mettre sous la forme: le corps K mn’a pas tous ses conjugués réels.
On a donc:

TarorEME 3.50. — K = R[o] étant wun corps de nombres algébriques de
degré m, downt les corps conjugués ne sont pas tous réels, il ne peut y avoir
qu’ un nombre fini d’unités du corps dans le module de base (1, a).

On en deduit facilement: f(t) élant une équation algébrique de degré n G
coefficients rationnels, qui est rationnellement irréductible et dont les racines
ne sont pas toules réelles, I’ équation

FX, Y)=1 ot F(X, Y)= Yf@)
W a qu un nombre fini de solutions en entiers rationnels X, Y.

C’est le résultat de THUE, restreint au cas ol 1 équation f{f) n’a as
toutes ses racines réelles; il est obtenu indépendamment de 1’étude de 1’ap-
proximation des nombres algébriques par les nombres rationnels. Le travail
de M. SKoLEM cité dans I introduction donnait déja ce résultat.

Le théoréme (3.4) appliqué au cas d’un module de dimension 3, nous
montre que si r <<n — 3, et si & désigne I’ensemble d’une infinité d’unités
contenues dans le module, & admet un sous-ensemble infini & dont les
éléments appartiennent & une courbe algébrique. En utilisant alors un ré-
sultat de M. SiEGEL sur les courbes algébriques contenant une infinité de
points dont les coordonnées sont des entiers rationnels ou des entiers d’ un
méme corps algébrique fini, nous pouvons démonfrer un résultat plus précis.
Ce résultat, & I’ encontre des précédents, n’est plus indépendant des travanx
sur I’approximation des nombres algébriques, puisque le théoréme de M. SIEGEL
qu’ on utilise, tire de l& son origine.

LeMME 3.6. — Soient K un corps algébriqgue de degré n et (o, ,.., Wn)
une base des entiers de ce corps. Soit (N) la variété Norme (X o, + ... + Xpwa) =1,
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Supposons qu’ une courbe algébrique irréductible C conlienne une infinité de poinls
a coordonnées X ,..., X, entiéres rationnelles, de (N), alors K doit contenir un
sous—corps quadratique réel k et les points entiers de C correspondent & des unités
de K qui forment une classe de restes du groupe des unités de X par rapport
au sous-groupe des uniltés & norme positive de k.

Le méme résultat subsiste si on substitue & N la variété (N')

Norme (X0, + ... + X, 0,) = — 1.

n-n

La courbe C contenant une infinité de points entiers, admet ('*) une
représentation paramétrique des X, par des polyndmes en ¢ et ¢, donc

o, =X0+ .+ Xo00= ‘Pﬁ(ft) t=1,2,.., n)

On a «, ..z, =1, donc x, = 2,#", les X, désignant des constantes et les m,
n

des entiers rationnels avec X m, =0. Soient x, = ¢, les coordonnées d’un
=1

point entier fixe de C. a, =e® celles d’un point entier quelconque de C,

. . gl¥
les &,“. &, sont des unités de K et leurs conjugués. Posons u, = —;
e0
Uy yeny U,, Sont les conjugués d’une méme unité de K; on a pour f==1,..., n;
g == 1,..., "

Soit T,, la transformation du groupe de GaLois de K qui transforme u,
en u,; cette transformation est permutable avec 1’ élévation a4 une puissance
entiére rationnelle. On a donc

u;ng =T re “;nf

N o

= Trz"guf

= ng“}nfm
et plus généralement
md m
“& / = T%yug‘ 7)'
Soit @ I'ordre de T,,; donnons & ¢ la valeur @. Il vient

M?VLQQ) — u(;n?).

Comme il y a une infinité d’unités ¢ donc d’unités u différentes, elles ne

(*3) C.-L. SIEGEL, « Abh. Preuss. Akad. Wiss. », n. 1, 1929, p. 45
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peuvent toutes étre des racines de I’ unité, donc mj‘)_—_m,?, et comme m,, m,
sont des entiers rationnels, @ un nombre naturel, on a m, = 2=m,. Les
exposants m, ne sont donc susceptibles que de deux valeurs au plus ==m,
donc ., =1¢t'" Les unités # ont donc au plus deux conjugués distincts;
donc elles sont rationnelles ou quadratiques. Comme il y a une infinité de
ces unités distinctes, ce sont des unités de corps quadratiques réel.

Il y a un nombre fini de sous-corps quadratiques réels de K, il y en a
donc un, soit & qui contient une infinité des unités u. La courbe C' d’ équa-
tion %, == ==¢,™ a donc une infinité de points communs avec 1’hyperbole H
qui porte les unités & norme positive de %, ou avec I’hyperbole H' qui porte
les unités & norme négative de k. Elle est donc confondue avec H ou H'.
Dans les deux cas, on voit que C correspond & H dans I’une des transfor-
mations X, = @x, ({ =1, 2,..., n). Le résultat subsisterait si on était parti
d’une cvourbe C située sur N'. La propriété énoncée dans le lemme en résulte
immédiatement.

THEOREME 3.7. — Soit un module M, de nombres algébrigues de base (1, «, 8).
Supposons que le corps K= Rla, 3] ait au moins deux paires de corps
conjuguds imaginaires. La condition nécessaire el suffisante pour quw’ il y ait
une infinité d’unités de K appartenant a M,, est que M, contienne deux

¢

nombres o, §, dont le quotient soit un nombre quadratique réel § = %’ ¢ élant

une unité de K. Soit ¢ I'unité fondamentale du sous-corps k — R[] de K,
toutes les unités @e® (n, entier rationnel) appartiennent o M, el toutes les
uniltés contenues dans M, a un nombre fini d exceptions prés, sont données
par cette fornule.

K ayant au moins deux paires de conjugués imaginaires, son nombre
de DirrcHLET satisfait & 1’inégalité » <<n — 3. On peut donc appliquer le
théoréme 3.4.

De tout ensemble infini des unités de K appartenant au module, on peut
extraire un sous-ensemble infini dont les éléments sont situés sur une courbe
algébrique. Cette courbe doit &tre, en vertu du lemme précédent, la trans-
formée d’une hyperbole portant les unités & norme positive d’un sous-corps
quadratique réel k= E[0] de K, par une transformation (x,—¢%x,) ¢ étant
une unité fixe de K. Le module M, contient donc le module de base (¢, ¢0)
transformé du module des nombres de k. Il contient donc toutes les unités
données par la formule ¢e”, ¢ étant I’ unité fondamentale de k, et » un entier
rationnel quelconque. Si les unités de M, ne sont pas, & un nombre fini
d’ exceptions prés, données par cette formule, le raisonnement précédent
montre que M, contient encore un autre module de base (¢’, ¢'%), 6" étant aussi
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un nombre quadratique réel, appartenant & K. Mais ceci est impossible. En
effet, ¢. ¢0, ¢, ¢'0’, formeraient une base (surabondante) de M, . Ils ne seraient

’

pas rationnellement indépendants; % serait le quotient de deux nombres

quadratiques réels, donc un nombre totalement réel. Le module M, de base
1, 1‘:, f, % 6" ne contiendrait que des nombres totalement réels. Comme M,
¢

1
contient le mnombre 1, M, contiendrait le nombre 3’ qui serait donc tota-

lement réel; ¢, et par conséquent ¢’, auraient aussi cette propriété, et M,
serait composé de nombres totalement réels, ce qui est contraire aux hypo-
theses. Le théoréme est donc démontré.

Remarquons que si le degré de K est impair, K ne peut avoir de sous-
corps quadratique. Il ne peut y avoir qu’un nombre fini d’unités dans M,.
Si en particulier K est de degré D, nous obtenons le résultat de M. SKOLEM,
cité dans Vintroduction. (' est aussi d’ailleurs un cas particulier du théo-
réme (3.3) puisque 5 est un nombre premier.

Nous allons maintenant déduire du résultat précédent un théoréme sur
I’ approximation de 0 par des formes linéaires et homogénes a trois variables
A coefficients algébriques, pour des valeurs entiéres rationnelles des variables.
Considérons une telle forme, nous pouvons sans restreindre la généralité,
I écrire X +- Ya - ZB, « et B étant des entiers algébriques. Soit 7 le degré
de K == R, §]. Posons H=|X|+|Y|+|Z| (la valeur absolue étant la
valeur absolue ordinaire). Comme Norme (X i Yo + Z§), pour X, Y, Z entiers
rationnels quelconques, est nécessairement un entier rationnel, il est trivial

qu’il y a une constante positive ¢, telle que | X + Yo + Z§ | > I—{c%_i quels que

soient X, Y, Z entiers rationnels. Nous allons démontrer le résultat plus
précis suivant:

THEOREME 3.8. — 8¢ le corps K =R[a, 8] de degré n a au moins deux
paires de corps conjugués imaginaires, ' inégalité

c

| X+ Yot 26| < gy

ou (H=[X[+|Y[+]Z])

wa qu un nombre fini de solultions en entiers rationnels X, Y, Z, quelle que
soit la constante positive c.
Posons
4 =max (1, [a®], [BV], .., [a™ |, B ).
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Supposons que I’inégalité ait une infinité de solutions en entiers rationnels
X, Y, Z. Soient o =X+ Ya + Z3 les entiers de K correspondant & ces
solutions. On a

Norme ¢ = (X + Yo + Zp) (X + Yol  Z3®)

done

| Norme <p]<Hn_ A—H"™ =
Ainsi les nombres | Norme ¢ | étant des entiers rationnels bornés, ne peuvent
prendre qu’un nombre fini de valeurs. Les idéaux principaux (¢} ne repré-
sentent qu’un nombre fini d’idéaux distincts. Il y a au moins un de ces
idéaux qui est identique & 1’idéal principal d’une infinité de nombres ¢,
soient @, @,, ., P,

On a (p,) = (¢m), done %"—:. e, ¢ étant une unité de K. Il y a donc une
0
infinité d’ unités dans le module de base (%, ;, E) Alors on peut facile-
Yo ) :

ment montrer grice au théoréme 3.8 que K contient un sous-corps qua-
dratique réel k= E[6], que le module initial contient un sous-module
(A, 28}, et que les nombres ¢ correspondant aux solutions en entiers rationnels
de I'inégalité étudiée, sont & un nombre fini d’exceptions prés, des nombres
de ce sous-module ¢ = X(X'+ X'6), X', Y’ étant des entiers rationnels.
o
H+a
nombre fini de solutions, quelles que soient les constantes réelles positives ¢”
et ¢. Mais on voit facilement qu’il y a une constante positive ¢ telle que

Posons H' ={X'| 4+ | Y|, 6 étant quadratique | X"+ Y0 | < n’a qu un

H' << ¢"H. Une infinité de ces nombres ne peut done satisfaive & |¢ | < I—{—f:
puisque % est supérieur & 4. On arrive donc A une contradiction et le théo-
réme est démontré.

Notons que: le résultat du théoréme (3.8) n’est plus précis que celui
qu’ on peut tirer des résultats de SIEGEL (« Math. Zeit. », Bd. 10, 1921) que
quand % est << b7.

ReMARQUE. — I/ exemple simple auquel nous faisions allusion dans I’in-
troduction, de variétés algébriques contenant une infinité d’unités de K est
le suivant: Supposons que K contienne des unités e satisfaisant avec leurs
conjugués a4 un systéme de relations

N N
IR P L R | (]:_- 1, 2, ey h)

les N étant des entiers rationnels non tous nuls; toutes les unités du sous-
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groupe y engendré par ces unités, satisfont & ces relations. Si au moins I’ une
d’elles n’ est pas une racine de I’ unité, ce sous-groupe est d’ordre infini, et
la variété algébrique

(W) o i = 1 (=1,2.., 1)

« contient une infinité d'unités » dans notre représentation habituelle des
nombres de K.

De méme 7 étant une unité quelconque de K
(W) 2N i = N ol (j=1,2,.., k)
contient une infinité d’ unités: toutes les unités de la classe de I'/y de
représentant 7.

Soient W * W,* ... les variétés algébriques irréductibles de dimension
minima du type W?# contenant au moins une unité de K non racine de
I’ unité, donc un sous-groupe d’ordre infini de I. La conjecture dont nous
parlions dans 1l introduction est la sunivante: si une variété algébrique V
contient une infinité d’unités, ¢’est qu’elle contient comme sous-variétés,
des variétés W,* ou des variétés congrues a des variétés W,* en nombre
fini, et que les sous-groupes v, de I' ou les classes de I'/y, correspondant &
ces sous-variétés ont tous leurs éléments contenus dans V., et donnent toutes
les unités contenues dans V, & un nombre fini d’ unités prés. Alors si V est
un hyperplan passant par I’origine (unités dans un module) les sous groupes ¥,
mis en évidence seraient nécessairement les groupes des unités de sous-
corps de K.

Remarquons que pour une variété algébrique V quelconque cette derniére
proprieté des y, n’est sirement pas nécessaire, comme on peut le voir par des
exemples simples. Par exemple, considérons le corps & formé par I’adjonction
2 un corps k, de degré p, premier, d’un corps de degré p,, premier. Soit IV,
la variété algébrique portant les unités & norme positive de k,, N, la variété
portant sur les unités A& norme positive de k,, la variété N, -N, dans la
représentation habituelle de k, contient toutes les unités d’un sous-groupe
du groupe I' des unités de K, qui n’est sirement pas le groupe des unités
d’un sous-corps de K, ni la réunion d’un nombrc fini de classes de T
par rapport a de tels sous-groupes.

Les résultats obtenus dans ce travail sont bien en accord avec la conjecture
énoncée. Dans le cas étudié par le théordme (3.2), il ne peut exister de
variété W* (autre que les variétés triviales, d’équations x, ..z, ==+1), et
nous trouvons que sur aucune des variétés que nous considérons il ne peut y
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avoir une infinité d’ unités. Dans le théoréme (3.7) la condition nécessaire et
suffisante obtenue, pour I’existence d’une infinite d’unités dans les modules
de dimension 3 considerés, est que la variété linéaire que définit le module,
contienne une variété congrue a la variété formée par les 2 hyperboles
portant les unités d’un sous-corps quadratique réel de K, hyperboles qui
sont bien des variétés W* Et I’on a bien ainsi toutes les unités contenues
dans le module, & un nombre fini d’exceptions prés peut-étre.




