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UNIVALENCE ET AUTOMORPHIE

POUR

LES POLYNOMES ET LES FONCTIONS ENTIERES.

Dans le présent travail, nous nous proposons I’étude des lignes
d’égal module el des lignes d’égal argument d’une fonction analy-
tique, et plus spécialement d’un polynome et de sa fonction inverse,
en nous atlachant particuliérement a la détermination des cellules
d’univalence et des groupes d’automorphie. Nous donnons, en
outre, des extensions a certaines fonctions entiéres.

Dans le premier Chapitre nous étudions d’abord la structure
locale des familles R (courbes d’égal module) et V {courbes d’égal
argument), tant au voisinage d'un point ordinaire qu’au voisinage
des points spéciaux. Passant ensuite a I'étude globale des deux
familles et du réseau orthogonal qu’elles forment, nous moutrons
comment la répartition des courbes d’égal argument en pinceaux
élémentaires permetde définir deux types de cellules d’univalence
au sens de M. F. Marty; les cellules montantes et les cellules
descendantes particuliérement intéressantes dans la théoric de

I'hypergroupe d’automorphic, ainsi que nous le montrons dans la
suile.

Dans le deuxiéme Chapitre nous étudions la surface des
modules (déja rencontrée accidentellement par quelques auteurs)
et nous en précisons certaines propriétés, telles que la disposition
des familles log R et V et la nature des lignes doubles dans le cas
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ou la surface se rapporte a la fonction inverse d’un polynome. Nous
étudions complétement la structure locale de ces lignes doubles
notamment au voisinage d’un point de ramification de la fonction.
On arrive a la conclusion assez curieuse que. sauf pour certaines
valeurs particuliéres des coefficients. on a la méme structure que
pour la surface de Riemann de la fonction.

Dans le troisieme Chapitre, nous étudions, pour les polynomes,
les groupes locaux et les hypergroupes locaux d’automorphie. Et
nous arrivons a cette conclusion que les cellules, montantes ou
descendantes, telles que nous les avons particalarisées, jouent pour
I'hypergroupe d’automorphie, exactement le méme role que les
domaines fondamentaux pour le groupe des fonctions automorphes
classiques.

Dans le quatriéme Chapitre, nous montrons comment les
nolions ci-dessus indiquées peuvent s’étendre aux fonctions
entiéres, particulierement dans les cas les plus simples, et dans le
cas ou la fonction entiére n’admet aucune valeur asymptotique
finie.

CHAPITRE 1.

LE RESEAU FONDAMENTAL DES POLYNOMES.

1. Notations et rappel de propriétés classiques. — P est le
plan complexe; 5 la variable complexe; s =z + {y. L’axe des =
. . o . >
est axe réel; I'axe des y. axe imaginaire, s =re?’; r=|03|;
—>
6 =arg Oz.

Z=P(z)=A¢z"+ A1zn 1+ Aozt 24, .+ Ap_ 12+ A,

est un polynome du degré n de la variable complexe z. Les A,
Ay, .., Ay, réels ou complexes. sont les coefficients de P (z).

P(z)=plz,y)+iq(z, ¥),
p(z, y) et g(z, y) sont des polynomes réels harmoniques.
P(z)=ReV
R estle module de P(z); R=1|Z| =|P(z)|. V est 'argument de
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P(z); V=argZ —arg P(s):

2 2
R2=P(«7€;}’) +q(z,y) ,

V =are tangg—(u—) .

Pz, ¥)
Fig. 1.
|+Ly
z(a:+iy)
0y
0
- 0 T
iplan (P)
-iy

Log R et V sont des fonctions harmoniques de x et de y :

AllogR] =o,
AV = o.
Les lettres ay, a,,. .., a, désignent les racines du polynome

P(z); P(a;)=o0, P(a;)=o,..., P(a,)=o0. En ces points, et
pour les valeurs correspondantes de z et de y, p ct ¢ s’annulent

p(z, y)=o, g(z, ¥y)=o.

Les lettres jy, fay. s Juse oy Ja— désignent les racines de P'(z),
dérivée de P(z). Et quand j, ne coincide pas avec une racine a;
de P(z). nous désignons P (j;) par J; :

Jo=P(jo).

Les courbes R = const. sont toutes les courbes de la famille R,
quand R, positif, croit de zéro a + co; pour désigner une courbe

spéciale de cette famille, nous employons la notion R =R,,.. .,
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R =R, ou R=R,. c’est-a-dire la courbe R ou la branche de
courbe qui passe par le point a.

De méme, les courbes V = const., sont toutes les courbes V.
quand V prend toutes les valeurs depuis zéro jusqu'a + 27 inclu-
sivement. Pour désigner une courbe spéciale de cette famille V.
nous écrirons V=V,, V=V,,..., V=V,; ou encore V=V,
afin d’indiquer la branche qui passe par le point a.

Si a est un point simple de P(z), P(a)#o:

2.

Pla+h)y=P(a)+ P'(a)h + Mh‘-’—k. Co P—(’%(!L)h".
Dans le cas ou @ = «, est une racine simple de P(z) :
Pla+h)y=P(a)h+...+ E(L’l@h";
si, au contraire, @ = «, est racine d’ordre ¢ :

(q) ) (n) (@
P(a+h):1_)iq(,i)m+...+ P8

En un point j,, racine d’ordre (¢ —1) de la dérivée P'(z) :

n

(7 >n) (7,
P(j,—'—/l):P(jQ—!—#h‘/—i—...ﬂ— PRI pn,

Points homologues par rapport a P(s). — Deux points sont
dits homologues si P (z) prend la méme valeur en ces deux points.
Les zéros a, de P(3) sont des points homologues.

Nous désignerons par Ak, les homologues des points j,, qui ne
sont pas eux-mémes des points j,.

2. La famille d’'égal module ou famille R. — Les courbes
R = const. sont aussi appelées des lemniscates [on obtient la
lemniscate classique de Bernoulli, quand P (z) est du second degré
et pour la valeur R =|J |, que prend R au point j].

Toutes ces courbes R = const. ont, comme on le sait, une défi-
nition géométrique commune :

[P(z), = A¢l|z—ar''z—az|...| 32— an|=const.,

ce sont les lieux des points dont le produit des distances a n
points fixes est conslant.
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Etude des R en un point a;, zéro d’ordre q de P(z), (g21).

. P,
— On peut écrire, en posant a;— 0 et —52 ==1:
IP(2) | ={Z27+...|=¢,
214, | =2,
2
.2{,= -
! fr+... |’

d’autre part, on peut trouver une quantité positive p qui tend
vers zéro avec ¢ et lelle que :

I— e <|I... | <14 p;
donc

(1) £ e E
I+ W ! <I—}.L.

Autour du point a; les courbes R forment une famille de
courbes fermées entourant a;, s’écartant trés peu d’une famille
de circonférences concentriques ayant a; comme centre et

comme point limite. Le point a; est un point centre de la
Jamille R.

Etude des courbes R en un point j;, zéro d’ordre (9 —1), de
P'(z), (¢21). — Silon prend j;, a 'origine, on a :

P(z)=a~+ z7+...,

et 'on suppose « réel et posiuf.
Remplacons z par re® = r|cosf + isinf] :

P(z) =a +r7[cosgb + isingf]—+...,
|P(z2) 2= a2+ 2arfcosql +...;

1a courbe |P(3) [2= a? est

2ar7cosq + riti[...]=o,
ou

(2) cosgf—+r[...]=o.

En coordonnées polaires, I'origine est un point multiple d’ordre
q avec g tangentes distinctes, et 2¢ demi-tangentes formant une
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étoile réguliére autour de I'origine. Donc par un point j;, zéro

d'ordre (q—1) de P'(z), il passe q branches distinctes de la
courbe Rj,: i J,‘ ]
Au voisinage du point j; :

| P(s)P—a S
— = r7cosq 0+ ro+1[...],
ou
3) l M =r7cosgt+ rr+1[...].
Discussion. — Nous supposons ¢ > 0.

1°M>o, |PGB)|>a:

2° M<<o, [P(3)|<<a:

|P(5)| <<eo; Rjin<<Rj. — Autour de ji, il y a ¢ branches dis-
tinctes de R = R, dans les angles (1), (III), (V).
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|P(2)|=a; Rj.»=R;. — Il apparait en j;, un point multiple
d’ordre ¢ a tangentes distinctes.

|P(3)>>a; Rj,s>R,;. — Les ¢ branches de R=R,.; sont
dans les angles (1I), (IV), (VI) et s’¢loignent du point j;, R crois-

sant.

Le point j; est un col d’ordre q pour les courbes R. — Dans
le cas particulier ¢ =1, le point j; devient un point ordinaire (a)
de P(z). Par ce point il passe une seule branche de R =Ry,
admettant en @ une langente unique, et aw premier ordre preés,
la famille R au voisinage de a prend Uaspect d’'une famille de
droites paralleles i cette tangente.

Etude des R au voisinage du point & Uinfini.

Z=P(z)=Aoz"+ A1zt t+4.. .+ A,

Sil'on pose :

on a
AL+ ML 2+, .+ Al — 5= 0;

pour Z'= o, I'équation a n racines nulles; donc, d’aprés la théorie
des équations algébriques :

1 1
z’=Z’E[a+[3Z'"+...];
d’ou :
_1r 1 1
s=171 7‘[_&+BZ'”+...J
1 4 _2
z=Z”[a+bZ "+ 17 ”(...)],
1 -1
g=al"+b+1 "(...);

en identifiant on trouve

a":Ao, b=—

et enfin

) i= <5>"— AL g,




Posons

T est Vaffixe du centre de gravité des zéros de P(z), on a

1

(5) = (%)2+1~+z"%(...).

Donc pour R assez grand. R = ||, la courbe R est une courbe
Jfermée intérieure & une couronne circulaire de centre T, dont

le rayon moyen augmente indéfiniment et dont Uépaisseur
3

tend vers zéro comme R "au moins.

Le point a U'infini pole d’ordre n de P(z) est un point centre
de la famille R.

Lewme 1. — Toute branche d’une courbe R pour une valeur
déterminée de R est tout entiere & distance finie.

En effet | P(z) | augmente indéfiniment quand 5 va a I'infini.

Tutorime . — Toute branche fermée de R =R, contient au
moins une racine a; de P(z).

Ce théoréme est classique et s’applique a toute branche fermée
de | f(2)| =G, f(3) étant holomorphe.

Tutorkme lI. — La courbe R = R, est formée d’un nombre
fini de branches fermées.

En effet | P(z)[* = C? est une courbe algébrique, donc elle aun
nombre fini de branches et chacune d’elles est fermée.

Etude globale des courbes R. — Nous faisons 'hypothése que
P(z) =0 admet seulement s racines distinctes a,, ds,..., @s.
Dans ces conditions, il y a seulement (s —1) points j; distincts ou
confondus d’ordre 1. Deux points j; confondus d’ordre 1 donnent
un point j; d’ordre 2; (¢—1) points j; confondus donnent un
point j; d’ordre (¢ —1). En un point j; d’ordre 1, deux branches
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distinctes de R, R <R, se réunissent en une seule; en un point
Ji d’ordre (g—1), ¢ branches de R se réunissent en une seule.
Ecrivons donc les modules R;, dans I'ordre non décroissant |J, |,
[Jo]....y |Js—i| et examinons ce qui se passe quand R croit a
partir de zéro.

La courbe R =0 se réduit aux s racines distinctes de P(z).
R croissant, antour des s zéros, il se forme s branches fermécs dis-
tinctes de R, qui restent distinctes jusqu’a ce que R ait atleint la
valeur |J,|. Supposons j, d’ordre (q—1), j» d’ordre 2 el j,
d’ordre 1, et de plus |J;|=1|Js|=1J3]|. En j,, ¢ des s branches
se soudent en une scule; en s, trois des (s — ¢ + 1) branches qui
restent se soudent encore en une seule; il ne reste plus que
(s —¢g—1) branches. En j;, deux de ces derniéres se soudent
a nouveau; le nombre des branches distinctes descend donc
a (s—qg—2). Chaque fois qu’un point j; est atteint, ce nombre
diminue; comme il y a en tout (s —1) points j;, chacun d’ordre 1,
le dernier point j; atteint la courbe, R n’a plus qu’une seule
branche fermée. Soit j, le dernier point j;; R > Rj,, la branche
fermée unique de R, lend vers le pointa l'infini quand R augmente
indéfiniment.

3. La famille d’égal argument ou famille V. — Ftude de la
Sfamille V au voisinage d'un zéro a; de P(z) d’ordre g21. —

. P (a;)
On peut éerire en posant ¢; = 0, el —— =

P(z)=3/+...=1ri(cosql + isingb) +...,
RecosV 4+ iRsinV=[r7cosqt +...]+i[r7singh +...],

ou encore
R=[rtcos(¢f —V)+...]+i[r7sin(g0 —V)=+...],

(6) o=sin(gf —V)+r[...].

Les courbes V=0 admettent pour demi-tangentes au

. . . 2k ~
point 5 = o, les demi-droites 6 =o, § = OTT (1£k<qg—1). Ces
demi-droites forment une étoile réguliére autour du point O et ¢

angles égaux a 1q:
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Donc pour chaque valeur de V, il part du point O ¢ branches

V=nr

V=f+n |

Fig. 3.

+LY
A

V=0+

.E._

Fig. 4.

0-8

V=2r

af=?

NA

H "
N oA N

< << D <<D<
-n!,
QR

F U L

N Op

A

de V, dont les demi-tangentes en O forment une étoile réguliére.
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Quand V croit de o a 27, ces ¢ demi-tangentes tournent autour
de O dans le sens positif et balaient chacune un des g angles

[(ﬁk, CYK/:-H] = %‘E’

ou OA, représente § = o, et OA représente 0 = 2_%5

Définition des pinceaux montants. — Quand V varie de o
— —
a 27, la demi-droite OA dans 'angle [OA,‘, O_gk*,] balaie I’angle,
—

du bord de (ﬁk qui représente V:=o, au bord de O_:\AH qui

représente V=27 (en donnant a chaque demi-droite (ﬁi un
bord o et un bord 27); les courbes V correspondantes forment
un pinceau de courbes, qui prend naissance aun point O et sur
lesquelles 5 s’¢loignant de 5 = o, le module R de P () croit.

Cest ce pinceau que nous appelons pincecau montant. Autour
de a; zéro d’ordre q de P(z), il y a q pinceaux montants, qui
se réduisent a un seul g =1. Le point a; est un neeud pour la
Sfamille V.

E'tude des V en un point j;, séro d’ordre (q—1) de P'(z),
[¢21]. — Reprenons la forme

P(zg)=a+357+...,

ou a estréel et jy=o0, V; =o.
L’équation des courbes V devient

(7) o=uasinV+r7sin(V—g0)+....

. . . k= .
En ji, I'équation est singf=o, ou §= 7 il y a donc 2¢
demi-tangentes et 2 ¢ branches de V, formant en j; = o, une étoile
réguliére. Ces 2 ¢ branches constituent un point multiple d’ordre ¢,

puisque les 2¢ demi-tangentes sont deux a deux en ligne droite
formant ¢ tangentes distinctes.
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Mais

|P(z)2=R2=oa2+2ar7cosqgf+... (!);

. . k= . .
quand 5 s’éloigne de j; sur les branches 0 = 2%, R croit, tandis

(2k+1D)7
q
En j;, R=a>> 0; lorsque R < a, R tend vers « le point z qui cor-

s 2k+1)=w
respond a R se trouve surl’une des branches 6 = (—q—)l, (uenous

que R décroit quand s s’éloigne sur les branches § =

appelons les branches d’acces a ji;, R conlinnant a croitre a
partir de R = «, le point 5 correspondant a R passe sur une des

ok= . R
deux branches 6 = 7’ qui encadrent chaque branche d’acces,
ce sont les branches d’éloignement.

uand donc z suit une branche d’accés de V=V;, dans le
Jv

Fig. 5.

+Ly

sens R croissant,arrivé en j, R conlinuant a croitre, s passe sur 'une
des deux branches d’éloignement qui encadrent la branche d’acceés

. 1 .
et font avec elle, chacune respectivement un angle 7 Nous disons

(1) Voir p. 5.
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que la branche d’acces s’est cassée en j, et ¢’est ce phénomeéne
que nous appelons une cassure. En j;, on trouve g branches
d’acces et q branches d’éloignement qui s'alternent autour

de j; en faisanl un angle égal a %
Etudions maintenant la distribution des courbes V autour de J-
Reprenons I'équation (7)

o=asinV 4+ r7sin(V—gb)+...
ou

(8) |/"Isin(q()—V)+...=asinV;l

a un infiniment petit d’ordre supérieur prés 'équation des
courbes V se réduit a 'équation

(9)

r7sin(gb —V)=oasinV; '

et en posant cp:@—‘—;,

(10) !z-flsinq;,:.ocsinv.l
Discussion. — 1°sin V> o
2/m<0_\_’g(2/f+1)7:‘

¢ -~ ¢ ¢
2° sinV <o
(2k+1)x Sﬁ_XSQ(A+I)R.
q - 9 q
Donc sin V << o, et tendant vers zéro, il y a ¢ branches de V
(2hk+1)m<fg< 2(k+1)7,
. q q ’ . .

arrivent au contact et forment, en j;=o. un point multiple

d’ordre ¢ a tangentes distinctes; sin V > o, on trouve de nouveau

dans les angles

V =o, ces ¢ branches

9 h=

q branches dans les angles - <6< (2k :; D=

Le point j; est un col multiple d’ordre q pour la famille V. —
Dans le cas particulier ¢ =1, le point j; devient un point ordi-
naire @ de P(z). Par ce point, il passe une seule branche de V,
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admettant en @ une tangenle unique; et au premier ordre prés, la
famille R au voisinage de a prend Uaspect d’une famille de
droites paralléles a cette tangente.

Fig. 6.

Etude de la Jamille V au voisinage du point & Uinfini —
Reprenons la relation (5) ('), et écrivons-la sous la forme

7 V2kT
(11) z=<£i"> el( n >-1-(x0+iy0)+c,

en posant I' = x4 iy,.
On trouve immédiatement pour Péquation des asymplotes

(12)

Y —Yo _ tang [V+f>/.::] )

n

Les asymptotes aux courbes V vont donc toutes passer le point
[0+ iyo], affixe de L.
Au point a Pinfini il aboutit 7 branches de V = o, formant une

(') Voir page 8.
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étoile réguliére. Il y a donc n angles égaux a z—nr—c; quand V croit

de o a 2w, chacun de ces angles est balayé par une branche de V
tournant dans le sens négatif autour du point a Vinfini.

Derintmion. — Pinceaux descendants. — Les courbes V dans
chacun des n angles forment un pinccau. Ce sont des pinceaux
descendants, car R décroit quand s s’éloigne du point a l'infini
sur U'une quelconque des courbes du pinceau.

Le point a Uinfini est un neud de la famille V et de ce point
il part n pinceaux descendants.

Fig. 7.

Etude d’unebranche de la courbe V = . & partir d’un zéro a;
de P(z), R croissant de o & + . — Sur la branche de V := «, on
peut suivre le point 5 correspondant a R sans étre jamais arrété,
R croissant. En un point ordinaire a, on a

_ P(a) dR
h=vy @ T

et 'on passe du point z au point (5 + k) correspondanta (R + dR).
En un point j; chaque branche d’accés se casse en donnant deux
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branches d’éloignement sur 'une desquelles R continue a croitre :
g q

P(j) dR
=gl —L7 R
hq_q.P(q)(ji) R; +...

et 'on passe du point j; au point j;+ A, sur I'une des deux
branches d’éloignement.

On est donc jamais arrété, et R croissant, indéfiniment l'affixe
du point 5 correspondant a R s’éloigne a l'infini.

Nous citerons encore quelques propriétés imporlantes des
courbes V.

Tutoreme IlI. — Il ne peut exister a distance finie aucune
boucle fermée, soit formée exclusivement de portions d’une
méme courbe V, soit de portions de différentes courbes V.

La premiére partie du théoréme se démontre immédiatement
en remarquant que argV est une fonction harmonique égale
a R[ilogP(z)]; donc V = a ne peut pas éire une courbe fermée.

Pour démontrer la deuxiéme partie on fait la représentation con-
forme du domaine limité parles différentes courbes V sur le plan 7.
en utilisant la relation Z="P(z). L’image du domaine fermé
serail un domaine ouvert limité par des portions finies de demi-
droites : ArgZ = consl; 'image contiendrait le point Z —c0. Le
domaine lui-méme contiendrail z=o0, ce qui est contraire a

I'hypothése.

Tutoreme IV. — Sur une courbe V' = o, qui joint un zéro a;
de P(z) a un autre zéro arde P(z), il y a au moins un point j;.

En effet, le long de cette courbe
| f(z) 2=P2+ Q2

f(ai)=o0, f(a;) = o;lasomme (P?+ Q?) passe par un maximum,
et lon a, en ce point,

P dQ
PT{; +Q$_—o,

P
¢t comme = — const.

? d
P dQ
Qe P

=Oy
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on en conclut

dP  dQ —0
ds ~ ds
Or
d—P = d—P cos P
T = oz o+ (Tysmoc,
EZ—Q =% -+ op sin
o = oy cosa + o~ sina,
avec
. dy
cosa = —-» sina = —-3
donc
P _ P _ ,
dx — dy O
c’est-a-dire
S (ji)=o.

Sens de circulation sur les branches fermées de R = const. —
Sur une branche fermée de R au voisinage d’un zéro de P(z), le
point z correspondant it V tourne dans le sens positif par
rapport au zéro quand V croit.

Ce sens de circulation se conserve de proche en proche R crois-
sant, se perpétue a travers les raccordements aux points j; pour
devenir le sens négatif autour du point a Pinfini.

Description globale de la famille V. — Prenons V£V, la
courbe V admet n branches, qui ne présentent pas de cassures.
Quand V croit de o a 27, les n branches tournent autour des
zéros a; de P(z) et autour du point a linfini, se cassent aux
points j;, et balaient le plan P tout entier.

Réseau de P(z). — L’ensemble des deux familles R et V forme
dans P un réseau orthogonal. Sur les mailles de ce réseau P(z)
prend n fois toute valeur réelle ou complexe.

4. Cellules d’univalence. Etude détaillée de la juxtaposition
de pinceaux montants ('). — Considérons un pinceau mon-
tant partant d’un zéro a, de P(z). Si a; est racine simple, il

(') Voir page 11.

THESE HIBBERT 2
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part de @; un et un seul pinceau montant; la branche V=o
coincide avec la branche V= 2x. Si au contraire a; est racine
d’ordre ¢, de P(z) il part de a;, ¢ pinceaux. La courbe V =o,
de I'un des ¢ pinceaux, ne coincide pas avecla courbe V=2=, du
méme pinceau; ces deux courbes limitent le pinceau, et font en «;

. NEXS ..
un angle égal a —q—; en tournant autour de a; dans le sens positif

et dans le xjoisinage de a;, on voit que la courbe V=o2n d’'un
pinceau est la courbe V=0 du pinceau suivant. Nous allons
examiner séparément le cas de a;, racine simple, et le cas de a;
racine d’ordre ¢.

1° a; racine simple. — ll part de @; un seul pinceau; la branche
V =o de V, coincidant avec la branche V = 27. Afin de donner
au pinceau des courbes limites, au voisinage de «;, nous regar-
derons la branche V = o0 en @; comme ayant deux bords, un bord
V =o, et un bord V = 27; ces deux bords forment les frontiéres
du pinceau au voisinage de «;.

Suivons R croissant le point z qui correspond a R sur chaque
branche de V intérieure au pinceau. Sur une au moins de ces
branches, soit la branche de V = «, comprise dans le pinceau
o<a<am, on doit rencontrer un point j;. Si, en cffet, on ne ren-
contrait pas un tel point, le pinceau d’origine a; couvrirait tout le
plan P, et le polynome P(z) serait du premier degré.

On doit. par conséquent, renconlrer un point j;; la rencontre
se fait sur une branche V == o de V dans le pinceau ou sur la fron-
tiere du pinceau. En ce point j;, la branche de V =« se casse en
deux branches ou éléments de cassure V= a. qui font partie de la
frontiére du pinceau a partir de j;. R croissant, on suivra le point
correspondant & R sur les deux branches de la cassure en jj
jusqu’a infini, en restant sur la frontiére du pinceau. A chaque
valeur de R, R > R, il existe un seul point sur chacune des deux
branches o P (z) prend la méme valear Re‘V;. L’ensemble des
deux branches & partir de la cassure en j; délimite un domaine,
qui forme une Lone o’EncLAvE dans Uétendue occupée par le
pinceau. Celle zone d’enclave s’étend toujours jusqu’a l'infini,
puisque les deux branches de cassure ne peuvent pas se rencontrer
a distance finie, sans donmer naissance a4 une boucle fermde,
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limitée par les branches d’une méme courbe V = o, ce qui n’est
pas possible.

Donc, en chaque point j,, le premier j; rencontré par le
point s représentatif de R, R croissant & partir de a; sur une
branche de V =a, il apparait une zone d’enclace du pinceau.
Les points j; étant en nombre limité, le nombre des zones
d'enclave sera ausst limité; il y en aura au moins une et au

plus (n—1).

Toutefois, si V, =0, ou 2, la zone d’enclave déterminée ne
sera plus enclavée dans le domaine méme du pinceau, mais sur la
frontiére du domaine. A partir de j;; V=0 ne coincidera plus
avec V = 27, dans le pinceau.

Tout pinceau prenant naissance en une racine simple de P(z),
couvre tout entier un domaine du plan P au voisinage de cette
racine; et est limité dans ce méme voisinage par les bords V=o,
V =oamn, de la branche de V=o0. de V qui passe par la racine. S¢
sur V=o, il n’y a aucun point j, le pinceaw comprendra
dans Uintérieur de son domaine auw moins une zone d’enclave;
st au contraire sur V=o,tly a au moins un point j;, il se peut
qu’tl v’y ait plus de zone d’enclave & Uintérieur du pinceau;
la zone d’enclave se trouvera sur la frontiére du pinceau.

2° a; est racine d'ordre ¢. —- Considérons dans le voisinage
de a,, un des ¢ pinceaux d’origine «,; la branche V = o, du pin-
ceau choisi, sera l'origine du pinceau; et la branche V=oa2m,
Pextrémité du méme pinceau. Et suivons les branches V=ade V,
0Sa<+ 2w, comprises dans le pinceau. Sur les courbes V=o,
V = 27 du pinceau, le point représentatif 5 de R peut étre suivi
de R =0 a R =+ o5; le pinceau extérieurement est complétement
délimité. A Pintérieur du pinceau, il peut se présenter deux cas.
Dans le premier cas, il n’y a pas de point j; dans le pinceau; le
pinceau est un pinceau uni qui s’étend de @, jusqu’a l'infini; dans
le second, il y a un ou plusieurs points j;, d’arguments distincts,
le pinceau présente une ou plusieurs zones d’enclave.

L’ensemble des q pinceaux d’origine a; présentera donc des
zones d’enclaves, soit intérieures auzx différents pinceaux,
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soit sur la frontiere des pinceaux, ces dernieres provenant des
points j,, o V; = o0; car s’il n’en était pas ainsi les q pinceaux
couvriraient le plan P et P(3) serait de la forme (z— a,)?.

Relations avec les cellules d’univalence de M. Marty. — Soitun
pinceau monlant tel que nous venons de le définir, prenant nais-
sance en a,, z¢ro simple ou multiple de P(z), limité extérieure-
mént par une branche V=o, de V ¢n a,, et une branche V= 2x,
de V au méme point; et limité intéricurement par les deux éléments
V,, de la cassure au premier point j,, que le point représentatif =
de R rencontre sur V , quand R croit a partir de zéro. 1l peut
exister, en effet, sur une méme branche de V = a d’un pinceau,
plusieurs points j,; celui de ces points j, a partir duquel les deux
éléments de la cassure V, font partie de la frontiére du pinceau,
est le point j; quiest de module [J,| le moins élevé. Aux antres
points j, sur V,, nn scul des deux éléments de la cassure forme la
frontiere du pinceau.

La portion de la famille R, découpée par le domaine du pinceau
comprend toutes les valeurs de R, depuis zéro jusqu’a linfini,
puisque sur chaque branche de V =o. intéricure au pinceau R
varic de zéro a +oo; les éléments de R qui la constituent forment
avec les branches de V du pinceau un réseau orthogonal. Excluons
du pinceau la courbe V -=am; et a partir de chaque point j, point
de départ de cassures, excluons celui des deux éléments de la cas-
sure qui s¢ trouve a la gauche d’un observateur, qui deboul en j,
sur le plan P regarde a 'intérieur de la zone d’enclave créée par la
cassure. Nous obtenons un domaine du plan P, dans lequel P (3)
prend unc fois et une seule chacune des valeurs complexes du
plan P. y compris zéro et la valear infinie.

Le domaine ainsi défini est une cellule d’univalence au sens

de M. F. Marty (V).

Tutorime V. — Dans chaque zone d’enclace, il existe au

moins une racine de P(z), et par conséquent au moins une
cellule d’univalence.

() F. Marty, Sur la répartition des valeurs d'une fonction méromorphe
(Annales de la Fa-. des Sciences de Toulouse, 1931). — PavL MoxTEl, Lecons
sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Chap. I, p. 10, Paris 1933.
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En effet, la représentation conforme de la zone d’enclave sur le
plan des Z par la velation Z =P (z), applique les lignes frontiéres,
branches de V=1V,, sur les demi-droites V=V, du plan des Z,
demi-droites joignant le point Z = o au point Z=0; et I'applica-
tion se fait sur les parties de ces demi-droites comprises entre R
et Pinfini. L'image dans le plan des Z, d’un point 5 = « de la zone
d’enclave, V,5£V,, sera en dchors de la demi-droite V=1V,.
De ce point, que nous désignerons par 7Z,, nous pourrons tracer
un lacet continu aboulissant & Z=o0. el ne rencontrant pas la
demi-droite V=V,. L’image de ce lacet sur le plan P sera un
chemin complétement intérieur a la zone d’enclave et conduisant
en un point a; racine de P(z).

La zone d'enclave comprendra donc toujours au moins une

racine a; de P(s), qui sera Uorigine d’au moins une cellule
d'univalence tout enti¢re située dans la sone.

Tratoréme VI. — L'image d’'une cellule d’univalence est une
étoile de Mittag-Leffler.

L’image comprend, en effet, tout le plan des Z, moins les cou-
pures. qui sont les demi-droites V =o, a partir de Z = o, pour
les racines mulliples; ct les portions de demi-droites V=1V,

]l,
depuis les points I, images des points j; ou la cassure se fait

jusqu’au point a Uinfini.

Découpage du plan P, en cellules d’'univalence par les pin-
ceauxr montants. Soit @, une racine d’ordre g de P(z), nous
supposons construites les ¢ cellules d’univalence partant de «;.
Considérons ce qui se passe en une cassure au point j;, cassure
dont les deux branches forment la zone d’enclave, dont j; est le
sommet. En supposant j; racine d’ordre (¢g—1) de P(z), il ya
¢ directions a partir de j, sur lesquelles R décroit quand le point
représentatif de R s’éloigne de j,, et qui sont des branches de
V=YV, etaussi ¢ directions, également des branches de V=V,
sur lesquelles R croit a partir de j;. Les ¢ branches d’accés de j;
conduisent a ¢ racines distinctes de P (s); a; étant une de ces
racines. Les (¢— 1) autres racines sont dans la zone d’enclave.

Construisons les cellules d’univalence admettant ces (g—r)
racines comme origines. Deux cas peuvent se présenter : ou bien
la zone est remplie, ou bien clle ne Pest pas. Si elle l'est, iln’y a
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plus qu’a s’occuper des autres zones d’enclave; si elle nc Pest pas,
le domaine restant, aprés la construction des (g-—1) cellules,
forme une ou plusieurs nouvelles zones d’enclave. On recommen-
cera sur chacune des nouvelles zones, I'opération que nous venons

Fig. 8.
\)
e
“éz“
\ ¢ V=
V= ‘V] (2 8 Y]: *
vern V-0 ‘A0 @y
V=0
V-2 Y
V=v
vay, Jo VY, V=V,
J3
V-V, ( {/ ar;/e denclave)
Vs, . b/ 2
Jz2
V=0 =V .
V=2n “ V=2n 7 =0
o0 ) “WV=2x
ve0 [ rV =2n
V=2n i , R,

2 R
» V=2n

d’indiquer. £t comme P(3z) n'admet pas d’espaces lacunaires
et que d’autre part le nombre des racines de P(z) est limité,
aw bout d'un nombre fini dopérations de remplissage, les
zones d'enclaves seront toutes entiéerement recouvertes. Le plan P
tout entier sera pave de cellules d'univalence, que nous appel-
lerons les cellules montantes.

Les branches de V=0, ou V=V, rejetées par une cellule,
sont absorbées par une cellule limitrophe, puisque toute branche
de V=YV;, R>R;, 4 gauche pour un observateur debout en j,
et regardant dans la zone d’enclave, est a droite pour un observa-
teur vis-a-vis duquel la premiére cellule est dans la zone d’enclave,
de la cellule a laquelle il est lié.

3. Cellules d’univalence. Etudes de la juxtaposition des pinceaux
descendants ('). — Considérons les n pinceaux descendants qui

(') Voir page 15.
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partent de l'infini. Ces n pinceaux halaient le plan P, tout entier.
Ils admettent comme lignes frontiéres :

1°V =o0. — La branche de V = o, du pinceau suivie de fagon
continue de R ==+ w a R =o.

2° V=on. — La branche V=o2n, du pinceau suivie de
R=waR=o0o.

3° V=V,. — Les deux ¢lé¢ments de cassure de toute branche

d’une courbe V a l'intérieur du pinceau, & partir du premier
point /,, que l'on rencontre en suivant sur cetle branche le sens
de R décroissant, a partir du point a Vinfini.

Cellules d’univalence. — De la méme maniére que pour les
cellules montantes. on voit que les » pinceaux descendants

forment n cellules d’univalence que nous appellerons les cellules
descendantes.

6. Quelques exemples. — Réseau deZ =5 —a. — 1l y a une
seule cellule d’univalence.

Fig. o.

+Ly

+OC




Réseau de 1 = zn.

Réseau de 1. = 32 — 4.

Fig. 11.

by

V=n

V=0
MV=2n

V=n

V=2rx
Va0 )

V=r V=r
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Il y a un point j; et un seul, le point z=o0. En ce point
Z=—4, Vji=—+=.
La famille R est de la forme
(224 »?)2— 8(x2— y?) +16 = R2= const.

Acepointj, R, =|Z|=4

(224 y2)—8(w2—y?) +16 =16;

(224 y2)2—8(22—y?) = 0j

la courbe R =R; = 4 est une lemniscate de Bernoulli.
Les courbes de la famille V sont données par 'équation

oxy
LT —yr—§
tangV(x? — »?) —2xy = {tangV;

= 4 tangV = const.;

ces courbes sont des hyperboles équilatéres admettant toutes le
point O comme centre.
Eun ji, V, =m; tangm=o0; 'équation précédente se réduit a

22y =0, X = 0, Yy =o0,

ou aux deux droiles x — 0, y — o.

La fonction Z:= 32— 4 divise le plan P en quatre demi-cellules
d’univalence, que nous numérotons 1, II, III, IV. Les demi-
cellules 11 et I'V contiennent les branches de V,de V=0aV =mr;
les demi-cellules T et I1I contiennent les branches de V, de V =,
a V=o2n. Nous pouvons grouper les demi-cellules de deux
maniéres différentes en cellules d’univalence.

Premier groupement. — 1* cellule, T et II;
2¢ cellule, 11T et 1V.

Deuzieme groupement. — 1" cellule, I et IV
2° cellule, I1 et 111.

Toutefois, seul le premier groupement donne les cellules
montantes.

Réseau de 7. — z% — 332+ 2z. — Racines de 7.

a; = 0, a3 =1, az= 2.
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Racines de 1/

ji=ils4val = i—val

Z(ji) = 3;“3[1 V3, oz =2 ;“3[1 —3l;

V,=o, V,==+17;

|Z(j1) | =R;=[Z(j2) | = Ry,
D’autre part

Ri=[2%— 3zy2— 322+ 3y + 222+ [ 322y — y*— bxy + 2y 1*;

les courbes R == const. sont des lemniscates du sixiéme degré; et
puisque
3xy —y3—06xy +2y

tangV = a3 — Jay?— 32+ 3y + 2z’

les courbes V = const. sont des cubiques planes sans point double.

Fig. 12.
+Ly
V=0 |V=2nV=2n V=n

V=r

@

0 ®

V=1

V=2n @

VA

Fi=))
&/

V=2n

V==
V=0 vz0 “vanVe=®

Lorsque tangV est nulle, V=0 ou m, la cubique se réduit a
I'hyperbole :

3x2—y?— bz + 2 = 0,
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qui coupe l'axe des x aux points j; el j,, el qui admet cet axe
comme axe de symétrie. Les deux asymplotes ont comme coeffi-
cients angulaires m, =+ /3, my=—1/3; et clles passent par le
point z =1,
Il y a six demi-cellules numérotées I, 11, I1I, 1V, V, VL. Elles se
groupent en cellules d’univalence de trois maniéres différentes :

Premier groupement. — [I, 11]; [1II, VI]; [IV, V].
Deuzieme groupement. — [11, 111]; [IV, V]; [VI, 1.
Troisieme groupement. — [1, 11]; [I, IV]; [V, VI].

Le premier groupement donne les cellules montantes. Les
frontiéres des trois cellules du premier groupement sont marquées
sur la figure.

Réseau de 7. = 70— 632+ 5 3.

Fig. 13.
1 V=2=n
=0 V=2nr V=n
=0
@ V=n
1
V=n
S Y
|
V=r | | 7 V=2x
V=2=n |
V=2n V=0 V=0 V=r V=n =7

Racines de L
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Racines de 1/

s=3l6—vatl, = ;[6+ 1],
Z(j) = —[~27+ Vai]= 3,37,

. 2 .
z()=—30 27+7vV2r]=—39,37;
argZ(ji1)=o, argZ(j.) =+ =.
Courbes R = const.

Ri=|a3—3ay?— 622+ 6)2+ 522+ 32y — y3—122y + 5y ]

Courbes V = const.

3y —yi—12xy+5y
tang V' = T —3xy?— 6at+ 6) + b

Courbe V=ooum, tangV =0
Sx2y —y3—122y + by =o0;
elle se compose de la droite ¥ = o, et de ’hyperbole
S3x—yr—122x + 5 =0,

dont les sommets sonl en j, et j,, el le centre an point x =+ 2;

les deux asymptotes ont pour coefficients angulaires m, = + /3,

me—— \/3.
Demi-cellules. — 1, 11, 111, IV, V, V1.

Cellules montantes. — [1, 11]; [II1, IV]; [V, VI].

Réseau del.=3*(5 — 1), i=\/1. — Racines de 7. : a,= o,
racine double; as= 1.

. . . . 21
Racines de 'l : j, = o; jo= 7+

70i 707 q
(J1)=o, (Ji)=§§”
argZ(j,) = indéterminé, argZ(j:) = g‘

Au voisinage de Porigine, Z est trés rapproché de Z =—iz?;
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, (9T
en posant z=re’, on trouve Z=r%e ( ">, V-:G—-z; le
pinceau de demi-droites, V =20 qui part de O comme origine,

Fig. 14.
+TYy
Z3n
=2 @
V=2nr V=n a
z
V=0 ; @
al
Va3 @
2 ¢
2 2, V=%—
V=n V=0
AL V=2r
v=3r
2 R
3=2
V=nt
V=2xr
V=0
V=-‘%‘

. . v T P k1]
subit une rotation de —+ Z/; V=o, 0= 72_; V=onr; 0=r+ A
4
Au voisinage de

z=1, Z=—(z—1i)+..., z—1=reil Z = reild+m),
la rotation est de — 7.

Courbes R = const.

7 =[23—3z)y2+2xy] +i[3a2y —y*— 22+ 2],
Re=[ad— 3zt + 22y P+ [3a2y —yp3— 22+ 2],

Courbes V = const.
3a2y —yi— iyt

tangV = —
° r3—3xy+2zy
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;0w 3n .
La courbe V = - ou =— a pour équation
2 2

z}—3zy?+ 22y = o,

z[z2—3y2+2y]=o0;

elle se décompose en deux courbes =0, 22—3y2>+ 2y =o.
La premiére z = o est 'axe des y. la seconde est une hyperbole,

admettant m, = + /3, my=—\/3, comme directions asympto-
liques, les points [x=0, y=0], |z=0, y= 2|5 comme
b ) ) Y 3

sommelts; et la droite # = o, I’axe des y, comme axe de symétrie.
La courbe tang V=0

32y —y3— x4+ y2=o,

est une cubique unicursale, le point double est a I'origine; et les
tangentes au point double ont pour coefficient angulaire m ===1.

Les autres courbes tang V= consl. sont aussi des cubiques
unicursales, avec I'origine comme point double.

Les cellules montantes 1 et II sont séparées I'une de P’autre
21
"3_’
tandis que les cellules IT et III ont comme ligne frontiére une
branche de V=o0. C’est en général ce qui arrive; les branches
des courbes V, servant de lignes frontiéres aux cellules d’univa-
lence, peuvent correspondre a autant de valeurs de V distinctes
de zéro qu’il y a de points j; distincts.

Le deuxiéme schéma, relatif aux cellules descendantes, montre
bien qu’elles peuvent différer des cellules montantes.

par les deux branches de V =+ -, qui se cassc en j,=

Réseau de 1. —— 5"+ 16.
Racines de 7.,

a; =2, az=2e -, az;=—2, a,=2e -~ .
Racines dell : j, = o, racine triple.

Z(j)=16, V=o.
L= (x'+6x2)2+ y+—16) + jixy(x2— y?).
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Courbes R = const. :

Re==[at— 622)2+ y+— 16 24 16[ 22— y2 222 y2;

ce sont des lemniscates du huitiéme degré.

Fig. 15.
+1y
)
V=n
V:O
V=2xr V=0
V=2n ] Fv=2n
V=0_ V=0 ﬁ j 'ﬁ*“
Ver I
@ ()
0,3 0 a. +3C
- \ 0 o
¥ N
V=2r V=2zn vio v=0
v=0 V=2r
v=0 V=2r
V=n
®
Courbes V = const. :
bzy[z2— y?]

tangV = xrh 4 6x‘ly2_|_y’p__ 16;
ce sont des quartiques.

Courbe V=o:
4(x2—y?)zy =0}

elle sc décompose en les droites suivantes :
X =0, Yy =0, Yy =2, Yy =—x.

Cellules d’univalence. — Les quatre cellules montantes pro-
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venanl des quatre racines sont numérotées I, 1I, IIT et 1V. Elles
peuvent étre divisées en demi-cellules. Autour du point j,=o,
et j) = =, Z admel le groupe de rotations

1A

Zo=2Z1€ 2 .

Réseau de 1. = 35— 1332 + 36. — Racines del —=o :
ay=—3, As=—2, az=2, a,=3.
Racines de 7 :
. 13 . AT
Ji1=— 3! J2=0, J3= 3
R 25 . . 25
Z(ji)=— '4—’ Z(j.) = 36, Z(h):_—z,

Z=[z'—06x2y2+ yt— 1322+ 132+ 36| + ([ 423y — fay’— 262y ]
Courbes R = const. :
Re=[2' =622+ yt— 1322+ 13)2+ 36 2+ [423y — hay’— 262y ]*;
ce sont des lemniscates du huitiéme degré.

Courbes V = const. :

foy —fay —26ay .
xt— 6x2)2+ ¥yt — 1322+ 13 )2+ 36"

tangV =

ce sont des quartiques.

Courbe V=o0:
2xy[2a42—2y2—13] = o;
elle se décompose en :
x = o, y=o, 222 — 2y2=13;
c’est-a-dire I'axe des z, I'axe des y et hyperbole 22?— 2y =13,

dont les asymptotes ont pour coefficients angulaires m ==1 et
dont les sommets se trouvent aux points j, et f».

Cellules d’univalence. — 1l y a quatre cellules d’univalence
montantes; nous les désignons par I, 1L, 11T et 1V ; elles peuvent
étre divisées en demi-cellules.



L=A on on wzen
uZ=A
X+ _ |
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CHAPITRE II.

LA SURFACE DES MODULES.

7. Etude générale de la surface des modules. — Soient F(z),
une fonction analytique de la variable z, et A, un point du plan
complexe P, ou I(z) existe; F(z) =Re'. En A, on é¢léve une

> . .
perpendiculaire \S au plan P sur lequel on a distingué deux faces,
une face positive et une face négative, avec

>
\S = logR;

>
siR>1, logR >0, AS est du c6té positif du plan P; si au con-
>
traire, R <71, logR <o, AS est du ¢oté négatif du méme plan

—> N . .

R =1, AS = o, S se confond avee A; R =+ »0, AS cst infini, S
estalinfini du coté positif; R = o, AS est encore infini, mais du
coté négatif du plan P.

Derinerion. — Lorsque A parcourt le plan P, les points S
décrivent une surface que nous désignerons par Sg(z) ou sur-
Sace S de la fonction ¥ (3). ou surface des modules de la fonc-
tion F(z) (').

Tutorime VII. — La pente du plan tangent « S aw point
o g , R O
d'affize s est égale a I-'—,-(ZT;{
Ce résultat, a rapprocher de celui de Jensen, s’obtient facilement,

car si
F(z)=P(zy)+iQ(zy).

Z="LoglF'= éLOg(PL'" Q2),

on a
JP  _JQ LOPdQ
oz P oz "o
=ge= TPiE@ 0 (== i

(') JENsEN, Acta Math., 36, 1912, p. 195.
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or, d’aprés une formule connue de géométrie différentielle, la

pente lang i est donnée par la valeur de \/(3-i>+ (d—z> D’ou

vy
(Pf)l’ _‘_()()Q_)‘)!_'_ (l)«)l’ +0()_(;>2
Y . du S da dy Sdy
lang-y: (1)2—‘_ 02)2 )

ce qui, en vertu des formules bien connues :

JP_JQ 9P 00 e (P (PR
dr  Jdy’ Jdy T dx’ - r)}) + uﬁ) ’
est équivalent a
tang2?y = _:Z(..f.)_)_)' ou tangy = | (logF )"l

Tutorcve VII. — Pour qu’en un point commun les deux sur-
Jaces Sy et Sg, soient tangentes, il faut et il suffit que Uon ait

5 S F
outre |Fy|=|Fy| lu relation ﬁ = Fi .
En effet
F’(3)

comme p,— i, = p,— i¢,, il vient :

) Fi(z) _ Fy(s),
Fi(3) Fa(z)

La surface Sp(s) d’un polynome a une seule nappe; la sur-
face Sy(z) o Q(z) est la fonction inverse d’un polynome, a, en
général, plusieurs nappes.

Cependant le nombre de nappes distintes n’est pas loujours égal
au nombre de branches distinctes de Q(z).

Ezxemple : P(z) = 3"; Q(5)=14/5. La fonction Q(z) a une
nappe bien que Q(s) posséde n branches distinctes. AppelonsZ,,
Zs, .... 7, ces n branches, on a

v, n
Ll= ey s,

ol ¢; est une des n racines n'*™® de I'unité. Si donc Z; et Z; sont
deux branches quelconques, pour toute valeur de s, ces deux



branches ont le méme module :

2] = | Zi ],

et les nappes correspondanles de Sy(s) coincident. La sur-
face S,- a donc une scule nappe; mais 'on peut considérer
qu’elle a n nappes confondues. On démontre d’ailleurs facilement
le théoréme suivant.

Tatorime IX. — La condition nécessaire et suffisante pour
que deux branches distinctes, Z; et Ly, de Q(s), donnent deux
nappes confondues de Sy(z) est que U'on ait la relation L; = e97;,
(o réel et constant).

En effet, | Z;| =|Z;|; la fonction analytique %" a son module
k

constant. Cette fonclion se réduit donc & une constante;
¢t ¢ == const.

Le réseau isotherme de la surface des modules. — Le réseau
[logR, V] de () est la projection sur le plan P du réseau topo-
graphique de la surface S ().

Les courbes de niveau se projettent suivant les courbes
logR = const.; les lignes de plus grande pente, suivant les courbes
V = const.

Supposons donc tracé le réseau topographique de Sg(z); et
numérotons logR; la courbe du niveau qui se projelte suivant
logR =1logR;; de méme V;, la ligne de plus grande pente qui cor-
respond a V=1V,.

Au pointsituéalintersection dela courbe deniveaulogR=1log Ry,
et de la ligne de plus grande pente V=V,, F(3) prend la valeur
Ret¥k. La surface S,(s), une fois cotée, donne donc une repré-
sentation concréte de Uensemble des valeurs que prend F(z),
quand sz se déplace dans le plan P.

Dans le cas particulier d’un polynome P(z) =S, ., se subdi-
vise soit en cellules d’univalence montantes ayant leurs origines
aux points logR = —o; admettant comme lignes frontiéres
uniquement des courbes V =const.; et aboutissant toutes au point
logR = + w; et coupant le plan P, suivant les courbes logR —=o,
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soit en cellules d’univalence descendantes, ayant comme origine
log R =+ o0, et aboutissant aux points log R =—co.

Surface Sy, de Q(3z), la fonction inverse de P(z). — A
chaque cellule montante de P(z) (il en serail de méme pour les
cellules descendantes) correspond une branche de Q(5). Si P(z)
est du degré n, (=) contient n cellules montantes; Sy, posséde
n nappes Ng.

Ainsi P(z)=2z" a n cellules d’univalence; a chacune de ces
cellules correspond une branche de Q(z)=\/5; les nappes N
correspondantes de Sy(z), sont confondues et S, ne présente
qu'unc nappe. Cependant les 7 nappes de S, sont toutl a fait
distinctes du point de vue de la théorie des fonctions; pour une
méme valeur de z, sur chaque nappe on trouve une méme valeur
de R, mais des valeurs de V deux a deux distinctes, puisque le
réscau RetY de Q(5) est univalent.

Examinons maintenant comment 'on peut passer d’unc cellule
montante de P(s) a la nappe Ng de Sy(s) qui lui correspond.
Soit une nappe N¢ de S, (z), liée a une cellule choisie parmi les n
cellules de P(z). Au scin de la cellule et sur les portions de la
frontiére de la cellule qui lui appartiennent, P () prend une fois
¢t une scule fois toules les valeurs du plan complexe P, y compris
la valeur zéro et la valeur . A Z =D (5) correspond le plan P
lout entier; et & z, les valeurs de s, faisant partic de la cellule
d’univalence. Z décrivant le plan P, log| 5| décrit un élément de la
surface Sy, de Q(=); ’élément qui correspond a la cellule d’uni-
valence décrite.

Tant que 'on est a I'intérieur de la cellule d’univalence, aucune
difficulté ne se produit; a chaque valeur de s. il correspond un et
un seul point de Sy, et le réseau Sy, est fonction uniforme
de z. Larclation entre z et le réseau de Sy(z) est biunivoque. Mais
sur la frontiére de la cellule, il n’en est plus de méme.

C’est ainsi que, dans le cas particulier de la figure 17 : en A, et
en A,, Z,=R,; en B, ¢t en B,, Z,=R,; en G, =C, ct en C;,
7Z,=R,;enC;eten G, Z=R.e"; en D, et D¢, Z,=R;; en
Dyet Dy, Z=R,eV:; en D, et Dy, Z=R, e .. On ure de la,
pour la fonction inverse :

_'\1= Q(Zi)7 \-_):

Q(Z1)  (A1Z Az),
Bi=Q(Z:), Ba=Q(Zy)

(B1 # B'—’)y
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et

Ci=Q(Zy). Ca=Q(Zy). L=0Q(Zs) (G Gz Cy),
C3= Q[RyeiVis].  Cy= Q[Ryel¥i] (G Cy),

et de méme pour les aulres points.

Dans l'inversion, les courbes V = const. vicnnent suivre les
demi-droites § = const. du plan P; si Uon représente un point
&ﬁ?’lconquo du plan P, A par exemple. par A =r e®, les courbes
Il == const. suivent les circonférences r = const. de centre O.

Fig. 1.

Appelons G, ., la cellule d’univalence d’origine a;, el numé-
rotée (1) autour de @;; et S, ,. la portion de surface S, qui cor-
respond a cette cellule. Cette portion de surface S, se présente
comme une nappe uniforme, excepté sur les demi-droites 6 = o.
a partir de r==o; sur 6=V, a partr de r =R; =[J,|; sur
6§=N\,, a partir de r=R;, =1J,]. Les points Sy,, S;, S,,
de Sg, o,, sont des points de ramification de S;.

Les portions de Sy, provenant des cellules contigués a la cellule
Ci,q,, admettent les mémes points de ramifications Sg,, J,, J,. que
Sc,q,» et aussi les mémes cassures dans les plans verticaux passant
par l'origine et conlenant les demi-droites, § =0,6 =V,. 6=V,
[cassures qui proviennenl du fait que 6 =V,, R >R, a chaque
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valeur de s, il correspond deux valeurs de Q(s) sur S¢ ,]; a
partir de O, J,. J,, et le long des cassures verlicales, les S des
cellules contigués se raccordent au Sy de Gy 4,. Les raccordements
se faisant de proche en proche, les différentes branches de S,
finissent par former une surface S unique, qui est la surface Sy de
la fonction Q(5).

Fig. 18.

/

N

Mais la fonction Q () est univalente, quand Z parcourt toutes
les cellules d’univalence de Z = P (z), en prenant n fois 'ensemble
des valeurs Re?* [R variant de zéro a +o0, V de zéro a +am],
3 parcourt une et une seule fois le plan complexe P. Si done nous
tragons le réseau [logQ, V] de S,,., le réseau composé d une
cellule montante et d'une cellule descendante s'étalera sur les
n nappes N de S, . ; prendra nuissance au pointlogz = — oo de
ce point, s'étendra aur n nappes Ni de Q(3), en passant par
les coupures qui sont les intersections des nappes deux & deux
pour aboulir ai point logs = —x,
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Il y a iniérét par conséquent d’étudier ces coupures.

Etude de la surface Sy, au voisinage d'un point J,. — Si
L=+ A (z—])+ \ipg(z— )+,

on a, suivant la théorie classique,

1 2
2=j 4+ By (Z— Y 4 By(Z—3) +...,

en posant
7 — J = u‘l,
et identifiant,
wi= Aqui(Bi+Bau—+...)+ A" (By+ Bauw .. )0+ 4

1 AgBl+(gB{ ' Ba\y+ A\ BT ) u+. .,

I
B]= 2

{/A,,
By o
2 2

qgA,

Et l'on calculera, de la méme maniére, parrécurrence B;, B, ...
9 b b bk
qui pourront @ priori étre nuls pour certaines fonctions particu-
lieres.

La représentation analytique des différentes nappes de
Sqi)y @au voisinage de . =1,, est donc fournie par lu relation

1

5=],+ —I—i(Z—J,)7+ ?\—”“_,(Z—Jl)?-q-...,
1+ =

A7 g\, 7

Py

1
et Uon passe d’une nappe & une autre en multipliant (Z —1J,)7,
kT

pare 1 [k=o0,1,....(gq—1)]. est-a-dire par les différentes
racines q*m de Uunité.

Etude de Uintersection des nappes autour de 7.—=1J,, et dans
le voisinage de L.=1J,, quand q2>2 [fig. 19, 20, 21]. — Nous



7

7
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avons les relations (Z—1J;)=p?e®

i i28 28 itd
z =ji+peBie ! +p2Be 7 4+ p%Bye 7 +ptBie T 4.

—i —i
-0 .0
i = . —i-

(13) |zp2=Jij.+¢ ['L Bie 1+ jiBie ‘/]

,'39 _zﬂ)
;’42['}1”]4’-]'1'”26 7 + j.Bye 7]

+

0 0 a0 .30
+ o8 [ié. Bae' @ ByBye T4 JBye 7 +J'Esc—’7]
S U 1 B,
-+ _3" [] 2 32—0—31}}3(' 7 +B, B:ge q +J-i]31,8 v —l—j,B‘B (I]
— - L S "2 L
—+ ‘O:’ [B-_\B;;C 7+ ByBye 74+ B, B,e 9 +~BiB,e U

. Bl
+Bse 7+ jBse (,]

Fig. 21.

— 3

| Goupure

2 |4 Coupure
Coupure — 5

7 \\\\\\\ \\\\§
T
/ﬁ#ﬂﬁ“\\\\\\\\\\\\\\

—




0
. -
Pour passer d’une nappe a une autre, il faut remplacer e 7par

[0+2rw
t — . .
e [ 7 ] et I'on classe les intersections en (¢ —1) types, en don-

nant a k&, les valeurs 1, 2, 3, ..., (g—1), chaque intersection
figurant dans deux types complémentaires suivant le point pris
comme premier point.

Pour simplifier, posons e T — #s I'équation de la nappe
associte du type K sera
iO 10
(14) |z le=j ji+o¢ [jl%]e 77+ jBie 7’5A]
_ _ i"9 — tl9
+p?[llllh+j,l¥2e 70+ Boe 17 ]
g 9 0
-+ 93(:121I¥.3(’ T2+ B ln(' "C,A
= "‘0' 4 .3 '"iljh“ft]
+]l|)’?.f’ 7% +]IB:‘.(’ T Tk

20 20

— - 1~
-+ "|_P>2B_,+ BiBe “ i+ B Bye

O

[,'0_ _l:‘_q
+jBie T+ Be Y c;]

I.fJ 10 l.:;()
A s —iss - .1
—+ F’[B:I;g(’ Y, +BuBye 17, +BBe 77

__i’.f) ‘»0 iiﬁ
+ BiBye 7L+ Be v i+ jBse 17}

et 'équation des coupures du Lype K s’obtiendra en égalant a
zéro la différence de (13) et de (14) :

0 0
(15) [j,li(x—,;)e’—kjli (1—«»,/)0 ’7]

20 207
c‘llj,lig(l—:/j)f 7 —hj,Hg(l—Zf eal ’/‘J
- 0 0
+0 ‘[l;,};.(l_q)e ‘/+],,B»(1— e .
. 2307
+le (1 ZZ) o +j,~l);,(1-—2}?)e~l ”J
.10 2_9
+o‘[l;,B G—2De 7+ BB, —Ze 7

i 0 + 0
- PR ', T v —'17,"]
+JBV,(1—~?A)1> /+]h,( —5/‘)('

0 ,0
-+ *[B B, (1—4)6 '/+1,21 3,1 —7%)e 'f-.-n I),(I—Ck)e K

'0

R 507
+B1B@(1-—f?)ew ‘7 +JB (I——CA) YT K —+—],b (1 Z) q I
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Discussion. — 1° j = 0. — Le premier membre de I'équation

(15) est une fonction analytique de 6, réelle quand 6 est réel.

Lorsque p tend vers zéro, I'équation (15) peut étre remplacée par
I'équation limite

-0 0

(16) j—'B,(l—:/‘.)e"7+j}§|(x——EA.)e_l’/=o.

De cette équalion, on lire

6‘2;=_M=(+])l:ﬁ-
JiBi(1—%x) 1~
v . 2kT
=% _ (=5,
1— Lk
2700 =argL +=x — 2Ka +2h%;
(17) = %argL+(]—(;-:—K::+qlm,

lorsque A varie nous avons deux valeurs de 6 dans un intervalle
de longueur 2¢m. Nous en déduisons que I'on a deux coupures
d’'un type donné; car quand p est trés voisin de zéro, I'équa-
tion (15), d’aprés un théoréme connu, admet une racine voisine
de 6 = 06,, et qui tend vers G,, p tendant vers zéro.

Comme il y a ¢— 1 types et que chaque coupure est comptée
deux fois, il y a lieu d’en déduire que le nombre total des coupures
est de g— .

Si ¢ est pair les deux coupures d’un mméme type sont des tan-
gentes superposées, si ¢ est impair leurs demi-langentes sont
opposées. Mais de toutes fagons si nous prenons l'ensemble de

. . I s
toutes les coupures, les projections de leurs , tangentes serépar-
tissent sur deux directions, la moilié sur chacune pour ¢ impair,

.o . I o . 1 . .
la moitié + - sur Pune et la moitié — - sur 'autre si ¢ est pair.

Considérons le cylindre droit de base C;, (C;, étant la circonfé-
rence de centre J, et de rayon p), et sur le cylindre suivons |z |2,
En utilisant dans la formule (13) seulement le terme du premier
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degré en p, nous trouvons :

(18) |z|2=[j'il’+2P}]'iBilCOS‘ql‘(e—ﬂo)"'"';

§—0,=o0 décroit......... |zi2=|jil2+20| JiB1| (mazimum);
§—fp=E% > eeernn... .z1e=1,-,-v+2p|ﬁ*ﬂ'=m§;

6 —b="=2z » ... |z12=1jz|2+2.0‘:fi311‘3052"q§‘

0 —bp="tgn croit..... [z2=1j.[2+2p|/iBr| (minimum);
6—b=t(g+1)7 » ..... IZl2=|ji12+2PljiBilcosgliqL)—l;
6 —6,=o2gn »oeen. lz22=[jiP+2p]/iB1} (mazimum).

La figure 21 donne la disposition relative des différentes
nappes autour de Sy, et dans le voisinage de ce point. On trouve
bien q nappes et (g — 1) coupures.

2° ji==0, By 0. — L’équation limite tirée de (15) devient

0 ]
(19) ﬁiBg(I—CL>€l’/+I;1EZ<I-—i/,)e l"=0,

etl’on retrouve le résultat trouvé en (17).

La relation (13) donnant | 5| devient

0 0
(20) |z[2=p?BiBy+ 93[—]§1B2et’/+31§26 "/] +p"[...]—}-...,

c’est-a-dire en conservant les lermes en p* et p* seulement, une
relation approchée analogue a la relation (18).

Il y a encore (q —1) coupures partant de S,, et q rappes

présentant autour de S; le méme aspect que sur la figure (21).

3° By=o0, ..., Bu_iy=o0, By3£0, ji=o0. — IL’équation
limite tirée de (15) est pour les indices & tels que ;™" soit racine



effective de l'unité
n—1 0 l(n—~|;0

(1) BB.G—2"e 7 BB G—%"e T =uo;

111/471|0 - BB, l_iiwl . Ilﬂ_zm—/ulm]'
¢ I AL T R :
—1)0 . o(n—1)k=
uzarg[‘_kﬁ_wq_l].:’
q q
(22) - —argh 4+ — 4T wm IE
B To(n—1) 7 a(n—1) T (n—1)

, hag= .
Le nombre des valeurs de 6 dépendant du terme <'—:—£L——]>, il y

aura donc 2(n—1) coupures du type &; nombre susceptible de
s’élever encore <i £}”' est égal a 1. La discussion compléte nous
entrainerait trop loin.

D’autre part, on obtiendra les coupures en suivant la variation
de |52, sur le cylindre de base C;, par I'intermédiaire de la for-
mule (33), ou Pon aura gardé les deux premiers termes :

= 10 _ n—n0
3\‘!=9‘—’BB1+_o'l'*'[lhliqe T BBy 7 ]+

Supposons que 'équation (22) ait donné 2! valeurs de 6,, for-
mant autour de J, une étoile réguliére. Une discussion analogue &
celle faite au moyen de la formule (18) donnerait (¢ —1) coupures
pour chacune des I valeurs de 0 obtenues en groupantles valeurs §
et (6 +m). En effet, si 6 est racine de (22), (9 + m) I'est aussi; le
nombre des racines est pair, el on peut toujours désigner par 2/
ce nombre. 1l y aurait donc (¢ —1) pour chacun des groupes 6 et
(0 + m), au total {(¢ — 1) coupures.

Par conséquent, une fois déterminé le nombre 21 des racines
de Uéquation (22), le nombre des coupures en S; et au voisi-
nage de S; est égul a l(q -—1) au moins.

Si ¢ n’est pas premier ce nombre est méme susceptible de
s’élever; il n’est enfin pas exclu qu'un type déterminé donne lieu
a superposition des nappes.

Etude de lintersection des nappes autour du point & Uinfini.
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— Posons Z = Rei; il vient (5)
) )

2
n !

7. 1 2
s =—+1U+27Z "By+7Z "B, +...

. Zn . __‘ ___E
5 = +T+7Z "By+1Z "Bi+...;
G
. R2
(23) |zi2= +1Ir
(A08,)"
= 0 5 0- ey 2 N 2 )
+ R e 4 l~e—l’7 -+ B—"l ! '—’3 T
1 L
EYER ¥ ¥ G
L1 [B 22 B ;"70
R 1
[ AG AG
- 20 20 5 0 0
- — —t - B, — By —i'l-
+I;—,; Bile' " +B,I'e l"—f—ﬁel L+ —e BTN
AG Ng '

Pour obtenir les différentes nappes autour du point a Pinfini

0 ‘[0-4-2/:11" 0
i- i | —— i— . .
nous changerons e "ene L * Jl=e "f; il vient

R2 —
(24) |&*P= ——— & 1T
— \n
(Mo do)
F T ol B, ii)yg By, —2.,
+R | —eh+—e "L+ | —e "l+—e "Li
w < 7 7
.\0 Ao - Ao A:)I
5 a0 50
I B, /=~ 3 By —i— 2y
+'l_—‘ —18 n C/:—F —‘1@ n :;
T
| A} ¥
1 [ il AN
— 22, LA
e Bile "z +B, e 7
B 4 v 0
2 L=y B, —i——
+ e i+ —e 1
A ¥
I
+ — -+
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L’équation des coupures est la différence de (23) et (24) :

—f 19- h _19
(26) o= —16"(1—Ck)+—1€ n(1—%x)
Aj R
1 20
1 B — = —9
e [Bea—m B Taom
LA Ag
B .oy L B
+E—2 e "(1 5k)—f———e "(I-—-Ck)
A} A3
1 = iﬂ 9 _q_i?_e_ —a
+m B1F€ ’l(l—‘Ck)+B1F€ "'(I—ck)
E i
+ — e"(I—Ck)+—~e "(I— Hl+...
A’; A{,‘
Discussion. — 1° T £ 0. — L’équation limite est
q
T . & o\~
(26) — (1—=2C%1)e n+ ——1(1—21 e =o0;
Ab Ag

elle appartient au type déja étudié plusieurs fois et nous donne
deux coupures du type k donnant lieu & deux tangentes super-
posées -ou opposées (en projection); donc dans I'ensemnble nous
avons comme plus haut n—1 coupures exactement et sur un
cercle de centre infini le module a un maximum et un minimum.

2° I'==0. — En ce cas si B, est le premier coefficient utile non
nul, 'équation limite deviendra

2m )7”6
(T T =0,

Is

B Dm ( _ C"m)
A(,‘ K

S3lm

ce qui pour le type générique nous donne 2m coupures au lieu de
| . . . .
2 dont les - directions asymptotiques en projection formnent une

étoile réguliére & m ou 2m branches; mais pour certaines yaleurs
particuliéres de & il peut y avoir augmentation du coefficient m,
voire méme superposition.
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Conclusion. — Si nous nous reporions a la signification géomé-
trique de B, et T' respectivement nous aurons en résumé pour
appliquer a Sy, avec Q fonction inverse du polynome P(z) :

1° En un point de ramification permutant q nappes, s¢ logR
est fini il y a exactement q — 1 coupures;

2° SilogR =-+wou logR =—wily aen général ¢ — 1 cou-
pures; mats ce nombre est augmenté (et peut méme donner des
superpositions de napves)si pour le point aUinfini (logR = + ),
le centre de gravité des séros du polynome P(z) est a Uorigine;
st pour le point logR = — o [Lorigine est zéro de la dérivée de
P(z)] A'[—M == 0.

Quant aux projections des tangentes (ou des directions asymp-
totiques), elles donnent une direction si ¢ =2, deux directions
pour ¢ quelconque dans le cas normal, 2m(m >1) dircctions
pour les types génériques du cas exceptionnel, une étoile réguliére
a plus de m branches pour les types spéciaux du cas exceptiounel.

Autres cas d’intersections de coupures; coupures parasites.
— Une coupure prend naissance si P(z)=a a deux racines de
méme module. Généralement les deux nappes de la surface S
ayant deux plans tangents distincts, en un point générique de la
coupure, elle n’est pas recoupce par une autre.

Ayant vu ce qui se passe pour |F'|==o (le plan tangent dis-
parait). on peul s¢c demander si les deux nappes peuvent étre tan-

N - F" . N
gentes. Cela entraine la condition (') que le rapport 3 ait la méme

valeur complexe sur les deux branches. Ce n’est pas possible vu le
nombre de conditions exigées pour le polynome.

Par contre, si trois racines de P(z)=a ont méme module,
nous aurons trois nappes deux a deux non tangentes qui vont se
couper en donnant naissance a un triédre de coupures issues d’un
méme point de S. Sur le polynome générique, ceci se produit en
des points isolés. Sur des polynomes spéciaux il y aura des lignes
triples ou multiples, et des nceuds d’ordre plus élevé que 3, sur
les lignes doubles.

(') Cf. page 34.

THESE HIBBERT 4
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En tous les cas il y a lieu de conclure ceci : sauf aux points J,,
la théorie de I'intersection des surfaces montre que tous les arcs
de coupure y aboutissanlL ont une demi-tangente et peuvent étre
groupés par paires (4 demi-tangéntes génériquement opposées.
exceptionnellement confondues) qui se prolongent de telle sorte
que les demi-morceaux de nappes qu’ils <éparent se¢ prolongent
deux a deux contintiment.

Car en tout autre point qu'un J, la coupure peul élre traitée
localement comme étant Pintersection de deux surfaces analytiques
ct ayant chacunc un plan tangent déterminé. En un point S; enfin
il peut passer une nappe non ramifiée: il suffit que le point j, cor-
respondant ail un homologue de¢ méme module. I pourrait méme
arriver que deux j, homologues aient méme module. En ce cas il
apparaitrait en Sy, outre les bouts normaux de coupure déja envi-
sagés, d’autres bouts que nous appellerons branches de coupures
supplémentaires.

Reste maintenant a poser le probléme des coupures parasites.

DerinitioN. — Les coupures parasites sont celles qui ne
passent ni par les branches normales des S;, ni par le point a
Uinfini. — Une coupure parasite est loul entiére a distance finie.
Si Pon a Q(5) fonction inverse de polynome cetle coupure est
branche compléte finie de courbe algébrique donc elle est fermée.
II est manifeste que le long d’une coupure parasite et dans le voisi-
sinage de cette coupure, on rencontre toujours au moins deux
nappes de Sy ;.

Appelons G, la projection de la coupure sur le plan des Z,, et
considérons sur Sy, ., le domaine intérieur a [ SCp] qui ne contient
pas 5 = .

Et soient (N,Cy) et (N,C,) deux nappes s‘appuyant sur la cou-
pure (SCy), qui se projette suivant Cip. En appelant r, le module
de z sur (N, Cp) et ry le module de z sur (N,Cy,), onary=r,,le

long de (S C;) et log 2 = o.

Tuioriue 10. — Il existe a Uintérieur de Cp, au moins un

point L pour lequel log ? n'est pas réguliere.



En effet. ¢’il n’en élait pas ainsi, log ? nulle sur (SG;) et régu-

liere dans G, resterait toujours nulle, ce qui n’est pas possible
puisque les deux nappes sont supposées distinctes. Ce point est
soit le point 5 = o, soit un point S; .

Nappes de la surface Sy .. — Du point de vue local, au voisi-
nage et autour d’un point S; de S ., etau voisinage d'une coupure
quelconque, il est facile de distinguer des nappes distinctes de
Sqi;)- Mais du point de vue global, peul-on toujours distinguer des
nappes de S, ? La réponse estaffirmative; du pointde vue global,
on peut toujours distinguer n nappes de S, ., en dehors des nappes
N¢ (') qui correspondent aux cellules d’univalence. Ecrivons. en
effet, les équations

Z = \ozn+ \jzln= o4\,

et considérons pour chaque valeur de Z, les n valeurs zy, 55, ..., 5,
de z. En général. ces n valeurs sont distinctes, et supposons-les

classées en module
} 2y I

n

|z,'2"2312...22,.
Il y a plusieurs cas a considérer :

1° |5 | >]51>|5, ... >]|3]. — Cela sculement dans un
domaine quelque petit qu’il soit. 11 y a n nappes distincles, que
nous désignerons par N,. Ny, ..., N,.

2° |5 > 15 =|5=|5]>]5]. .. >]|5,. — Ces égalités
ont lieu pour toute valeur de Z; il y a seulement (n— 2) nappes
distinctes.

3° |z |=|sl=...=]z|. — Ce cas que nous avons déja
vu ('), donne n nappes confondues en une scule.

Toutefois P (s) étant générique en un point . au moins, on
aura |z >|5|>...>z,]; et lon pourra distinguer
nnappes Ny, Ny, ..., N,y de S, ..

Famille normale de surfaces Sy ;). — La famille fy, fy, ...,
JSn- ... est holomorphe et bornée dans A;nous lui faisons corres-

(') Voir page 37.
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pondre la famille de surfaces Sy, Sy, ..., Sy.. ..., et nous
gardons les portions de ces surfaces qui correspondent au
domaine A.

A toute suite extraite de la suite des fonctions fy, fa, ...y fu, .vry
tendant dans A vers une fonction F(z), correspond une et une
seule suite tirée de Sy, Sy, ..., Sy, ..., et tendant uniformé-
ment dans A, vers la surface S;.

Quand F est une constante finie ou infinie, Sg est un plan paral-
léle au plan P sur lequel le réseau [log R, V] a disparu.

En général. a toute propriété de la famille £, fay, ..., fu, « ...
normale dans A, correspond une propriété de la famille de surfaces
SraSsy ooy Sy,

n

CHAPITRE III.

HYPERGROUPES D'AUTOMORPHIE (') DES POLYNOMES.

8. Détermination des groupes locaux d’automorphie des poly-
nomes. — Etude du renversement autour d'un élément d’une
branche de courbe V constante. — Rappelons d’abord quelques
conséquences du théoréme de Schwarz sur le prolongement analy-
tique. Soit

P(z)=p(z,y)+1iq(z,7),
9(z, y)

V = arc lan
8 p(#, )

V=o0ou =, tangV:o:Z—)—E—%—}’%a g(z, y)=o0;
quand on donne a V une valeur constante, y est une fonction ana-
lytique de z; et comme toute courbe V = const. a_au moins une
branche réelle, en développant en série y en fonction de « autour
d’un point générique (z, y) de la courbe V, les coefficients du
développement sont nécessairement réels.
Prenons donc 2 = ¢, y = g (t); il vient

z2=x+iy=t+1g(t)=G(2).

G(¢) est une fonction analylique que nous écrirons 5= G(T),

() F. MaRrTY, Ann. Ecol. Norm., 3¢ série, 53, fasc. I, 1937, p. 9.
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avec T = ¢ 4 ¢t. Lorsque le point 3 = # + ¢y décrit une branche
de la courbe V=const., T =1¢, r = o0, puisque T est réel, et la
fonction G(T) est une fonction analytique qui existe sur un seg-
ment de Paxe réel du plan des T; la fonction T = H(z), inverse
de 5 = G(T), est, elle aussi, une fonction analytique, définie quand
z et y décrivent une certaine portion d’une branche de la courbe
V = const. Pour ces valeurs de x et de y, la fonction analytique
T = H(z) est réelle.

Considérons maintenant la surface S de la fonction T = H(z).
La relation T = H(z) représente de fagon conforme le plan des 5
sur la surface S de T = H(z), ou sur une portion de cette surface.
Pour plus de précision, supposons que nous ayons défini

s=wx+iy = G(T),

sur une portion de branche de V = const., telle que I'ensemble
des valeurs de T correspondant a 5 (z et y décrivant V = const.),
fassent partie dans le plan des T d’un domaine da plan des T, ne
se recouvrant pas, a l'intérieur duquel 5 = G(T) est uniforme et
univalente. La fonction T =H(z) sera elle aussi uniforme et
univalente, dans le domaine correspondant du plan des z.

A ce domaine du plan de z correspond une portion a une seule
nappe de la surface S, Sy;), de H(z). Entre le réseau [logR,, V]
de cette portion de surface, et le réseaun [logr, 6] du plan des z,
qui en est'image, et qui comprend I’élément de courbe V = const.,
qui a servi a définir la fonction 5= G(T), il y a une correspon-
dance biunivoque. A la portion de courbe V = const., correspond
sur Sy,), un élément de U'axe réel, puisque le long de cette portion
de courbe T est réel.

Appelons Dy et D; les deux domaines, l'un sur Sy, Pautre
dans le plan des z. entre lesquels la correspondance biunivoque
ci-dessus indiquée existe. L’'un quelconque des deux domaines
est 'image de Pautre. Le polynome P (z) est défini sur D; le
long de la courbe V = const., son argument est V; la fonction
e—tVP(z) est donc réelle le long de V = const. sur D..

Par intermédiaire de T = H(z), e~V P(3) est définie aussi sur
D;. Et, de plus, elle est une fonction réelle le long de I'axe des T
réels. Dans Dy, de part et d’autre de I'axe réel. e=VP(z) prend
donc des valeurs conjuguées, aux points symétriques par rapport
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a Paxe réel. A deux valeurs de T, symétriques 'une de 'autre par
rapport a 'axe réel des T, correspondent deux valeurs de eV P(3),
conjuguées 'une de l'autre.

Done, si dans Dy, e=?VP(z) était connu d’un seul c6té de T
réel, le prolongement analytique de e='YP(z) a I'autre coté se
trouverait réalisé sans difficulté, puisqu’il suffirait de donner a
e™VP(z), en chaque point T_;, symétrique d’un point T, du
domaine d’existence par rapport a T réel, la valeur conjuguée de
celle que e=VP(s) prend en T,.

Le prolongement analytique, une fois réalis¢ sur Dy, I'est aussi
sur D,. De la sorte sur le plan des z, P(3) se trouve prolongé de
l'autre c6té de la courbe V = consl., en supposant qu’elle ne soit
counue que d’on c6té de celte courbe.

C’est a ce prolongement analytique d’un cété a lautre de la
courbe V = const. ou d’une portion suffisamment restreinte d’une
branche de cette courbe, que nous donnons le nom de renverse-
ment autour de la courbe V = const.

Ce renversement est caractérisé par deux fonctions analytiques

ro=9,(r;. ),

Jar= ?'_‘(fl‘ ,)'1)-

qui transforment (2, y,) en (2, y2). Cette transformation con-
serve les angles, mais ne conserve pas les sens.

Par prolongement analytique des fonctions o, et ., le renver-
sement peut étre ¢tendu de proche en proche.

Etude du groupe local d’automorphie au voisinage de a;
racine double de P(z). — Pour cela, construisons le réscau
[log R, V], au voisinage de «,, jusqu’a la premiére branche fermée
de R autour de a;, qui passe par un point j;, ce sera une branche
de R =R;.

Du point @; partent deux branches de V=0 ou a7, opposées
Pune a I'autre en a;; et admettant la méme tangente en ce point.
De méme, il part deux branches distinctes de V :==; elles aussi
opposées 'une a lautre, et ayant la méme tangente en ;. Le
domaine D, , couvert par l'ensemble des branches fermées des
courbes R autour de a,, depuis R, =o, jusqu’a R=R;, est
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divisé en quatre portions, numérotées I, 11, III, 1V sur la figure 22,
en tournant autour de @, dans l¢ sens positif.

Fig. 202.

Par reonversement autour de V =V , ou de la branche
de V=V, qui part de a,, et forme la frontiere entre | et II, le
domaine I vient s’appliquer sur le domaine II. De méme le
renversement de Il autour de la branche de V == a7, qui forme la
frontiére entre LI et 1LL, applique T sur 111, Le domaine 111 vient
sur IV, par renversement autour de la branche frontiére V = 3 7.
Et IV a son tour vient sur 1, par renversement autour de la
branche V = o7,

Mais deux renversements donnent une représentation conforme;
un renversemenl conserve les angles, et change le sens; deux
renversements conservent les angles et rétablissent le sens primitif.
Deux renversements valent donc une transformation conforme.

[.es renversements autour des branches de V; et Vor en a,
donnent la représentation conforme, qui applique I sur Ill: et ¢’est
la méme représentation conforme qui applique H sur 1V: IV sur 1
LV sur 1I. Appelons-la 3'=9"(z).

Appliquons-la deux fois

2"= 88 (z)] = 002(3z).
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Le domaine I revient sur lui-méme, de méme que II revient surII,
I sur III, et IV sur IV

62)(3) = z;

6 (5) se réduit a la transformation identique.

La transformation 5=01(z) conserve le point a;, et
engendre autour de a; un groupe cyclique d’ordre 2. Mais 6'(z)
est uniforme seulement dans le domaine D,. Au deld de ce
domaine 6\ (z) existe toujours, et devient multiforme. Si 'on
étudie 6("(z), et son prolongement en dehors du domaine D,,
qui a servi a le définir, il s’introduit non plus un groupe, mais un

hypergroupe.

Etude du groupe local, au voisinage d’une racine ai,
d’ordre ¢, de P(z). — Construisons encore le réseau [logR, V]
de P(z) au voisinage de @;, jusqu’a la premiére branche fermdée

de R autour de a;, qui passe par un point j;, ce sera une branche

de R = Rji.
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Du point a;, partent ¢ branches de V=0 ou 2m, et ¢ branches
de V=r. Ces 2q branches prises dans leur ensemble, divisent le
domaine D,, compris a linlérieur de la branche fermée
de R =Ry, qui entoure a;, en 24 domaines : I, II, ..., (2Q —T),
2Q, de forme angulaire, admettant le méme sommet a;,

Ces domaines I, II, ... sont alternativement balayés par le
demi-faisceau unitaire d’origine a;, dans lequel les branches de V
en «; prennent toulcs les valeurs de V—=0a V =x, en tournant
dans le sens positif autour de a;, et par le demi-faisceau unitaire,
dans lequel V prend toutes les valeurs de V==n, 4 V=2n. en
tournant toujours dans le sens positif autour de ;. Le domaine I
comprend le demi-faisceau V=0, V =rmr; le domaine 1I, le demi-
faisccau V=mn, V=12an; le domaine IIl, V=0, V=m; et
ainsi de suite, jusqu’a ce que I'on retrouve le domaine 1.

Par renversement de I, autour de la branche de V=r, en a;,
qui lui sert de frontiére, I vient en I1I. De méme II va sur II, par
renversement autour de la branche de V=12m, en a;, qui lui sert
de frontiere. On passe par conséquent de I a III, par une trans-
formation conforme z=0¢"(z). C’est la méme transformation,
qui améne II sur V, V sur VII, (2Q — ) sur I, 2Q sur II.

Répétée deux fois, elle fait passer de I a V; répétée ¢ fois, elle
raméne I sur I. La transformation 64 est donc équivalente a la
transformation identique, et 6/')( z) engendre un groupe de trans-
formations d’ordre ¢. Ce groupe conserve a;, et 'on a

BN(z),  H@(z)=06W[60)(z)], ..., O@(z)=1;
c’est-a-dire qu’il est formé de 6(V(z) et de ses itérées successives.

Dans D,, tous les éléments du groupe sont des fonctions
uniformes de s. Mais a Uextérieur de D,, 6 (z) ses itérées
successives et leurs produits de composition deviennent des
Sonctions multiformes.

Etude du groupe local au voisinage d’un point j;. — En un
point j;, racine d’ordre (¢ —1) de P'(z), on a

Py, . Pla+1( g, .
P(a) = Jir T (2 iy o o iy

la fonction de [P(z)—J;] admet une racine d’ordre ¢, au point
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3 = ji, par conséquent autour du poinl j;, un groupe local de
rotations; ct un domaine D j;, d’uniformité du groupe. Mais il est
manifeste que si |P(5)—J;] admet un groupe, P(3z) admettra
le méme groupe et dans les mémes conditions, c¢’est-a-dire avec
le méme domaine d’uniformité.

Ce groupe, dont Pexistence est ainsi indirectement démontrée,
peut étre retrouvé directement. En cffet, les branches de V=1V,
qui passenl par le poinl j;, divisent le domaine autour de j;, en 2¢q
angles curvilignes. deux a deux adjacents, ayant en j; leur sommet
commun, et ayant leurs c6tés suivant les branches de V =-V;,
cn ],

Un quelconque de ces 2 angles curvilignes, par renyersements
successifs autour des branches de V=V, en j; et dans le voisinage
de i, reproduit tous les autres angles. Deux renversements con-
sécutifs donnant une transformation conforme, on reconnait de ce
fait, autour de j, U'existence d'un groupe de rotations d’ordre ¢.
Ce groupe est uniforme seulement dans le domaine D, dont la
frontiére est une branche de R = R . j; étant le premier point j
de [P(z)—.], que les branches fermées de R autour de j; ren-
contrent, quand on fait croitre R pour [P(z)—J,] a partir
de R —=o.

Dans le domaine ainsi délimité, P(z) admet un groupe de
rotation autour de j; et conservant j;; el ce groupe estd’ordre q.
St 60 (s) est la fonction qui jointe & ses (q — 1) itérées succes-
sives forme le groupe, le prolongement analytique de 6(V(s) et
de ses (q —1) itérées ne donnera plus en général des fonctions
uniformes.

Etude du groupe local & Uinfini. — Considérons la famille R,
autour du point a l'infini de R ==+, jusqu'a R =R, Jin étant
le point j, ou un des points j; rencontrés a partir desquels les
courbes R forment unc famille de courbes a unec scule branche
tendant vers le point a I'infini comme point limite.

Appelons D, le domaine compris entre l'infini et Rjy,,. Les n
cellules descendantes partant de Uinfini, divisent le domaine D
en n domaines D, D,., .... D,,, qui tournent autour du point
a I'infini dans le sens négatif.
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Appelons 41" (z) la transformation qui améne D,,, sur D,,. La
méme transformation 6 (z) améne D,, sur D, D,, sur
D,,, ..., D,, sur D,,. La transformation 62/(3)=4"1[01"(z)]
aménera D, sur D, ..., D, . sur D, ;6% (5)=5"1[6%(3)]
aménera D, sur D,.. .... D,_,. sur D . Enfin

b1 (z) = om[o o[1o w(;)]]]

ameénera D,, sur D,,, et D,, sur D,.; 6 (3) conservera D,
D,., ..., D, : 6" (z)= 3z, c’est la transformation identique.

Dans le domaine D, il existe donc un groupe local de rota-
tions conservant le point & U'infini, et effectuant la rotation des
domaines D,,, D,,, ..., D, dans le sens négatif autour de
Uinfini.

Tableauw d’action des opérations du groupe.

]—)1:: D-zz e ])(n——?\» 17)(11—1)»: Dllw:
61 ])2=o ])i» D(n—li:o Du» ])hc
02) Dy, Dy ... D,y Dy D,
6(3) D/no I)ax e ])1» ]".’v: lj:hc
Gla—1) Dna Dl» R D(n—':): h(n—‘z)n D(ll——i)m

g(r) Di. Dox ot Dpere Dip—t)o Das

9. Etude des hypergroupes locaux. — Hypergroupe local &
Uinfini. — Appelons G, C,, .... G, les n cellules descendantes
partant de l'infini, et cherchons a définir une opération donnant
un résultat bien déterminé sur chacune des cellules descendantes
et se réduisant a 1), A2 .. 6] si on 'utilise sur les morceaux
de ces cellules comprises dans D ...

On vérifie immédiatement le lemme suivant :

Lemwr ll. — L’ensemble des points que tous les prolonge-
ments analytiques de 5V (z) font correspondre & une cellule G;
est une somme de cellules G;.

En effet, 5''1( z) étanl une automorphie, ses prolongements trans-
forment toute courbe en une courbe homologue. lout arc de
courbe V en un arc de courbe V.
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Supposons que la cellule Ci soit partiellement couverte par les
images des points de Cj, la courbe frontiére entre la partie couverte
et la partie non counverle sera I'image d’une portion de la frontiére
de G, donc un arc de courbe V.

Cet arc V n’est pas V = o; car il serait frontiére de Ci. Il est
par conséquent I'image d’un arc de courbe Vj; de la frontiére
de C;. Cet arc est borné supérieurement dans le sens des R crois-
sant, sur C;; son image dans C; aura son extrémilé supéricure a
distance finie. Cette ligne ne constitue pas une transversale de Cg.
Il y a donc contradiction, et le lemme est démontré.

Remarquons que ce lemme est encore vrai pour les cellules
montantes.

Lemume 1L, — Sitous les prolongements analytiques de 6'*)(z)
font correspondre & une cellule C; donnée o cellules G,
toutes les autres cellules C; donneront aussi o cellules.

Cela tient a la constance du nombre de déterminations d’une
fonction algébrique.

Formons alors un tableau d’actions, en prenant pour premiére
opération, celle qui, a partir de C;, donne non seulement C,, mais
encore G, , G, , C,,, par exemple.

Celte méme opération appliquée a C, donnera Cy, G, ,,, Cgyis
Cyy @ Gy donnera Gy, G, .,y G, sy G, yy; et ainsi de suite
jusqu’a ce que 'on soit retourné en C,.

Soit G, la premiére cellule non obtlenue en faisant sur C; la
premiére opération. La seconde opération donne C; a partir de G,
et d’autres cellules C,, C,, C,,, C,,. Nous poursuivons de méme
cette seconde opération sur Cs, G, ..., Gp, jusqu’au retour a G,.

Si ces deux premiéres opérations ne permeltent pas d’obtenir
toutes les cellules C,, ..., G, a partir de C,, nous définirons une
troisiéme opération; et ainsi jusqu’'a ce que 'on puisse passer
de C, a une quelconque des (n — 1) cellules Gy, Cs, ..., Ca.

Appelons H,, H,, ..., H, les opérations ainsi obtenues.

L’opération H, comprend 6(V(35), 62,7V (z), 69,7")(z),
6=1(z); opération H; comprend 62)(z), 60,7 (3), 019,V (3),
6n=1(z), 6" (z). Et lon trouverait de méme les 6((z)
représentés par les opérations H;, ..., H,.

Les opérations H,, H,, ..., H, sont en nombre au plus égal a
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(n—1) [n degré du polynome P(z)], et le tableau de ces opéra-
tions permet de constater que leurs combinaisons donnent nais-
sance a un hypergroupe.

TaBLeav. — I est Uopération identique.

I G C. Cs cor Cu—r Cu
Cz, C/“ C;;, Cf’i +1 C/,, Cﬁn,g
1
th, Cm quH; Cl'1+1 th+‘-’7 Cl‘,+3
C37 Cl'e C’H C/’e+1 CS’ Cl'r“?
Hg qu, pr C(h +1y Crg +1 Ct/ﬁ-‘l; Crﬁ-‘z
Cs, Cs,+1 Cs,+2

H

De ce tableau, on déduit les combinaisons des opérations
H,, Hy, ..., H,, c’est-a-dire I’hypergroupe local & I'infini.

Tutortme XI. — L'hypergroupe local & Uinfini se confond
avec Uhypergroupe global (hypergroupe d’automorphie de
M. F. Marty).

I1 suffit, pour le voir, de remarquer que toule fonction d’auto-
morphie de I'hypergroupe global transforme le point a I'infini en
lui-méme, seul pole du polynome, et est aussi, par conséquent,
une fonction de I'hypergroupe local.

Donc a Uinfini, tout polynome P(z) admet un hypergroupe
local qui permute entre elles autour de Uinfini les cellules
descendantes Cy, Cy, ..., Cn partant de Uinfini, conserve le
point & Uinfini et coincide avec Uhypergroupe global de P (z).

Hypergroupe local en un point a;, racine multiple d’ordre q
de P(z). — Considérons les ¢ cellules montantes antour de a;, et
appelons les Cya;, Cyai, Cyay, ..., Cya;. Définissons une opéra-
tion Ha; 4, ayant une action bien déterminée. sur Cya;, appliquée
a C,a, elle donne par exemple Cya;. En général elle donnera a
part C, a;, d’autres cellules montantes, qui peuvent prendre nais-
sance soit en a;, soit en d’autres racines a; de P (). Et cherchons
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du méme coup Vaction de H,a; sur toutes les cellules montantes
de P(z).

St Ha;,y, a partir de C,a,, ne donne pas loutes les cellules
autour de a;, nous définirons de la méme maniére que H,a;,
H, ai, ..., H, «; donnent, a partir de C,a;, toutes les cellules
montantes autour de «;.

Les opérations H,, @, ..., H,. a;, jointes a l'opération iden-
tique I, engendrent par leurs combinaisons un hypergroupe, que
lon peut déduire complétement du tableau d’actions des opéra-
tions Hy,a;, ...., H,a;, I, en nombre (r + 1), ot r est au plus
égala (g —1).

Nous obtenons de cette facon un schéma de I'hypergroupe local
en a,; mais comme, dans le schéma, nous ne ferons pas en général
entrer en jeu toutes les cellules montantes, ¢’est-a-dire que 'on ne
pourra pas passer de C;a; a une cellule montante quelconque,
I'hypergroupe local en a; ne coincidera pas avec I'hypergroupe
global, il sera un sous-hypergroupe de I’hypergroupe global.

Hypergroupe local en un point j,. — Posons :
Pi(z)=P(z)—=J;

P,(=) admet en j; une racince d’ordre ¢.

Le point j est pour P,(z), 'origine de ¢ cellules montantes. 11
existe donc en j;, un hypergroupe local, sous-hypergroupe de
I’hypergroupe global de P, ( z).

Mais P(z) admet toutes les automorphies de P,(z). En j;,
P(3z) admettra donc lui ausst un hypergroupe local, sous-

hypergroupe de Uhypergroupe global de P (z).

CHAPITRE 1V.

EXTENSIONS ALX FONCTIONS ENFIERES.

10. Réseau fondamental. — Courbes R : Structure locale. —
Au voisinage d’une racine simple ou multiple a distance finie et au
voisinage d’un point j; d'ordre (¢ —1) a distance finie, la struc-
ture locale est la méme que pour les polynomes.
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Au voisinage du point a l'infini, qui est un point singulier
essenticl, la structure locale n’est simple que dans des cas par-
ticuliers.

Structure globale. — La structure globale de la famille R, elle
aussi, n’est simple que dans des cas particuliers. ((’est ainsi que
pour R fini, les branches de R ne sont pas nécessairement fer-
mées, et le nombre de ces branches peut étre fini ou infini.

Courbes V : Structure locale. — Au voisinage d'une racine
simple ou wmultiple a distance finie et au voisinage d’un j, d’ordre
(g ——1) a dislance finie. méme structure que pour les polynomes.

Au voisinage du point & infini, la structure locale n’est simple
(que dans des cas particuliers. Ainsi que nous allons le préciser au
paragraphe 12 ci-aprés, elle est en liaison avec Dexistence de
valeurs asymplotiques.

Structure globale. — Prolongement d’une courbe V,, a partir
d’un point @ a distance finie.

Dans le sens montant : Toute courbe \ est prolongeable dans
le sens montant jusqu’a Pinfini. Elle constitue visiblement pour la
fonction entiére un chemin de détermination, mais qui n’est pas
nécessairement un chemin de détermination infinie.

Dans le sens descendant : Dans le sens descendant, toute
courbe V est prolongeable soil jusqu’a un zéro a distance finie,
soit jusqu'a Pinfini. Dans ce dernier cas, le chemin de détermi-
nation conduit & une valeur asymptotique finic.

Twuiorieme. XI1. — Il n'existe pas de circuct fermé, formé de
branches d’une ou plusieurs courbes V et entierement situé i
distance finie.

En effet, I'image du domaine A limité par le circuil, donnée par
la fonction inverse, serait un domaine born¢, limité par des por-
tions de demi-droites arg Z = const. Dans un pareil domaine, on
peut tracer un chemin 7 allant a Pinfini sans rencontrer la fron-
tiere. I’image de ce chemin dans le plan des z serait dans A.

Il existerait dans A une valeur de = pour laquelle on aurait
= . ce qui n’est pas possible.

7
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Tutorime XIII. — Si la fonction entiere n'admet pas de
valeur asymptotique finie (1), les pinceaux montants existent
et pavent son domaine d’existence en cellules d’univalence.

Sous les hypothéses données, zéro n’est pas valeur asymptotique.
Soit donc @; un zéro, il en part un pinceau montant au moins qui
se termine & linfini, car, si une de ses courbes V n’étail pas
compléte elle serait chemiu de détermination finie. Donc le
pinceau sera une cellule d’univalence.

Considérons maintenant ’ensemble de tous les pinceaux issus
de tous les zéros. Supposons que ce pavage ne couvre pas lout le
plan et soit @ un point non couvert. Prolongeons la courbe V,
dans le sens descendant; elle ne peut s’¢loigner indéfiniment car
on aurait alors un chemin de détermination finie; elle ne peut
sortir de la région non couverte par un point a dislance finie; car
elle y rencontrerait une autre courbe V frontiére de pinceau; ce
serait un point j; et la théorie déja faite pour les polynomes
montre alors que 'on peut reprendre le prolongement de V dansla
zone non ¢liminée. Donc la courbe V, se terminerait en un zéro
qui serait dans la zone éliminée et appartiendrait & un pinceau de
ce zéro; il y a contradiction. C. Q. F. D.

Il est par contre impossible d’exclure a priori l'existence de
pinceaux incomplets ou de courbes V incomplétes, si l'on admet
I'existence de valeurs asymptotiques finies; nous verrons cepen-
dant dans ce qui suit des exemples ou cela est possible. Cela
tiendra a ce que toutes les courbes V y sont complétes, c’est-
a-dire vont de la valeur asymptotique zéro a la valeur asympto-
tique oo.

11. Fonctions entiéres de la forme Z = e¢*". — Etude de la
fonction entiére 7. — e>. — Ramenons le point singulier essentiel

a distance finie par la transformation z = . La fonclion entiére

-

devient Z = ¢°, dont le point singulier essentiel est en z = o.

(') Théoréme Valiron-Iversen. Cf. G. VaLron, C. R. Acad. Sc., 166, 1918,
p. 382.
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Courbes R :

1
-

7 — RetV — ot (cosﬂ—auﬂie).

b

1
—cos B
R =€ H

logR = écosﬂ.

Les courbes logR = const. sont des circonférences langentes
en O a I'axe imaginaire; la courbe R = o se réduit a 'axe imagi-
naire lui-méme, tandis que les courbes R =0 et R = o sc¢ rédui-
sent au point O.

Courbes V (fig. 24) :

V=——lsm6;
p

Fig. 24.

Ly

V=0 *x
Fleche = sens R craissant

les courbes V sont des circonférences tangentes en O a l’axe réel.

THESL HIBBERT bl
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La courbe V =0 se réduit a I'axe réel; les courbes V=20 se
réduisent au point O. Les courbes V > o sont au-dessous de I'axe
réel; les courbes V << o sont au-dessus du méme axe.

Les courbes V prennent naissance en O, R =o, du cété de

— >
Uaxe imaginaire qui contient la partie négative de O x, pour
aller aboutir en O, du coté de 'axe imaginaire quicontient la

——
partie positive de Ox. Elles sont donc complétes.

CHEMINS DE DETERMINATION. — La partie négative de 'axe réel
suivi jusqu’en O dans le sens positif est un chemin de délermina-
tion zéro. De méme, toutes les courbes V suivies dans le sens R
décroissant sont des chemins de détermination zéro.

La partie positive de I'axe réel. suivi jusqu’en O dans le sens
négatif, de méme que loutes les courbes V suivies dans le sens R
croissant sonl des chemins de détermination infinie.

CeLLuLes p'univaLence : 1° Cellules montantes. — A partir
delaxe réel, V = o, considérons les courbes: V=2m, V=4n, ...,
V =o2nmn, ... au-dessous de I'axe réel, et les courbes: V—=—om,
V=—4mn, ..., V=—o2anmn, ... au-dessus de I'axe réel. Quand on
fait varier V.de V=2nn, a V=2(n -+ 1)7, la courbe V balaie
une cellule d’univalence. Les cellules sont montantes, dans le
sens qui va du c6té R=o0 du point O, coté ci-dessus défini, au
coté R =+ oo du méme point.

Cellules descendantes. — Les ccllules descendantes sont les
cellules montantes parcourues en sens inverse.

Groupe d'automorphie.

Les points de rencontre des circonférences

V=d2n, V=xo4r, cee V=o42nx,

Y . 1 1
avec 'axe imaginaire, sontles points 3 === ——, .0y 5 == .

PX.T onmnt
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Pour passer de la cellule limitée par V=0, V=2m, a toutes

les autres cellules, il faut avoir recours aux transformations

1
z':..—'. ———

. 1
+o2nwi+ -
¥4

ces transformations forment un groupe cyclique d’ordre infini.
C’est le groupe périodique simple; Uitération indéfinie d’une quel-
conque des fonctions de ce groupe conduit au point 5 =

Etude de la fonction entiere : 7. = e*". — Posons z"= R,e'™,

nous trouvons
7 = RelV = eRicos VypiRgsin \'1;

en ramenant le point singulier essenticl a 'origine par la transfor-

. 1 1 i
formation, z = -, on pose encore = = Rye™s, et I'on trouve de
méme
1
7 = e°" — eRicos ViR, sin Vi,
N I
oi R, = = V,=—nb.

Il vient

1
logR =RyeosV;= —cosnb,

V=R;sinV;=— L sin 6.
P"

Courbes R :

LogR = RjcosV;= L cosnb.
Pﬂ,

1 N .
Tracons les n cellules descendantes de Z,= Z77 & partir
1
de z = 0. Sur chacune de ces n cellules ¢*" se conduira comme e?

sur le plan P tout entier.
. .. . o
Soit la premiére cellule G;, limitée par § = o et = — -0 que

Pon décrit en faisant tourner la demi-droite 6§ — const., dans le

. . . 2%
sens négatif autour de l'origine d’un angle 6 = —=-

. . b 3=
Les demi-droites 6 = — 7 " an

y»++sontles courbeslogR = o,

5.
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R =1. Dans l'anglec 6 — -2% 202— 2—2’ cosnd estnégatif, logR est
aussi négatif, on est dans la portion de cellule C; comprise entre
<V4< —, R prend toutes les valeurs comprises enlre o et 1;

R =o, logR = — o, Ry =+ w0, on est au point O.
Dans langle —+ i 202>2— Z—T:L, logR> o, R prend toutes les
valeurs comprises entre 1 et 4 . Il y a donc alternativement des

. . T .
angles R=o0 et R =0, égaux chacun d’eux a =, et séparés par
! n

les demi-droites R =1.

Les courbes logR = const.' forment'dans chacun de ces angles
une famille composée d’unc branche de rosaces a 2 7 branches, tan-
(2hA—1i=m §— (2k+1)x

n VY on ,
qui encadrent l'angle. Les branches de rosaces R =1 se réduisent
(2h *=1)x
.

Courbes V ( fig. 25) :

gente en O, aux deux demi-droites 6 —

aux demi-droites § =

3
V =R, sinV;=— P_l" sin 70,

. . k i
Les branches de V=0 sont les demi-droites § = 7‘5 Sur les

(2h+1)%
n

demi-droites § = » R croit a partir de R = o, en s’¢loi-

. . . h
gnant du point O; et en O, R = o. Sur les demi-droites 6 = ?—:iy

R =wen O, et décroit a partir de I'infini, quand on s’¢loigne de O.
—aohx >9> —(2h+x)“

Dans les angles » V est positif et croit de

5 . 2h + h
zéro i + o, tandis que dans les angles — % 262— 2—(—::1)—7:,
V est négatif et décroit de zéro & — oo.
V ==, les courbes V correspondantes se réduisent au
. h —(2h
point O. Dans un angle quelconque — Eﬁf 202> (Z_H_H)-f, la
branche de V= const. est une branche de rosace & » branches. V
variant, cette branche de rosace forme unc famille, tangente en O

. . h h T .
aux deux demi-droites = — 225, §— (2—%-—12— » sc réduisant

n
—==wau point O, et V = 0 aux deux demi-droites précédentes.
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Dans le sens R croissant, les courbes V prennent naissance en O
dans les angles R = o, pour aller aboutir en O, R = =, dans les
angles R = .

Fig. 25.

V=0 \/I= 0

Lofléche=Sens Rcrorssant +x

CeLLuLEs p'uNIvALENCE : 1° Cellules montantes. — IFaisons
varier V de V=12km, & V=2(k +1)m; si k est positif dans
chacun des 7 angles V> o0, nous balayons une cellule d’univalence,
ayant son origine en O, R = o, et son extrémilé également en O,
R = . En donnant a4 & toutes les valeurs entiéres de A = — oo,

a K=+, nous obtenons le pavage de P en cellules mon-
1

tantes de e*".

2° Cellules descendantes. — Ce sont les cellules montantes
parcourues de R = + o 4 R = o, c’est-a-dire en sens inverse.

Groupe d’automorphie. — Dans un méme angle
8

h—1)=
02(—171)—,

1AV

h=
n



— 70 —
on obtient facilement les transformalions qui permetlent de passer
d’une cellule quelconque a une autre cellule quelconque.

Mais les transformations élémentaires ne sont plus des fonctions
uniformes, en les ¢tendant a tout le plan, on obtient des fonctions
multiformes. Et le tableau de composition de ces fonctions multi-
formes donnerait un hypergroupe. Toulefois, comme pour le poly-
nome, les éléments de 'hypergroupe transforment chaque cellule
en une somme exacle de cellules.

12. Les fonctions entiéres de la forme Z — ¢"¥. — Nous rame-
nons le point singulicr essentiel a distance finie par Ia transforma-

. I
tion y =— -4 el nous posons
Y=z

P (;) = R,etVs;

logR = Ry cosVy,
V=R, sinV;.

d’ou

Les n cellules descendantes de P(—;—): qui partent de z=o,

1
. L . . L P2 A
jouent vis-a-vis de la fonction entiére e ) le méme role que le
1
plan P joue vis-a-vis de .

Dans une circonférence de centre z=o, el de rayon suffisam-

. 1 .
ment petit, le réseau fondamental de P(Z) se rapproche d’aussi
N . A .
prés que Uon veut du réscau de — et tend vers lui le rayon de la
circonférence tendant vers zéro.

1
(s -
Nous pouvons donc dans Pétude de ¢ &) au voisinage et autour

de z = o, remplacer le réseau de P(-l-> par le réseau de Ao,
y-4 z'l

. . . ; A
Courbes R. — Pour simplifier, faisons A;=1, le réseau de 2'11
1

coincide avec le résean de — - Quand A,z£1, on passe du réseau

b

1 Ao .
de —, au réseau de Zo? par une rotation autour de = = o, et par la

multiplication des modules par un nombre fixe.
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On a done
logR = R; cosVy,

au voisinage de z = o, les courbes V, = (2k + 1)1—5, qui sont les
demi-droites — 6 = (2k + 1) 2'112, sont les branches de R = 1.

Dans les angles (2 & -+ 1)-2% <—0<(2k+3) f—n, cos'V, estnéga-

tf et R est compris entre zéro et 'unité. Dans les angles
T T
T << z
(2k+3)2n: :(2k+5)2n,

cosV, est positif et R varie de 'unité & + oo.

Dans chacun de ces angles, pour les valeurs de R suffisamment
grandes ou suffisamment petites, suivant que I'angle est un angle
R =0, ou un angle R = o, a chaque valeur de R il correspond
une branche de rosace a n branches, tangente en O aux demi-
droites

—0:(2k+1)£ﬁ, —e=(zk+3)21n.

R croissant & partir de R = o, les familles ou les branches de
R, dans les angles R = o, croissent, se raccordent entre elles,
aux points j; de P(3), pour venir se confondre, R suffi-
samment grand, avec les n familles ou avec les branches de R,
dans les angles R = o.

Courbes V :
V =R;sinVy;

au voisinage de z = o, et dans une circonférence de centre z = o,

et de rayon suffisamment petit, les courbes V, = kx sont les demi-

droites § — —~%

~Dans les angles + ﬂ%_—l—t <—6< w » sin'V, est négatif

el V est négatif; tandis que dans les angles

2(h+x)1:<__.6<+(zh+3)x
= =T
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sin'V, est positif, V est positif. Sur les demi-droites

(2h +1)x 2(h+1)w
—_ = —_ ., — 0=
n n

)

V est nul, V=o. Il y aura donc des angles V > o et des angles
V <o.

Pour les valeurs de V trés grandes en valeur absolue. mais
négatives, la courbe V a n branches, qui sont n branches de
rosaces, formanl une famille dans chacun des n angles V<o, et
tendant vers z=o0, V tendant vers — «. Ces rosaces sont tan-
(A -l—I):T’ (2h +3)7:.

n n

De méme, pour V trés grand positif, la courbe V a » branches,
qui sont encore n branches de rosaces, formant une famille ten-
dant vers 5 = o, dans chacun des n angles V > o0, V tendant vers
-+ oo; et tangente aux mémes demi-droiles que précédemment.

Le sens croissant pour R, sur les courbes V, va des angles
R :==o0, auxangles R = +o.

gentes en s .= o0, aux demi-droiles

Quand V croit & partir de V=—c0, les courbes V. dans le
voisinage de s = o, ferment n familles dans les angles V < o;
ces n familles s’accroissent avec V, se raccordent entre |elles
aux points j, de P(z), pour venir coincider avec les n familles
des n angles V> o, quand V positif est suffisamment grand.

En tous les cas, toutes les courbes V sont completes.

CHEMINS DE DETERMINATION. — Zoute courbe V suivie dans le
sens croissant est un chemin de détermination infinie; et dans
le sens décroissant, de détermination nulle.

CeLLULES D' UNIVALENCE. . 1° Cellules montantes. — Considé-
rons V'aire balayée par une branche de V. quand V croit de 2k=
a 2(k +1)m. Si, dans le balayage, V rencontre un point j,. elle
se casse ¢l nous gardons les deux branches Vj, de la cassure
au point j, sur Vj,, dont le module est le moins ¢levé. L’ensemble
des courbes V—=2km, V =(k +1)m, et des cassures conservécs

1
. . Pl -
délimitent une cellule montante de e (5)



— 73 —
En prenant toutes les courbes V =a2kmn, partant des angles

1
. - p(=
R = o, on obtiendra toutes les cellules monlantes de e (>

29 Cellules descendantes. — On considére les domaines
balayés par V, tournant aulour de son extrémilé R -—o. Les
courbes V=12kn, V =2(k + 1)7, et les deux branches de loute
cassure, a partir du point j; de Vj; dont le module est le plus
¢levé, R allant en décroissant, forment les frontiéres d’une cellule

r(L
descendante de e <Z) En prenant toutes les branches de V=2Kn=
partant des angles R ==+ w0, on obtient toutes les cellules descen-

1
dantes de eP(E).

Hypergroupe d’automorphie. — Dans chacun des n angles
V <o, faisons croitre V, et marquons les branches de V =2Kr,
que nous obtenons jusqu’a la premiére cellule montante d’univa-
lence contenant un point j;.

Faisons de méme dans les n angles V> 0. Nous aurons ainsi
2n domaines, dans chacun desquels nous pourrons trouver les
transformations qui font passer d’une cellule montante a une autre
cellule montante.

En prolongeant de toutes les maniéres possibles ces transforma-
Lions, nous aurons des fonctions multiformes, ctle tableau de com-
position de ces fonctions multiformes ne donnerait plus un groupe,
mais un hypergroupe.

Pour cet exemple encore, en se basant sur le fait que toutes les
courbes V sont complétes, nous pourrions établir la propriété fon-
damentale, a savoir que :

Toute transformation de Uhypergroupe représente une
cellule sur une somme de cellules.
Vu et approuvé :
Paris, le 3 décembre 1937.
Le Doyex pE LA FacuLt DES Sciences,
Cu. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 3 décembre 1937.
Le Recteur bE LAcaviMie pE Paris,

G. ROUSSY.





