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PREMIERE THESE.

—————————

INVARIANTS

QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

E'T REDUCTION DE CELLES-(I

A DES EQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS

INTRODUCTION.

La recherche des invariants d’une équation différentielle et leur
emploi pour meltre une équation sous forme canonique et obtenir de
nouveaux cas d’'intégration, a fail I'objet de nombreux travanx (').

La théorie des invariants des équations différentielles linéaires,

abordée par Laguerre |a, 6] et Brioschi [a, b] fut complétée par

Halphen [a, 6].
R. Liouville [ d] a étudié les invariants de 'équation (?)

P = an )+ Sa y i 3asy +ay=o.
R. Liouville [«; b; ¢] et Appell [a] ont étudié les invariants de
Y =dao+ 30 )+ 3as )i+ az)t.
Appell [a] et Elliot ont étudié les invariants de

_ n.,-+-a|)'+...+a,,y"-
Y = b by +...+ by

(1) On est pri¢ de se reporter 3 lindex bibliographique placé & la fin de cette
introduction pour avoir Pindication des travaux auxquels nous faisons allusion.
(?) Dans tout ce qui suit, a,; a; b; c; d, désignent des fonctions de ..

THESE J, FAYET.



Appell [a] a de plus formé les invariants des équations du deuxiéme
ordre et du deuxiéme degré, lindaires ct homogénes par rapport a la
fonction inconnuc et a ses dérivées et en a fait des applications a
I'intégration de ces équations.

Certains de ces résultats ont éié généralisés par Rivereau qui a de
plus étudié les invariants des équations homogeénes du second ordre et
du troisiéme degré en y, y' ct y" et des équations homogénes du
troisiéme ordre et du sccond degré cn y, y', »', ¥".

M. Peyovitch [a] a formé les invariants des équations de la forme

ay*+2byy' +cyt+d=o

et explicité [ 6] les équations linéaires et homogénes d’ordre quelconque
réductibles aux équations de méme forme a coefficients constants par
un changement de variable indépendante di = u(z) dz.

Dans ce travail, comme on l'a fait dans la plupart de ceux qui
viennent d’étre cilés, j'emploierai uniquement des changements de
variables de la forme

(1) y=Mz)Y+pn(z), dX=(vz)dz.

Je me suis proposé de former les invariants de certaines classes
d’équations différenticlles, ainsi que les formes canoniques de ces
équaltions.

Dans les cas particuliers ou ces formes canoniques sont a coefficients
constants, il en résulte des cas ¢vidents d’intégrabilité.

Dans le cas ou ces formes canoniques nc sont pas a coefficients
constants, j’ai montré que ces formes canoniques pouvaient étre
utilisées pour reconnaitre sil'équation différentielle pouvait éire ramenée
a une équation de méme forme a cocflicients constants et obtenir
ensuite cette équation. Ce procédé avait déja été employé pour cer-
taines des équations différentielles signalées plus haut (voir en parti-
culier Appell [a] et Peyovitch [5]).

La recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
équation diff¢renticlle soit réductible a une équation a coefficients
constanls et la recherche de cette équation lorsque ces conditions sont
vérifiées peut, pour toutes les équations que j'ai étudiées, se faire,
comme je I'ai moniré¢, par une méthode directe, sans faire intervenir
ni invariants, ni forme canonique. Par celte scconde méthode, les
calculs paraissent plus rapides. Cette méme méthode permet aussi ‘de
montrer, tout au moins pour les équations les plus générales de chaque
type étudié, que la réduction a une équation a coefficients constants,
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lorsqu’elle est possible, s’cflectue sans quadrature, tandis que la
formation des invariants exige des quadratures dans les cas les plus
généraux.

Aprés un chapitre relatif aux invariants différentiels, j’étudie dans les
autres chapitres, les équations suivantes

y=py) y'=p)

p(r) étant un polynome en y de degré quel_conque dont les coefficients
sont des fonctions de z; et les équations

Py, y')=o0,

ou p(y, y') est un polynome du second ou du troisiéme degré en y, y
dont les coefficients sont des fonctions de z seul; et enfin les équations

Py, y')=o,

ou p est un polynome du second degré en y, y', ”, dont les coefficients
ne dépendent que de z.

Dans le cas ou p(y, y') est du second degré en y, y', je recherche les
cas ou I'intégrale générale est une fonction rationnelle de la constante
d’intégration. Une forme particuliére de I'équation p(y, y')=o ou p
est du troisiéme degré en y et y' nous conduit a résoudre directement
la question suivante : établir les conditions nécessaires et suffisantes
que doivent remplir les coefficients de Iéquation

YE2airyt+bo+ Zbi, yHi=o0 (i=1,2,3,...,n),

pour qu’elle admette un facteur intégrant ne dépendant que de z.
Enfin, pour I'équation linéaire et homogéne d’ordre n

(2) f(-y)Ey(")"'ai}'("_”"'a!}’("_”"*'--.+a,,y=o’

dont Halphen [b] et M. Peyovitch [5] ont étudié les invariants et sel_ni-
invariants et formé les conditions nécessaires et suffisantes pour leur
réduction a une équation a coefficients conslants, J’ai montré que celles
des équations (2) qui sont réductibles a une équation a coefficients
constanls sont caractérisées par la condition suivante : il existe quatre
fonctions G(z); g(z); a(x); B(z) telles que I'on ait 'identité

6(2)fla(2)y + B(2)y ] = 2 [g(2) /()]

On a l'interprétation suivante : pour que I'équation (2) soit réduc-
tible & une équation linéaire & coefficients constants, il faut et il suffit
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que toute solution de f()') = o soit une solution de
3) Jla(z) '+ B(e)y]=0.

J’ai également wontré que si (2) est réductible a une équation a
coefticients constants, on sait également intégrer I'équation (3). Jai
indiqué diverses applications géométriques de ces propriciés.

Terminons cette introduction ¢n ¢nongant la convention suivante
dont il sera fait usage dans le cours du travail.

Si une équation différenticlle donnéde peut étre ramendée a une équa-
tion différentielle i coefficients constants par un changement de
variable (1), on dira que cette équation donnée est réductible,
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CHAPITRE I

INVARIANTS.

1. Définitions, — Considérons, par exemple, une équation différentielle
() P(2, 7,5 yW) =0,

oi p est un polynome en y, »', .... y dont les coefficients
ai[i=1,2, ..., r] sont des fonctions quelconques de . Si nous faisons
le changement de variables

(2) ry=M2z)Y+p(z), dX=v(z)dz
et si nous supposons que, dans la nouvelle équation
P(X,Y, Z—;, ey j—"x—yn) =0,

le polynome P soit de la méme forme que p, a un terme de p ayant

pour coeflicient a@; correspond un terme de P qui s’en déduit en

remplacant y par Y ct les dérivées y'7) par %‘-Y\; Soit a; le coefficient de

ce terme de P. Ce coefficienl a, s'exprime rationnellement au moyen
des a;, de A, . v et des dérivées de A, p, v. Supposons que I'on n’ait pas
remplacé dans ces diverses fonctions z en fonction de X. Désignons
par I(ay, a,, ..., a,) une fonction des a; et de leurs dérivées, pouvant
méme dépendre de fonctions primitives de fonctions rationnelles des a;
et de leurs dérivées.

Si, quels que soient les a; et les fonctions arbitraires A, @, v, on a

(3) I(ay, asy ....ar)=1(ay, as, ..., 2),

on dira queI(a@,, a,, ..., ar)est uninvariant de (1) pour le changement
de variables (2). I(a;, @3, ..., a.) est une fonction des a; qui est indé-
pendante des fonctions arbitraires A, p, v.

Si I'on a une fonction J(a,, a,, ..., a,) telle que, quels que soient a;
¢t les fonctions 2, p, v, on ait, en désignant par F(2, &, v) une certaine
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fonction de A, p, v

F(A\u,v)i(ay,ay, ..., ar)Ej(al"“h cenyap),

on dit que J(ay, ay, ..., @) est un invariant relutif de (1) pour le
changement de variables (2), tandis que I, satisfaisant a la condition (3)
est un invariant absolu.

Remarquons que l'on peul étre amené a considérer le cas ou l'une
des wois fonctions 2, 1, v, s'exprime en fonction des deux autres, ou
le cas ou deux d’entre clles s’expriment en fonction de la troisiéme.
I(ai, ay, .... ) estun invariant pour cetie transformation particuliére
si l'identité¢ (3) a lieu quels que soient les a; et les fonctions ou la
fonction qui restent arbitraires.

On peut étre amené a considérer un changement de variables (2) ne
dépendant que d'une ou deux fonctions, pour obtenir une équation
P =0 qui soil de la méme forme que I'équation (1) ou pour avoir des
résultats plus simples.

On peut ¢n particulier prendre v(z)=1 et u(.£) = o, on obtient le
changement : y =2(z)Y, changement de fonction seule. En prenant
Mz)=1, p(x) =0, on a : dX =v(z)dx, changement de variable
seule. Dans ces deux cas, les fonctions [ et J ont é1é désignées par
Laguerre semi-invariants absolus et semi-invariants relatifs respec-
livement.

Halphen, a la suite de Laguerre, Brioschi, etc., a appelé forme cano-
nique d’une équation différentielle une forme réduite de I'équation
considérée dans laquelle tous les coefficients x; autres que o et 1 sont
des invariants absolus.

Dans la plupart des invariants | que nous rencontrerons figure une
fonction primitive dont la présence introduit dans [ une constante
arbitraire. Pour distinguer ces invariants d’autres invariants, on pourra
dire que ce sont des invariants qui dépendent d’un paramétre.

Il parait au premier abord naturel d'éviter I'introduction de cette
constante. en ne considérant que des fonctions primitives nulles pour
une valeur fixe de la variable. On constate facilement que cette convention
ne suffit pas pour conserver la définition donnée d’un invariant. On
verra par exemple, au n" 2, que, si dans la formule (2), A est une
constante ¢ ou si A fonction de z est remplacé par c2, les invariants
trouvés ne satisfont pas (') a la condition (3). Ils sont muliipliés par
une constante lorsqu’on fait la substitution (2).

(') Voir Appell |a], p. 370,



Dans les invariants T dépendant d’une primitive que nous rencon-
trerons, cette primitive est P'exposant d’une exponentielle qui est en
facteur dans tous les termes de 1. Nous conviendrons de dire qu'une
expression l(a,, «,, ..., a,) dépendant d’une primitive de la fagon qui
vient d’étre indiquée st un invariant, si & étanl une constante. on a. au
lieu de la relation (3) la relation

(4) Heoyoerns ooiiap) = kl(ay, 22, .00y ap).

2. Formation d’invariants. — Nous allons montrer, sur un exemple,
comment, ¢n recherchant une forme réduite d'une équation, on obtient
des invariants et une forme canonique. Dans la suite du travail, nous ne
reviendrons pas sur le détail des calculs et des raisonnements tout a fait
analogues a ceux que nous allons exposer.

Considérons U'équation différentielle
(5) 4()-= _‘|u,y'] =p(y) (i=0,1,2,3,...,n),

lr e * ~
dans laquelle les ¢, désignent des fonctions quelconques de la variable .
La substitution

(6) y=rr)yw+plr), du=v(z)ds,
donne P’équation

v . .
(7) %=2[““’11 (i=0,1,2,3,...,n).

Si Pon pose

, 7 dr ,_ d) ., d\
p(p)=:—,ﬁ: p‘-”m)=#a W=k =T
‘ona.
plp)—p Ap'(w)—N A=t plid ()
®) W= TNT =TT YETON
(J=123,n).

Cherchons a détermincr tous les systémes de fonctions
h=L(x), w = M(r), v = N(x),

qui raméncnt (5) & une forme réduite (7) oi 'on a

ay =0, Ap—1 = 0, ap=1,
[ @p—y=odonne............ Ap—y~+ napM = o,
~ , A P M)de
(9) ¢agy=o0donne.............. p(M)=3\., L=e‘/ ,

(a,.:xdonne ..... veeessses N=aplnr—,
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Si I'on désigne par ¢ une constante arbitraire et par /() la fonction
particuliére L obtenue en supposant que f P'(M)dz soit nul pour une
valeur fixe = z,, on obtient, par les formules

_ 3 ___lln-—l
L=cl(z), M= p

] N =a,.L"—1,

(10)
y=cl(z)Y+M, dX=Ndz,

toutes les substitutions qui raménent (1) a une équation de la forme

(1) %=A0+2[A,Y:]+Yn (s=12,3,...,n—2),
ou l'on a
(12) A=A, =0, \g= P(M)—M, A= pY(M)

= .
ﬂnL" ‘!an Ln—s

Si 'on désigne par H,(a,, @, ..., @ax) un certain polynome homo-
géne et de degré n — sen a,, @y, ..., apctpar H,(a,, a,, ..., a,) la

@nQ)—y — An—y@p)ai=2

(ilui nln)n eld’
n

homogéne ct de degré » en ay, ay, ..., a,0ona

somme de 'expression un certain polynome

Hi(ap, ay, ..., a .
\= ( it U n) (f=0,2,3,....0—2).
iTay— i L=t

Montrons que I'équation (11) est une équation canonique, c’est-a-dire
que les A; sont des invariants.

Désignons par C une conslante arbitraire et par £, N, I des fonc-
lions de u qui se déduisent respectivement de L. M, N en remplagant
les a; par les 2; de méme indice. 1)’aprés ce qui a é1é démontré pour (5),
les seules substitutions pour lesquelles I'équation (7) se met sous la
forme réduite

(13) ‘(:_\U=a0+2[as""]+\-” (s=2,3,...,n—2),

sonl de la forme
(14) v=CL(u)V+M(u), dU =9t (u)du

etl'on a

H[(ao Xgy oo o Gu) .
N =Crg, L1, A= T:'—;i;;:—f:l—'— (i=0,2,..,n—2).

On arrive d’autre part a une forme réduite de (7) dela fagon suivante.
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On fait d’abord dans (7) la substitution inverse de (6) ce qui donne
'équation (5). On fait ensuite sur celle-ci la substitution (10). En
éliminant » et di entre les formules (6) et (10), on a

(13) =Y Mo x=Na,
A Py v

formules qui définissent la résultante des deux substitutions indiquées
et qui transforment I'équation (7) en I'équation (11). On remplacera z
en fonction de u dans (15) de maniére a obtenir des formules analogues
a (10), ¢ et u remplacant z et y. 1l est bien évident que u, U, X ne
sont définis qu’a une constante additive prés. On pourrait faire ces
constantes loutes nulles simultanément, trois des variables z, u, U, X
étant fonctions de la quatriéme, mais il peut éire commode de disposer
de ces conslantes additives pour simplificr les formules.

Nous venons de voir que l'on obtient pour (7) les deux équations
réduites (11) et (13). Les substitutions qui, en partant de (7), con-
duisent a (11) ou a (13) sont (4) et (13). Toutes les deux sont de la
forme (10), u et v remplagant z et y; X ¢t Y élant remplacés par Uet V
dans (14). On a donc, en désignant par & une constante

(16) Y=kV, dU=kn-1dX.

On retrouve ces relations (16) si 'on applique les formules (8) a la
recherche de la substitution (6), qui permet de passer de (11) a (13).
[’identification des équations (11) el (13) en tenant compte de (16),

donne
A=k, (i=o0,2,3,...,n—2).

Les A;, dont un facteur cst 'expression L= dans laquelle une primi-
tive figure en exposant, sont donc des invariants puisque A; et ; ne
différent que par un facteur constant.

L'identification des formules (14) et (13) en tenant compte de (16)
donne

kL M—p = om, kn—1N = 9L,

Py v

On peul remarquer que le facteur constant ¢ qui figure dans L étant
fixé, on peut choisir le facteur constant C qui figure dans £ de telle
maniére que T'on ait & = 1. Dans ces conditions, on a

(17) Y=V, U=X, Aj=&@, L=>)£ M—p=201, N=vI

L’équation (13) devient identique a I'équation (11). Dans les for-
mules (14), Y et X remplacent V et U.
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Le raisonnement qui vient d’étre développé montre que L et N sont
des invariants relatifs, tandis que X, A, A, |[s=12, 3, ..., n — 2] sont
des invariants absolus de I'équation (5).

Ce méme raisonnement s’appliquera dans la suite pour établir
Pexistence d’invariants et de formes canoniques relatives a quelques
équations diftérentielles.



CHAPITRE 1L

CAS D'INTEGRABILITE DE y' =p(y).

3. Réduction de y'— p(y) 4 une équation a coefficients constants. —
Lorsque les coefficients de I'équation (3) sont constants, celle-ci s’in-
tégre par une quadrature. On aura donc des cas d’intégration en
réduisant par la substitution (6) U'équation () a coefficients variables a
une équation a coefficients constants, lorsque cela est possible. Bien que
les conditions pour que (5) soit réductible aient éé oblenues par
Appell [a, ¢] a Vaide des invariants, nous indiquerons d'une fagon un
peu moins bréve qu'il ne U'a fait les raisonnements qui conduisent a ces
résultats, ainsi que la maniére d’obtenir la sabstitution (6) qui donne
une équation a coefficients constants. En effet. les raisonnements ainsi
développés s'appliquent immédiatemenl. aux divers autres cas (ue nous
voulons considérer. Nous exposerons de plus une méthode directe (sans
cmplover les invariants) permettant de trouver les conditions pour que
I'équation (35) soit réductible, ainsi que la substitution (6) qui opére la
réduction. Cette deuxicme méthode met en évidence que, lorsque la
réduction est possible, i, 7, v s’obliennent en général sans quadrature.

La seule quadrature qui se présentera sera celle qui donne A = / v(z)dz.

X ne sera défini qu’a nne constante additive prés. Nous négligerons cette
conslante pour simplifier Pécriture. 11 n'y aurait aucune difficulté a la
rétablir si cela devenail utile.

1. Premire MéTuone. — Avec les notations employées au n® 2, nous
supposerons que (3) est unc équation a coeflicients variables. qui est
réduite & une équation i coefficients constants (7) par la substitu-
tion (6).

La substitution (10) faite dans (3) donne I'équation canonique (11).
La substitution (14), qui, d’aprés la remarque faite (au bas de la
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page 11), s’écrit
(18) v=CL(u)Y+M(u), dX=Ndu,

donne également U'équation canonique (11).

Calculons £, N, I a l'aide de P'équation (7) dont les coefficients
sont constants. On peut toujours en remplagant ¢ par v+ ¢ dans (7)
supposer que I'on a : a,_, = 0. En désignant par a et k des constantes,

on obtient
M=o, £ = eau, I = keln—t)au,

En remplacant u par u + 4 on peut supposer que I'on a

N =(n —1)aeln—tlau, X = eln—t)au, CL(u)=Kesu,
K étant une constante, (18) devient

1
(19) v =YX, 1—;(‘ =(n—1)adu.

L’équation (11) se présente donc sous la forme

(20) %=Yﬂ+2 [K,X%—:'"l] (i=o0,2,3,...,a—12).

On conclut de ce qui précéde que la condition nécessaire pour que
(5) soit réductible et que I'équation canonique (11) ait la forme (320).
Cette condition est suffisante car la substitution inverse de (19)

(21) Y = vewau, X = e(n—i)nu,

donnera une équation (7) a coefficients constants.

Remarque 1. — La condition nécessaire et suffisante trouvée peut
s’exprimer par n -— 2 relations entre les coefficients a; de (5). En effet,
puisque I’équation canonique (11) doit avoir la forme (20), on a les

conditions
n—1

AM=KX""  (i=0,2,3,...,n—2)

Aprés dérivation et élimination de X entre les égalités précédentes et
leurs dérivées par rapport a X, ces n -— 2 conditions s’écrivent

—(n—1)
(22) (Ag)’"—(“”(%‘%’) " = const. (i=o0,2,3,...,n—2).
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Posons, d’aprés les formules (12)

p(M)— W pO(M)
) T (! T .
(23) Ao=+=ﬁ’ ‘\‘=—1[7|g:’li_=fn_-‘—l (i=2,3,...,n—12).

Dérivons par rapport a X, on obtient, puisque N = a, s

I , n o ,
d\e  a, To— o Top'(M)
ax = Lan— ’
(24) 1 n—i
dA, ;"lT;—' an T p'(M) )
d—x- = EE=rE=y (i=12,3,..., n—z).

EL par suite les n — 2 relations entre les a; peuvent s’écrire, en sub-
stituant (23) et (24) dans (22)

Lo, =i )
S ‘p(.\-l)l,]
- z >~ =const. ({=0,2,3,...,n—3).

(25)

'rfll—ll-t-ll

On peut exprimer autrement les n — 3 derniéres conditions (25). Si
P’on élimine L entre les formules (23), on obtient
'l‘:‘ ‘x;l

Ty A

(i=2,3,...,n—2),

D’ou, d’apres les expressions (12) de A, et A;

(26)

——; = const. (i_=2,3,...,n—2).

T, "
Remarque 1. — En remplagant £, M, 9T par leurs valeurs dans les
formules (17), on a

A= Le—au, p=M, v= %e(i—n)au,

On obtient ainsi la substitution (2) qui permet de passer directement
de (3) & une équation a coefficients constants lorsque (5) est réductible.
Mais il est a remarquer que I’expression de L exige une quadrature.
Nous allons montrer qu’on peut exprimer les fonctions A, p, v de la
substitution (2) permettant d’opérer la réduction, sans aucune quadra-
Lure, quand cette réduction est possible.

Supposons I'équation (5) réductible & une équation (7) & coefficients
constants. La substitution (10) donne & I'équation (5) la forme (20).
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Remplagons dans cette substitution (10), Y et dX par leurs expres-
sions (1) en fonction de « et ¢. Nous obtenons ainsi la substitution
L .
y=LX "o+ M, dn = ———— NX—1 dx.
a(n—1)
Or, d’apres les expressions des invariants et d’aprés I'expression de N,
nous avons

n
Vo= Toln=K¢X ", NX—! = a, X L,

c’est-a-dire
1 1 n—\t Rn—1{

1
LX " '=K,"T" NX—'=a,K, " T,*.

Par suite, la substitution permettant de passer directement de I'équa-

tion (5) supposée réductible a une équation () a coefficients constants
peut s’écrire

- . not oAt
(27) -T=Ko ..I.:‘"'*M, dn = ﬂ(ﬁ—l)k." llnT "

Nous voyons que celle substitution, d’aprés I'expression (23) de T,
n’exige aucune quadrature.

La réduction s'opérera encore sans quadrature si p(M) — M’ estiden-

tiquement nul pourvu que les p'M ne soient pas tous nuls. La formule
de substitution serait alors

1 n—1{
F=AT" e M, du=kn—'aq, T 'de (i=2,3,...,n—12).

Ce n’est que dans le cas ou tous les p'' M sont nuls que la réduction
exige une quadrature.

1I. Deuvxiime Mérhone. — Remarquons d’abord que si U'équation (5)
est réductible par la substitution (2) 4 une équation a coefficients cons-
tants

(28) :;_: =Z \Y (P=o, 1. n),

on peut toujours supposer : Ap_, =0, en changeant Y en Y + C.
L’équation (28) peut s’écrire

(29) :%: =VZ'\,\" (i=o0,1,9....,n).

1)’antre part, substituant dans () les expressions de y et de y’ tirées



de (2), on a
(30) Z—{ia—%Yq—%’:&Y#l.
En développant p(1Y +- ) par la formule de Taylor, on a

Ap — A A »
-+ P(l‘;‘) Y+Z [7!—P(l)(p)\i]

(j=23,...,n)

’

(31) z_:= P(F;_P

Identifions (30) et (31) en supposant A,_, = o; écrivons de la fagon
suivante les équations d’identification

(32) p(p)—w'=A0k, A-1p(p)=j'Ajv, An—tgp=Anv
(J=23,...,n—2);
(33). Ap(p)—N=Akv, apy+na,p=0

La derniére des équations (33) détermine p; on peut donc recon-
naitre quelles sont celles des constantes A, et A; figurant dans les
équations (32) qui sont nulles; A, n’est jamais nul et I'on peut, si cela
est utile prendre A, =1.

Nous avons pour déterminer 2 et v les n — 1 équations (32) et la
premiére des équations (33). Nous pouvons donc former n — 2 condi-
tions, en général distinctes, pour que I’équation (5) soit réductible, et
calculer 2 et v.

Si I'une des constantes A, el A; n’est pas nulle, I'équation correspon-
dante associde a la derniére des équations (32) donne d’une fagon trés
simple A et v sans quadrature et toutes les constantes Ay, Aj, Ap sont
déterminées en fonction de deux d’entre elles que l'on peut choisir
arbitrairement.

Si toutes les constantes A, et A; sont nulles, on pourra prendre A, =o,
A,=1. } el v seront déterminées par la derniére équation (32) et la
premiére équation (33). La réduction al’équation (29)avecA;=A,=o
sera possible ¢n déterminant ) par une quadrature.

Dans tous les cas, le nombre des conditions de réduction sera
diminué d’autant d’unités qu’il y a de nombres Ay, A; nuls.

4. Cas particulier. Equation y' = a, + @,y + a;y* + a;y*. — Nous
avons montré [voir J. Fayet, a] que le changement de variables
y=LY+M, dX=Ndz,
avec

M=— 3—aal’, L= ef(“‘—:%)dx, N= a;L:,

THESHW, FAYBT. 2
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donne & cette équation la forme canonique

ay
—_— Y34
dX Y A

‘2__“_"24_1(“_’)'_,._'_(‘2)'
_PM)—M' a3 3af  27\ay 3as \a; T
A= —= 05 =i

et que la condition nécessaire et suffisante pour que cette équation soit

-3 )
réductible est que A soit de la forme KX ?, K désignant une constante,
condition qui peut s’exprimer encore par la relation

2 3
[l T — 3 <a,— -’—li- ) T] T—8 = const.
a; as Jay

Lorsque la réduction est possible, la substitution qui Ieffectue
directement est de la forme

1
y=kT3e+ M, du= Ir’a,T*,
k désignant une constante arbitraire non nulle.
Ezempole I. — L’équation
Y=—4y+3zy’

satisfait a la condition que nous venons d’indiquer. La substitution

I 1
y=zv du=;dx

la transforme en 1'équation a coefficients constants

% =0 — 4024 J3,
Ezemple II. — Plus généralement, I'équation (*)

, z
y=—gr=3r

ol a et a désignent des constantes quelconques, est aussi réductible.

(?) Cette équation rentre aussi dans I'un des cas d’intégrabilité de y' = p(y)
ou p(y) est du 3¢ degré en y, qui a étLé signalé par Appel [a] et étendu par
Mitrinovitch [b].
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La substitution
1 1
Y= du = z dz,

la transforme en I’équation a coefficients constants

—_— -_—_v-—.a.p!_.l.p',*
e

du a

Ezemple II1. — On vérifiera encore que I'équation

z(x—a)

=_y_._2'_zy!+ yl
J a a a

est aussi réductible et que la substitution

y ==
la transforme en



CHAPITRE IIL.

ETUDE DE L'EQUATION "= p(y).

5. Forme canonique de I'équation "= p(y). — Considérons I"équa-
tion différentielle

(]) f:p(y)EZal}" (i=0, Iy 2y eouy n),

dans laquelle les a; sont des fonctions quelconques de la variable x.
Appliquons-lui la substitution (6) du Chapitre I. Nous montrons tout
d’abord qu’il est possible de lier les fonctions ) (z) et v(z) de fagon que
'équation transformée soit de la néme forme que (1).
Des formules (6) du Chapitre I, on tire

y=>n Z—E + No+p,

Y= ).v!d!—‘;+(z)\'v+lv

7 + Mo+ p'.

)d
. . dy . R
Pour que la nouvelle équation ne contienne pas 7. oD voit qu'il

suffit de pr;andre par exemple v =2~2. Appliquons donc 4 I'équation (1)
la substitution

(2) y=Mz)o+pn(z), du=>xr?z)dz.

Cette équation devient
d’ ]
(3) d—u‘:=Ptv)Eza,v' ({=0,1,2...,n),

ou les a; ont pour expressions

(@=M[p(p)—u'], a=2p(p)A—¥]
_ MHapi(p)
J!

(4)

J=123...,n)

——
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p" et )" désignant les dérivées secondes de p el A par rapport & z;

P'(#)s pY' () désignant les dérivées partielles g:-:, Z,T‘;-

Cherchons a déterminer tous les systémes de fonctions

)‘=L(.l,‘), ,J.=M($),
qui raménent (1) & une forme réduite (3), oi I'on a

ap=1l, @p—1 =0,
i @p—y = 0 donne
an—1+ na, M =o;
(5) o, =1 donne
1

L= a, n+3

On obtient ainsi, par les formules

(6) y=LY+M, dz=L-dr,

toutes les substitutions qui raménent (1) 4 une équation de la forme

&Y . .
(7) m:Yn+Z[A;YI]+A.Y+A0 (j=13,...,n—12),

dont les coefficients s’expriment par les formules

Ao=L3[p(M)—M"], A,=L3[p(M)L—L",

(8) A L/+3 plil (M)
1= ]'

(j=2’ 3.0 "'_2)'

Les raisonnements du n’ 2, montrent que les Ay, A,, A; sont des
invariants de (1) pour la substitution (2) et que par suite ’équation (7).
est la forme canonique de (1).

6. Réduction de 'équation y"= p(y). — Si les coefficients a; de
I’équation (1) sont conslants, cette équation s’intégre par quadratures.
Multiplions en effet les deux membres de l'équation (1) par 2y’ et
intégrons, nous obtenons

92 .
yi= [l.+la1yl+']+const. (é=o0,1,2,...,n).

Etablissons les conditions nécessaires et suffisantes pour que I'équa-
tion (1) soit réductible.



Premiine mérHooe. — Supposons que I'équation (1), a coefficionts
variables soit réductible & une équation (3), a coefficients constants. Il
est évident qu'en remplagant ¢ par a¢ + b, on peut déterminer les
constantes a et b de fagon que l'on ait @, =1, a,_, = 0. L’équation (7)
se présente alors sous la forme

ayY , .
d_X_!=‘"+ZC‘Y1 (i=0,1,2,..., n —2),

(9)

On pourrait dire aussi que les invariants calculés a l'aide de I'équa-
tion (3) a coefficients constants sont des constantes. Il en est donc de
méme des invariants calculés a I'aide de (1).

Ainsi, pour que (1) soit réductible, il est nécessaire que les inva-
riants (8) soient des constantes. La condition est évidemment suffisante.
Cette condition peut donc étre exprimée par les n—1 relations
distinctes

I3[ p(M) — W]=0Cy, LIp(M)L—L"]=Cy,
(10) U*"P.""'(“) =

i J=23,..., n—2),

et les valeurs trouvées pour M et L. montrent que, lorsqu’elle est pos-
sible, la réduction de (1) peut étre effectuée sans quadrature.

‘DeuxitmE mETHODE. — Supposons que I'équation (1) donne par la
substitution (2) une équation (3) a coefficients constants.

Ainsi que nous 'avons dit plus haut, on peut toujours remplacer 2
par a} et p par p+b, a et b étant des constantes telles que I'on
ait @, =1, 2,_; = 0. On est donc amené a faire la substitution (6) et les
cxpressions (8) doivent étre des constantes.

Ezemple. — Soit I'équation différentielle

ou f désigne une fonction quelconque de z, C, et C; des constantes.
On vérifiera qu’elle satisfait aux conditions de réductibilité (10). En
particulier, la substitution

y=rf, du = f~*dx
la réduit a
dv

-EF=C(.+E(C,Y‘] (i=n2,3,...,n)

7. Cas od p(y) est du second degré. — Les raisonnements que nous
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avons faits au n° 5 et au n° 6 sont valables quel que soit n, mais les

calculs faits pour ramener (1) dans le cas de n>> 2, & une équation

canonique, ou &4 une équation (3) a coefficients constants ne sont plus
valables pour n = 2.

La substitution (2) raméne alors (1) a I'équation

(ll) Z—;—Z=a0+a.v+a,v’,-

ol les «; sont
%= M[@o+ aip+ a:p2— p' 1= W[ p(p) —p'l
ay=M[{a1+2a:p)A —2"]  =W[p'(n)A—N),
as=ax )’ = :”P%P-)-

Cherchons & déterminer A et p de facon que ay=1, a;=o0. On

obtient, en désignant par L et M les expressions obtenues pour A et
-1 s
L =45, !M__l_l_____a_,.

X et Y désignant les variables canoniques, on obtient I'équation cano-
nique
EY _Yrr A(X)  avec A(X)=Li[p(M)—M].
dax:

Pour que I'équation considérée soit réductible, il faut et il suffit que
P'on ait
(12) L3[ p(M)— M"] = const.

Ezemples : 1° Soit I'équation différentielle

4 4 2
Yelg—nr - mot
La substitution ,
1
y=28zo4+z, du=2ztdz

la réduit a 'équation

dte % .

m = 2° == ¢

2° Soit 'équation différentielle plus générale
Y'=of 3+ [y +bf 7yt

dans laquelle a et b désignent des constantes, f une fonction quelconque
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de z. La substitution
y=J, du=f-tdz
la réduit a I'équation
dto .
Tu’ =a + b,
3° Soit encore I'équation différenticlle du troisiéme ordre, homogéne
par rapport a y et a ses dérivées y', ", y", et du quatriéme degré.

Y =3y Y+ ryyi=ayt+ a yy + arytyt

. ®
et dans laquelle a,, a,, a, sont des fonctions quelconques de z. La
substitution »' = yz la transforme en I’équation

' =a¢+ a1z + as 3.

Si a,, a,, a, satisfont & la condition (12), l'intégration de (13) se
raméne 4 l'intégration d’une équation a coefficients constants.



CHAPITRE IV.

ETUDE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE
ET DU DEUXIEME DEGRE EN y ET y'

En dehors des problémes analogues a ceux traités dans les Chapitres
précédents, nous chercherons les équations de cette classe dont I'intégrale
générale est une fonction rationnelle de la constante d’intégration.

8. Formes canoniques de 1'équation complate. — Si le coefficient du
terme en )2 n’est pas identiquement nul, on peut écrire I'équation
générale du premier ordre el du deuxiéme degré en y et ' sous la forme

(1) Sy y)=syr+ayl+2byy +2cy +a2dy+e=o,

ou a, b, ¢, d, e représentent des fonctions de z.
Faisons la substitution

(2) y=Maz)o+up(z), du=v(z)de,
I’équation (1) devient

dv\? dy do
(3) (2;) +uo¢+2poﬁ+zyﬁ+289+:=o.

Les coefficients «, 8, v, ¢, & ont pour expressions

_ 1 A2 b)\' 1 N b vty b +'c]
¥ “—;&[%"‘2 T'*"l ’ p"‘ﬂ[ + b1, ‘_)\_V[P.-}- i+ )
)

’ ’ 1 l ’
3= o (VBN + (BN +an)u+ el +dh], =g flw, 1)

\2y2

Particularisons les fonctions 2, w et v de la fagon suivante. Prenons
pour A une fonction L telle que 8 = o, soit

—Jbd.
(5) L'+ bL=o, L=ef z,
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Les coefficients «, v, 3, ¢ deviennent
‘ a= i (a—b), Y=Liv(p'+bu+c),

vt
’

(6) 1 1 '
| 3= falla—bnu+a—sdel, o= b fww).

Premier cas : A = b* — a 7 o..— Prenons pour  la fonction M qui
annule 9, soit

(7) 'M=——%S—__—-g=—g avec B = bc —d.

Enfin, prenons pour v la fonction N telle que l'on ait a =¢'=t1
avec ¢ L > o, ce qui donne

1
(8) N=(¢@Q).
La substitution

(9) y=LY+M, dX = Ndx

raméne |'équation (1) & une équation de la forme

(10) <%>=+e\'=+l(X)%+J(X)=o (e==%1)
avec
(13) H(X) = g [M'+ M+ ], J(!Q:#ﬂM,M'),

Pour montrer que la forme (11) est une forme canonique de I'équa-
tion (1), il suffira de prouver, par le raisonnement du n*2 du Chapitre I
que [(X) et J(X) sont des invariants.

Deuzieme cas: A = b*— a = o, B = bc — d # o. — L’équation (1)
s'écrit

(12) S )=/ +by)l+2cy +2dy+e—o.

Par la substitution (2), ’équation (12) devient

(13) (%+{iv>!+2y'd—~z +28¢ + ¢ =0,
ou l'on a, d’aprés (4),
’ I '
p=-;—vt).+b)\), y=z;(p.+bp.+c),
(19) 8= Tglv-z[(l'—#bl)p.'-k b(N+ bi)u +cX + dh],

¢ = R—-,';f(m )
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Comme précédemment, particularisons les fonctions 2, &, v. Prenons

pour A une fonction L qui annule 8, pour g, une fonction M qui annule y.
Nous aurons

—[ba.
(15) L=e f“, M+bM~+c=o.

Les coefficients § et ¢ s’écrivent alors

(16) 8=E'lv‘,(d"bc)=—%’ t= — [—aBM —¢€],

si 'on pose

ct—e=C.

Enfin choisissons v de fagon a avoir 28:=¢==1 avec ¢/B> o.
Nous aurons

[)
I& 2
(17) v(z)=N= [”L ]‘.
La substitution (g) réduit I'équation (12) a la forme
9 (Z_;)’+ Y+I(X)=0 avecl= _—2,;1,::—_6.

car en changeant Y en — Y, on peut toujours supposer que le coefficient
de Y est +1.

On montrerait encore, suivant la méthode indiquée au n® 2 du
Chapitre I que si 3 = bc — d n’est pas identiquement nul, (18) est une
forme canonique de I'équation (12).

Troisiéme cas: A = b* — a = o, B = bc — d = 0. — L’équation (1)
s’écrit

(19) S yY)=(y+by)+2e(y+byr+e=0

et peut par conséquent, étre décomposée en deux équations linéaires.
La substitution (2) donne I'équation

@ 5) (dv+’$v)+s—o
(20) (ﬁ + p(’) +ay\ g i =0,
ou l'on a, utilisant les formules (14)
: Lo, 1 ,
(a1) B=g(N+b2), v=g(W+bpte) =g flaw).

Prenons pour A et p des fouctions L et M qui annulent respective-
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ment B et y. Le coefficient ¢ s’écrit alors

1 [
(22) €=L—!$(e—02)=—m

et nous avons

L=e_fbdm, M+bM+c=o.

Prenons ¢ =1 de facon que ¢C soit négatif et choisissons pour
fonction v I'expression N définie par

(23) N= <—‘T‘3)%

La substitution (g) réduit 'équation (19) a la forme
(24) (&) =1=0

Quatrieme cas : A, & et C sont identiquement nuls. — L’équa-
tion (1) se réduit &
dy \?
(§) =

9. Formes canoniques de ’équation sans terme en y'2. — Supposons
que I'équation générale du premier ordre et du deuxiéme degré en y et y’
ne contienne pas de terme en y'. On écrit cette équation sous la forme

(25) S y)syy+ayt+by +cy+d=o,

a, b, ¢, d représentant des fonctions quelconqués de z.
La substitution (2) appliquée a (25) donne I’équation

dv

, v
. 145
(26) ‘ +avi+ g

du

+ v+ 0=0,

les coefficients «, 8, v, 8, ayant pour expressions

1., 1
(.‘7) l a= )\;(K+al), =-"):(F.+b),l
r=gl(r+ )N+ (Wr2ap+e)r], 3= 5o Sf(u p)

Prenons pour A et p des fonctions L et M qui annulent respective-
ment « et 3. Nous avons

—fadx
L'+aL =0, L=ef , =—2>b,

a

(28) S 1 3
6—2ab—b]E—l;, 8=m[ab*-—bc+d]sm,

1=

1
el
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avec
QA=c—2ab—0b, B=ab:—bc+d.
Premier cas : @ # 0. — Choisissons pour v la fonction N pour
laquelle on a y =1,
a
(29) =1’
La substitution (9) réduit I'équation (25) a la forme
dy B
(30) Y[ﬁ( +Y+I(X)=0 avec I(X)= —% N’

On montrera, comme au Chapitre I, n° 2 que I(X) est un invariant.
L’équation (30) est donc une forme canonique de (25) si 'on n’a
pas A =c—2ab—b'=o.

Deuxiéme cas : A =o0, C=d — ab*— bb'£0. — Si A est iden-
tiquement nul, I'équation (25) s’écrit
(31) SOy )=yy+ayt+by +(2ab+b')y+d=o0

et devient, par la substitution (2)

(32) vg—-+aw’+3 + (208 +f)o+8=0"
etl'ona

a= g (N+ad),  B=g(e+b),  B= g fle ).

Prenons pour ) et p les fonctions L et M définies par (28) on a
, c
3= o (d—abt—bb) = —-
Choisissant pour v la fonction N définie par d =1 on a

v(z)=N= I%’
et I'équation (31), par la substitution (9), est réduite a fa forme

dY
(33) Y‘-l—x+l.-o

Troisiéme cas : A =0, C=o0. — Si A et C sont identiquement
nuls, I'équation (25) s’écrit

(y+b)(y+ay+ab+¥b)=o0

et est ramenée 4 une équation linéaire.
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10. Cas de réduction de (1) & une équation 4 coefficients constants.
Cas général. — Lorsque I'équation du premier ordre et du second degré
en y et y' a ses coefficients constants, elle s’intégre par une quadrature.

Etant donnée I'équation (1) oul’équation (25), cherchons les conditions

pour qu'il y ait une substitution (2) la réduisant a une équation i coeffi-
cients constants.

Premikre mETHODE. — Supposons que P'équation (1) & coefficients
variables soit réductible a une équation (3) a coefficients constants. On
pourra alors calculer les invariants a partir de I'équation (3)a coefficients
constants. Et I'équation (10) du cas général se présente sous la forme

aY\:? . aY
(34) (aTX) + e Y24 ( e“d—x+Coe’“-‘=o,
ou ¢ ==x1, ¢, ¢,y a désignant des constantes.

On conclut de ce gui précéde que la condition nécessaire pour que
Péquation (1) soit réductible est que I'équation canonique (10) ait la
forme (34).

Cette condition est suffisante car la substitution

(35) v=K-1e-®Y, dX= i-du

donnera de (34) une équation (3) a coefficients constants.
La condition trouvée se traduit par les deux relations suivantes :

I= C| e“x, J= Co ewx

et par suite par les deux relations

’ ,__dl
I'[-*N—! = const., J.I-2= const., ou I'= P
Si nous posons E'*bN&f = £ et si nous remarquons que

FMM) = (M + bM + ¢)*— (AM?+ 2BM + C)
=£N:— (AM+ 2B M + €),

les deux conditions trouvées peuvent aussi s’écrire

g 2
(36) % [b + %] = const., am 4}:;?,“‘ +C = const,

Formons maintenant les fonctions A, p, v de la substitution (2) qui
permet d’opérer la réduction de (1) quand cette réduction est possible.
Pour cela, supposons (1) réductible a une équation (3) a coefficients
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constants. La substitution

y=LY+M, dX=Ndz

donne a I'équation (1) la forme (34). Remplagons dans la substitution

précédente Y et dX par leurs expressions (35) en fonction de u et ¢.
Elle devient
y=KeXLov+M, du=aNdz.

Or, d’aprés I’expression de I'invariant I, on a

I=CjexX= B,

— ‘ol aX =._l_
i d'on e*XL C,J:'

Par suite, la substitution permettant de passer directement de (1) sup-
posée réductible a une équation (3) a coefficients constants est de la
forme

(37) y=kLv+M, du=aNdz.

>

D’aprés les expressions (7), (8) et I'expression de £, nous pouvons
remarquer que, lorsque la réduction est possible, elle peut étre obtenue
sans quadrature.

Deuxiiue MéTHODE. — L’équation (1) résolue par rapport a y’ donne

(38) '=—by—cEt/Ayrt+ 2By +C

avec
A = b2—a, B=bc—d, C=cl—e.

Supposons que I'équation (38) soit réductible par une substitution (2)
(du Chapitre I) a une équation

(39) %:—BY—Ci\/a.Y!+2@»,Y+e.,

ou B, C, &,, B, et C, sont des constantes (').

Remarquons d’abord que l'on peut toujours supposer que T'on a
B, =osil'ona @, # o. En effet, si G, étant une constante, on change Y
en Z-+GC,, on pourra choisir G, de facon que le terme en Z sous le
radical, dans la nouvelle équahon, soil nul.

Substituons dans (38) y et y' tirées de la substitution (2) du cha-

(1) Il est évident que, dans les calculs de cette deuxiéme méthode, X et Y ne repré-
sentent pas les variables cancniques introduitcs par la formation des invariants.
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pitre 1. On a

dY N w+bu+ec
:t\/aY’+zaP')+‘BY + a“’-’-;?jp-hé.

D’autre part. I'équation (39) peut aussi s’écrire, puisque dX =vdz

(41) :—: =[-BY—C: /& Yi+205,Y+C v

Supposons @ 7 o et identifions les équations (40) et (41) en suppo-
sant B;=10.0n a

'y !
b+T=Bv, u%u:Cy’ a=atv!’
(42)
a"...a:o, w:clv’.

)2

La quatriéme, la troisiéme et la deuxiéme des équations (42) donnent

successivement
1

__® _ [ a\? _ 1 p+bu+ec
(-43) = a’ V—(a—l) ] )-—C ——;———,

le signe de la constante arbitraire A, étant choisi de facon que v soit
réel.

La premiére et la cinqui¢éme des équations (42) nous donnent les con-
ditions nécessaires el suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coeffi-
cients a, b, ¢, d, e pour que (1) soit réductible.

Ces conditions s’écrivent, cn posant, comme dans la premiére
méthode

w+bp+c
v

L.

-1 b6 + —

(46) 7

Cy;

Qo+ F]=m MRS
@4, B, et C, sont des constantes bien déterminées tandis que C est une
constante arbitraire, mais différente de zéro.

Si ces deux conditions sont réalisées, la substitution (2) du Cha-
pitre I définie par les formules (43) raméne (38) a une équation a coef-

ficients constants

aY S—
X =—BY—cxyavTe.



— 3 —
Exemple. — On vérifiera aisément que 'équation

. 5 1 , 9
Nr— = e ) ¥y __..',l_ - yr—a2=o

est réductible a une équation a coefficients constants. Les conditions (36)
sont bien satisfaites par les coefficients. On obtient

|~

et 'équation transformée s’écrit
dv . LI .
. -'7'7+( +1) —5(¢+1)

dv dv
+(¢-+|)(E+v+|>—(%+v+|)——2(0+|)-—2=o,

ou ¢ncore, en posant ¢ +1:=17

A
(E) + (3L — o (3214 3L +2) =o.

En résumé, pour que Uéquation du premier ordre et du deuziéme
degré en y ot ' soit réductible i une équation a coefficients constants
par la substitution (2) du Chapitre 1. il faut et il suffit que ses
coefficients satisfassent auz denr relations (36) qui, en général,
sont distinctes. Lorsque la réduction est possible. Péquation a coeffi-
cients constants s’obtient sans quadrature.

Dans les cas particuliers que nous allons examiner, il ne faudra plus
(u'une seule condition pour que 'équation soit réductible ¢t, dans cer-
tains de ces cas. on ne pourra obtenic Péquation a coefticients constants
sans (uadratures,

11. Cas de réduction de I’équation (1). Cas particuliers. — Nous
avons montré dans le cas général comment les deux méthodes pouvaient
étre appliquées. Les deux méthodes donnant des substitutions analogues
ainsi que les mémes expressions de conditions, nous nous contenterons
de faire Uétude de la réduction des cas particuliers de (1) au moyen de
la méthode directe. (ui présente I'avantage de calculs particuliérement
simples.

Premier cas : A=b*—a=o0; B3~ o. - L’équation (38) s’écrit

(45) y=—by—ciya®y+C,

TIESK J. FAYET. ]
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S'il existe une substitution (2) du Chapitre I ramenant (43) a 'équa-
tion
dyY

(46) X =—BY—-U£/2aBY+E

a coefficients constants ('), on peut toujours supposer &, = o, en rem-
placant Y par 7.4+ Cy. Si Pon substitue Iexpression de y dans (45),
ona

(47) v _ (b_'_)\')y p.+bp+:+\/zd3 )pr.+L

dr A

D’aprés la relation dX = v dx I'équation (46) s’écril, en supposant
e| = 0,

(48) 7o — [ BY—CiVad Y.

En identifiant ces deux derniéres équations, on obtient le systéme
(49) b+-;:-=Bv, E—-'_—l;u:(lv, fji—lJ'.'o.v , 2@Bp+C=o.

Ona

[ ! () s 1 p+bu+c 1
(o) p=—sm V=@ gxbpre o v —&P
en posant
p+bu+e e

La premiére des équations (49) donne l'unique condition nécessaire
et suffisante pour que I'équation (45) soit réductible. Celte condition
s’écrit

(51) [b+—] B,.

On a: @, 3£ 0. Une fois choisies les constantes arbitraires C et B3,, la
constante B, cst bien déterminée.

Si la condition (31) est satisfaite, la substitution (2) du Chapitre I,
définie par les formules (50), raméne I'équation (45) a une équation a
cocfficients constants

IlY

_— —_
& =—BY (=AY

(') Voir la note de la page 34
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Deuxieme cas particulier : A =o0, B=o0. — L'équation (45)
s'éerit
yV=—by—ci /@

et se décomposc en deux équations linéaires qui s’intégrent par quadra-
tures.

12. Cas de réduction de I'équation sans terme en y'*. -— PREMIERE
METHODE : Supposons que I’équation (25) soit réductible a une équa-
lion (26) a coefficients constants au moyen d'une substitution (2). En
calculant les invariants a partir de I’équation (26) a coefficients cons-
lants, on trouvera aisément que l'équation (30) se présenle sous la
forme
(52) Y %+Y+(:.,x=o (Co = const.).

La condition nécessaire pour que ’équation (25) soit réductible est
donc que I'équation canonique (30) ait la forme (52).

Cette condition est suffisante, car la substitution

(53) Y=H¢.Xv, IM=(C“X)—1dx

transformera (52 ) en une équation (26) a coefficients constants.
Cette condition s’exprime par la relation

[=6X on 'L{I—Tl( = ou bien % IT: = Cy
ou enfin, en remarquant que L'=— aL, que NL = (L et posant g‘% =£
B £
(5‘) w[a-’- —E] =Co.

Obtenons la substitution (2) qui réduit directement 1’équation (25),
supposée réductible, & une équation (26) a coefficients constants. La
substitution

(55) y=LY+M, dX=Ndz,
ou L, M, N sont donnés par les formules (28) donne a I’équation (25)

la forme (52). Remplagons dans (55), Y et dX par leurs expressions (53)
en fonction de u et v. On a

y=0CLXe+ M, du=(CX)'Ndr.



Mais, d’aprés I'expression de Vinvariant I, on a

é _a ¢ . . . a
I = i,’—N= -l—‘ =—|T =“nx, d'ot (.oLX:J?, (Lox)—lN=F°

On obtient donc la substitution

(56) y=Lv+ M, du.—:%—dz.

Cas particulier : A = o. — 1.’étude faite au n” 9 montre qu’elle est
toujours réductible a une équation a coefficients constants.

DEeuxikme METHODE. —- Ecrivons ( 23 ) sous la forme
(57) Sy o+ by +ayi+ey+d=o.

Si une transformation (2) du Chapitre I conduit a I'équation

(58) (Y+B)% +AY!+ CY 4D =o,

ou A, B, C, D sont constants ('), on peut toujours supposer B = o, si
'on remplace Y par Y — B. Substituons dans (57) y et y' tirdes des
formules (21) du Chapitre 1. on obtient

u+ b7 dY ¥\ v
(59) [Y+ : ]E+(..+7>Y
- (p+6)2+(n +2ap.+c)lY+ S, F')-_-:o.
)‘! ll A
D’autre part, 'équation (58) s’écrit, en faisant B=o
(60) Y% + [\ Y+ Y+ D]v—o.
Si I'on identifie ces deux derniéres équations, on a
Sp.+b=u, (l+->);=:\‘l‘. (F+b“‘+(*‘;+q’a"+c))‘=Cv,
(61) ’ '

(p+b)p +apt+cp+d
e -

Dy,

(') Voir la note de la page 34.
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Les premiére, troisiéme el quatriéme équations (61) donnent

a . a
(62) F:—b, T'—:LV’ i‘i_Dy
avec: A =c—2ab—b'; B=ab*— bc +d.
St A et B ne sont pas identiquement nuls, on tire, des derniéres
équations,

: A
(63) A=t =

h.lS?t

La deuxiéme équation (61) fournit la condition nécessaire et suffisante
pour que (37) soit réductible. Cette condition s’écrit

(84) l[a+—°']= .

Lorsque cette condition est satisfaite, la substitution (2) du Chapitre I, |
ot Apy ont les valeurs (62) et (63), met I'équation (57) sous la forme
2¥

- ’2 —
(65) ViR AV CY D=

La constante A est donnée par (64), C et D sont deux constantes arbi-
traires. {On remarquera que (64) ne differe pas de (54) et que les
expressions (62) et (63) se retrouvent dans (56).

S¢ A est identiquement nul, I'égquation (25) est toujours réductible.
Le systéeme (61) devient en effet

ar

A
a4+ 5= \yv, p=—ab,

e

= Dy,

A élant arbitraire, nous ferons A = o et pourvu que C ne soit pas iden-
tiquement nul, nous aurons
)= e—fad.':

w=—2, v =

ol ~
e

" et la transformation (2) du Chapitre I transformera (31) en I'équation

Y%—f—[):o,

1) étant une constnnte arbitraire.
Enfin, s¢ A et C sont identiquement nuls, en prenant p.-=—10b et

’

. N
en choisissant A et v de fagon a satisfaire a I'é¢quation a + < =Av,
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A! étant une constante arbitraire, on raménera I'équation a la forme
dY

Ya—i +AYt=o.

. - | aly
On pourrait aussi prendre A =e f donné par A =vetp=—>bla
fonction y étant arbitraire, par exemple v = 1 ; I'équation serait ramenée

dY
&YZT(:O(').

13. Equations dont l'intégrale générale est une fonction rationnelle
de la constante d’intégration. — On sait (*) que, pour qu'une ¢quation
différentielle algébrique F(z, 3, )”') = o admette pour intégrale géné-
rale une fonction rationnelle de la constante d’intégration

G
ry=R(r, )= g_f_g’_i_{.

P et Q étant des polynomes en C dont les coefficients sont des fonc-
tions quelconques de z, il est nécessaire que I'équation soit de genre
zéro cn y et ', si 'on » regarde x comme un paramétre.

Considérons donc l'é¢quation générale du premier ordre et du
deuxi¢me degré en y, y'. Nous allons utiliser lés résultats oblenus aux
numéros 8 et9 pour rechercher les cas oni cette équation admet pour inté-
grale générale nne fonction rationnelle de la constante d’intégration, et
dans chacun des cas considérés. nous montrerons comment on peut
former une expression de I'intégrale générale (*). Cette étude a des
points d’analogie avec une étude faite par M. Cahen [ Thise. Gauthier-
Villars, Paris, 1899].

Nous n’étudierons que les formes (10). (18) et (30). les autres formes
étant particulierement simples.

1° Etude de Uéquation (10):

(66) (Z—;)!-G—EY!—PI(X)% +I(X)=0 (e=z=1).

(') Nous laiiserons de coté le cas de 'équation de Ricatti.
(*) Voir Goursar, Cours d'Analyse, t. 11, Chapitre XXI, § 11

(?) L’¢tude faite dans ce paragraphe généralise un travail de M. Mitrinovitch [(a))
relatif & Péquation

Y+ ay+byy' 4+-c=o.
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Laissons de coté les cas ou le trinome

(g) l(X) +J(X)

a une racine double et ou I'équation se décompose en deux équations
linéaires; U'intégrale générale est, dans ce cas, une fonction rationnelle
de la constante d’intégration.

Ecrivons I'équation (66) sous la forme

- ay e X)) —4(X) _
(67) [dx —I(X)J AL =—— = =F(X) (e==1).

Nous pouvons exprimer Y et —— rationnellement en fonction d’un

paramétre u au moyen des formules

d\ I Lir— . i 2u

2 - o7 — 3
(88) dX -».+I Vot (‘ ' x+u*)’
ou:

dY I A4 u ot 2
(69) d_x=—5+l‘|—u‘ (\—lll—u')’
suivant que l'on a e =+1 ou e =—1. Des formules (68) ou (69) on
lire

\I
(70) w= m,
xS

u est une fonction rationnelle de Y et de % 7% 1/équation (66) est rem-

placée par 'une des équations

du L+ u L ~3+ur)p 0 Flu(i+u?)
( ‘II_X_ 2 4 1—u? 2 F 1—ut
7) ‘l(/"_l-—u T a—w) 1 Fu(i—u)
ax = . 4 1+ ut 2 F 14w’
suivant que l'on a
E=—41 oun E=——1,

Si I'intégrale générale de I'équation’(66) est Y = R(X, C), I'intégrale
générale des équations (71) est, d'aprés (70)

w=Re|X; R(X, C); R'(X. )],

c’est-a-dire une fonction rationnelle de la constante d’intégration C. Or,
les seuls points singuliers mobiles de u sont des péles puisque u est une
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fonction rationnelle de C.. I faut donc que les seuls points singuliers
mobiles de (71) soient des pdles, ce qui exige, ¢n vertu d’un théoréme
de Painlevé, que I’équation (71) soit une équation de Ricaui. Or, les
équations (71) ne peuvent prendre la forme d'équations de Ricatti que
st 'on a simultanément

[(X)=o0 et F(X) = const.,
condilions équivalentes a celles-ci :
1(X)y=0 et J(X)=const.
[’équation (66) se réduit alors a la forme

@) (%)’+5\’+E'K’=° (e=%1;¢=zxk1),

Les solutions réelles des équations (72) sont représentées par les for-
mules :

Y=/lsinX+ Ahcosh  pour := 1 avec h*+ Ar=K3?,
Y=h shX+4k chX pour :=--1 avec h2— k=1

On obtient ainsi finalement les formules :

—_ 2 D
Y = K= sinX + K —<_cosX,
1+ ¢? 14 c?
2 .
Y =K1 X+ h 25 chX.
1—c? 1—c?

2° Ktude de l'équation (18) :

(73) ((’:—;)l\ +1(X) =o.

Si I(X) n’est pas constant, tout point de Y + I(X) est un point cri-
tique et, par conséquent, I'équation ayant des points critiques mobiles,
son intégrale générale Y = H(X, C) ne peut étre une fonction ration-
nelle de C. Pour le montrer, on peut poser

(74) wt=—[Y + 1(X)],
d’ou I'on tire
(75) zu-ddix+l'(X)=u.

Si Y est une fonction rationnelle de G, d’aprés I'équation (74), u est
aussi fonction rationnelle de C. D’aprés (75), ceci ne peutavoir lieu que
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si I'on a

-:il—;‘- =0  [c'est-a-dire [(X) = const.].

L’¢quation (73) est alors réduite a la forme

dY \? .
(JX) +Y+K=o,
K étant une constante. 1'intégration n’offre, dans ce cas, aucune diffi-

culté, les équations (75) et (74) donnant successivement u et Y.
3" Etude de Uéquation (30):

dY
Yd—x+\’+l(X)=o.

. . . dy .
On voit que cette équation, du premicr degré en 7% qu n’est pas

unc équation de Ricatti. admet des points critiques mobiles pour les
valeurs initiales Y - o; \ =X, si I(X) n’est pas identiquement nul.
Pour que Uintégrale géndrale de 'équation précédente soit fonction
rationnelle de la constante d’'intégration, il faur et il suffit que Pon ait :
[(X) = o. L’équation se réduit alors a

:5—;‘ +1=0 [cest-3-dire 3 Z =4 en posant Y + X =127].

On peut résumer ce qui précéde en disant : pour que l’équation
S(z, 5, V") =0 du deuzieme degré en y et y' admette une intégrale
générale qui soit une fonction rationnelle de la constante d'inté-
gration, il faut et il suffit qu'il eriste une substitution (2) du Cha-
pitre I qui la raméne a Uune des trois équations suivantes :

Iy (:—;—;)2 EYr===K?  [si l'on a 'équation (1) avec U - b*— a 3£ o].

20 (Z-TY‘)’+Y+ K =0 [sil'on a I'iquation (1) avec A - b*— a =o].

o di=o [si 'on a I'équation (25) avec ¢—2ab—b? 3 o].
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CHAPITRE V.

ETUDE DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE
ET DU TROISIEME DEGRE EN », ¥

Nous nous proposons de chercher des formes canoniques de I'équa-
tion f(z, ¥, ¥') =o, f étant un polynome de degré 3 cn y, 1, dont les
coefficients sont des fonctions de z; et de trouver les conditions néces-
saires et suffisantes que doivent vérifier ses cocfficients pour que
Sf(z, y, 3')=o0 soit réductible a une ¢équation a coefticients con-
stants. Nous cssaierons ensuite d’obtenir des résultats analogues pour
Péquation P (1) y' + Q(») =o, P et Q étant des polynomes en 1 dont
les cocfficients sont des fonctions de z.

14. Formes canoniques de I’équation contenant un terme en j)'*. —
Supposons que le coefficient du terme en 3™ ne soit pas nul dans
f(z, ¥, ¥') = o. Cette équation s'éerit

(1) Sy =03 a)pi+30yy + 3ecy yr+3d)?
+3€1+6fy) +3gv' +3hy+k=o,

oua,b. ..., h ksontdes fonctions quelconques de z.
La substitution

(2) y=hlx)e 4+ u(r). du =vdxr,

donne, en posant dv = s dz.

(3) B+ard+33va2+ 37023+ 3882+ 3e02+69v23+ 343+ 3nv+ pi=o0.

Les coefficients «, 8, v, ..., n,  ont les expressions suivantes :
a___M’l . N+ba - )\"+-x.b>.)\'+c).*, . pw+bp+d

o) 9= L] _—— ’
PXIE ! v ' niy? v

(N2 b A el (DR e hl + adt)u + d N2 [N + ed?
£ = Nays !

(W4+bA)p2+ (N +ech)yp+di+f 4 s pr2bpp’+ep+adp’ +a2fu+g
« = ]

C =
' Aty? ? Ney?

- (24 20pp '+ cpt+2dp'+2 fuu + ;,r]k'+|bp.’2+zcy.p'+dp*+-;.fp'+2ep.-+—h]).’
L=

Ny

Lo Jer)
= Tae !
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Particularisons A, p et v de la fagon suivante. Prenons d’abord pour A
la fonction L qui annule B, soit :

—fba.
(5) L'+blL=0, L=e S ‘
En posant

A =u +2b3—3bc, @B ==c¢— b2, C=e+ bd—2bf,
® = /— bd, =g—d:, F=h—bg,

les coefficients «, v, ¢, ¢, ..., n, x deviennent

_a @ By +[A+bBu +€ By + D
A L T L T e T
y (W+bp+dl+Bp+20p+6
(6) = Lzv: ’
2By + [A +-26B]p + 2@y + 2[Ct- bR+ F £ i)
n= L.2y3 ’ L= LA
Y 4y
Premier cas : B=¢ -b*#o. Prenons ensuite pour u et v les
fonctions M et N telles que I'on ait ¢ = 0; d =1; ce qui donne
@ M+ bM+d
(7) M=—% N= __f_l_"’_

[La substitution
(8) y=LY+M, dX=Ndzx
appliquée a (1) donne, en posant : dY = Z dX, I'équation
(9) i+ AY + 3CZY2+ 322+ 3EY2+3GZ + 3HY + K =0,
A, G, E, G, H, K étant les expressions de a, v, ¢, §, 0, x pour A =L;
== M, V= N.
En appliquant le raisonnement du numéro 2 du Chapitre 1, on montre

que les expressions A, G, E, ..., K sont des invariants. L’équation (9)
est une équation canonique de (1) pour & 5 o.

Deuziéme cas : on a Bd=o0, X £ 0. - Prenons 4, . et v de facon,
que 'on aite = 0; B=0;d =1; ce qui donne
—[bdx e M+ bM+d
(IO) L=ef s M=——a-, f\_—.f,

ct I'on obtient ainsi pour (1) la forme canonique suivante a laide de (8)

(11) L34+ AY3+ 322+ 6FZY + 3GZ +3HY + K=o,
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ou A, F, G, H, K sont les valeurs de , 9, {, 7, y, lorsque, 3, p et v ont
les valears (10).

Troisieme cus : onu A =0; B =0; A #o. -Choisissons i, pety
de fagon que on ait f =o0; d==1; { ==1; ce ¢ui donne

— [ bd: M’ !
(12) Lo 7 _w=—%, N=—"—'il‘3—+—il;

on obtient pour (1), a I'aide de (8), la forme canonique
(13) L3+ 322+ 3EY2 4 6FZY +~3Z +3HY +- K = o,

ou E, F, H, K sont les valeurs de ¢, 3, 7. 7 lorsque A, pet v ont les
valeurs L., . N des formules (12).

Quatriémecas:onad =o0; B=o; M=o0;C3£0. Choisissons},
@ et v de fagon que Pon ait B =o0; 6 =1; n = 0. On obtient

— | bdx ,
(l“) l,=ef , “_______‘i, \.=“+bM+d

2€ - .
et, au moyen de la substitution (8), I'équation (1) se met sous la forme
canonique
(13) B+302+ 3EYV24+ 3GL + K=o,

ou E, G, K sont les valeurs de ¢, { et y lorsque A, & et v ont les
valeurs (14).

Cinquiéme cas : &L, B, C, 0 sont identiquement nuls et de plus
&£ 0. - Le coefficient K s’écrit, en supposant que l'on fasse '= — ba.

K (W+bp+dpP+36p +3|F+b8|u+ 3G
= ’

33v38

et sil’'on puse 3G =k - d*. Choisissons pour A, u et v les fonctions L,
M, N telles que Pon aitf =o0:d=o0;{=¢e=z+1avece& >0.Ona

| —
[C8d

— [ bda 5
(16) L=ef‘, M+bM+d=o, ~=08

-—u‘
by

moyennant (8) et posant dY =7dX, l'équation (1) prend la forme
canonique

(r7) L3+ 3sL+HY+K=0 (¢= 1),

H et K ¢tant les valeurs de v et y lorsque 4, ., v ont les valeurs (16).
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Sizieme cas : A, B, €, W, & sont identiquement nuls, et l'on a
F #o. Prenons pour 7, i1 et v des fonctions L, M et N telles que
B=0;0 =1;x=1.On oblienl

— f b o .
(18) |.=¢o-/' , “=—?f’ \=“+b'M+d’

et I'équation (1) sera ramende par (8) a la forme canonique
(19) L3+ 32+ 32+ 3HY +1=0,
ot ITest la valeur de v lorsque 7., g et v ont les valeurs (18).

Septieme cas : A, B. C, D, & F sont identiguement nuls. —
L’équation (1) s’éerit
(V' +by+dp+3¢=o.

Elle ¢st ramenée a une équation linéaire. La substitution (8), avec

1
— | bde KYORY
(20) L=e¢ '[ . M+bdM+d=o, \=($‘i’)i,
rameénc (1) a la forme réduite
(21) L+1=o0.
15, Formes canoniques de I'équation sans terme en ). - Supposons

que le cocfficient du terme en y'* soit nul, et que celuidu termeen y”2y,
dans (1), ne soit pas identiquement nul. Péquation s’éerit

(20) JO )=y +ar3+2b) i+ e+ dyia- ey’ + [y + gy + h =o.

La substitution (2) donne, en posant, comme précédemment dv = z dx

(23) ST ad 4+ 2Bart R AT I+ I+ L = o,

ou les coefficients a, £. v, 3, ..., 7 onl les expressions suivanles :

) Wit 2ban' 4 ai? Wbl L_k+e
= w2y ! ¢ v [
n 2MAHONR F (WP b AN + a2+ e+ e NN+ d )2
= PXIE ’
QAN - (2 + fopu4e)n 2pp’ +2bptt2ep +ep+f
(24) = = y T = - ’
riy ALy
: (rpp'+2bptroep’ +ep+f )N (b F3aptren 2 dp+g)h
= ’

XD

AT

L Y T
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Prenons pour } et u les fonctions L. et M qui annulent 8 et y. On
obtient

— | bdx
(25) |,=ef‘, M=—ec

Substituons ces valeurs dans les autres coefficients et désignons,
aprés simplifications, les numérateurs des fractions par &, B, 6, &,
G, I respectivement. On aura

A=a—b M ==4bc —3ac + d — be, E=e— jbc— ¢,
F=a2bct—ce+ [, g =...
Les formules (24) s’écrivent

=2, =2 i d g %

’ ’ E= 7= Q=99 1= ) = s
v? lve Ly Lty T Ly Live

Premier cas : on a @ # o. — Prenons pour v la fonction N telle que
I'onait:a=¢e=1aveceX > o0; ce qui donne
(26) N =(eA),

L’équation (22), a l'aide de la substitution (8), donne, en posant
dY = 7.dX I'équation canonique
(27) Y +¢Y3+ DY+ EYZ4+FZ+GY+H=0 (e=1),

oit D, E, ..., G, H ont les valeurs de ¢, ¢, ..., {, n pour lesquelles
Auv sont donnés par les formules (25) et (26).

Deuziéme cas : on a A =o0, G)#0. — Prenons d=e="21
avec ¢ > o. On a pour v la fonction
)
(28) N=($) .

L’équation (22), par (8), prendra la forme canonique
(29) Y- Y2+ EZY+FZ+GY+H=o,

dans laquelle E, F, G, H ont les valeurs de ¢, ¢, { et n oa Apv sont
remplacés par les formules (25) ct (28).

Troisiéme cas : A = o0, D=0, &# 0. — On prendra

é

(30) N= E,
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et 'équation (22) sera ramnenée a la forme canonique

(31) LY+ Y+ FL+GY+H=o.

Quatriéme cas : A, M, & sont identiquement nuls et l'on a F £ o.
— On prendra
. F
(3)) N = -E’
et 'équation (22) sera ramenée a la forme canonique

(33) L22Y +Z+GY+H=o.

Cinguieme cas : A, @, &, F, sont identiquement nuls et l'on
@ G 7 0. — On prendra pour y la fonction N telle que on ait {=¢ = =1
avec ¢G > o, soit

(34) N (st

et Péquation (22) est ramenée a la forme canonique

(35) ItY+:Y+H=0 re =),

Siziéme cas : A, A, &, F, G sont identiquement nuls. — En
1

El . .
& » nous ramenons, si J€ n’est pas nul, 'équation (22
L3 P q

a la forme réduite Z2Y .= o, en changeant, si cela est utile Y en Y 4 C.
Si J€ est nul, on obtient I'équation Z* = o.

prenant N =(

16. Formes canoniques de I’équation ne contenant 5’ qu’au premier
degré. — Ecrivons I’équation sous la forme

(36) SOy )=y yrr+ayd+byr+2¢cy)’ +dy' + ey + f=o.

Sa transformée par (2) s’écrit en faisant encore dv = 3 dz

(37) Sl acd 4 3029y + 05+ 0+ 9 =0,
ou 'on a
N+ ak 0 2p )N+ (p'+3ap +b)A
= 8= A2y !
. p+c x_ pi+2cp+d
(38) e L U

(p22cp+d)N+ (rpp'+3api+aep’' +2bp+e)h
Ady ’ ; Ady

E =
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Prenons pour 4 ct ¢ les fonctions L et M annulant « et v, soit

—Jady
(39) L=e ., M=—g¢,
ct substituons ces valeurs dans les autres coefficients. En posant
B=b—3uac—c, ®=d—c,

&=fact—r2bc—ad+e, F=(ct—d)c'—acd+ be*— ce + f,

ona
4= @ i@ _ & F
L Y T YTV
. ‘ a .
Premier cas : B7#o0. — Avec N= 1;? on a la forme canonique
suivante :
(40) ZY:+ V4 DZ+EY : F=o.

Deuziéme cas : B=o0, &=£o0. - Avec N= &L, on obtient la
forme canonique

(41) I:+ D2+ Y+ F=o.
Troisieme cas : B=o0, &=o0, F£o0. — Avec N =FL3, on
obtient la forme canonique
N+~ DZ +1=0.
Quatrieme cas : B, D, &, F sont identiquement nuls. — L'équa-

tion (36) est réduite a la forme, ZY?=o0, en conservant z comme
variable.

17. Réduction a une équation 4 coefficients constants. — |. EquaTion

CONTENANT UN TERME EN )%, Premier cas: Supposons que (1) soit
réductible @ une équation (3) a coefficients constants par la substitu-
tion (2). Les expressions de 1.. M, N et les invariants \, .. .. calculéds &

partir de I'équation (3) montrent que Péquation canonique (g) prendra
la forme

(42) L34 CoX3Y34 30, XN 22V 24 3724 30N 2)2
+ 3047+ 30X 'Y +(;=o0,

.. , A} . , .,
ou 7. représente :7‘- ¢t on les G, sont des constantes déterminées par

I'équation (3). Si les cocfficients de (1) sont des fonctions de z, on
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montrera, comme cela a été fait pour d'autres types d’équations, que la
condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (1), ou B=c — b?
n’est pas nul, soit réductible, est que sa forme canonique (9) soit de la

forme (42). Cette condition établitentre les coefficients de I'équation (1)
les six relations distinctes :

K = const., G =const., % ':{ii = const.,
2 C: As
i const., = const., H = const.

Cherchons la substitution (2) qui opére directement la réduction
de (1) quand cette réduction est possible. La substitution (8) raméne (1)
a la forme (42). Or, la substitution

(43) Y = koXo, du=kX—dX
transforme (42) en une équation (3) a coefficients constants, k,, et k,

désignant des constantes arbitraires. Remplacons dans (8), Y et dX par

leurs expressions en fonction de u ct v tirées de (43), la substitution (8)
devient

(44) y=hkLXv+M, du=kX~Ndz.

Or, d’aprés I'expression trouvée pour I'invariant A, on peut écrire

s @ aLs
A=GX= =G =Ty’
On cn tire
iM ] . R A
LN =M +bM +d, LX=C“£:—bYl—+-‘-i, X-1N = Cy3@>.
a?

La substitution ramenant I’équation (1), supposée réductible, & une
équation (3) a coefficients constants, s’écrit

4 _1 4
(45) y=hCi MM, au= kG AT da,

a’

1 -t . §
on pourra faire koCj=k,C,*=1. L'expression (43) montre que,
lorsqu’clle est possible, la réduction pourra étre efrectuée sans qua-
dratures.

Deuzieme cas : B=o0, A Zo. En procédant comme dans le cas
général, on montrera quc la forme canonique (11) de I'équation (1)

THESE J. PAYET. 4



réductible s’écrit
(46) Z3+CoX3Y3+ 322+ 6Cy X1ZY 4+ 3C3Z 4+ 3C3X~' Y+ Cy= o,

et que la substitution qui opérc directement la réduction est donnée
par (43)

Troisieme cas : 3= o, L= o, ) 3 0. — Pour que (1) soit réduc-
tible, il faut et il suffit que I'équation canonique (13) soit

(47) 23+ 322+ 3CoX—2Y2+ 6C, X1 ZY + 3Z + 3Ca XY + Cy=no.

La substitution qui opére directement la réduction est

M bMad ey @
y-——l\o(q-_m———v-k.\l, dlt-——InC' mdx.

Quatriéme cas : B, A, M sont nuls; on a C3 o. — L'équation
canonique (15) devient
23+ 3722+ 3Co X 2Y2+4 3C,+ Cs=o0.

La substitution qui opére directement la réduction s’écrit
1

3
1 4 = 1 o1
y=k°couwp+n, du=k.(107——§-i——dx.
¢t (M'+ bM+d)"}

Cinquieme cas : L, B, C, () sont nuls et l'on a & # o. — L'équa-
tion canonique (17) sera
23+ 3¢Z + X1 [CoY + C,] + Cs= 0,

mais, dans ce cinquiéme cas, la réduction a une équation a coefficients
constants ne pourra élre obtenue sans quadrature.

Sizieme cas : A, B, C, B, & sont nuls; F 7#o. — L'équation
canonique (19) sera
234322+ 3Z + 3CoX 'Y +1=0,

et la substitution opérant directement, la réduction s’écrira

(M bM 4 ay e F
y—-ko(m——-——?———"—k l“. (Iu—-IuCu _—_—(M'-FbM-#-d)’dz.

Septieme cas : X, B, C, @, &, F sont identiquement nuls. — On
a vu [n°® 14, 7° cas] qu’on est toujours ramené a une équation a coeffi-
cients constants. Cette réduction exige alors deux quadratures [voir les
formules (20)].
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II. On retrouve ces résultats sans ultiliser les invariants. Mais, ici, la
méthode directe ne parait pas donner des calculs aussi simples que pour
'équation du premier ordre ct du deuxiéme degré en ¥ et »'. En nous
bornant au cas général, montrons briévement comment on procéderait.

Si I'équation (3), transformée de (1) au moyen de (2) a ses coeffi-
cients a, 30, .... 4 constants, nous remarquons que si 3 cst différent
de zéro, on peut supposer d = o, si 'on a7 0, on peut supposer 9 = o;
si a esl 5% 0, on peut supposer ¢ = 0, etc. On distinguerait ainsi diffé-
rents cas.

Supposons donc B 3£ o et faisons d-=o0. Le systéme des neuf équa-
tions (4) ou , B, ..., n, x sont des constantes supposées données nous
permettra d’exprimer les trois inconnues A, p et v et nous obtiendrons
par conséquent six conditions nécessaires ct suffisantes de réduction. De
la deuxiéme et de la quatriéme équations, nous tirons d’abord

(48) N= l(ﬁv—-b), }L':—(b:q,...d).

Substituons ces valeurs dans les autres équations; celles-ci n’auront
plus de dérivées. La premiére, la troisiéme, la cinquiéme et la sixiéme
s’écrivent

(@a—B)—33By—d =o,
(y—3F)—B=o,

AVI—[2B8By+AJp— 23Dy —C+dB =o,
evi— Bu— @D =o.

(49)

Ces quatre équations donneront A, u, v et une des conditions de
réduction. Des deux premiéres, on tire d’abord

_a+233—3fy Q_C g.
=Ty-F @%@

Substituant cette valeur dans la premiére, on obtient la condition

(a)a 1 3G, +1

B) AT =G’

et, par conséquent, l'expression de v peut s’écrire aussi

(50 SYEECEAY

a— 33

La derniére des équations (49) peut s’écrire, puisque v?= T%T”

— B2 (0]
)\=I—?£(}L—M) avec M=—‘—B-’
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comme dans (7). Tenant comple des condilions (48), on obtient succes-
sivement

1 M+bM~+d Y—B*M+bM+d
= T2 T M r=— .
(51) 1+ B v + M B¢ v

Si I’équation (1) est réductible, la substitution donnant une équation
a coefficients constants est

YE3_—{341M+va+dv_£|_3M+bM-+—d_'__M (du = v dz),

y ==

v
ou encore

(52) y=-— éM;l:‘Mv,q—M (du, = vdz),

et 'on retrouve les formules de substitution obtenues par les invariants.
On pourrait aussi expliciter les autres conditions de réduction. Prati-
quement, ces conditions n’offrent qu'un intérét relatif et il sera plus
simple d’appliquer & une équation (1) la substitution indiquée par les
formules (52) et voir si sa transformée a ses coefficients constants,
plutét que d’examiner si les coefficients de (1) satisfont aux six condi-
tions de réductibilité. Les calculs des fonctions 2, et v entrant dans (52)
ne nécessitent aucune quadrature.,

1II. Cas pE REDUCTION DE L'EQUATION sANs TERME EN 1'*. — 1° Cas
général : A o. — Considérons I'équation (22). Supposons-la réductible
par (2) a une équation (23) a coefficients constants. En calculant, au
moyen des formules (25) et (26) les expressions de L, M, N a partir de
cette équation (23), on pourra obtenir les expressions des invariants D,
E, ..., de (27). On montrerait ainsi, suivant un raisonnement déja
utilisé plusieurs fois, que la condition nécessaire et suffisante pour

que (22) soit réductible est que I'équation canonique (27) soit de la
forme

(53) ZY 4+ eY3+ CoeXZ2+ C;eXZY + Cye2XZ + Cye?X Y + Cie3X = o,

o e =71 et o les C; sont des constantes. Cette condition se traduit
par les cinq relations distinctes suivantes :

’

1 E F2

N _ﬁ = const., l—) = const., B' = const.,
-(-;: = const l—{—: = const
5 = . p = const.

On montrerait aussi que, si (22) est réductible, la substitution (2) qui
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opére directement la réduction est de la forme

[
¥ = koG gv— ¢, du=lk(c@Q)dr,

ko et k, étant des constantes arbitraires, e ==+ 1 avec e > o.
2° A =o0; ® 3£ 0. — L'équation canonique (29) doit étre de la forme

(54) Z2Y 4+ e Y2 CyXZY + O, XZ + Co X2 Y 4+ C3 Xt =0 (e==*1),

pour que (22) soit réductible. Quand la réduction est possible, clle est
opérée directement par la substitution

_y=kuCgﬂgu—c. du=k1Co%D-
3 A=o0; M=0; C5 0. — L’équation canonique (31) doit étre de
la forme

(5%) 22Y + LY + GXZ+ C, Y+ Cy X =0,

pour que (22) soit réductible. La substitution

2
y=koC;'-Z-v—c, du=k1Co%d.t,

effectuera dircctement la réduction de (22) quand cette réduction sera
possible.

4° A=o0; D=o0; &=0; F£0. — L'équation canonique (33)
doit étre
(56) Z*Y+Z+C0X*'Y+C.X"'%=o,

et la substitution effectuant directement la réduction sera

v—e, du=hk(y' ¢ dx (ko et k= const.).

]
Jy= kﬂcoy g

W=

1G I’

3 A, @, & F sont nuls : § # o. — L'équation (22) sera réductible
si I'équation canonique (35) est de la forme

(57) 22Y + Y + G X =o,

et la substitution opérant dircctement la réduction sera

e

.}’=A-0C6'?§ev—c7 du=k Gy l‘gé‘ .

6 @, ®D,8,F,G sont identiquement nuls. — On a montré [n° 13, 6°]
que, moyennant une quadrature, 'équation (22) est réductible.
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Tous ces résultats peuvent étre obtenus directement, en résolvant
'équation (22) par rapport a y' et en procédant comme pour I'équation
du premier ordre el du second degré du chapitre précédent.

IV. Cas pF REDUCTION DE L'EQUATION NE CONTENANT )’ QU'AU PREVIER
pecrE. — 1° Cas général: B3 #o. - Lacondition nécessaire et suffisante
pour que (36) soit réductible est que I'équation canonique (40) soit de
la forme

(58) ZY2 4 Y2 CoX2Z + G XY +- Cu X2= 0.
Les cocflicicnts de I'équation (36). pour que celle-ci soit réductible,
doivent satisfaire aux trois relations distinctes

! k= const v const il const
=k = st., -— = const, —- = const.,
N E ! E

D, E, F étant les invariants contenus dans (40), N ayant la valeur
signalée au 1° du n°16; quand la réduction est possible, elle est effectuée
directement par
_ & a3
_;'=k.,(."—‘§v—c, du =I.'.C.E—!da‘.

Deuzieme cas : 3=o0; & 0. — Pour que (36) soit réductible, il
faut et il suffit que I'équation canonique (41) s’écrive

L
(59) Y24+ CoXZ +Y + (4 X2 =0.
La substitution qui opére directement la réduction est
Lo
Y =lkCy?|D|*v—e, du=k.Co%.

Troisiéme cas: B =o0; &=0; F 7% 0. — L.’équation canonique cor-
respondante doit s’écrire sous la forme

2
(60) ZY?+ CoX3Z +1=0o.
La réduction est effectuée directement par

L
Adz.
@

-4 i 3
y=kC, *|®R|¥v—ec, du = kC?

Quatrieme cas. — Enfin, si 3, B, &, F sont identiquements nuls,
la réduction de I'équation (36) est toujours possible, mais exige unc
quadrature [voir n° 16, 4° cas].
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En résumé, pour que U'équation f(z, »,1') = o, ot f est un poly-
nome du troisieme degréen y et y' dont les coefficients sont des fonc-
tions de x, soit réductible par une substitution (2), il faut et il suffit
que ses coefficients satisfassent a six conditions distinctes. Lorsque
Uéquation est réductible, sa transformde & coefficients constants
peut étre obtenue en géniral sans aucune quadrature. Dans quelques
cas particuliers, la réduction exige une ou deux quadratures.

18. Equation ¢(y)y'+ p(y)=o0. — 1. Forme canonique. —
L’équation (36) du numéro 17, ou »' ne figure qu’au premicr degré, est
de la formne
(61) q(0)y' +p(y)=o.

q(y) et p(y) élant des polynomes en j- dont les coefficients sont des
fonctions de z, et dont les degrés en - sont respectivement 2 et 3. Plus
généralement, nous allons considérer I'équation (61) ou g(y) et p(¥»)
seront de degrés respectifs n — 1 et n en y. Cette équation s’écrit

(62) )"2[1)1}"] +"u.)"‘+2[“tf"l =0 ({=0,1,2 ..., n—1).
La substitution (2), appliquée a (62), donne I'équation
(63) 3% Y et anon+ ¥ [wyl=0  (i=0,1,2 ...,n—1).
En développant p(d¢ + ) et ¢(2v + ) par la formule de Taylor, on a

.

!
;',—f.' = A pli() + iN gU=1 () + ' g (p),
(f =) Bi=vqt=(p),

avec
,_ d) . dp . o p(p) _ 9 q(p)
)\=_, "'=(-E, p(p):—d_.}‘r—, qr(*"’)_‘-?;r_"

On a en particulier

an = an—1 [an A4 bn— ;"], Bn—-l = )."vbn_“
Br—s= A=1y[(n —1)bp—1 } + bn—s].

Prenons respectivement pour A, px et v les fonctions L, M et N telles

que I'on ail
oy = 0, Br—2=o0, Baa=1.

On obtient

LN dx bn—2

—[ = 1
(64) L=e /s | M=_(n_—l-)b,—,_.|’

T

N
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La substitution (8) appliquée a (62) donne I'équation

(65) % [Y"—1+ZJ,YJ]+EI,-\"'=0 (s=0,1.2...,n—=3;i=0,1,2,...,a—1).

Désignons par £, M, I les expressions, fonctions de u obtenues en
remplacant dans les formules (64) respectivement I., M, N, a,, ba_,
bu_apar £, M, I, an, Bu_y. Ba_s2- Les raisonnements faits au Chapitre 1
pour la démonstration de I'existence des invariants montrent que si P'on
choisit convenablement la constante arbitraire dont dépendent £ et I
[la constante dont I. ¢t N dépendent étant déja choisie ], la substitution

(66) v=LY+M, dX=9du,

donne I'équation (65). Il en résulte que (65) est une équation de forme
canonique de (62). Les J; et 1; sont des invariants. On a les relations

(67) A=L, WM=M—yu v =\,

II. Cas de réduction & une équation & coefficients constants :

Premiére méthode. — Supposons que I'équation (62) soit réduite a
une équation a coefficients constants (63) par la substitution (2). On
peut toujours supposer, ¢n remplagant ¢ par ¢ + ¢, que dans (63) on a:
" Bn—2= 0. Dans ces conditions, les formules (64), appliquées a la réduc-
tion de (63) & une forme canonique, donnent. en désignant par a et ¢
des constantes

£ =eau, M = o, I = nCenav,

Les formules (66) deviennent
(68) v=Ye n, dX=nCeraudu, X =Ceneu,

On peut toujours faire en sorte que, en changeant A en — 2 etven — v,
ce qui revient a changer v en — ¢ et © en — u, les constantes qui sont
en facteur dans les expressions de £ et I soient positives et que la
conslante qui est en facteur dans £ devienne égale a un, en rempla-
cant u par u + A. On obtient immédiatement

-

; n
(?_‘_) = eau, p=\"<g) ) d—x=nadu,

G X X
et I’équation canonique (63) se présente sous la forme
dY RS l -
il ' p— n A { =
(69) dx[" e BT Y| D AX PYi=o
(s=0,1,2, .., n—13;i=0, 1,7, ..., n—1),

B, et A; élant des constantes.
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On voit donc que, pour que (62) soit réductible, il est nécessaire que_
son équation canonique (63) ait la forme (69).

Réciproquement, si I'équation canonique de (62) a la forme (69), on
raméne (69) & I'équation (63) a coefficients constants par la substitution

(70) Y = vear; X = Cenau,

On raméne donc directement I'équation réductible de (62) a une
équation (63) a coeflicients constants par la substitution (2) qui estla
résultante des substitutions (8) et (70). Cherchons cette résultante.
Transportons dans (8) les expressions de Y et dX tirées de (68), on a

1

v\ Nt
y=ll(i) v+ M; (Iu=’—ll(—,Ne—M"d.z= dz.

C

-
iz

Mais, d’aprés les expressions des invariants des équations (63) et (69)
on peut écrire

n—1\

= A X 7 =L@ = —&

n=i’
buN "
en posant

On en déduit
1 n

o =[22]7 R[]

La substitution résultante peut donc s’écrire sous la forme

A=b,_ M+ na,M + an—;.

1 n
n—1 ! n—1
n—1 " n—i 1 a
= —@Aa "o+ M; du =
Y= Ty -
;" nAR”l

dz,

on voit ainsi que, lorsqu’elle est possible, la réduction s’effectuera sans
quadrature. Les 2n — 2 conditions nécessaires et suffisantes pour que
la réduction soit possible s’obtiennent en exprimant que les coefficients
de (65) sont identiques aux coefficients de (69).

Druxii:ue méraone. — Soil 'équation (61); soit m le degré de p(y)
et soit 2 le degré de ¢(v). On peut toujours supposer que le coefficient
du terme en y" de ¢(y) est I'unité. Cherchons le cas ou une substitu-
tion (2) (Chap. I) raméne (61) a une ¢quation a cocfficients constants

(79) Q(Y)dY +P(Y)dX =o,

ou P est de degré r et Q de degré s. On peut, en remplacant Y par Y +¢
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et divisant (71) par une conslante, toujours supposer que I'on a
P(Y)=YA,Yi J=1,2 u0y r);
i
(72) .
AV =Y+ P BY  (j=0,1,2 ...,5—2).

L'’identification de (71) et (72) donne

(73) WY+ p)gAY +p)+p(AY +p) _ P(Y)
vg (LY + ) QY)

On suppose que P et Q n'ont pas de diviseur commun et que p et g
n’ont pas de diviseur commun dépendant de ¥. On aura donc
(74) QY)=72-"g(2Y +p).

D’aprés les hypothéses faites sur les termes de plus haut degré de Q
et de ¢, on aura s = n et si 'on pose

g(y)=yn+32by! (i=1,2, ..., n —1),
=(v+ )y b B\
Q(Y)_<\+l) + 2 (v+;_) ...

L’identification des termes en Y*—! donne
(.75) np+by_y=o,
Si I'on pose
g (p) = g'z_;:z_),

on a, en lenant comple de (75),

. 0 .
(76) 1‘"‘1(1"+H)="'+E?gl(,.‘2" (i=0,1,2, ..., n—2).

L’identification des deux membres de (74) donne

- g\ ()
(/7) ¢! An—i =B

(i=o0,1,2,..., n—2).

On a ensuite l'identité

(:8) p(vy= FY+)gOY+p) +p(AY + )

hn+ly

Si I'on a m*#n—+1 le degré de P(Y) est le plus grand des deux
nombres m et n +1. Sil'on a m = n + 1, le degré de P est au plus égal
a m. On détermine ainsi r, degré de P, ou degré maximum de P.

P=2A,~\'i (J=o0,1,2, .., r).
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L’identification des deux membres de (78) donne » + 1 équations qui,
jointes aux n —1 équations (77), permettent de déterminer sans qua-
drature ) et v. Chacune de ces deux fonctions n’est déterminée qu’a un
facteur arbitraire prés. Il reste 'n 4-r — 2 conditions a vérifier pour
que (61) soit réductible. Certaines des constantes A et en particulier A,
peuvent étre nulles, mais elles ne peuvent étre toutes nulles si g(y)
et p(») n'ont pas de diviseur commun.

III. RECHERCHE DES cAs oU L’EQUATION (62) ADMET UN FACTEUR INTEGRANT
QUI NE DEPEND QUE DE x. — L’équation (62) admet un facteur inté-
grant (), si I'expression

h[(lny"+2m}"]tl:t+[h2b,-y']d_y (i=0,1,2, ..., n—1)

est de la forme P dx + Qdy. On doit avoir P, = Q). Cette identité
nous donne
(nan—0by_Yh =bu_ k',
[(n—1)an—1— by_g1h = bp_ok,

(2as— b)) h = by,
(01— b'o)h = bo’l'.

L’élimination de A et A' conduit immédiatement aux conditions
cherchées. Elles s’écrivent

kK nap—bhy _(n—1)an1—b,_y a,—b’,,.
h bll—‘l - bn—: o bo

On peut vérifier que la condition

nay—b,y _(n—1)an1—b)_,

b bn—s

est identique a la condition I,_,=o et que les autres conditions sont
équivalentes a

dJ . .
d—’{l=(l+l)liﬂ ({=o0,1,2, ..., n—3).
conditions que l'on obtiendrait en utilisant I'équation de forme cano-

nique (63).



CHAPITRE VI

ETUDE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE DEUXIEME ORDRE
ET DU DEUXIEME DEGRE EN y, y', y".

Nous nous proposons d'établir les formes canoniques de cette équa-
tion et de rechercher les cas ou cette équation est réductible 4 une
équation a coefficients constants.

19. Formes canoniques de l’équation ayant un terme en y"3. —
L’équation ayant un terme en y"? peut étre écrite sous la forme

(1) h(yyy ) =y?+ay?+ byt+acy’y' +2dy"y
+2cy'y+2fy'+28y +2py+q=o.

a,b, ..., p, gdésignant des fonctions quelconques de 2.
Le changement simultané. de variable et de fonction

(2) y=iw+p: du=vdx
appliqué a (1) donne I'équation
(3) Hi(vo'o")=o"2+ A\ 102+ B1p24+2C 00"+, ..+ 2P0+ Q, =0,

¢/, v" désignent les dérivées ::—::. f—u': On a en désignant par hy(yy'y")
I'ensemble des termes du deuxiéme degré de (1)

(2X'v 4 AV )24 2¢cav(21'y + 2V') + @ d2v? B he(AN'2")
Al b NEyt ’ 1= - l’v‘; o
C = 2y +‘7\vz’+ clv, D, = ).'+¢:'}.:+dl,

I8} IS

(AN +dr)(2h'y + W)+ v (ch"+al + ed) wWep+du+f

El = S2Zub 9 F1= Y ——Y
Aty Av?
(4) {

(wWacp' +dp+fr2nWv+ W)+ dvicy"+ap +ep+ g)
G = PRI ’
p (M ct 4+ drA)u"+ (c1"+ al + el w'+ (dN+ eN +bA)p + fA"+ gl’+pl,
'= ATy

h(pp'p)
C="a



- 61 —

Considérons les fonctions A =L, v=N, telles que 'on ait C,=o.
On obtient

’

’ ~fcd
(5) 211‘-+ﬁ-=—c, soit L*tN=e¢ fc =,

Les coefficients A,, E,, G, deviennent, en posant

A=a—c; B=e—cd; C=g—cf:

(6) A,=%, E,=a_l:;‘_'&_"£3£, Gl__.ci:%%‘_"'_g.
Premier cas : On a A £ 0. — Choisissons N de fagon que A, =e¢ ==t
avec e > o
1

\0)) N=(:a).
D’aprés (5), on a

_’f,_-d -1
(8) L=e /N2

Enfin, prenons p. = M, tel que l'on ait Gy=v.0Ona
(9) AM +BM +C=v.
La substitution

(10) y=LY+M; aX=Ndz,

ou L, M, N ont les valeurs données par (7), (8) et (9) raméne (1) &
I'équation

(11) Y2+ Y24+ BY2+ 2DY'Y + 2EY'Y + 2FY'+ 2PY +Q =0,

o les coefficients B, D, E, ..., P, Q sont reliés aux fonctions LMN par

L2+ al?2+ bL242¢L'L’ + 2d "L + 2¢L’'L D= L'+ ¢L'+dL
B= LN ' = TN
AL+BL o M4 cM+dM+f
) EB=TN = AT ’
(12) p_ (el + dL)M'+ (eL + L+ e L)W + (dL + e L'+ BL)M + fL+ gL + pL
' = TEN* !
AMMMY)
Q="

On montre, par le calcul, que L et N sont des invariants relatifs, et
que X, ainsi que les coefficients A, B, ..., Q sont des invariants

absolus. L’équation (11) représente donc une équation de forme cano-
nique de (1).
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Deuzxigme cas : A =o0, Bz 0. — Les coefficients A,, E, et G,
deviennent, d’aprés (6)

Bu+C

a
A1=0, El= N;, Gl:w.

On est conduit & choisir N et p=M tels que E;=1; G,=0. On
obtient

1 -4 cd. -
(13) Ne=d L=e TR ¢

, M=— .

a
La substitution (10) raméne (1) a 'équation canonique
(14) Y2+ BY24-2DY'Y+2Y'Y + 2aFY'+2PY 4+ Q=0.

Les invariants B, D, ..., Q ont les expressions indiquées par les for-
mules (12) ou L, M, N doivent étre remplacés par les valeurs (13).

Troisieme cas : A =o0; B=o0; C3£ 0. — Les coefficients A,; E,;
G, s’écrivent

[
A1=0, E|=0, Gg=m;
choisissons L et N tels que
. £ cd. 2 _2 d. —1
(15) N=e‘f e, L=e e Tes,

Les formules (4) ne permettent pas de trouver une valeur M de p
annulant un des coefficients restants de I'équation transformée. Nous

supposerons p. = o. La substitution (10) raméne (1) a I'équation cano-
nique

(16) Y24 BY24 2DY'Y 4+ 2FY'+2Y' +2PY+Q =0,

dans laquelle les invariants ont les expressions suivantes :

B— (L"+ cL')2+ 2dL(L"+ cL') + b1.2 D= L'+ ¢cL'+dL
= LIN® ’ =7 LN '
S _fL'+gL'+pL __9
F=iw FP=—"7uwm ' UCom

Quatriéme cas : A, B, C sont identiquement nuls. — L'équa-
tion (1) peut s’écrire

17) '+ +dy+ i+ (b—a)y+(p—df)y+g9—fr=o.
Nous poserons

D=b—dy, 8=p—df, Fmqg—p
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La substitution (2) transforme (17) en I'équation

(18) (¢"+ Cio'+ Do+ Fy)2+...=0.

D’aprés les relations : a=¢3; e=cd; g=cf, les formules (4)
donnent

B _ (M cd +dh)24- D22 C 2A'v+ v+ edv D A+ ceN+dA
1= X » G P
wtcep' +dp+f (A 4cX +dA) (" +cp' + dp + f) + (D + 8)\
Fi==— — P= X ’
(W'+cp'+dp+ )+ Dpi+Ep+F
Q= Azyh :

Prenons LMN tels que: Dy=1; F,=1; Py=1. On a, en suppo-
sant D20

(19) M=— ‘%, LN!=M+cM+dM+f, L'+cL'+dL=LN2

L’équation (17) scra ramenée par (10) a 'équation canonique

(20) (Y+CY' )24+ 2Y(Y'+CY)+BY2+2(Y'+ CY)+2Y+Q=o0.
Les invariants ont pour expressions

By ® oo 2L'N+ LN 4 LN _ OM*+EM+ F
R T

Cinquieme cas : A =0; B=0; C=o0; A)=0; &£ 0. — En pre-
nant LMN de facon que D, =1; F,=1; Q;=1,0na
(a) M=—2, LNt=M4cM+dM~+f, L'+cl'+dl=LN,
et 'équation (1) est réduite a 'équation de forme canonique
(22) (Y+CY )R+ 2Y(Y'+CY')+ Y2+ 2(Y'+ CY')+2PY +1=0,
avec
__ 2L’'N+ LN +cLN

C= LNe ) P=1+

é
LN+’

Sizieme cas : A, B, C, A, & sont identiquement nuls. — L’équa-
tion (1) s’écrit

(Y'+cy'+dy)+of(y+cy+dy)+gqg=o0

et peut étre décomposée en deux équations linéaires du second ordre.
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20. Formes canoniques de I’équation ne contenant ' qu'au premtier
degré. — L’'équation peut étre dcrite sous la forme

(23) h=yy+ayr+by*+cy'y+dyy+ey'+fy+gy+p=o.
La transformation (2) donne

0 - A0 ..+ Giv+Pi=o0.

On a
2NV A +akv N(N+cd)+alt4+dAN+ b2 NAch
Ai="_'_—_"' Bl = m ] Cl= ’
Av? Arys v
(2Xv 4+ W) (N4 ¢eRA) + Av(X"+ 2ad'+ dA) p+cu+e
D1= b} E: = —_—¥
A%y3 Av
("+2ap' +du+f) v+ (20v+ W) (' +cp +¢€)
Fi= : Aty3 !
G (M+el)u"+ (F+2al+dN)p' + (eX+dN+bA)u +ed"+ fLN 4+ gh
1= iy —)
h(pp'p’)
Pl=—%v—"
Prenons
A=L, p=M,
tels que l'on ait
. Ci=o, B, =o.
On a
- | cdx
(24) L=e y Mi+cM+e=o.
En posant

B=act+b—cd, @D=sct—2ac+d—c, Gimd-—3ae
Gi=2b—cd, Go=g—cf,

les coefficients B,; D,; F,; G,; P, deviennent

" M+ d!
B""“:—E’ D‘=?;’ F‘=M+2aLv-:— M+f’
g’M,-l-ng +g h(MM‘M')
G‘: Lv:‘ 0’ Pl"_‘ _——Liy:‘ .

i
Sil'on a B3 3£ 0, en supposant D, =1 on a : N= " et 'équation (23)
est ramenée a la forme canonique

{25) YY +AY?2+ Y2+ DYY+ FY+GY+ P =o,

Laissons de coté les cas particuliers qui se présentent pour 63 = 0. On
les étudierait en modifiant la maniére de déterminer N. On a vu des
exemples de cette fagon d’opérer dans les chapitres précédents.
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21. Cas de réduction 2 une équation a coefficients constants. —
I. Equation Avec un TERME EN 2. — Premier cas. — Supposons
qu'une substitution (2) transforme I'équation (1) ou (L 5£0 en une
équation (3) a cocfficients constants. Un raisonnement analogue a celui
que nous avons lenu pour d’aulres équations montre que la condition de
réduction de (1) est que I'équation canonique (11) ait la forme

(26) Y24 Y24 CoV24+2C, Y'Y +2C Y'Y +2C,eXY + 2C,eXY + CyerX =o,

ot les G; sonl des conslantes.

Cette condition peut éire exprimée par les six relations distinctes sui-
vanles :
B = const., D = const., E = const.,

! F = const s = const Q2
NTF = O FTOM

= const.

Lorsqu’une ¢équation (1) est réductible, on peut encore former la sub-
stitution permettant d’opérer directement la réduction. Si (1) est réduc-
tible, la substitution (10), dans laquelle L, M, N sont donnés par les
formules (7), (8) et (9), la raméne a P'équation (26).°Or, la substitution

(27) Y = hyeXv; du = h,dX,

transforme (26) en une équation (3) A coefficients constants. La résul-
tante des subslitutions (10) et (27) donnera dircctement I'équation
réduite a coefficients constants. Tenant compte de (275) et de la forme
de Pinvariant F, cette substitution résultante peut s’éerive sous la forme

M'+cM+dM+f
= v+

(28) y=hC!

M, du = hyNdz,

hq et iy désignant des constantes arbitraires. Elle exige une quadrature,
celle indiquée par (9) pour le calcul de M.

Deuzieme cas : A =o; 37 0. -— La condition pour que (1) soit
réductible est que 'équation (14) ait la forme
(29) Y24+ CoY24+C Y'Y +2YY + CoeXY'+ CyeXY + Gy X =o.

La substitution opérant dircctement la réduction est donnée par les for-
mules (28) ou 'on remplace M et N par les expressions (13).

Troisiéme cas: A =o0; B=o0; C3# o. — L'équation canonique (16)
prend la forme

(30) Y24+ CX—#Y2+ G X2Y'Y + Co XY+ 2Y' + G XY + G X2 =0

THESE J. FAYET. 5
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et la substitution qui opére la réduction s’écrit
y=[1Cty,  du=Cf-tdz.

Quatriegme cas : A, B3, C sont identiquement nuls; 0 # o. — On
a la forme canonique et

(31) (Y+GC Y ) 2+ 2Y(Y+GCoY)+Ci Y2+ 2(Y'+ CoY)+2Y +Cy=0.

Cette forme canonique est une équation a coefficients constants. La
réduction nécessite dans ce cas une seule (quadrature.

Cinquiéme cas : &, B, C, @ sont identiquement nuls; &# o. —
La forme prise par (22) sera aussi elle-méme a coefficients constants.

Il. Equation sans terme en y"*. — Procédant comme nous venons
de le faire pour I'équation compléte, on montre que, pour que I'équa-
tion (23) soit réductible, il faut et il suffit que ’équation canonique (25)
ait la forme

(32) YY4+CY2+ Y2+ G Y'Y+ CreXY' + CyeXY + CieX =0,
La substitution transformant (1) directement a la forme

(33) y___M+2aM+dM+jv+M

N7 y, du=Ndz.

III. Montrons maintenant briévement comment on pourrait, sans le
concours des invariants, obtenir les divers cas de réduction.
L’équation (1) peut étre écrite sous la forme

(34) yY'=—(cy+dy+NHEV—Ay2—a2@y'y —2Cy'— Ryr— 26y~ ¥,

A, B, ..., F ayant lcs significations données au numéro 19. S’il existe
une substitution

(35) y=ANY+u, dX=vdz (1),
ramenant I'équation (34) & une équation i coefficients constants

@Y dY
(3) ZX—— (cﬁ +DY+F)

FIRE v 7Y
i\/—(ﬁ‘(,(d——x) — 2B Y =26 T — D 26,Y 7,

() Les nouvelles variables X et Y ne doivent pas étre confondues avec les variables
canoniques utilisées dans les invariants,
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on peut toujours supposer C;=o, en remplacant Y par Y 4 kX et
déterminant la constante k. Substituons dans (34) y, y', )" tirées
de (35). L’équation (54) s’écrit

(37) = =_m-0;‘9/\ %_7 +c;.+d)\Y~p +cp.-)o‘-dp.+f

(Y, AT @R dY @+ Bp +CdY
l[.’l‘) 2 dz
_ AN B+ DR,

]

I+

_2<ay'+ 03p+€)).'+(05p’+£0p+6)ly
22
_Qpt+2@Bup’ +2Cp + Dp+28u +F

S

D’aprés les relations

dyY
dX

_1dY @Y _1aY vdY
Tvdz' dXT videt T B dz'
I'équation (36) peut aussi s’écrire, en faisant C, = o,

dry . v']dY
(38) m-‘—'—[cv—"l—]lﬂ—DV!Y-—FV!

i\/— (:1, v? (%)_— 263|‘I:'Y% —CO,V‘Y’— 26|V‘Y—V‘5|.

Identifions (37) et (38). On a
ch+2) v NaeN+dh _ Dy, w+ cp’;— du +f=va!,

ﬁ;ﬂ =®Byv;, @Ay +Bu+C=o,

AN+ 203 A1 + DA?
- X} , =D,

Aur+2Bpp' +2Cu'+ Dp2+26p + F
32 =5|V5.

a = a| V’,
(39) !¢

LIS O S

La quatriéme équation donne

(2!

Prenons la constante arbitraire X, de méme signe quée QU pour que
v soit réel,
La sixiéme équation définit g par

(41) Au+Bu+C=o.

A dzx Py dz
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Enfin, la troisiéme équation donne

Ay W+ cp' +dp+

(42) =G ko duat ],

La substitution ainsi obtenue est bien celle obtenue avec les invariants.
Les autres équations non encore utilisées donnent les six conditions

nécessaires et suffisantes de réduction et 'on montrerait qu’elles sont

équivalentes a celles déja trouvées. On étudierait aussi facilement, par

celte voie, la réductibilité des cas particuliers ainsi que celle de I'équa-

tion sans terme en y"2.



CHAPITRE VIL

SUR LA REDUCTION DES EQUATIONS LINEAIRES ET HOMOGENES
AUX EQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Une équation linéaire et homogéne a coefficients variables

(1) JS)=syn+aynt4. +ary=o0

est transformée en équation de méme forme par la substitution

(2) ' y=Mz)3 dt=u(z)dz.

Les invariants de (1) relatifs & cette substitution ont été étudiés par
Halphen [6] qui a exprimé, a 'aide des invariants, les conditions néces-
saires et suffisantes de la réduction de (1) a une équation a coefficients
constants. M. Tadya Peyovitch [5] a étudié les invariants relatifs au cas
d’une substitution (2) ot 'on a 2 =1 (substitution de variable seule) et
ena déduit les conditions nécessaires et suffisantes de la réduction de (1)
a une équation a coefficients constants.

Je me propose d’étudier directement les cas o I'équation (1) est
réductible par une substitution(2), a une équation a coefficients constants.
Pour abréger, nous dirons que dans ce cas, 'équation (1) est réductible.
Pour qu’une équation (1) soit réductible, il faul et il suftit qu’clle vérifie
unc identité que nous allons établir en faisant la remarque suivante :

Remarque. — Soit I'équation -
dn z dn—1 z dz
(3) 9(5)EW+Alw+-..+An_gd—t +Apz=o0,

ot les A; sont constants.

1° 1l est évident que, puisque ¢(3)=o0 est & coefficients conslants,
ona

(4) 9(‘2—2,)5%9(3)-
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2° Cette identité caractérise les équations lindaires et homogénes a
coefficients constants. En eflet, si une équation de la forme (3) dans
laquelle les A; sont supposés fonctions de z satisfait a I'identité (4), nous
aurons, en désignant par A; la dérivée du coefficient A; par rapport a ¢

n iz .
ZA,(dt"_‘ =0 (i=1,%,3,...,n).

Cette derniére égalité ayant lieu pour n’importe quelle fonction 3, on
en lire
A =o, c'est-a-dire A;= const.

22. Identité remarquable. — Sila substitution (2) transforme I'équa-
tion (1) en une équation (3) a coefficients constants ¢ (3) = o0, on a

(5) W= o (%)= (0 F)

Or, d’aprés la remarque faite précédemment, on a I'identité (4).

Remplagons, dans (4), ¢(5) et ¢ (Z—g) par les expressions (5),
il vient
1 dsz df 1
(6) mf(zz)sd_t[mf(xz)].
D’aprés les formules (2), on a
dz _y Ny

(7) dt=udz, I3i=y, =

En éliminant z, (gti) et dt entre (6) et (7),on a

(®) o/ (57— 57)= e 0]

identité qui est de la forme

(9) Gy +v7)= Zef(5))

Lorsqu’une équation linéaire et homogéne est réductible & une
équation a coefficients constants par un changement simultané (2)
de varciable et de fonction, il existe quatre fonctions G; u; v; g telles
que Uidentité (g) soit satisfaite.

Réciproquement, si une équation linéaire et homogéne (1) est telle
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que l'identité (9) soit satisfaite, je dis qu’elle est réductible & une équa-
tion (3) par un changement (2).

1° Siles fonctions G; p; v; g ont les formes particuliéres indiquées
dans lidentité (8), I'équation f(y)=o sera réduile & une équation a
coefficients conslants par la transformation (2). En effet, si 'on rem-
place dans (8), y', y, dr par leurs expressions lirées de (7), on
retrouve (6). En remplacant dans (6) f(As etf()\ j—i;) par les expres-
sions (3), on obtient I'identit¢ (4) qui caractérise une ¢quation a coef-
ficients constants : ¢(5) = o.

2° Il suffit donc de montrer que, s'il existe des fonctions G, g, petv

telles que I'identité (g) soit vérifiée, ces fonctions donnent a (g) la
forme (8). Identifions dans (g), que I'on peut écrire

Gf(1y) +Gfvy= ‘= (gf(2))

les termes en y (»+) et y (), On obtient

(10) G =g,
(r1) G(np'+ap+v)=g'+ ga,.

En éliminant G, on a
(12) (np'+v)g=pg,

qui détermine g si p et v sont connus. Quelles que soient ces fonctions
a déterminer p et v, on peut toujours les représenter par les formules

1 »
(l3) B = ;9 V=— ﬁ’
u et A étant deux fonctions inconnues auxiliaires a déterminer.

L’équation (12) devient
7:- =0, dod glur= (k = const.).

On aura donc

k k
(14) e=tw C=ium

Si l'on remplace dans (9), g, G, petv par ces expressions (13) et (14)
en supprimant k, qui se met en facteur dans les deux nombres on obtient
I'identité (8).

Les fonctions A et « qui figurent dans (13) sont, comme on l'a vu
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dans 1°, les fonctions qui définissent la substitution (2) qui réduit (1) a
une équation a coefficients constants.

Pour qu'une équation (1) soit réductible & une équation & coeffi-
cients constants par une transformation (2), il faut et il suffit qu’il
existe quatre fonctions Gy g, ., v telles que Uidentité (g) soit satis-
Jaite.

23. Remarque. — L'identification des deux membres de (9) donne
n + 2 équations. Deux d’cntre clles nous ont donné G et g. Il reste »
équations pour déterminer 2, u, ou sil’on préfere petv. llyadoncn —a
condilions, en général distinctes, pour que I'équation (1) soit réductible.

On se servira des n conditions que doivent vérifier p et v pour déter-
miner le plus simplement possible ces fonctions. Si Uon a n > 2, ces
fonctions se détermineront en général sans quadrature, puisqu’il y a plus
d’équations que de fonctions inconnues.

Ecrivons ces n équations obtenues par Pidentification dans (9) des
termes en =1, yin=2 9, y. Ona

G [M%ﬂ p+(n—nap +au+nv+ a.v] = gas+ (ga\),

G[n(n—l)(n—a)p,,,_'_ (ﬂ—l)(n.—2)

1.2.3 1.2

aip'+(n —-2)a:p’ +agp

nn—1
-—('l—;z_)v'+(n —Na,v+ a,v]

(13) { = gas+(gas),
Gl pin) 4 @ pln—t) - @yt 4, .+ @ + RV 4+ (R — 1)@y vin—2
+(rn—2)a@:v =3 4. 4+ ap_yv]
= gan~+ (gan-1),
Gvia) 4 ay vt - @av(r— 4, | .+ @p_qV + anv | = (gaa).

!

On peul remarquer que, si 'on tient compte des résultats (10) et (12),
la premiére équation (15) peut s’écrire

n(n—1)

5 W—(aip' +ajp)+nv'=o.

Elle donne la relation suivante entre p ¢t v

(16) 5‘-(-'2——I—)p.’-—a1p.+nv =K  (Kconst.).

L’élimination de v entre (16) et la deuxiéme équation (15), conduit,
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en posant

(17) p(z)sa,-—”T_la',-—%:—'a?,
a I’équation

(18) Mnfrll*‘m"‘z!’(“”)l"-*-l"(w)p-—-;oi

Cela va nous permettre de retrouver trés rapidement, et par une autre

voie, un résullat déja obtenu par IHalphen ([6], p. 143) relativement &
'équation

(19) y+any =o,

ou a, désigne une fonction quelconque de z.
Demandons-nous quelle doit étre la forme de @, pour que (19) soit

réductible 4 une équation a coefficients constants par une substitu-
tion (2). D’aprés (18), on a

(20) w(x)=GCoz:+ Cie+ C: (G, Gy, G, constantes).

On a:p"(z)=o0 et, d'aprés (16), on a: v*~"(z)=o. Toutes les
équations (15), a parlir de la troisiéme jusqu'a avant-derniére, inclu-
sivement, conslituent des conditions salisfaites d’clles-mémes puisque
d’aprés (19) on a : @y=ar=a;=...=au_y=o0. La derni¢re équa-
tion (15) nous donne, dans ce cas particulier d’équation (19) la condi-
tion

pan—+na,p=o.

Elle donne la forme de a,. Ainsi, I’équation (')

K
(Goxs+ C|$+C=)"'y— °

}’"‘) —+

est réductible a une ¢équation a coefficients constants. La substitution
donnant la réduction est

1 n-~—1

dt = dz, y=(Cyz?+ Ciz+ Cy) ? 3.

Cyz?+ C x + Cy

24 Intégrale générale de f(py'+vy)=o lorsque f(y)=o0 est
réductible. — 1° Si I'équation (1) est réductible, I'identité (9) montre

(1) Pour n = 2, M. Besge a ¢noncé un résultat analogue (Voir Journal de Liouville,
1*¢ série, t. IX). Consulter également : HaLpHEN : Comptes rendus, t. XCIL,
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que toute solution de (1) est solution de
(21) Sf(py' +vy)=o.

Réciproquement, si toutes les solutions de (1) sont solutions de (a1)
'équation (1) est réductible.
Les solutions communes a (1) et a (21) vérifient aussi I'équation’

Gy +v)— o l8fNI=H(y)=0,

quelles que soient les fonctions G(z) et g(z). On a vu [n° 22, 2°]
que, quels que soienl p. et v, on peut déterminer deux fonctions G et g
telle que H(y) ne contienne ni terme en y*+), ni terme en y'?. L'équa-
tion H(y) =0, d'ordre n — 1 au plus, étant vérifiée par toules les
solutions de (1) d’ordre n, est identiquement nul, on a l'identité (g);
I'équation (1) est donc réductible.

Tutorime. -— Pour que l'équation (1) soit réductible, il faut et il
suffit qu’il existe des fonctions p.(z) et v (z) telles que toute solution
de (1) soit solution de (21).

2° Intégration de (21) lorsque (1) est réductible. — Nous suppo-
sons que, dans (21), p et v soicnt des fonctions telles que l'on ait
I'identité (9). On vient de voir que, si la substitution (2) transforme (1)
en unc équation a coefficients constants (3), toute solution de (1) est
solution de¢ (21), ou p et v ont les cxpressions (13). Toute solution
de (1) est donc solution de I’équation (21) qui, en remplagant . et v par
les expressions (13) s’écrit

(22) (&r - 1a7) =o

L’équation (1) étant réductible a 'équation (3) a coefficients constants
par la substitution (2), nous savons intégrer 1'équation (1). Chacune
des solutions 5 = 35;(¢) d’un systéme de n solutions distinctes de
I'équation a cofficients constants ¢(3) <o, donnera, pour (1), unc
solution y = X(z) z;(¢), en remplagant ¢ par son expression en fonction
de z. Pour que I'équation (22) soit intégrée, il suffit de trouver une
solution de (22). Il est évident que I'équation (22) admet la solution y = A.
La solution y =} 5 montre que y = A n’estsolution de (1) que sig(3) =0
admet 2 =1 pour solution. Par conséquent, dans le cas général, on
dans ¢ (3), on a A, 5% 0, la solution de (22) est

(23) ¥ =Cl(x)+20ﬂ(w)z;(t), (i=1,2, ..., n).
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Supposons que, dans ¢(2) on ait
Aj=o pour j=n,n—1, ..., n—q+1,
le coefficient A,—, n’étant pas nul. L'équation ¢(3)=o admet les

solutions 1, ¢, £2, ..., ¢+, mais n'admet pas la solution ¢¢. On voit,
en remplagant ¢ en fonction de z, que I'équation (1) admet les solutions

A, AL, A, ..., AT,
mais n’admet pas la solution y = A¢9.
Il est facile de voir que y =1 ¢7 est solution de (22).

En effet, a la solution y =1¢¢—* de f(y) = o, correspond une infinité
de solutions de (22) définies par

v ANy
—— e = g AT,
u /2 7

En prenant de nouveau ¢ pour variable, cette équation s’écrit

La solution générale de cette équation est

y=Ki+2e,

On a donc, en particulier, la solution y =2A¢¢. En remplacant ¢ en
fonction de z, la solution générale de (22) sera donnée par

(24) y =) | ZKsei+ cume]
(J=o0,1,2,...,¢;(=1,2, ..., n—q).
Dans le cas ou I'équation (1) est réductible a une équation ¢(3)=o

a coefficients constants, en ne changeant que la fonction, ona t = z.
L’identité (g) prend la forme

G/ (uy'+ky)= [/ ()]

avec k = const.
La solution générale de (22) est

y= k[ZK;zi-e-ZC;z;(z)]
(J=01,2 ...,q;i=1,2, ..., n—q).

Dans le cas ou I'équation (1) est réductible & une équation ¢(3) =o
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a coefficients constants, par un changement de variable seule :
dt =u(z)dr, onad=1, l'identité (9) prend la forme

6f(57)=Zlef

La solution générale de f(éy') = o s’obtient, en faisant dans (24) :
A=1ct 5;(¢) =yi(z), en désignant par y;(z) les solutions de (1) qui
ne sont ni une constante, ni une puissance de ¢(z).

Remarque : Dans lc cas général ou le coefficient a, dans (1) n’est
pas nul, P'équation (1) n’admet pas la solution y =1. L'équation a
coefficients constants ¢(¥) = o n’admet pas non plus la solution y = o.

On a : A, 0. La solution générale de f( )= o est

.).'
u

\ .
uV=C+2‘Ct}'i (i=1,2 ..., n),

y=2C;y; est la solution générale de I'équation (1). Il en résulte la
propriété suivante :

St une équation (1) est réductible & une équation & coefficients
constants par un changement de la variable dt = u(z)dz et si le
coefficient a, n'est pas identiquement nul dans (1), les courbes

intégrales de f ({;): o se déduisent des courbes intégrales dz (1)
par une translation paralléle a Oy (').
Réciproquement, considérons une équation linéaire, et homo-
génce f(y) =o dans laquelle @, n’est pas nul et supposons que toule
-l-’
«
courbe intégrale de () = o unc translation paralléle a Oy. Les solu-

courbe inlégrale de l’équalionf( )—_- o s’obtienne en imprimant a une

. , . Y\ e :

tions de I'¢quation f( . ) = o satisfont a I'équation
J(y+C)=0  cestd-dired f(y)az'=0 (C=const.),

et par suite  I'équation linéaire et homogéne d’ordre r +1,

2L /(@] =o.

(*) Voir aussi Fayet [b]; Rey Pastor [a].
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On a donc l'identité
6f (%)= Zlason

et P'équation f(y)=o est réductible & une équation a coefficients
constants par un changement de variable seule dt = u(z) dz.

25. Exemples. — 1° Nous avons vu au n° 23 que, pour qu’une
équation (1) d'ordre n soit réductible, ses coefficients doivent vérifier,
en général, n — 2 conditions dislinctes. L’équation linéaire et homogeéne
du deuxiéme ordre,

Y+ay+ay=o,

est donc, théoriquement, toujours réductible & une équation a coeffi-
cients constants. Mais, si I'on écrit les quatre équations (15) relatives
a n == 2, on obtient

Gp=g,
(15) Gl2p'+ aip +v] = gar+ g,
Gl +aip'+ arp +2vV+a1v] = gas+ (gaq ),
G[v'+a\V+ asv] = (ga:).

Les deux premiéres équalions lient, comme on I'a va au n° 22 [for-
mules (10) et (11)] G et g aux fonctions p et v.
Les deux derniéres équations s’éerivent, aprés élimination de G et g,

(26)

. =K
{F Gy (K constante).

Vi a v —a2a:p’—ayp=o0

On retrouverail aussi ces équations a I'aide de (16) ct (18). L'examen
des équations (26) montre que, praliquement, on ne pourra pas, en
général, exprimer les fonctions p et v. Voici quelques exemples d’équa-
tions du second ordre ou cetle détermination est possible.

Soit I'équation

" ' I
(29) ﬂmEy+§y—;y=m

ot ¢ désigne une fonction quelconque de 2. On a ici

1, ;29
—3 Qg = ===

? ¢?
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Les équations (26) deviennent

w— :—-y. +2v=K,
(28)

v'+%v’+2-‘—,p’—a?—=p=o.

9 ?

On apergoit unc solution de ce sysiéme. Clest = ¢; v=¢, [cons-
tante]. On en tire

’

. [
(29) u=g- l=c1e.f9.
On vérifiera aisément que la transformation définie par
dx

y=c,er' s dit= sdz,

raméne (27) a I'équation a cocfficients constants

&z 2¢ ‘-1—‘+c33—-o
dp T00g Y=

et que la substitution de variable seule [¢,=0; ¢,=1]
dt = ‘dz
?
raméne 'équation (27) a 'équation a cocfficients constants

a2

L’équation f(£) = o déduite de (27) s’écrit
q @ 7

U ' ‘n " ‘2 1 g
(30) y+3%y+(%+2—2—¥;)y=o.

La solution générale de (27) peut s’éerire
de [
y=k ¥+ ke ? [ ko, k1 constantes].
Celle de Féquation (30) peut s’écrire
[ -
y=hki+ kel T+ ke ? [ ko, K, ks constantes].

On vérifie ainsi que les courbes intégrales de (30) se déduisent des
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courbes intégrales de (27) au moyen d’unc translation paralléle a Oy.
Soit encore I'équation

' X 2
31 e

Y=o,

ol k désigne unc constante, ct ¢ unc fonction quelconque de z. Les
équations (26) sont satisfailes pour u = ¢; ¢ == ¢, [constante]. On obtient
des résultats analogues a ceux de I'exemple précédent.

Soit I'équation

(32) Y+29) +(§+3—1)y=o,
dans laquelle ¢ désigne une fonction qonelconque de . Les équations (26)
s’écrivent
w—20u+2v=_4,
V29V —a(¢'+ et —1)p'— (¢"+ 209" )u =0,
On a la solution
B==Cy; V==ce9+¢ (coetcyconstantes).

La substitution de fonction scule

— | (@+c)dx
y=Cce z,

transforme I’équation (32) en unc équation a coefficients constants
(m —2Z=0
pour ¢s=1; ¢ = o. L'équation f(y + ¢)') = o déduite de (32) s’écrit
(B) 300+ (3¢ 36— 1)y + (9 35+ 9 g)y =o.
La solution générale de (32) peut s’écrire
y= -~ P hgem-+ hie==]  (ho, hy constantes).

La solution générale de (33) peut s’écrire

—/‘cpd.r , . , ,
y=e- [hoer+ hye—*+ hs] (R, k), hs constantes).

On vérifie ainsi que toules les solutions de I’équation (32) sont en
méme temps solutions de 1'équation (33).
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Soit encore P'équation

a+28 , af+f—1
o y+ a?

(34) Y+

=0,
dans laquelle « ct B désignent des fonclions quelconques de z. Les
équations (26) s’éerivent

’

., a'+2af
W= ———pt+ay= k,
a' + 237,_ 2aB’+ Br—1 W a?f'— aa' B'+ 2aBf — 24" §2 4 2d’

')
-+
Y a a? ald

p=o.

On a la solution
p=a, v=B+C, (C, constante).
On fera la substitution

9
— | La
y=e f" rz, dt=£dz.

L’équation (34) sera transformée en une équation  coefficients cons-
tants. On pourra aussi vérifier que des solutions de I'équation (34) sont
des solutions de Péquation oblenue en remplacant dans (34) y

‘paray + By,

2° Considérons 'équation d’Euler’
(35) yim+ Aqz—tyin—4 Az yln—e, 4= Apg =0 '+ Ayz—n y = o0,

ot les A; sont des conslantes.
Il est facile de voir qu’en prenant

b=z, V=0,

les équations (16) et (18) sont salisfaites et que les n — 2 conditions
données par les équations (15) sont vérifies. On retrouve ainsi le
résultat bien connu : la transformation z = et, de variable seule, trans-
forme 1'équation d'Euler en une équation & coefficients conslants.

La solution générale de I'équation (335) est, comme on sait

(36) y=x"Py_(Logz)+...+ 2Py, (Logr),

iy P2y -« ., It désignant les & racines distincles de 1’équation caracté-
ristique, gy, fa, ..., g 6lant les ordres de multiplicité de ces racines;
et Py, ,(Logz) élanl un polynome en Logz de degré p,— 1 dont les
coefficienls sont arbilraires.
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D’aprés ce que nous avons démontré au numéro 24, la solution géné~
rale de I'équation

Yy (n 4 Ay [(n —1)A =+ As]z— ylr—=t -, .,
+ [Ap—1+ Ap]z—in—1 y' =0,

que I'on déduit de (35) en substituant zy' a la place de y sera

y=C+2nPy_(Logz)+...+ 2Py, _(Logz).
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