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PREMIÈRE THÈSE

ÉTUDE DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE

DE GHAPMM-KOLMOGOROFF

DANS LE CAS D'UN DOMAINE D'INTÉGRATION ILLIMITÉ

A UNE DIMENSION

INTRODUCTION.

L'étude mathématique du moiwement brownien et du phéno-
mène de la diffusion^ dans le cas où le fluide n'est pas homo-
gène, a conduit S. Chapman [1] à introduire l'équation fonc-
tionnelle.

(I) f(p> r •+ r 0 , r , t) =ff(pf> r , r , t)f(p - p ' , rQ, r + pf,( + r) dp'.

B. Hostinsky.fi] en étudiant l'équation fonctionnelle de
Smoluchowski, pour le même problème a observé que l'équa-
tion fonctionnelle de S. Chapman généralisait l'équation fonc-
tionnelle de Smolucbowski et il a trouvé des solutions géné-
rales de l'équation fonctionnelle de S. Chapman en utilisant
la méthode d'intégration des substitutions due à V. Volterra.

A. Kolmogoroff a mis l'équation fonctionnelle de Chapman
sous la forme plus symétrique

rb

(II) f{œ±, xz, tV} tz)= f f(œu x.1} tu t%)f(Xs, a?3, U, t,) dx.
THESE GHA.FFARI



équivalente à celle de Chapman pour le cas où l'espace dans
lequel s'effectue la diffusion n'a qu'une dimension.

D'autre part, le même auteur a considéré directement une
équation fonctionnelle, très générale, valable pour un domaine
à un nombre quelconque de dimensions, se réduisant à l'équa-
tion (II) dans le cas d'une dimension et qui peut être consi-
dérée comme une forme très générale de l'une des conditions
qui se présente dans le problème des probalités en chaîne
étudié par Markoff.

De plus, A. Kolmogorofï avait donné des solutions particu-
lières de l'équation (II) et montré que des classes très étendues
de ses solutions vérifient des équations aux dérivées partielles
linéaires et du second ordre du type parabolique, et c'est lui
qui a généralisé l'équation fonctionnelle de Chapman hors du
problème spécial de la diffusion, aux probabilités en chaîne.

Pour les raisons exposées ci-dessus, il serait peut-être plus
indiqué d'appeler l'équation (II) l'équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff.

Mais toutefois, la solution la plus générale de l'équation de
Chapmann n'avait pas été donnée.

M. Fréchet a aussi donné des solutions très générales, de
formes différentes des formes données par les auteurs précé-
dents, de l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff.

M. Fréchet a découvert deux méthodes, dont la première [1],
[2] est basée sur un procédé employé en physique mathéma-
tique et la seconde [3], [4] réduisant la recherche des solu-
tions les plus générales qui sont de carrés doublement som-
mables à une recherche analogue dans le cas discontinu.

Du reste, les deux méthodes fournissent deux formes dis-
tinctes et dont l'équivalence n'est ni apparente ni certaine.

Dans le premier chapitre, nous exposons les résultats géné-
raux relatifs à l'espace à v dimensions, en suivant la première
méthode de M. Fréchet [1], [2].

Dans les chapitres suivants, nous nous proposons d'étudier
en détail des exemples effectifs de solutions très générales
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dans le cas d'une seule dimension. Le cas d'un intervalle fini
ayant été déjà traité par M. Fréchet [1], [2], nous considérerons
le cas d'un domaine infini dans les deux sens ou dans un sens.

Nous examinons d'abord, dans les Chapitres III et IV, le cas
où le domaine d'intégration est l'intervalle (— oc, -hoc).

A cet effet, il nous sera utile de rappeler d'abord, dans le
deuxième chapitre, quelques propriétés des polynômes d'Her-
mite et de ceux de Laguerre.

Le Chapitre V est consacré à l'étude de l'équation fonction-
nelle Chapman-Kolmogoroff relative au domaine (o, +oc) .
La méthode est analogue mais fait intervenir les polynômes de
Laguerre.

Enfin dans le Chapitre VI, en revenant au domaine
(— oo, +oo), nous emploierons une autre méthode pour résoudre
l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff en essayant
de prendre pour la solution une exponentielle de la forme

( I I I ) A (s, £)e~trtt*«*)*s+2&(*'^'H~c(A'»/J*"S].

Nous verrons que cette dernière méthode nous donne
l'expression la plus générale des solutions qui ont la forme
exponentielle (III) et nous montrerons que cette solution con-
tient la solution de L. Bachelier comme cas particulier.

Nous remercions notre maître, M. le professeur M. Fréchet,
qui nous a accueilli avec une grande bienveillance et n'a
jamais cessé de nous prodiguer ses précieux conseils et sugges-
tions. Qu'il veuille bien accepter l'expression de notre plus
haute reconnaissance et de notre profonde gratitude.





CHAPITRE I.
RESULTATS GÉNÉRAUX RELATIFS A L'ESPACE

A v DIMENSIONS.

1. Généralités. — Considérons un système matériel dépen-
dant d'un nombre fini, v, de paramètres et qui peut prendre tous
les états Q, formant un certain ensemble V (qu'on peut consi-
dérer comme une région de l'espace à v dimensions). On suppose
alors qu'il existe une probabilité déterminée o (M, s; v, t) pour
que le système passe de l'état M à l'instant s à un quelconque
des états d'un ensemble v à l'instant t.

La fonction GB(M, J ; P, t) est, en vertu du théorème des pro-
babilités totales, une fonction additive de l'ensemble p. Il est
clair que

(i) B J ( M , 5 ; ? , i ) = 3(M, o),

en désignant par 3(M, v) un nombre égal à l'unité, si M appar-
tient à P, et à zéro, si M n'appartient pas à p. Quand s < £, on
peut considérer le cas simple (qui n'est pas nécessairement le
seul) où la fonction additive de l'ensemble v peut être repré-
sentée par une intégrale de Lebesgue

(2) w(M,s;v,ty

( dans laquelle dQ est un élément de l'espace à v dimensions et

où / est une intégrale v-upleV

Quand on fait cette hypothèse, on trouve qu'en appliquant
les théorèmes des probabilités totales et composées, la fonc-
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tion ƒ satisfait à l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmo-
gorofî

(C) /(M, s; P, 0 = ffW, s; Q, tt) /(Q, a ; P, 0 rfQ

et qui doit être vérifiée pour s <^u<^t.
Pour obtenir une solution très generalede l'équation fonc-

tionnelle (C), nous allons employer une méthode qui est due à
M. Fréchet [1 | , [2]. Cette méthode qui est fondée sur remploi
d'un procédé très fréquemment usité en Physique mathéma-
tique, consiste à chercher d'abord une solution particulière,
sous la forme d'un produit de deux fonctions A, B ne dépendant
pas des mêmes variables. Les variables intervenant dans le pro-
blème sont réparties en deux groupes, la fonction A dépendant
d'un groupe, la fonction B de l'autre. Alors une solution plus
générale est obtenue comme somme d'un nombre fini ou infini
de ces produits.

Dans le problème des probabilités en chaîne, / ( M , J ; P,Z)Û?P

est la probabilité élémentaire pour que l'état d'un système
physique, déterminé par v paramètres, et représenté par M à
l'instant s, devienne à l'instant t l'un des états d'un certain
ensemble élémentaire dP d'états. Naturellement, dans cette
interprétation la fonction/(M, s\ P, /), densité de probabilité,
devra être assujettie à des conditions particulières telles que
/ ( M , £ ; P, t)>o et l'on devra supposera <^u<^t.

Mais pour le moment, nous faisons abstraction des conditions
relatives des probabilités en chaîne et nous cherchons seulement
à vérifier l'équation fondamentale de Chapman-Kolmogoroff.

2. Solutions sous formes de sommes d'un nombre fini de
produits. — En appliquant à l'équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroflf la méthode précédente, nous sommes
ramené à chercher s'il existe des solutions de l'équation (C)
de la forme

n

(3) f (M, s; P, t) = 2 A,(M, *) B<(P, ')•
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Si cette fonction ƒ n'est pas identiquement nulle, il est
toujours possible de supposer que les fonctions A0(M,j), . . .,
Ayl(M, s) sont linéairement indépendantes pour au moins une
valeur de s quand M se déplace sur e; et de même pour les B;.

Il suffit de substituer l'expression (3) dans l'équation (C)
pour s'assurer que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction de la f orme

n

(3) /(M,s; P, 0 = 2 A , ( M , » )BI (P , 0

vérifie Véquation fonctionnelle

(C) /(M, s; P, t)=ff(M, s- Q, M)/(Q, u- P, t) dQ

est quey pour les valeurs de u telles que s <̂  u <^ t, les fonctions
A/(Q, u) et By(Q, w, forment un système biorthonomé sur V,
c'est-à-dire que Von ait

(4) [At(Q,u)Bj(Q,u)dQ = àiJ avec W = {^1^1

Nous voyons que des solutions de la forme (3) sont, sans se
préoccuper de toutes les conditions qui se présentent dans le
problème des probabilités en chaîne, des solutions de l'équa-
tion fonctionnelle (G).

Quand nous voudrons faire intervenir les conditions propres
au problème des probabilités en chaîne, nous verrons que les
solutions (3) ne peuvent convenir, et qu'il faut faire intervenir
des séries au lieu de sommes d'un nombre fini de termes. Mais,
néanmoins, M. Fréchet [2] a signalé un cas où les solutions que
nous venons de trouver sont les plus générales qui vérifient
l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff, quel que
soit l'ordre de grandeurs relatives des valeurs j , u et t. Il suffit
pour le voir de recourir à l'artifice que M. Fréchet a utilisé
dans une Note aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de
Paris (i). Cet artifice consiste à transformer l'équation de

(*) Comptes rendus, 198, 1934, p. 2o53.



Chapman-Kolrnogorofï de façon à pouvoir lui appliquer un des
résultats de la théorie de Fredholm. A cet effet, effectuons avec
M. Fréchet, d'abord sur,?, u et t une même transformation

où X(Y) est une fonction continue et croissante de s et qui varie
de zéro à l'unité quand avarie de — oo à + oc. Alors / (M, s\ P,z)
devient une fonction delà forme F(M,$; P, T) et l'équation (C)
devient

(5) F(M, S; P, T)= f F(M, S; Q, U)F(Q, U ; P, T) dQ.

Cela étant, cherchons maintenant celles des solutions de
l'équation (C) qui sont vérifiées, quel que soit l'ordre de gran-
deurs relatives des valeurs s, «, t. [Dans le problème des pro-
babilités en chaîne, on n'impose à / (M, s\ P, t) la condition
de vérifier (C) que si s<^u<^ î, de sorte que les solutions qu'on
va chercher ne sont peut-être pas toutes celles qui résolvent ce
problème.]

Dans l'hypothèse faite la variable U qui figure dans (5) peut
varier de zéro à i quand S et T sont fixes et Ton a, en intégran t
dans ces limites par rapport à U,

F(M, S; P, T ) = J T J T F ( M , S; Q, U)F(Q, U; P, T)^Q1 dû.

On peut écrire cette équation en appelant a, [3, y les
couples M, S; P, T; Q, U et en désignant par W la région de
l'espace àv + i dimensions décrite par y quand Q décrit V et
U varie de zéro à i et en posant K4(a, (3) = F(M, S; P , T).
On a alors

En considérant K,(a, (3) comme un noyau de Fredholm le
second membre n'est autre que le premier itéré K 2 de K< sur W.

Ainsi lorsque / ( M , s\ P, t) vérifie l'équation fonctionnelle
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de Chapman-Kolmogorofï quel que soit M (le raisonnement
subsiste si cette équation cesse d'être vérifiée pour des valeurs
isolées de w, par exemple pour u = s et u = ty ce qui a son
intérêt par la suite), le noyau correspondant K< (a, É3) est égal
à son premier itéré sur W, et par suite aussi à tous ses itérés
sur W.

Quand le domaine Wet la fonction K, sont tels que la théorie
de Fredholm s'applique, on sait que l'égalité de K1 et de K2 ne
peut avoir lieu que si K1 (a, (3) est de rang fini, c'est-à-dire si K,r
est de la forme d'une somme d'un nombre fini de termes de la
forme

Dans ce cas, / ( M , s\ P, i) est nécessairement de la forme (3)
et nous avons vu qu'alors les conditions (4) sont nécessairement
vérifiées et suffisent pour que (3) soit une solution.

On ne connaît pas de conditions simples à la fois nécessaires
et suffisantes pour que les théorèmes fondamentaux de Fredholm
s'appliquent. Mais on connaît des cas très généraux où ils sont
applicables. C'est par exemple ce qui a lieu, si w étant borné,
KM est borné sur W ou si plus généralement, l'intégrale multiple
de son carré, étendue à W,

f f[K±(.*,

est finie. C'est aussi ce qui a lieu quand W étant borné et
K4 (oc, (3) étant borné quand la distance oc(3 est supérieure à un

nombre positif, l'ordre de K1 est inférieur à celui de * -

D'après M. Giraud ( ' ) il en est encore ainsi quand W étant
borné et fermé et K< (a, (3) étant continu pour a yé [3, on a

Bull. Soc. math. France, C. R. des séances, 61, 1983, p. 28.
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°ù ^ - j - est une fonction décroissante et où / '^-^dt est une
t ^ Jo t

intégrale convergente.
En retournant k V et ƒ, on voit que la forme (3) obtenue est,

moyennant les conditions (4), la forme la plus générale de celles
des solutions de Véquation de Chapman-Kolmogoroff vérifiée
quels que soient s, u7 t, dans le cas où le domaine V étant borné',
on se limite aux solutions f de (C), qui sont assujetties aux
conditions très générales suivantes ;

(I) . / ( M , s\ P, t) reste borné quand M, P varient sur V et
que s et t prennent toutes les valeurs possibles ou, plus
généralement,

(II). L'intégrale multiple

f f dsdt f ! p(M} s; P, t) d\\ dP

est finie, ou encore

(III). ƒ (M, s', P) t) restant borné et continu quand la
distance M P ou la quantité t — s restant supérieure à un nombre
positif arbitraire, on a

où ^~l est une fonction décroissante et où ƒ —^-cfk est une

intégrale convergente, ou enfin, plus généralement,

(IV). Toutes les fois que V sera tel et que la fonction
cherchée f sera supposée telle, que le noyau K4(a, [i) soit
justiciable des théories de Fredholm sur le domaine W.

3. Conditions générales, des fonctions ƒ, relatives au pro-
blème des probabilités enchaîne. — Si Ton avait été conduit par
une voie purement mathématique au problème de la résolution
de Péquation (C), on se serait tenu comme très satisfait du
résultat précédent, où les conditions imposées à / (M, $; P, t)
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auraient paru assez lâches pour se prêter à toutes les appli-
cations.

Cependant, comme M. Fréchet [2] Ta démontré, aucune
d'elles ne convient au problème des probabilités en chaîne, et
aucune des solutions sous la forme (3) de la somme d'un
nombre fini de produits ne sont alors acceptables.

Comme la fonction / ( M , s\ P, t) supposée continue repré-
sente la densité de probabilité pour le passage de l'état M à
l'instant s à l'un quelconque des états P d'un certain ensemble r
d'états à l'époque t, elle doit satisfaire à Téquation fonction-
nelle (C). Elle sera en outre positive ou nulle

(P)

pour tous les états M et P dans V et pour toute valeur positive
de s et de t.

Si le système matériel mobile se meut d'une manière
continue, il ne peut franchir une distance finie MP que pendant
un temps t fini et différent de s, par conséquent si les états M
et P sont deux états différents, on a

(6) / ( M , 5 ; P , s ) = o

pour t = s et M ?é P.
Si l'état P coïncide à l'état M, la fonction / ( M , s] M, t)

ne sera plus continue, et elle deviendra infiniment grande
pour t = s,

(7) / (M,*; M, 5) =+oo .

Nous voyons que, l'hypothèse de l'existence d'une probabi-
lité élémentaire/(M, s\ P, t)dP ne peut être acceptée entière-
ment. Une exception devra être faite pour le cas où l'on a, à la
fois, s = tet M = P.

Ceci étant, revenons à la probabilité qui pourra être
représentée sous la forme GJ(M, S\ P, t). Il est bien clair que,
pour $=zt, cette probabilité sera égale à l'unité quand M
appartient à p, et à zéro dans le cas contraire. Une hypothèse
différente reviendrait à admettre la possibilité de sauts instan-
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tanés (qui, comme les chocs et percussions, ne peuvent être que
des conceptions approchées des phénomènes réels).

Demandons-nous si Ton peut représenter ©(M, s\ ç, s) sous
la forme d'une intégrale de Lebesgue

, s; o, s)= f , s)dP;

on remarque que si Po — M et si c, entourant Po est assez petit
pour ne pas contenir M, on aura

Si ƒ est continue en P, près de Po, et si v tend à se réduire
à Po , cette égalité nous montre que

(8) / ( M , * ; P 0 , 5 ) = o

pourM = P0 .
On en conclut qu'il est impossible de représenter œpour s= t

sous la forme

TZ(M, s; v, s)= f f (M, s; P , s) dP

quand M appartient à v. En effet, dans ce cas, le premier membre
est égal à l'unité et le second membre / ( M , s] P, t) est nul
quand P varie sur tout le domaine d'intégration p, sauf peut-
être quand P vient en M. Même si Ton attribuait à / ( M , r, M, s)
une valeur infinie, l'intégrale du second membre serait nulle et
Ton arriverait à l'égalité i = o. Dès lors nous voyons bien qu'il
est possible de faire les hypothèses simplificatrices; que

(8 bis) , s] v, t)=ff(M, s; P, t)d,

et que / (M, s\ P, i) est par rapport à P une fonction continue,
mais à condition d1 introduire une exception pour la possibilité
de la représentation (8 bis) de GJ(M, S\ V9 t) quand M apparte-
nant à c, s est égal à t, et pour ƒ (M, j ; P, t) quand, à la fois,
M = P et s = ,̂ cas où l'existence même de f doit être déniée,
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sans qu'il suffise de supposer ƒ disconûnu ou même infini pour
cet ensemble d'égalités.

Il en résulte en particulier qu'il n'y a pas non plus lieu de
supposer l'équation de Chapman-Kolmogoroff vérifiée quant
à la fois M = P et s = r, ni même de supposer qu'elle ait dans
ce cas une signification.

En envisageant le cas des probabilités en chaîne nous allons
montrer (1) que la solution (3) doit être rejetée. En effet,
remarquons qu'en vertu des conditions (4) on a

[ n -i n.

2 A,(M, *)B,(P, *) rfP=2

s).

Or, en vertu de (8) le crochet est nul quand P est distinct
de M, si ce crochet représente/(M, s\ P, t). La quantité sous

le signe ƒ étant nulle sur V, sauf peut-être quand P vient en M

l'intégrale est nulle et par suite Ay(M, s) serait nul quel que
soit $, quel que soit M sur V et pour toute valeur entière dey
depuis o jusqu'à n. Par suite, contrairement à l'hypothèse, les
fonctions A/M, s) ne seraient pas linéairement indépendantes.

Donc la représentation de ƒ (M, J; P, t) par une somme de
la forme (3) composée d'un nombre fini de termes (le cas de
M = P et £== t doit être exclu) est impossible dans le cas des
probabilités en chaîne.

4. Solutions sous formes de séries de produits A,-(M, s)
Bf(P, t). — Cherchons donc s'il existe des solutions de l'équa-
tion fonctionnelle (C) qui seraient de la forme

(9) /(M, s; P, t) = 2 AB(M, *) Bn(P, t),

l'égalité n'ayant pas lieu quand les couples M, s et P, t
coïncident, cas où ƒ n'est pas définie.

H Voir M. FRÉCHET [2].
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Les termes du second membre seront encore définis dans ce
cas, mais la convergence pourra cesser sans inconvénient,
quand les couples M, s et P, t coïncident. Puisque dans le cas
où / ( M , s; P, t)dP est une probabilité élémentaire, on
suppose .?<£, la convergence de la série du second membre
pourra aussi cesser sans inconvénient pour s^>t.

Nous serons enfin naturellement conduits à nous limiter au
cas où, comme précédemment, les fonctions A,o Bm forment
encore un système biorthonormé sur V, c'est-à-dire vérifient
les conditions (4).

Mais alors on pourrait recommencer le raisonnement pour
prouver que les An sont tous nuls si Ton supposait qu'il y eut
convergence uniforme de

pour chaque valeur finie de s.
En sorte que nous sommes conduit à nous limiter aux solu-

tions de la forme (3) vérifiant les conditions (4) et pour
lesquelles la série

00

est supposée converger uniformément vers ƒ (M, J; P, Ï ) , quand
M et P varient indépendamment sur V pour chaque couple de
valeurs fixes de s et t telles que s <̂  t. On aura alors d'après (8 bis)
pour s<^i,

avec

et pour s = t on posera

oùo(M? v) = i si M appartient à v et 8(M, p) = o dans le cas
contraire.



Nous avons vu que la fonction ƒ (M, J; P, t) (la densité de
probabilité) doit être constamment positive ou nulle

(P) / (M, s; P, t)>_o.

Dans le problème des probabilités en chaîne on doit assu-
jettir la fonction ƒ à une autre condition

(T) f ƒ (M, s; P, t)dP =

5. Calcul des fonctions Ay(M, s), By(P, /). — Si Ton sait
que ƒ (M, s\ P, t) est de la forme (9) est-il possible de déterminer
les fonctions Ay? By connaissant/*.

Nous supposons que les Ay, B, soient biorthonormées sur V,
et la série (9) est uniformément convergente sur V pour s et t
fixes tels que s <^t. On voit que chaque fonction Ay(M, s) est
une des solutions de Véquation fonctionnelle

(H) X(M, s) = f f (M, *; Q, u) X(Q, u) dQ,

quel que soit le nombre u ^> s. De même chaque fonction By(P, t)
est une des solutions de Véquation fonctionnelle associée

(H') Y(P, 0 = /7(Q, «; P, 0 Y(Q, «)^Q,
t/ y

où w <̂  t.
Inversement, supposons seulement que / ( M , s\ P, ï) soit

une solution non identiquement nulle de l'équation (C) pour
s<C^u<^t, sans savoir si ƒ est de la forme (9). Cela suffit pour
assurer l'existence de solutions non identiquement nulles de
(H) et de (H r). En effet, puisque ƒ n'est pas identiquement
nulle, il existe M0J sQf et Po , t0, tels que ƒ (Mo, *0 ; Po , * 0 ) T ^ ° >

on aura alors la solution particulière, non identiquement nulle,
de (H)

X(M, * ) =

au moins pour s<^u<^tQ, et de même, on aurada solution
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particulière, non identiquement nulle, de (H')

Y(P,O=/(Mo,So;P, 0,

au moins pour $0 <^ u <^ t.
Connaissant une solution X(M, s) de (H), on en déduit une

infinité d'autres en la multipliant par un nombre indépendant
de M et de s. Et même, si l'on connaît plusieurs solutions (en
nombre fini ou infini) de (H),

toute combinaison linéaire de ces solutions

«0X0(M, s)-halX1(M, s)-h. ..

(supposée uniformément convergente sur V quand leur nombre
est infini) à coefficients a0, a^ . . . indépendants de M et s, sera
aussi solution de (H). Nous énonçons ici une propriété évidente,
qui appartient aussi aux solutions d'une équation homogène de
Fredholm, mais on notera que l'équation (H) n'est pas de ce
type bien qu'elle lui ressemble beaucoup.

En faisant varier Po , t0 la fonction / ( M , j ; Po , tQ) fournit
une infinité de solutions. On observera que ces solutions ne
peuvent se réduire à une seule par multiplication d'une
constante. Et même, si Von suppose que f (M, s; P, t) est une
densité de probabilité, solution non identiquement nulle de Véqua-
tion fonctionnelle (G), on peut en déduire V existence et la forme
d'une infinité de solutions de (H) qui sont linéairement indépen-
dantes.

Nous savons ( ' ) que pour chaque choix du couple P, t quand
celui-ci est fixé, la fonction

est solution de l'équation (H).

Remarque. — II n'existe aucune solution X(M, s) de (H)

( î) Pour les démonstrations de tout ce qui suit, dans ce paragraphe,
voir M. FRÉGHEÏ [2], p . 525-53o.
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qui soit orthogonale sur V à toutes les solutions de (H')? sans
être identiquement nulle. Et de même, il n'existe aucune solu-
tions Y(P, t) de (H') qui soit orthogonale sur V à toutes les
solutions de (H) sans être identiquement nulle.

Ceci étant, revenons maintenant au cas, où, déplus, ƒ est de
la forme (9). Alors, parmi les solutions linéairement indépen-
dantes, en nombre infini de (H), on pourra en choisir une suite
formant un système complet de solutions de (H), c'est-à-dire
un système de solutions de (H) en nombre infini.

X±{M,s), X,(M, s), . . . ,
telles que :

i° Aucune combinaison linéaire d'un nombre fini ou infini
(et alors supposée uniformément convergente sur V) ne soit
identiquement nulle sans avoir tous ses coefficients nuls.

20 Toute solution non identiquement nulle de (H) soit une
combinaison linéaire des Xn.

De même l'équation (H') possédera au moins un système
complet de solutions

Y , ( P . . 0 , Y 2 ( P ; t ) , .••, Y f l ( P , 0 , . . . .

Nous avons déjà vu qu'aucune des solutions X(M, s), non
identiquement nulles, de (H) ne pourra être orthogonale à
toutes les solutions de (H') et de même en permutant (H) et (H7).
En vertu d'une propriété connue, il en résulte alors que, con-
naissant les Xn, Y„, on peut former, par un procédé régulier
connu, des combinaisons linéaires de ceux-ci constituant éga-
lement des systèmes complets de solutions de (H) et de (H7), mais
qui seront biorthonormès sur V*

En résumé, nous voyons que :

i° Si une densité de probabilité / (M, s\ P, t) satisfait à
Véquation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff, chacune des
équations fonctionnelles (H) et (H') admet une infinité de solu-
tions linéairement indépendantes, et aucune solution non identi-

THESE OHAFFARI
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quement nulle de Vune ri*est orthogonale à toutes les solutions de
Vautre.

2° Pour qu'une densité de probabilité / ( M , s; P, t), satisfai-
sant à Véquation de Chapman-Kolmogoroff, puisse être mise, au
moins d'une façon, sous la forme

(9) /(-M, s; P, 0 = 2 A/(M, *) By(P, 0,
7 = 0

où la convergence est uniforme pour s <^t, et où les Ay, Bƒ
forment un système biorthonormé sur V, il faut et il suffit que
parmi les systèmes de solutions de (H) il en existe un qui soit
complet, et de même pour (H'). Si cette condition est idéalisée on
saura par un procédé régulier connu, déduire de ces deux
systèmes, deux systèmes biorthonormés grâce auxquels on pourra
mettre f sous la forme (9).

D'ailleurs il existe (p. 60) des solutions ƒ ne satisfaisant pas
à la condition ci-dessus.

Pour appliquer la condition précédente, il faut pouvoir
déterminer toutes les solutions de (H) et de (H').

G. Calcul des solutions de (H) et de (H'). — Nous connais-
sons déjà les solutions particulières non identiquement nulles

et

On peut déterminer toutes les solutions de (H) et de (H')
valables pour s et t dans un intervalle déterminé (a, (3) de la
manière suivante.

Toute solution X(M, s) de (H) dans cet intervalle sera
telle que

X(M, s)= f f (M, s- P, P)X(P, $)dP.

Inversementj prenons pour X(P, p.) une fonction arbitraire
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de P, soit <&(P) e t considérons la fonction

Elle définit pour s < (3 une fonction bien déterminée de M
et de s. Cette fonction vérifie Féquation (H) pour s<C^u
Car on a

;Q,«)f /'/(Q,«;P,P)*(P)rfPldQ

= f /(M,s;P?(3)— / /(M,$;Q,tt)/(Q,w;P,|3)rfQ(*(P)rfP==o.

De mêmej on obtiendra la solution la plus générale de (H')
pour t > a, «M« /a forme

Y(P, 0 = T/(M, a; P, 0

ou 4»(M) tfrf une f onction arbitraire de M.



CHAPITRE II.
CAS DU LESPACE À UNE DIMENSION.

7. L'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogorofï dans
un domaine illimité à une dimension. — Nous allons étudier, en
détail, des cas effectifs des solutions très générales dans le cas
d'une seule dimension (v = i).

En employant les notations ordinaires x, y et z au lieu de M,
P et Q l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroflf
s'écrit

(C) ƒ ( * , s\y, t)= ff(x, s; *, « ) ƒ ( * , u;y, t)dz.
v V

Conformément à la théorie générale, exposée dans le premier
Chapitre, nous cherchons comme solutions formelles de l'équa-
tion (C) des solutions de la forme

où les A7i et Bn forment un système biorthonormé sur V; on y
arrive en particulier en prenant

où les <DH forment un système orthonormé dans Tintervalle V,
c'est-à-dire que l'on ait



et

d'où

par suite

i = / An{x,s)Bn(&,s)dx = an{s)bn(s);

an{sY

Un exemple de solution ayant été déjà fourni dans le cas
où V est un segment fini, nous allons chercher des exemples
de solutions dans le cas où le domaine V d'intégration s'étend
à l'infini, soit dans les deux sens, soit dans un sens.

a. Cherchons un système orthonormé simple sur (— oc -h oc),
un tel système, entre autre, est comme nous le verrons plus
loin (p. 25).

!
e *

où HB(o?) est Ie /itème polynôme d'Hermite, défini par la rela-
tion (16) ci-dessus et où on a posé yn= 2"/i ! v/r..

Donc

(A)

J„0', 0 = én-

par conséquent (12) devient

:2£(0
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6. Comme nous verrons dans la suite (p. 34) le système

est un système orthonormé sur (o, +00), et L'f (a?) est le nibma

polynôme de Laguerre qui sera défini par la suite (p. 3o).
Nous avons donc

(B)

\n{x, s) = aH(s)W(a>) = an{s)

par suite, la relation (12) devient

s; j , t) =
n—d

"

avec

Dans la suite, nous aurons besoin de quelques propriétés des
polynômes d'Hermite et de ceux de Laguerre, par conséquent,
nous allons les rappeler sommairement.

RAPPEL DE QUELQUES PROPRIÉTÉS
DES POLYNOMES D'HERMITE ET DE CEUX DE LAGUERRE.

8. Les polynômes cl'Hermite à une variable. — Hermite [1]
a introduit une famille de polynômes à une variable qu'il définit
comme les coefficients des puissances successives de a dans le
développement de la fonction e2"*-«2 (dite la fonction généra-
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trice d'Hermite)

(x5) e"-—- 1

pour x quelconque dans (— cc + ao) et \a \ <^ oo.
Hermite a montré que le polynôme H„(a?) s'exprime d'une

manière élégante par la dérivée nième de la fonctiou e~x*

(16) Hn(.r) = (-i)»^^(e^).

De cette dernière relation on tire

(17) H B ( -*) = (-i)»Hn(*).

On voit que les polynômes Hn(a?) sont pairs ou impairs sui-
vant que l'indice n est pair ou impair.

Certains auteurs ont considéré les polynômes d'Hermite

Hn(a?), avec le poids e 2 , définis par

(16') Hn(^) = ( - i ) » ^ ^

9. Formules de récurrence et équation différentielle des
polynômes Hn(a?). — L'une des propriérés remarquables des
polynômes Hrt(a?) est que la suite de polynômes Wn(œ) forme
une suite harmonique, au sens de Niels Nielsen [1], c'esl-à-dire
que la dérivée de l'un d'eux est égale au polynôme antécédent
multiplié par un facteur constant.

En effet, en dérivant la fonction génératrice (i5) par rapport
à a?, puis en remplaçant dans le premier membre l'exponentielle
par son développement, on obtient la relation

(18) jj° =2/iHn_,(#), n = i, 2, 3,

En dérivant la fonction génératrice (15) par rapport au para-
mètre a, et en identifiant dans les deux membres le coefficient
de an~\ on obtient une relation de récurrence liant trois poly-



nomes consécutifs H„, H,^, et H ,^

(19) Hn(a?) — ïxlin-^x) -t- a ( / i — 1) Hn_i(a?) = o (« = 2, 3, . . . ) .

Niels Nielsen [1] a démontre que la seule suile de polynômes,
vérifiant simultanément l'équation fonctionnelle (18) et l'équa-
tion aux différences finies (19), était la suite des polynômes
d'Hermite, de sorte que l'ensemble des deux relations (18) et
(19) est caractéristique des polynômes d'Hermite.

Connaissant les polynômes Ho = 1, H1 =2J? la relation (19)
nous donne, de proche en proche, les polynômes H2, . . . ,
H,,, . . . , et Ton obtient aisément l'expression générale du
polynôme Hn(a?)

X — 2

OU

(2o)

Donc HK(a?) est un polynôme de degré n qui ne contient que
des termes de même parité que x11.

En remplaçant dans la relation (19) les polynômes H^^ {oc)
et Hft_2(j?) par les expressions équivalentes

e t

On voit que le polynôme Hn vérifie l'équation différentielle
du second ordre et homogène

(21) R'H(&) — 2it*IIn(a?) -f- 2nHH(œ) = o (n = o, 1, 2, . . . ) .

Dans la formule (i3) figurent des fonctions

(22) Dn(a0 = e"Hft(.*')*

de telles fonctions sont appelées souvent sous le nom de f onc-
tions du cylindre parabolique, elles s'introduisent dans l'inté-
gration de Téquation de Laplace AU = o (cas de l'espace à
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trois dimensions) dans le système des coordonnées paraboles
homo focales.

L'équation différentielle (21) se ramène, en introduisant la
fonction du cylindre parabolique, définie par (22), à la forme
réduite

(23) ü'n{x) •+- [(2/1 + 1) — JG1] D7i(.r) = o,

c'est l'équation d'Hermite ou de Weber.
Par suite les fonctions

satisfont à l'équation différentielle d'Hermite

( 23 bis) cp"t (,r ) -h [( 2 n 4-1 ) — ̂ -2 ] o„ ( x ) = o.

10. Orthogonalité des polynômes Hn(cv). — Hermite a établi
pour ses polynômes Hn(a?) une propriété d'orthogonalité

(a'j) j e~x'l\m{a')]\a(3p) djc = o, avec my^n

et

(^5) / e-^ll^ (^() c?ic = inn ! \ r^ avec m = w

pour /w, n = o, 1, 2, . . . .

En tenant compte de ces relations on peut voir facilement
que les fonctions T)n(x) forment un système orthogonal sur
(—00, +00).

La relation (25) nous permet de trouver le facteur yn pour
normaliser les fonctions <pB(a?).

Ceci étant, rappelons que la suite

est une suite illimitée de fonctions qui forme un système ortho-
normé et complet (ou ferme) sur (— oc, + oc), c'est-à-dire que :

a. Les fonctions <fn(?c) sont de carrés intégrables sur



(— 30, -+- ao), en d'autres termes

•-'—oc

est finie ;

b. On a

/><
on(x) dx = im.n\

c. Le système de fonctions yfl(x) est complet (') sur (—oc,
-4-oo), c'est-à-dire que pour toute fonction F (a;) de carré som-
mable sur (—oo y +00), on a l'égalité de Parséval

/=o

avec c'=£
Remarquons que (2) l'intégralité bien connue

r f! -1

L \'n J

est valable pour x quelconque dans (—oc, +oc) ; cela veut
dire que

(27)

e'1 sjznn\

où K est une constante indépendante de x} sa valeur est calculée
par G. V. L. Charlier [1], a, p. 62, 6, p. 67,

1̂  = 1,086435,

on voit même qu'elle est indépendante de n.

(J) On trouvera des indications sur ce point dans le livre de G. \ JTAM

et G. SAUSONB [1], p. s5^ a n .

(-) Voir E. KOCWBETLIAXTZ [1], p. if\o et M. JACOB [) ], p. 6.
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Observons enfin que F. G. Mehler [1] a trouvé la relation

(a8) ^ • „ w i m ) ^ / ^ , , , )$)>

où | 0 | < I.

J1. Les polynômes d'Hermiteà deux variables. — Les poly
nômes H,,(a?) sont définis par le développement

où o(x) est une forme quadratique à une variable

Introduisons la forme quadratique à deux variables

définie et positive.
L'invariant ou plutôt le discriminant de cp(a?, y) est

A = t > o.

Si l'on prend le développement de l'exponentielle

selon les puissances des constantes // et k (arbitraires) comme
fonction génératrice de polynômes à deux variables, qu'on
désigne (d'après Hermite) par le symbole Hm „(a;, r) ,

_—- f}m In
e~^ »-/'»!-/ — <>-*> > i \ —— — ïl C y- a ^

avec

Si l'on applique la formule de Taylor à (29) on aura

<3o) »i»nUo) = ( - 0 " - n e f ^ H 5 ^ - [ ^ ( , + o ] ,
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analogue à

(16) Hn(a?) = (-i)»^^(e^).

La forme <p(a?, y ) est identique à son adjointe (*) par consé-
quent Hm)7l(a?, j ) se confond avec son polynôme adjoint, au
sens d'Hermite, et Hm>n(a7, y) dégénère en un produit des
polynômes H à une variable

(3i) UmA^7) = ttm(x)En(tr).

En se reportant au (3i) on voit que, quand l'un des indices
est nul, HmjH(;r, y) s'exprime simplement par un polynôme H
à une variable

Hml0(a?, j ) = Hm(a?), car H 0 ( J ) ~ I ,
Ho,n ( ^ 7 ) = H„ (j), car H0(#) = i.

12. Orthogonalité des polynômes H„,iW(a?, j ) . — La propriété
d'orthogonalité des polynômes Hrt(a?) s'étend aux polynômes
H„vi(x, j ) par un raisonnement facile on peut démontrer que

D'une façon générale l'intégrale

ƒ ƒ er&+>*> Ilm,n(^ y) HPl7{x, y) dx dy

est nulle tant que l'on n'a pas à la fois

m=p, n~q.

Il est bon de remarquer qu'en général le polynôme Hmjïl(a?,y)
vérifie un système de deux équations aux dérivées partielles du
second ordre données par Hermite, mais grâce à la forme par-
ticulière de Ja forme quadratique ç(#, y) — x--\-y~, le système
d'équations aux dérivées partielles du second ordre dégénère à

( J) Voir IÏERMITG [1]; AVPELL et KAMPÉ DE F/ÏRIET [1], p . 363 et suiv.
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un système d'équations différentielles linéaires du second ordre
et homogènes

(32) , 4 , H m

Tandis que ces deux équations contiennent séparément les
indices m, n l'équation obtenue en faisant la somme

( 3 3 ) Â * T ây2

dx + J -
hnn(j; y)~l

dy ' J

ne dépend que du degré (m+n) de ce polynôme, Téqualion (82)
est donc vérifiée par les polynômes H„l)B(a?, j ) d'un degré (m + h)
donné.

Si l'on considère seulement la première équation de (32),

.. d-llmn(œ. y) dHmn(jc, r) T I / N

<29 ) V ; "• — 2 ^ dx + 2 W l H™.»(^ J ) = 0^

elle est vérifiée par
H (

Si Ton substitue cette solution dans la deuxième équation
de (29), on voit que

de façon que
Hm(^)H ï l(j) = Hm,B(^ y)

est une intégrale du système (32) et par suite de (33).
Si nous posons

3+3'2

si nous substituons Dmi„(a?, j ) dans le système (3a), nous
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aurons
„ "M* -h \(2m + 0 - ,

(3a')

En faisant la somme on a

(33' ) à~®™*n - j - d~^™>H H- [2

On peut montrer, comme précédemment, que

est une intégrale du système (32;) et de l'équation (33')*

1 3. Les polynômes de Laguerre. — On définit les polynômes
de Laguerre comme les coefficients des puissances de z dans le

TV

développement de la fonction génératrice (r — z)~{CM)e x~z

(35) ( i - s

pour œ quelconque dans (o, +oc) et \z | <̂  J ; on trouve que

(36) (-i)-LW

— fEÜ _,_ V / ,\m (« + ») (« + w — i ) . . .(a + n — w H- i) w
-nl^~2d{-1} m\(n-m)\

ou encore
n

(360 (~ O'lM?>(̂ ) = y ( - i)»' —n r(a-+-/z-hi)

où F(a) indique la fonction Gamma, appelée aussi intégrale



— 31 —

eulérienne de seconde espèce, définie par

"t-' cU,

pour a ̂ > o.
Pour x = o? on a

( 3 7 ) L » ( o ) =

où A^a] est le coefficient de ztl dans le développement de binôme
\l *> )

La relation (36') nous permet de trouver (*) l'expression
diflerentielle des polynômes h(

ff
](x)

(38) Ltf^)=û^f-^i(^^^) (/i = i,a,3,...).

Si I o n pose

(39) ? ( * , j ) = (i --)-*«+"« '"',

on aura

(40) ( I _ s ) i ^ = [(a + I ) ( 1 _ S ) _ 3 : ] ? ,
es

En dérivant la relation (35) par rapport au paramètre z et
en identifiant dans les deux membres, en tenant compte des
relations (3g) et (4o), le coefficient de zf\ on aura

(40 (« + i)L(fjl(^)

en convenant que

Comme

(x) On consultera surtout pour tout ce qui concerne les polynômes de
Laguerre le livre de G. VITÀLI et G. SANSONE [ l ] (p. i83-242); de
L AGI ERRE [1] ainsi que les trois memoires [1], [2], [3], de E. KOGBETLÏANTZ.
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la relation récurrente (4i) permet de calculer de proche en
proche les polynômes IJf(œ).

14. Relations différentielles entre les polynômes L^](a?). —
a. En dérivant la relation (36') par rapport à a?, on a

'i—l

_ , y» Y(g-±-n-

i = o

et aussi

^ V ( _ x y» r ( Q C + ^) xn-,n
- ^ /M ! (n — /n — 2) ! (a -h n — m)
nt=zo

Si Ton somme ces deux relations, on aura

£± v ; m ! ( n m i) ! T{a -h n — m) *

c'est-à-dire

(43) Lifl,(j7)= ^.[Lj*!,(^)-

b. Remarquons que le second membre de (42) représente

on a donc

(44) ^ MfH )̂ = - US11 (« = o, i, 2...),

par suite, nous voyons que la suite des polynômes de Laguerre
L^^a?) ne forme pas une a suite harmonique », au sens de Niel
Nielsen (p. 23).

c. Dérivons l'expression (41) P a r rapport à a; et tenons
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compte de relation (43), on a

(45) ^ ^ L i f ï ( ^ ) = nLif)(^)-(» +

Les deux relations (43) et (45) nous donnent

(46) (n+*)^U*l{{i) = nL[f)(x) + {n + a-x)£

En dérivant (45) par rapport à x et en remplaçant

(n + a) T- Lt
/J!ll (a?) par sa valeur tirée de (46) on aura Péqua-

tion différentielle des polynômes \J*](œ)

x

ou encore

(48)

15. Orthogonaüté des polynômes U£](x). — La relation(48)
nous permet de démontrer les deux relations suivantes :

(49) f e~*L${x)LM{x) dx = o

(m yen] « > —i)

et

(5o)

( a > ~ i ; « = o, i, 2 . . .)•

Cette dernière relation nous permet de trouver le facteur

pour normaliser les fonctions ^ ( a ? ) que nous avons intro-
duites (p. 22).

Ceci étant, rappelons que la suite illimitée de fonctions

TIIKSE GHAFFARI
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où

T'2(n -h «H- i)

forme un système orthonormé et complet {pu ferme) sur (o, + oo ),
c'est-à-dire que

a. Les fonctions ^(a^sont de carrés intégrables sur (o, + oo ),
ou ce qui revient au même

f W£Kx)]*dx

est finie;

b. On a

f U«)(a!)L{«>(a?) «fa = «„,,»;

c. Le système de fonctions L{"}(x) est complet (*) sur (o, -+- ao),
c'est-à-dire que, pour toute fonction G(a?) de carré sommable
sur (o, + oo)? on a la relation de fermeture

y = 0

avec

Récemment E. Kogbetliantz [1], (p. I 49~I58 ) ; a démontré
l'inégalité

qui est valable pour toute valeur de a et quel que soit x

(1) Voir G. VIT AU et G. SAXSOXE [1], p. 210.
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dans (o, + oo). On voit de même que

(52)
T ai

e1

où T est une constante indépendante de x.
Remarquons enfin que, d'après E. Kogbetiiantz [3], p. n ;

on a

en posant z = 2 ^ g le symbole I^(^) désigne comme tou-

jours la fonction de Bessel

Ia(z) = i~a Ja(i'^), avec i = \/—i

ou encore, d'après une propriété des fonctions de Bessel (1),

où z est positif et a est un entier.
Si nous prenons, en particulier, pour a des entiers positifs

ou nuls, auquel cas correspondrait

on voit d'après (54) que le premier membre de (53) sera bien
positif.

16. Sommabilité des séries d'Her mite et de celles de
Laguerre. — Dans les chapitres qui vont suivre nous rencon-

(*) Voir E.-T. WHITTAKER and G. N. WATSON [1], Chap. XYÏI,
p. 372-373.
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trerons des series dites des séries-noyaux telles que

(H)

et

relatives aux systèmes de polynômes d'Hermite Hn(x) et de
ceux de Laguerre L(,f (a;) dont les premiers sont orthogonaux
avec le poids e~x% dans l'intervalle ( — 00, +00) et les deuxièmes
avec le poids a?a<r~r dans l'intervalle (o ,+00) , en suppo-
sant a ^>— 1.

E. Kogbetliantz [2] a démontré que ces séries (H) et (L)
représentent zéro partout, pourvu que Pon ait x^y. En
effet, bien qu'elles soit divergentes, elles sont néanmoins som-
mables par la méthode des moyennes arithmétiques et som-
mables avec une somme nulle

(55) ^

et

Observons en passant que l'étude des séries-noyaux des diffé-
rents systèmes orthogonaux a abouti jusqu'à maintenant au
même résultat qui parait être général, une série-noyau du
type (H) ou (L) représente zéro pour œ~éy, même si elle
diverge, car elle est sommable par tel ou tel procédé de som-
mation régulière avec une somme nulle.

Il serait extrêmement important de former un système de
fonctions orthogonales tel que la série-noyau correspondante à
ce système soit sommable pour x?£y, mais avec une somme
non nulle partout, car un tel système, s'il peut exister, présen-
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terait sûrement des propriétés bien curieuses en ce qui concerne
les développements suivant les fonctions de ce système.

Remarquons enfin que, d'après le même auteur, pour œ = y
les séries-noyaux (H) et (L) divergent essentiellement c'est-
à-dire que

(57)

et

L'étude des différents systèmes orthogonaux indique que
les séries-noyaux du type (H) et (L), généralement divergentes,
sont sommables pour x^éy avec une somme nulle, sauf
pour x =y quand elles divergent essentiellement.



CHAPITRE III.
SOLUTION DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE

DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF SOUS FORME DE SÉRIE
DE PRODUITS DES POLYNOMES D'HERMITE.

17. Solution sous forme de série de fonctions du cylindre
parabolique. — En tenant compte de la relation (34),
f(cc,$;y, t) se met sous la forme

(59)

où Dn(œ) est une fonction du cylindre parabolique, définie
par (22).

Reprenons la relation

( 1 2 )

où le système <pft est un système orthonormé et complet sur
(—oc, +00).

En posant

la série (12) s'écrit

(60) f(x, S] y, t) =

18. La convergence uniforme. — Avant d'aborder la ques-
tion de convergence uniforme de série (60) pour s<^ t, faisons
quelques remarques générales sur les fonctions an(s).

Les fonctions an(s) étant supposées toujours différentes de
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pour qu'on puisse former le rapport -—^ , si Ton veut

se borner au cas simple où elles sont continues, ces fonctions
seront d'un même signe constant. Et comme la série (6o) ne
change pas en remplaçant les an(s) par — an(s) on pourra sup-
poser que toutes les f onctions an(s) sont constamment positives.

Puisque nous cherchons seulement un exemple, nous nous
contentons de prendre le cas où

(61) en{s, o = ^T~{~[HS> *)]"

avec

(62) #(*,*) =

quel que soit ny et en supposant les fonctions a(s) positives et
constamment croissantes.

En tenant compte de ces considérations la série (60) devient

(63) f(x, s- j>, ^^

— e

Occupons-nous maintenant de la convergence uniforme de
la série (63) pour s<t, puisque c'est ce cas qui se présente
dans le problème des probabilités en chaîne.

Comme a(s) est une fonction différente de zéro positive et
croissante on a

a(s) <a(t) pour s<Zt.

Donc

par suite 9'1(J, t) tend vers zéro lorsque n -> 00.
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Cela étant, d'après les inégalités (26), (27) on a

1 .%*

donc

ensuite

et

VY*

K2

La série y — Ôrt ==:—V6"(^? z) étant une progression

géométrique de raison inférieure à l'unité, la série (63) est
absolument convergente. Comme 6(J, i) est indépendante
de ce, y, la série (63) est normalement convergente, au sens
de R. Baire, quand s, t restant fixes, x et y varient arbi-
trairement.

En résumé, nous voyons que la série (63) est normalement
convergente, donc uniformément et absolument convergente
pour s7 t fixes et s <^ty œ, y variant arbitrairement,

19. Conditions (P) et (T). — Comme le cas de s<^t se pré-
sente en calcul des probabilités en chaîne, voyons si la fonc-
tion f(cCy s\ y, £), représentée par la série (63), vérifie les
conditions (P) , (T).

Pour se rendre compte que la fonction /(a?, s;y,t) vérifie la
condition (P) pour -y<^5 remarquons que, d'après la formule
de F. G. Mehler [i] , on a

( 2 8 ) * ( - :

pour16 j <̂  1.
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En multipliant les deux membres de (28) par e 2 , on
aura

ou encore en prenant 6 = Ô(J, t)

(64) e-**i*+y***fa_ _p-
1}^r-y Hfl(^)H (7) ^

avec

2 I— 0- 2 ( l — 0")

et

Le premier membre de (64) est évidemment positif quelles
que soient les valeurs finies de x et y, par suite la fonction
f(poH s\y, i) est bien d'un signe constant et positif.

La série (63) est bien uniformément convergente et par suite
intégrable terme à terme, néanmoins elle ne vérifie pas la
condition (T).

Remarque. — Maintenant que la convergence de la série (63)
est établie, pour $<^tj observons que, d'après la façon dont
nous avons obtenu la fonction/(a?, s\y, f), sous la forme (i3),
elle satisfait à l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmo-
goroff

(G) f {os, 5; j , t)= I ƒ (#, 5; 5, u)f(z, u\y. t) dz

pour s<^u<^t.
Mais on peut s'assurer de ce fait par une vérification directe.
En effet, en substituant à ƒ, au second membre de (C), son
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expression (i3), on a

/

- p — o

J

< t ( j

VT/»

Nous avons déjà démontré que les sér ies^,^sous le signe f

sont uniformément et absolument convergentes, par consé-

quent leur p r o d u i t 2 e s t aussi uniformément et absolument
n,p

convergent. Admettons un instant que la série^sous le signe ƒ
nlP

puisse être intégrée terme à terme. Alors l'expression précé-
dente devient

2 f \an{s) «-•Vg.(.z)e-TH,(1) r ^ W e^H,W 1 ̂

(j) a^(w) e~TH/,(>y)

/ , = U

Mais en tenant compte des relations (24)> (25) l'expression
précédente s'écrit

an(s) e~^KH{x) e'^ H,,(j) _ f( ,
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Nous voyons que la série intégrée est la série (i3), par suite,
elle est uniformément et absolument convergente.

Reste à prouver que

-

Or le théorème relatif à l'intégration des séries cesse d'être
exact lorsque le domaine d'intégration s'étend à l'infini. Mais
toutefois nous allons voir qu'on peut démontrer la rela-
tion (65).

Auparavant rappelons le lemme suivant (*) :

LEMME. — Soit la série Zï/H(a?). Supposons que un(x) >opour
toutes les valeurs de n et de x et que

{66) ƒ
pour toutes les valeurs de c <^b {ou pour toute valeur finie de c).
On a alors

ƒ j 2 ««<*>} ̂ = 2 ƒ M*>
ou

f'
dans le second cas \, powvu quun membre de Véquation soit con-

vergent.

On peut laisser de côté la condition un(x) ^> o si les séries
qui figurent dans (67) et (67 à) sont absolument convergentes.
Dans ces conditions on peut résumer la proposition précédente
de la manière suivante :

Les résultats précédents restent vrais pour les f onctions un(cc}
de signe positif ou négatif, ou ayant les deux signes, powvu

(4) Voir E. C. TITCHMARSH [l] ,"p. 43-/15.



que Vune des expressions

ƒ {21 «»(*
ou

f j 2 1 M »^> 11dx> 2 f ' ! Un{œ) i ***
dans le second cas soit convergente.

En appliquant ce lemme aux séries doubles nous obtenons
précisément le même résultat.

Gela étant, nous avons vu que

f(v> s\y> 0 = ̂  J

est uniformément et absolument convergente, par conséquent
d'après le lemme qui précède la relation (65) est bien prouvée.

20. Solution de carré doublement sommable. — Remarquons
que la fonction /(a?, s ; y, £), définie par (64), est de carré double-
ment sommable sur (— oo ? -+- oc) pour s <̂  £, cela veut dire que
l'intégrale double

(68) 1(5, 0 = / " f f'2(x>s;7,

est finie pour s <^ t [la fonction I ( J , t) étant bornée ou non].
En effet, nous avons vu que / ( ^ , s ; j , t) peut se mettre sous

la forme finie

fias, s;y,t) =
\/T:(I

avec
I

a - — —r~

*=T=-



On a donc

OU

ensuite la relation (68) devient

-*'*» dy

ou encore

Mais

c
donc
](s, t)7ï(i -0*)= ^-j- I

a J-*

par conséquent

ou

Comme

on a

^ O < i pour s<t,

Cette dernière relation nous montre que I(.y? t) est finie pour



CHAPITRE IV.
RETOUR AU PROBLÈME BES PROBABILITÉS EN CHAINE.

21. Conditions supplémentaires. — Comme nous l'avons déjà
indiqué f (a?, $\y, t) représente la densité de probabilité, par
conséquent elle doit satisfaire à un certain nombre de conditions,
cités dans le premier Chapitre, que nous allons vérifier dans la
suite.

Nous avons démontré que ƒ(#, s]y,t)y définie par (63), est
une série uniformément et absolument convergente pour s, î
fixes et s <^ £, oo et y variant arbitrairement.

Cela étant, voyons ce que devient la série (63) quand t = $
et xjéy. Dans ce cas la série (63) se met sous la forme de la
série

(69)

Or nous avons vu (p. 36) que la série-noyau

(55)

représente zéro, étant sommable avec une somme nulle
pour Xyéy. Pour \cc—j|^£ la sommabilité de la série-

noyau (55), multipliée par e 2 c'est-à-dire la série (6g) est
uniforme dans (— 00, + 00).

On en conclut que la série (6g), étant divergente, est sommable,
uniformément dans (— 00, + QO ), par la méthode des moyennes
arithmétiques avec la somme nulle partout, pourvu que Von
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ait x?éy. Donc

(70) f(x,s;y,s) = o {

II est important de signaler que la série-noyau (55) n'est pas
sommable par les procédés d'Euler et Borel à cause de la lenteur
d'oscillation delà suite de ses sommes partielles quand n croît.

Reste le cas où on a à la fois t = s et a? = y (cas qui doit être
exclu dans les probabilités en chaîne), dans ce cas la série (63)
se mettra sous la forme

(71)

En tenant compte de la relation (67), on aura bien

(72) /(a?, s\ x,s) ~

par suite les deux conditions supplémentaires (6) , (7) sont bien
satisfaites ainsi que la condition ( P ) .

22. Limite quand le temps s'écoule. — Reprenons la série (63)
et étudions-la lorsque t croît indéfiniment, a(t) étant positive et
croissante, on a deux cas à distinguer :

i° a(t) tend vers l'infini avec t1 alors 8 ( J , t) = ^ j ~ tend vers

zéro.
Donc quand a?, y, et s restant invariables, t croît indéfini-

ment, on a en vertu de (63),

<73) lim / ( ^ 5 ; . y , 0 = 4 = c " £ L ^ " .

cette limite dépend de x et de y. La limite de probabilité
m(x, s\ vy t) qui ne peut dépendre que de a?, de v et de s.

x r _l!±i-2 <T^ r -11
(74) lim rs(x}s]^t)=z — / e * dy = —^-\e a dy

ne dépendra que de l'état initial caractérisé para?. Nous sommes
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dans le cas non oscillatoire ( ' ) , puique m tend vers une limite,
au sens ordinaire du mot, quand t -^ + oc.

2° Mais quand t croît, a(t) peut aussi tendre vers une limite
finie (positive), /, et c'est la seule alternative. Dans ce cas 9(J, t)

tendra en croissant vers la quantité a^s) = —y^ qui sera posi-
tive et inférieure à l'unité, on aura donc

(75) lim
Jn

cette limite et par suite la limite de probabilité es dépendent
complètement de Pétat initial caractérisé par x et s. Nous sommes
encore dans le cas non oscillatoire,

23. Une solution particulière. — Supposons que a(s) croisse
de zéro à + QO quand s croît de — oo à + oo, on pourra poser

a (s) — es,

S sera une variable croissant avec s. En posant

et

on aura

Alors /(ce, s] j , t) devient une fonction de la forme
F(a?, S; y7 T) et Téquation fonctionnelle de Gbapman-
Kolmogoroff s'écrit

(C) F(x,SV',T)

quand on repère les époques .y, t par les nombres S et T.

(l) Voir M. FRÉCHET [5], p. io.
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Et la série (63) devient à son tour

(76) f(x,s;y,t)=:f[

Seulement dans ce cas, quand £-> GO, on aura deux cas à
distinguer : ou bien T -> oc, ou bien T (restant négatif, ainsi
que S) tend vers zéro.

Il n'y a plus rien d'arbitraires dans F (a?, S ; y, T), définie
par (76), qui est une solution particulière de Véquation fonction-
nelle de Chapman-Kolmogoroff'(Gf). On en déduit la solution la
plus générale

(77) / (^; / ,O=F[^j3(*); j , (3(OL

où (3($) — L a(s) est une fonction variant de — oo à + oo et qui
à part cela est arbitraire.

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
AUXQUELLES SATISFONT LES SOLUTIONS

DE L'ÉQUATION DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF.

24. Les équations aux dérivées partielles de A. Kolmogorofî.
— A. Kolmogoroff a montré [1] (p. 4*5-458); qu'en assujet-
tissant les solutions de l'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff à certaines conditions très générales (concernant
les ordres de grandeurs des moments), on obtient une classe de
solutions de l'équation de Chapman-Kolmogoroff qui satisfont
aux deux équations aux dérivées partielles de la forme

(78) &(*,s)jfcf{*,s;y,t)

(79) 3p [B<-(y, t)f] - ± [A(j, 0 / ] -% =

THESE OHAPPARI
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où les fonctions A et B2 sont définies par

(80)

A = 0

sous la condition que le rapport du moment d'ordre 3 de la
fonction ƒ et du moment d'ordre 2 tende vers zéro pour

= o.

Remarque. — Nous allons montrer que : la solution de Véqua-
tion fonctionnelle de Chapman-Kolmogoroff que nous avons
donnée sous la forme (63), n appartient pas à la classe de solu-
tions considérée par A. Kolmogoroff.

En effet si elle lui appartenait, il y existerait deux fonc-
tions A, B telles que notre solution vérifie une équation du
type (78). Or en dérivant l'expression (63) de ƒ on a

àf -—-' ^ ù , dB
as JLU as 2"«!i/7r

7I>0 V

Un(y).

Car les séries obtenues en dérivant terme à terme la série (63)
sont uniformément convergentes quand or, y varient dans l'in-
tervalle (-— 00, + 00) et qnand, t restant fixe? s reste dans un
intervalle borné et en outres<^t. En substituant dans l'équa-
tion (78) on aurait

xin ^



Si nous désignons par U„{a?, ̂  £) la quantité eaire accolades
l'expression précédente s'écrit

(81)

La relation (81) ne peut avoir lieu pour toute valeur de y
entre — oo et + oc que si chacune des accolades est nulle, c'est-
à-dire pour chaque valeur de n, Un(a?, s, t) doit être nulle ; d'où

ou en divisant par Hw(a?)

(82) a ^ ; +

p o u r n = ^ o , 1 , 2 , . . . .

Gela n'est possible que si A(ar5^) et B(a>,s) sont identique-
ment nulles.

En effet, en faisant n = o dans la relation (82), on aura

et puis en faisant successivement, dans la même relation, n = 1,
1 àd

'6 ds*
n = 2et en éliminant^ -r- entre les deux relations obtenues,

on aura

( 8 4 )

qui diffère du rapport (83), ce qui prouve bien que la rela-
tion (82) n'est compatible que si A (a?, / ) , B(a?, s) sont identi-
quement nulles. Et alors 6 = ^ |~ serait indépendant de s, ce

qui est contraire à Thypothèse que a (s) est une fonction posi-
tive et croissante.



25. Équation aux dérivées partielles du second ordre à
laquelle satisfait la solution (63). — D'après A. Kolmogoroff
toute fonction qui satisfait à l'équation fonctionnelle de
Ghapman-Kolmogoroff satisfait à une équation aux dérivées
partielles du second ordre.

Il est tout naturel de se demander qu'elle est l'équation aux
dérivées parlielles du second ordre à laquelle satisfait notre
solution donnée sous la forme (63) ou (64).

F. G. Mehler [1] a montré que la fonction <E>(#,j,Q),
définie par (64)? satisfait à l'équation aux dérivées partielles
linéaires du second ordre suivante

à® Qd®
dx% dx dd

La relation (64) donne

(86) * ( ^ ^

où

p o u r

En dérivant l'expression (86) de $ on a

d8 dB'

dx

d*-<t>
1-2 •** ' *~cte^v~ ^ v

En substituant dans l'équation (85), on aurait

ou encore

(87)
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En remarquant que 6(j, t) = ^~~5 on a

df _df àQ _âf a'(s)9

ds~~ dB âs~ ÔQ a(ty
d'où

àf
d9 ~~ a'(s) as

et

a 9 # a £ £ l i

dd ~ af{s) as

par suite l'équation (87) devient

(88) £/(*,,;,,0+ »£$£ƒ(

Nous voyons que, si Ton suppose î, y fixes, la fonc-
tion ƒ (a?, ^; Ĵ , t) satisfait à l'équation aux dérivées partielles
du second ordre (88).

D'autre part, nous remarquons que, l'équation aux dérivées
partielles du second ordre (88) à laquelle satisfait notre solu-
tion (64) diffère de l'équation (78) à laquelle satisfait la classe
de solutions considérée par A. KolmogorofF.

26. Équation fonctionnelle de Smoluchowski. — Dans le cas
particulier où la fonction /(a?, s\y,i) ne dépend que de ce, y et
de la différence t — s, l'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff se réduit à l'équation fonctionnelle de Smolu-
chowski

(S) f{œJy,£+t')

27. Cas de Bachelier. — L. Bachelier a trouvé (̂  ) une solu-
tion particulière qui entre dans la classe de solutions considérée
par A. Kolmogoroff, il a considéré le cas où f{oo^s\y^i)
dépend de s,t et de la différence^ — œ. Dans ce cas les fonctions

(*) Math, Annalen^ JOk, 1981, p. 4r5-458.
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A(cc, s), B(a?? s) de l'équation (78) dépendent seulement de s
et de même les fondions A ( j , £), B(y, t) de Péquation (79)
dépendent seulement de t.

Pour le cas particulier où A(z) = o, B(z) = i, on a la solu-
tion non négative de (79) donnée par la formule de Laplace

(89) f{s, t,y-j;)=

pour ^ ^ ^ .
Cette solution satisfait aux deux conditions (P) et (T).



CHAPITRE Y.
SOLUTION DE L'ÉQUATION FONCTIONNELLE

DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF SOUS FORME DE SÉRIE
DE PRODUITS DES POLYNOMES DE LAGUERRE.

28. Convergence partout. — Reprenons la formule (i4) du
deuxième chapitre

OÙ

et où la suite illimitée de fonctions

- i , n = o , i , 2 ,

forme un système orthonormé et complet sur (o, +oo ).
En prenant

M ^ O = [6(5, 0]n,
avec

Pour

et en faisant les mêmes hypothèses sur a(s) que dans le troi-
sième chapitre f (ce, j ; j , ï) s'écrira sous la forme de la série

(90) f(*>s,y, 0

Occupons-nous maintenant de la convergence de cette série
pour £ < t.
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En vertu des inégalités (5i), (52) du deuxième chapitre,
nous aurons

_*r oc rp a _ i

\l X
d'où

et

par suite
T 2 V ( i \ •*

T2 a - -
< — n *8»{s,t);

\lxy
car

< I

pour a entier positif ou nul, hypothèse qui n'est pas incompa-
tible avec la condition a ^> — i.

Il est visible que la série

(91)
*** \]xy \Jxy *"*
n~Gv J v J n=

est convergente pour s < t et a?, y variant arbitrairement dans
l'intervalle (e, +oo), £ étant fixe et positif, par suite la série (90)
est absolument convergente dans le même intervalle. De plus
nous allons voir que la série (90) est convergente partout
sur (o, +oc). En effet, nous venons de montrer que la série(90)
est absolument convergente sur (e, + 00), cette convergence
subsiste lorsque £ tend vers zéro ou bien lorsque x et y varient
arbitrairement sur (o? + 00). Il suffit pour le voir d'observer
que chaque terme de la série (90) contient x et y en facteur.

29. Unifornité de la convergence. — II faut rechercher
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maintenant s'il y a l'uniformité de la convergence de la
série (90) pour s<^tet x1 y variant arbitrairement sur (e, + o o \
£ étant fixe et positif. Pour cela revenons à la série (91), nous
voyons qu'elle est convergente pour s < t quelles que soient les
valeurs de x et y dans l'intervalle (e + 00), ce qui nous montre
que la série (90) est absolument et uniformément convergente
pour s <^ t et x, y variant arbitrairement sur (s, + 00).

En résumé nous voyons que :

i° La série (90) est convergente partout sur (o, + oc) pour s-,
t fixes et s<^t.

20 La série (90) -est absolument et uniformément convergente
pour s, t fixes et s <^t, x et y variant arbitrairement en restant
toutefois supérieurs à un nombre positif fixe £, z étant aussi petit
que Von voudra.

En tenant compte de la convergence de la série (90)
sur (o, + oc) et de sa convergence uniforme sur (s, + oc), on
peut vérifier directement, d'une façon anologue au cas des
polynômes d'Hermite, que la fonction f{^^s\y^t\ définie
par (90), satisfait bien à l'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff

f{x,s\z} u)f(z, u\y,t)dz

pour s<^u <^î.

30. Conditions relatives au problème des probabilités en
chaîne. — Nous avons vu (p. 35) que

2 T{nlVii) L'*l(^ LÎ?»(J')«"

— 9

l£±
— 9 ^ J » ! (« + « ) !
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où a est un entier quelconque, par conséquent on a

(92) / ( * , 5 î i r , o 2

~ ̂  f ^ ( ^ + ^ i } U-\oo) L';f' ( y ) 6»

_ *
0 2 -

= — ~ Û e

[
« ! ( « •

Si Ton prend pour a des entiers positifs ou nuls? le dernier
membre et par suite f (ce, s; y, t) sera positif quels que soient #,
j dans (o, +00). Donc la fonction ƒ (a?, J; J,O> définie par (90),
satisfait bien à la condition (P), pourvu qu'on prenne pour a
des entiers positifs ou nuls.

Voyons maintenant si les deux conditions supplémentaires (6)
et (7) sont aussi satisfaites. Pour cela, cherchons tout d'abord
ce que devient /(a?, s\yy t) lorsque t = s et ocjéy. Or,

ƒ (a?) 5; j , s) =

mais nous savons déjà (p. 36) que

par conséquent, il est bien évident que

(93) /(a?, s; y, $) = o,

pour les valeurs finies et positives de a?? y\ ce qui prouve que la
condition (6) est satisfaite.

Il nous reste à vérifier si la condition (7) est remplie. A cet
effet, nous allons chercher ce que devient f (ce, s\y, t) lorsqu'on
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y fait simultanément t = s et x = y. On a

En tenant compte de la relation

(58)

on aura

(94) f(x} s] x, S)=H-QO,

quelles que saient les valeurs finies et positives de a?; ce qui
nous montre que la condition (7) est vérifiée.

En résumé, nous voyons que la fonction ƒ (a?, s\y<> t)9 définie
par (90), vérifie les conditions (P) , (6) et (7).

Étudions la fonction /(-a?, s\ y, t), sous la forme (90),
lorsque t croît indéfiniment. Comme cette étude se porte sur

le facteur 0(f, t) = —7—r> elle sera analogue à celle relative aux

polynômes d'Hermite et nous aurons le même résultat, c'est-à-
dire que lorsque t croît indéfiniment la limite de probabi-
lité cj(a?, s\ V) i)

lim vs(x? s ; v} t)

dépendra de l'état initial caractérisé par œ et 5, cela veut dire
que nous sommes dans le cas non oscillatoire.

On peut montrer, d'une manière analogue au cas des poly-
nômes d'Hermite, que la solution de l'équation fonctionnelle
de Chapman-Kolmogoroffj que nous avons trouvée sous la
forme (90) ou (92), n'appartient pas à la classe de solutions
considérée par A. Kolmogoroff.



CHAPITRE VI.
AUTRE MÉTHODE POUR RÉSOUDRE

L'ÉQUATION FONCTIONNELLE DE CHAPMAN-KOLMOGOROFF.

31. Solution sous forme «Tune exponentielle. — Dans ce
chapitre, en nous plaçant dans le domaine (— oo, -f- oo), nous
allons essayer de trouver une solution de l'équation fonc-
tionnelle de Chapman-Kolmogoroff, indépendamment de la
méthode exposée dans le premier chapitre, sous la forme d'une
exponentielle.

A cet effet, nous cherchons une solution de la forme

(95) f{x,s\ 7, 0 — A(5, ^e-N^^+^^VPT+c^/.r2],

les fonctions A(s, z), a(s9 *), b(s, t) et c(s, t) sont définies de
façon que /(ce, s; y, t) vérifie les deux conditions

(P) f(x,s\y, 0 > o

et

(T) ƒ f{x,s\J',t)dy = iî

de plus, elle doit satisfaire à l'équation de Chapman-Kolmo-
goroff

(C) f(x, s) y, t)= t f(œ, s; z} u)f(z, u; y, t) ch

pour s <^ u <^ t.
Nous commençons d'abord par assujettir ƒ(#, s\ y, l) à la
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condition (T), on a

•f ( /y ç • 1/ /A fj v ' A / ç ƒ Y

f I (Xr • o . F * L ) Lit y — iTu l O , fc I.

En posant

on aura

on a donc

(T)

si

(96)

ou encore

(97)

X

bx\
1r( bx\ v\c\y-\ 1 — Y avec c > o;

\ cc /

V c

J f{^S]yft)dy =

a ( s , t ) c ( s , l ) -

s, t)=±sja(s, t)c(s, 0,

En tenant compte des conditions (97), / ( ^ ? ̂ ; J , 0 s'écrit
de la façon suivante :

(98)
— [«( S 0 A* ± 2 a\ % l)c(s,t)xy + c(jr,f
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où l'on a posé

(

Doncƒ(£?? ^.X? 0? écrite sous la forme (g8)? vérifie bien les
deux conditions (P) et (T).

Cela étant, nous allons voir quelle est la forme des fonctions
U($, t) et V($, t) pour que la fonction ƒ, écrite sous la forme
(98), satisfasse à l'équation (C). En substituant (98) dans (C),
on aura

(100)

\ (5, M)

\ (s, u) \ (w,

7^
où Ton a posé

La relation (100) nous donne tout d'abord

ou encore

Et puis, en égalant dans la même relation, les exponentielles,
on aura les relations suivantes :

0
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ou, en simplifiant,

(io3)
 L ' ' ' \ ' : ^ 7 ) " ' ' ) = ' I ( '

(io5) V(, , t) =V2(g»")-»-U (",0-

Nous remarquons que les deux relations (102) et (io5) sont
les mêmes.

En considérant les relations (io3), (104) et (io5), on a

0
, t)

= V(i,«)-

/2(«, o. 0

V(s,t)V{s,

4-üJ(", «)•

0

Les deux premiers rapports de (106) nous donnent

ou, en posant

(108) R ( , , 0 = ^ l ,

(109) R(i, i)=zR(5, M)R(Ï/, 0

pour J < M < /. Nous sommes donc ramenés k résoudre l'équa-
tion fonctionnelle (109).

32. Solution continue la plus générale de l'équation fonc-
tionnelle R(j, t) = ~R(s, K)R(W, t}. — La recherche deâ fonc-
tions U(^, t) et y (sy t) nous a conduit à résoudre Yéquatioti
fonctionnelle (109). La solution la plus générale (continue ou
non, jamais nulle ou non, mais partout finie) de Véquation
fonctionnelle (109) a été donnée par M. Fréchet [6] (p. 8 et 3o) ;
nous allons donner un résumé cblicernant là solution continue
la plus générale de (109).

Nous laisserons de fcQté la solution continue évidente
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R(^, z) = o. Rappelons que les solutions non nulles de (109)
sont de la forme

(110) R(s,t) = $& Pour s<t;

où g(s) et g(t) sont toujours, par hypothèse, finies et 7^0,
c'est d'ailleurs la solution jamais nulle de (109) la plus générale.

R ( J , t) reste toujours positive, et du reste quand R(/, t) est
continue, non identiquement nulle et donnée g(t) sera posi-
tive et continue. Réciproquement, si g(t) est une fonction
toujours ^ o et donnée arbitrairement, alors pour que le

quotient R(J , t) = ~^ soit continu par rapport à l'ensemble (*, z),

il suffit évidemment et de plus, il faut que g(s) soit continue.
De plus g(s) étant continue et ^ o garde un signe constant,
alors en écrivant, au besoin

on pourra supposer que g(t) reste positive.
En résumé, toute solution continue R ( J , t) de l'équation

fonctionnelle (109) ou bien est identiquement nulle, ou bien
est constamment positive. Et la solution continue non identique-
ment nulle la plus générale de (109) est représentable sous la J'orme

(no) R(*, O = j|fy pour s<l,

où g(t) est une fonction continue positive arbitrairement choisie.
Cela étant, revenons aux équations (108) et (110) et rem-

plaçons t par M, elles deviennent

(m) R(j, u)=^{,S' "i = 4 4 Pour s<u>

cette dernière relation nous donne
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par suite la relation (io3) s'écrit

, t) _XJH
T .

ou, en simplifiant,

{ ó) ÏP(s, t) ~" Uâ(5, a) ' U*(«, 0

Si Ton pose

f I I 3 ) devient
• • • • o

ou encore
(n5)

en posant

(n6)

la relation (i 15) s'écrit

(117) ty(s, t) = ty(s, u)ty(u, t)

pour s<C ti <^t.
Nous savons déjà, d'après (1 io), que si ^(-^ t) est continue,

elle est de la forme

D'où, en vertu des relations (114), (116) et (118) on a

(119) ?(5,0 = L+(*, 0 = L/*(O-

où l'on a posé
H1(s)

La relation (119) peut s'écrire

TI1RSK OHAPPARI
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avec

Alors g{s) étant positive, on voit que H sera une fonction
croissante. En tenant compte de l'expression de U2(.r, H),
donnée par (120), la relation ( n i ) donne

Par conséquent, pour que la fonction f(œ, s; y, t), écrite
sous la forme (98), vérifie l'équation fonctionnelle de Chapman-
Kolmogoroff, il faut que les fonctions U(.y, t) et Y(s, t) soient
de la forme

(122)

En vertu des relations (122), la fonction ƒ s'écrit

([23) / ( , J , ; J ; 0 =

avec s = ± 1.

33. Autres conditions à réaliser, — Pour que la fonction ƒ,
définie par (ia3), représente la densité de probabilité il faut
qu'elle vérifie, en plus des conditions (P), (T), les deux condi-
tions supplémentaires (6), (7). Pour cela? cherchons tout
d'abord ce que devient f (ce, s,y7 i), définie par (i23), quand
xy^ y et t = s. Il faut distinguer deux cas suivant les valeurs

Cas de z = + 1. — En posant

/s'écrit
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Or pour ac^éy et t = s, À devient infiniment grand, par
À

suite -j tend vers zéro, il en est de même pour le premier fac-

teur, de façon que
(i25) ƒ (a?, .?;/, s) = o pour x ^ r .

La relation (i25) nous montre que, dans le cas où E = + I ,
la solution (128) vérifie bien la condition (6).

Cas de z = — 1. — Dans ce cas/(a;, .y; j , t) s'écrit

(«6)

En prenant en particulier la valeurs = — y (puisque a?
et en faisant ^ ^ , o n a

lime

et

puisque ^(^) est positive et différente de zéro.
D'où

(127) f(x, S', — #, 5) = + 00 pour

Le cas de 07 = —j(£ = — 1) n'intervient pas dans le pro-
blème des probabilités en chaîne, et du reste la relation (127)
est incompatible avec la condition (6) il faut prendre seulement
le cas où £=-}- 1, par suite l'expression définitive d e / est

En prenant cette dernière expression de ƒ nous allons mon-
trer qu'elle vérifie aussi la condition (7). A cet effet, cherchons
ce que devient ƒ quand on a à la fois co = y et t = s. Avec un
calcul, analogue au cas qui nous a conduit à la relation (127),
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on peut voir que

(1^9) ƒ ( '£3 ç; JL, s) zn -f- 00.

Donc ƒ(#, ^;JK5 0* définie par (128), satisfait [aux deux
conditions (6), (7).

En définitive, nous avons puformer une solution / \œy s^y^i),
définie par (128), qui vérifie l'équation fonctionnelle de
Chapman-Kolmogoroff, et de plus elle satisfait aux conditions
(P) ? (T) (6) et (7), c'est-à-dire qu'elle satisfait à toutes les
conditions relatives au problème des probabilités en chaîne.

COROLLAIRE. — II est évident qu'en prenant, dans la solu-
tion (128), g(s) — g(t) = const.; on aura une solution particu-
lière, et si l'on prend le cas particulier où

#(s) = g(t) = const. = i et H(s) =s,

on tombe sur la solution particulière (89) de L. Bachelier.
De cette sorte, nous avons trouvé la solution la plus générale

de la forme (128) et nous avons vu qu'elle contient la solution
de L. Bachelier comme un cas particulier.

34. La solution exponentielle n'appartient pas à la classe de
solutions considérée par A. GolmogorofL — Voyons si notre
solution (128) appartient à la classe de solutions considérée par
A. Kolmogoroff.

En effet, si elle lui appartenait, il y aurait deux fonctions
A (a?, s), B(#, s) telles que notre solution (128) vérifie une
équation du type

(78) W{XyS)dLf{œ>s- y, l)

-h k{x, s) j ^ f(x, s; y? 0 + ^ ƒ O> 5î V> l) = °*

Substituons la solution (128) dans l'équation (78); en posant

(i3o) / ( ^ ' : v , O =



avec

OÙ

nous aurons

ou encore

{l32) - 7 P

ce qui donne en simplifiant

( T 3 3 ) K ' \K,^ B'(K, _ K ^ ) ^ ^ L ^
<*? V^V li(/) — IK*)

2 H ( f ) — H ( s )

(Calculons la quantité entre crochets, on a

[ H ( 0 - " ( O ] 1

ensuite en substituant K', K, etK^. dans (i33) et en simplifiant,
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on aura

x(1 H (*

Cette relation doit avoir lieu quels que soient JC et y, on a
donc les identités suivantes :

Comme [H(z) — H ( ^ ) ] ^ o ainsi que g($) et ^(z), la qua-
trième et cinquième relations du système (i35) nous donnent

\ ( X , 6') O.

La deuxième et la dernière relations ne sont pas indépen-
dantes, elles se réduisent à

(i36) B'(.*, s) = B*(*) =

Pour que la première et la troisième relations donnent
pour B2 le rapport {i36) il faut que £-'(,?) = o, ce qui revient à
prendre

(i37) #(.s) = Const.;

par suite, d'après l'équation fonctionnelle (109) et sa solution
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( n o ) , on a aussi

Par conséquent dans le cas particulier où g {s) et g(t) se
réduisent à une même constante, notre solution (128) appar-
tient à la classe de solutions considérée par A. Kolmogoroff;
mais, dans le cas général ou g (s) et g(t) sont deucc f onctions con-
tinues et positives, notre solution (128) n'appartient pas à la classe
de solutions considérée par A. Kolmogoroff.

Dans le cas particulier où g(s) = g(t) = Const., l'équa-
tion (78) s'écrit

(i38) "pOÇ/ + ^ = 0.
4 i' ax- as

La solution particulière (89) de L. Bachelier correspond à

tandis que notre solution particulière correspond à

A(s) = o,

Remarquons que le rapport , ^ est bien positif, car la fonc-
tion H(s) est une fonction croissante, par suite H*(.y) est posi-
tive et il en est de même pour la constante g.





CONCLUSION.

Nous avons pu obtenir, dans les chapitres qui précèdent, des
solutions très générales de l'équation fonctionnelle de Ghapman-
Kolmogoroff dans le cas d'un domaine d'intégration illimité soit
dans les deux sens, soit dans un sens.

Tout d'abord, nous avons trouvé, en appliquant la première
méthode de M. Fréchet, comme solution de l'équation fonction-
nelle (C), la série (63) <:< normalement » convergente, au sens
de R. Baire. Nous avons montré qu'elle satisfait à l'équation
aux dérivées partielles linéaires du second oidre (88) et qu'elle
est de carré doublement sommable sur ( — oo, -f-oo).

Ensuite, en nous plaçant dans l'intervalle (o, +00) et en
applquant la même méthode, nous avons trouvé comme solu-
tion, la série (90) qui est absolument convergente sur (o? +00)
limites comprises, et uniformément convergente sur ( s + 00),
s étant un nombre positif fixe aussi petit que Ton voudra.

Nous avons vu que les deux solutions (63) et (90) vérifient la
condition (P) ainsi que les deux conditions supplémentaires
(6) et (7), mais qu'elles ne satisfont pas à la condition (T). De
sorte que, les deux solutions (63) et (90) obtenues par cette
méthode satisfont bien à l'équation fonctionnelle de Chapman-
Ivolmogoroff, mais elles ne vérifient pas toutes les conditions
du problème des probabilités en chaîne, à moins qu'on les
modifie d'une façon assez profonde.
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Par contre, la métkode que nous avons appliquée dans le
dernier chapitre nous fournit la solution (128) qui vérifie
l'équation fonctionnelle de Chapman-Kolmogorofï, et qui satis-
fait à toutes les conditions relatives aux probabilités en
chaîne.

Nous avons montré que les trois solutions (63), (90) et (128)
sont distinctes de celles considérées par A, Kolmogoroff.
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