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PREMIERE THESE.

PROPRIETES CARACTERISTIQUES

DE

COURBES OU DE SURFACES

Dans ce travail nous avons envisagé certaines figures simples atta-
chées a des arcs de courbes ou a des portions de surfaces analytiques
et nous avons cherché a déterminer les courbes ou les surfaces par
des propriétés caractéristiques relatives & ces figures. Les différents
¢léments des figures sont définis par des fonctions d’un paramétre de
grandeur et d’'un parameétre de position, nous cherchons les conditions
nécessaires et suffisantes pour que ces fonctions aient certaines formes
simples. La conclusion générale i laquelle nous arrivons, est que la
simplicité de la structure de ces fonctions semble liée a I'existence
d’un groupe continu de transformations en elles-mémes pour les courbes

ou les surfaces, si bien que les propriétés obtenues constituent des
réciproques de théorémes élémentaires.

Dans une premiére partie nous étudions la figure formée par un
arc MM, d’une courbe tracée sur une surface et la corde géodésique
qui sous-tend cet arc. Le paramétre qui définit la position de la figure
est I’abscisse curviligne s de I'origine M de I’arc et le paramétre qui
fixe la grandeur de cette figure est la longueur { de I'arc ou I"angle «

THESE P. BOOS 1
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sous lequel on voit I’arc de son origine (ce dernier paramétre est, de
beaucoup, plus intéressant, mais ne permet pas une généralisation
immédiate en géométrie affine).

La premiére fonction envisagée est celle qui exprime la relation exis-
tant entre s, / et o (I’angle « pouvant étre déterminé par sa tangente d) et
les seules formes simples que nous avons pu obtenir pour I(s, d) sont
celle oi I ne dépend pas de s et celle ou [ est le produit d’une fonction
de s par une fonction de d. Dans le premier cas nous disons que la
courbe est une courbe (P) et dans le second une courbe (P'). Pour
déterminer ces courbes nous utilisons la fonction implicite des
constantes d’intégration définie par l'intégrale générale de I'équation
différentielle des géodésiques de la surface sur laquelle est tracée la
courbe. Nous avons démontré ainsi les théorémes suivants donnant
les propriétés géométriques des courbes (P) et (P'):

S’il existe, sur une surface, une courbe (P), la surface est applicable
sur une surface de révolution et la courbe correspond & un paralléle.

S’il existe, sur une surface, une courbe (P'), la surface est applicable
sur une surface spirale de Maurice Lévy et la courbe correspond a une
hélice conique. ‘

Les propriétés correspondantes de la fonction {(s, d) caractérisent
donc des courbes tracées sur des surfaces admettant un groupe continu
de transformations en elles-mémes et ces courbes sont les trajectoires
des points de la surface soumis aux transformations du groupe.

La nature géométrique des courbes (P) et (P") étant connue, il nous
a semblé intéressant de rechercher sices mémes courbes ne pourraient
pas étre caractérisées a I’aide d’autres éléments de la figure considérée.
Nous avons en particulier étudié lalongueur L de la corde, le rapport r,
de L a/, I'aire A balayée par une géodésique passant par M et dont un
point décrit I'arc MM,, le rapport r, de I'aire A au produit des lon-
gueurs / et L, la longueur F de la fleche, le rapport r, de F a /, le
rapport r, a [ de la distance du point M au point d’incidence de la
fleche, I’angle 3 (déterminé par sa tangente d,) sous lequel on voit P’arc
de son extrémité, I’angle y (déterminé par sa tangente d,) sous lequel
on voit du point M I’arc opposé a MM, et nous avons obtenu les
résultats suivants :
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St l'une des fonctions I, L, A, ry, ry, d,, d. est une fonction impaire
de d, la courbe est une courbe (P), de méme si Uune des fonctions F, r,,
r, est une fonction paire de d.

Si l'une ou Uautre des fonctions I, L, A, F est indépendante de s, la
courbe est une courbe (P); st l'une de ces fonctions est égale au produit
d’une fonction de s par une fonction de d, la courbe est une courbe (P").

St lune des fonctions r,, r., r, est indépendante de s (et ne dépend
que de d) la courbe est une courbe (P) ou une courbe (P"). Le rapport r,,
les angles (3 et y posent d’autres problémes dont la résolution compléte
parait difficile par le procédé utilisé. '

Les courbes (P) possédent donc beaucoup de propriétés caractéris-
tiques élémentaires des cercles du plan; elles sont encore caractérisées
par le fait que 'enveloppe de la corde qui sous-tend un arc de longucur
fize .est, quelle que soit la longueur de [’arc, une courbe paralléle
(sur la surface) a la courbe étudiée. Par contre : pour que la longueurde
Iarc soit proportionnelle a I’angle sous lequel on le voit de son origine,
il ne suffit pas que la courbe soit une courbe (P), il faut, de plus, que la
surface soit applicable sur un plan.

Dans une deuxiéme Partie nous établissons des propriétés analogues
pour des surfaces analytiques. Nous construisons une figure dépen-
dant de deux paramétres en coupant la surface par un plan sécant qui
pivote autour d’un point régulier fixe O de la surface, Je plan sécant
est défini par la tangente A de I'angle qu’il fait avec le plan tangent
en O et par l'angle o que fait sa trace avec une direction fixe de ce
plan tangent. Le premier élément étudié est le volume V compris
entre le plan sécant et la calotte qu’il découpe et nous avons pu
montrer que : st ce volume ne dépend que de i (et non de ) la surface
est de révolution autour de la normale en O. Il en est de méme si I'aire
de la calotte est indépendante de «.

Les transformations affines nous ont conduit 4 envisager des pro-
priétés caractéristiques de surfaces transformées des surfaces de
révolution. Afin de simplifier et de préciser les énoncés des théorémes,
nous utilisons le nom de surfaces de révolution affine autour d’une
droite D parallélement @ un plan P pour désigner les surfaces engen-
drées par une courbe G soumise au groupe continu de transformations
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défini ainsi qu’il suit : Soit une droite D et un plan P non paraliéle
a D, le groupe est celul des transformations affines de déterminant
égal & 1 qui maintiennent invariants les points de D et sont telles que
les trajectoires des différents points de’espace sont des ellipses situées
dans des plans paralléles a P (il faut supposer que la courbe G n’est
pas située dans un plan paralléle a P). Cela étant, nous avons démontré
que si le volume V ne dépend que du produit de A par une fonction
de o, la surface est de révolution affine autour de la normale en O

paralléelement au plan tangent en ce point. Plus généralement :

Nous avons démontré qu’une surface est nécessairement de révolution
affine autour d’une droite D, passant par O, parallélement au plan
tangent en O, st cette drotte D est telle que les volumes compris entre la
surface et les plans sécants passant par O ne dépendent que de la distance
du point O aux points d’intersection de la drotteD avec les plans tangents
paralléles aux plans sécants.

Pour démontrer les différentes propriétés résumées ci-dessus nous
déterminons la forme nécessaire du développement de la cote z d’un
point de la surface au voisinage du point O étudié en établissant le
développement du volume compris entre le plan sécant et la surface.
Nous obtenons ainsi des conditions auxquelles doivent satisfaire des
polynomes de Fourier déduits des polynomes homogénes comprenant
tous les termes d’'un méme degré figurant dans le développement de .
Le calcul pourrait étre conduit d’'une maniére différente, mais on est
alors arrété par des formules dans lesquelles interviennent les coeffi-
cients du binome; nous n’avons pu démontrer ces formules directe-
ment, mais les résultats obtenus par le premier procédé nous montrent
qu’elles sont exactes et nous avons cru utile d’en signaler quelques-
unes.

Les procédés de calcul utilisés dans la premiére Partie peuvent étre
appliqués a des équations différentielles plus générales que celles des
géodésiques d’une surface et nous démontrons ainsi des propriétés de
leur intégrale générale considérée comme fonction des constantes
d’intégration.

D’autre part, nous avons généralisé la définition des courbes (P)
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et (P") au cas des courbes gauches d’un espace euclidien ou non-
euclidien de courbure constante ainsi qu’au cas des courbes planes
ou gauches en géométrie affine. Ces résultats ont été résumés
dans des Notes aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences ('), et
ils feront I’objet d’une publication séparée. Remarquons que, la encore,
il existe un groupe continu transformant en eux-mémes I’espace, out
sont tracées les courbes (P) ou (P’), ainsi que ces courbes.

En terminant cette introduction je tiens a exprimer ma trés vive
reconnaissance a3 M. Julia qui a bien voulu présenter a ’Académie les
principaux résultats contenus dans ce travail, a tous les Maitres qui
m’ont formé pendant mon passage a ’Ecole Normale et tout spéciale-
ment & M. Garnier qui a encouragé, conseillé et vérifié ces recherches.
J’adresse des remerciements trés sincéres a M. Picard pour la grande
joie qu’il me fait d’accueillir ce Mémoire aux Annales de U'Ecole
Normale, ainsi qu’a M. Valiron qui veut bien se joindre a M. Julia et &
M. Garnier pour constituer le jury.

(1) C. R. dc. Sc., \. 194, 1932, p. 1623 el 2271; t. 198, 1934, p. 1898; t. 200, 1935,
p- 1820; t. 201, 1935, p. 928; t. 202, 1936, p. 197.

[



PREMIERE PARTIE.
COURBES TRACKES SUR UNE SURFACE.

CHAPITRE 1.

CALCULS PRELIMINAIRES.

1. Pour étudier la relation qui existe entre la longueur d’un arc de
courbe et I'angle sous lequel on voit cet arc de son origine, nous
envisageons d’abord le cas des courbes planes; il est naturel de définir
la courbe par son équation intrinséque et de déterminer un déve-
loppement limité de I'angle o (sous lequel on voit I'arc) en fonction
des puissances de la longueur / de I’arc. Si y(s) désigne la courbure
de la courbe au point d’abscisse curviligne s, 'angle que fait la

tangente en ce pointavec une direction fixe est O(s)=fy ds et angle
cherché est déterminé par la relation

sS4
f sinf(z) dz

s+

cosf(x) dx

tang [G(s) + «({, s)]=

k)

$

d’oul’on déduit, par des transformations simples, en posant e®“'= f(s),

s [ S@ ) 7(s)
(®) ¢ "f “Fo =) Faaa

14

Cette relation nous permet de calculer un développement limité de
la détermination de I’angle « qui tend vers zéro en méme temps que /.

En effet ff/ est égal & Zy (que nous désignons par z) et le développe-
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ment des intégrales précédentes (en fonction de /, de z et ses dérivées)
s’obtient trés facilement. Comme la seconde se déduit de la premiére
par le changement de z en — z, il est naturel de calculer — (e7**—1),
d’ot1 Yon déduit sans peine

5 & FLANY 54

—olo= -zl —z" = — 3" — — " - = | —..

3 12 [60 - 360] ’
comme il était a prévoir, 'expression ci-dessus ne contient que des
puissances impaires par rapport 4 I’ensemble des lettres z, 3, 3", . . .,

donc le retour 4 la fonction y nous permet de diviser les deux membres
par Z, et nous obtenons finalement
mw

— }'(S) 4 ‘)/I 2 .7'(” 3 N .)’iJ’l
) #b=5 ZT'€‘+EZ+[(51 — ) T

Ce développement est valable jusqu'au terme de degré p inclus,
si la fonction y(s) admet des dérivées jusqu'a l'ordre p—1, la
dérivée (p — 1)*™ étant continue.

Nous remarquons immédiatement que y doit étre une constante
pour que « soit indépendant de s; nous disons alors que la courbe est
une courbe (P) et nous voyons que les cercles sont les seules courbes
planes possédant cette propriété. Il serait intéressant d’étudier ’équa-
tion (1) lorsque / est une longueur fixe donnée et chercher les courbes
telles que pour cette valeur de /, I’angle « soit égal a une certaine
constante ¢ (ou méme plus généralement soit une fonction de sdonnée
a 'avance); cette étude ne parait pas aisée et nous n’avons pu obtenir
que les résultats élémentaires suivants : parmi les solutions figurent :

<
—9 =

1° les fonctions f=e !

S4+20h —; S+th

(k entier, ~ constante arbitraires)

qui correspondent aux cercles de rayon ; 2° des fonctions f

l
2(c+ km)
. . { . s .
qui admettent la période ; et qui correspondent a des courbes fermées

l

de longueur -
2. Si maintenant nous supposons la courbe tracée sur une surface,
'angle « est I'angle que fait la tangente a la courbe (I') avec une
géodésique de la surface passant par l'origine M et ’extrémité M, de

THESE P, BOQS, 2
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¢ « doit tendre vers zéro en méme temps que la longueur
de I'arc MM,). Il faut remarquer que par deux points d’une surface
peuvent passer plusieurs géodésiques, donc il importe de préciser
celle que nous désignons par géodésique-corde de 'arc MM, : on sait

Fig. 1.

qu’'a tout point régulier M de la surface, on peut associer une lon-
gueur A, telle que si I'on porte a partir de M sur les géodésiques qui
passent par ce point un arc de longueur A, la région balayée par ces
arcs jouit de la propriété suivante : par M et par tout point intérieur
de la région passe une géodésique et une seule de longueur inférieure
a A. Il en résulte que nous devons supposer qu’il existe une portion
de la courbe (T") sur laquelle aucun point n’est un point singulier de
la surface, ensuite nous déterminons les valeurs de A correspondant
aux différents points de la courbe (ces valeurs ont une borne inférieure
non nulle) et nous nous limiterons & la considération d’arcs (qui ne
sont pas nécessairement infiniment petits) dont la longueur / sera
inférieure 4 la borne inférieure des A, la géodésique-corde aura, elle
aussi, une longueur inférieure 2 la méme borne.

Ces remarques faites, la géodésique-corde est bien déterminée et
nous définissons la surface au veisinage du point M par le systéme de
coordonnées polaires géodésiques : ¢ désigne I’angle d’une géodésique
passant par M avec la tangente en M a la courbe (I'), u désigne la
longueur de 'arc de cette géodésique compris entre M et le point de
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coordonnées (u, ¢). On a alors sur la surface ds”= du®+ C*ds?,
ou C est une fonction de u et ¢ qui dépend en général de la position
du point M sur la surface, donc de 'abscisse curviligne du point M
sur (I'). Si K(«, ¢) est la courbure totale de la surface au point (u, ),
on a les relations

(3) K(u, ()):—-{—,%M—?, (’l:u—-lz—"u.“—i—Q(v)u‘—i-....

L’angle « cherché n’est autre que la valeur de ¢ qui correspond a
Pextrémité de 1’arc de (I') ayant pour longueur /; or, si 'on désigne
par z(s) la courbure géodésique de la courbe (I') au point d’abscisse
curviligne s, cet angle ¢ est déterminé par le systéme
1= w4 G272,

(L, s)Y=C(uv"—u"¢") + C, (v 4+ «?v') + G, u' v,

A

(4)

dans lequel v/, ¢/, . .. désignent les dérivées par rapport a I'arc de ('),
s est un paramétre fixe et la variable est /. Ce systéme nous permet de
trouver les valeurs en M des dérivées successives de ¢ par rapport a /,
et par suite d’écrire le développement limité cherché.

En effet, en dérivant les relations (3) on obtient les valeurs en M
des dérivées partielles de C en fonction de celles de K; en dérivant la
premiére relation (4) on obtient les valeurs, pour u=o0, ¢v=o0, des
dérivées de u par rapport a / en fonction des dérivées de ¢; enfin en
dérivant la derniére équation (4) et tenant compte des relations précé-
demment établies, il est simple de calculer les valeurs de ¢/, ¢/, ... ¢en
fonction des valeurs de z, z/, 2", ... en M et des valeurs en ce méme
point de la courbure totale de la surface et de ses dérivées partielles
sucecessives. _

En supposant que la courbure totale de la surface admette autant
de dérivées partielles qu’il est nécessaire, on remarque que pour faire
le calcul de ¢, il faut dériver (p —1) fois les équations (4), donc il
faut que la fonction z admette des dérivées jusqu’a 'ordre p —1, si
cette dérivée (p—1)*™ est continue au voisinage de M, la fonc-
tion ¢ (l) est continue au voisinage de /=o0, et le développement
limité sera vaiabie jusqu’au terme de degré p. On obtient

~ 7 ol

z
. ol il

+ K

— %

’

NI
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6+§KZ+ZK.A,

. ., d
en désignant par K’ la valeur en M de la dérivée d—? de la courbure

totale considérée comme fonction de I'abscisse curviligne le long
de (T'),

z2 g ‘ 3
P T ) &
2 2

4+ 4Kz"+ 3K?s + 6K'5 4+ 32K/t gzzK;;‘,,

K.. et K;, sont les valeurs en M des dérivées partielles de K, la relation
. . L e . , ., a:K
qui existe entre ces dérivées partielles et la dérivée seconde —=- ne
permet pas de les éliminer de l’expression ci-dessus, afin de ne
conserver que les dérivées de la courbure totalele long de la courbe (T').

Le développement de « s’écrit donc

’ I v 2,7
(5) oc(l,s):gl—l— 'F—l—{F(z”—i—Kz)—i—é—](z”’—f—z—+sz’+2K’z>

5 T3
z2z"  3Kz®
2 2
4 6Ka"+ 3K?s - 6K’z + 35K/, + gz’K’,’w) o

en définitive, I’angle o dépend de la courbure géodésique de (I') et
ses dérivées successives, ainsi que de la courbure totale de la surface
et ses dérivées partielles successives. La connaissance de la courbure
totale de la surface le long de la courbe ne suffit pas pour obtenir
I’angle «, mais permet de le connaitre jusqu’au quatriéme ordre.

3. Le développement (5) nous montre que si la courbe est une
courbe (P), la fonction z(s) est une constante. Nous éliminons le cas
ou z serait nul identiquement (la courbe est alors une géodésique) car
I'angle o est lui aussi identiquement nul. Nous éliminons également
ce cas particulier de toutes les recherches ultérieures. Si la fonction z
est une constante, la courbe est un cercle géodésique, mais cette
candition vérifiée par la courbe (I') n’est pas en général suffisante
pour que cette courbe soit une courbe (P); en effet tous les coeffi-
cients de (5) doivent étre indépendants de s et en général la cour-
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bure totale de la surface varie avec la position du point M sur la
courbe; il ne suffit méme pas que cette courbure totale soit constante
le long de (T"), d’aprés ce que nous avons remarqué plus haut.

Si tous les cercles géodésiques passant par M possédent la pro-
priété (P), la courbure totale de la surface est constante dans toute
une région entourant le point M et cette condition est suffisante, car
alors la fonction C qui figure dans le ds* de la surface est indépen-
dante du choix du point M origine des coordonnées polaires. Dés lors,
comme la courbe (I') est un cercle géodésique, le systéme (4) ne
dépend pas de la position de M sur la courbe, les conditions initiales
auxquelles doivent satisfaire u et ¢ sont également indépendantes de s
et 'angle cherché est indépendant de s. Donc :

Les surfaces & courbure totale constante sont les seules surfaces
analytiques telles que tous leurs cercles géodésiques possédent la
propi‘iété (P); par un point quelconque d’une telle surface passe une
infinité de courbes (P) et, réciproquement, si par un point d’une sur-
face analytique passe une infinité continue de courbes (P), la surface
est & courbure totale constante.

%4. Le développement limité (5) ne nous permet pas de répondre
simplement i la question suivante : la courbe (I') peut-elle étre laseule
courbe de la surface passant par M et possédant la propriété (P)? Il
faudrait en effet déterminer les conditions imposées a la courbure
totale par tous les coefficients de (5).

Pour faire cette étude nous choisissons un autre mode de représen-
tation de la surface S sur laquelle est tracée la courbe : ¢ est I'arc de la
courbe (I') compté & partir d’une origine O, les courbes, ¢ =const.,
sont les géodésiques de S qui sont orthogonales a (I'), u est ’arc de la
géodésique ¢ compté a partir de (I') dans un sens choisi une fois pour
toutes. Le ds* de la surface est alors de la forme ds* = du*~+ C* dv®
ot C est une fonction de u et ¢ se réduisant & 1 pour = o0. [ Nous
verrons plus loin la condition imposée a C parle fait que (I') n’est pas
une géodésique de S. |

Nous prenons comme paramétre arbitraire 'angle « sous lequel on
voit I'arc MM, de son origine et nous déterminons la longueur / en
fonction de s et de « (ou de la tangente d de cet angle). Nous obtien-
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drsn Cette fonnf;nn Ife A\ on nhewnhqnt !

: fonction I(s, &) en cherchant la va!eu? de ¢ qui correspond
au point d’intersection M, de (I') et de la géodésique qui passe par M
et fait en ce point avec (I') un angle dont la tangente est d, ce point M,
doit tendre vers M lorsque d tend vers zéro. Les géodésiques de la
surface sont déterminées par I’équation différentielle

. d*v G, /duN\* G, (du\ ..,
(6) W—2E<%> +'C‘<E«£>+(‘(‘“
qui ne doit pas admettre la solution « = o, puisque la courbe (I') n’est
pas une géodésique, donc C, (O, ¢) n’est pas identiquement nul.

La corde qui sous-tend I'arc MM, est définie par I'intégrale

u—ulv—s,d,s]

de I’équation (6) répondant aux conditions initiales suivantes :

du
) d~p- - (l

UW=0

pour ¢=s; et la longueur / de I’arc MM, de (I") est une fonction de s
et d telle que u[l, d, s] soit identiquement nul et que / tende vers zéro
en méme temps que d.

5. Le probléme auquel nous sommes ramené est donc I’étude de la
fonction implicite des constantes d’intégration définie par I'intégrale
générale d’une certaine équation différentielle du second ordre; cette
équation est de la forme «”=F(«/, u, ¢) dans laquelle la fonction
inconnue u est définie par les conditions initiales u=o0,u'=d
pour v ==s, la fonction F est holomorphe en «/, u, ¢ au voisinage des
valeurs O, O, s et de plus F(O, O, ¢) n’est pas identiquerment nul.
Pour faire cette étude nous utilisons le changement de variable et
fonction suivant :

d=172, p =2V s, u=12U,
la fonction U(V) est définie par ’équation différentielle
(7) U'=F (U, 22U, AV + ),

et les conditions initiales U=o0, U'=2A pour V=o.
D’aprés un théoréme de Poincaré, les hypothéses faites sur la fonc-
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tion F nous permettent d’affirmer la possibilité de développer le
deuxiéme membre de (7) suivant les puissances de 2, soit

(8) F=nza(s)+r[2a'V+bU' |+ 22[a"V2+b'U'V +cU?+dU]+...,

la fonction a(s) n’est pas identiquement nulle; le coefficient de la
puissance m"*™ de A est une somme de termes de laforme g(s)U" U’ V¥
dans lesquels g(s) est une fonction holomorphe au voisinage de la
valeur s considérée et les exposants &, p, ¢ sont liés par la relation

A+op—+qg=m.

Nous pouvons alors calculer le développement de 'intégrale U en
fonction de A. Les premiers termes sont

(9) U:(LV’—Q—?{V—i—%(a’—!—al))J

A
—+ W I:Vig -+ ;—19 (4a’c + ab*+ 2ab’ + ad + ba' + a”)]

+7.’[%(4((c—+— b?+b'—|—(l)—i—...]+7.'°[Y—-c—+—...]—|—....

Pour obtenir dans ce développement le terme de degré m, connaissant
tous ceux qui le précédent, il suftit de déterminer les développements
(limités par le degré du dernier terme connu de U) de toutes les
expressions coefficients des puissances de %, inférieures a la mioe,
contenues dans (8); nous obtenons ainsi un certain polynome en V et
en intégrant deux fois nous avons le coefficient de A dans U, compte
tenu des conditions initiales. Quel que soit m, le polynome en V coef-
ficient de 2™ ne contient pas de terme constant et, si mz£1, il ne
contient pas non plus de terme du premier degré.

6. Nous aurons besoin d’exprimer les conditions nécessaires pour
que tous les termes de (g) aient certaines formes particuliéres; nous
ne précisons pas ici ces formes, car il nous a semblé préférable
d’exposer le raisonnement général qui, convenablement modifié, nous
sera utile dans des questions plus compliquées.

Soit

(10) F=oaa(v)+b(eYu'+ cu’?+ du + eu” + fuu'+ . ..
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le développement de F avant le changement de variable et fonction si
tous les termes de ce développement pour lesquels lasomme de 'expo-
santde v’ et du double de 'exposant de u est inférieure & m vérifient
des conditions suffisantes pour que l'intégrale « ait la forme désirée
entrainant pour chacun des coefficients de (9) une expression particu-
liere, les premiers termes de U qui pourront empécher cette fonction
d’avoir la forme cherchée sont tels que la somme des degrés de A et
de V est égale 4 2m + 2, et ces termes proviennent uniquement des
termes de (10) pour lesquels la somme de ’exposant de u' et du
double de I’exposant de u est égale & m.

En effet, les termes du développement (8), de plus bas degré en 2,
qui ne vérifient pas la condition supposée suffisante, sont de la forme

)\mz &» (S) Urm—2p [J}z,

p

puisque les termes en A"U*UrVY, ot k+ 2 p + g =m, proviennent
des termes en u'“u? de (10) et vérifient la condition suffisante si

k+o2p<<m.

Or,du développement (9) nous déduisons que les termes de Usont de
degré au moins égal a 2 par rapport a I’ensemble des lettres Vet A et
ceux de U’ au moins de degré 1; donc la somme des degrés de Vet A
pour les différents termes du développement de U'*U” aura pour valeur
minima £+ 2p. Il en résulte qu'un terme A*U"* U7 V? de (8), dans lequel
k—+2p-+4q=n, aura un développement limité qui ne contiendra
que des éléments ayant, par rapport a I’ensemble des lettres V et 2,
un degré au moins égal A n 4k + 2p+ g = 2n; et, aprés les intégra-
tions pour obtenir les éléments correspondants de (9), nous aurons
des termes dont le degré par rapport & I’ensemble des lettres Vet &
sera au moins égal & 2n+-2, donc toujours supérieur 4 2m + 2 si n>m.

Si n est égal & m, nous obtiendrons effectivement dans U des élé-
ments de degré 2m -+ 2 par rapport a ’ensemble des lettres V et A en
remplacant U et U’ par les deux premiers termes de leurs développe-
ments (nous ferons plus loin le calcul de ces termes).

Si nous considérons dans (8) un terme de degré, en A, inférieur
a m, nous aurons des éléments de I'intégrale satisfaisant aux condi-
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tions désirées en remplacant U et U’ par les premiers termes de leurs
développements; il faudra donc pour obtenir, a partir de ce terme
de (8), un élément de (9) non conforme aux conditions imposées,
prendre soit dans le développement de U, soit dans celui de U’, au
moins un terme lui-méme non conforme & ces conditions. Or, les
termes de ce genre dont nous connaissons actuellement l’existence
sont au moins, par rapport a Pensemble des lettres V et A, de
degré 2m + 2 dans U ou 2m 1 dans U'; donc dans le développe-
ment de U*11# les termes non conformes aux conditions sont au moins
de degré 2p —+ k+ 2m et aprés les intégrations les éléments corres-
‘pondants pour (g) sont au moinsdedegré n+ 2p + k+2m—+q —+ 2,
donc toujours de degré supérieur 2 2m - 2, puisque n ne peut étre nul.

Pour calculer les termes de degré 2m + 2 dans (9) provenant des
termes de (10) tels que la somme de I’exposant de «’ et du double de
'exposant de u soit égale & m, nous déterminons les termes de plus
bas degré en V figurant dans les coefficients de A° des développements
de Ur et U'" et ces termes eux-mémes ne peuvent nous étre utiles que
s’ils proviennent des deux premiers termes de U ou U’. On a

dans Ur MV2=6a-0CY a condition que < p,
dans U4 2Vi=8gi-0ot-0CY 3 condition que §< &,

Les seuls termes du développement de U'—*?U” dont le degré, par
rapport a ensemble des deux lettres V et A, est m sont donc

W V=i N2 Ch Clit, p 2m—r) am—r—,
- ,
la somme par rapport a2 ¢ étant prise depuis la plus grande des
valeurs O ou 2p +j — m jusqu’a la plus petite des: valeurs p ou j et
I'entier j variant de O 4 m — p. Par conséquent, dans U, I’ensemble
des termes de degré 2m —+- 2 provenant des termes étudiés de (10) est

) ~ metj N m—j+2 . i f—
an (m—j+2)(m—j+1) Zg”(s) am i AT szcgcg,,_‘/i,,,,
J P q

les sommes étant prises : celle par rapport & j depuis G jusqu’a m,
celle par rapport a p depuis O jusqu’a E(m/2) ou m — j, celle par rap-
port & ¢ depuis O ou 2p+j — mjusqu’a p ou .

THESE P. BOOS 3



— 16 —

En outre, dans certains problémes nous aurons besoin de connaitre
les deuxiémes et méme les troisiemes termes des intégrales contenant
des fonctions de forme inconnue. Une méthode analogue a la précé-
dente peut étre utilisée, mais elle exige un développement beaucoup
plus compliqué que nous ne présenterons pas en détail.

CHAPITRE II.

RECHERCHE DES CourBes (P) er (P').

7. Pour que la courbe (I') posséde la propriété (P), il faut que la
fonction implicite I(s, d), définie a la fin du paragraphe 4, soit indé-
pendante de s. Aprés le changement de variable et fonction, nous
devons considérer la relation U(V, &, s) = o qui définit, pour A assez
petit, une fonction V(A, s)tendant vers zéro en méme temps que A et
dont nous pourrons déterminer le développement suivant les puis-
sances de A a partir du développement (g). La longueur / de I'arc MM,
est égale & AV(A, s) et par suite la courbe sera une courbe (P) si la
fonction V(2, ) est indépendante de s quel que soit A.

Il faut donc calculer le développement du deuxiéme membre de (6)
aprés le changement de variable et fonction, puis les développements
de U et de la fonction implicite V. La surface étant analytique, la
fonction C(u, ¢) peut étre développée sous la forme

(12) C=1+2a(m)u+b(v)u+....
donc, apreés le changement de variable et fonction, nous avons
U'=12a(s) + h2a'V+ A[a"V*+4aU0?%+ 20U+ 4a*U) +....

et, appliquant (9), il vient

. Via’ AV
(13) U:a(s)Vf—;—ZI:V—i———:I-!- (20a’+ 2ab + a”")

3 12
(toa+ b) + MaaVig. ..,

ERA YA

+

3

La fonction V(2, s) admet au voisinage de la valeur A =o et de la
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valeur s correspondant au point M un développement limité dont nous
déterminons les premiers termes par la méthode des coefficients indé-
terminés. On obtient trés simplement

1 a’ .. I b 2a” .- d" .,
(1) V—“a”’m)~’+[§z“m"§$*w]7‘+-~-

Pour que la courbe posséde la propriété (P), il est nécessaire et
suffisant que tous les coefficients de (14) soient indépendants de s;
donc en particulier les premiers termes de (12) doivent étre indépendants
de .

Ce résultat nous conduit a étudier le cas ou C serait indépendant
de ¢; alors s ne figure pas dans (7) ni dans les conditions initiales,
donc U est indépendant de s, donc aussi V défini parlarelation U=o;
donc la courbe est une courbe (P).

8. La condition que C soit indépendant de ¢ est donc suffisante,
mountrons qu’elle est nécessaire. Soit m le degré, en u, du premier
terme de C dont le coefficient n’est pas indépendant de ¢, on aura,
apres le changement de variable et fonction,

(15) C=1+4+2aUR+.. .+ Wg(s)Un+.. .,
d’ou
(16) U'=2a+2..)+...+ 22U " mg(s)+...,

les termes non écrits sont indépendants de s ou sont de degré, en A,
supérieur 4 2m — 2.

Nous pouvons alors appliquer la formule (11), particuliérement
simple ici, et nous obhtenons

m—1

(17) U=aVi4aV 4. .+
0

em—erjVem—j i, Gl
am ~j)(2m—j —1)

anig(s) +. ..,

les termes non écrits sont tels que la somme des degrés de V et A sur-
passe 2 si ces termes sont indépendants de s et surpasse 4m — 2 s’ils
dépendent de s.

La fonction V admet un développement de la forme

(18) Bih4- Bk 4. ..+ B A+ . .,
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et pour obtenir §, il faut diviser par ¢ un certain polynome formé a
I’aide des B d’indice inférieur & ¢ et des termes de (17) dans lesquels
la somme des exposants de V et X est égale ou inférieure 4 ¢ + 1. Par
suite le premier des 3 qui peutdépendre de s est le coefficient de 1*7—2
et il est égal &

m—

[

. L (=1 !
g(s)a’""’i m! Z (em—j)(z2m —J —1)jl(m—j—1)! +k

)

en désignant par k£ une certaine constante correspondant aux termes
de U indépendants de s.

Pour calculer le coefficient de g(s) dans 'expression ci-dessus, il
nous suffit de connaitre la valeur pour z =1 de I'expression

i (— DYz~ (m —1)!
G(x)—Z(zm——j)(zm —J )yl m—y—1)!

nulle pourz = 0. Or, ona G"(z) =(—1)"'&™ ' (1 — )"~', donc G(1)

1 2}
est égal a I'intégrale (—1)’"+'f dyf "' (1 — x)"'dx ou encore
0 0

Fig 2.

A lintégrale double (— 1)+ ﬂ“ am='(1— )" dwdy entendue au
triangle OAB; donc, en intervertissant 'ordre des intégrations

m!(m—1)!

(— 1)+ B(m, m 4 1) = (— 1)"*! —

)



— 19 —
et nous obtenons .

_ 1ym+1 1y2
v=— Doy (%l - %,)).u. . .+).wn—3[g(s)(7,ffm%i—’- +k] o

Donc, pour que la fonction V(A 5) soit indépendante de s quel que
soit A, il faut que g soit une constante; par suite il est nécessaire que
tous les coefficients de (12) soient des constantes.

Le ds* de la surface rapportée au systéme de coordonnées défini
plus haut (§ 4)est donc de la forme du®—++ C2(u) do? lorsque la courbe (T')
est une courbe (P): la surface est applicable sur une surface de révolution
etla courbe (T") correspond a un paralléle. La surface S admet donc un
groupe continu de transformations en elle-méme (qui correspondent
aux rotations de la surface de révolution autour de son axe); ces
transformations transforment en elle méme la courbe (I'), elles per-
mettent de faire coincider les différentes figures construites a partir
d’arcs de (I') ayant méme longueur et des origines différentes et ceci
nous montre géométriquement que la condition trouvée est suffisante.

On en conclut que par un point régulier d’une surface ne passe en
geénéral aucune courbe (P); s’il en passe une, la surface est applicable
sur une surface derévolution et, dans ce cas, par tout point régulier de la
surface passe en général une telle courbe et une seule (de méme que par
un point régulier d’'une surface de révolution passe en général un
paralléle et un seul non géodésique). Ce résultat compleéte celui que
nous indiquions au paragraphe 3.

9. Si la longueur / de 'arc MM, dépend de I’abscisse curviligne s
de M, il est intéressant de chercher & quelles conditions on pourra
séparer les deux variables de cette fonction; autrement dit, & quelles
conditions la fonction / est-elle la somme ou-le produit d’'une fonction
de s et d’une fonction de d. On remarque immédiatement que 1’on ne
peut avoir [ = ¢(s) + h(d) car [ doit étre nul lorsque d est nul quel
que soit s, donc la fonction ¢ devrait se réduire a la constante — A(o).
Il nous reste donc seulement a chercher les courbes, que nous appe-
lons courbes (P"), pour lesquelles on a I=9(s) ~(d), les fonctions ¢
et & inconnues étant supposées holomorphes dans un certain inter-
valle. Dans ce cas 'angle « ne doit dépendre que du quotient de la
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"o

longueur de Varc par la fonction o de Pabscisse curviligne. Le déve-
loppement (5) nous donne immédiatement des conditions nécessaires
pour qu’il en soit ainsi, il faut que 1’on ait, en désignant par a, b, m
des constantes

z=(as+ b)), o(s)=m(as + b),

mais ces conditions-ne sont pas en général suffisantes et la surface
doit, elle aussi, vérifier certaines conditions [en,particulier la courbure
totale le long de la courbe (I") doit étre proportionnelle & 33, et ¢l n’existe
pas de courbe (P") sur une surface a courbure totale constante).

Dans le cas ou la surface est développable, la condition imposée a
la courbure de la courbe est suffisante. La courbure totale est nulle en
tout point de la surface et le systéme (4) conserve la méme expression
pour toutes les surfaces développables, nous pouvons donc examiner
uniquement ce qui a lieu sur un plan (en utilisant les calculs du para-
graphe 1). On trouve ainsi que 'angle «, dans le cas d’une courbe
dont I’équation intrinséque est 2 = (as + b)~' (spirale), a pour expres-
sion o = a, — a, en désignant par «, un angle dont la tangente est a
et par a, I’angle défini par !

cos{a“‘log[l—{— al ls-—[l—i— il ]_1
i as—+ b i as+b
sin%a—l log [I—i—- Ll—]? ,
° as+b |§

I'angle « ne dépend donc en effet que du quotient

tango, ==

y d’ou 'on

as+ b
déduit, car il est possible de faire I'inversion au voisinage des valeurs
l=o0,a=0, que 'on a bien /= (as + b)A(x).

10. 1l existe donc des courbes (P’) sur un plan, mais nous voulons
préciser ce résultat en cherchant les conditions strictement néces-
saires et suffisantes pour qu’'une courbe (I") tracée sur une surface S
quelconque soit une courbe (P'). Nous utilisons le systéme de coor-
données défini au paragraphe 4 et la courbe (I') possede la pro-
priété (P') si la fonction V(& s) est égale au produit d’une fonction ¢(s)
par une fonction 2()). Comme plus haut, nous cherchons d’abord les
conditions auxquelles doivent satisfaire les premiers termes de C(, ¢),
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cela nous permettra de trouver une condition suffisante et enfin nous
établirons que cette condition est nécessaire.

Si C admet le développement (12), le développement de V est (14),
ce qui montre que I’on doit avoir nécessairement

A é:AB%, A, B, D =const.,

CP(S):&—G-)’ p

done
B

s — 8

Q== —

s b=Da?,

nous pouvons changer I'origine sur la courbe (I') et multiplier ¢ par
une constante, nous en déduisons qu’il est nécessaire que les premiers
termes de C(u, ¢) soient des puissances de u/¢.

Nous sommes conduit ainsi a étudier le cas ot C est une fonction

de u/v, alors le deuxiéme membre de (6) est de la forme éF(u’, %)
Il en résulte que l'intégrale u, définie par les conditions initiales

u=o, u' =d pour v =y, est de la forme u=sG|:";s, d]; en effet

en effectuant le changement ¢ = s(@ + 1), u = sy la fonction y(x)est

1o,y -
— F <y , m) et par les conditions
initiales y = o, y' =d pour & = o; par suite y est de la forme G(z, d),
donc u =sG<V ?s-, d>. Dés lors la fonction /(s, d) définie par la rela-
tion u(l, s, d)=o est égale au produit de s par une fonction de d.
Bien entendu nous supposons que s n’est pas nul, autrement dit, nous
éliminons le point origine des arcs sur (I'), nous savons qu’en ce
point le rayon de courbure est nul (d’aprés le paragraphe 9).

définie par I'équation y” =

11. Démontrons que la condition suffisante trouvée ci-dessus est
nécessaire : soit m le degré (en u) du premier terme de C dont le
coefficient n’est pas égal au produit de ¢~ par une constante, on a

(19) C=1+z2au—+...4+go)um+...

ol @ est une fonction de ¢ (a:%)- Aprés le changement de

variable et fonction, I'équation différentielle a encore I’expression (16),
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mais les termes non écrits de degré inférieur & 2 — 2 ne sont pas
indépendants de s et vérifient la condition suffisante. Le développe-

ment de U s’obtient en remplacant a par %—‘ dans les termes écrits

de (17), les termes non écrits de U correspondent aux termes en u/y
de C ou bien sont de degré, par rapport a V et A, supérieur a jm — 2.
La fonction V(2, s) admet un développement de la forme (18) ou les 8
d’indice inférieur & 4m — 3 sont égaux au produit d’une constante
par s—', puisque les termes correspondants de C vérifient une condi-
tion suffisante. On déduit des calculs du paragraphe 8 que

::s[—— )— A A3 (h —+ s™mg(s) M) “+.. .j’

a, al*'(am)!

en désignant par A une certaine constante. Pour que la courbe soit
une courbe (P’) il est nécessaire que g(s) soit le produit de s par
une constante. Donc nécessairement C est une fonction de u/¢.

12. Le ds* de la surface sur laquelle est tracée la courbe (P") est
donc de la forme du* + C* (%) dv?, et cette surface S est applicable

sur une surface spirale de Maurice Lévy, nous pouvons en effet mettre
ce ds* sous la forme classique du ds* d’une surface spirale, & savoir

ds*=e*:[ du?+ g*(u,) dv?],
il suffit pour cela d’effectuer la transformation définie par

dv _ w dw C(wydw - [t

u=—vw, =dy, — —————— du, — e J P
¢ Yowt 4 G (w) ! Vo' + G2 (w)
qui conduit & un ds* du type précité avec

wodiv

g=yw+ C:(w) e—f""+c’(‘“),

ou le second membre a été exprimé en fonction de u,.

La courbe (I') correspond & une courbe v =const. de la surface
spirale, c’est-a-dire 2 une hélice conique (ou spirale logarithmique).
Comme dans le cas des courbes (P) nous voyons que la surface S
admet un groupe continu de transformations en elle-méme, ces
transformations correspondent aux rotations ethomothéties qui trans-
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forment la surface spirale en elle-méme et la courbe (I') est aussi
transformée en elle-méme par ces transformations. Géométriquement
I’existence de ce groupe nous montre que la condition trouvée est
bien suffisante.

CHAPITRE III.

QUELQUES PROPRIETES CARACTERISTIQUES DE (P) ou (P’).

13: Les courbes (P) et (P’) sont telles que la figure formée par un
arc et sa corde subisse une transformation géométrique simple lorsque
I'origine M de I’arc varie et ’angle en M reste constant. Cette trans-
formation est analogue a une translation le long de la courbe dans le
cas des courbes (P) et analogue a une homothétie de centre O dans le
cas des courbes (P'). D'ailleurs, si 'on considére dans le plan Ouv

Fig. 3.

172

0

I'image de la courbe et des géodésiques, la figure représentant celle
que nous étudions subit effectivement une translatxon ou une homo-
thétie de centre O suivant le cas.

Il en résulte que tous les éléments que nous pouvons considérer
sur la figure, et qui en général dépendent a la fois de s et de d, sont
indépendants de s sur une courbe (P). Sur une courbe (P’) les lon-
gueurs sont égales au produit de s par une fonction de d, les angies,
les rapports de deux longueurs, ... sont indépendants de s comme
sur une courbe (P), etc.

THLSE P, BOOS 4
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Il noy

s a semblé intéressant de chercher si 'on peut caractériser les
courbes (P), ou les courbes (P’), ou lenaemble des courbes (P) et
(P"), par des propriétés relatives a la forme des fonctions donnant la
grandeur d’autres éléments de la figure. Nous n’examinons d’abord
que les éléments qui nous ont donné des propriétés caractéristiques

aussi bien pour (P) que pour (P').

ou em

14. Quelles sont les courbes telles que la longueur L de la corde
géodésique MM, soit indépendante de s[c’estle cas des courbes (P)]ou
soit égale au produit d’'une fonction de s par une fonction de d [c’est
le cas des courbes (P')]? La longueur L est égale & une intégrale
prise le long de la géodésique de M en M,, or nous connaissons
I’expression de u en fonction de ¢ le long de cette courbe et nous

obtenons, apres les changements de variable et fonction,
1

Vid, s - dU\z 3
(20) L:xf [‘m <-d—\7> +C’(A’U,1V+s)] dv.
0

Nous calculons trés simplement, & partir des développements (12),
(13) et (14), les premiers termes du développement de L

2 ! /3 n
(21) L:-z-~“—7\‘+)\6[—l—--——l—7——gi—+ a ]+

a 3ad 20 6a’ 9ga’ 12a*

Il est donc nécessaire que @ soit constant pour que L soit indépendant
de s5; 1l est nécessaire que a’ soit proportionnel a a® pour que L soit
égal au produit d’une fonction de s <qui esté par une fonction de d.
Il en résulte — en changeant au besoin I'origine des arcs sur (I') —

que les premiers termes de C doivent correspondre suivant le cas a
une courbe (P) ou a une courbe (P').

s--{
Il est visible sur I'intégrale f \/ du +C2(zt, ¢)ds¢, donnant L,

qu’il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour que L soit indé-
pendant de s. En effet C est alors indépendant de ¢. De méme, si la
courbe est une courbe (P’), en tenant compte des expressions de C,
u, ! dans ce cas, on peut mettre cette intégrale sous la forme

|['e

/

) N
Sf {g’2(x,d)+C=L -
0
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Supposons alors que C admette le développement (15) dans lequel
a et les coefficients des termes non écrits de degré inférieura 2m sont
des fonctions de s vérifiant la condition suffisante. L’élément diffé-
rentiel de (20) admet alors le développement

4
14 4a27ﬁV’+4a?\3V+% ++ %g(s)H()\,V)--i--. .

ou la fonction H(2, V) est homogéne de degré 4m par rapport a I'en-
semble des lettres Vet A, les termes non écrits ont un degré supérieur
a 4m, ou bien correspondent a des termes vérifiant la condition suffi-
sante et ont un degré supérieur a 4. Nous aurons besoin ultérieure-
ment de 'expression de H(A, V) qui est

' m o h2m+j Vim—j 1
HO, V=Y Y
j=0

m—1

g )3t J Y 2m—j=t ==t ;| 2aV(2am — j+1)
+Z(zm—j—-l)j!(m-—j—l)l[7‘_‘_ / '
Jj=0

2m-—y

Pour obtenir L, il suffit de remplacer V par son expression déja
calculée (§ 8 ou 11), a savoir

. ooak o(s)(m!)?
— (e 1 8B  bm—3 4
(22) \— a 3&" ... ( 1)’”* a——'—’)l+1(2nz)! 7\ o s el

dans le développement

/ WV v
(33) AV 4% [§a=z=v=+ 2a)3VE 4 Lzl]++ é)-.g(s)f HO, V)Vt ...
0

En tenant compte des degrés des termes qui figurent dans les puis-
sances de V et dépendent de g(s), on calcule le premier terme de L
qui dépend de cette fonction inconnue et ’on trouve

A2 - (m 1)
—_ sm—2 m+1 A
(24) L= - et 7 (— 1) D(S)IL"H'I(?. yiFee

les termes non écrits correspondent a des éléments qui vérifient la
condition suffisante ou bien sont de degré supérieur a 4m— 2. il en
résulte que g(s) doit étre une constante pour que L soit indépendant
de s et que g(s) doit étre égal au produit par une constante de la fonc-
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tion @™ pour que L soit égal au produit d’une fonciion de s, a savoir —»
par une fonction de .

On peut donc caractériser les courbes (P) par le fait que la longueur
de la corde ne dépend pas de la position de l’arc et les courbes (P') par
le fait que la longueur de la corde est égale au produit d’une fonction
de ’abscisse curviligne de Uorigine de I’arc par une fonction de I’angle
sous lequel on voit I’arc de son origine.

15. Nous avons remarqué déja que le rapport r, des longueurs de
la corde et de I’arc est indépendant de s aussi bien sur les courbes (P)
que sur les courbes (P’) et nous nous proposons de chercher si ce
rapport permet de caractériser ces courbes.

Une difficulté se présente ici pour obtenir les conditions imposées
aux premiers termes de C : les développements limités donnés précé-
demment ne permettent pas de conclure et nous devons compléter les
calculs du paragraphe précédent en déterminant tous les termes de L
qui ont un degré inférieur ou égal a 8. On a

1 4
f AU+ CPdV=V+ %a’)\’VL}—za)\" Vi );-ZX—F%aa’)ﬁ Vit a MV,
0

les termes non écrits étant de degré supérieur a 7 par rapport a 'en-
semble des lettres V et A. On obtient les premiers termes du rapport
r, en remplacant V par (14) dans le quotient par V de 1'expression

ci-dessus, donc
I Aa’

6 ' 18a

r=t—

“+...

. . < 1s .a
et par suite r, ne peut étre indépendant de s que si _; est une cons-

. . a
tante; done, ou bien a est une constante, ou bien ¢ = ;’ (en changeant

au besoin I’origine sur la courbe).

Puisqu’il suffit que la courbe soit une courbe (P) ou (P") pour
que r, soit indépendant de s, nous pouvons employer le méme procédé
que plus haut pour montrer que cette condition suffisante est aussi
nécessaire. Si C admet le développement (15), nous connaissons
le développement (23) de L, suivant les puissances de V et A. En
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tenant compte de ’expression de H, les termes non écrits sont de
degré supérieur a 4m + 2 (par rapport a 'ensemble des lettres V et A)
ou bien ne dépendent pas des fonctions inconnues et sont de degré
supérieur a 6.

Nous obtenons r, en remplacant V par (22) dans le quotient du déve-
loppement (23) par AV. Le premier terme de r, qui peut dépendre
de s doit contenir g(s) et pour le calculer nous remarquons que dans
le développement de V” la premiére puissance de A dont le coefficient
dépend de g(s) est de degré 4m — 4 -+ p. On trouve ainsi que le
premier terme de r, qui peut dépendre de s est de degré 4m et son
coefficient est (4 une constante additive prés)
g0)2 i nh Z (—1Ch .y (=1ymCh,

a” )3 am! am —J 41 (am—))(2m —j7 — D
0 0

La deuxiéme somme qui figure ci-dessus est connue, la premiére
s’obtient par un procédé analogue a celui employé plus haut et 'on
voit que le coefficient de A*™ dans r, est (a une constante additive
pres)

3(s)

a"’l

(m--1)(m!)?
(2m—+1)! )

(_ l)m+1

wl v

Donc le rapport r, ne peut étre indépendant de s que si ga(i) est une

constante, et par suite il est nécessaire que la courbe soit une courbe
(P) ou une courbe (P).

16. Cela étant établi, peut-on distinguer d’aprés la valeur du rap-
port r, les courbes (P) des courbes (P") sans avoir besoin de calculer
la courbure géodésique ? Pour faire cette recherche nous exprimons
le rapport r, en fonction de d (il est facile de montrer que le dévelop-
pement ne peut contenir aucune puissance fractionnaire); on a

a> d’ a’

(m—1)[m!]?
_6—_'—'1_8‘_1__; AT e .. ~ . T

-+ (__ I)m-H ___ba_ 2

(25) r=1-— a™ 3i2m—+1)!

aim 4. L.

Ce rapport n’esi donc certainement pas une fonction paire de d si la
courbe est une courbe (P’) puisqu’alors a’/a® n’est pas nul. Au con-
traire sur une courbe (P) il est une fonction paire; on peut le vérifier
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s’applique la surface portant la courbe (P). L’équation dlfferentlelle
des géodésiques nous le montre aussi aisément, car dans le cas d’une

gpomptrmnpmpnf en examinant la surface de révolution sur ]2 nelle

courbe (P) I'équation (6) est de la forme u"=2 C;‘ u'*+ CC,, puisque C

est indépendant de ¢; donc la fonction u(¢ — s, — d) définie par les

du

conditions initiales u =o, -~ = — d pour ¢ — s = o est identique 4 la

du
fonction u[—(¢—s), +d]définie par les condmonsu_.o,d( 5 =+d.

Donc les valeurs algébriques de deux arcs correspondant a +d et —d
sont deuax nombres opposés (ce qui prouve que / est alors une fonction
impaire de d), les longueurs des cordes correspondantes sont égales
(plus précisément on obtient, en comptant les cordes positivement
dans un sens défini par le sens positif sur la courbe, deux valeurs
opposées), donc le rapport , ne doit pas étre modifié par le change-
ment de d en —d.

Nous avons donc la un moyen de distinguer les courbes (P) des
courbes (P’) lorsqu’on sait que r, est indépendant s; mais ¢/ r’est
méme pas nécessaire de démontrer quer, est indépendant de s pour carac-
tériser une courbe sur laquelle ce rapport est une fonction paire de d.

En effet, supposons seulement que 7, soit une fonction paire de d,
il faut que les coefficients des puissances de A dont le degré est un
multiple de 4 plus 2, soient tous nuls dans le developpement de r,. 1l
faut en particulier que a’/a® soit nul, donc que le premier terme
de C corresponde 2 une courbe (P). Soit alors m le degré en u du
premier terme de C qui dépend de ¢, on a

(15") C=r1+20alU ...+ Mng(s)Un+ R gl (s)UmY +. ..,

d’ou
m-—1

A2m—2+) 2m—y gm—)—1 m Ig (S)
’ J— ‘2 4
(19) U=aV*+iV+22VH( +Z(om_ﬁ(2m sy T —

m-—1

" 2 Q2m—1-y \ 2mAt—) gin—i—im | o (s) L
(em—j+1(2m—)))! (m—y—1)!° o

les termes non écrits dans (17") sont indépendants de s et de degré
supérieur 2 5 ou bien dépendent de s mais sont de degré supérieur
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a 4m (degreé par rapport & 'ensemble des lettres V ct 1). Nous pouvons
calculer dans le développement de V(%, s) le terme qui dépend de s et
est de degré 4m—1 en A. On trouve, en évaluant encore a I'aide des
fonctions B une certaine somme, que

N A < Am— (S) n (___m!)i
(26) Ve e W) e 3§m_+_1\* O
) An—1 g, (S_) — "lM -
=+ am+? (=1) (2m—+1)!

D’autre part nous calculons dans I'élément différentiel de (20) les
termes dépendants de s qui sont de degré 4m ou 4m -+ 2 par rapport 4
I'ensemble des lettres V et A et I'on en déduit que 'on obtient le
développement de r, en remplacant V par (26) dans le développement
ci-dessous :

m—i
[‘ 08 /e R At p2mej eme—j—1 qm—j—1 (2aV+)\)m' .
1+ za AV2 - 2alV + 5 +...+2 M= em—j—Dm—j =018 (s)

j=0
n; Aem—+j 2m—j gm—j 1 ) n_J)\inH—/—HV’zlll—jallz—/—l(ga\lv+)\)’n! /c>
g g — S g e - L
e (2m— J+ 1) T (m— )17 T (2m—j+1)(2m ] )] (m—j— x)lé) (
j=0 i=o

Remet /1 Vam—jrt gim—i | @' (5)
+;) (fzmw_/‘-&—sz)j'.(nz-»ﬁ!(
les termes non écrits sont indépendants de s et, par rapport a
I’ensemble des deux lettres V et %, de degré supérieur a 7 ou bien
dépendent de s et sont de degré supérieur a 4m—+ 2. Or, dans le déve-
loppement de V¢ les termes contenant g(s) sont, en J, de degré
4m + p—4 ou de degré au moins égal & 4m - p et les termes conte-
nant g’ de degré au moins égal a 4m +p — 2, les premiers termes
sont de degré p et les suivants au moins de degré p—+ 4. Donc les seuls

termes de r, qui ont pour degré 4m -+ 2, sont

mn
e (G COTE (Zymm! +k
Za"™ (2m + 1) | T oam (2m-—j+2) 7 (m—j)! ’
0

ou £ est le coefficient correspondant a 'hypothése g'=o0; donc & est
nul puisque les premiers termes de C vérifient une condition suffi-
sante pour que r, soit une fonction paire de d. La somme ci-dessus se
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calcule facilement et I’on obtient en remplacant X par d

(37)  r=i- L am [é’_(s_)(_l)mﬂ 2(m —1)[m1]* 1]

6 amn 3(2m+1)‘
ima & (8) (=) (2m—3)[m!]?
- am+1 6(2772—!—1)!

Donc le rapport r, ne peut étre une fonction paire de d que si g'(s)
est nul, on démontrera ainsi de proche en proche que tous les coef-
ficients de (12) sont indépendants de ¢, donc la courbe est une
courbe (P). On démontrerait de méme trés simplement a P'aide des
développements (14), (26), (21), (24) que I'on peut caractériser les
courbes (P) par le seul fait que 'une des fonctions / ou L est une fonc-
tion impaire de d (sans faire aucune hypothése sur la dépendance de
ces fonctions vis-a-vis de s).

17. Les hypothéses que nous avons faites sur la surface, la courbe,
la valeur de d, ... nous permettent de revenir a la variable [,
au lieu de la variable d, en calculant la fonction inverse définie par
{=2xV(}A,s), A*=d. Ce retour a la variable / permettra une généra-
lisation plus facile en géométrie affine, que nous publions séparément;
nous ne donnons ci-dessous que les résultats et certains calculs qui
nous serons utiles plus loin.

Sil'ona

I=—2 - 2 paydhitoap di
on obtient
(28) d=—-—al— %’lf—)-. o= R [(— 1)“a‘4‘o¢k+. -

— )
7 [(, A gk g, 4 (=1 §2+ k)

aka'op+ .. } 4+

Il est alors facile de calculer le développement de r, en fonction de /
[en utilisant les développements (25) et (27)] et d’en conclure que :
st le rapport des longueurs de la corde et de l’arc ne dépend que de la
longueur de Iarc, la courbe est une courbe (P), de méme, ce rapport ne
peut étre une fonction paire de l que st la courbe est une courbe (P); enfin
st ce rapport ne dépend que du quotient de la longueur de U'arc par une
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JSonction de I’abscisse curviligne de l’origine  la courbe est une courbe (P").

La substitution de la longueur de la corde a celle de I’arc en tant
que parametre indépendant nous conduit a des énoncés tout a fait ana-
logues. On les démontre en cherchant I'expression de d en fonction
de L a I'aide des développements (21) et (24), ou I’on remplace A2
pard.

18. En utilisant de nouveau la variable arbitraire d, nous étudions
I'aire balayée par une géodésique de la surface qui passe par M et
dont un point décrit I’arc MM,. Nous avons remarqué géométrique-
ment que pour une courbe (P) celte aire est indépendante de s et pour
une courbe (P’) elle est égale au produit de s* par une fonction de d.

Or cette aire A(s, d) est égale a I'intégrale ﬂC(u, ¢)du dy étendue au

domaine limité sur la surface par I’arc et sa corde. C’est donc, apreés
les changements de variable et fonction

V(h,s) U(V,7,5)
(29) A—;wf d\’f C[32U, 1V + 5] dU.
0 0

L’intégrale donnant A nous montre treés simplement que les conditions
— (I') courbe (P) ou courbe (P") — sont suffisantes pour que I'aire
soit indépendante de s ou produit d’une fonction de s par une fonc-
tion de d. Par exemple, dans le cas des courhes (P") on a pour définir

s+ u
cette aire l'intégrale f dvf C(%) du, d’ou, en désignant par
s 0

K(@) la fonction [ C(x)dw et en posant ¢ = s(1+ ),

he) -
A:sff (1 + x)Ix[x gz, d)] dx.
0

—+1I°

A l'aide des formules (13) et (14) on calcule les premiers termes
de A qui sont

(30) A=

)X 32a

6a? i2at

donc l'aire ne peut étre indépendante de s que si a est une constante
et cette aire ne peut étre le produit d’une fonction de s par une

THESE P. BOOS 5
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fonction de d que si cette fonction de s est égale a é— et st a' est

proportionnel 4 a*. Donc il est nécessaire que les premiers termes
de C correspondent & une courbe (P) ou 4 une courbe (P’) suivant
le cas.

Nous démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires
en utilisant toujours le méme procédé : soit m le degré enu du premier
terme de C dont le ceefficient ne vérifie pas la condition suffisante;
alors, en tenant compte de (17),

n—1

u N . A2m—2+] \2m—y gm—j—1 g |
[ CdU=aV2+ AV +.. .+ Z G om0 Ty — )|g(s) -+
/==0

les termes non écrits sont par rapport a V et A de degré supérieur

4m—2 s’ils dépendent d’une fonction inconnue ou de degré
supérieur 4 2 s’ils correspondent i des éléments de C vérifiant la con-
dition suffisante.

Nous multiplions I'expression ci-dessus par dV, puis nous inté-
grons et remplacons V par le développement (22). Les remarques
faites (§ 15) au sujet du développement de V” nous montrent quel’ona

m—1

A= e BO) D (-1 m!
%" a"‘*"A-l(2m«J—t—n(am——j)(zm—J——I)/ (m—~J~1\'

les termes non écrits étant, en A, d’'un degré supérieur & 4m + 2 ou
bien sont de la forme voulue.

La somme précédente s’exprime simplement a 'aide de sommes
déja calculées (§8 et 16) et I'on a

, ‘a ! !
A:-d— da _(._d‘-’"l-HS (s)(__ 1ym m!(m-+1)! /\_l

6a 120t { am+? 2(2m +1) ! —'_afj_*—"'
et A ne peut étre une fonction de la forme désirée que si g(s) est le
produit de a™ par une constante. Donc :

St aire limatée sur une surface par un arc de courbe et sa corde géo-
désique est indépendante de la position de l'origine de I’ arc sur la courbe,
la courbe est une courbe (P); si cette aire est égale au produit d’une
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Jonction de I’abscisse curviligne de l’origine de I’arc par une fonction
de Uangle sous lequel on voit larc de son origine, la courbe est une
courbe (P").

19. Comme pour les fonctions étudiées plus haut, le fait que la
fonction A est impaire suffit pour caractériser une courbe (P) sans
méme que ’on ait besoin d’établir I'indépendance de A vis-a-vis de s.
En effet le coefficient de A* dans(30) ne peut étre nul que si a est une
constante; nous pouvons alors supposer que C admet le développe-
ment (15”) et nous déterminons le coefficient de A*"+* dans le dévelop-
pement de A; ce coefficient est nul si g(s) est une constante, car les
premiers termes de C vérifient une condition suffisante pour que A
soit une fonction impaire de d. En utilisant la formule (17"), on voit
que les termes de A dépendants de g(s) et de degré, en A, fm—+ 2
et 4m + 4 s’obtiendront en remplacant V par (26) dans

m—|
e A V2 2 QA Vamejts gm—j=t g | g (s)

Ma 3 e @m—J+1)(2m—Nem—-]—1)j] (m—j7 —1)!
0

m—1
— AN2mtj+2 Yy 2m— 2 am—i~t ! gl( S)
+z (2m—j+2)(2m—j41)(am— ) j (m —j—1)! Heen
[}

les termes non écrits sont, par rapport 4 I’ensemble V et %, de degré
supérieur ou égal a4 10 s’ils sont indépendants de g ou de degré
supérieur a 4m 44 s'ils dépendent de fonctions inconnues. Par
suite le coefficient de d*"** dans le développement de A est

(__ 1)"'+1m[m I]‘Z

g’(s)l'amﬂ(om — et A ne peut étre une fonction impaire de d que

si g* est identiquement nul.

Une propriété élémentaire de I'aire d’un triangle nous a conduit a
chercher dans quel cas I'aire A est égale au produit des longueurs de
I'arc et de la corde par une fonction de l'angle a I'origine; autrement
dit, quelles conditions doit vérifier la courbe pour que le rapport r,
de A au produit /L soit une fonction de d seulement? Nous savons
déja qu’il suftit que la courbe soit une courbe (P) ou une courbe (P’).
Les premiers termes du rapport r, s’obtiennent aisément a 1’aide des
développements (30), (2r1) et (14); on trouve, en revenant a la
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al

) d
variable d, 5~ 3647

de s, quel que soit d, que si a’ est proportionnel & a* [donc le premier
terme de C correspond a une courbe (P’), ou a une courbe (P) si le
coefficient de proportionnalité est nul]; nous remarquons aussi que ce
rapport ne peut étre une fonction impaire de d que si la fonction a est
une constante. En supposant alors que C admet le développement (15)
dans lequel les termes non écrits correspondent a la condition suffi-
sante ou bien sont de degré (en)) supérieur & 2m et en utilisant les
développements déja calculés de V, L, A, on démontre que le premier
terme de r, qui peut dépendre de la fonction gest en A de degré 4m—2
[m!]*(m — 1) (— 1)+
6am(2m +1)!
le rapport r, ne peut étre indépendant de s que si g(s) est égal au
produit d’une constante par a™. Donc, si le rapport r, est indépendant
de s, et dépend seulement de d, la courbe est une courbe (P) ou une
courbe (P"). Pour démontrer que ce rapport ne peut étre une fonction
impaire de d que sur les courbes (P), il suffit de calculer le coefficient
de d*™ dans ce rapport, calcul qui n’offre aucune difficulté, car tous
les termes utiles ont déja été donnés; on trouve que le coefficient en

(—0)™+tm[m!)2 g’ (s) . R
e om0l donc il ne peut éire nul que

si g'(s) est identiquement nul.

d*+ ..., ce qui montre que 7, n’est independant

et le coefficient de g(s) dans ce terme est ; donc

question est égal a

20. Nous nous proposons maintenant d’étudier la longueur de la
fleche PQ de I’'arc MM,, c’est la longueur de la portion de géodé-
sique normale en P a (I') et normale en Q a la corde MM, (fig. 3).
L’équation de cette géodésique est donc ¢ = const., et la valeur de la

, . d .
constante est telle que 'on ait, en Q, d—z = 0; la longueur cherchée est

la valeur de u correspondant au point Q.
Donc, aprés le changement de variable nous pourrons déterminer le

point P comme correspondant i lavaleur V, de V telle que %I—\), soit nul,

cette valeur V, doit étre comprise entre o et V et tendre vers o en
méme temps que d. La longueur de la fleche F est alors égale a la
valeur de A?U ou ’on remplace V par V,.

Nous calculons V, par la méthode des coefficients indéterminés a
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partir du développement de g% Or,siCadmetle développement(12),
(31) Z_[VJ:MV+ M1+ Via']
+ wva[?si’ o gab+ |+?\‘V’(10a?+b)+ haViic.. .,

les termes non écrits sont, par rapport a Vet A, de degré supérieurab;
les premiers termes de V, sont donc

A Ma f o a” a’ b

En remplacant V par (32) dans (13), on obtient, aprés multiplication
par A2,
(33) F=

I Ma 3 a’ b a’
T ha  2%d’ » [Yb‘d T 30ar  32a - Igza‘]

Pour que F soit indépendant de la position de I'arc sur la courbe
il faut donc que a soit une constante; pour que F soit égal au produit
d’une fonction de s par une fonction de d, il faut que a’ soit propor-
tionnel & a’; nous obtenons bien les premiéres conditions corres-
pondant soit a une courbe (P), soit a une courbe (P").

Il est facile de vérifier analytiquement qu’il suffit que la courbe soit
une courbe (P) ou une courbe (P") pour que F ait I'une des formes
désirées car nous connaissons alors les formes des fonctions C et u.

Démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires en
désignant toujours par m le degré du premier terme de C dont le

coefficient ne correspond pas & la condition suffisante. Nous connais-

sons alors I'expressionde U (17), d’ou 'on déduit celle de g%, et enfin

m—1

— A m— m ! a7t (_ I)] g(s)
(34) Vi——'é—‘;—i-—l—)\,’ 332(2”1_./
j=0

—nylm—j—r1)lam+t

les termes non écrits sont, en A, de degré supérieur 2 4 — 3 ou bien
proviennent d’éléments de C qui vérifient la condition suffisante.

Nous aurons F en remplacant V par (34) dans le développement
de 22U et par suite

4

m—1
po— )\ m (— I)/m ! 2—2m+/ é’('g)
F=e — +. .+ 3 Z(zm—- 4.
o

ha Nem—j —n)jlm—j—ri1)lam+
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les fermes non écrits sont de degré supérieur & 4m ou bien corres-
pondent a des éléments de C qui vérifient la condition suffisante.

Pour calculer le coefficient figurant dans I'expression ci-dessus,
nous remarquons qu’il est égal a

(— ym g I Qo (== 1Y m L gyt
2 (a2m -y 7 (m—j-—1)! +3 Z (am-—~j -0\ jl(m—j - 0!

or ces sommes sont les valeurs pour x = 1/2 des fonctions suivantes,
nulles toutes deux pour = o,

N\ (—- 1)+t m | grm—y 2 (— 1Y m | prm—i=
(em —j)j i (m—j—1)! (om—j -0y (m—y 10!

dont les dérivées sont respectivement

(—D"man (1 — Y=t et (1)t m(1-- )=t

et nous sommes amené au calcul des intégrales

W=

I:f M1 (I . .7))’"_1 dx et J — / am (l — .I))"‘_’ ([J‘,
0

L0

or le changement de « en 1— 2 montre que 1 a aussi pour expression

R e (I . J/.)/n——i dx

ma\)
2

et, par suite,

1 1 —1)!
I ml(m—i1)!
I—_ x’”—l(l 4..(7')’“—1 (lx—-—__i____.
2 J, (2m)!

D’autre part ona

] - J= f 1 ([ — JU)"' d‘l',
0

y - . , . . 1 o—2m—1
d’oni, en faisant une intégration par parties, J = - = & - Donc
le coefficient de )\""2‘}(%} dans le développement de F est égal
a
; I 2 g :
a(— 1)’”‘m<‘l — ;> ou (— 1)y 'a=2m=1 il n’est jamais nul et
. )\1 n (_ 1)'"-'“;{(s)
(35) F:'—Z;_c_z+"'+)‘ I[W_F"']_F"'

ne peut étre de la forme désirée que si la courbe est une courbe (P)
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ou une courbe (P"). Donc : si la longueur de la fleche est indépendante
de s la courbe est une courbe (P); st cette longueur est le produit d’une
Sfonction de s par une: fonction de d la courbe est une courbe (P").

Nous pourrions démontrer maintenant que le rapport r, des lon-
gueurs de la fleche et de I'arc permet de caractériser les courbes (P)
et (P"), courbes sur lesquelles il ne dépend que de d. De méme, si r,
est une fonction impaire de d ou si F est une fonction paire de d,

-la courbe est une courbe (P). Nous n’avons pas jugé utile de repro-
duire ici la démonstration de la premiére de ces propriétés (qui doit
étre faite tout a fait comme les précédentes); nous aurons plus loin
besoin d’effectuer un calcul plus complet que celui qu’il y aurait lieu
de faire pour établir les deux autres propriétés mentionnées et nous
renvoyons le lecteur au paragraphe 24.

CHAPITRE IV.

AUTRES PROPRIETES DES COURBES (P) £t (P').
PROPRIETES CARACTERISTIQUES DES COURBES (P).

21. Les recherches précédentes ont toutes abouti & des résultats
complets et nous avons-obtenu, assez simplement, des propriétés
caractéristiques des courbes (P) ou (P’); il n’en sera pas de méme
dans les cas que nous allons étudier. Nous nous proposons en effet
d’envisager des éléments de notre figure qui sont indépendants de s,
aussi bien sur les courbes (P) que sur les courbes (P’), mais qui, dans
le cas des courbes (P), conduisent a des expressions particuliérement
simples (ils sont indépendants de s et de &, ou bien sont du premier
degré en ). En raison méme de cette simplicité les conditions néces-
saires que nous obtiendrons en exprimant que ces éléments sont indé-
pendants de s, seront moins restrictives que celles indiquées par la
condition suffisante connue et il ne nous a pas été possible, en général,
d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes. Cependant nous
pourrons toujours caractériser les courbes (P) par des propriétés
intéressantes relatives a ces éléments.

L’élément qui nous a permis d’obtenir les conclusions les plus
précises, est le rapport r, des arcs MP et MM,; r, fixe la position
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de la fleche et est manifestement indépendant de s aussi bien sur (P)
que sur (P’), il s’obtient en déterminant le quotient des fonc-
tions V,(s, ) et V(s, 2) que nous connaissons déja (§20 et 7). Les
premiers termes de ce rapport sont

B . a/ . a:’/ N 5al'2
* s+ (e~ i)+

Pour que r, soit indépendant de s il faut donc que o’ soit proportionnel
a a®, et a est une constante ou bien correspond a une courbe (P’);
mais nous remarquons que le coefficient b de C ne figure pas dans le
coefficient de 1* du développement précédent. Cela était 3 prévoir car
dans le cas des courbes (P) le rapport r, est constant et égal & 1/2; en
effet si nous examinons le modéle particulier de courbe (P) réalisé
par un parallele de surface de révolution, nous remarquons que
I'arc MM, et la figure formée par I'arc et sa corde sont symétriques
par rapport au plan méridien passant par le milieu de 'arc, par suite
la fleche est un arc de ce méridien et le rapport MP/MM, est bien égal
a 1/2. Nous en concluons que dans le développement de r, doivent
disparaitre tous les termes qui ne contiennent aucune des dérivées
des fonctions de ¢ figurant dans le développement par rapport a u
de la fonction C. Cette remarque nous fournira une vérification des
calculs ultérieurs si nous conservons dans C la lettre a, sans expli-
citer cette fonction de s dans le cas des courbes (P"); cette vérification
est d’autant plus intéressante que les termes qui doivent disparaitre
dans les résultats sont ceux qui correspondent aux calculs les plus
complexes. .

Supposons que m soit le degré (en «) du premier terme de C dont
le coefficient ne correspond pas a4 une courbe (P) ou (P') suivant le
choix fait pour a, et déterminons les conditions nécessaires auxquelles
doit satisfaire la fonction g(s); nous devons trouver une (ou plusieurs)
équation différentielle.

Nous avons vu que V, admet le développement (34), la somme qui
figure dans le coefficient de A'—* a été calculée et I'on vérifie que le
coefficient de A*"~* dans r, est indépendant de la fonction g(s), donc
est indépendant de s d’aprés nos hypothéses sur les premiers termes
de C.
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Nous devons alors calculer dans V et V, les coefficients de A+~
dans le cas ot a est une fonction de s (le calcul pour V a été déja fait
plus haut lorsque a est une constante). Soit donc

(36) C=r1+4+z2au+bur+.. .+ g(s)umr+ h(s)um ™ +. .

I’équation (6) devient apreés le changement de variable

(37) U'=2a+22a’'V + 2 [a"V? + (fa*+ 2b)U + alU?] +. ..
—+ )\2111.—~2 m aUl'l—l —+ )\2177.—1 mg’U"""‘ Vv

4 7\"”[2 g"Un—1V2 - amgUn—1 U2+ (m+ 1)(h+2ag)U’n] N

les termes non écrits sont, en A, de degré supérieur a 2m s’ils
contiennent des fonctions de forme inconnue, ou supérieur a 2, s'ils
ne contiennent que des fonctions correspondant a la condition suffi-
sante.

Dans ce paragraphe nous n’avons besoin que des termes de U dont
le degré est inférieur ou égal & 4m, on trouve

(38) U=aVierV 42V +4w«§a+%§+“>+ww<3 +%)

m—\

+1‘V’2a+...+2(2m_

Aem—2+12m—; py | grt—1—J

J)(em—y—1yl(m—j—1

A

m—i
A=+ emAi—) gy 1 gri—t— g/(s)

(2m—y+1)(2m-—y)yl(m—-j—1)!

g Am—tty Yemt i~y gy | gm—2—) o/ 5’(3)
+Z 3(em —j+1)(2m— Ny (m—j —2)!

Les degrés des différents termes figurant dans le développement
d’une puissance V» de V sont p, p + 2, . .. si ces termes sont indépen-
dants des fonctions inconnues et 4m—~+p — 4, fm+p—=2, ... s'ils
en dépendent; cette remarque nous permet de calculer

12

}\ 2al [ b 2 a”
 — —_
(39) V= + [Sa 82 " ga —+ Iza*]+"'

T 3ar
172
4 phm—s 2 3 (— pym+t (ml) 4 prm—1 O 8’ —1)m m[m 1
alu+1 ami i Q= \ (Zm -+ l) i
4 )‘nm—l ___ga_ (_ l)nL—H (’n-+ 6m + 2) [’n ']: i
amt 3(am +1)! !

THESE P BOQOS 6
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les termes non écrits sont indépendants des fonctions inconnues et de
degré supérieura 5 oubien dépendent des fonctions inconnues et sont
de degré supérieura 4m — 1. La somme, coefficient de A*"~' ga’a=""*,
a été calculée comme les précédentes en utilisant une fonction B.
Pour calculer V, nous utilisons I'expression de Z—g et nous faisons

des remarques, analogues aux précédentes, sur les degrés des termes
du développement de V7. Nous obtenons ainsi

A Va' o(s) [m!]?
o V o SRS iy . )\im—: _\ym+1 D N
(4 ) ! 2a 8a® + - ( I) ant+1 2(2m)!
Iy (= I)mg, (m!)? 1
['a/n+2 2m ! o2m i
4 Jem—t sa’ [ (—uom (- ])"LH(m +4)[m!]?
amts | 3. a2 12(2m)! »

les coefficients de cette expression s’obtiennent & I'aide d’intégrales
définies prises entre les limites o et 1/2, comme nous 'avons fait pour
calculer F au paragraphe 20. Les termes non écrits correspondent a la
condition suffisante ou sont de degré supérieur & 4m — 1. Donc le
rapport cherché admet pour développement

I a’ oa' I (m )Y (4m —1)
7, — )2 _|_'_’_|_)&m—2_9___ — 1 )1
¢ 2 afa? ' am+? ( ) 3. g2t 26(2m +1)!
(— 1)+t of (m!)? I
Am—2
+)‘ 4a111+1 (2m—|—1)! _2?"” AR

les termes non écrits sont indépendants de s ou bien sont de degré
supérieur a 4m — 2.

Pour que ce rapport soit indépendant de s, il est seulement néces-
saire que g’ soit une constante si les premiers termes de C correspon-
dent a une courbe (P) ou bien que g vérifie ’équation différentielle
suivante si les premiers termes correspondent & une courbe (P’)

GO gen [ LS (bm—1)[m !]2] + glem [_r_ ——QE!LJ:const.,

3.22m 6(2m +1)! 2 (am 4-1) !

le coefficient de g(s) dans cette équation ne peut pas étre nul,
puisqu’il est la somme de deux termes positifs, le coefficient de g’(s)
non plus, comme on le vérifie aisément, car il faudrait que 2*"(m!)?
soit égal 4 (2m +1)!, or (2m +1)! est égal au produit des nombres
impairs 1.3.5.7...(2m + 1) par 2"m!, donc si le coefficient
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de g'(s) était nul, 2"m ! serait égal 2 un nombre impair. La relation
que nous “venons de (rouver n’exige donc pas que la fonction
inconnue g(s) ait la forme correspondant a4 une courbe (P) ou (P'); si
les premiers termes de C sont indépendants de s, il est seulement
nécessaire que gsoitdelaforme kys + £, (k, et k, étant des constantes);
si les premiers termes de C correspondent a4 une courbe (P’) on doit

w
avoir g =k, s+ k,s ¥ en désignant par p et v les coefficients de
I’équation (41), notons d’ailleurs que I’on ne peut pas avoir p.=mv
car il faudrait que le produit par (3m — 1) des m + 1 premiers nombres

impairs fut égal 4 (1om —1)2"m"'m!

22. Le terme suivant du rapportr, dépend de g, g’, g”, mais non pas
de la fonction inconnue nouvelle 2(s); par suite il nous fournira une
seconde équation différentielle & laquelle doit satisfaire la fonction g
et 'on peut espérer que cette équation ne sera pas une conséquence
de (41) et donnera la condition £, nul.

L’équation différentielle donnant U, telle qu’elle est écrite sous ]a
forme (37), nous permet d’effectuer le calcul des termes de U dans
lesquels la somme des degrés de V et A est égale & 4m + 2 et qui
contiennent une des fonctions inconnues g ou & ou leurs dérivées. Ces
termes sont obtenus en faisant des remarques analogues a celles qui
nous ont permis d’établir la formule (x11).

Bien que ce ne soit pas la maniére la plus rapide d’écrire ces termes
de U, nous les donnons en indiquant les termes de I’équation (37)
auxquels ils correspondent :

m—1

Z )\!m—e—/ \’2m,—/+2 m ! amﬁl_,g//( 9)
2(em—j+2)(2em—j+1)/(m—j—1)!

/——0

_LZ :III+/\/ 71;L—1+.(,n -4~ 1) ! aln—/ y (r)
Gam =¥ 2) (am—J+ 1)) (m— )i+ 2

m—1

e

8 )2mty N 2m—y+t 1 i~y aV N 2
(2m~j—|—1)j!(m—j—l)! om—Jj+2 a2m-—]

m—1

2 “1n+/+" Va2mn—y am—]—ig
{2m — J) am—7—10)) (m—j—1)!
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provenant des termes en A*"*' de (37):

m—1

Am+jem—j+2 gy 1 a;rz—/—1(4a1+ 2b) g(s)
2(2m—j+2)(2m——j+l)(2m-—j)(zmwj—l)j!(m~j—1)!
0

m—l1

Qmej Y 2im—j+1 gy 1 gin—j Sg(s) 2aV A ]
+Z (2m [
0

—J+n(em—j—1)j (m—j—1)! 2m—-j—|—2+2m—j

provenant des termes en A? de (37);

111:2 Aty YV 2m—j42 g | gm—2—j é’(s) E ﬂ N a_—ll
2‘(2m»—j—|—z)(2m~j—+-1)jl(m—j—z)! 3776 12
0
+m::—’ el im—j gy | gim—j—2 (10a®+ b)V , 2a\ (5)
Gm=j (m—j—2)|3(m—j+1) am—j—1 &
0

m—3

Qe Vem—j+2 gy 1 gm—3—j gl2 g(s)
+2
18(2m
0

—j+2)(2m—j+1)j (m—j—3)!

provenant du terme A*"~?mgU™ ' de (37) dans lequel nous avons
tenu compte de tous les termes de U dont le degré est inférieur ou
égal a4 6 [voir formule (13)]; ces termes ne peuvent pas étre calculés
par la formule générale ci-dessus dans le cas particulier ot m =2 et
il sera nécessaire de faire une étude directe dans cette hypothése;

m—2

Z Q2 2m—j42 g 4 gm—2—j 4/ g/ (S)
3(2m
0

—J+2)(em—j+1)j (m—j—2)!

provenant du terme A*"~'mg'U™'V.

Nous pouvons alors calculer le coefficient de A*+* dans le dévelop-
pement de V; on trouve en omettant les éléments qui ne contiennent
aucune fonction inconnue et correspondentaux premiers termes de G :

h(s) w l(m =112 27(s) g (DT m

(42) G 0" Gyt s T a1 g
a'g'm(m—+ ) [m!P(—0™ 4 a'g(m*+17m + 6)[m ]2 (— 1)

6am+¢(2m+1)! 24&"‘"’“(2”@—':—1)!
/2 132 3 2
L@ g,(—x)"”-‘ (m!) m?+15m + 8om + 24
am+s (2m +1)! 36
N (—1)rg [m!l]P m@Bm—1) . gb —— m!(m+2)!.
amtt (2m—+1)! 2 am+? 4(2m+1)!
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Le calcul des coefficients des différents produits a"g, o'*g, g, g'a/,
g", h doit étre conduit comme celui des sommes rencontrées précé-
demment en effectuant d’abord, s’il y a lieu, une décomposition en
éléments simples pour ramener le dénominateur au produit de deux
factorielles par une ou deux fonctions linéaires de j, puis en utilisant
les fonctions B.

Du développement de U on déduit celui de U’ puis on calcule le
coefficient de A*™+* dans le développement de V,. Ce coefficient est,
en négligeant les termes indépendants des fonctions inconnues,

h wmi(m+1)! &' n m!(m—i—l)!]
(43) W(—' 1) Giam +1)! + a’"*"‘( - 1) Qrm+i 8(2m+1)! ’
N a’g’(_l)m [m!]ﬂ(zmi+12m+7)__(m+7)]
amtt 24(2m +1)! 3.2+
+ — ag —n)m [m!]’(m’l+9m+5)_ !
amth 48(2,” —!—l)‘ 3‘22m+.s
N a*g 1y (m+9) [m )2 (am®+ 24 m®+ ghm + 45)
- (Z”H”"( 9.2:’/n-a—. - 14[‘(2772+1)!
magm(m+42)! 8 o mIm!P@m—m)
+ a"‘ﬂ( i 8(2m +1)! a’"'H( 1) G(zm +-1)!

Le calcul des sommes rencontrées dans ’expression de ce coefficient
se fait en les décomposant en d’autres sommes n’ayant au dénomina-
teur qu'un seul facteur de la forme am—j+ k et ces derniéres sont

évaluéesal’aide d’ 1ntcgralesf 2”(1 — x)y* dx comme plus haut (§ 20).

Le coefficient de A'™" dans le rapport r, est alors, 4 une constante
additive prés provenant des premiers termes de C supposés conformes
a une condition suffisante,

g’ [_1_ _ [m!]? ] (— 1)ym+! N a'g' [(m—B)(m!f_ N m—l—5] (— )™

2 (2m —+1)! 8 an+s (2m+1)! 2im | g
a'g [ 1 N m[m!]? ] (—1)™
am+i| 3.2 (2m—+1)! 8

a’ig[(m!)“(mi—l- gm —1) m—+ 7] (— 1)™*! i
amtt (2m—+1)! g¥m+t 36

Q2

—+

Donc, si a n’est pas une constante mais correspond 4 une courbe (P"),
nous obtenons une nouvelle équation différentielle 4 laquelle doit
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P 1,0 . L
satisiaire ia ronction g, ¢ est

(66) g5 [ o — Gl | g [l 2R

27 (am—+1)! 3(2m—+1)! 3.omm

m—+1  a(m®—1)[m}
9.2 glam ~+1)!

-+ gs™ [ ] —const.,

or, en dérivant (41), multipliant par s et retranchant de (44), nous
obtenons une nouvelle équation du premier ordre

Jlem-—1 fm!]2(4m - 37
/5 o’.m«H -
(45) gs [ 3. om 6(2m—-1)!
2m — 1 [(m 2 (8m?—-3m + 4)
m —
s [ 9.2 18(2m +1)! = const.

et finalement, en multipliant les deux membres de (41) par(2m — 1)/3
et retranchant membre & membre de (45), nous obtenons la relation

(777' 1)2 ! em+1 m { —
Bama ! &lsmF 4 (m 1) gs™ » = const.,
qui exige que g soit égal a k5= + k,s™', mais g devant aussi véri-
fier (45), il faut que
- o—1 s 5(’7L !)2 — 3’,”‘ +2 l — pnnat
T ) 6(2m) ! 3. (TN ’

or, 5(m!)22*""' ne peut étre égal & (3m + 2)(2m!); en effet 2m!

’ P 8 >

est égal au produit de 2”m ! par des nombres impairs, il faudraitdonc

que 3m+ 2 fat divisible par 2”7**" (donc au moins par 2™)

et 3m -+ 2 est toujours inférieur i 2 lorsque m > /. Par suite, comme

] q z

le coefficient de £, n’est pas nul, la relation précédente n’est possible

ue si k, est nul, donc si la fonction g correspond, elle aussi, au cas
’ =]
d’une courbe (P").

23. Nous avons remarqué en calculant les termes de U dont le
degré est 4m + 2, que la formule générale ne pouvait s’appliquer
sans précaution au cas ol m = 2, ¢’est-a-dire pour trouver la forme de
la fonction & figurant dans le développement de C. 11 est nécessaire de
déterminer cette forme pour conclure dans le cas ou @ n’est pas une
constante; d’autre part on peut prévoir les différences que nous
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devrons constater entre les coefficients calculés directement et ceux
que 'on obtiendrait en appliquant la formule générale si bien que
nous aurons une vérification précieuse de la valeur de nos différents
coefficients.

Nous remarquons que les formules générales contiennent des élé-
ments ou b (supposé connu) et g (fonction inconnue) interviennent
par leur produit, au contraire, dans le cas ot m=2 (alors g=10),
nous aurions des termes correspondant i des carrés et non a des
produits et I'on peut prévoir que dans les coefficients de %.° de V
et V, le terme en b?/a® calculé par la formule générale sera double de
celui calculé directement. Ensuite dans le calcul des formules géné-
rales nous avons rencontré les sommes suivantes :

m—3

a,ig (... 1)/'*’1 m!
18a"l+“2(2m-j+ 2)(em—j+1)J (m—j—3)!
I

. 1\ 2m—jH1
m—3 (___ I)/+1 m Y —
2

a’g Qo
18 gt (27)l—-j+l)'/‘f(ﬂl "“j"‘ 3)17
0

et

qui n’existent pas pour m =2 et dont les valeurs sont dans le cas
général

ag (~1)mm!(m+3)!(m——2)
18 am+t (2m —+2)!
et '
a*g (-1 m!(m—+3)! 3mi+7m—+6)
18+t l 2(2m ~+1)! g2m+1 !

par suite, sil’on fait m = 2 dans la formule générale, les termes corres-
pondants disparaissent. La seule différence que nous devons donc
trouver en appliquant la formule générale au cas m = 2 est celle
signalée plus haut pour le coefficient de b%/a’. On a en effet, en
représentant, dans les crochets, par des points des termes qui ne
contiennent que a et ses dérivées

V—_ Z\_“ 7\3al+;5’ b N a’ 2alz+ I “l+77r I’% a’b+

" rpt " 2 2
+)\9[ c b a'b 11a’ b b b nba +”.]+'”

— = —+ - ~ =
20a* boa’ 1oat 180 a’ 6at 20a® 3oa’
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et, d’autre part,

Ve 2 _Xa [ b« ek 1) [ 80 Sl
T 2a 8a ‘ e 8at 6@  6a| " ig2at  6har "
_ o T e _ 35" 59a’'b’ B ga’*b 31a’b . b 3 b _ )
—+- )\ [Aoaﬁ 6&0 A 19200«“ 128a’ 1920a5 120 [{_0(25 T . +~ ..,

donc, conformément & la formule générale

a 7 ” K2 /7 ! 7
o=t 2a +7\£{ a S5a ]_,_)\..[ 70 __—fﬁjd_b+'.'J

2 24a? 4Sa  1bba* Sboal 288
[ 70" 9a'd’  157ba  gba’
+)\ [ [920a1+640a" 5760511, 640(1" S i B

par suite, lorsque a' est proportionnel 4 a*(a = a,s") la fonction b
doit satisfaire aux deux équations différentielles

21b's% + (3 bs?— const.,
216"s* + 816’5 + 31 b6s>— const.,

sur lesquelles on peut opérer les mémes transformations que celles
indiquées dans le cas général pour obtenir finalement la condition
nécessaire b=~5b,s72. Il en résulte que si le premier terme de C
correspond a une courbe (P'), il doit en étre de méme pour le second
et ainsi de suite de proche en proche. Donc :

St le rapport (MP MM, ), dans lequel le pied de la fleche divise Uarc,
est indépendant de la position de U'arc sur la courbe (et ne dépend que
de 'angle a I'origine) ET s1 LA COURBE N'EST PAS UN CERCLE GEODESIQUE, la
courbe est une courhe (P).

Si ce rapport est une fonction paire de l’angle en M, la courbe est une
courbe (P) et le rapport est constant et égal a 1[2. Ce dernier théoréme
est une conséquence immédiate des calculs du paragraphe 21; en effet
pour que r, soit une fonction paire de d, il faut et il suffit que ce
rapport ne contienne que des puissances de X dont le degré est un
multiple de 4, donc le coefficient de A? doit étre nul et a est une
constante. D'autre part, la condition que C soit indépendant de ¢
est suffisante puisque r, est alors égal a 1/2; donc si C admet
le développement (15), le premier coefficient non nul d’une puis-
sance de X dont le degré ne soit pas multiple de 4, est le coefficient
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de 2.*m=>et il est égal a P

nul, donc g’ doit étre nul.

La restriction qui figure dans le premier des énoncés ci-dessus
provient de ce que les équations trouvées ne nous imposent pas la
condition g=const. dans I’hypothése ou a est une constante, car
alors les équations (41) et (44) se réduisenta g’ = const. et g”= const.
Dans ce cas, il ne suffit certainement pas de choisir dans C pour les
coefficients des puissances de u, supérieures ou égales a la deuxiéme,
des binomes du premier degré; mais il semble que I’on puisse déter-
miner de proche en proche les coefficients des puissances de  comme
étant des polynomes en ¢ dont le degré croit (d’une unité a chaque
coefficient, si & n’est pas une constante). Il ne nous a pas été possible
de démontrer que ce calcul est possible ni que la série obtenue
converge.

(2m+—1)!  2m

of -yt 7 )2 I .
s { [ ) —], puisque a’ est

24. Nous avons maintenant a notre disposition les formules néces-
saires pour démontrer les propriétés signalées ala fin du paragraphe 20.
Pour que la longueur de la fleche soit une fonction paire de I'angle
en M, le développement (33) ne doit contenir que des puissances de A
dont le degré est divisible par 4, il est donc nécessaire que @’ soit nul;
il est suffisant pour cela que C ne dépende pas de ¢ et nous pouvons
supposer que C admet le développement (15) en désignant par m le
degré en « du premicr terme qui n’est pas indépendant de ¢. Nous
obtenons les deux premiers termes de V, qui dépendent de g en utili-
sant le développement (40) ou I'on fait ¢'=o; puis en remplacant V
par (40) dans le produit de (38) par A* nous obtenons

d: [(=0mg [ 1 (m!)? }
IA R 27 cIES N I < —_— A IS
(46) F = ba k() d [ ham+? (2”" (2 m.+1)1) 1—]_\ S

or, k est nul puisque la condition vérifiée par les premiers termes
de C est suffisante, il est donc nécessaire que g’ soit nul, car son coeffi-
cient n’est jamais nul (voir §21). Donc il faut et il suffit que la courbe
soit une courbe (P) pour que F soit une fonction paire de d.

De méme la recherche du développement du quotient de (46) par
le développement de /(s, d) nous montre que le rapport r,(s, d) des

THESE P. BOOS 7
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longueurs de la fleche et de I’arc ne peut étre une fonction impaire

de d que si la courbe est une courbe (P).

25. L’étude du rapport r, nous a permis d’obtenir une propriété
caractéristique de (P’) moyennant une hypothése sur a; dans les
questions que nous abordons maintenant nous n’obtiendrons méme
pas ce résultat, car des deux équations différentielles auxquelles doit
satisfaire simultanément la fonction inconnue, I'une est conséquence
de I'autre. Nous trouverons pourtant des propriétés caractéristiques
des courbes (P).

Nous envisageons d’abord V'angle sous lequel on voit I’arc MM, de
son extrémité M,. Cet angle 3 ne dépend que de d aussi bien
sur les courbes (P) que sur les courbes (P’). Nous le déterminons

par sa tangente d, qui est égale au produit par A de la valeur de -
lorsqu’on y remplace V par la valeur correspondant a 'extrémité M,
de I'arc. Nous obtenons donc immédiatement les premiers termes

du développement de d
e . - 9 1;[3 o ]L”
! s 3 (ga’* 6a‘) U

on voit que a’ doit étre proportionnel 4 a® pour que d, ne dépende que
de d. Nous supposons alors que les premiers termes de C vérifient la
condition suffisante de correspondre, soit 2 une courbe (P), soit & une
courbe (P'), et nous cherchons la forme de la fonction inconnue g(s).
Nous remarquons que, dans le cas des courbes (P), nous devons
avoir d, + d = o, soit en examinant le modéle particulier de courbe (P)
constitué par un paralléle de surface de révolution, soit en nous
rappelant qu’alors u(x, — d) = u(— z, d); ceci prouve que l’arc MM,
et 'arc MM,, ayant pour origine M et pour valeur algébrique — /, sont
vus de leur origine M sous deux angles ayant une détermination égale
en valeur absolue, or le déplacement du point M, n’altére pas la ﬁoure
quand la longueur de ’arc reste constante et 1’égalité précédente nous
montre que les angles en M et M, doivent, eux aussi, étre égaux en
valeur absolue (il suffit d’amener M, en M).

Dans le développement de d, doivent donc disparaitre tous les
éléments (excepté le terme — d) qui ne contiennent aucune dérivée
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de fonctions figurant dans le développement de C. En tenant compte
des formules établies plus haut, on voit facilement que le premier
coefficient de d, qui peut dépendre de la fonction inconnue g est celui
de A*m=? et ce coefficient est, 4 une constante additive pres,

!
" (—om+H(m!)y 8 (—1ytm! + .
an am! A" d (2 — ] —1) (M — ] —1D)!

et dans cette expression la fonction g a bien un coefficient nul.
Les termes en A*" s’obtiennent en évaluant des sommes analogues
a celles déja rencontrées et I’on trouve qu’ils ont pour expression

' s ' !
5 (g D ga o amimd Dl g0
am+ (2m—+1)!  a@n? (2m +1)! i ’

k étant une constante provenant des premiers termes de C. Par suite,
si les premiers termes de C correspondent a une courbe (P), on obtient
seulement la condition g'= const., et si les premiers termes de C
correspondent & une courbe (P'), on obtient 'équation différentielle

(m iy

h=) S A
(am—+1)'!

(47 {g'sm) + (m + 1) 99" | = const.,
exigeant que g soit égal & k,s™ 4 ks ",

Si m est différent de 2, les calculs faits pour U nous permettent de
trouver le coefficient de x*"“2dans le développement de d, ; onobtient,
a une constante additive pres,

gu (— [)m (m ! )2 Za’g/ ]IL!(/N -+ l) ! ( Ly
am+t? oa(am +1)! 3amti(oam +1)!

(- tag’e(m ! (5dm + 4 N a*g[m!](m*+ gm + 6)

- :
Sam+t(am +1)! bt (am 41!

(- l)"‘,

et par suite nous devons avoir, si @' n’est pas nul, la nouvelle relation

‘_(m_!z__ F34"sm™2 4 of ¢+ (fm + 4) 4 gs™(m?* - m —2)] = const.,
6(am L~1y! " 3 ‘ )
mais celle-ci esl toujours vérifiée, quelles que soient les constantes £,
et k,, lorsque g =k, 57"~ k57",
Dans le cas particulier ot m = 2, nous ne pouvons pas utiliser, du
moins sans précaution, la formule générale; ici nous effectuons le

7.
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calcal uniquement en vue d’une vérification, car il est facile de prévorr

3
qu’en réalité la formule générale donne le résultat exact. En effet, dans
le calcul de cette formule générale figure la somme

E (—1y*tm!'la g(s)ya ™
18(am —j+10) ) (m—Jj—3)1

qui n'existe pas pour m=—=2; son expression, dans le cas général,
est(—l)ma gm mt ) Al

18am+* (2m +1) !
part, nous avons rencontré dans le calcul les sommes

m—l1

(——ty*t(2m—j—2)m!la?yg S\ (——1)ymlag

8o 1 (m—J—1)! bk g g (M~ ] — 2) !
0

qui sont nulles dans le cas général mais ont, pour m = 2, les valeurs

. a'*b 2a’b
respectives — — et + Y Par suite, en appliquant la formule
générale au cas particulier m = 2, nous négligeons deux termes dont

la somme est égale au terme ajouté. Le calcul direct des coefficients
en question ne présente aucune difficulté et les deux équations
auxquelles doit satisfaire 6 sont bien

b’ +- 35th = const., sth" 4- 483h' = const.

Dans ce probleme, que a soit ou non une constante, nous n’avons
pu obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, mais du moins
nous avons vu que : les courbes (P) sont caractérisées par le fait que
l’angle sous lequel on woit l'arc de son cxtrémité est une fonction
impaire de I’angle sous lequel on le voit de son origine; et encore que
les courbes (P) sont caractérisées par le fait que l'angle en M et I’angle
en M, ont une détermination égale en valeur absolue.

26. Nous étudions une derniére propriété commune aux courbes (P)
et (P), qui a été signalée au paragraphe précédent dans le cas des
courbes (P), au sujet de P’angle v sous lequel on voit de M I’arc MM,
opposé a MM,. Les deux angles « et y ont méme valeur absolue sur
une courbe (P); dans le cas des courbes (P’), sid, désigne la tangente
de vy, on a les deux relations I=s.h(d) et —l=ys.h(d,); done il
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existe entre d et d, une relation indépendante de s

hd)+ h(d,)= o.

Pour déterminer le développement de d, en fonction de d, il suffit
de chercher la condition pour que I(s, d,) soit opposé a I(s, d), donc
il suffit d’égaler 4 o le développement de V, correspondant a I'extré-
mité de I'arc MM,, aprés avoir remplacé dans ce développement A2+~
par d?—+ d?, nous avons donc
d—+d, ) (d*+d2)a’

0=~ a 3a®

1 24’ a’ b
R Er e

et, comme d, doit tendre vers o en méme temps que d,

2a La'® 20’ a'b
= d - 22 g b d | — o e
@ 3a“d 9a"d+d [_1561‘ Ha J
oy l4d'd 206
v | = e e |t

Supposons que C admette le développement (15) dans lequel les
premiers termes correspondent & une courbe (P) ou (P), le premier
coefficient y, qui peut dépendre de s est celui de d*™, il a pour valeur

g (—1a2mm!)? adg

o a2{m*—2m —1)(m!)?
{:m— am+1 (2m + I)! - amt+?

(2m +1)!

k __ I)m

T e e ey

le coefficient suivant est

20/
Tam+ =— I (m H- I)'}’sm e

de sorte que v,, et y,., n'imposent qu'une méme condition pour la
fonction g. Les termes non écrits dans les deux égalités précédentes
sont des constantes et I'équation différentielle a laquelle doit satis-
faire g, si @ n’est pas une constante, est

msmrl el (m* — am — 1)s" g = consl. ,

sl a est une constante g’, doit étre une constante.

Sans expiiciter ies coefficients du developpement de V, nous alions
chercher une deuxiéme relation a laquelle doit satisfaire g et qui
pourrait ne pas étre une conséquence de la précédente. Pour simplifier
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i"écriture nous désignons par des leiires, doni la signification est
évidente, les différents coefficients de V, de sorte quele développement
de d, est donné par

d -+ dy= A(d*+ d3) + B(d’+ dj) + D(d* + d3) +. ..+ X(d" + dit)
-+ Y(dznz+ d;im) “+ T(d‘”"“ 4 d'é'""") -+ Z(d’"“’”i 4+ d?l""""li 4.,

X et Y dépendent de la fonction inconnue g et sont liés par la relation
établie plus haut, nécessaire pour que vy,,, et Y;,., soient des cons-
tantes ; cette relation s’écrit Y+ (2m —1)AX = const. Les fonc-
tions T et Z dépendent de g et de la nouvelle fonction inconnue #,
nous obtiendrons entre T, Z, X, Y deux relations nécessaires pour
qQUe Yami2 €6 Yanmss soient des conslantes. On obtient, en représentant
par des points des constantes dont la valeur ne nous intéresse pas,

Yomre= 2% 4+ 2AT(2m 1) + fm(2m +1)A2Y +- 6(2m — HABX

/
“+2(2m— 1) DX + §- (2m —1) (fm+2m + 3)A*X ...,

puis, si nous supposons ce coefficient y,,,., constant, on aura
Yomes=— 4A(m +1)Z - fA*(m+1)(2m+ )T — gm(&m’—k 6m 4+ 5)A%Y
- 127 ABY - 47 DY — g'\zm — D {zmt-=3Imit ym + 3)AX
—12(2m — 1) (2m + 1DNABX — fj(em —1) (2m +1)ADX +-.. .,
qui doit étre constant. Il est donc nécessaire que X et Y vérifient la

relation obtenue en exprimant que 2A (7 +1)Yawy + Yan-. €St Une
gonstante (relation dans laquelle ne figurent ni T ni Z)
gm(qnz*+ 3m —2) Y - gln(‘zm 1) (2am*+3m — DAX

—12mABY - imDY ~ramerm -1 ABX —4m2m — 1) ADX = const.

Ceci peut s’écrire

[Y + (am - 0)AX] [—- dmD —12mAB + gm,(zmi_;_ 3m — 2)] = const.,

et n’est donc qu’une conséquence de la premiére relation trouvée. Ici
encore nous ne pouvons obtenir simplement une condition nécessaire
et suffisante.
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Le calcul du début de ce paragraphe nous montre pourtant que /les
courbes (P ) sont caractérisées par le fait que les angles, sous lesquels
on voit du milieu d’'un arc ses deux moritiés, ont une détermination
égale en valeur absolue, ou encore, si ’angle y est une fonction impaire
de I'angle «, la courbe est une courbe (P). 11 suffit, en effet, d’étudier
les conditions imposées au premier terme de C par la propriété envi-
sagée, puis de déterminer la forme de la fonction g pour que le
coefficient de d*™ dans d, soit nul, sachant que la condition vérifiée
par les premiers termes de C est suffisante. Il en résulte que g doit étre
aussi une constante et la courbe est bien une courbe (P).

CHAPITRE V.

REMARQUES DIVERSES.

27. Les courbes (P) et (P") correspondent donc a une relation de
forme trés simple existant entre la longueur d’un arc, I'angle sous
lequel onle voit de son origine et I'abscisse curviligne de cette origine.
Les deux formes trouvées pour cette relation sont deux cas particuliers
de la forme plus générale suivante :

(48) (D =h(d)yk(s,

8, h, et k étant des fonctions d’une variable, holomorphes au voisinage
des valeurs O, O, s et telles que g(0) et 2(0) sont nuls.

Les courbes (P) correspondent a £(s) constante et les courbes (P’)
au cas ou g(l) est une fonction du premier degré. Nous nous étions
proposé de chercher, par la méme méthode que précédemment, s'il
existe d’autres courbes conduisant a la relation (48).

Nous supposons que la fonction g(/) est développable au voisinage
de ! = o, soit

(49) SO =l+ g2+ g8+ g, '+ ..,

et nous utilisons les développements déja calculés pour déterminer les
sonditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues et les
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premiers coefficients du développement de C. On a

Kisy=pa'(s, o' =Aa+ Ba?, & =A/3,

en désignant par A, B, p des constantes arbitraires. Alors il faut que

Az AB
b(sY=6g,4 — + — a =+ Da?,
9 6 ’
en désignant par D une nouvelle constante. La considération du ferme
de degré 4 en d nous fournit un certain nombre de relations auxquelles
doivent satisfaire les constantes arbitraires introduites ci-dessus. Ce
sont :

A 23
St 45 'Igé’.‘f\:‘),
A2B a1
~ e T &B=o
2 A A
'/;5 ].)f\ —+ é_(; - 08 =0

Nous supposons que A n’est pas nul — sinon on se trouve dans le cas
des courbes (P") — alors, si B n’est pas nul, nous calculons D, g; et g,;
si B est nul nous pouvons choisir arbitrairement I'une des constantes g,
ou g,. L’étude du terme en d” nous donnera expression du coefficient
c(¢) de C(u, ¢), expression dans laquelle interviendront deux nouvelles
constantes arbitraires et le terme en d® nous donnera 6 relations
auxquelles devront satisfaire les différentes constantes (au nombre
de 6), il est donc probable que nous déterminerons ainsi toutes les
constantes arbitraires (nous n’avons pu faire le calcul, trés compliqué)
ei, méme si nous pouvons poursuivre ia détermination des différents
coefficients, nous n’obtiendrons pas une classe de courbes aussi géné-
rale que les courbes (P) et (P).

Remarquons que les calculs faits nous donnent la conclusion sui-
vante : il n'existe aucune courbe |autre que les courbes (P) ou (P)]
pour laquelle la relation entre [, s, d aurait la forme (48) avec g égal a
un polynome du second degré.

Dans le cas particulier ou I'on sait que la surface, sur laquelle est
tracce la courbe, a une courbure totale constante (ou sil’on veut, dans
V'étude des courbes planes d’un espace non euclidien de eourbure
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constante K), nous pouvons utiliser le développement (5). Silarelation
entre /, 5, d a laforme (48), il en résulte que «(/, s) est une fonction
du quotient = de g(7) par A(s) et, si g({) admetle développement (49),
il faudrait pouvoir identifier (5) avec un développement de la forme

I { A, Ag, s 3 A, 2gA, Ag,
A,I\T(-?S-{-[F‘i— ]l*}—l = — + J

k . k* k
4é: 3 g A (82 +28)4, A

ou A,, A,, ... désignent les coefficients du développement de la fonc-
tion de x a laquelle est égal «(/, 5). On en conclut facilement que

—— s'=k.s 5 32
* = Ty et kiz + ky22,

puis, que £, et £, sont tous deux nuls (cas des courbes P) ou bien que £,
et K sont nuls (cas des courbes P’ qui n’existent pas dans un espace
non euclidien de courbure constante non nulle, voir § 9).

28. Les courbes (P) possédent plusieurs propriétés caractéristiques
élémentaires des cercles du plan et il est naturel de rechercher si ces
courbes ne possédent pas également la propriété suivante vraie pour
un cercle : la longueur de I’arc MM, est proportionnelle a I'angle sous
lequel on le voit de M.

Le développement (5) ne nous permet pas de conclure facilement;
il faut en effet que tous les coefficients de ce développement soient
nuls, & ’exception du premier; cela entraine des conditions pour la
courbure totale de la surface le long de la courbe, mais il est difficile
d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes par ce procéde.
Nous utilisons encore la représentation de la surface introduite au
paragraphe 4, nous avons calculé (28)le développement de la tangente
de I'angle « en fonction de / et il est facile d’en déduire le dévelop-
pement de I'angle lui-méme, c’est

(30) 9::—al—%lﬂ—f—...+[(—I)‘a“’m+...]l"—l—...,

les termes non écrits sont de degré supérieur ou égal 4 3, les points
dans le coefficient de /* représentent les éléments de ce coefficient qui



ont le degré
<

2y 3 3

\
[O

Pour que [ soit proportlonnel a «, il faut que tous les coefficients
de (50) soient nuls a 'exception du premier. Donc @’ est nul et @ est
une constante.

La condition que C se réduise & 1 + 2au (a conslant) est suffisante:
géométriquement, la courbe est alors tracée sur une surface applicable
sur un plan et correspond 4 un cercle; analytiquement, 1'équation (6)
s'integre facilement, car alors

a

= —-—4———— ur4-o2a(1+4 2an),
1+ 2au

donc

__sinfa(v —s)+a]sinfa(y —s)]

acos[2a(v —s) + o] d’ou | —_—

QIR

Alors si I'on suppose que C admet le développement suivant:

C=t1+42au + g(»um—+. ..

dans lequel les termes non écrits sont de degré en u supérieur a m, le
premier coefficient de (:)o) qul n’est pas nul est celui de 2"~ et il est
égal a g(8)a" ' (— 1y ( , (puisque les deux premiers termes de C ne
peuventfournn‘aucun UHwne en l””"),donc pour que [ soit propor-
tionnel & «, il est nécessaire que g soit nul et, par suite :

St la longueur d’un arc d’une courbe tracée sur une surface est pro-
portionnelle a I’angle sous lequel on voit l'arc de son origine, la surface
est développable et la courbe cst un cercle géodésique.

29, La pr priéfé L,-avteusuq ue précédente des cercles ne s’étend
donc pas aux courbes (P) dans leur 0enerallte par contre, toutes les

courbes (P), et elles seules, sont telles que l’enveloppe de la corde soit
une courbe paralléle a la courbe (I') lorsque 'angle en M est constant
ou lorsque la longueur de I’arc MM, est constante.
[.a surface étant rapportée au systeme de coordonnées du para-
graphe 4, ’équation de la corde qui sous-tend I'arc est
w=ufy—s,s,d,]
ce qui devient, aprés le changement de variable et fonction,

wu=7*U[V,s, 4], f =5+ LV.
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L’enveloppe de la corde sera une courbe paralléle a (T') si cette
enveloppe s’obtient en portant sur les géodésiques normales a (I") une
longueur constante; et par suite cette enveloppe doit avoir une équa-
tion de la forme u = const.

Premier cas : Uarc MM, est vu de son origine sous un angle constant,
donc d et A sont des eonstantes; nous aurons le point caractéristique
de la corde en cherchant la valeur de ¢, comprise entre s et s+ [, telle

que %l; soit nul. Donc ce point est déterminé par la valeur V,(s, A) qui
annule
9U . 9U
oV TN os?

et la courbe possédera la propriété étudiée ici, si U prend une valeur
indépendante de s lorsqu’on y remplace V par V,.

Les premiers termes du développement de V, suivant les puissances
de A sont déterminés par la relation

2V\3
v 20a’+ 2ab BVroar+b)— haVi +...,
3 (

o= --2aV—-7\--—

dans laquelle les termes non écrits sont de degré supérieur a2 5, donc

VZZ‘“ )‘_ _|_)\5(.I_ — _b__) -+
ra 6a 12a}

d’on, en remplacant V par cette valeur dans (13), nous déduisons
IPordonnée u, du point caractéristique

u,

—_— i — —  —— i
2 ta  8a 8.4! -

a a at

A Ma IS (36 66 a”> _
_— o U

qui ne peut étre indépendante de s que si a et b sontindépendants des,
donc si les premiers termes de C correspondent 4 une courbe (P).

Comme il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour qu’elle
possede la propriété étudiée ici, nous pouvons supposer que C admet
le développement (15), ou m désigne le degré en u du premier terme
de C dont le coefficient n’est pas indépendant de ¢. L’équation
donnant V, est alors

0:---2aV——7\—i—...—Z

)\-2111—2-4—/\/ m—]—=1 gm—]=1 py |

(2m—j)—1)j!(m-—j)—1)

15’(5) AR
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2

s non écrits sont indépendants de s et de degré supérieur

o
=
ot
@
wn
—_
<]
-4
=
[x]

4 4 ou bien dépendent de s ot sont de degré supéricur & fm — 3.
Il en résulte que le premier coefficient de V, qui peut dépendre de s

est celui de »'=* et V, ne differe de (34) que par des termes non
écrits.

Le premier terme de «, qui peut dépendre de s est de degré 4m etson
coefficient nous est connu, car nous avons effectué les calculs au para-
graphe 20; on voit que u, ne peut étre indépendantde s que si g est une
constante; donc finalement, il faut que la courbe soit une courbe (P)
et nous trouvons pour u, la valeur déja calculée de lafleche F.

Deuxiéme cas : [’arc variable MM, est tel que sa longueur [ sort cons-
tante. Nous devons donc chercher I’enveloppe de la courbe définie
par u = u|[(s —s),s,d] sachant que d est lié au paramétre s par la
condition u(/, s, d) = o; le point caractéristique s’obtient en joignant,
a I’équation de la corde, I’équation

ou o ‘ {){i du dd
Toe % € ds T od o5 —

Ce point caractéristique correspond donc a la valeur V, de V qui
annule 5 - Comme nous devons ensuite remplacer V par V, dans 2*U

pour obtemr Pordonnée u, du point cherché, nous pouvons utiliser les
calculs faits plus haut pour déterminer lafléche, mais nous devons ici
revenir a la variable / en utilisant le développement (28) Nous
trouvons ainsi que les premiers termes de u; sont — ~a£: — aT —.
donc ne peuvent étre indépendants de s que si a est une constante.

Puis supposant que C admet le developpement (15), les de\eloppo-

ments {33) et (28) nous montrent gue le premier terme de 2z, quipeut

dépendre de s est de degré 2m (en /) et a pour coefficient, 2 une cons-
(__ l)mam—-l [ml']i 1 R .
— == | > ¢e qui ne peut etre

tante additive prés, g(s)

2 a2m! 2m
indépendant de s que si la fonction g estune constante, car 2”(m!) ne

peut étre un nombre impair. Donc, st l’enveloppe de la corde qui sous-
tend un arc de longueur constante sur une courbe tracée sur une surface
est toujours une courbe paralléle, sur la surface, @ la courbe donnée,
cette courbe est une courbe (P).
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DEUXIEME PARTIE.

SURFACES.

CHAPITRE 1.

DEFINITION ET RECHERCHE DES POINTS (R) ET (R’).

L. Nous nous proposons dans cette Partie d’établir relativement aux
surfaces analytiques des résultats analogues aux précédents en consi-
dérant la figure formée par un plan sécant et la calotte découpée par
lui dans la surface. Nous supposons que la surface est convexe de
sorte que les dimensions de la figure tendront vers zéro en méme
temps que I’angle du plan sécant avec le plan tangent a la surface
en un point de la section; un point de I'intersection du plan et de
la surface doit jouer un role particulier pour la détermination de
I'angle du plan sécant et d’'un plan tangent et comme nous dési-
rons étudier des fonctions de deux variables seulement, il est naturel
de considérer les figures correspondant aux plans sécants qui pivotent
autour d’un point régulier fixe, O, de la surface; c’est donc une pro-
priété de la surface en ce point que nous mettronsen évidence. La figure
formée par ie plan sécant depend effectivement de deux paramétres :
Pun, qui fixe sa position, est I'angle « que la trace du plan sécant fait
avec une direction fixe du plan tangent en O et I'autre, qui détermine

THESE P. BOOS 8
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fig plan sécant et du plan tan-
gent en O (cet angle sera determme par sa tangente que nous dési-
gnons par 4). Nous utiliserons aussi ulterleurement un autre parameétre
arbitraire & la place de cet angle des plans sécant et tangent.

En général la figure dépend des deux parametres A et « et nous
allons chercher en premier lieu s'il existe des surfaces (ou plus exac-
tement des points sur une surface) telles que certains éléments de la
figure ne dépendent que de % et non de «. L’élément le plus intéressant
(4 cause de ses propriétés affines) est le volume compris entre le plan
sécant et la calotte; nous dirons que la surface posséde en O la pro-
priété (R), ouque le point O est un point (R), si ce volume ne dépend
que de A.

les dimensions de la figure, est |

Lo
=
C‘.E.
®
=
1_.

2. Nous rapportons la surface aux axes suivants ayant pour origine
le point O : la normale Oz a la surface et les deux directions princi-

Fig 4.

z

pales Ox et Oy en O. Puisque le point O est, par hypothése, un point
régulier convexe, le développement de la cote = d’un point de la sur-
face en fonction de x et y peut s’écrire

(1) s==a(sin?Q 2+ cos’o y?) ...,

el ’ f e T o,
en désignant par o I'angle, compris entre o et > tel que cot*¢ =

P

R, et R, étant les rayons de courbure principaux en O.
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Nous avons défini le plan sécant par I'angle a que fait sa trace sur le
plan 20y avec 'axe O« et par la tangente X de ’angle qu’il fait avec
le plan 20y, son équation est donc

(2) s, =A(ycoso — zsina).

Dans tout ce qui suit les plans sécants seront choisis de telle facon
que A soit arbitraire & I'intérieur d’un intervalle non nul comprenant
Z€ro.

Le volume cherché est égal a I'intégrale double ﬂ"{z.—s)(lxdy
¢tendue a l'intérieur du domaine @ correspondant a I'intersection de
la surface et du plan. Pour I’évaluer nous effectuons le changement de

: P 8
variables
(/\) — cosu sin «

)/: ————

0 —— =
' \/-),simp, V2 coso

La section de la surface par le plan sécant est alors représentée par
la relation

. sinu cososing — cosu sinx coso _ a )
(3 I3 :—';P—i-P‘(...).

1= -
V2 81n9 coso

Quel que soit u, ¢ est infiniment petit avec A puisque la surface est
convexe et nous pouvons calculer le développement en série de o
en fonction de A (les coefficients de ce développement sont des fonc-
tions de «). Le calcul du premier terme est immédiat, on obtient

V2 sinu cosa sing -— cosu sin o COS @
a Sing cos @

(4) p=12

+A2(...),

les limites du domaine auquel on doit étendre I'intégrale double aprés
le changement de variables sont : pour p, zéro, et la valeur définie
par (4); pour u, les deux valeurs u, et u,+ = qui annulent le coeffi-
cient de A dans (4).

L’intégrale admet un développement limité suivant les puissances
de A et on 'obtient en remplacant o par le développement (4) dans

f"°+" du % . sinucososing — cosu sino cosg ap.. ,
—_— | —=7" LA ) P
— —— - Foo |
. 2sing cosy | 3y sing cosg 8
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S N — (sinwu cosarsing — cosu sina coso)* du.
12a’sin®@ cos’o J
o

Or, d’aprés la valeur de u, nous avons
(5) [sinucosesing ~ cosw sino cosg]*==sin?(«— u,) [sin® & cos*¢ + cos*asin’y |

et par suite I'intégrale donnant le premier terme du développement
de V est immédiatement calculée. On trouve

(6) V_),'ﬂ[sin?a €0s*¢ + cos*a sin?@]?
- 32a°sin’y cos’g

+...,

que l'on peut écrire également

V9 7[1 — cos2 ¢ cos 201]?
o 128 a’sin’ o cos* @

3. Pour que le point O soit un point (R) de la surface, il est néces-
saire que tous les coefficients du développement de V suivant les
puissances de A soient indépendants de «. Donc nécessairement

™
-5 et le

1 —cos2¢cos2a est indépendant de « ce qui exige o=r7

point O doit étre un ombilic.

Nous voyons immédiatement que les sphéres sont les seules surfaces
analytiques dont tous les points sont des points (R) puisqu’il faut que
tous les points soient des ombilics.

4. Nous chercherons maintenant s’il peut exister sur une sur-
face (autre qu’une sphére) un point O, au moins, possédant la pro-
priété (R); remarquons qu’un point régulier d’une surface de
révolution est un tel point (R) s’il est situé sur I'axe de la surface,
puisque les rotations qui transforment la surface en elle-méme font
coincider les figures correspondant aux différentes valeurs de o.
Autrement dit, il suffit pour qu'un point soit un point (R) que la
surface soit de révolution autour de la normale en ce point, si bien que
le développement (1) ne contient que des puissances (entiéres) de
x®+ y*. Nous allons démontrer que cette condition suffisante est
aussl nécessaire.
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Soit en effet

(7) ;::g(z’+y’)+...+P(.z.y)+...,

le développement de z o 'on désigne par P(2, y) le polynome homo-
géne de degré n contenant tous les termes figurant dans le développe-
ment de z et ayant ce degré. Nous supposons que tous les polynomes
analogues et de degré inférieur a4 n sont égaux au produit d’une
constante par une puissance de 2~ y* et nous voulons déterminer la
forme nécessaire du polynome P. Pour cela nous devons calculer dans
le développement de V suivant les puissances de A, le premier terme
dont le coefficient peut dépendre de P.

La relation (3) nous montre que le degré, en A, du premier terme
du développement de p dont le coefficient dépend de P est égal A n — 1
et nous obtenons sans difficulté, pour représenter I'intersection de la
surface et du plan, la relation

i<
(8) _ hesin(u— ) S"‘(;‘ —) + 3 WA sint o (u — o)
j=2

2" . )
- (—ﬁl"—' sin*~! (. — a).P(cosu, sinu)~+. ..,

dans laquelle les termes non écrits sont de degré, en A, supérieur a
n —1 et les grandes lettres A, B,... désignent ici, comme plus loin,
des constantes dont la valeur n’intervient pas. Nous remarquons que
dans le développement de g* la premiére puissance de A dont le coef-
ficient fait intervenir P est de degré n — 2 + k et son coefficient est

o \ t—1+& | . .
— k ((_z> sin?—+k(y — a) P(cosu, sinw) + Bsin~+4(y — o).

\

L’intégrale double donnant le volume est devenue, aprés le change-
ment de variables,

V:ﬂ‘[;\pa Sin(u__a)_fl{: —...—p"'P(cosu,sinu)—. . ] dp du,
®

donc on.a

OL-+-T0 a b > T
V:f 7.9—'sin(u—o:)——-(Q——...—o"*fl—(&—su’m—nﬂ—... du,
o 3 8 ' n-+2 .
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ot 'on doit remplacer ¢ par P'expression (8); les termes non éerits
dans la derniére intégrale ont un degré, en o, supérieur & n—+ 2 s'ils
ont pour coefficient une fonction de u dont la forme ne nous est pas
connue, ou bien sont d’un degré pair supérieur ou égal a 6 s’ils ont
pour coefficient une constante.

Aprés le remplacement de ¢ par (8), I'élément différentiel de linté-
grale donnant V a pour développement par rapport a A

Losint (0 — a)

g 3a

N\ 2 ain2t (17 —
—i—ZBJ sin*(u — o)

RIS 2\ +2sint2 (1 — o). P(cosu, sin «)
22 Csin 2 (0 — a) — | = ¢ ¢ : 4.
a n+ 2 ]

les termes non écrits sont de degré supérieur & n—+ 2. Il en résulte
que le premier terme du développement de V dont le coefficient peut
dépendre de o est de degré n + 2 en %, puisque les premiers termes
de (7) vérifient une condition suffisante pour que le volume soit indé-
pendant de o, Le coefficient de ce terme est, & une constante additive
prés provenant des premiers termes de (7),

2 n+2 b A+ X
ol sin®**(« — ). P (cosw, sinw) du.
a n—+ 2

&

Pour que le point O soit un point (R) il faut donc que l'intégrale

A+7
(9) f sin’+2 (1 — ). P (cosw, sinw) du
" .

soit indépendante de «. Rappelons que P est un polynome homogéne
de degré n.

5. La méthode qui semble ici la plus directe pour déterminer le
polynome P serait d’expliciter ce polynome et d’évaluer 'intégrale (¢),
nous pourrions ainsi obtenir des équations linéaires auxquelles
doivent satisfaire les coefficients de P; mais ce procédé ne permet de
conclure qu’apres avoir démontré que les déterminants des systémes
obtenus ne sont pas nuls, or ces déterminants ont pour éléments des
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quotients de coefficients du binome et il ne nous a pas ¢té possible
d’en faire I’étude directe (').

Pour trouver la forme que doit avoir le polynome P nous cherchons
les conditions imposées par l'intégrale (9) au polynome de Fourier
identique a P(cosu, sinuz). Onpeut en effet écrire

(10)  f(u)y=P(cosu, sinu)=a,+a,cosw —+ b sint+. ..~ @, cosnw—+ b,sinnu

et remarquer que tous les coefficients, dont I'indice est de la parité
différente de celle de n, sont nuls. En effet, si n est impair, le rempla-
cement de u par u—+ © donne & P(cosu, sinu) la valeur opposée, cela
exige que

@yt a,cos2u +-bysin2u +... ~a,_,cos(n—1)u—+ b,_,sin(n —-1)u

soit identiquement nul, ce qui n’est possible qu’en donnant la valeuro
a tous les coefficients d’indice pair de (10). De méme, si n est pair, la
fonction f(u) admet la période = et nous en concluons que tous les
coefficients d’indice impair dans (10) doivent étre nuls.

En effectuant le changement de variable u = « + «, nous ramenons
le probléme au suivant : déterminer une fonction, ayant la forme (10)
telle que U'intégrale

(1) f sin"* 2z, f(x +a)dr

soit indépendante de o..

Puisque cette intégrale (11)doit étre indépendante de «, ses dérivées
successives par rapport 4 « sont nulles, or, comme nous pouvons
dériver sous le signe somme, nous voyons, d’aprés la dérivée premiére,
que

f sin®' z cosz f(x -+ o) dr = o,
0

et, d’apres la dérivée seconde,

™ ™
(n+2)f sin"“xf(w—|—oc)d.z:(n—|—1)f sin“x f(z 4+ o) d,
0 0

(*) Nous indiquons plus loin (§ 16) les conclusions que 'on peut obtenir en comparant
ce procédé & celui que nous avons utilisé pour obtenir cffectivement la forme de P,
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donc, si I'intégrale (11) est indépendante de o il en est de mé¢me de

l’intégralef sin"zx f(x -+ o) dx et, par suite, de toutes les intégrales

0

(12) f sin*~¥z f(x + o) dz,
0

dans lesquelles j est un entier inféricur ou égal a la partie entiére
de n/2.

Nous donnons ci-dessous les valeurs d’un certain nombre d’inté-
grales définies que l'on obtient par des calculs élémentaires (soit par
intégration par parties, soit en tenant compte de I’expression de sin*x
en fonction des sinus et cosinus de multiples de z) :

- =
f sin‘zsinm(x + o) dz = o, [ sinfz cosm(x + o) dz = o,
0 0

si m est supérieur a k£ et de méme parité que £;

=
f sinfz cosk(x + o) de = (—1)/*! 2~k sink e,
0

n )
f sinfzsink(z+ a)de=(--1) o~*mcosha,
0

1

i)

est impair et égal a 27 —+1;

W

™
f sinfz cosh(x - a)de = (—1)/ a—~* wcos ke,
0
T
f sinfz sink (z + a)de = (—1) a~*mwsinke,
0

si & est pair et égai a 2.
Donnons alors &4 j dans U'intégrale (12) les valeurs décroissantes
. . n . . .y e . .
successives depuis E (;) Si n est pair, la premiére condition ainsi
TE
obtenue est quef Sf(x + a) dx soit indépendant de o; elle est
o

toujours vérifiée puisque cette intégrale a pour valeur a,m, tous les
coefficients d’indice impair étant nuls dans f(u). La deuxiéme inté-

k3
grale & considérer est | sin*x f(x -+ «)dx dont nous obtenons la

0
valeur en utilisant le tableau précédent, c’est 4 une constante addi-
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tive prés provenant de a, : — a, 7Cos2a— b, 7 sinza; ce qui ne peut
étre indépendant de « qu’a la condition quea, et b, soient tous deux
nuls.

Supposons alors démontré que les coefficients de f dont 'indice est
inférieur & 2p (a, excepté) doivent étre nuls pour que les inté-

. ;. . n .
grales (12) correspondant aux valeurs de j supérieures & ~ — p soient

indépendantes de «. L’intégrale correspondant a j:g—p est
TE

f sin**zf(z + @) dz dont nous pouvons obtenir la valeur & l'aide

du tableau précédent, puisqu’il ne figure plus dans / aucun terme
dont I'indice soit inférieur a 'exposant de sinx dans cette intégrale
(a, excepté); cette intégrale ne peut étre indépendante de o que si
(= 1)ya2=rzf{a,,cosapa+b,,sin2pa} est, donc il faut que a,, et b,,
soient nuls.

Par conséquent, nous démontrons, en donnant a j les valeurs
décroissantes successives jusqu’a la valeur o, que tous les coefficients
de f(a, excepté) sont nuls. Cette condition nécessaire est manifeste-
ment suffisante pour que (11) soit indépendant de .

Si nous supposons n impair le méme raisonnement peut étre répété,
mais ici f ne contient que des termes d’indice impair et j varie
de (n — 1)[2 azéro, la premiére intégrale considérée a donc pour valeur

T . T . A : , .
— 5 a,sina + ~b, cosa, ce qui ne peut pas étre indépendant de « si

a, et b, ne sont pas nuls; on démontre de proche en proche comme
ci-dessus que tous les coefficients de / doivent étre nuls, si bien que
dans ce cas la fonction f est identiquement nulle.

Donc le polynome P(cosu, sinu), identique & la fonction f(u), doit
se réduire a la constante a, si » est pair ou étre identiquement nul si
n est impair; par suite, si n est impair, I’ensemble des termes de
degré n dans le développement de z doit étre identiquement nul et

si n est pair nous avons P(cosu, sinu)==a,[cos*u + sin*u] et P(z,y)
n

est identique 4 a,(2* + y* ).
Il en résulte que la fonction z est seulement fonction de x* + y?2,
donc la surface est de révolution autour de Oz et nous pouvons énoncer

THESE P, BOOS 9
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le théoréme suivant : s'il existe, sur une surface analytique, un point
régulier convexe O tel que le volume compris entre un plan sécant passant
par O et la calotte découpée par lui ne dépende que de U'angle du plan
sécant et du plan tangent en O, la surface est de révolution autour de la
normale en O. Nous supposons, ainsi qu’il ressort de la démonstration,
que la propriété relative au volume est vraie quel que soit I'angle du
plan sécant et du plan tangent lorsque cet angle est choisi a 'intérieur
d’un certain intervalle comprenant zéro.

6. Ainsi donc lorsqulune surface posséde un point (R) il existe un
groupe continu de transformations transformant la surface en elle-
méme : plus précisément ces transformations sont des déplacements
qui permettent de faire coincider les figures correspondant i la méme
valeur de A et 4 deux valeurs différentes de «; il en résulte que tous
les éléments que nous pourrons étudier sont indépendants de «
lorsque le point O est un point (R). Avant de rechercher si I'on peut
caractériser les surfaces de révolution par des propriétés correspon-
dant & d’autres éléments de la figure, nous nous proposons de déter-
miner des surfaces sur lesquelles existe un point régulier tel que la
relation entre le volume V, I'angle « et le paramétre A contienne effec-
tivement o et ait une forme particuliere. Pour choisir cette forme
nous nous laissons guider par des remarques géométrigues.

Soit (S) une surface ayant en O un point régulier ou la normale
est 0z, sila surface (S) est transformée en elle-méme par un groupe
continu d’affinités conservant le volume et maintenant invariants tous
les points de Oz, nous pourrons faire correspondre géométriquement
a la figure définie par les valeurs A et « des paramétres, une autre
figure définie par 2’ et «’ ayant méme volume que la premiére, «’ pourra
prendre toutes les valeurs possibles et il existera une relation entre 7,
o, A et ol

Un groupe d’affinités maintenant invariants les points de Oz et con-
servant le volume est représenté par

. coso
Z =2 SINT ~+ )’; COST p —
o
(13) o o sing e
) = — &£, CO8T + ¥, 81N T,

cosg

I

<1
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ol o est un parameétre arbitraire fixe et = est la variable définissant
les différentes transformations du groupe. Ces transformations (13)
transforment en elles-mémes des surfaces qui sont découpées par les
plans perpendiculaires 2 Oz suivant des ellipses semblables dont les
centres sont sur Oz, et dont les axes sont dans les plans xOz et yOz,
le rapport de ces axes étant tango.

Pour simplifier les énoncés nous utiliscrons I’expression surface de
révolution affine pour désigner de telles surfaces, et nous préciserons
'axe Oz invariant par les transformations du groupe ainsi que la
direction des plans des différentes ellipses. Cette notation se justifie,
car les surfaces en question sontdes transformées de surfaces de révo-
lution par une certaine transformation affine et surtout parce qu’on
peut les engendrer en soumettant une courbe quelconque (non située
dans un plan paralléle & ceux des ellipses) aux transformations du
groupe. Une telle surface a une équation de la forme

5 =F(2*sin*¢ + )* cos®o)

et, comme le point O est régulier, le développement de z ne contient
que des puissances entiéres de z*sin’¢ + y*cos®o.

Le plan sécant défini par les valeurs A et o des paramétres est le
transformé, d’un certain plan contenant Oz, par la transformation (13)
que définit la relation

¢

. . si
() — sin7sina -+ €OsT L coso — 0,
cosQ

I'équation du plan correspondant passant par Oz est

(15) 1= y57\<coso:sin? 4+ coarc?sq)sino:> L.
ol sino §

Or le volume compris entre la surface etle plan sécant n’est pas altére
par cette transformation (13), donc le volume correspondant & la figure
définie par A et ne dépend que du coefficient de y dans Péquation (15).
En tenant compte de (14) ce coefficient peut s’exprimer trés simplement
en fonction de X et de «, c¢’est

T

L[sin*o cos?@ + cos?er sin*o |
sing@

3
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done - sur les surfaces de révolution affine antour de Oz parallelement
au plan 20y, le volume V ne dépend que du produit de la tangente de
l'angle des plans sécant et tangent par une fonction de 'angle «.

7. Nous dirons que le point O régulier convexe d’une surface estun
point (R’) si le volume V ne dépend que du produit de  par une fonc-
tion g(«); en un tel point la surface « possédera » la propriété (R').
L’étude géométrique du paragraphe 6 montre que les surfaces de
révolution affine autour de la normale en O parallélement au plan tan-
gent possédent la propriété (R'); réciproquement, ‘nous allons chercher
la condition nécessaire et suffisante pour qu’'une surface possede la
propriété (R').

La méthode que nous utiliserons pour chercher les points (R’) est
la méme que celle exposée plus haut en détail. Les hypothéses faites
sur le point O nous permettent en effet d’utiliser les résultats du para-
graphe 2; le volume V devant étre une fonction de Ag(a), il faut que
I'on puisse identifier son développement avec un développement de la
forme XA N g/(«) et la formule (6) nous donne immédiatement la
valeur de la fonction inconnue g qui doit étre

[ cos?a sin®¢ + cos?¢ sina |?
(on peut, bien entendu, multiplier g par une constante arbitraire sans
rien changer au résuitat).
Nous savons que si z est seulement fonction de 2° sin*o + ¥ c0s*o,

le point O posséde la propriété (R'), ce qu’il est d’ailleurs trés facile de
montrer analytiquement. En effet nous avons alors

5 = F(z*sin*g + y*cos*¢)

et l'intégrale donnant le volume devient, aprés le changement de
variables (A),

V:ﬂ’[l{ﬁ(sinu cosocfincp — COS & sino cOsQ)
® V/2 sino cosg

dp du
—)
28inQ COSQ

—eF (e |

les limites étant, pour u, u, et u,~ = et pour g, o et la fonction p,(«)
définie par
A(sinu cosorsing — cosu Sina COSQ)

I
= = F(p?,
V2 cos¢ sing P (%)
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donc cette fonction ¢, ne dépend que de la valeur de

h(sinu cose sing — cOs & sino: €OSQ),

et, d’aprés (H), ¢, est une fonction de
’ h
1
A[sin®a cos?q + cos?asin@Psin(u - u,),

d’ou 'on déduit que le volume V est égal a une intégrale de la forme

Uy~ T i
f G b\(sin?a cos?@ + cos?o sin*@)* sin (u —- uO)J du,
t,

dans laquelle le changement de variable u — u, =t conduit 4 une

1

expression qui ne dépend que de A(sin>« cos®p -+ cos’asin®@).

Supposons alors démontré que I'’ensemble des termes du dévelop-
pement (1), dont le degré est inférieur & n, doit se réduire au dévelop-
pement d’un polynome en x*sin®¢ + y* cos’¢, nous pouvons écrire

(16) z=a(z*sin’@ + y?cos®@) +...+ P(zsing, ycose) +...,

ou P représente ’ensemble des termes de degré n. Les termes non
écrits de degré inférieur & n ne donneront dans V que des quantités
ayant la forme voulue; le premier terme de V qui pourra empécher
Pidentification avec un développement XA, W g/(a) doit contenir P.

Aprésle changement de variables (A), Pintersection de la surface (106)
et du plan sécant est définie par I'expression de ¢ en fonction de u; pour
simplifier I’écriture nous posons

S —=sinu cosa sing — cosu sina cosQ,
alors on a, pour représenter cette intersection,

_Wa_1S

" @ singcoso

P (cosu, sinu)Sr—1
I
asin*—1g cos" ¢

(17)

+..— 22

les termes non écrits sont de degré, en A, supérieur & n— 1 ou bien
sont tels que les coefficients de 27S” sont indépendants de u et p supé-
rieur ou égal & 2.
Le volume V est donné par I'intégrale
f““'H-" du [ %08 apt 2P (cosu, sinu) J
~ —.. |
Uy

28109 cos¢ | 3\/2sing coso 8 (n+2)y/2"




U 5 doit &tre remplacé par la va ) et u, par la valeur indigquée
au paragraphe 2.
On démontre comme plus haut (p. 63) que le premier terme du

développement de V qui n’est pas le produit d’'une constante par une

1
puissance de A[cos’asin®o + sin*xcos? |’ est de degré n—+ 2(en 1)
et a pour expression

1" A4-2
he2 ;B(cos‘-‘a sin?@ + sin?e cos?@) *

1 f"“” " Su+tP(cosu, sinw) du !
w
U,

(7 4 2)a" 2sing cosy s 20 cos" g y’

ou B désigne une certaine constante, nulle si n est impair.

En tenant compte de (5), l'intégrale figurant dans ’expression ci-
dessus se transforme et le premier terme de V qui peut empécher
I'identification souhaitée est égal finalement &

LIL"Z
[sin?c cos®¢ —+ cos*a sin?g ] 2
(n + 2)a" sin"** g cos" g

n+2

Uy + T -
> [C —i—f sin®™**(w — u,) P(cosu, sinu) du |.
u,

Il faut donc déterminer la fonction P(cosu, sinu) par la condition que
I'intégrale

U+ T
f sin?+? (¢ — w,) P(cosu, sinu) du,
Uy
soit indépendante de «. Mais on a

tango
tango

tanga — tang u, tang ¢, donc  u,=—arctang

et I'intégrale ne pourra étre indépendante de o que sielle est indépen-
dante de «, et pour cela il faut (§5) que le polynome P(cosu, sinu)

,,
soit identiquement nul si n estimpair et identique 4 a,(cos?u + sin?u)*
si n est pair.

Il est donc nécessaire que tous les termes de (16) soient de degré
pair et représentent le développement d’'une somme de puissances
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de @*sin’o + y*cos’e. Donc : une surface est de révolution affine
autour de la normale en un point régulier O, parallélement au plan tan-
gent en ce point, si le volume compris entre un plan sécant passant par O
et la calotte qu’il découpe ne dépend que du produit de la tangente de
l’angle des plans sécant et tangent en O par une fonction du paramétre
qu fixe la position du plan sécant autour de la normale en O.

Par exemple les six sommets d’un ellipsoide sont des points (R');
si 'ellipsoide est de révolution, les deux sommets situés sur I’axe sont

des points (R) et tous les points du paralléle médian sont des
points (R").

CHAPITRE 1I.

AUTRES PROPRIETES DES PoINts (R) Er (R'). pomvts (R”).

8. Nous avons déja remarqué que tous les éléments attachés a la
figure qui nous occupe sont indépendants de « lorsque le point O est
un point (R), puisque le groupe des transformations qui font coincider
une figure particuliére avec une autre, correspondant a la méme valeur
de A, est un groupe de déplacements. Par contre, le groupe des trans-
formations qui transforment en elles-mémes les surfaces ayant un
point (R") ne conserve invariants que certains des éléments que nous
pouvons considérer et ces €léments seuls nous conduiront & des
propriétés intéressantes simples pour les points (R’).

En premier lieu I'aire de la calotte n’est pas conservée par les trans-
formations affines (13) et par suite nous n’étudierons a son sujet que
le probléme suivant : existe-t-il des points tels que I'aire de la calotte
ne dépende que de o et non pas de 2?1l suffit qu’un point soit un
point (R) pour qu’il jouisse de la propriété envisagée ici.

La valeur de cette aire est égale a I'intégrale

92\ (95N gz g
Ly (5 +(G) e

étendue au domaine @ défini au paragraphe 2. Nous effectuons le
changement de variables (A) et nous cherchons un développement de
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Pain -

Paire en fonction de 7; pour gue le point O posséde la propriété
étudiée, tous les coefficients du développement ainsi trouvé doivent
étre indépendants de «. Aprés ce changement de variables, I'intégrale
donnant I'aire devient

ﬁ‘p —+ pta*(sin?g cos®u + cos* sinu) -+ ..

: - dp du
2 8in @ cOsQ

et, par suite, on a
U+ Ju o
P [
o 2 sIn @ cosQ 4

les termes non écrits sont, en o, de degré supérieur ou égal a 4 et il
faut remplacer dans cette expression p par (4) et i, par la valeur
définie au paragraphe 2. On trouve ainsi

2

© [

a— W m(sin*a cos* + cos*asin’o)

ha*sin’gcos' o

ce premier terme nous montre que l’aire € ne peut étre indépendante
de a que si le point O est un ombilic.

Nous savons qu’il suffit que le point O soit un point (R) pour que &
soit indépendante de «. Montrons, comme au paragraphe 4, que la
condition suffisante est aussi nécessaire. Soit n le degré le plus bas des
termes de (1) tels que le polynome P(x, y) qui les représente tous ne

n

soit pas le produit d’une constante par (z°+ y?)* alors = admet le
développement (7) et les termes de degré inférieur & n dans ce déve-
loppement donnent dans & des éléments indépendants de «. Apres le

changement de variables le développement de yi—+- 27 + 7, devient
.. azpz
2

“+...+anp"P(cosu, sinu) +. ..,

ou les termes non écrits sontindépendants de « et de degré supérieur
a 2, ou bien sont de degré supérieur 2 n. On a done

a+T 2 2 Ak 42

= a an o

a:/ E«—l——P—i—...—{— —'—P—l’(cosu. smu)—t—...]du,
. 2 8 n-+2

ou I’on doit remplacer p par le développement (8). L’aire en question
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admet donc un développement suivant les puissances de A et les
premiers termes de ce développement sont indépendants de «; le
terme de degré n (en 1) est le premier qui puisse dépendre de « et ila
pour coefficient, 2 une constante additive pres,

2 n+) X+T .
(9" ~—<—> f sin*(u - o) P(cosu, sinu) du.
o

a

11 faut donc pour que I’aire soit indépendante de o que l'intégrale
ci-dessus soit elle-méme indépendante de «, or cette intégrale est
égale a l'intégrale (12) correspondant 2 j = o, donc elle ne peut étre
indépendante de « que si tous les coefficients du polynome P mis sous
la forme (10) sont nuls (a, excepté) jusqu’a ceux dont l'indice est
égal a I'exposant de sin(u — «) dans I'intégrale; on voit donc que, ici
encore, le polynome P doit étre identiquement nul si z est impair ou
égal au produit d'une constante par une puissance de x* + y* si n est
pair; par suite le point O est nécessairement un point (R).

9. Nous nous proposons maintenant d’étudier des éléments inva-
riants par les transformations du groupe (13) et qui par suite
dépendront seulement du produit de X par une fonction de o lorsque le
point O sera un point (R’), cette fonction de « est d’ailleurs nécessaire-

!
ment [ cos?g sin?a + cos?a sin?o . Les transformations du groupe (13)
maintiennent invariantes les aires situées dans un plan perpendicu-
laire & O3, par suite la projection sur le plan tangent en O de I'inter-
section de la surface et du plan sécant limite une aire qui est
indépendante de 2 lorsque le point O est un point (R) et qui dépend

1
seulementde A{ cos*psin®a + sin*o cos® aJ*lorsque O est un point (R').
Il est trés facile de montrer que cette propriété est caractéristique en

étudiant 'intégrale doubleﬂdxdy étendue au domaine 3.

Les transformations (13) maintiennent invariants les points de Oz,
donc aussi les longueurs sur cet axe, et ceci nous invite 4 envisager un
élément nouveau de notre figure : nous appelons hauteur de la calotte
la plus grande distance au plan sécant d’un point de la calotte; cette
plus grande distance correspond a un point ou le plan tangent 4 la

THESE P, BOOS U]
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surface est paralléle au plan sécant; or le parallélisme de deux plans
ainsi que le contact d'un plan et de la surface se conservent par les
transformations (13), donc aussi le point de Oz par lequel passent les
différents plans tangents considérés pour avoir les hauteurs des calottes
homologues par les transformations (13). Il en résulte que la projec-
tion sur Oz de la hauteur de la calotte ne doit dépendre, lorsque le
point est un point (R’), que du produit de A par une fonction de . Ces
remarques géométriques nous ont également conduit a prendre comme
paramétre, au lien de I’angle du plan sécant et du plan tangent en O,
cette projection de la hauteur de la calotte sur Oz qui est aussi la
distance du point O au point d’intersection de Oz et du plan tangent
paralléle au plan sécant.

Sil'on désigne par X, Y, Z les coordonnées d’un point situé sur la
calotte et tel que le plan tangent soit parallele au plan sécant, ces
quantités X, Y, Z doivent vérifier le systéme

% (X, V)= Jsina,
N dx
(18) 0z
o% X; /) — 7. ’
dy( Y hoose,

et X, Y, Z doivent tendre vers O en méme temps que_A.
I.a hauteur de la calotte est la distance du point (X, Y, Z) au plan
sécant, donc cette hauteur est

A==[1(Ycosz — Nsinz) — L] (1470 2,

Orsile pointOest un point(R’), z estune fonction F(a*sin”o + y*cos*o)

ei par suiie e sysieme (18 ) devient
A e . ) . sino
2\ sinoF" (X*sin?g -+ Y?cos*g) =~ A———01,
! ' sin @
. . v , .~ coso
2Y cos@F'(X?sin*y + Y*cos?e) =h ’
' cos

ce qui prouve que X*sin?¢ 4+ Y?cos*o ne dépend que du produit

i
1(cos*asin*o + sin*ax cos?9)* (on le voit en ajoutant les deux équa-
tions membre a membre apres les avoir élevées au carré) donc Z ne

]
dépend que de A(cos*asin®o 4+ sin*ax cos®0)’; de méme en multipliant
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o . 5 sinax . .
la premiére équation par — & Ty et en I'ajoutant membre a2 membre

au produitdelaseconde par 7\%, ondémontre que A[Ycosx — Xsin«|
1

ne dépend aussi que de A[cos*asin*o -+ sin*« cos*o |'. Donc le numé-

rateur de A est bien seulement fonction du produit de A par une fonc-

tion de «, ainsi que nous I’avions remarqué géométriquement car ce

numérateur n’est autre que la projection de la hauteur de la calotte

sur Oz.

1l est trés facile de démontrer que cette propriété est caractéristique
des points (R) et (R’). En effet le systéme (18) nous fournit immédia-
tement les premiers termes des développements de X et de Y suivant
les puissances de %, on trouve

cosa
2a cos*o

\— 3 S ,

\ e T :7
2a Slﬂ‘(P

on en déduit Z, d’out le numérateur de A qui est

A7 sinet ¢0s*@ - cos*a sin?g
T jasin?o cos*o

Donc pour que A, soit indépendant de o, il faut que O soit un
ombilic; pour que A, soit fonction du produit de A par une fonc-

tion g(a), cette derniére doit étre | cos*usin*p + sin“‘ozcos*y]';.

Comme il suffit que le point O soit un point (R) ou un point (R")
pour que A, ait la forme voulue, nous supposons que les premiers
termes de z sont conformes a la condition suffisante (c’est-a-dire sont
des puissances de x*sin®¢ - y* cos*¢) et que les termes de degré n
sont les premiers qui ne vérifient pas cette condition. Nous étudions
simultanément le cas ol A, est fonction de 2g(a) et celui ot A, (et
aussi A) est indépendant de «, car il suffit dans ce dernier cas de
supposer ¢ = /4 d’apres la condition trouvée pour le premier terme
du développement de =.

Soit alors

. Ql .
sz=a(x?sin?y +3%cosT0) 4. ..+ 2 by £y =t sinkg cos—hyg + . ..
k
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en désignant par 5,, des constantes; le systétme (18) nous donne
aisément les développements de X et de Y

X sin o — 1)4sinf~1¢ cosm—hu
X:-)\——:—2—+...+)\m—‘2kbm)k( T T ...
2asin®*q 2™ a™ sin*@ cos™ g
cosa (— 1)1 sinfa cos™m—F—1 ot
Y = )\——+...+xm—12 m— k)b k +..
2a 0052(9 ( mk o g sxn"cp coshl—k/:?

les termes non écrits sont de degré (en A) supérieur 3 m — 1 ou bien
correspondent aux termes de z qui vérifient la condition suffisante.
Le développement de Z s’en déduit tres facilement, d’ou

A A /sin%o . cos‘za) N N hm 2 P 1)A~tsinfa cosm—*a
' ha\sin®o  cos’o 2m @ ™A T sinkg cos o '

expression dans laquelle les termes non écrits correspondent aux
termes de z qui vérifient la condition suffisante, oubien sont de degré
supérieur & m. Il est donc nécessaire que

m
Z by it —1)ksinka costo cos™ o sin—*o = A (sin?2cos*¢ + cos?a sin?g)?,

A étant une constante; il en résulte que les termes de degré » doivent
constituer le développement d’une puissance de z*sin*¢ + y* cos*o
si n est pair; si n est impair, ils doivent étre identiquement nuls, cela

est évident si ¢ est différent de - puisque le premier membre est un
4

polynome et le second est irrationnel; si 7 est égal ap le premier

membre de degré impair dépend surement de a s’il n’est pas identi-

quement nul. Donc le point O doit étre un point (R') sicp#g, ou un

point (R) si ¢ estégal a ;f—

10. Nous avons remarqué au début du paragraphe précédent que les
plans tangents, voisins du plan tangent en O, qui se déduisent de I'un
d’eux par les transformations (13), coupent I'axe Oz en un méme
point; on constate que ces plans tangents touchent la surface en des
points qui ont méme cote, puisque les transformations (13) maintien-
nent invariante la cote d’un point. Donc si une surface est de révolu-
tion affine autour de Oz parallélement au plan tangent en O, un cone



—_ 79 —

circonscrit ayant pour sommet un point de Oz (voisin de O) touche la
surface suivant une courbe plane dont le plan est parallele au plan
tangent en O (').

Cette propriété caractérise les points (R) ou (R"). En effet nous
pouvons représenter la surface au voisinage de O par I’équation

s=a(x*sin?@ +y* cos* @) + La,(z? sin*¢ + 12 cos’ ) +-P(xsing, 1 cosg)+. . .,

ol 'on désigne par P le polynome homogéne de degré n qui groupe les
termes de plus bas degré dont I'ensemble n’est pas une puissance
de #*sin?¢ + y*cos®¢. Un plan tangent voisin du plan tangent en O
touche la surface en un point dont ies coordonnées x, y, z sont toutes
trois voisines de zéro et il rencontre I’axe Oz en un point dont la cote K
est déterminée par la relation

(19) K=—a(2*sin*@ + 1*cos*@) — X(2p - 1)a,(x*sin?¢ + y*cos*q)’
—(n—1)P(xsing, y cose) +....

Nous représenterons sous la forme

(B) » cosf3 . sinf3

=r—-—— =17 =
Va2 sincp, ) V2 coso

les coordonnées a et y dupoint de contact d’un plan tangent mené par
lors | d i
Lot 1

4+ ~
s la cote s de ce point de contact est

....... M A N a

Soit — ap? la cote du point M (. est petit et tend vers zéro quand M
tend vers O); nous pourrons déterminer le développement de r suivant
les puissances de p en fonction du parameétre {3 figurant dans les
expressions de x et de y, il suffit pour cela de faire K= — ay?
dans (19) et de déterminer » par la méthode des coefficients indéter-
minés; on obtient

n—

(20) P2 A i /_IP\cosf), sin3) +....
ay/2

(%) Il s’agit d’un cdne qui enveloppe des plans tangents tendant vers le plan tangent
en O lorsque le sommet du cone tend vers O et nous supposons toujours que le point O
est un point régulier convexe de la surface.



d’oti on déduit que la cote du point de contaci est
(21) s=ap+...+ np*P(cosfB, sinf3)+.. .,

les termes non écrits sont de degré supérieur 2 n ou bien correspondent
aux termes vérifiant la condition suffisante et sont alors indépendants
de 3. Pour que le point O posséde la propriété cherchée, il faut que z
conserve la méme valeur quel que soit 3 et qu’il en soit ainsi pour
toutes les valeurs de y., donc les coefficients du développement (21)

doivent étre tous indépendants de 3 et par suite il faut que P(cosf3, sin )
soit identique 4 une constante. Cela exige que le polynome

P(xsing, y coso) soit identiquement nul si n est impair ou qu’il soit

n

identique a a,(x? sinp -+ y* cos>¢)* si n est pair. Donc la surface est
de révolution affine autour de Oz parallélement au plan tangent en O.
Remarquons que nous arrivons 4 la méme conclusion si nous sup-
posons simplement que les cones circonscrits ayant leurs sommets
sur Oz touchent la surface suivant des courbes planes paralléles (sans
supposer comme plus haut que les plans de ces courbes sont paralléles
au plan tangent en O). En effet il faut alors pouvoir trouver des coeffi-
cients A, B, C,D indépendants de {3 tels qu’il existe entre les coordon-
nées du point de contact du plan tangent une relation de la forme

Az + By + Gz +~D=o,

qui doit étre vérifiée quel que soit 3 et de plus les coefficients A, B, C
dotvent étre les produits d'une méme fonction de p. par des constantes;
on peut donc, en modifiant la valeur de D, supposer que A, B, C sont
des consianies (indépendanies de  ei de p). Le premier membre de
la relation peut étre développé suivant les puissances de w et tous les
couefficients doivent étre identiquement nuls. En posant

D=d,+ pd,+ p2dy+....

il vient
\ C08D | psinf T .
dy - P[A—sinq} PBC—OSCP . dl]“’f'rl [-..]=0;

cela exige que A et B soient nuls et les plans des courbes de contact
doivent étre paralleles au plan tangenten O; nous sommes donc ramené
4 I'étude précédente. Cela est d’ailleurs évident géométriquement,
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t1. Dans le paragraphe qui précéde nous n’avons eu nullement
besoin de supposer les axes rectangulaires pour effectuerles différents
calculs; si nous supposons que O et Oy coincident avec Ox et Oy
et que le nouvel axe O est défini par ses cosinus directeurs ¢, J, &
relativement 3 Ozyz, le plan tangent en £, v, {a la surface représentée
par I'équation L = f(%, v) est défini par une équation de la méme
forime que plus haut et la distance du point O au point de rencontre’
de ce plan avec Ol est {—& f; — v f;. Par suite il est naturel, pour
étudier les cones circonscrits & la surface lorsque leurs sommets sont
sur une droite (D) passant par O et ayant pour cosinus directeurs ¢, /,
k, de prendre pour axes Oz, Oy et cette droite (D). La surface est
alors représentée en coordonnées obliques par une équation de la
méme forme que (1) et la recherche du point de contact d’un plan
tangent passant par le point M de (D) ayant pour coordonnées O, O,
— ap.? s'effectue exactement comme dans le cas particulier ou la
droite (D) est normale & la surface. Donc : s"il existe une droite (D)
passant par un point régulier convexe, O, d’une surface analytique telle
que les cones circonscrits ayant leurs sommets sur (D) touchent la surface
suivant des courbes planes situées dans des plans paralléles, I’équation de
la surface doit étre de la forme

I=f(a®sin?y + 1? cos*@);

nous dirons que la surface est de révolution affine autour de la droite (D)
parallélement au plan tangent en O et que Ie point O est un point (R”).
Cette appellation généralise celle que nous avons introduite plus
haut. Par exemple tous les points d’un ellipsoide sont des points (R")
relativement & la droite joignant ce point au centre de la surface.

Le paramétre OM que nous avons été amené a choisir nous permettra
d’obtenir des propriétés intéressantes du volume V lorsque la surface
posséde en-O l'une des propriétés (R), (R') ou (R"). En effet les sur-
faces ayant un point (R”) admettent un groupe de transformations
affines de déterminant 1 qui les transforment en elles-mémes. Ces
transformations conservent les volumes compris entre un plan et la
surface et conservent Ie point d’intersection d’un plan avec I’axe de
révolution .affine. Nous voyons donc géométriquement que si un
point O est un point (R”) [les points (R’) et (R) ne sont que des
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poinis ( R”) particuliers], ie volume compris entre un pian sécant et ia
calotte qu’il découpe ne dépend que de la distance du point O au
point d’intersection de I'axe et du plan tangent paralléle au plan
sécant. Il n’est guére simple d’introduire 'angle des plans sécant et
tangent en O pour déterminer le plan sécant, 2 cause de 'obliquité
des axes, pourtant nous utiliserons encore I’équation du plan sécant
mise sous la forme (2), étant entendu que dans le cas général (pour les
points R”) le paramétre X ne représente plus la tangente de I'angle des
plans.

12. Cette propriété que nous venons de remarquer est-elle une pro-
priété caractéristique des surfaces de révolution affine? Conservons
dans le plan tangent les axes Ox et Oy précédemment employés
et prenons comme axe Oz, en général oblique, la droite (D).
Soit OM = — ap.? la cote du point d'intersection de (D) et du plan
tangent arbitraire (Q) qui nous permet de définir le plan sécant et par
suite de construire la figure étudiée. Nous déterminons le plan (Q)
en lui imposant la condition de toucher la surface en un point d’un
certain plan arbitraire (II) passant par Oz; soit y =atangftange
I’équation de (IT) ({3 est arbitraire).

Lorsque . et 3 sont donnés, le plan tangent est parfaitement
déterminé et par suite le plan sécant qui lui est paralléle et passe par O;
nous écrivons I’équation de ce plan sécant sous la forme (2) et les
quantités A et « sont déterminées en fonction de p. et de (3.

Si les axes sont rectangulaires nous aurons le volume compris entre
ie plan secant et ia caiotte qu’il decoupe par une application des resul-
tats des paragraphes 2 et 7. Si la droite (D) sur laquelle se déplace M
n’est pas la normale, nous pouvons appeler £, v, {, les coordonnées du
point (x, y, 5) lorsqu’on rapporte la surface aux axes rectangulaires
Ox, Oy et la normale alasurface. Le volume d’un domaine quelconque

de l'espace est égal a I'intégrale triple ﬁd&dﬂd( étendue au
domaine en question, ce qui par un changement de variables se raméne
a Icﬁdxdydz. Finalement nous aurons a effectuer les méme calculs

que la droite (D) soit ou non normale a la surface et il suffira, pour
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avoir le volume de multiplier la valeur des intégrales par le cosinus
directeur £.

La cote z d'un point de la surface peut étre représentée par le déve-
loppement (16) ou I'on suppose toujours que les termes non écrits ont
undegrésupérieur anoubiensontdes puissances dex?sin’p+ y*cos’o.

Le plan tangent (Q) est défini par les valeurs, en son point de contact,

0z 0z , Co . , .
de et 5-et le plan sécant qui lui est paralléle est représenté par

oy
g 0z 0z

I'équation

dont les coefficients peuvent étre développés suivant les puissances
de r (développements qui dépendent de 3), par suite, en tenant compte
de (20), suivant les puissances de ;. Nous avons pour calculer les
quantités A et o qui figurent dans I’équation (2) le systéme suivant :

n—i
S7\cosa:\/'2arsinf)cos<p-'r...+ cosga 2 p1 P (cosfB,sinf)+...,

(22) s

— Asine :\/Earcosﬁ SINQ +. ..+ sin(p'z_ 2 pr—=tPl(cosB,sinfB)—+...,

dans lequel nous désignons par P (¢, ) et P, (¢, w) les dérivées
partielles de P(v, w).

Nous voyons donc que 4a’p2sin’cos®q est le premier terme du
développement de A*(cos®asin®o -+ sin®acos®@); par suite le premier
terme du développement, suivant les puissances de w, du volume V
cherché, est le produit par le cosinus directeur £ [de (D) relativement

alanormale en O]dela quantité ;—;r—j—(-g w.* quiest bien indépendante de 3.

Pour que le point O posséde la propriété que nous désirons il faut
que tous les coefficients du développement de V suivant les puissances
de p soient indépendants de 3 et nous savons qu’il suffit pour cela
que la surface soit de révolution affine autour de (D). Donc les termes
non écrits dans (16) vérifient une condition suffisante quand leur degré
estinférieur a n, si bien que le calcul du premier terme de V qui peut
dépendre de {3 doit faire intervenir le polynome P; ce premier terme
est donc, en (, de degré n—+ 2.

THESE P, BOOS ]
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Pour sunpiilier 1" écriture nous posons
:
L= (cos?a sin*y + €0s*9 sin*2)? cos™' g sin—' o,

Cela étant, les relations (22) nous donnent facilement

n
Li=oart ~...+2 nar'P(cos3, sinP) -+

donc, d’aprés (20),

rlr=ja*u?+...+ hap P(cosh, sin3) +. ..,

ou les termes non écrits sont indépendants de 3 ou sont, en , de
degré supérieur & n. D’autre part nous savons que le volume V est
alors représenté par le développement

v LY

— =Ty ...
k 32a?sin@ coso
ante n2

N =T
- sIn"** (1 — uy) P(cosu, sinu) du +-. ..
n+2 g1 j 0 ? A
(n+2)a"**singcosgp J,

dans lequel les termes non écrits sont en 4 de degré supérieur a n + 2
ou bien sont tels que les coefficients de 2”L” sont des constantes
(p étant d’ailleurs supérieur 2 4).

Dans I'intégrale précédente u, est déterminé par la relation

(23) : tangu, tangy = tangz.

(ui nous donne immédiatement
1 N ' & ﬂ 1
tanguo:—aﬁ—g—p (.., dov  wy,=5— ;—f-m...),

par suite le coefficient de p"~* dans le développement de V/i sera, &
une constante additive prés provenant des premiers termes de z,

nP(cosp,sinf) vt (T siwete Lr oo E L n 5—Zad)|a
sing cosQ n—+42J, singcosgy A\ o) 2 /.

et nous devons déterminer P pour que ’expression ci-dessus soit
indépendante de 3.

Autrement dit, nous devons chercher des fonctions /(u), ayant la




_ 8% —

forme (10), vérifiant les conditionsindiquées au paragraphe 5, telles que

S Y S \
{24) = f(B)— f sm"“tj(p — = +£)dt,
. A >

soit indépendant de 3. Il suffit évidemment que / soit une constante,
mais ce n’est pas nécessaire.

En dérivant cette expression (24) par rapport a 3 nous n'avons pu
simplifier beaucoup les conditions imposées et nous avons du calculer
la valeur de (24) en fonction des coefficients a, et b, de f(3). Pour
cela nous complétons le tableau des intégrales définies données au
paragraphe 5 par les intégrales suivantes dont les valeurs s’obtiennent
a 'aide des formules d’Euler :

ki
f sin¥ i gsin[(2/ — 1) (¢ + a)] dt = mwa—m=" (— 1)y C2, cos(2/ + 1) 0,
o

T
f sin** 1 fcos[ (2] +1) (¢t + o)) dt =moa—m—(— 1 /MG sin(2] +1)e,
0

[ sin*m¢cosaj(f - a)dt==m o~ ( 1)/ Ci5/cosaja,

v

ks
f sin? ¢sinaj (¢t + o) dt = 2= (— 1)/ Cl%/ sinajo,
0

J est inférieur ou égal a m.
Nous pouvons alors calculer la valeur d’une expression (24) corres-
pondant & une fonction f(u) qui a pour expression

Acos(n —2p)u-+Bsin(n —2p)u,
on obtienl

. , : Cimy
(23) n|Acos(n— 2p)B + Bsin(n -— 2p)f] [1—— mJ

et par suite nous pouvons étudier la fonction de 8 définie par (24)
lorsque f est représentée par le polynome de Fourier (10), puisque les
indices de tous les coefficients de (10) ont la méme parité que n.

Si n est impair f(u) peut s’écrire

n—1
9

Z {n—ypcosin —2p)u -+ bu_ypsin(n —2p)u i,

=0



\ C[,;*»!
772?61,,_2,,(05(;; =2p) B A by simin - "P‘ﬁ}[[ - n—fjlz],

n=0

c’est donc un polynome de Fourier qui ne peut étre indépendant de 3
qu’a la condition que tous ses coefficients soient nuls (puisqu’aucun
des termes ci-dessus n’est indépendant de 3, n étant impair). Donc
p ’ p
pa

tous les coefficients de /(u), dont!'indice est tel que 1 — L5 e soit
n-—+ 2

pas nul, doivent étre nuls. C’est-a-dire que tous les coefficients de f(u)
doivent étre nuls 4 I'exception de ceux qui correspondent & p=o,
puisque ces derniers, seuls, disparaissent de I’expression (24). Les
coefficients a, et b, peuvent donc étre choisis arbitrairement et eux
seuls peuvent I’étre.

Si n est pair nous avons de méme

n
St
2

Ju) :“o+2 {Gn_ypcos(n —2ap)u+ b,_,,s10(n—2plul
p=t
et l'expression (24) devient, en designant par D une certaine
constante

n
——1
5

- F e
D+ 7:2 {an_ypcos(n  2p) B4 bypypsin(n —ap)B} (1 - n'—_:“;),

p=0

ce qui ne peut étre indépendant de 3 qu’a la condition de donner la
valeur o a tous les coefficients a et & dont I'indice est différent de zéro
et tel que n + 2 — C2%) ne =oit pas nul. Par conséquent le polynome
de Fourier / doit étre identique & a,+ A cos nu + Bsin nu, quel que
soit » pair ou impair, mais a, est nul si »n est impair.

Il en résulte que la considération de ce terme en p "~ dans V, ne nous
prouve pas que la condition suffisante est nécessaire. Il suffit en effet
que le polynome P(¢, w) ait une expression de la forme suivante pour
que ce terme soit indépendant de 3

¢ (%) » (5

A Z (—1 )/C?,J =22 — B Z { __lyclzljﬂ ph—2=1 2+

=0 1=0
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expression a laquelle on doit ajouter le produit de (¢4 w?)* par
une constante arbitraire a, si n est pair.

13. Puisque la condition suffisante n’est peut-étre pas nécessaire, il
nous faut chercher s'il existe une surface possédant la propriéteé
désirée, telle que le polynome P correspondant ait la forme ci-dessus
ou A et B ne seraient pas nuls. Pour cela nous déterminerons les
polynomes homogénes de degré supérieur & n qui figurent dans le
développement de z.

Soit donc

1=a(x*sin’¢ + y*cos?@) +...-+ P(xrsing, 1 cosg) + X X, (zsing, ¥y cosq),

ou X, désigne un polynome homogéne de degré g (supérieur a n) et
ou P est le polynome trouvé ci-dessus, les termes non écrits sont des
puissances de (x*sin*¢ + y? cos®¢).

Nous calculerons le volume en fonction de u. et il faudra pousser le
développement de V/k jusqu'aux termes qui nous permettront de
déterminer successivement les polynomes X. Or un polynome X, est
tel que la fonction X,(cosu, sinu) soit identique 2 un polynome de
Fourier ne contenant que des termes dont I’ordre est inférieur ou égal
4 g et de méme parité que g. Le calcul du paragraphe précédent nous
apprend aussi quele premier coefficient de V/4 dans lequel intervient
le polynome X, est celui de 17** et dans ce coefficient figurent seule-
ment, parmiles-coefficientsinconnus du polynome de Fourier cherché,
ceux dont I'ordre est inférieur ou égal & ¢ — 2.

En déterminant successivement les polynomes X a partir de celui
d’indice n + 1, nous aurons a chaque détermination deux constantes
arbitraires nouvelles (ou 3 si le polynome X est de degré pair mais la
constante additive correspondanta la puissance de 2* sin*¢ + y* cos* ¢
ne modifie en rien les calculs effectués plus loin). La détermination
des coefficients du polynome X, (mis sous forme de polynome de
Fourier) ne sera possible que si les autres éléments du coefficient
de ue+* dans V/k forment eux-mémes un polynome de Fourier ne
contenant que des termes d’ordre inférieur ou égal 3 ¢ — 2 et de méme
parité que gq.

Dans ce paragraphe nous nous proposons de montrer que la déter-
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mination de X, est possible lorsque ¢ est inférieur 3 2n — 2. Nous
ne ferons pas la détermination compléte de ces polynomes, car le calcul
est long (et sans grand intérét) méme dans le cas ott g =n-- 2.

En premier lieu nous déterminons I’équation du plan sécant mené
par O parallelement au plan (Q) en fonction de p. et du paramétre {3.
Pour cela nous devons compléter les calculs des paragraphes préce-
dents. La cote du point de rencontre de Oz et du plan tangent au
point &, y, z est donnée par
(26) K= - ap*=— a(x*sin*@ + 1*cos?@) +...— (n - )Pz sing, 1 cosy)

— (g —1)X,(xsing. ¥ coso),

ol les termes non écrits sont des puissances de x*sin*¢ + y* cos’o.
Les abscisse et ordonnée du point de contact du plan (Q) étant encore
représentées en fonction de 3 par les expressions (B), on a, pour
déterminer r en fonction de u et de 3, la relation

r a

(27) —api=—a - 4...—(n—1071"2 P —3(q -1) r’72_§X,,,

92
ou les termes non écrits sont indépendants de 3. Dés lors le dévelop-
pement de 7 en fonction de 1 est de la forme

Py e L@P(cos,ﬁ, sin3) -+ 2p™mY,,
a2

Les coefficients de ce développement s’obtiennent par la méthode
des coefficients indéterminés. La détermination de Y,, conduit & une
expression linéaire en fonction des polynomes X et P tant que I'on n’a
pas a faire intervenir dans »* le carré du premier terme qui dépend
de 3 (par Vintermédiaire de P; ce ierme esi de degré n —1), ni dans 7
un terme dont le coefficient dépend de 3. Donc, pour toutes les puis-
sances de winférieures 2 2n — 3, les coefficients Y,, seront des fonctions
linéaires des différents polynomes X d’indice inférieur ou égalam + 1;
le coefficient de p.>"— fera intervenir P?. On en conclut que tous les
coefficients des puissances u dans le développement de r sont iden-
tiques.a des polynomes de Fourier dont I'ordre est m -+ 1 tant que m
est inférieur 4 2n— 3; mais le coefficient de p*"~* contient deux
termes d’ordre 2n qui proviennent de P* tandis que le polynome X
inconnu qui figure dans ce méme coefficient de u2"~' n’est que
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d’ordre 2n — 2. Il est donc probable que nous serons arrété dans la
détermination des polynomes X lors du calcul du terme en p.?" de V/k.

Des remarques précédentes et du développement (25) nous dédui-
sons que r admet le développement

- ey L — 1) P(cosf, sind)

(28) P2 — L —
a2

+M2ﬂ_3[ll(ll — [)_iP2 3 zn—/:SXM—l] N
~ 2aty/2 ay/o

dans lequel les termes non écrits sont de trois catégories différentes :
ou bien ils sont de degré supérieur & 2n — 3, ou bien leurs coefficients
sont des constantes et leur degré supérieur a 2, ou bien leurs coeffi-
cients sont des polynomes de Fourier dont I'ordre dépasse d’une unité
le degré m (supérieur ou égal a n) de u, mais dans ces polynomes de
Fourier les seuls termes d’ordre le plus élevé (m + 1) proviennent du
polynome X,,,, non déterminé par I’étude des termes de V/k dont le
degré est inférieur a m—+ 3; en effet les ordres des polynomes de
Fourier croissent avec leurs indices et les seuls qui figurent dans le
coefficient de u” dans (28) sont d’indice inférieur ou égal 4 m —+-1.

Le développement (28) nous donnant I’expression de r, nous
pouvons, pour utiliser les calculs des premiers paragraphes, écrire
['équation du plan tangent sous la forme () alors A et a sont déter-
minés par le systéme

R S t—n

Jeosa=r\2asinfcosy +..+ rm—1a 2 coso P, (cosf, sinj3)
1=y
(1g) e coso Xy, . (cosf, sinf5),
* f—n
—Asing=ryaacosBsino +...4 =2 * singP) (cosB,sin3)

1—q

— Xpt=1a 2 sino X[ . (cosfB, sin3),

dans lequel X/ , et X/ . représentent les dérivées partielles du poly-
nome homogéne X, (¢, w), donc X , et X/, sont de degré ¢ —1 et le
polynome de Fourier identique a X/ .(cos(3, sin(3) est d’ordre ¢ — 1.
[.es termes non écrits. dans (29) correspondent a des puissances
de x?sin*g + y?cos?o figurant dans 5. Nous ajoutons membre a

membre les deux équations (29) apres les avoir multipliées respecti-
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vement par (cos@)~' et (sing)~' puis élevées au carré. Nous obtenons
ainsi

el
Mlr=oa*r*+...+naPrra * 4. . +r2en—2)2%"aX o+ —. ..,

dans cette expression les termes non écrits sont indépendants de 3 et
de degré supérieur a 2, ou bien sont de degré supérieur a n et leur
coefficient est un polynome de Fourier dont I'ordre est égal au degré
de r, ou bien sont de degré supérieura 2n — 2. On vérifie ces affirma-
tions en tenant compte des remarques sur les ordres de X, , et de X, ;
notons encore que dans les termes de degré m inférieur a 2n — 2, les
seuls éléments d’ordre m du polynome de Fourier coefficient de r"
proviennent du polynome X,,.
En tenant compte de (28) nous obtenons

(30) MLi=la*p* +.. .+ hap?P +. . .+ p22{haX,p, — (0 - P 4 |

ou les termes non écrits sont de trois catégories, ils correspondent a
des puissances de x?sin®¢ + y2cos®9, ou bien ils sont de degré m
supérieur 4 n et leur coefficient est un polynome de Fourier d’ordre m
dont les termes d’ordre le plus élevé proviennent exclusivement du
polynome X,, (sim << 2n—2), ou bien ils sont de degré supérieur
da2n—a2.

D’autre part des relations (29) et de la relation (23) on déduit

cosf

_,sinp Py (cosB, sinf3) - cosf Py (cosfB, sinB)
sin(3 ’

Sy
\/ama sin?B

tang uy=—= —

d’ol, en tenant compte de (28),

m sinBP
Hy=— 5 -5 pr?

Mais nous connaissons ’expression du polynome P (elle est donnée
a lafin du paragraphe 12, a une puissance de ¢* + @ prés si n est pair),
ce qui nous permet de calculer P, et P,,. On trouve
P, (cosB,sinB)=n[Acos(n —1)3 + Bsin(n — 1)§]
Pl.(cosB, sinfB)=n[— Asin(n —1)3+ Bcos(n —1)3] (!);

(1) On peut oblenir ces formules en utilisant les propriétés des polynomes harmo-
niques (A —iB) (v 4+ iw)n.
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les termes provenant de la puissance de ¢*+ w? qui doit étre ajoutée,

dans le cas ou P est de degré pair, ne modifient pas le calcul ultérieur.
Nous pouvons donc déterminer le développement de u, en fonction

de p. et de 3 en faisant intervenir les constantes arbitraires A et B du

polynome P

(31) uo:@_E_H"___?n[Asinnﬁ—Bcosnﬁ]

2 2a

14. Nous devons maintenant prolonger les développements donnés
précédemment pour obtenir le volume V. Le produit de ce volume
par k' sing cosg est égal a I'intégrale suivante (nous désignons tou-
jours par la lettre S I’expression sinu cosasing — cosu sina cosg):

fu“'ﬁ{)\Sp:‘ __ap* P p+* P(cosu, sinu) _Z p7+2 X, (cosu, sinu) du,
u,

\ Va2 8 (n—+ 2)y/an (g + 2)V/27

ou I'on doit remplacer ¢ par la fonction de u qui représente l'inter-
section de la surface avec le plan sécant défini par (2). Cette fonc-
tion p(u) est déterminée par

AS a ‘."l . Y ".l'l .
———=—p+...+p" 2 *P(cosn sinu) + ¥ p7=ta * X, (cosu, sinu);
\/ i 2 ! ’ ! ’ i

2sin@ cosgp 2 a

s 1 1,° ‘ P N R s P L S - Y S
elion opueuy, Pal’ 1d IHOLIIVUE UEd CUCILICICIHW 1HUCLerininey,

= VarS - A—18n—1 /5 P(eos . sinu)
<32) P= onoeose T n gipt—1 n—1 +
asing coso a”sin"=1¢q cos"1 ¢
A2n—is §2n—s (n— I)\/; P2 \/; X,nos
sin’"—"qa oS -zn_:aq) a2n— T g T R

ou les termes non écrits sont tels que le coefficient de A" S™ est indé-
pendant de u et m est alors supérieur & 2, ou bien ce coefficient est
identique 4 un polynome de Fourier d’ordre m -+ 1 et m est supérieur
4 n (les seuls termes d’ordre m -1 dans le coefficient en question
proviennent du polynome X d’indice égal & m +- 1) ou enfin les termes
non écrits sont de degré supérieur a 2n — 3.

Aprés remplacement de ¢ par (32) dans l'intégrale donnant le
volume, nous sommes conduit a intégrer des expressions ayant la

THESE P. BOOS 12
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U+ T
tormef S f(u)du ou f(u) est un polynome de Fourier d'ordre
u,

m — 2, lorsque m est inférieur & 2n et supérieur & n+ 2, et les seuls
termes d’ordre m — 2 proviennent du polynome X,,_,. Les intégrales
définies calculées précédemment nous montrent que

Up—+T
f S”lf(u)du:Lm g(u,),

ou la fonction g(u,) est un polynome de Fourier dont I'ordre est égal
a m—2 et les seuls termes d’ordre m —2 proviennent du poly-
nome X,, ,.

Les remarques faites sur les ordres des polynomes de Fourier figu-
rant dans les coefficients des différents développements que nous avons
calculés et le calcul du paragraphe 12 nous montrent que les rempla-
cements de L par sa valeur tirée de (30) et de u, par sa valeur (31)
donneront un développement suivant les puissances de u. tel que le
coefficient de ™ soit un polynome de Fourier en 8 d’ordre m — 4 ; par
suite il sera possible de déterminer de proche en proche les coefficients
des polynomes de Fourier identiques aux X, (et ces polynomes dépen-
dront de deux ou trois arbitraires suivant que ¢ est impair ou pair) et
nous calculerons le développement de z tant que nous ne considérons
dans V que des termes de degré, en ., inférieur a 2n.

15. Qu’arrive-t-il si nous étudions maintenant le terme de degré 2n
du développement de V/k? Ce terme a pour coefficient un polynome de
Fourier qui ne contient comme inconnus que des coefficients d’ordre
inférieur ou égal 3 27 — 4 et nous allons voir qu'il y figure des termes
d’ordre 2n. Pour que ce coefficient soit indépendant de § il faudra
donc annuler les coefficients de ces termes d’ordre 2n.

Nous distinguons deux cas suivant la parité de n pour tenir compte
des changements d’expression de certaines intégrales. Supposons
d’abord n pair. Seit n = 2m, nous trouvens alors

. . .
(33) \' sm/((p cosg _ 11:3):; e m A cosnu,—+ Bsinnu, .

Ue+T Dy i in?
L yenlen P2(cosu, sinu)sin®?(u — u,) du
a2+t ct

o2 g2

Yu
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les termes non écrits ne peuvent, d’aprés ce que nous avons dit,
donner aucun élément d’ordre 2n dans le coefficient de ©*". Nous
avons conservé, pour simplifier I'écriture, 'expression P* mais les
seuls termes de ce polynome qui nous intéressent sont ceux d’ordre 2n;
ils ont pour valeur

A2 - B2 .
———cos2nu -+ ABsin2nu.

Il faut maintenant remplacer dans (33) L par son expression tirée
de (30) et u, par (31). Les seuls éléments d’ordre 2n que nous
obtenons dans le coefficient de u" sont :

T " .
7—;}(3——722)1)"(COS;3, snnf)),
A

)kL/»

rovenant d
p a e a

— ——(n +2) P?(cosB, sinf3) - )—n [Asinnf — Beosnf3]?,

provenant du terme en L**2A"+* dans (30);

QA

[A—_;—%cownﬁ—i- AB sin:zn{ﬁ],

nrovenant dn torme en 12 do (3a): 1
P an ter Qe P
coefficient de u.*" dans le développement de V co

d’ordre 27 suivants : i - }

na

v am
“wiow

.

2

kd
;a

(n2—2n-+3) [é—TEcosznﬁ + AB sin2n5] ,

et ils ne peuvent disparaitre de I’expression de V qu’ala condition que A

et B soient tous deux nuls, si bien que le polynome P doit se réduire

au produit d'une constante par une puissance de x*sin®o + y*cos?o.
Si nous supposons que n est impair, soit n=2m +- 1, le coefficient

de A2 dans la formule (33) est seul modifié et I'on a alors

Vsingcosg _ ma'Lt R — A sinnu,+ Bcosnu,

9 -9
—_— o m ___IA.H—F.LH—! "F.'(-—- I)m

A — 3a2a®

2 n-+2 all+2

Uy-~To
4 A L”’a"’“‘”f P2 (cosu, sinw) sin®**(u — u,) du +. . ,;

iy

12,



les seuls termes d’ordre 2n figurant dans le coefficient de " du déve-
)
loppement de V/k sont encore

ce qui exige A et B nuls.

En résumé : §’1l existe une droite D, passant par un point régulier O
convexe d’une surface analytique, telle que le volume compris entre un
plan sécant passant par O et la calotte qu’il découpe ne dépende que de la
distance du point O au point d’intersection de D et du plan tangent
paralléle au plan sécant, la surface est de révolution affine autour de D
parallélement au plan tangent en O. Si la droite D est normale 4 la
surface, le point O est un point (R") ou un point (R).

REMARQUES.

16. Pour déterminer le polynome P(x, y) tel que I'intégrale (9) ou
'intégrale (') soitindépendante de @ nous pouvions utiliser le procédé
indiqué au paragraphe 5 en vue d’obtenir les coefficients de ce poly-

nome P.

Soit en effet

n

(34) Pz, )=, apry" 1,

p=0

les intéorales (a) et (') deviennent
(] J7 \ /

l'exp 1on du polynom
respectivement
n-+2 n P (
I :2 (- 1)—/Cs,., cos/asin?+2—/ ocZ a,,f sin®=7+/ y cos"~/+1*+* udu S,
@5 = p=o 7F
\ n n o (
( J :2 (— 1)t C{L cos’a  sin—/o E a/,‘/ sin*—P+/ g cos"/+P udu ’,
p=0 7%

]=0

les intégrales qui figurent dans les expressions ci-dessus sont indé-
pendantes de « et elles peuvent étre calculées par des procédés élémen-
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taires, en utilisant les formules

%+ . Ch-t
f sin2—2ky cos* u du — peT= Gt C‘-’Z:L (m2k> o).
o 2m—1
Les expressions (35) sont donc des polynomes homogénes en sina
et cosa, ayant pour degré n + 2 ou n, dont on connait tous les coeffi-
cients en fonction linéaire des a,. Or, pour qu’un polynome homo-
géne en sina et cosa soit indépendant de «, il est nécessaire que le
polynome soit identiquement nul si son degré est impair ou qu’il soit
identique au produit d’une constante par une puissance de sin*a—-cos*a
si son degré est pair. Nous connaissons donc la forme que doivent
avoir les expressions (35) pour que (9) ou (9') soit indépendant de «
et par suite nous avons n + 3 ou n + 1 équations linéaires pour déter-
miner les n+ 1 coefficients inconnus de (34). Ces équations sont
homogénes si n est impair, leurs seconds membres sont alternative-
ment nuls ou égaux au produit des coefficients du binome par une
méme constante arbitraire si n est pair.

Ainsi que nous I'avons déja signalé, la difficulté que présente ce
procédé provient de la complication des déterminants des systémes
linéaires trouvés. Dans le cas de 'expression J (nous avons alors autant
d’équations que d’inconnues) le systéme se décompose en deux autres
comprenant chacun seulement des coefficients @, d'une méme parité;
nous obtenons ainsi, en examinant les deux hypothéses sur la parité
de n, quatre déterminants symétriques dont les éléments situés sur
une parallele a la diagonale principale sont égaux. Si Pon écrit
n=2m+ 1 ou n=2m suivant la parité de n, trois des déterminants
sont d’ordre m —+ 1, le quatriéme s’obtient en supprimant la derniére
ligne et la derniére colonne du troisiéme (les deux premiers corres-
pondent au cas ol z est impair). I suffit donc de connaitre les éléments
de la premiére ligne des trois premiers déterminants pour pouvoir les
écrire; ontrouve que I’élément delapremiére ligneetde lacolonnej+1
a pour expression dans les déterminants d’ordre m + 1

Cy i/ Gy

2

= b b :
27042741 2Mm—+-2) 2m4-2j—1
C 3 IlL-i-{ C YA C/1 m—1
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Nous ii’avons pas pu montrer divectement que ces déterminants nesont
pas nuls, mais ladémonstration donnée plus haut de la forme nécessaire
de la fonction P, nous prouve indirectement que les systémes d’équa-
tions linéaires que nous venons de trouver n’admettent quune solution

unique (la solution nulle ou bien une solution dépendantdu paramétre
par lequel peuvent &tre multipliés tous les seconds membres), par

conséquent tous les déterminants rencontrés dans I’étude de 'expres-
sion J sont différents de o.

De plus, la connaissance de la solution unique nous permet d’écrire,
lorsque n est pair (et égal a 2m), m + 1 relations auxquelles doivent
satisfaire les coefficients du développement de (1 + &) en considérant
le systéme provenant de J et m + 2 relations en considérantle systéme
provenant de I.

Ces relations sont

m
CZ] C{u—-/- 1)1 (;m 1
(36) 2/ 2 Cr 200—1 — pam 20l (0<) < m)
. ~ M (N 2n—2y42 —1 20—t =/ N
(‘{n o G /onliL—'{_'_ " G '1Iﬁt——|
p=
Cz; o o CIILJ-,/—/ C'iz
2. 2m+2 / 211 a2 2mr
(3’) / 2 C’” Comvrp—2+1 2 o ogy<<m ).
m-1 o Sini-i A am+1
p=

Lorsque I'on donne & j la valeur m la relation (36) est encore vraie a
condition de remplacer par 1 le terme qui correspond a p = o, de méme
la relation (37) subsiste lorsqu’on donne & j la valeur m+ 1 & condition
de remplacer par 1 le terme du .premier membre qui correspond
ap=o.

Le méme procédé pourrait aussi étre utilisé pour déterminer le
polynome P dans I’étude faite au paragraphe 12. Il faut alors que
Pexpression

ks

B+
. LA A it .
(38) mP(cosB, sinfB) — - )j sm"“(u -B + l;) P(cosu, sinu) du
n -2 )
B-F

soit indépendante de 3. Or, si I’on écrit P sous la forme

P(cosj3, sin3) = Za, sin’ 5 cos"~ 3,
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cette expression (38) devient

n

' 2 @y sin? 3 cos™73

q=0
RS 3+'—)-'
9/1-‘ 2 2
- 2 sin/ 3 cos" /B, ., E a,,f sin?+J  cos+—7—/ i dut y,
) Jj=0 ~7£
2

Nous savons d’autre part que P vérifie la condition imposée a (38)
lorsqu’il est une puissance de z*+ y* et (38) a alors une valeur
constante non nulle, ou bien lorsque le polynome P correspond ala
forme indiquée a la fin du paragraphe 12 et (38) est alors identique-
ment nulle quelle que soit la parité de n. Ceci nous permet d’obtenir
de nouvelles relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients du
binome.

Nous aurons par exemple

+(3)

(‘IH—‘)C'N-M 27
(39) (~1)/(CY - Cy) = ), (-1 CY sy W -

2"~ (n + 2) Y

sixandd o [ N | 1 v ~n M ~ ~
diiana on donne a j e vaieur uuru’?nﬂu ue combprise entre o et E(n/2).
s \ I

cette limite comprise. De méme

()

) b} (J 9 "11 2
(ho) (=G —Cy )= 2,L_",*(n gy 2 (— )7 Gy _W,H,

lorsque 'on a 0 <j<E (n - : )

Sil’on donne aj la valeur o dans I'une ou l'autre de ces relations,
leur forme est légérement modifiée; on obtient

) £ (2

21 ~ .
n—+o—= —2-,:? 2‘ (— 1)1 Gy C?" =i 2 (— 1) CE Gy
21+ )

7=0 7=0




— 98 —

qui correspond a (39), et

()

Cnr Co+1
n— 22ntt Z (= )7CH =

n—1 2742
2 C2’,Il+ 1

7=0
qui correspond a (40).

Nous avons signalé ces relations qui peuvent se rencontrer dans
d’autres études ou I'utilisation des polynomes de Fourier ne serait pas
possible. Il serait intéressant de démontrer directement les rela-
tions (39) et (40).
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