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PREMIÈRE THÈSE.

PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES

DE

COURBES OU DE SURFACES

Dans ce travail nous avons envisagé certaines figures simples atta-
chées à des arcs de courbes ou à des portions de surfaces analytiques
et nous avons cherché à déterminer les courbes ou les surfaces par
des propriétés caractéristiques relatives à ces figures. Les différents
éléments des figures sont définis par des fonctions d'un paramètre de
grandeur et d'un paramètre de position, nous cherchons les conditions
nécessaires et suffisantes pour que ces fonctions aient certaines formes
simples. La conclusion générale à laquelle nous arrivons, est que la
simplicité de la structure de ces fonctions semble liée à Y existence
d'un groupe continu de transformations en elles-mêmes pour les courbes
ou les surfaces, si bien que les propriétés obtenues constituent des
réciproques de théorèmes élémentaires.

Dans une première partie nous étudions la figure formée par un
arc MM, d'une courbe tracée sur une surface et la corde géodésique
qui sous-tend cet arc. Le paramètre qui définit la position de la figure
est l'abscisse curviligne s de l'origine M de l'arc et le paramètre qui
fixe la grandeur de cette figure est la longueur /de l'arc ou l'angle a
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sous lequel on voit Tare de son origine (ce dernier paramètre est, de
beaucoup, plus intéressant, mais ne permet pas une généralisation
immédiate en géométrie affine).

La première fonction envisagée est celle qui exprime la relation exis-
tant entre s, l et a (l'angle a pouvant être déterminé par sa tangente d) et
les seules formes simples que nous avons pu obtenir pour l(s, d) sont
celle où l ne dépend pas de s et celle où l est le produit d'une f onction
de s par une fonction de d. Dans le premier cas nous disons que la
courbe est une courbe (P) et dans le second une courbe (P'). Pour
déterminer ces courbes nous utilisons la fonction implicite des
constantes d'intégration définie par l'intégrale générale de l'équation
différentielle des géodésiques de la surface sur laquelle est tracée la
courbe. Nous avons démontré ainsi les théorèmes suivants donnant
les propriétés géométriques des courbes (P) et(P') :

S'il existe, sur une surface, une courbe (P), la surface est applicable
sur une surface de révolution et la courbe correspond à un parallèle.

S'il existe, sur une surface, une courbe (P'), la surface est applicable
sur une surface spirale de Maurice Lévy et la courbe correspond à une
hélice conique.

Les propriétés correspondantes de la fonction l(s9 d) caractérisent
donc des courbes tracées sur des surfaces admettant un groupe continu
de transformations en elles-mêmes et ces courbes sont les trajectoires
des points de la surface soumis aux transformations du groupe.

La nature géométrique des courbes (P) et (P') étant connue, il nous
a semblé intéressant de rechercher si ces mêmes courbes ne pourraient
pas être caractérisées à l'aide d'autres éléments de la figure considérée.
Nous avons en particulier étudié la longueur L de la corde, le rapport i\
de L à /? Taire A balayée par une géodésique passant par M et dont un
point décrit l'arc MM,, le rapport r2 de l'aire A au produit des lon-
gueurs / et L, la longueur F de la flèche, le rapport r3 de F à /, le
rapport rh à l de la distance du point M au point d'incidence de la
flèche, l'angle (3 (déterminé par sa tangente dt) sous lequel on voit l'arc
de son extrémité, l'angle y (déterminé par sa tangente û?a) sous lequel
on voit du point M l'arc opposé à MM< et nous avons obtenu les
résultats suivants :
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Si l'une des fonctions l} L, A, r2, 7-3, dx 5 d2 est une fonction impaire
de d7 la courbe est une courbe (P) , de même si Vune des f onctions F, i\,
f\ est une f onction paire de d.

Si lJune ou l'autre des fonctions /, L, A, F est indépendante de s, la
courbe est une courbe ( P ) ; si Vune de ces f onctions est égale au produit
d'une fonction de s par une f onction de d^ la courbe est une courbe (P').

Si Vune des f onctions r,, 7\>, i\ est indépendante de s (et ne dépend
que de d) la courbe est une courbe (P) ou une courbe (P ;). Le rapport rA,
les angles p et y posent d'autres problèmes dont la résolution complète
paraît difficile par le procédé utilisé.

Les courbes (P) possèdent donc beaucoup de propriétés caractéris-
tiques élémentaires des cercles du plan 5 elles sont encore caractérisées
par le fait que Y enveloppe de la corde qui sous-tend un arc de longueur
fixe est, quelle que soit la longueur de Varc, une courbe parallèle
(sur la surface) à la courbe étudiée. Par contre : pour que la longueur de
Varc soit proportionnelle à V angle sous lequel on le voit de son origine,
il ne suffit pas que la courbe soit une courbe (P) , il faut, de plus, que la
surface soit applicable sur un plan.

Dans une deuxième Partie nous établissons des propriétés analogues
pour des surfaces analytiques. Nous construisons une figure dépen-
dant de deux paramètres en coupant la surface par un plan sécant qui
pivote autour d'un point régulier fixe O de la surface, )e plan sécant
est défini par la tangente X de l'angle qu'il fait avec le plan tangent
en 0 et par l'angle a que fait sa trace avec une direction fixe de ce
plan tangent. Le premier élément étudié est le volume V compris
entre le plan sécant et la calotte qu'il découpe et nous avons pu
montrer que : si ce volume ne dépend que de h (et non de a) la surface
est de révolution autour de la normale en 0. Il en est de même si l'aire
de la calotte est indépendante de a.

Les transformations affines nous ont conduit à envisager des pro-
priétés caractéristiques de surfaces transformées des surfaces de
révolution. Afin de simplifier et de préciser les énoncés des théorèmes,
nous utilisons le nom de surfaces de révolution affine autour d'une
droite B parallèlement à un plan P pour désigner les surfaces engen-
drées par une courbe G soumise au groupe continu de transformations
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défini ainsi qu'il suit : Soit une droite B et un plan P non parallèle
à D, le groupe est celui des transformations affines de déterminant
égal à i qui maintiennent invariants les points de D et sont telles que
les trajectoires des différents points de l'espace sont des ellipses situées
dans des plans parallèles à P (il faut supposer que la courbe G n'est
pas située dans un plan parallèle k P). Cela étant, nous avons démontré
que si le volume V ne dépend que du produit de A par une fonction
de a, la surface est de révolution affine autour de la normale en O
parallèlement au plan tangent en ce point. Plus généralement :

Mous avons démontré qu'une surface est nécessairement de révolution
affine autour d'une droite D, passant par 0, parallèlement au plan
tangent en 0, si cette droite D est telle que les volumes compris entre la
surface et les plans sécants passant par 0 ne dépendent que de la distance
du point 0 auoc points d'intersection de la droiteD avec lesplans tangents
parallèles auoc plans sécants.

Pour démontrer les différentes propriétés résumées ci-dessus nous
déterminons la forme nécessaire du développement de la cote z d'un
point de la surface au voisinage du point 0 étudié en établissant le
développement du volume compris entre le plan sécant et la surface.
Nous obtenons ainsi des conditions auxquelles doivent satisfaire des
polynômes de Fourier déduits des polynômes homogènes comprenant
tous les termes d'un même degré figurant dans le développement de z.
Le calcul pourrait être conduit d'une manière differente, mais on est
alors arrêté par des formules dans lesquelles interviennent les coeffi-
cients du binôme; nous n'avons pu démontrer ces formules directe-
ment, mais les résultats obtenus par le premier procédé nous montrent
qu'elles sont exactes et nous avons cru utile d'en signaler quelques-
unes.

Les procédés de calcul utilisés dans la première Partie peuvent être
appliqués à des équations différentielles plus générales que celles des
géodésiques d'une surface et nous démontrons ainsi des propriétés de
leur intégrale générale considérée comme fonction des constantes
d'intégration.

D'autre part, nous avons généralisé la définition des courbes (P)
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et (P') au cas des courbes gauches d'un espace euclidien ou non-
euclidien de courbure constante ainsi qu'au cas des courbes planes
ou gauches en géométrie affine. Ces résultats ont été résumés
dans des Notes aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences ( 1 ) , et
ils feront l'objet d'une publication séparée. Remarquons que, là encore,
il existe un groupe continu transformant en eux-mêmes l'espace, où
sont tracées les courbes (P) ou (P')> ainsi que ces courbes.

En terminant cette introduction je tiens à exprimer ma très vive
reconnaissance à M. Julia qui a bien voulu présenter à l'Académie les
principaux résultats contenus dans ce travail, à tous les Maîtres qui
m'ont formé pendant mon passage à l'École Normale et tout spéciale-
ment à M. Garnier qui a encouragé, conseillé et vérifié ces recherches.
J'adresse des remerciements très sincères à M. Picard pour la grande
joie qu'il me fait d'accueillir ce Mémoire aux Annales de l'École
Normale, ainsi qu'à M. Valiron qui veut bien se joindre à M. Julia et à
M. Garnier pour constituer le jury.

(4) C. R. /Je. Se, t. 194, 1982, p. 1623 el '2271; t. 198, 1934, p. 1898; t. 200, ig35,

p. 1820; t. 201, 1935, p. 928; t. 202, i936, p. 197.
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PREMIÈRE PARTIE.
COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

CHAPITRE 1.

CALCULS PRÉLIMINAIRES.

1. Pour étudier la relation qui existe entre la longueur d'un arc de
courbe et l'angle sous lequel on voit cet arc de son origine, nous
envisageons d'abord le cas des courbes planes; il est naturel de définir
la courbe par son équation intrinsèque et de déterminer un déve-
loppement limité de l'angle a (sous lequel on voit l'arc) en fonction
des puissances de la longueur / de l'arc. Si y(s) désigne la courbure
de la courbe au point d'abscisse curviligne s, l'angle que fait la

tangente en ce point avec une direction fixe est 6(*) = I ydset l'angle
cherché est déterminé par la relation

j sir\6(x) dx
iang[ô(5) + « ( / , 0 1 = - ^ »

/
cosQ(x) dx

d'où l'on déduit, par des transformations simples, en posant el^{s)=/(s)9

77- dx.

Cette relation nous permet de calculer un développement limité de
la détermination de l'angle a qui tend vers zéro en même temps que /.

En effet y est égal à iy (que nous désignons par z) et le développe-



ment des intégrales précédentes (en fonction de l, de z et ses dérivées)
s'obtient très facilement. Comme la seconde se déduit de la première
par le changement de js en — z, il est naturel de calculer — (e~2la — i),
d*où l'on déduit sans peine

comme il était à prévoir, l'expression ci-dessus ne contient que des
puissances impaires par rapport à l'ensemble des lettres £, zf

t zn, . . .,
donc le retour à la fonction y nous permet de diviser les deux membres
par i, et nous obtenons finalement

Ce développement est valable jusqu'au terme de degré p inclus,
si la fonction y (s) admet des dérivées jusqu'à Tordre p— T, la
dérivée (p — i)ièmc étant continue.

Nous remarquons immédiatement que y doit être une constante
pour que a soit indépendant de s; nous disons alors que la courbe est
une courbe (P) et nous voyons que les cercles sont les seules courbes
planes possédant cette propriété. Il serait intéressant d'étudier l'équa-
tion (i) lorsque l est une longueur fixe donnée et chercher les courbes
telles que pour cette valeur de /, l'angle a soit égal à une certaine
constante c (ou même plus généralement soit une fonction de adonnée
à l'avance); cette étude ne paraît pas aisée et nous n'avçns pu obtenir
que les résultats élémentaires suivants : parmi les solutions figurent :

—11 7 S-h2tl ~ S+lh

i° les fonctions ƒ=<? l l (k entier, h constante arbitraires)

qui correspondent aux cercles de rayon — -.—-; 2° des fonctions ƒ

qui admettent la période T et qui correspondent à des courbes fermées

de longueur j -

2. Si maintenant nous supposons ia courbe tracée sur une surface,
l'angle a est l'angle que fait la tangente à la courbe (F) avec une
géodésique de la surface passant par l'origine M et l'extrémité M< de

THÈSE P, BOQS, 2
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l'arc (cet angle a doit tendre vers zéro en même temps que la longueur
de l'arc MM,). Il faut remarquer que par deux points d'une surface
peuvent passer plusieurs géodésiques, donc il importe de préciser
celle que nous désignons par géodésique-corde de Tare MM< : on sait

Fig. i.

qu'à tout point régulier M de la surface, on peut associer une lon-
gueur X, telle que si l'on porte à partir de M sur les géodésiques qui
passent par ce point un arc de longueur \9 la région balayée par ces
arcs jouit de la propriété suivante : par M et par tout point intérieur
de la région passe une géodésique et une seule de longueur inférieure
à X. Il en résulte que nous devons supposer qu'il existe une portion
de la courbe (T) sur laquelle aucun point n'est un point singulier de
la surface, ensuite nous déterminons les valeurs de A correspondant
aux différents points de la courbe (ces valeurs ont une borne inférieure
non nulle) et nous nous limiterons à la considération d'arcs (qui ne
sont pas nécessairement infiniment petits) dont la longueur / sera
inférieure à la borne inférieure des X, la géodésique-corde aura, elle
aussi, une longueur inférieure à la même borne.

Ces remarques faites, la géodésique-corde est bien déterminée et
nous définissons la surface au voisinage du point M par le système de
coordonnées polaires géodésiques : 9 désigne l'angle d'une géodésique
passant par M avec la tangente en M à la courbe (F), u désigne la
longueur de l'arc dp cette géodésique compris entre M et le point de
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coordonnées (u, v). On a alors sur la surface ds1 = du2 + C2 dv2,
où C est une fonction de u et 9 qui dépend en général de la position
du point M sur la surface, donc de l'abscisse curviligne du point M
sur (F). Si K(«, v) est la courbure totale de la surface au point («, v)9

on a les relations

(3) K(«, * o = - ^ J?> c: = « - ^ w 8

L'angle a cherché n'est autre que la valeur de v qui correspond à
l'extrémité de l'arc de (F) ayant pour longueur /; or, si Ton désigne
par s {s) la courbure géodésique de la courbe (F) au point d'abscisse
curviligne s, cet angle v est déterminé par le système

dans lequel uf
9 v

f, . . . désignent les dérivées par rapport à l'arc de (F),
s est un paramètre fixe et la variable est L Ce système nous permet de
trouver les valeurs en M des dérivées successives de 9 par rapport à /,
et par suite d'écrire le développement limité cherché.

En effet, en dérivant les relations (3) on obtient les valeurs en M
des dérivées partielles de C en fonction de celles de K; en dérivant la
première relation (4) on obtient les valeurs, pour u = o9 p = o , des
dérivées de u par rapport à / en fonction des dérivées de v\ enfin en
dérivant la dernière équation (4) et tenant compte des relations précé-
demment établies, il est simple de calculer les valeurs de P\ vfl', . . . en
fonction des valeurs de z9 z

1', -s", . . . en M et des valeurs en ce même
point de la courbure totale de la surface et de ses dérivées partielles
successives.

En supposant que la courbure totale de la surface admette autant
de dérivées partielles qu'il est nécessaire, on remarque que pour faire
le calcul de v{p], il faut dériver (p — 1) fois les équations (4), donc il
faut que la fonction z admette des dérivées jusqu'à l'ordre p — 1, si
cette dérivée (p — i)iôme est continue au voisinage de M, la fonc-
tion 9{p)(l) est continue au voisinage de / = o , et le développement
limité sera vaiabîe jusqu'au terme de degré/?. On obtient

p'=-, ?'=i\ ^ = 7 + K5,,
3 3 4 4
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K désigne ici la courbure totale en M,

en désignant par K' la valeur en M de la dérivée -r- de la courbure

totale considérée comme fonction de l'abscisse curviligne le long
de (r),

K"u, et K"lv sont les valeurs en M des dérivées partielles de K, la relation

qui existe entre ces dérivées partielles et la dérivée seconde -ry ne

permet pas de les éliminer de l'expression ci-dessus, afin de ne
conserver que les dérivées de la courbure totale le long de la courbe (F).
Le développement de a s'écrit donc

+ 6!V3 - s z ' - — -

en définitive, l'angle a dépend de la courbure géodésique de (F) et
ses dérivées successives, ainsi que de la courbure totale de la surface
et ses dérivées partielles successives. La connaissance de la courbure
totale de la surface le long de la courbe ne suffit pas pour obtenir
l'angle a, mais permet de le connaître jusqu'au quatrième ordre.

3. Le développement (5) nous montre que si la courbe est une
courbe (P), la fonction z(s) est une constante. Nous éliminons le cas
où z serait nul identiquement (la courbe est alors une géodésique) car
l'angle a est lui aussi identiquement nul. Nous éliminons également
ce cas particulier de toutes les recherches ultérieures. Si la fonction z
est une constante, la courbe est un cercle géodésique, mais cette
condition vérifiée par la courbe (F) n'est pas en général suffisante
pour que cette courbe soit une courbe (P); en effet tous les coeffi-
cients de (5) doivent être indépendants de s et en général la cour-
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bure totale de la surface varie avec la position du point M sur la
courbe; il ne suffît même pas que cette courbure totale soit constante
le long de (F), d'après ce que nous avons remarqué plus haut.

Si tous les cercles géodésiques passant par M possèdent la pro-
priété (P), la courbure totale de la surface est constante dans toute
une région entourant le point M et cette condition est suffisante, car
alors la fonction C qui figure dans le ds2 de la surface est indépen-
dante du choix du point M origine des coordonnées polaires. Dès lors,
comme la courbe (F) est un cercle géodésique, le système (4) ne
dépend pas de la position de M sur la courbe, les conditions initiales
auxquelles doivent satisfaire u et v sont également indépendantes de s
et l'angle cherché est indépendant de s. Donc :

Les surfaces k courbure totale constante sont les seules surfaces
analytiques telles que tous leurs cercles géodésiques possèdent la
propriété (P); par un point quelconque d'une telle surface passe une
infinité de courbes (P) et, réciproquement, si par un point d'une sur-
face analytique passe une infinité continue de courbes (P), la surface
est à courbure totale constante.

4. Le développement limité (5) ne nous permet pas de répondre
simplement à la question suivante : la courbe (F) peut-elle être la seule
courbe de la surface passant par M et possédant la propriété (P)? Il
faudrait en effet déterminer les conditions imposées à la courbure
totale par tous les coefficients de (5 ).

Pour faire cette étude nous choisissons un autre mode de représen-
tation de la surface S sur laquelle est tracée la courbe : v est l'arc de la
courbe (F) compté à partir d'une origine 0, les courbes, e = const.,
sont les géodésiques de S qui sont orthogonales à (F), u est l'arc de la
géodésique v compté à partir de (F) dans un sens choisi une fois pour
toutes. Le d$2 de la surface est alors de la forme ds2 = du~-\- C2 dv2

où C est une fonction de u et 9 se réduisant à i pour w = o. [Nous
verrons plus loin la condition imposée à C parle fait que (F) n'est pas
une géodésique de S. |

Nous prenons comme paramètre arbitraire l'angle a sous lequel on
voit l'arc MM, de son origine et nous déterminons la longueur / en
fonction de s et de a (ou de la tangente d de cet angle). Nous obtien-



drons cette fonction !(s, d) en cherchant la valeur de v qui correspond
au point d'intersection M1 de (F) çt de la géodésique qui passe par M
et fait en ce point avec (F) un angle dont la tangente est d, ce point M<
doit tendre vers M lorsque d tend vers zéro. Les géodésiques de la
surface sont déterminées par Téquation différentielle

qui ne doit pas admettre la solution u = o, puisque la courbe (F) n'est
pas une géodésique, donc C„(O, P) n'est pas identiquement nul.

La corde qui sous-tend Tare MM, est définie par l'intégrale

M = «[ P — S, d, S]

de l'équation (6) répondant aux conditions initiales suivantes :
du _

U Z=Z O, -r~ = d
dv

pour v = s; et la longueur / de l'arc MM| de (F) est une fonction de s
et d telle que u[l, d, s] soit identiquement nul et que / tende vers zéro
en même temps que d,

5. Le problème auquel nous sommes ramené est donc l'étude de la
fonction implicite des constantes d'intégration définie par l'intégrale
générale d'une certaine équation différentielle du second ordre; cette
équation est de la forme «"= F(V, u, 9) dans laquelle la fonction
inconnue u est définie par les conditions initiales *z —o, uf=d
pour v = s, la fonction F est holomorphe en uf

f u, v au voisinage des
valeurs O, O, s et de plus F(O, O, v) n'est pas identiquement nul.
Pour faire cette étude nous utilisons le changement de variable et
fonction suivant :

d = À2, P = ) , V + J, u = V- U,

la fonction U( V) est définie par l'équation différentielle

(7) U*

et les conditions initiales U = o? U ' = X pour V = o.
D'après un théorème de Poincaré, les hypothèses faites sur la fonc-



tion F nous permettent d'affirmer la possibilité de développer le
deuxième membre de (7) suivant les puissances de X, soit

(8) F = 2a(s) -h l[ia' V -h bW] -+- ï*[aff\ 2 -4- 6'U'V -4- cU"-+ ^U] -h . . . ,

la fonction a {s) n'est pas identiquement nulle; le coefficient de la
puissance mlèm0 de X est une somme de termes delaforme#($)U'/iU/JV</

dans lesquels g(s) est une fonction holomorphe au voisinage de la
valeur s considérée et les exposants kf p, q sont liés par la relation

A H- 2 ƒ> H- q — m.

Nous pouvons alors calculer le développement de l'intégrale U en
fonction de X. Les premiers termes sont

(9) U = «V*-h)fv + ~ (a' + ab)\

- 4- ^
2 12

H-. . . 1 + }A^Ç c -h.. .1(4ac H- ^2-f- bf+ d)

Pour obtenir dans ce développement le terme de degré m, connaissant
tous ceux qui le précèdent, il suffit de déterminer les développements
(limités par le degré du dernier terme connu de U) de toutes les
expiassions coefficients des puissances de X, inférieures à la miom%
contenues dans (8); nous obtenons ainsi un certain polynôme en V et
en intégrant deux fois nous avons le coefficient de Xm dans U, compte
tenu des conditions initiales. Quel que soit m, le polynôme en V coef-
ficient de X'u ne contient pas de terme constant et, si m ^ i , il ne
contient pas non plus de terme du premier degré.

6. Nous aurons besoin d'exprimer les conditions nécessaires pour
que tous les termes de (9) aient certaines formes particulières; nous
ne précisons pas ici ces formes, car il nous a semblé préférable
d'exposer le raisonnement général qui, convenablement modifié, nous
sera utile dans des questions plus compliquées.

Soit

(10) F = 2a(^) + ô(fO«'+ CM'--h du H- eun>4- fuu' -f . . .
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le développement de F avant le changement de variable et fonction : si
tous les termes de ce développement pour lesquels la somme de l'expo-
sant de u1 et du double de l'exposant de u est inférieure à m vérifient
des conditions suffisantes pour que l'intégrale u ait la forme désirée
entraînant pour chacun des coefficients de (9) une expression particu-
lière, les premiers termes de U qui pourront empêcher cette fonction
d'avoir la forme cherchée sont tels que la somme des degrés de X et
de V est égale à 2m 4- 2, et ces termes proviennent uniquement des
termes de (10) pour lesquels la somme de l'exposant de u! et du
double de l'exposant de u est égale à m.

En effet, les termes du développement (8), de plus bas degré en X,
qui ne vérifient pas la condition supposée suffisante, sont de la forme

puisque les termes en XmU/AUpV9, où A+ 2/? + # = m, proviennent
des termes en utkup de (10) et vérifient la condition suffisante si

Or, du développement (9) nous déduisons que les termes de U sont de
degré au moins égal à 2 par rapport a l'ensemble des lettres V et X et
ceux de U' au moins de degré 1 ; donc la somme des degrés de V et X
pour les différents termes du développement de \JfKUp aura pour valeur
minima k-\- ip. Il en résulte qu'un termeX/lU'AU/'V?de(8), dans lequel
k + ip + q = n, aura un développement limité qui ne contiendra
que des éléments ayant, par rapport à l'ensemble des lettres V et X,
un degré au moins égal à n + k -+- ip-\- q = 2/1; et, après les intégra-
tions pour obtenir les éléments correspondants de (9), nous aurons
des termes dont le degré par rapport à l'ensemble des lettres V et X
sera au moins égal à 2/1 + 2, donc toujours supérieur à 2/n + 2 si /i>/w.

Si n est égal à m, nous obtiendrons effectivement dans U des élé-
ments de degré zrn + 2 par rapport à l'ensemble des lettres V et X en
remplaçant U et U' par les deux premiers termes de leurs développe-
ments (nous ferons plus loin le calcul de ces termes).

Si nous considérons dans (8) un terme de degré, en X, inférieur
à m, nous aurons des éléments de l'intégrale satisfaisant aux condi-
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tions désirées en remplaçant U et U' par les premiers termes de leurs
développements; il faudra donc pour obtenir, à partir de ce terme
de (8) , un élément de (9) non conforme aux conditions imposées,
prendre soit dans le développement dç U, soit dans celui de U', au
moins un terme lui-même non conforme à ces conditions. Or, les
termes de ce genre dont nous connaissons actuellement l'existence
sont au moins, par rapport à l'ensemble des lettres V et X, de
degré 2 /W+2 dans U ou 2m + 1 dans U'; donc dans le développe-
ment de \JaVp les termes non conformes aux conditions sont au moins
de degré 2jD + i + a / w et après les intégrations les éléments corres-
pondants pour (9) sont au moins de degré n + 'ip ~f- k -h 2/32 + q + 2,
donc toujours de degré supérieure 2 m + 2 , puisque n ne peut être nul.

Pour calculer les termes de degré 2m-!- 2 dans (9 ) provenant des
termes de (10) tels que la somme de l'exposant de uf et du double de
l'exposant de u soit égale à m9 nous déterminons les termes de plus
bas degré en V figurant dans les coefficients de Xe des développements
de U/J et U//l et ces termes eux-mêmes ne peuvent nous être utiles que
s'ils proviennent des deux premiers termes de U ou U'. On a

dans l> X8 Vv~9 a/;~°C£ à condition que Q^p9

dans U'* À9 V*-9a*-° 2*-ôC^ à condition que 6 ̂  *,

Les seuls termes du développement de U'"l~2/JU/J dont le degré, par
rapport à l'ensemble des deux lettres V et A, est m sont donc

V V"WV 2 ? C? Cfc&p2
m--tP-Jam-P~'Jt

la somme par rapport à q étant prise depuis la plus grande des
valeurs O ou zp+j — m jusqu'à la plus petite des valeurs p ou j et
l'entier j variant de O à m — p. Par conséquent, dans U, l'ensemble
des termes de degré 2m + 2 provenant des termes étudiés de (10) est

y p

les sommes étant prises : celle par rapport à y depuis O jusqu'à m,
celle par rapport kp depuis O jusqu'à E(/w/2) ou m — j , celle par rap-
port à q depuis O ou ^p+j — m jusqu'à/? ouy.

THlîSE P. BOOS
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En outre5 dans certains problèmes nous aurons besoin de connaître
les deuxièmes et même les troisièmes termes des intégrales contenant
des fonctions de forme inconnue. Une méthode analogue à la précé-
dente peut être utilisée, mais elle exige un développement beaucoup
plus compliqué que nous ne présenterons pas en détail.

CHAPITRE IL

RECHERCHE DES COURBES ( P ) ET ( P ' ) .

7. Pour que la courbe (F) possède la propriété (P), il faut que la
fonction implicite l($, rf), définie à la fin du paragraphe 4, soit indé-
pendante de s. Après le changement de variable et fonction, nous
devons considérer la relation U(V, X, s) = o qui définit, pour X assez
petit, une fonction V(X, s) tendant vers zéro en même temps que X et
dont nous pourrons déterminer le développement suivant les puis-
sances de Xà partir du développement (9).. La longueur /de l'arc MM,
est égale à XV(X, s) et par suite la courbe sera une courbe (P) si la
fonction V(X, s) est indépendante de s quel que soit X.

Il faut donc calculer le développement du deuxième membre de (6)
après le changement de variable et fonction, puis les développements
de U et de la fonction implicite V. La surface étant analytique, la
fonction C(«, 9) peut être développée sous la forme

donc, après le changement de variable et fonction, nous avons

et, appliquant (9), il vient

_ a 5 -h ^ -h 3 J "*" ~ 2° a + 2 ö r + a

-T— ( 1 o a- -h b)
0

La fonction V(X, s) admet au voisinage de la valeur X = o et de la
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valeur s correspondant au point M un développement limité dont nous
déterminons les premiers termes par la méthode des coefficients indé-
terminés. On obtient très simplement

Pour que la courbe possède la propriété (P), il est nécessaire et
suffisant que tous Tes coefficients de (i4) soient indépendants de s;
donc en particulier les premiers termes de (12) doivent être indépendants
de v.

Ce résultat nous conduit à étudier te cas où C serait indépendant
de P; alors s ne figure pas dans (7) ni dans les conditions initiales,
donc U est indépendant de s, donc aussi V défini par la relation U = o ;
donc la courbe est une courbe (P).

8. La condition que C soit indépendant de v est donc suffisante,
montrons qu'elle est nécessaire. Soit m le degré, en u9 du premier
terme de C dont le coefficient n'est pas indépendant de p, on aura,
après le changement de variable et fonction.

d'où

(16) U / ' = 2 « 4 - X*(...) -K .. + X îm- sUm-4/w^(5)-!-... ,

les termes non écrits sont indépendants de s ou sont de degré, en X,
supérieur à 2m — 2.

Nous pouvons alors appliquer la formule ( n ) , particulièrement
simple ici, et nous obtenons

(17) U = aV«hXV + + y ^ 4 ' " - '
( 2 m — j ) ( 2 m — j — 1 )

0

les termes non écrits sont tels que la somme des degrés de V et X sur-
passe 2 si ces termes sont indépendants de s et surpasse l\m — 2 s'ils
dépendent de s.

La fonction V admet un développement de la forme

( 1 8 ) j 3 1 X - f - ( 3 3 P + . . . - h (
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et pour obtenir J3̂  il faut diviser par a un certain polynôme formé à
l'aide des (3 d'indice inférieur à q et des termes de (17) dans lesquels
la somme des exposants de V et \ est égale ou inférieure à y - h i , Par
suite le premier des (3 qui peut dépendre de s est le coefficient de X4m~3

et il est égal à

—j — 1)! .

en désignant par k une certaine constante correspondant aux termes
de U indépendants de s.

Pour calculer le coefficient de g (s) dans l'expression ci-dessus, il
nous suffît de connaître la valeur pour ce— 1 de l'expression

nulle pourœ = o. Or, o n a G " ( ^ ) - ( - i ) m + l ^ ï M ( i — x)m-{, donc G(i)

rfj l a?'"~*(i — a;)"1"1 rfa; ou encore

Fig 2.

à l'intégrale double (—i)m>M ji œm~l(i — x)m~*Adœdy entendue au

triangle OAB; donc, en intervertissant l'ordre des intégrations à
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et nous obtenons ^

Donc, pour que la fonction V(X, s) soit indépendante de s quel que
soit X, il faut que g soit une constante ; par suite il est nécessaire que
tous les coefficients de (12) soient des constantes.

Le ds2 de la surface rapportée au système de coordonnées défini
plus haut (§4) est donc de la forme du--\- C2(u)dv2 lorsque la courbe (F)
est une courbe (P) : la surface est applicable sur une surface de révolution
et la courbe (F) correspond à un parallèle. La surface S admet donc un
groupe continu de transformations en elle-même (qui correspondent
aux rotations de la surface de révolution autour de son axe); ces
transformations transforment en elle même la courbe (F), elles per-
mettent de faire coïncider les différentes figures construites à partir
d'arcs de (F) ayant même longueur et des origines différentes et ceci
nous montre géométriquement que la condition trouvée est suffisante.

On en conclut que par un point régulier d'une surface ne passe en
général aucune courbe (P); s'il eh passe une, la surface est applicable
sur une surface de révolution et, dans ce cas, par tout point régulier de la
surface passe en général une telle courbe et une seule (de même que par
un point régulier d'une surface de révolution passe en général un
parallèle et un seul non géodésique). Ce résultat complète celui que
nous indiquions au paragraphe 3.

9. Si la longueur / de Tare MM! dépend de l'abscisse curviligne s
de M, il est intéressant de chercher à quelles conditions on pourra
séparer les deux variables de cette fonction; autrement dit, à quelles
conditions la fonction l est-elle la somme ouïe produit d'une fonction
de s et d'une fonction de d. On remarque immédiatement que Ton ne
peut avoir / = Ç(J) -H h(d) car / doit être nul lorsque d est nul quel
que soit s, donc la fonction <p devrait se réduire à la constante —A(o).
Il nous reste donc seulement à chercher les courbes, que nous appe-
lons courbes (P'), pour lesquelles on a / = <p(s) h(d), les fonctions <p
et h inconnues étant supposées holomorphes dans un certain inter-
valle. Dans ce cas Fangle a ne doit dépendre que du quotient de la
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longueur de l'arc par la fonction 9 de l'abscisse curviligne. Le déve-
loppement (5) nous donne immédiatement des conditions nécessaires
pour qu'il en soit ainsi, il faut que Ton ait, en désignant par a, b, m
des constantes

z = (as H- b)-\ y(s) — m(as-\-b),

mais ces conditions ne sont pas en général suffisantes et la surface
doit, elle aussi, vérifier certaines conditions [en^particulier la courbure
totale le long de la courbe (F) doit être proportionnelle à z2, et il n'existe
pas de courbe (P') sur une surface à courbure totale constante].

Dans le cas où la surface est développable, la condition imposée à
la courbure de la courbe est suffisante. La courbure totale est nulle en
tout point de la surface et le système (4) conserve la même expression
pour toutes les surfaces développables, nous pouvons donc examiner
uniquement ce qui a lieu sur un plan (en utilisant les calculs du para-
graphe J). On trouve ainsi que l'angle a, dans le cas d'une courbe
dont l'équation intrinsèque est z = (as + ft)~* (spirale), a pour expres-
sion a = a, — a2 en désignant par a1 un angle dont la tangente est a
et par a3 l'angle défini par

l'angle a ne dépend donc en effet que du quotient -}, d'où l'on

déduit, car il est possible de faire l'inversion au voisinage des valeurs
/ = o, a = o, que l'on a bien / = («$ + b)h(a).

10. Il existe donc des courbes (P') sur un plan, mais nous voulons
préciser ce résultat en cherchant les conditions strictement néces-
saires et suffisantes pour qu'une courbe (F) tracée sur une surface S
quelconque soit une courbe (P'). Nous utilisons le système de coor-
données défini au paragraphe 4 et la courbe (F) possède la pro-
priété (P') si la fonction V(X, s) est égale au produit d'une fonction ç(j)
par une fonction hÇk). Comme plus haut, nous cherchons d'abord les
conditions auxquelles doivent satisfaire les premiers termes deC(w, p),
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cela nous permettra de trouver une condition suffisante et enfin nous
établirons que cette condition est nécessaire.

Si C admet le développement (12), le développement de V est (14),
ce qui montre que l'on doit avoir nécessairement

A \ a'

donc
B

s — $0

nous pouvons changer l'origine sur la courbe (F) et multiplier 9 par
une constante, nous en déduisons qu'il est nécessaire que les premiers
termes de C(M, 9) soient des puissances de ujv.

Nous sommes conduit ainsi a étudier le cas où C est une fonction

de u/v, alors le deuxième membre de (6) est de la forme -F(w', - V

II en résulte que l'intégrale w, définie par les conditions initiales

u = o, w' = d pour t> = $, est de la forme u = $G\ 5 d ; en effet

en effectuant le changement 9 = s(cc-h 1), u = jy la fonction y(œ)est

définie par l'équation y" =—î—F\Yf> ——) et par les conditions
r ^ J 3D-+-I Y OC + I / ^

initiales y = o9y' = d pour ^ — o ; par suite y est de la forme G (a?, 0?),
donc U = SG( -—^^ rfj. Dès lors la fonction /(*, d) définie par la rela-
tion u(l,s, d) = o est égale au produit de s par une fonction de d.
Bien entendu nous supposons que s n'est pas nul, autrement dit, nous
éliminons le point origine des arcs sur (F), nous savons qu'en ce
point le rayon de courbure est nul (d'après le paragraphe 9).

11. Démontrons que la condition suffisante trouvée ci-dessus est
nécessaire : soit m le degré (en u) du premier terme de C dont le
coefficient n'est pas égal au produit de 9~m par une constante, on a

( 1 9 ) C = i + 2 a M + . . . - f - ^ ( p ) u w + . . .

où a est une fonction de \> fa = —V Après le changement de

variable et fonction, l'équation différentielle a encore l'expression (16),
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mais les termes non écrits de degré inférieur à im— 2 ne sont pas
indépendants de s et vérifient la condition suffisante. Le développe-
ment de U s'obtient en remplaçant a par -1 dans les termes écrits

de (17), les termes non écrits de U correspondent aux termes en u/v
de C ou bien sont de degré, par rapport à V et X, supérieur à [\m — 2.
La fonction V(X, s) admet un développement de la forme (18) où les (î
d'indice inférieur à (\m — 3 sont égaux au produit d'une constante
par r*1, puisque les termes correspondants de C vérifient une condi-
tion suffisante. On déduit des calculs du paragraphe 8 que

J
en désignant par h une certaine constante. Pour que la courbe soit
une courbe (P') il est nécessaire que g(s) soit le produit de srm par
une constante. Donc nécessairement C est une fonction de w/t\

12. Le ds1 de la surface sur laquelle est tracée la courbe (P') est

donc de la forme du2 •+- C2 ( - j dv2, et cette surface S est applicable

sur une surface spirale de Maurice Lévy, nous pouvons en effet mettre
ce ds2 sous la forme classique du ds* d'une surface spirale, à savoir

il suffit pour cela d'effectuer la transformation définie par

dv , wdw G(w)dw
u = vw — = d v ; T^-— , du= -— e

qui conduit à un ds2 du type précité avec
_ r ""ft*

où le second membre a été exprimé en fonction de ui.
La courbe (F) correspond à une courbe w = const. de la surface

spirale, c'est-à-dire à une hélice conique (ou spirale logarithmique).
Gomme dans le cas des courbes (P) nous voyons que la surface S
admet un groupe continu de transformations en elle-même, ces
transformations correspondent aux rotations ethomothéties qui trans-
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forment la surface spirale en elle-même et la courbe (F) est aussi
transformée en elle-même par ces transformations. Géométriquement
l'existence de ce groupe nous montre que la condition trouvée est
bien suffisante.

CHAPITRE III.

QUELQUES PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES DE ( P ) OU

13: Les courbes (P) et (P') sont telles que la figure formée par un
arc et sa corde subisse une transformation géométrique simple lorsque
l'origine M de l'arc varie et l'angle en M reste constant. Cette trans-
formation est analogue à une translation le long de la courbe dans le
cas des courbes (P) et analogue à une homothétie de centre O dans le
cas des courbes (P'). D'ailleurs, si l'on considère dans le plan

l'image de la courbe et des géodésiques, la figure représentant celle
que nous étudions subit effectivement une translation ou une homo-
thétie de centre O suivant le cas.

11 en résulte que tous les éléments que nous pouvons considérer
sur la figure, et qui en général dépendent à la fois de s et de d, sont
indépendants de s sur une courbe (P). Sur une courbe (P') les lon-
gueurs sont égaies au produit de s par une fonction de d, les angles,
les rapports de deux longueurs, . . . sont indépendants de s comme
sur une courbe (P), etc.

THKSE P . BOOS
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II nous a semblé intéressant de chercher si l'on peut caractériser les
courbes (P), ou les courbes (P'), ou l'ensemble des courbes (P) et
(P'), par des propriétés relatives à la forme des fonctions donnant la
grandeur d'autres éléments de la figure. Nous n'examinons d'abord
que les éléments qui nous ont donné des propriétés caractéristiques
aussi bien pour (P) que pour (P').

14. Quelles sont les courbes telles que la longueur L de la corde
géodésique MM1 soit indépendante de s [c'est le cas des courbes (P)] ou
soit égale au produit d'une fonction de s par une fonction de d [c'est
le cas des courbes (P')]? La longueur L est égale à une intégrale
prise le long de la géodésique de M en M1? or nous connaissons
l'expression de u en fonction de ^ le long de cette courbe et nous
obtenons, après les changements de variable et fonction,

( 2 0 ) L = À f ^ M -jsj} '~̂ ~ C 2 ( X 2 U , à V -+- s ) \ dV.
Jo L \dV J J

Nous calculons très simplement, à partir des développements (12),
( i3) et (i4)» les premiers termes du développement de L

A~ öt » • j I t? 2 Cl Cl I

a 3«3 L2a &a* 9 a 5 i2a*J

II est donc nécessaire que a soit constant pour que L soit indépendant
de s; il est nécessaire que af soit proportionnel à a2 pour que L soit
égal au produit d'une fonction de s (qui est — J par une fonction de d,
II en résulte — en changeant au besoin l'origine des arcs sur (F) —
que les premiers termes de C doivent correspondre suivant le cas à
une courbe (P) ou à une courbe (P').

Il est visible sur l'intégrale ƒ y i^j -f-C2(«, v)dv9 donnant L,

qu'il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour que L soit indé-
pendant de s. En effet C est alors indépendant de c. De même, si la
courbe est une courbe (P')» e n tenant compte des expressions de C,
w, / dans ce cas, on peut mettre cette intégrale sous la forme

•1
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Supposons alors que C admette le développement (i5) dans lequel
a et les coefficients des termes non écrits de degré inférieur à im sont
des fonctions de s vérifiant la condition suffisante. L'élément diffé-
rentiel de (20) admet alors le développement

2 2

où la fonction H(X, V) est homogène de degré [\m par rapport à l'en-
semble des lettres Vet X, les termes non écrits ont un degré supérieur
à l\m, ou bien correspondent à des termes vérifiant la condition suffi-
sante et ont un degré supérieur à 4. Nous aurons besoin ultérieure-
ment de l'expression de H(X, V) qui est

J=o
m — \

2 2 ) t m + j y a w - y - i am~/-i mj r

( a w i - y — O y ! ( w — y - i ) ! [
-3 /«

Pour obtenir L, il suffit de remplacer V par son expression déjà
calculée (§ 8 ou 11), à savoir

dans le développement

(23) ),VH-Àr|a2ÀïVî^2aA3V24~^]+...+ l-lg(s) f

En tenant compte des degrés des termes qui figurent dans les puis-
sances de V et dépendent de g(s), on calcule le premier terme de L
qui dépend de cette fonction inconnue et Ton trouve

les termes non écrits correspondent à des éléments qui vérifient la
condition suffisante ou bien sont de degré supérieur à t\m— 2. Il en
résulte que g(s) doit être une constante pour que L soit indépendant
de s et que g(s) doit être égal au produit par une constante de la fonc-
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tion a™ pour que L soit égal au produit d'une fonction de s, à savoir ->
par une fonction de \.

On peut donc caractériser les courbes (P) par le fait que la longueur
de la corde ne dépend pas de la position de Vare et les courbes (P') par
le fait que la longueur de la corde est égale au produit d'une f onction
de V abscisse curviligne de Vorigine de V arc par une f onction de V angle
sous lequel on voit Varc de son origine.

15. Nous avons remarqué déjà que le rapport rK des longueurs de
la corde et de Tare est indépendant de s aussi bien sur les courbes (P)
que sur les courbes (P') et nous nous proposons de chercher si ce
rapport permet de caractériser ces courbes.

Une difficulté se présente ici pour obtenir les conditions imposées
aux premiers termes de C : les développements limités donnés précé-
demment ne permettent pas de conclure et nous devons compléter les
calculs du paragraphe précédent en déterminant tous les termes de L
qui ont un degré inférieur ou égal a 8, On a

2 + — -h|aa'A3 V4+a'XvV3-K..,
2 0

les termes non écrits étant de degré supérieur à 7 par rapport à l'en-
semble des lettres V et X. On obtient les premiers termes du rapport
rA en remplaçant V par ( i4) dans le quotient par V de l'expression
ci-dessus, donc

et par suite rA ne peut être indépendant de s que si — est une cons-

tante ; donc, ou bien a est une constante, ou bien a= — (en changeant
s

au besoin l'origine sur la courbe).
Puisqu'il suffît que la courbe soit une courbe (P) ou (P') pour

que r, soit indépendant de s, nous pouvons employer le même procédé
que plus haut pour montrer que cette condition suffisante est aussi
nécessaire. Si C admet le développement (i5) t nous connaissons
le développement (23) de L, suivant les puissances de V et X. En
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tenant compte de l'expression de H, les termes non écrits sont de
degré supérieur à L\m -+- 2 (par rapport à l'ensemble des lettres V et X)
ou bien ne dépendent pas des fonctions inconnues et sont de degré
supérieur à 6.

Nous obtenons 7*, en remplaçant V par (22) dans le quotient du déve-
loppement (23) par XV. Le premier terme de r, qui peut dépendre
de s doit contenir g(s) et pour le calculer nous remarquons que dans
le développement de V/J la première puissance de X dont le coefficient
dépend de g(s) est de degré l\m — 4-r-ƒ>. On trouve ainsi que le
premier terme de r, qui peut dépendre de s est de degré [\m et son
coefficient est (à une constante additive près)

La deuxième somme qui figure ci-dessus est connue, la première
s'obtient par un procédé analogue à celui employé plus haut et Ton
voit que le coefficient de X4m dans r, est (à une constante additive
près)

Donc le rapport r, ne peut être indépendant de s que si ^~- est une

constante, et par suite il est nécessaire que la courbe soit une courbe
(P) ou une courbe (P7).

16. Cela étant établi, peut-on distinguer d'après la valeur du rap-
port i\ les courbes (P) des courbes (P') sans avoir besoin de calculer
la courbure géodésique ? Pour faire cette recherche nous exprimons
le rapport r, en fonction de d (il est facile de montrer que le dévelop-
pement ne peut contenir aucune puissance fractionnaire); on a

Ce rapport n'est donc certainement pas une fonction paire de d si la
courbe est une courbe (P') puisqu'alors a'/a2 n'est pas nul. Au con-
traire sur une courbe (P) il est une fonction paire; on peut le vérifier
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géométriquement en examinant la surface de révolution sur laquelle
s'applique la surface portant la courbe (P). L'équation différentielle
des géodésiques nous le montre aussi aisément, car dans le cas d'une

C'courbe (P) l'équation (6) est de la forme w" = 2 " ur2-+-CCf
u puisqueC

est indépendant de P; donc la fonction u(v — s, — d) définie par les
conditions initiales u = o, ~-r- — — d pour 9 — s = 0 est identique à la

fonction «[ —(p —s), H-rf] définie par les conditions u = o, , =-hd.

Donc les valeurs algébriques de deux arcs correspondant à -\-d et — d
sont deux nombres opposés (ce qui prouve que / est alors une fonction
impaire de rf), les longueurs des cordes correspondantes sont égales
(plus précisément on obtient, en comptant les cordes positivement
dans un sens défini par le sens positif sur la courbe, deux valeurs
opposées), donc le rapport /r, ne doit pas être modifié par le change-
ment de d en — d.

Nous avons donc là un moyen de distinguer les courbes (P) des
courbes (P') lorsqu'on sait que r{ est indépendant s; mais il rfest
même pas nécessaire de démontrer queri est indépendant de s pour carac-
tériser une courbe sur laquelle ce rapport est une f onction paire de d.

En effet, supposons seulement que r, soit une fonction paire de d,
il faut que les coefficients des puissances de X dont le degré est un
multiple de 4 plus 2, soient tous nuls dans le développement de r,. Il
faut en particulier que a'far soit nul, donc que le premier terme
de C corresponde à une courbe (P). Soit alors m le degré en u du
premier terme de C qui dépend de *>, on a

d'où

( i / ) U = <
(2w-;)(2»< -7—i)y!(wi-y—1)

O f ( ç \ t

les termes non écrits dans (17') sont indépendants de s et de degré
supérieur à 5 ou bien dépendent de s mais sont de degré supérieur
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à l\m (degré par rapport à l'ensemble des lettres V et X). Nous pouvons
calculer dans le développement de V(X, s) le terme qui dépend de s et
est de degré l\m—i en X. On trouve, en évaluant encore à l'aide des
fonctions B une certaine somme, que

V = -

D'autre part nous calculons dans l'élément différentiel de (20) les
termes dépendants de s qui sont de degré l\m ou l\m + 2 par rapport à
l'ensemble des lettres V et X et Ton en .déduit que Ton obtient le
développement de i\ en remplaçant V par (26) dans le développement
ci-dessous :

â2À2Vsh2aA-îY+ + i > ^ J g (s)^ a À V - h 2 a A Y + - + . . . i > ~ : r r J- ri

les termes non écrits sont indépendants de s et, par rapport à
l'ensemble des deux lettres V et X, de degré supérieur à 7 ou bien
dépendent de s et sont de degré supérieur à f\m-\r 2. Or, dans le déve-
loppement de V̂  les termes contenant g(s) sont, en X, de degré
[\m H-p — 4 ou de degré au moins égal à (\m +p et les termes conte-
nant g! de degré au moins égal à l\m +p — 2, les premiers termes
sont dedegrép et les suivants au moins de degré jo-f-/|. Donc les seuls
termes de rA qui ont pour degré 4m + 2, sont

3am+l(2m~h 1) ! ^ « " i + 1 ^ ( 2 m — y •+- 2 ) 7 ! ( w — y ) !

où ̂  est le coefficient correspondant à l'hypothèse g ^ o ; donc it est
nul puisque les premiers termes de C vérifient une condition suffi-
sante pour que i\ soit une fonction paire de d. La somme ci-dessus se
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calcule facilement et Ton obtient en remplaçant X2 par d

r i = , _ + . . .

Donc le rapport rA ne peut être une fonction paire de d que si
est nul, on démontrera ainsi de proche en proche que tous les coef-
ficients de (12) sont indépendants de v9 donc la courbe est une
courbe (P). On démontrerait de même très simplement à l'aide des
développements (i4)> (2^), (21), (24) que Ton peut caractériser les
courbes (P) par le seul fait que l'une des fonctions / ouL est une fonc-
tion impaire de â?(sans faire aucune hypothese sur la dépendance de
ces fonctions vis-à-vis de s).

17. Les hypothèses que nous avons faites sur la surface, la courbe,
la valeur de d, . . . nous permettent de revenir à la variable /,
au lieu de la variable d, en calculant la fonction inverse définie par
1= \ V(X,.ç), X2 = d. Ce retour à la variable /permettra une généra-
lisation plus facile en géométrie affine, que nous publions séparément;
nous ne donnons ci-dessous que les résultats et certains calculs qui
nous serons utiles plus loin.

Si Ton a
J d a1 ^ ,,

on obtient

(28) d=-al— ~l* + . . . + **[(- i)*a*'

H_ /*+i I ( „ Ï)/H-Ia*+î«A+1 H- 1 L^ -' aka!ak + . . . I + . . . .

Il est alors facile de calculer le développement de i\ en fonction de /
[en utilisant les développements (20) et (27)] et d'en conclure que :
si le rapport des longueurs de la corde et de Varc ne dépend que de la
longueur de Varc7 la courbe est une courbe (P) , de même, ce rapport ne
peut être une f onction paire de l que si la courbe est une courbe (P) ; enfin
si ce 7*appoi*t ne dépend que du quotient de la longueur de Varc par une



— 31 —

fonction de l'abscisse curviligne de V'origine, la courbe est une courbe (P').
La substitution de la longueur de la corde à celle de l'arc en tant

que paramètre indépendant nous conduit à des énoncés tout à fait ana-
logues. On les démontre en cherchant l'expression de d en fonction
de L a Taide des développements (21) et (24), où Ton remplace A2

par d.

18. En utilisant de nouveau la variable arbitraire rf, nous étudions
Taire balayée par une géodésique de la surface qui passe par M et
dont un point décrit l'arc MM<. Nous avons remarqué géométrique-
ment que pour une courbe (P) cette aire est indépendante de s et pour
une courbe (P') elle est égale au produit de s2 par une fonction de d.

Or cette aire A(J , d) est égale à l'intégrale jj C(w, v)dudv étendue au

domaine limité sur la surface par Tare et sa corde. C'est donc, après
Jes changements de variable et fonction

dV /

L'intégrale donnant A nous montre très simplement que les conditions
— (F) courbe (P) ou courbe (P') — sont suffisantes pour que Taire
soit indépendante de s ou produit d'une fonction de s par une fonc-
tion de d. Par exemple, dans le cas des courbes (P') on a pour définir

dv Cl-jdu, d'où, en désignant par

K(a?) la fonction / C(a?) dx et en posant ç = s(i + x),

M(d) r -,
A = 5* ƒ (1 -ha?)k ——g{œ,d) \dx.

A l'aide des formules (i3) et (14) on calcule les premiers termes
de A qui sont

donc Taire ne peut être indépendante de s que si a est une constante
et cette aire ne peut être le produit d'une fonction de s par une

THESE P. B003
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fonction de d que si cette fonction de s est égale à ~ et si a! est

proportionnel à a2. Donc il est nécessaire que les premiers termes
de G correspondent à une courbe (P) ou à une courbe (P') suivant
le cas*

Nous démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires
en utilisant toujours le même procédé : soit m le degré en u du premier
terme de G dont le coefficient ne vérifie pas la condition suffisante;
alors, en tenant compte de (17),

ƒ'
2'»-'»"1-'-1 m !

/ ~ 0

les termes non écrits sont par rapport à V et X de degré supérieur
à [\m — 2 s'ils dépendent d'une fonction inconnue ou de degré
supérieur à 2 s'ils correspondent à des éléments de C vérifiant la con-
dition suffisante.

Nous multiplions l'expression ci-dessus par dV, puis nous inté-
grons et remplaçons V par le développement (2*2). Les remarques
faites (§ 15) au sujet du développement de Yp nous montrent que l'on a

6a* flm+s Ad (2 m—j-h 1) (2m-J) (2m—j—i)j ! {m—j - iM '
0

les termes non écrits étant, en X, d'un degré supérieur à 4 ^ + 2 ou
bien sont de la forme voulue.

La somme précédente s'exprime simplement à l'aide de sommes
déjà calculées (§ 8 et 16) et Ton a

( a ^ 1 " 1 ' 2(2^1 + 1)! + a* )

et A ne peut être une fonction de la forme désirée que si g (s) est le
produit de am par une constante. Donc :

Si Vaire limitée sur une surface par un arc de courbe et sa corde géo-
désique est indépendante de la position de l'origine de Varc sur la courbe,
la courbe est une courbe (P); si cette aire est égale au produit d'une
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fonction de Vabscisse curviligne de Vorigine de Varc par une fonction
de Vangle sous lequel on voit Varc de son origine, la courbe est une
courbe (P').

19. Comme pour les fonctions étudiées plus haut, le fait que la
fonction A est impaire suffit pour caractériser une courbe (P) sans
même que Ton ait besoin d'établir l'indépendance de A vis-à-vis de s.
En effet le coefficient de X8 dans(3o) ne peut être nul que si a est une
constante; nous pouvons alors supposer que C admet le développe-
ment (i5') et nous déterminons le coefficient de X*1""1"4 dans le dévelop-
pement de A; ce coefficient est nul si g(s) est une constante, car les
premiers termes de C vérifient une condition suffisante pour que A
soit une fonction impaire de d. En utilisant la formule (17'), on voit
que les termes de A dépendants de g(s) et de degré, en X,
et l\m 4- 4 s'obtiendront en remplaçant V par (26) dans

33 2 * " Zu (2 m —y + i)(2wi — J) (2 m — j — 1 )j ! {m —j — 1 ) !
0

2 H I - 7 + 2 am~j~\ m \ g ( { s )

(2m-y + 2)(2mTi/' + i)(aw-;V!(w-y-i)! ' " '

les termes non écrits sont, par rapport à l'ensemble V et X, de degré
supérieur ou égal à 10 s'ils sont indépendants de g ou de degré
supérieur à 4 m + 4 s'ils dépendent de fonctions inconnues. Par
suite le coefficient de dim+2 dans le développement de A est

S \s)\ mUt —\T e^ ^ n e P e u t e t r e u n e fonction impaire de d que

si g' est identiquement nul.
Une propriété élémentaire de Taire d'un triangle nous a conduit à

chercher dans quel cas Taire A est égale au produit des longueurs de
Tare et de la corde par une fonction de Tangle à Torigine; autrement
dit, quelles conditions doit vérifier la courbe pour que le rapport r2

de A au produit IL soit une fonction de d seulement? Nous savons
déjà qu'il suffit que la courbe soit une courbe (P) ou une courbe (P').
Les premiers termes du rapport r2 s'obtiennent aisément à l'aide des
développements (3o), (21) et (i4); on trouve, en revenant à la
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variable rf, ^ — 3^—^ -t- . . ., ce qui montre que r2 n'est independant

de s, quel que soit d, que si a1 est proportionnel à ar [donc le premier
terme de C correspond à une courbe (P')> ou à une courbe (P) si le
coefficient de proportionnalité est nul]; nous remarquons aussi que ce
rapport ne peut être une fonction impaire de d que si la fonction a est
une constante. En supposant alors que C admet le développement (i5)
dans lequel les termes non écrits correspondent à la condition suffi-
sante ou bien sont de degré (enX) supérieur à 2m et en utilisant les
développements déjà calculés de V, L, A, on démontre que le premier
terme der2 qui peut dépendre de la fonction #est eji A de degré l\m—2

et le coefficient de g(s) dans ce terme est *-m 'J „m ~ ' ^""I. •; donc
0 v J 6am{2tn -h 1) !

le rapport r3 ne peut être indépendant de s que si g(s) est égal au
produit d'une constante par am. Donc, si le rapport r2 est indépendant
de s, et dépend seulement de dy la courbe est une courbe (P) ou une
courbe (P7). Pour démontrer que ce rapport ne peut être une fonction
impaire de d que sur les courbes (P), il suffit de calculer le coefficient
de dim dans ce rapport, calcul qui n'offre aucune difficulté, car tous
les termes utiles ont déjà été donnés; on trouve que le coefficient en
question est égal a „. w

 L - J Vf ; donc il ne peut elre nul que
si g*(s) est identiquement nul.

20. Nous nous proposons maintenant d'étudier la longueur de la
flèche PQ de l'arc MM.,, c'est la longueur de la portion de géodé-
sique normale en P à (T) et normale en Q à la corde MM, {fig. 3).
L'équation de cette géodésique est donc e== const., et la valeur de la

constante est telle que l'on ait, en Q, —• = o; la longueur cherchée est
la valeur de u correspondant au point Q.

Donc, après le changement de variable nous pourrons déterminer le

point P comme correspondant à la valeur V, de V telle que -7^ soit nul,
cette valeur Y^ doit être comprise entre o et V et tendre vers o en
même temps que d. La longueur de la flèche F est alors égale à la
valeur de X2U où Ton remplace V par V<.

Nous calculons V̂  par la méthode des coefficients indéterminés à
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partir du développement de-^y- Or, siC admet le développement^ 2),

les termes non écrits sont, par rapport à V et X, de degré supérieur à 5 ;
les premiers termes de V, sont donc

%a oa* Y.VO, (\oa^ i o « s 12a3

En remplaçant V par (32) dans (i3), on obtient, après multiplication
par X3,

^ [\a 2^ai L iöa 'Ó2ab 32a1 192a*

Pour que F soit indépendant de la position de Tare sur la courbe
il faut donc que a soit une constante; pour que F soit égal au produit
d'une fonction de s par une fonction de d, il faut que af soit propor-
tionnel à a2; nous obtenons bien les premières conditions corres-
pondant soit à une courbe (P), soit à une courbe (P').

Il est facile de vérifier analytiquement qu'il suffit que la courbe soit
une courbe (P) ou une courbe (P') pour que F ait l'une des formes
désirées car nous connaissons alors les formes des fonctions C et w.

Démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires en
désignant toujours par m le degré du premier terme de C dont le
coefficient ne correspond pas à la condition suffisante. Nous connais-
sons alors l'expression de U (17), d'où l'on déduit celle de -TT> > et enfin

(34) V 1 = - — + .v ; * 2a

les termes non écrits sont, en X, de degré supérieur à (\m — 3 ou bien
proviennent d'éléments de G qui vérifient la condition suffisante.

Nous aurons F en remplaçant V par (34) dans le développement
de X2U et par suite

F = — ~ -4-.. . 2,—
JmJ (2 771 —•

(2 m — j — 1 ) / ! {m — J— 1) ! am*
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les fermes non écrits sont de degré supérieur à Am ou bien corres-
pondent à des éléments de G qui vérifient la condition suffisante.

Pour calculer le coefficient figurant dans l'expression ci-dessus,
nous remarquons qu'il est égal à

or ces sommes sont les valeurs pour a ? = 1/2 des fonctions suivantes,
nulles toutes deux pour x = o,

(— i)hn \ a?-'"-;-1

dont les dérivées sont respectivement

et nous sommes amené au calcul des intégrales

SYÏ7?L—-'1 f f fY*\îtt 1 /Tf y» A\ T —•- f ^v*7?l ( r -y* \ï)t J /y Y*

or le changement de x en i — x montre que 1 a aussi pour expression

I ry.})l—1 / T ^ j \ / J£ 1 W *-i

et, par suite,
i r 1 ^_x Ht_i m ! ( m — i) !

D'autre part on a
i -

T— Ç'~

d'où, en faisant une intégration par parties, J = Donc

le coefficient de \*m^t dans le développement de F est égal

à (— i)'nm(i — - ) ou (— i)»^^-2"1-1, il n'est jamais nul et

(35) F = - * + . . . + l»

ne peut être de la forme désirée que si la courbe est une courbe (P)
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ou une courbe (P'). Donc ; si la longueur de la flèche est indépendante
de s la courbe est une courbe (P); si cette longueur est le produit d'une
fonction de s par une fonction de d la courbe est une courbe (Pr).

Nous pourrions démontrer maintenant que le rapport r3 des lon-
gueurs de la flèche et de Tare permet de caractériser les courbes (P)
et (P'), courbes sur lesquelles il ne dépend que de d. De même, si r3

est une fonction impaire de d ou si F est une fonction paire de d,
la courbe est une courbe (P). Nous n'avons pas jugé utile de repro-
duire ici la démonstration de la première de ces propriétés (qui doit
être faite tout à fait comme les précédentes); nous aurons plus loin
.besoin d'effectuer un calcul plus complet que celui qu'il y aurait lieu
de faire pour établir les deux autres propriétés mentionnées et nous
renvoyons le lecteur au paragraphe 24.

CHAPITRE IV.

AUTRES PROPRIÉTÉS DES COURBES (P) ET (P').

PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES DES COURBES (P).

21. Les recherches précédentes ont toutes abouti à des résultats
complets et nous avons-obtenu, assez simplement, des propriétés
caractéristiques des courbes (P) ou (P7); il n'en sera pas de même
dans les cas que nous allons étudier. Nous nous proposons en effet
d'envisager des éléments de notre figure qui sont indépendants de s,
aussi bien sur les courbes (P) que sur les courbes (P')? m a i s qui? dans
Le cas des courbes (P), conduisent à des expressions particulièrement
simples (ils sont indépendants de s et de d, ou bien sont du premier
degré en d). En raison même de cette simplicité les conditions néces-
saires que nous obtiendrons en exprimant que ces éléments sont indé-
pendants de s, seront moins restrictives que celles indiquées par la
condition suffisante connue et il ne nous a pas été possible, en général,
d'obtenir des conditions nécessaires et suffisantes. Cependant nous
pourrons toujours caractériser les courbes (P) par des propriétés
intéressantes relatives à ces éléments.

L'élément qui nous a permis d'obtenir les conclusions les plus
précises, est le rapport rh des arcs MP et MM, ; r4 fixe la position
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de la flèche et est manifestement indépendant de s aussi bien sur (P)
que sur (P'), il s'obtient en déterminant le quotient des fonc-
tions Y, (ƒ, X) et V(sf X) que nous connaissons déjà (§20 et 7). Les
premiers termes de ce rapport sont

Pour que >\ soit indépendant de ̂  il faut donc que a'soit proportionnel
à a2, et a est une constante ou bien correspond à une courbe (P')î
mais nous remarquons que le coefficient b de C ne figure pas dans le
coefficient de X4 du développement précédent. Cela était à prévoir car
dans le cas des courbes (P) le rapport rh est constant et égal à 1/2; en
effet si nous examinons le modèle particulier de courbe (P) réalisé
par un parallèle de surface de révolution, nous remarquons que
Tare MM, et la figure formée par l'arc et sa corde sont symétriques
par rapport au plan méridien passant par le milieu de l'arc, par suite
la flèche est un arc de ce méridien et le rapport MP/MM^ est bien égal
à 1/2. Nous en concluons que dans le développement de i\ doivent
disparaître tous les termes qui ne contiennent aucune des dérivées
des fonctions de P figurant dans le développement par rapport à u
de la fonction G. Cette remarque nous fournira une vérification des
calculs ultérieurs si nous conservons dans C la lettre a, sans expli-
citer cette fonction de s dans le cas des courbes (P'); cette vérification
est d'autant plus intéressante que les termes qui doivent disparaître
dans les résultats sont ceux qui correspondent aux calculs les plus
complexes.

Supposons que m soit le degré (en u) du premier terme de C dont
le coefficient ne correspond pas à une courbe (P) ou (P') suivant le
choix fait pour a, et déterminons les conditions nécessaires auxquelles
doit satisfaire la fonction g(s); nous devons trouver une (ou plusieurs)
équation différentielle.

Nous avons vu que V\ admet le développement (34), la somme qui
figure dans le coefficient de XWtt~3 a été calculée et l'on vérifie que le
coefficient de X*m~* dans r/t est indépendant de la fonction g(s), donc
est indépendant de s d'après nos hypothèses sur les premiers termes
deC.
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Nous devons alors calculer dans V et Vj les coefficients de V"- '
dans le cas où a est une foncfion de s (le calcul pour V a été déjà fait
plus haut lorsque a est une constante). Soit donc
(36) C ^ i + 2a« + è«2-h, . .-H g(s)um + h(s)um+i^r. . . ;

l'équation (6) devient après le changement de variable

(37) U " = 2 a -+- aXa'V -h X*[affVs 4- ( 4 « 2 4 - 2&)U -
m - 1 V

les termes non écrits sont, en X, de degré supérieur à im s'ils
contiennent des fonctions de forme inconnue, ou supérieur à 2, s'ils
ne contiennent que des fonctions correspondant à la condition suffi-
sante.

Dans ce paragraphe nous n'avons besoin que des termes de U dont
le degré est inférieur ou égal à {\tn, on trouve

(38) U = aV«+XV-hXV^'+X«

0
3 ( 2 / » — y - + - 1 ) ( 2 7 » — y ) , / ! (m—j — 2) !

Le$ degrés des différents termes figurant dans le développement
d'une puissance Yp de V sont/?, p -h 2, . . . si ces termes sont indépen-
dants des fonctions inconnues et 4m +P ~~ ky km •+-P — 2, . . . s'ils
en dépendent; cette remarque nous permet de calculer

v A Va' .

a'"+' 2 m'. u"1-'" ' ( 2 / w - h i ) !

am+ 3(2 m
THESE P BOOS
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les termes non écrits sont indépendants des fonctions inconnues et de
degré supérieur à 5 ou bien dépendent des fonctions inconnues et sont
de degré supérieure [\m — i. La somme, coefficient deX4m-f ga1ra~m~\
a été calculée comme les précédentes en utilisant une fonction B.

Pour calculer YA nous utilisons l'expression de -m et nous faisons
des remarques, analogues aux précédentes, sur les degrés des termes
du développement de Vf. Nous obtenons ainsi

Y, =

2m ! i-m J

les coefficients de cette expression s'obtiennent à l'aide d'intégrales
définies prises entre les limites o et 1/2, comme nous l'avons fait pour
calculer F au paragraphe 20. Les termes non écrits correspondent à la
condition suffisante ou sont de degré supérieur à l\m — 1. Donc le
rapport cherché admet pour développement

4 2 24a2 a '» + ^ j L3-2 ' " i + 24(2/n + i ) ! J

les termes non écrits sont indépendants de s ou bien sont de degré
supérieur à [±m — 2.

Pour que ce rapport soit indépendant de s9 il est seulement néces-
saire que g1 soit une constante si les premiers termes de C correspon-
dent à une courbe (P) ou bien que g vérifie l'équation différentielle
suivante si les premiers termes correspondent à une courbe (P;)

le coefficient de g($) dans cette équation ne peut pas être nul,
puisqu'il est la somme de deux termes positifs, le coefficient de g'(s)
non plus, comme on le vérifie aisément, car il faudrait que 22m(/w !)a

soit égal à (2m + 1) !, or (2m + 1) ! est égal au produit des nombres
impairs 1.3.5.7. . . (2m-h 1) par imm\, donc si le coefficient
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de g'{s) était nul, imm ! serait égal à un nombre impair. La relation
que nous 'venons de trouver n'exige donc pas que la fonction
inconnue g\s) ait la forme correspondant à une courbe (P) ou (P')î si
les premiers termes de C sont indépendants de s, il est seulement
nécessaire que g soit de la forme k«s-\- kx(kx et&3 étant des constantes);
si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P') on doit

UL

avoir g= k4s~m-\- k2s
 v en désignant par [x et v les coefficients de

l'équation (4i)> notons d'ailleurs que l'on ne peut pas avoir p. = mv
car il faudrait que le produit par (3m — i) des m -h i premiers nombres
impairs fût égal à (io/w — ij2nl"'m!

22. Le terme suivant du rapport rh dépend de g, g\ gff
9 mais non pas

de la fonction inconnue nouvelle h(s); par suite il nous fournira une
seconde équation différentielle à laquelle doit satisfaire la fonction g
et l'on peut espérer que cette équation ne sera pas une conséquence
de ( 4 0 et donnera la condition k.2 nul.

L'équation différentielle donnant U, telle qu'elle est écrite sous la
forme (37), nous permet d'effectuer le calcul des termes de U dans
lesquels la somme des degrés de V et X est égale à [\m •+- 2 et qui
contiennent une des fonctions inconnues^* ou h ou leurs dérivées. Ces
termes sont obtenus en faisant des remarques analogues à celles qui
nous ont permis d'établir la formule ( n ) .

Bien que ce ne soit pas la manière la plus rapide d'écrire ces termes
de U, nous les donnons en indiquant les termes de l'équation (37)
auxquels ils correspondent :

a(am—y + 2) (im - 7 + 1 ) 7 ! (m —y — 1) !

?^»+yY^-/^(m H- 1) ! am-i

{2m-J+2)(2mj + i)Jl{mj)\ { l +

(2 m—y + i ) y ! ( r o — y — i)!

a*a '"+'+2V*w-va'»-/-ig

(2m — y ) ( 2 m — j — i)y ! (w —y — i) !
0

aV 1 1 u

—y-h 2 2m —j\ö



provenant des termes en X2"i+1 de (37);

0 {2m- j - h 2 ) ( 2 m — y + I ) ( 2 O T - j)(%m— y — i ) y ! ( i r a - y — i ) !

( 2 m — y + 1) ( 2 m —- y — 1 ) y l ( m — y — 1) I [ a / n - y + a 2 m — y J
0

provenant des termes en X3 de (37);

«ff \
12/3( 2 T O _ y + 2 ) ( 2 W ^ y + l ) y ! ( m _ y _ 3 ) ! V 3 6

O

™- J)J[ im - / - 2 ) ! L 3 ( 2 / n — y + i ) ~*

i 8 ( 2 m — y H- 2) (2 /w — y -f- i ) y ! (/w — j — 3) !

provenant du terme \7rn~2mgl]m"] de (37) dans lequel nous avons
tenu compte de tous les termes de U dont le degré est inférieur ou
égal à 6 [voir formule (i3)]; ces termes ne peuvent pas être calculés
parla formule générale ci-dessus dans le cas particulier où m = 2 et
il sera nécessaire de faire une étude directe dans cette hypothèse;

^ 3 ( 2 m - y + 2) (2 /w—y-hi)y ! (m—y — 2) ï
0

provenant du terme ~k2m~* mgf\Jm~} V.
Nous pouvons alors calculer le coefficient de X4'H+* dans le dévelop-

pement de V; on trouve en omettant les éléments qui ne contiennent
aucune fonction inconnue et correspondent aux premiers termes de G :

Q i n K ^ + O 1 ] ' ! S'(s), l)aM ( " * ) ' **
(2 m + 2 ) ! am+*K } {im^-i)\ 4

(m + 7) [m!] 8 (— i)m qg^(m2 + 1 7 m -h 6)[m !]â(— i)m

24^w + 4(2m 4-1) !

80 w 4- 24
^1)! 36

m ( 3 m —-
( 2 #w

-h



Le calcul des coefficients des différents produits a" g, af-g, g, g}a1',
g", h doit être conduit comme celui des sommes rencontrées précé-
demment en effectuant d'abord, s'il y a lieu, une décomposition en
éléments simples pour ramener le dénominateur au produit de deux
factorielles par une ou deux fonctions linéaires dey, puis en utilisant
les fonctions B.

Du développement de U on déduit celui de U' puis on calcule le
coefficient de \iim^{ dans le développement de V,. Ce coefficient est,
en négligeant les termes indépendants des fonctions inconnues,

5)

^ + 9) _ [ w !]3 (im?-h 94m? + Q4m + /J5)"|

^ m ! ( m + 2 ) ! 6" ( l)m [m\]*(3m*~m)
a m + j l J 8 ( Q m + i ) ! am~^y 4 ( 2 m - H i ) !

Le calcul des sommes rencontrées dans l'expression de ce coefficient
se fait en les décomposant en d'autres sommes n'ayant au dénomina-
teur qu'un seul facteur de la forme zm—j -\~k et ces dernières sont

i

évaluées à l'aide d'intégrales ƒ afx(i —aû)Pidx comme plus haut (§20).
0

Le coefficient de \hm dans le rapport rA est alors, à une constante
additive près provenant des premiers termes de C supposés conformes
à une condition suffisante,

«Y Um-5)(m\y m-h 5 1 (- Q"

J
)m-+j « Y Um-5)(m\y m-h 5 1

am+d L ( 2 / W + l ) ! 22m J

i m [ m l ] « 1 ( - i)™
.2*m ( 2 w + i ) ! j 8

36

Donc, si a n'est pas une constante mais correspond à une courbe (P')?

nous obtenons une nouvelle équation différentielle à laquelle doit
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satisfaire îa fonction g, c'est

g.2 â m 9(2/»-+- i ) ! J

or, en dérivant (41)? multipliant par s et retranchant de (44)? nous
obtenons une nouvelle équation du premier ordre

finl - ["']'(4m-3n-
.22 '« 6(i» + i)! J

[/?»!]* (8m*—3;»-h 4)1J ^
et finalement, en multipliant les deux membres de (40 par(2m — i)/3
et retranchant membre à membre de (45), nous obtenons la relation

6(2m -hi) !

qui exige que g soit égal à kis~m •+- k2s~~m~i, mais g devant aussi véri-
fier (45), il faut que

. .15(7»!)'- 3m-\~2)

or, 5(m!)a22m~ l ne peut être égal à ( 3 m + 2 ) ( 2 m ! ) ; en effet 2ml
est égal au produit de imm ! par des nombres impairs, il faudrait donc
que 3m + 2 fut divisible par 2

m~l+li(m/3) (donc au moins par 2m)
et 3 m + 2 est toujours inférieur à im lorsque m>4- ? a r suite, comme
le coefficient de k2 n'est pas nul, la relation précédente n'est possible
que si k2 est nul, donc si la fonction g correspond, elle aussi, au cas
d'une courbe (P').

23. Nous avons remarqué en calculant les termes de U dont le
degré est /Jm + 2, que la formule générale ne pouvait s'appliquer
sans précaution au cas où m = 1, c'est-à-dire pour trouver la forme de
la fonction b figurant dans le développement de C. Il est nécessaire de
déterminer cette forme pour conclure dans le cas où a n'est pas une
constante; d'autre part on peut prévoir les différences que nous



devrons constater entre les coefficients calculés directement et ceux
que Ton obtiendrait en appliquant la formule générale si bien que
nous aurons une vérification précieuse de la valeur de nos différents
coefficients.

Nous remarquons que les formules générales contiennent des élé-
ments où b (supposé connu) et g*, (fonction inconnue) interviennent
par leur produit, au contraire, dans le cas où m = 2 (alors g — b),
nous aurions des termes correspondant à des carrés et non à des
produits et Ton peut prévoir que dans les coefficients de A9 de V
et V1 le terme en b^ja* calculé par la formule générale sera double de
celui calculé directement. Ensuite dans le calcul des formules géné-
rales nous avons rencontré les sommes suivantes :

a!*-g
:m + 4 i d (2 m — J ~h 2) (2m — j -h i)J l (m — j — 3) l

et

i8a»l+'> Z * ( 2 m - J +• i ) j l ( m - y - 3 ) ! '
o

qui n'existent pas pour m = 2 et dont les valeurs sont dans le cas
général

( 2 / n - h 2 ) !
et

q / â^ n | ml (m-h 3) ! _ 3 ni8 H--7/M-h

l 8 a m + * ^ " ^ 'f 2(2/71 + 1 ) ! ~" 2 2 m + t .

par suite, si Ton fait m = 2 dans la formule générale, les termes corres-
pondants disparaissent. La seule différence que nous devons donc
trouver en appliquant la formule générale au cas m = 2 est celle
signalée plus haut pour le coefficient de 62/a5. On a en effet, en
représentant, dans les crochets, par des points des termes qui ne
contiennent que a et ses dérivées

V ~ * a "" 3a:i + /D L 6a ! "̂  12a* "" 9a5 + ~ï~a\

6" a'b' na'!b b b* nbaf

_j _t_ _|_ £_

60 a5 ioac i8oa5 6 a1 20 a5 3oa7

5a5 "

1

* J
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et, d'autre part,

v — _ A . _ ^iüi ->sr
 b— a" a'~ _ L ! - ^ r 5 i > f ba!b i

l\oa" ioai oaj Li92a^ ol\w} J
f ! - . j \ j

8a ! L 12a

c 3 6" Soa'ô' aa'26 lia" b b b* "|
^4 64oa5 1920a" 128a7 1920 a5 i2af 4o^5 J

donc, conformément à la formule générale

1 ^ r a" 5a'*
2 2 4 a s h v [ A « a ' i44a*J + [960a

1920 av 64oa^ 5760 a'1 640 a1

par suite, lorsque a1 est proportionnel à a2(a = a^"1) la fonction b
doit satisfaire aux deux équations différentielles

- = const.;

216V + 816'^ -h 3i bs~~ const.,

sur lesquelles on peut opérer les mêmes transformations que celles
indiquées dans le cas général pour obtenir finalement la condition
nécessaire è = èit?~2. Il en résulte que si le premier terme de C
correspond à une courbe (P'), il doit en être de même pour le second
et ainsi de suite de proche en proche. Donc :

Si le i^apport (MP/MM, ), dans lequel le pied de la flèche divise Varcy

est indépendant de la position de Varc sur la courbe (et ne dépend que
de l 'angle à l 'or igine) ET SI LA COURBE N'EST PAS UN CERCLE GÉODÉSIQUE, la
courbe est une courbe (P').

Si ce rapport est une fonction paire de Vangle en M, la courbe est une
courbe (P) et le rapport est constant et égal à 1/2. Ce dernier théorème
est une conséquence immédiate des calculs du paragraphe 21; en effet
pour que r/( soit une fonction paire de d, il faut et il suffit que ce
rapport ne contienne que des puissances de X dont le degré est un
multiple de 4? donc le coefficient de X2 doit être nul et a est une
constante. D'autre part, la condition que C soit indépendant de 9
est suffisante puisque r4 est alors égal à 1/2; donc si C admet
le développement (i5), le premier coefficient non nul d'une puis-
sance de X dont le degré ne soit pas multiple de 4? est le coefficient



_ 47 —

de X*—2 et il est égal à ^ — j — [ ( 2 m ^ l ) ! - ^ J > puisque o! est

nul, donc gf doit être nul.
La restriction qui figure dans le premier des énoncés ci-dessus

provient de ce que les équations trouvées ne nous imposent pas la
condition £*= const. dans l'hypothèse où a est une constante, car
alors les équations (4i) et (44) se réduisent à g*'— const. et gff= const.
Dans ce cas, il ne suffit certainement pas de choisir dans C pour les
coefficients des puissances de a, supérieures ou égales à la deuxième,
des binômes du premier degré; mais il semble que Ton puisse déter-
miner de proche en proche les coefficients des puissances de u comme
étant des polynômes en v dont le degré croît (d'une unité à chaque
coefficient, si b n'est pas une constante). Il ne nous a pas été possible
de démontrer que ce calcul est possible ni que la série obtenue
converge.

24. Nous avons maintenant à notre disposition les formules néces-
saires pour démontrer les propriétés signalées à la fin du paragraphe 20.
Pour que la longueur de la flèche soit une fonction paire de l'angle
en M, le développement (33) ne doit contenir que des puissances de X
dont le degré est divisible par 4, il est donc nécessaire que a! soit nul;
il est suffisant pour cela que C ne dépende pas de v et nous pouvons
supposer que C admet le développement (i5) en désignant par m le
degré en u du premier terme qui n'est pas indépendant de p. Nous
obtenons les deux premiers termes de V1 qui dépendent de g en utili-
sant le développement (f\o) où Ton fait a'=o; puis en remplaçant V
par (4o) dans le produit de (38) par X2 nous, obtenons

or, k est nul puisque la condition vérifiée par les premiers termes
de C est suffisante, il est donc nécessaire que gf soit nul, car son coeffi-
cient n'est jamais nul (voir §21). Donc il faut et il suffit que la courbe
soit une courbe (P) pour que F soit une f onction paire de d.

De même la recherche du développement du quotient de (46) par
le développement de l(s, d) nous montre que le rapport r3(j , d) des

THESB P. BOOS
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longueurs de la flèche et de l'arc ne peut être une fonction impaire
de d que si la courbe est une courbe (P).

25. L'étude du rapport i\ nous a permis d'obtenir une propriété
caractéristique de (P') moyennant une hypothèse sur a; dans les
questions que nous abordons maintenant nous n'obtiendrons même
pas ce résultat, car des deux équations différentielles auxquelles doit
satisfaire simultanément la fonction inconnue, l'une est conséquence
de l'autre. Nous trouverons pourtant des propriétés caractéristiques
des courbes (P).

Nous envisageons d'abord Y angle sous lequel on voit Varc MM1 de
son extrémité M4. Cet angle t8 ne dépend que de d aussi bien
sur les courbes (P) que sur les courbes (P7)- Nous le déterminons

par sa tangente dx qui est égale au produit par X de la valeur de -^

lorsqu'on y remplace V par la valeur correspondant à l'extrémité M,
de l'arc. Nous obtenons donc immédiatement les premiers termes
du développement de di

on voit que a' doit être proportionnel à a2 pour que rf, ne dépende que
de d. Nous supposons alors que les premiers termes de C vérifient !a
condition suffisante de correspondre, soit à une courbe (P), soit à une
courbe (PO? et nous cherchons la forme de la fonction inconnue g(s).
Nous remarquons que, clans le cas des courbes (P), nous devons
avoir dx -h d = o, soit en examinant le modèle particulier de courbe (P)
constitué par un parallèle de surface de révolution, soit en nous
rappelant qu'alors u(œ, — d) = u(— œ, d); ceci prouve que l'arc MM,
et Tare MM2, ayant pour origine M et pour valeur algébrique — /, sont
vus de leur origine M sous deux angles ayant une détermination égale
en valeur absolue, or le déplacement du point M2 n'altère pas la figure
quand la longueur de l'arc reste constante et l'égalité précédente nous
montre que les angles en M et M, doivent, eux aussi, être égaux en
valeur absolue (il suffit d'amener Ma en M).

Dans le développement de dA doivent donc disparaître tous les
éléments (excepté le terme —d) qui ne contiennent aucune dérivée



de fonctions figurant dans le développement de C. En tenant compte
des formules établies plus haut, on voit facilement que le premier
coefficient de d4 qui peut dépendre de la fonction inconnue g est celui
de A4m~2 et ce coefficient est, à une constante additive près,

1_ + iy
am 2 m ! am ^ {im — j —i)j \ {m — j — i) \

et dans cette expression la fonction g a bien un coefficient nul.
Les termes en l%m s'obtiennent en évaluant des sommes analogues

à celles déjà rencontrées et Ton trouve qu'ils ont pour expression

£ étant une constante provenant des premiers termes de C. Par suite,
si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P), on obtient
seulement la condition #' = const., et si les premiers termes de C
correspondent a une courbe (P'), on obtient l'équation différentielle

2m
[m-\- D^ç"1 = const.,

exigeant que g soit égal à k^s~nt-\- k%s~m~x.
Si m est différent de 2, les calculs faits pour U nous permettent de

trouver le coefficient de X4'"u'2 dans le développement de dx ; on obtient,
à une constante additive près,

3 am+ ! ( 2 m -h i ) !

- 4 ) ang[rn !]21

et par suite nous devons avoir, si «' n'est pas nul, la nouvelle relation

-—-—^ ! 3 ^ " , ç n i ^ â H - ^ ' s-m+1 {^m -h ^) -J- ^?5m( m 2 - /?/ - 2 ) J = c o n s t . ,

mais celle-ci est toujours vérifiée, quelles que soient les constantes Xt

et i2 , lorsque g*= ^ r m + Aa "̂'""1*
Dans le cas particulier où m — 2, nous ne pouvons pas utiliser, du

moins sans précaution, la formule générale; ici nous effectuons le
7.



calcul uniquement en vue d'une vérification, car il est facile de prévoir
qu'en réalité la formule générale donne le résultat exact. En effet, dans
le calcul de cette formule générale figure la somme

18 ( 2 m — y H- i ) y ! ( m — y — 3 ) !

qui n'existe pas pour m = a ; son expression, dans le cas général,

est(— i)m a^™k't l\> ce qui devient + —rpour m = 2 . D'autre
x J i8a m + *(2rn + i ) ! ^ 9#

part, nous avons rencontré dans le calcul les sommes
m— i

+i ( 2 m — y — 2 ) m ! a ' 2 # ^ (—
et 22 (

i8am-*-*y ! (m—y—1) ! e t 2dgam+\/\ (m—y — 2) !

qui sont nulles dans le cas général mais ont, pour m = 2, les valeurs
respectives — —̂̂  et H- 6 • Par suite, en appliquant la formule
générale au cas particulier m = 2, nous négligeons deux termes dont
la somme est égale au terme ajouté. Le calcul direct des coefficients
en question ne présente aucune difficulté et les deux équations
auxquelles doit satisfaire b sont bien

s* b1 -h 3.V2 h = consl.. s' bl!-+- 4sh br= const.

Dans ce problème, que a soit ou non une constante, nous n'avons
pu obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, mais du moins
nous avons vu que : les courbes (P) sont caractérisées par le fait que
Vangle sous lequel on voit Varc de son extrémité est une fonction
impaire de Vangle sous lequel on le voit de son origine; et encore que
les courbes (P) sont caractérisées par le fait que P angle en M et V angle
en M, ont une détermination égale en valeur absolue.

26. Nous étudions une dernière propriété commune aux courbes (P)
et (P'), qui a été signalée au paragraphe précédent dans le cas des
courbes (P), au sujet de l'angle y sous lequel on voit de M l'arc MM2

opposé à MMt. Les deux angles a et y ont même valeur absolue sur
une courbe (P); dans le cas des courbes (P'), &ïd2 désigne la tangente
de y? on a les deux relations l = s.h(d) et — / = s.h(d3); donc il
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existe entre d et du une relation indépendante de s

h(d) +

Pour déterminer le développement de d2 en fonction de d, il suffit
de chercher la condition pour que l(s, d2) soit opposé à l(s9 d), donc
il suffit d'égaler à o le développement de V, correspondant à l'extré-
mité de l'arc MM,, après avoir remplacé dans ce développement X 2 ^
par dp + dp^ nous avons donc

~

et, comme rf2 doit tendre vers o en même temps que d,

<2.a! , 4 a / s
 4 [ 2^ ; a' b I

Supposons que C admette le développement (i5) dans lequel les
premiers termes correspondent à une courbe (P) ou (P')» le premier
coefficient y/x qui peut dépendre de s est celui de d2m, il a pour valeur

__ 2 ( m ~ z m — i) (m !)

le coefficient suivant est
a a'

Ï2in+I = 3*0̂

de sorte que ym et ym+, n'imposent qu'une même condition pour la
fonction g. Les termes non écrits dans les deux égalités précédentes
sont des constantes et l'équation différentielle à laquelle doit satis-
faire g, si a n'est pas une constante, est

- 27U —

si a est une constante g', doit être une constante.
Sans expliciter les coefficients du développement de V, nous allons

chercher une deuxième relation à laquelle doit satisfaire g et qui
pourrait ne pas être une conséquence de la précédente. Pour simplifier
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récriture nous désignons par des lettres, dont la signification est
évidente, les différents coefficients de V, de sorte que le développement
de d2 est donné par

+ Y ( dim H - df1 ) 4 - T ( dtm+i H- ^ f t4-' ) + Z ( dim+t 4- öR" l+2 ) - + - . . . ,

X et Y dépendent de la fonction inconnue g et sont liés par la relation
établie plus haut, nécessaire pour que yim et •ya/m-* soient des cons-
tantes ; cette relation s'écrit Y + (im — i)AX = const. Les fonc-
tions T et Z dépendent de g et de la nouvelle fonction inconnue //,
nous obtiendrons entre T, Z, X, Y deux relations nécessaires pour
que y2m-f2 et yim+z soient des constantes. On obtient, en représentant
par des points des constantes dont la valeur ne nous intéresse pas,

Yî»i+s= 2Z + 2 AT(am -+- I) + 4m(2m + ])A*Y -+- 6(a/n — OÀBX

-h 2 ( a m ^ i ) D X + | (2/n — 1) (^/n'-H- 2m

puis, si nous supposons ce coefficient y2m+2 constant, on aura

+ ) Z i A ^ f ) ( + ) T ( 4 î + 6rm(4m î+6m + 5)A3Y
o

.— 1 * 2 ( 2 / n — 1) ( 2 z n H - 1) A 3 B X — 4 ( 2 / n — 1) {im 4 - i ) A D X - h . . . ,

qui doit être constant. 11 est donc nécessaire que X et Y vérifient la
relation obtenue en exprimant que 2À(m+i)y 2 m + 2 + yî»i-j est une
ponstante (relation dans laquelle ne figurent ni T ni Z)
Q O

rm( ' im î +3/r t - 'OA 3 Y+ ^ m (2 m — 1) {2 mt -h 3 m — 2) À* X

— i a m ÀBY - 4 w DY - 12 m ( a m — 1) A^BX — 4 w (2 m — i)ÀDX = const.

Ceci peut s'écrire

[ Y -t- ( 1 m - t ) AX] — 4 wI) — 12/nAB -h - ^ ( 2 / ^ + 3 ^ - 2) I = const.,

et n'est donc qu'une conséquence de la première relation trouvée. Ici
encore nous ne pouvons obtenir simplement une condition nécessaire
et suffisante.
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Le calcul du début de ce paragraphe nous montre pourtant que les
courbes (P) sont caractérisées par le fait que les angles, sous lesquels
on voit du milieu d'un arc ses deux moitiés, ont une détermination
égale en valeur absolue, ou encore, si l'angle y est une fonction impaire
de Vangle a, la courbe est une courbe (P). Il suffit, en effet, d'étudier
les conditions imposées au premier terme de C par la propriété envi-
sagée, puis de déterminer la forme de la fonction g pour que le
coefficient de d2/n dans d<2 soit nul, sachant que la condition vérifiée
par les premiers termes de C est suffisante. Il en résulte quegdoit être
aussi une constante et la courbe est bien une courbe (P).

CHAPITRE V.

REMARQUES DIVERSES.

27. Les courbes (P) et (P') correspondent donc à une relation de
forme très simple existant entre la longueur d'un arc, l'angle sous
lequel on le voit de son origine et l'abscisse curviligne de cette origine.
Les deux formes trouvées pour cette relation sont deux cas particuliers
de la forme plus générale suivante :

g, h, et k étant des fonctions d'une variable, holomorphes au voisinage
des valeurs 0, 0, s et telles que g(0) et h(0) sont nuls.

Les courbes (P) correspondent à k(s) constante et les courbes (P')
au cas où g(l) est une fonction du premier degré. Nous nous étions
proposé de chercher, par la même méthode que précédemment, s'il
existe d'autres courbes conduisant à la relation (48).

Nous supposons que la fonction g(l) est développable au voisinage
de / = o, soit

(49) # ( 0 = l -+- tfi'*-+• 8*P + £* ' 4 + • - •,

et nous utilisons les développements déjà calculés pour déterminer les
conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues et les



premiers coefficients du développement de G, On a

k(s) = par1(s), a '=Aa + Ba-, ^2 —A/3,

en désignant par A, B, p des constantes arbitraires. Alors il faut que

A- VR
6 H H V i D2

en désignant par D une nouvelle constante. La considération du terme
de degré 4 en d nous fournit un certain nombre de relations auxquelles
doivent satisfaire les constantes arbitraires introduites ci-dessus. Ce
sont :

A-1 <i$ .
+ A

6o o

'i l v i A BâA
DA -h — - — - = o.

/|5 90 108

Nous supposons que A n'est pas nul — sinon on se trouve dans le cas
des courbes (P') — alors, si B n'estpas nul, nous calculons D,^3 etg\ ;
si B est nul nous pouvons choisir arbitrairement Tune des constantes g\
ou gA. L'étude du terme en d° nous donnera l'expression du coefficient
c(ç) de C(u, p), expression dans laquelle interviendront deux nouvelles
constantes arbitraires et le terme en dQ nous donnera 6 relations
auxquelles devront satisfaire les différentes constantes (au nombre
de 6), il est donc probable que nous déterminerons ainsi toutes les
constantes arbitraires (nous n'avons pu faire le calcul, très compliqué)
ei, même si nous pouvons poursuivre ia détermination des différents
coefficients, nous n'obtiendrons pas une classe de courbes aussi géné-
rale que les courbes (P) et (P').

Remarquons que les calculs faits nous donnent la conclusion sui-
vante : il n'existe aucune courbe [autre que les courbes (P) ou (P')]
pour laquelle la relation entre /, Ó', d aurait la forme (48) avec g égal à
un polynôme du second degré.

Dans le cas particulier où Ton sait que la surface, sur laquelle est
tracée la courbe, a une courbure totale constante (ou si Ton veut* dans
l'étude des courbes planes d'un espace non euclidien de courbure



constante K), nous pouvons utiliser le développement (5). Si la relation
entre l, s, d & la forme (48), il en résulte que a(/, 5) est une fonction
du quotient ce de g(l) par A(J) et, si g(l) admet le développement (49)»
il faudrait pouvoir identifier (5) avec un développement de la forme

A l

A{S) L/C yt J L K K K J

où A, v A3, . . . désignent les coefficients du développement de la fonc-
tion de o? à laquelle est égal a(lf s). On en conclut facilement que

2 A 1 f

puis, que A, et k% sont tous deux nuls (cas des courbes P) ou bien que ks

et K sont nuls (cas des courbes P' qui n'existent pas dans un espace
non euclidien de courbure constante non nulle, voir § 9).

28. Les courbes (P) possèdent plusieurs propriétés caractéristiques
élémentaires des cercles du plan et il est naturel de rechercher si ces
courbes ne possèdent pas également la propriété suivante vraie pour
un cercle : la longueur de Tare MM, est proportionnelle à l'angle sous
lequel on le voit de M.

Le développement (5) ne nous permet pas de conclure facilement;
il faut en effet que tous les coefficients de ce développement soient
nuls, à l'exception du premier; cela entraîne des conditions pour la
courbure totale de la surface le long de la courbe, mais il est difficile
d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes par ce procédé.
Nous utilisons encore la représentation de la surface introduite au
paragraphe 4, nous avons calculé (28)le développement de la tangente
de l'angle a en fonction de / et il est facile d'en déduire le dévelop-
pement de l'angle lui-même, c'est

( 5 o ) a — - a / — ^ r - + . . , + [ ( _ i ) ^ ^ + 1 a / t + . . . ] ^ + . . . ,

les termes non écrits sont de degré supérieur ou égal à 3, les points
dans le coefficient de lk représentent les éléments de ce coefficient qui
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proviennent des termes du développement de C(u7 o) dont le degré
en u est inférieur à (k -h i) /2.

Pour que / soit proportionnel à a, il faut que tous les coefficients
de (5o) soient nuls à l'exception du premier. Donc a1 est nul et a est
une constante.

La condition que C se réduise à 1 -h zau (a constant) est suffisante:
géométriquement, la courbe est alors tracée sur une surface applicable
sur an plan et correspond à un cercle; analytiquement, l'équation (6)
s'intègre facilement, car alors

t(';= ufi~\- 9,a{i -i- 2au),
i-h2au

donc
jf _ s in[a(r — s) -4- a ] sin[a(P — s)] ^ ^ / = _ a^

aco$[2a(v — s) -\- a] a

Alors si Ton suppose que C admet le développement suivant :

G = 1 + 2 au -

dans lequel les termes non écrits sont de degré en u supérieur à m, le
premier coefficient de (5o) qui n'est pas nul est celui de Z2m~' et il est

égal à g(s)am~* (— iY" ™ T (puisque les deux premiers termes de C ne
peuvent fournir aucun terme en / - " '~ l ) ; donc pour que /soi t propor-
tionnel à a, il est nécessaire que g soit nul et, par suite :

Si la longueur d'un arc d'une courbe tracée sur une sur/ace est pro-
portionnelle à Vangle sous lequel on voit Parc de son origine^ la surface
est développable et la courbe est un cercle gêodésique.

^9. La propriété caractéristique précédente Hes cercle^ ne
donc pas aux courbes (P) dans leur généralité; par contre, toutes les
courbes (P), et elles seules, sont telles que Tenveloppe de la corde soit
une courbe parallèle k la courbe (F) lorsque l'angle en M est constant
ou lorsque la longueur de Tare MM, est constante.

ha surface étant rapportée au système de coordonnées du para-
graphe 4, l'équation de la corde qui sous-tend Tare est

u = u [ v — 5 , $ , d , ]

ce qui devient, après le changement de variable et fonction,

) s, A], i =s-hl\.
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L'enveloppe de la corde sera une courbe parallèle à (F) si cette
enveloppe s'obtient en portant sur les géodésiques normales à (F) une
longueur constante; et par suite cette enveloppe doit avoir une équa-
tion de la forme u = const.

Premier cas : Varc MM, est vu de son origine sous un angle constant,
donc d et \ sont des constantes; nous aurons le point caractéristique
de la corde en cherchant la valeur de p, comprise entre s et s + /, telle

que -^ soit nul. Donc ce point est déterminé par la valeur V2($, A) qui

annule

et la courbe possédera la propriété étudiée ici, si U prend une valeur
indépendante de s lorsqu'on y remplace V par V2.

Les premiers termes du développement de V2 suivant les puissances
de X sont déterminés par la relation

o = - 2aV —À- Il^l

dans laquelle les termes non écrits sont de degré supérieur à 5, donc

A _ / i b
+X* (

A _ / i b
, = — — +X* ( ^- T

ia \ba \ia^

d'où, en remplaçant V par cette valeur dans (i3), nous déduisons
l'ordonnée u2 du point caractéristique

^ _ 1' X«a_' _À^_ / 36 __ 66 rf
JL Ct G G/ o • /l • V öt Ct CL

qui ne peut être indépendante de s que si a et b sont indépendants de s9

donc si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P).
Comme il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour qu'elle

possède la propriété étudiée ici, nous pouvons supposer que C admet
le développement (i5), où m désigne le degré en u du premier terme
de C dont le coefficient n'est pas indépendant de v. L'équation
donnant V2 est alors

O=-2flV-A+...-
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où les termes non écrits sont indépendants de s et de degré supérieur
à 4 ou bien dépendent de s et sont de degré supérieur à l\m — 3.

Il en résulte que le premier coefficient de Va qui peut dépendre de.s
est celui de Afm"3 et Va ne diffère de (34) que par des termes non
écrits.

Le premier terme de IL2 qui peut dépendre de s est de degré [±m et son
coefficient nous est connu, car nous avons effectué les calculs au para-
graphe 20; on voit que u2 ne peut être indépendant de s que si g estime
constante; donc finalement, il faut que la courbe soit une courbe (P)
et nous trouvons pour u,2 la valeur déjà calculée de la flèche F.

Deuxième cas : l'arc variable MM* est tel que sa longueur l soit cons-
tante. Nous devons donc chercher l'enveloppe de la courbe définie
par u = M[(C — s), s, d] sachant que d est lié au paramètre s par la
condition «(/, s> d) = o; le point caractéristique s'obtient enjoignant,
à l'équation de la corde, l'équation

du du du ôd
av ' as ad as

Ce point caractéristique correspond donc à la valeur V< de V qui
annule ^ • Comme nous devons ensuite remplacer V par Vi dans X2U
pour obtenir l'ordonnée us du point cherché, nous pouvons utiliser les
calculs faits plus haut pour déterminer la flèche, mais nous devons ici
revenir à la variable / en utilisant le développement (28). Nous
trouvons ainsi que les premiers termes de uz sont — aj- — ̂  . . .,
donc ne peuvent être indépendants de s que si a est une constante.

Puis supposant que C admet le développement (i5), les développe-
ments (35) et (28) nous montrent que le premier terme de u6 qui peut
dépendre de s est de degré 2m (en l) et a pour coefficient, à une cons-
tante additive près, g'fo) — ^^7 L ' c e qui n e P e u t être

2 l_ ^^ * J

indépendant de s que si la fonction g-estune constante, car 2m(/w!) ne
peut être un nombre impair. Donc, si l'enveloppe de la corde qui sous-
tend un arc de longueur constante sur une courbe tracée sur une surface
est toujours une courbe parallèle, sur la surface, à la courbe donnée,
cette courbe est une courbe (P).
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DEUXIÈME PARTIE.

SURFACES.

CHAPITRE I.

DEFINITION ET RECHERCHE DES POINTS ( R ) ET ( R ' ) .

t . Nous nous proposons dans cette Partie d'établir relativement aux
surfaces analytiques des résultats analogues aux précédents en consi-
dérant la figure formée par un plan sécant et la calotte découpée par
lui dans la surface. Nous supposons que la surface est convexe de
sorte que les dimensions de la figure tendront vers zéro en même
temps que l'angle du plan sécant avec le plan tangent à la surface
en un point de la section; un point de l'intersection du plan et de
la surface doit jouer un rôle particulier pour la détermination de
l'angle du plan sécant et d'un plan tangent et comme nous dési-
rons étudier des fonctions de deux variables seulement, il est naturel
de considérer les figures correspondant aux plans sécants qui pivotent
autour d'un point régulier fixe, 0, de la surface; c'est donc une pro-
priété de la surface en ce point que nous mettrons en évidence. La figure
formée par le pian sécant depend effectivement de deux paramètres :
l'un, qui fixe sa position, est l'angle a que la trace du plan sécant fait
avec une direction fixe du plan tangent en 0 et l'autre, qui détermine

THESE P. BOOS
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les dimensions de la figure, est l'angle du plan sécant et Hn plan fan-
gent en 0 (cet angle sera déterminé par sa tangente que nous dési-
gnons par À). NOUS utiliserons aussi ultérieurement un autre paramètre
arbitraire à la place de cet angle des plans sécant et tangent.

En général la figure dépend des deux paramètres A et a et nous
allons chercher en premier lieu s'il existe des surfaces (ou plus exac-
tement des points sur une surface) telles que certains éléments de la
figure ne dépendent que de A et non de a. L'élément le plus intéressant
(à cause de ses propriétés affines) est le volume compris entre le plan
sécant et la calotte; nous dirons que la surface possède en 0 la pro-
priété (R), ou que le point 0 est un point (R), si ce volume ne dépend
que de X.

2. Nous rapportons la surface aux axes suivants ayant pour origine
le point 0 : la normale 0^ à la surface et les deux directions princi-

Fig 4.

pales Ox et Oy en 0. Puisque le point 0 est, par hypothèse, un point
régulier convexe, le développement de la cote z d'un point de la sur-
face en fonction de x et y peut s'écrire

(1) z :r=a(sin2cp ac*-h cos2o y'2) -h . . .,

en désignant par cp l'angle, compris entre o et r> tel que cot2cp = ~

R, etR2 étant les rayons de courbure principaux en 0.



- 61 —

Nous avons défini le plan sécant par l'angle a que fait sa trace sur le
plan ccOy avec l'axe Oœ et par la tangente X de l'angle qu'il fait avec
le plan œOy, son équation est donc

(2) zy — \ (y cosa — œûna).

Dans tout ce qui suit les plans sécants seront choisis de telle façon
que X soit arbitraire à l'intérieur d'un intervalle non nul comprenant
zéro.

Le volume cherché est égal à l'intégrale double il (zx — z)dxdy

étendue à l'intérieur du domaine CD correspondant à l'intersection de
la surface et du plan. Pour l'évaluer nous effectuons le changement de
variables

cos a sin a

y/a sin 9 ' \/2coscp

La section de la surface par le plan sécant est alors représentée par
la relation
/ n . * sin u cosa sin o — cos u sin a cos <D a ,,,
( 3 ) A ^ - ^ - — — p H- p2 (. . . ).

sji sincp cos<p 2

Quel que soit u, p est infiniment petit avec X puisque la surface est
convexe et nous pouvons calculer le développement en série de p
en fonction de X (les coefficients de ce développement sont des fonc-
tions de u). Le calcul du premier terme est immédiat, on obtient

. . . . v/2 sin a cosa sincp — cosa sin a cos©
(L\) p = À — : • H - À" ( . . . ) ,

1 a sin 9 cos 9

les limites du domaine auquel on doit étendre l'intégrale double après
le changement de variables sont : pour p, zéro, et la valeur définie
par (4) ; pour u, les deux valeurs u0 et u0 + TI qui annulent le coeffi-
cient de X dans (4).

L'intégrale admet un développement limité suivant les puissances
de X et on l'obtient en remplaçant p par le développement (4) dans

^
"0+" du F A „ sin u cosa sin o — coswsinacoso a

ssincp cos© I 3^2 sincp cos 9 8 ]
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le premier terme du développement du volume Y cherché est donc

: / (s inu cosa sin cp - co£# sina cos©)* du.
i2fl ' sinrjcp costJcp Jt(

 T T

Or, d'après la valeur de uQ nous avons

(5) \slna cosa sin 9 ~ cos w sin a coscp]i^=sin-(a~ */0) [sin5 a cos- cp H- cos- oc sin5 9]

et par suite l'intégrale donnant le premier terme du développement
de V est immédiatement calculée. On trouve

v __ 4 7 i [ s in -a cos -9 -h c o s 2 a s i n - 9 ] -
l 82 ay sinr>9 cos"'cp " ' * '

que l'on peut écrire également

y . t 7t[l — COS2 Cp COS 2 a ] -

128 a" sin3 9 cos3 cp

3. Pour que le point O soit un point (R) de la surface, il est néces-
saire que tous les coefficients du développement cle V suivant les
puissances de A soient indépendants de a. Donc nécessairement
1 — COS29 COS20C est indépendant de a ce qui exige f = r> et le
point O doit être un ombilic.

Nous voyons immédiatement que les sphères sont les seules surfaces
analytiques dont tous les points sont des points (H) puisqu'il faut que
tous les points soient des ombilics.

4. Nous chercherons maintenant s'il peut exister sur une sur-
face (autre qu'une sphère) un point 0, au moins, possédant la pro-
priété (R); remarquons qu'un point régulier d'une surface de
révolution est un tel point (R) s'il est situé sur l'axe de la surface,
puisque les rotations qui transforment la surface en elle-même font
coïncider les figures correspondant aux différentes valeurs de a.
Autrement dit, il suffit pour qu'un point soit un point (R) que la
surface soit de révolution autour de la normale en ce point, si bien que
le développement (.1) ne contient que des puissances (entières) de
a^ + J2- Nous allons démontrer que cette condition suffisante est
aussi nécessaire.
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Soit en effet

(7) s = ^ ( * i + j ' * ) + . . . + P ( j ; , j ' ) + . . . ,

le développement de z où Ton désigne par P(œ, v) le polynôme homo-
gène de degré n contenant tous les termes figurant dans le développe-
ment de z et ayant ce degré. Nous supposons que tous les polynômes
analogues et de degré inférieur à n sont égaux au produit d'une
constante par une puissance de x~-\-y- et nous voulons déterminer la
forme nécessaire du polynôme P. Pour cela nous devons calculer dans
le développement de V suivant les puissances de À, le premier terme
dont le coefficient peut dépendre de P.

La relation (3) nous montre que le degré, en A, du premier terme
du développement de p dont le coefficient dépend de P est égal à n —i
et nous obtenons sans difficulté, pour représenter l'intersection de la
surface et du plan, la relation

a) + ^ ; W-'A,sin»;-i(n - a)

dans laquelle les termes non écrits sont de degré, en A, supérieur à
n — i et les grandes lettres A, B,. . . désignent ici, comme plus loin,
des constantes dont la valeur n'intervient pas. Nous remarquons que
dans le développement de p/l la première puissance de A dont le coef-
ficient fait intervenir P est de degré n — 2 -h k et son coefficient est

— kl - ) sin»-*-1-*^ — a) P(cosw, sinw) H- B sin' l-2+*O — a) .

L'intégrale double donnant le volume est devenue, après le change-
ment de variables,

V = (I Upi2sin(« —oc) — ^ - . . . — p/i+1P(cos«,sin«)— . . . j dp du,

donc on a

, r ra+11[' o:> . . . ap!> ,P(cosw, sinw) 1 _
Y=i [>-^-(«-«)--f---p^-hnh •••\du'
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où Ton doit remplacer p par l'expression (8); Ifis fermes non écrits
dans la dernière intégrale ont un degré, en p, supérieur à n~\~ 2 s'ils
ont pour coefficient une fonction de u dont la forme ne nous est pas
connue, ou bien sont d'un degré pair supérieur ou égal à 6 s'ils ont
pour coefficient une constante.

Après le remplacement de p par (8), l'élément différentiel de l'inté-
grale donnant V a pour développement par rapport à À

les termes non écrits sont de degré supérieur à 71 + 2. Il en résulte
que le premier terme du développement de V dont le coefficient peut
dépendre de a est dj& degré n -4- 2 en A, puisque les premiers termes
de (7) vérifient une condition suffisante pour que le volume soit indé-
pendant de a, Le coefficient de ce terme est, k une constante additive
près provenant des premiers termes de (7),

— ) / sin/H~-(// — a).P(cos«, sin u) dit.

Pour que le point O soit un point (R) il faut donc que l'intégrale

(9) / sin7H-s(H — «) .P(COSM, sin u) du
^a

soit indépendante de a. Rappelons que P est un polynôme homogène
de degré n.

5. La méthode qui semble ici la plus directe pour déterminer le
polynôme P serait d'expliciter ce polynôme et d'évaluer l'intégrale (9),
nous pourrions ainsi obtenir des équations linéaires auxquelles
doivent satisfaire les coefficients de P; mais ce procédé ne permet de
conclure qu'après avoir démontré que les déterminants des systèmes
obtenus ne sont pas nuls, or ces déterminants ont pour éléments des
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quotients de coefficients du binôme et il ne nous a pas été possible
d'en faire l'étude directe (1).

Pour trouver la forme que doit avoir le polynôme P nous cherchons
les conditions imposées par l'intégrale (9) au polynôme de Fourier
identique à P(cosz/, sinz/). On peut en effet écrire

(10) f(u) = P(cos«, sin M) = aG-l-â5jCos« _̂_ fr^s\nu _|_ # ,^r an cos/m-h

et remarquer que tous les coefficients, dont l'indice est de la parité
différente de celle de /i, sont nuls. En effet, si n est impair, le rempla-
cement de u par u-+- u donne à P(cosw, sinw) la valeur opposée, cela
exige que

4- b, s i n 2 « - h . . . *- a / i _ 1 c o s ( / z — 1) a - h 6 r t - j s i n ( w — 1) u

soit identiquement nul, ce qui n'est possible qu'en donnant la valeur o
à tous les coefficients d'indice pair de (10). De même, si n est pair, la
fonction f(u) admet la période TI et nous en concluons que tous les
coefficients d'indice impair dans (10) doivent être nuls.

En effectuant le changement de variable u = x -h a, nous ramenons
le problème au suivant : déterminer une Jonction, ayant la f orme (10)
telle que Vintègrale

( i i ) ƒ smn+-x.j(x -h a) dx

soit indépendante de a.
Puisque cette intégrale (i i) doit être indépendante de a, ses dérivées

successives par rapport à a sont nulles, or, comme nous pouvons
dériver sous le signe somme, nous voyons, d'après la dérivée première,
que

t+i xcosxf(x -h a) dx = o,f
et, d'après la dérivée seconde,

(n + 2) / sinn+2,#ƒ(,# -h a) dx = (/1 + 1) ƒ sin/ixf(x H- a) <

C1) Nous indiquons plus loin (§ 16) les conclusions que Ton peut obtenir on comparant
ce procodé h celui que nous avons utilisé pour obtenir ofïecthement la forme de P.
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donc, si l'intégrale (i i) est indépendante de a il en est de même de

l'intégrale / s\n7la^f(x-^-a)dcvet, par suite, de toutes les intégrales

r71 •

dans lesquelles j est un entier inférieur ou égal à la partie entière
de 71/2.

Nous donnons ci-dessous les valeurs d'un certain nombre d'inté-
grales définies que l'on obtient par des calculs élémentaires (soit par
intégration par parties, soit en tenant compte de l'expression de s'm/icc
en fonction des sinus et cosinus de multiples de oc) :

r71 r71.
I 3 1 X I tX^ O l J . 1 / / C ' \ IXJ j <f+ J t v t A ^ ^ 5 ff ^ ^ ^ L«U5 / / 6 l *JU 1 " tA j L&t/y \J.

si m est supérieur à i et de même papité que k\

j sin \̂z; cosk{x -{- a) dx = ( — i )/+1 2~^TT sin ka}

• a ) d x = i (-- i ) i {<

si /: est impair et égal à y' -\- 1 ;

r71

j sin*,# cosk(x H- a) dx = (— i)/2—*TT cosÂa,

(a; H-- a)cLt' = ( — 1)/ 2-^71 sinÂ^a,
si k est pair et égal à 2/.

Donnons alors kj dans l'intégrale (12) les valeurs décroissantes

successives depuis Ef- V Si n est pair, la première condition ainsi

obtenue est que / f(œ-\-a)dœ soit indépendant de a; elle est

toujours vérifiée puisque cette intégrale a pour valeur OOÎI, tous les
coefficients d'indice impair étant nuls dans / ( M ) . La deuxième inté-

r71

grale à considérer est 1 sin2a?/(#~h oC)dx dont nous obtenons la

valeur en utilisant le tableau précédent, c'est à une constante addi-
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tive près provenant de a0 : — a2 |cos2oc— b2 -^sin2a; ce qui ne peut

être indépendant de a qu'à la condition quea2 et b2 soient tous deux
nuls.

Supposons alors démontré que les coefficients de ƒ dont l'indice est
inférieur à %p (a0 excepté) doivent être nuls pour que les inté-
grales (12) correspondant aux valeurs de 7 supérieures à : p soient

indépendantes de a. L'intégrale correspondant à y = - — p est

ƒ
11

$in-/}a;f(cc -+- oi)dx dont nous pouvons obtenir la valeur à l'aide
.,

du tableau précédent, puisqu'il ne figure plus dans ƒ aucun terme
dont l'indice soit inférieur à l'exposant de sina? dans cette intégrale
(a0 excepté); cette intégrale ne peut être indépendante de a que si
(— i)/J2~2/Jriîo2pcos2y?a+62/Jsin2/)a} Test, donc il faut que a2p et b^p

soient nuls.
Par conséquent, nous démontrons, en donnant à / les valeurs

décroissantes successives jusqu'à la valeur o, que tous les coefficients
de f (a0 excepté) sont nuls. Cette condition nécessaire est manifeste-
ment suffisante pour que (11) soit indépendant de a.

Si nous supposons n impair le même raisonnement peut être répété,
mais ici ƒ ne contient que des termes d'indice impair et j varie
de (n — r)/2 à zéro, la première intégrale considérée a donc pour valeur

— ~a{ sina + -bA cosa, ce qui ne peut pas être indépendant de a si

#, et b\ ne sont pas nuls; on démontre de proche en proche comme
ci-dessus que tous les coefficients de ƒ doivent être nuls, si bien que
dans ce cas la fonction ƒ est identiquement nulle.

Donc le polynôme P(cosw, sinw), identique à la fonction / ( M ) , doit
se réduire à la constante a0 si n est pair ou être identiquement nul si
n est impair; par suite, si n est impair, l'ensemble des termes de
degré n dans le développement de z doit être identiquement nul et

si n est pair nous avons P(COSM, sinw) = ö0[cos2z/ + sin2w]2 et P(a?,y)
71

est identique à aj^x1 4-y-)2.
Il en résulte que la fonction z est seulement fonction decc^-hy2,

donc la surface est de révolution autour de ()z et nous pouvons énoncer
THÈSE P, BOOS 9
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le théorème suivant : s*il existe* sur une surface analytique, un point
régulier convexe 0 tel que le volume compris entre un plan sécant passant
par 0 et la calotte découpée par lui ne dépende que de Vangle du plan
sécant et du plan tangent en 0, la surface est de révolution autour de la
normale en 0. Nous supposons, ainsi qu'il ressort de la démonstration,
que la propriété relative au volume est vraie quel que soit l'angle du
plan sécant et du plan tangent lorsque cet angle est choisi à l'intérieur
d'un certain intervalle comprenant zéro.

6. Ainsi donc lorsqu.'une surface possède un point (R) il existe un
groupe continu de transformations transformant la surface en elle-
même : plus précisément ces transformations sont des déplacements
qui permettent de faire coïncider les figures correspondant à la même
valeur de X et à deux valeurs différentes de a; il en résulte que tous
les éléments que nous pourrons étudier sont indépendants de a
lorsque le point 0 est un point (R). Avant de rechercher si Ton peut
caractériser les surfaces de révolution par des propriétés correspon-
dant à d'autres éléments de la figure, nous nous proposons de déter-
miner des surfaces sur lesquelles existe un point régulier tel que la
relation entre le volume V, l'angle a et le paramètre X^contienne effec-
tivement a et ait une forme particulière. Pour choisir cette forme
nous nous laissons guider par des remarques géométriques.

Soit (S) une surface ayant en 0 un point régulier où la normale
est Oz, si la surface (S) est transformée en elle-même par un groupe
continu d'affinités conservant le volume et maintenant invariants tous
les points de Os, nous pourrons faire correspondre géométriquement
à la figure définie par les valeurs X et a des paramètres, une autre
figure définie par X' et a' ayant même volume que la première, a' pourra
prendre toutes les valeurs possibles et il existera une relation entre X,
a, X' et a'.

Un groupe d'affinités maintenant invariants les points de Oz et con-
servant le volume est représenté par

cos o
3? = «x^sinr -h >', cosr—:—L>

sm cp

sino
y — — J^COST ->- v C l ï l ~
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où o est un paramètre arbitraire fixe et T est la variable définissant
les différentes transformations du groupe. Ces transformations (i3)
transforment en elles-mêmes des surfaces qui sont découpées par les
plans perpendiculaires à Oz suivant des ellipses semblables dont les
centres sont sur Oz9 et dont les axes sont dans les plans xOz et yQz,
le rapport de ces axes étant tangcp.

Pour simplifier les énoncés nous utiliserons l'expression surface de
révolution affine pour désigner de telles surfaces, et nous préciserons
Yaxe Oz invariant par les transformations du groupe ainsi que la
direction des plans des différentes ellipses. Cette notation se justifie,
car les surfaces en question sont des transformées de surfaces de révo-
lution par une certaine transformation aftîne et surtout parce qu'on
peut les engendrer en soumettant une courbe quelconque (non située
dans un plan parallèle à ceux des ellipses) aux transformations du
groupe. Une telle surface a une équation de la forme

z = F (as- sin2cp -h j ' 2 cos-cp)

et, comme le point 0 est régulier, le développement de z ne contient
que dê s puissances entières de a?2sin2cp -h j2cos2cp.

Le plan sécant défini par les valeurs X et a des paramètres est le
transformé, d'un certain plan contenantQx, parla transformation (i3)
que définit la relation

.. sino
( I 4 )

cosep

l'équation du plan correspondant passant par Ox est

, K \ ( 1 / • cosq> . \ i
( i5) z=y{l\ cos a SUIT H- eosr—:—

I s m a }•

Or le volume compris entre la surface et le plan sécant n'est pas altéré
par cette transformation (i3), donc le volume correspondant à la figure
définie par X et a ne dépend que du coefficient de y dans l'équation (i 5).
En tenant compte de (i4) ce coefficient peut s'exprimer très simplement
en fonction de X et de a, c'est

)v[sin2a cos-cp -+- cos-a sin-cp]2

sincp
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donc : sur les suYfaces de ïévolution affine autour de O
au plan xOy, le volume Vne dépend que du produit de la tangente de
l'angle des plans sécant et tangent par une fonction de l'angle a.

7. Nous dirons que le point O régulier convexe d'une surface est un
point (R/) si le volume V ne dépend que du produit de Xpar une fonc-
tion g(<x); en un tel point la surface « possédera » la propriété (R').
L'étude géométrique du paragraphe 6 montre que les surfaces de
révolution affine autour de la normale en O parallèlement au plan tan-
gent possèdent la propriété (R'); réciproquement,'nous allons chercher
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface possède la
propriété (IV).

La méthode que nous utiliserons pour chercher les points (R7) est
la même que celle exposée plus haut en détail. Les hypothèses faites
sur le point O nous permettent en effet d'utiliser les résultats du para-
graphe 2; le volume V devant être une fonction de Xg-(a), il faut que
l'on puisse identifier son développement avec un développement de la
forme EAj\JgJ(<x.) et la formule (6) nous donne immédiatement la
valeur de la fonction inconnue g qui doit être

| cos-a sin2cp + cos-cp sin-aj-

(on peut, bien entendu, multiplier g par une constante arbitraire sans
rien changer au résultat).

Nous savons que si z est seulement fonction de x- sin2op+jK" cos2©,
le point O possède la propriété (R'), ce qu'il est d'ailleurs très facile de
montrer analytiquement. En effet nous avons alors

s = F ( ^ 2 sin5<p + y- cos-cp )

et l'intégrale donnant le volume devient, après le changement de
variables (A),

V— (T r^pâ(s*n u cos a sincp — cos a sina coso) 1 dp du
~~JJCD\- \/ïsin<pcoscp 9 P J 2sincpcos<p'

les limites étant, pour M, U0 et uo+ u et pour p, o et la fonction pi{«)
définie par

À(sin u cos a sin<p — cos« s ina coscp) __ i _,

\/2 coscp sincp p
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donc cette fonction p1 ne dépend que de la valeur de
^(sinri cos a sincp — cos u sina coscp),

et, diaprés (5), p, est une fonction de

X[siD5a cos2cp -b cos2a sin-cp]2 sin ( u - M0),

d'où l'on déduit que le volume V est égal à une intégrale de la forme
1 I i . 1
G [A(sin2a cos2cp H- cos-a sin*2cp)2 sin (u — ?<0)J di/)ƒ

" n + 71

dans laquelle le changement de variable u — uo=t conduit à une

expression qui ne dépend que de X(sin2a cos2cp + cos2a sin2cp)2.

Supposons alors démontré que l'ensemble des termes du dévelop-
pement (i), dont le degré est inférieur à n, doit se réduire au dévelop-
pement d'un polynôme en x- sin2o -hy~ cos-cp, nous pouvons écrire

(16) z ~ a(x- sin-cp + ƒ cos2cp) + . . . + P ( # sincp, y coscp) H- . . .,

où P représente Tensemble des termes de degré n. Les termes non
écrits de degré inférieur à n ne donneront dans V que des quantités
ayant la forme voulue; le premier terme de V qui pourra empêcher
l'identification avec un développement 2À7X J^(a) doit contenir P.

Après le changement de variables (A), l'intersection de la surface (i 6)
et du plan sécant est définie par l'expression de p en fonction de u\ pour
simplifier l'écriture nous posons

S = sina cosa sincp — cos u sina coscp,

alors on a, pour représenter cette intersection,
. N \Ji TiS /-•» « P ( c o s « , si

" a sincp coscp ' ' " v awsin"—1cp cos"—1<Q " ' *'

les termes non écrits sont de degré, en X, supérieur k n— i ou bien
sont tels que les coefficients de \pSl) sont indépendants de u etp supé-
rieur ou égal à 2.

Le volume V est donné par l'intégrale
+ 7 : du [" Tip'S a^_ _ ^ p»+sP(cosg<, sin«) "1

[2 sincp coscp [ 3 y/5 sincp coscp 8 " * ^ ( n - i - 2 ) v / â «
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où f doit être remplacé par la valeur (i~) et «0 par la valeur indiquée
au paragraphe 2.

On démontre comme plus haut (p. 63) que le premier terme du
développement de V qui n'est pas le produit d'une constante par une

i

puissance de X[cosJasin2<p -h sin^acos^cp]2 est de degré n -h 2(en X)
et a pour expression

^HH-2 ; B (cos2 oc sin2cp H- sin2 a cos2©) x

" l (+ K S"+ aP(cosM, situ/)Ç " l (+ K S"+aP(cosM, situ/) j
o Ju s i n ' l + 2 o cos"*4"2 <p | '__

( n .4- 2 ) an^- sin y cos o

où B désigne une certaine constante, nulle si n est impair.
En tenant compte de (5), l'intégrale figurant dans l'expression ci-

dessus se transforme et le premier terme de V qui peut empêcher
l'identification souhaitée est égal finalement à

lrt+9 [ s i n 2 a cos2cp -h cos2 a sin2cp] 2

{?i H- i)a""1"2 sin / i+ : îcp cos / '+"cp

X G-h ƒ sin"+2(M — //0)P(cosw, sin u) du \.

Il faut donc déterminer la fonction P(cosw, sinw) par la condition que
l'intégrale

sin'i+2(M — u{)) P(cos w, sin«) du,
«0

soit indépendante de a. Mais on a
, lança

tanga = tangu0 tangcp, donc M0— arc tang —

et l'intégrale ne pourra être indépendante de a que si elle est indépen-
dante de uQ et pour cela il faut (§ 5) que le polynôme P(cosw, sin//)

soit identiquement nul si nest impair et identique à ao(cos2*z + sin2 a)2

si n est pair.
Il est donc nécessaire que tous les termes de (16) soient de degré

pair et représentent le développement d'une somme de puissances



- 73 -

de cc- sin2cp -h y2 cos2ç. Donc : une surface est de révolution affine
autour de la normale en un point régulier 0, parallèlement au plan tan-
gent en ce point, si le volume compris entre un plan sécant passant par O
et la calotte qu'il découpe ne dépend que du produit de la tangente de
V angle des plans sécant et tangent en O par une fonction du paramètre
qui fixe la position du plan sécant autour de la normale en 0.

Par exemple les six sommets d'un ellipsoïde sont des points (IV);
si l'ellipsoïde est de révolution, les deux sommets situés sur l'axe sont
des points (R) et tous les points du parallèle médian sont des
points (R').

CHAPITRE IL

AUTRES PROPRIÉTÉS DES POINTS (R) ET (R'). POINTS (R").

8. Nous avons déjà remarqué que tous les éléments attachés à la
figure qui nous occupe sont indépendants de a lorsque le point 0 est
un point (R), puisque le groupe des transformations qui font coïncider
une figure particulière avec une autre, correspondant à la même valeur
de X, est un groupe de déplacements. Par contre, le groupe des trans-
formations qui transforment en elles-mêmes les surfaces ayant un
point (R') ne conserve invariants que certains des éléments que nous
pouvons considérer et ces déments seuls nous conduiront à des
propriétés intéressantes simples pour les points (R').

En premier lieu l'aire de la calotte n'est pas conservée par les trans-
formations affines (i3) et par suite nous n'étudierons à son sujet que
le problème suivant : existe-t-il des points tels que l'aire de la calotte
ne dépende que de a et non pas de X? 11 suffît qu'un point soit un
point (R) pour qu'il jouisse delà propriété envisagée ici.

La valeur de cette aire est égale à l'intégrale

étendue au domaine 6i défini au paragraphe 2. Nous effectuons le
changement de variables (A) et nous cherchons un développement de
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l'aire en fonction de A; pour que le point O possède la propriété
étudiée, tous les coefficients du développement ainsi trouvé doivent
être indépendants de a. Après ce changement de variables, l'intégrale
donnant l'aire devient

p -h p1a i(sin2cp cos2™ -h cos2cp sin2 u) -+-, . . ,
asincpcoscp "

et, par suite, on a
du

*
S111OCOS©

les termes non écrits sont, en p, de degré supérieur ou égal à ̂4 et il
faut remplacer dans cette expression p par (4) et u0 par la valeur
définie au paragraphe 2. On trouve ainsi

À i7i(sin-a cos-cp -h cos2a sin2cp)
[\ a1 sin '<p cos'cp ***'

ce premier terme nous montre que Taire cl ne peut être indépendante
de a que si le point O est un ombilic.

Nous savons qu'il suffit que le point O soit un point (II) pour que 6i
soit indépendante de a. Montrons, comme au paragraphe 4, que la
condition suffisante est aussi nécessaire. Soit n le degré le plus bas des
termes de (1) tels que le polynôme V(x, y) qui les représente tous ne

n

soit pas le produit d'une constante par (a; 2+j 2) 2 , alors z admet le
développement (7) et les termes de degré inférieur à n dans ce déve-
loppement donnent dans CT des éléments indépendants de a. Après le
changement de variables le développement de \Ji-\-z'î + z'f devient

a-p-
î H —h . . .4- anpnP(cosuJ sinu) -h . . .,

où les termes non écrits sont indépendants de u et de degré supérieur
à 2, ou bien sont de degré supérieur à n. On a donc

f^7l\ p- a*p" a n p B + !
 n / . , ~\ ,

<X= I \ — -{ FT- + • . .4 P(COSM, sm u) -K . . du,

où Ton doit remplacer p par le développement (8). L'aire en question
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admet donc un développement suivant les puissances de X et les
premiers termes de ce développement sont indépendants de a; le
terme de degré n (en X) est le premier qui puisse dépendre de a et il a
pour coefficient, à une constante additive près,

2 \ n + i / * a + 7 1

— I f $\
/2 \ n + i /

(gf) — ( — I f $\nn(u — a) P(cosu> sin u) du.

11 faut donc pour que Paire soit indépendante de a que l'intégrale
ci-dessus soit elle-même indépendante de a, or cette intégrale est
égale à l'intégrale (12) correspondant à y = o, donc elle ne peut être
indépendante de a que si tous les coefficients du polynôme P mis sous
la forme (10 ) sont nuls (a0 excepté) jusqu'à ceux dont l'indice est
égal à Texposant de sin(u — a) dans l'intégrale; on voit donc que, ici
encore, le polynôme P doit être identiquement nul si n est impair ou
égal au produit d'une constante par une puissance de ce2 -h j 2 si n est
pair; par suite le point O est nécessairement un point (R).

9. Nous nous proposons maintenant d'étudier clés éléments inva-
riants par les transformations du groupe (i3) et qui par suite
dépendront seulement du produit de X par une fonction de a lorsque le
point O sera un point (R;), cette fonction de a est d'ailleurs nécessaire-

ment [cos2cp sin2a 4- cos2asin2<p]'2. Les transformations du groupe (i3)
maintiennent invariantes les aires situées dans un plan perpendicu-
laire à 0^, par suite la projection sur le plan tangent en 0 de Tinter-
section de la surface et du plan sécant limite une aire qui est
indépendante de X lorsque le point 0 est un point (R) et qui dépend

seulement de X[cos2 9sin3 a -h sin2 9 cos2 a]2 lorsque 0 est un point (R').
Il est très facile de montrer que cette propriété est caractéristique en

étudiant l'intégrale double II dxdy étendue au domaine (D.

Les transformations (i3) maintiennent invariants les points de Os,
donc aussi les longueurs sur cet axe, et ceci nous invite à envisager un
élément nouveau de notre figure : nous appelons hauteur de la calotte
la plus grande distance au plan sécant d'un point de la calotte; cette
plus grande distance correspond à un point où le plan tangent à la

THÈSE P. BÖOS 10
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surface est parallèle au plan sécant; or le parallélisme de deux plans
ainsi que le contact d'un plan et de la surface se conservent par les
transformations (i3), donc aussi le point de 0^ par lequel passent les
différents plans tangents considérés pour avoir les hauteurs des calottes
homologues par les transformations (i3). Il en résulte que la projec-
tion sur Oz de la hauteur de la calotte ne doit dépendre, lorsque le
point est un point (IV), que du produit de X par une fonction de a..Ces
remarques géométriques nous ont également conduit à prendre comme
paramètre, au lieu de l'angle du plan sécant et du plan tangent en 0,
cette projection de la hauteur de la calotte sur Oz qui est aussi la
distance du point 0 au point d'intersection de Oz et du plan tangent
parallèle au plan sécant.

Si Ton désigne par X, Y, Z les coordonnées d'un point situé sur la
calotte et tel que le plan tangent soit parallèle au plan sécant, ces
quantités X, Y, Z doivent vérifier le système

à x x 'J

- ^ (X, Y) = /.cosa,
a y

et X, Y, Z doivent tendre vers 0 en même temps que^X.
La hauteur de la calotte est la distance du point (X, Y, Z) au plan

sécant, donc cette hauteur est
i

A = [1 (Y cosa - Y sin a ) — Z] (i 4- A- ) T

Or si le pointu est un point (R7), z est une fonction F(^2sinljo + j-eos'-cp)
et par suite le système (ï8) devient

2 \ sin <p F ' ( X2 sin- cp -h V- cos2 o ) = - A

i Y cos<pF'( X' sin19 -h Yâ cos2a) r=1 T '

sincp

À :

coscp

ce qui prouve que X2 sin2© + Y* cos-cp ne dépend que du produit

X(cos2a sin- >̂ -+- sin2a cos-o)"(on le voit en ajoutant les deux équa-
tions membre à membre après les avoir élevées au carré) donc Z ne

dépend que de X(cos2a sin-cp -+- sin'-a cos'-©)2; de même en multipliant
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la première équation par — X —— et en l'ajoutant membre à membre

au produit de la seconde par X^-^> on démontre que X [Y cos a — X sin a |

ne dépend aussi que de X[cos2a sin2ç -+- sin2acos2©]2. Donc le numé-
rateur de A est bien seulement fonction du produit de X par une fonc-
tion de a, ainsi que nous l'avions remarqué géométriquement car ce
numérateur n'est autre que la projection de la hauteur de la calotte
sur Qz.

11 est très facile de démontrer que cette propriété est caractéristique
des points (R) et (R'). En effet le système (18) nous fournit immédia-
tement les premiers termes des développements de X et de Y suivant
les puissances de 7v, on trouve

Y = >, C O S a

"i a cos2 cp

on en déduit Z, d'où le numérateur de A qui est

. . , sin-a cos-<p + cos-a sin-o
A — I - ? - --h . . . .

4 a sin3cp cos--cp

Donc pour que A, soit indépendant de a, il faut que O soit un
ombilic; pour que At soit fonction du produit de X par une fonc-
tion g(ot)y G&US 4era4ère doit être [cos^norsin^ç + isin2aTJüs^cpp.

Gomme il suffit que le point O soit un point (R) QU un point (IV)
pour que A, ait la forme voulue, nous supposons que les premiers
termes de z sont conformes à la condition suffisante (c'est-à-dire sont
des puissances de x~ sin2<y -f-y~ cos2ç) et que les termes de degré n
sont les premiers qui ne vérifient pas cette condition. Nous étudions
simultanément le cas où A< est fonction de X^-(a) et celui où A, (et
aussi A) est indépendant de a, car il suffit dans ce dernier cas de
supposer ç = TC/4 d'après la condition trouvée pour le premier terme
du développement de z.

Soit alors

z ~ a{œ1 s in -o + j - cos-o ) 4 - . . . -f \ bm * x,k \m-^ sin^cp cos" 1 -^^ - + - . . . ,
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en désignant par 6m/l des constantes; le système (18) nous donne
aisément les développements de X et de Y

-, sinoc ) m - i V kh
2#sin2cp '** l w m>2#sin 2 cp '** l w m>k 2mam sin^

cosoc (

les termes non écrits sont de degré (en X) supérieur à m — i ou bien
correspondent aux termes de z qui vérifient la condition suffisante.

Le développement de Z s'en déduit très facilement, d'où

. Àâ /sin2a cos2a\ \m

1 4^ isin-<p cos-cp / ' * ' 2mam £d m sin^cp cosm~^<p * ' ' '

expression dans laquelle les termes non écrits correspondent aux
termes de z qui vérifient la condition suffisante, ou bien sont de degré
supérieur à m. II est donc nécessaire que

+ cos1 a sini(p)'i.

A étant une constante; il en résulte que les termes de degré n doivent
constituer le développement d'une puissance de x1 sin2<p - I - J 2 cos29
si n est pair; si n est impair, ils doivent être identiquement nuls, cela

est évident si <p est différent de y<> puisque le premier membre est un

polynôme et le second est irrationnel; si 9 est égal à j> le premier

membre de degré impair dépend sûrement de a s'il n'est pas identi-

quement nul. Donc te point O doit être un point (R') si 9 j^|> ou un

point (R) si 9 est égal à £-£
10. Nous avons remarqué au début du paragraphe précédent que les

plans tangents, voisins du plan tangent en 0 , qui se déduisent de l'un
d'eux par les transformations ( i3) , coupent Taxe Oz en un même
point; on constate que ces plans tangents touchent la surface en des
points qui ont même cote, puisque les transformations (i3) maintien-
nent invariante la cote d'un point. Donc si une surface est de révolu-
tion affine autour de O5 parallèlement au plan tangent en 0, un cône
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circonscrit ayant pour sommet un point de Oz (voisin de 0) touche la
surface suivant une courbe plane dont le plan est parallèle au plan
tangent en 0 (1).

Cette propriété caractérise les points (R) ou (R'). En effet nous
pouvons représenter la surface au voisinage de 0 par l'équation

- cos-cp) -t-l ia^^2 sin3cp -hy% cos* yY-±-V {x sincp, y coscp)-h

où l'on désigne par P le polynôme homogène de degré n qui groupe les
termes de plus bas degré dont l'ensemble n'est pas une puissance
de x2 sin2cp -\-y- cos-<p. Un plan tangent voisin du plan tangent en 0
touche la surface en un point dont les coordonnées x, y, z sont toutes
trois voisines de zéro et il rencontre l'axe 0^ en un point dont la cote K
est déterminée par la relation

K := — a (ce* sin^cp -f- y2 cos2cp ) — 2(2/? - i)ap{ x^ sin2cp -f y~ cos2 9 )''

— (n — i)P(^c sin cp . y cos <p ) -h . . ..

Nous représenterons sous la forme

/T>. c o s S sin6
(B) x=r , r ) y = r v

\/2 sincp \ji cosep

les coordonnées œ et y du point de contact d'un plan tangent mené par
un point M de Os, alors la cote s de ce point de contact est

Soit — a\k2 la cote du point JV1 (p. est petit et tend vers zéro quand M
tend vers 0 ) ; nous pourrons déterminer le développement de r suivant
les puissances de [x en fonction du paramètre (3 figurant dans les
expressions de x et de y, il suffit pour cela de faire K — — a^-
dans(i9) et de déterminer r par la méthode des coefficients indéter-
minés; on obtient

( 2 0 ) r = jut.y'2 -+• • • • — F - " " 1 7 ^ P ( c o s | 3 , s i n ( 5 ) + . . . ,
a\/2

(*) Il s'agit d'un cône qui enveloppe des plans tangents tendant vers le plan tangent
en 0 lorsque le sommet du cône tend vers 0 et nous supposons toujours que le point 0
est un point régulier convexe de la surface.
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d'où l'on déduit que la cote du point de contaci est

(21) s = a/ji2-i-. . . + /*jmreP(cosf3, sin (3)-+-. . .,

les termes non écrits sont de degré supérieur à nou bien correspondent
aux termes vérifiant la condition suffisante et sont alors indépendants
de p. Pour que le point 0 possède la propriété cherchée, il faut que z
conserve la même valeur quel que soit [3 et qu'il en soit ainsi pour
toutes les valeurs de [x, donc les coefficients du développement (21)
doivent être tous indépendants de (3 et par suite il faut que P(cos(3, sin(î)
soit identique à une constante. Cela exige que le polynôme
P(a;sin<p, y cosç) soit identiquement nul si n est impair ou qu'il soit

identique à ao(a?2 sin2ç + y-cos2 9)* si 71 est pair. Donc la surface est
de révolution affine autour de Oz parallèlement au plan tangent en 0.

Remarquons que nous arrivons à la même conclusion si nous sup-
posons simplement que les cônes circonscrits ayant leurs sommets
sur 0^ touchent la surface suivant des courbes planes parallèles (sans
supposer comme plus haut que les plans de ces courbes sont parallèles
au plan tangent en 0) . En effet il faut alors pouvoir trouver des coeffi-
cients A, B, C, D indépendants de (3 tels qu'il existe entre les coordon-
nées du point de contact du plan tangent une relation de la forme

A a? -\~ By + Cs + l) = o,

qui doit être vérifiée quel que soit (i et de plus les coefficients A, B, C
doivent être les produits d'une même fonction de [x par des constantes;
on peut donc, en modifiant la valeur de D, supposer que A, B, C sont
des constantes (indépendantes de p et de [/.). Le premier membre de
la relation peut être développé suivant les puissances de JJI et tous les
coefficients doivent être identiquement nuls. En posant

D = dQ -+• /JLÖ?! - h p* fi?j -H

il vient

sincp COS9

cela exige que A et B soient nuls et les plans des courbes de contact
doivent être parallèles au plan tangent en 0 ; nous sommes donc ramené
à l'étude précédente. Cela est d'ailleurs évident géométriquement,
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11. Dans le paragraphe qui précède nous n'avons eu nullement
besoin de supposer les axes rectangulaires pour effectuer les différents
calculs; si nous supposons que OE et OYJ coïncident avec Ox et Oy
et que le nouvel axe O*( est défini par ses cosinus directeurs i, j \ k
relativement à Qxyz, le plan tangenten £,Y),Çàla surface représentée
par l'équation £ = ƒ ( £ , YJ) est défini par une équation de la même
forme que plus haut et la distance du point O au point de rencontre
de ce plan avec O£ est £ — 'ifi —^./-^ P^r suite il est naturel, pour
étudier les cônes circonscrits à la surface lorsque leurs sommets sont
sur une droite (D) passant par O et ayant pour cosinus directeurs i, j \
k, de prendre pour axes Qx, Oy et cette droite (D). La surface est
alors représentée en coordonnées obliques par une équation de la
même forme que (i) et la recherche du point de contact d'un plan
tangent passant par le point M de (D) ayant pour coordonnées 0, 0,
— a\k* s'effectue exactement comme dans le cas particulier où la
droite (D) est normale à la surface. Donc : s*il existe une droite (D)
passant par un point régulier convexe, 0, d'une surface analytique telle
que les cônes circonscrits ayant leurs sommets sur (D ) touchent la surface
suivant des courbes planes situées dans des plans parallèles, l'équation de
la surface doit être de la forme

t =.f (#2 sin2ç -+- r2 cos'2 op ) ;

nous dirons que la surface est de résolution affine autour de la droite (D)
parallèlement au plan tangent en G et que le point 0 est un point (TF).

Cette appellation généralise celle que nous avons introduite plus
haut. Par exemple tous les points d'un ellipsoïde sont des points (R")
relativement à la droite joignant ce point au centre de la surface.

Le paramètre OM que nous avons été amené à choisir nous permettra
d'obtenir des propriétés intéressantes du volume V lorsque la surface
possède en 0 l'une des propriétés (R), (R') ou (R").-En effet les sur-
faces ayant un point (R") admettent un groupe de transformations
affines de déterminant i qui les transforment en elles-mêmes. Ces
transformations conservent les volumes compris entre un plan et la
surface et conservent le point d'intersection d'un plan avec Taxe de
révolution affine. Nous voyons donc géométriquement que si un
point 0 est un point (R") [les points (R') et(R) ne sont que des
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points (ÏT) particuliers], le voiume compris entre un pian sécant et la
calotte qu'il découpe ne dépend que de la distance du point O au
point d'intersection de Taxe et du plan tangent parallèle au plan
sécant. Il n'est guère simple d'introduire l'angle des plans sécant et
tangent en O pour déterminer le plan sécant, à cause de l'obliquité
des axes, pourtant nous utiliserons encore l'équation du plan sécant
mise sous la forme (2), étant entendu que dans le cas général (pour les
points R") le paramètre X nea représente plus la tangente de l'angle des
plans.

12. Cette propriété que nous venons de remarquer est-elle une pro-
priété caractéristique des surfaces de révolution affine? Conservons
dans le plan tangent les axes Ox et O j précédemment employés
et prenons comme axe Qzf en général oblique, la droite (D).
Soit OM = — a\û la cote du point d'intersection de (D) et du plan
tangent arbitraire (Q)qui nous permet de définir le plan sécant et par
suite de construire la figure étudiée. Nous déterminons le plan (Q)
en lui imposant la condition de toucher la surface en un point d'un
certain plan arbitraire (II) passant par Oz; soit y = a;tang(3tang9
l'équation de (II) (8 est arbitraire).

Lorsque pi et [3 sont donnés, le plan tangent est parfaitement
déterminé et par suite le plan sécant qui lui est parallèle et passe par 0;
nous écrivons l'équation de ce plan sécant sous la forme (2) et les
quantités A et a sont déterminées en fonction de [x et de (3.

Si les axes sont rectangulaires nous aurons le volume compris entre
îe plan sécant et la calotte qu'il découpe par une application des résul-
tats des paragraphes 2 et 7. Si la droite (D) sur laquelle se déplace M
n'est pas la normale, nous pouvons appeler £, YJ, £, les coordonnées du
point (a?, y, z) lorsqu'on rapporte la surface aux axes rectangulaires
Ox, Oy et la normale à la surface. Le volume d'un domaine quelconque

de l'espace est égal à l'intégrale triple ffjd^dr^dZ étendue au

domaine en question, ce qui par un changement de variables se ramène

à k Hl dxdy dz. Finalement nous aurons à effectuer les même calculs

que la droite (D) soit ou non normale à la surface et il suffira, pour
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avoir le volume de multiplier la valeur des intégrales par le cosinus
directeur k.

La cote z d'un point de la surface peut être représentée par le déve-
loppement (16) où Ton suppose toujours que les termes non écrits ont
un degré supérieur à n ou bien sont des puissances dea?2sin2<p -hy2cos3<p.
Le plan tangent (Q) est défini par les valeurs, en son point de contact,

de -T- et -T- et le plan sécant qui lui est parallèle est représenté par

l'équation

dont les coefficients peuvent être développés suivant les puissances
de r (développements qui dépendent de (3), par suite, en tenant compte
de (20), suivant les puissances de p.. Nous avons pour calculer les
quantités X et a qui figurent dans l'équation (2) le système suivant :

\ À c o s a m y ^ a r sinj3 cos<p -h. . .-f- coscp2 2 r'1"1 Piv(cos(3, sin(3) -K ..,

( — 1 sina = \/2flr cos(3 sincp + . . . -h sinepa 3 r ' ^ P ^ c o s p , sin (3)-t-..M

dans lequel nous désignons par P', (<\ w) et P'ttI(rt w) les dérivées
partielles de P(V, w).

Rous voyons dojic que 4#~ H*2 sinay cos2cp est le premier terme du
développement de X2(cos2asin2<p + sin2acos2(p); par suite le premier
terme du développement, suivant les puissances de [/-, du volume V
cherché, est le produit par le cosinus directeur k [de (D) relativement

à la normale en 0] delà quantité na p,4 qui est bien indépendante de [3.

Pour que le point 0 possède la propriété que nous désirons il faut
que tous les coefficients du développement de V suivant les puissances
de p. soient indépendants de (3 et nous savons qu'il suffit pour cela
que la surface soit de révolution affine autour de (D). Donc les termes
non écrits dans (16) vérifient une condition suffisante quand leur degré
est inférieur à n, si bien que le calcul du premier terme de V qui peut
dépendre de |3 doit faire intervenir le polynôme P; ce premier terme
est donc, en p., de degré 71+ 2.

THÈSB P. BOOS V!



Four simplifier récriture nous posons

L — (cos2a sin2ç> -h cos-cp sin-a)2 cos"1 o sin"1 o.

Cela étant, les relations (22) nous donnent facilement

/.* L* = 2 a* r* + . . .-r- '>/"/i»rwF(ros3, sîn{3) -f-

donc, d 'après ( 2 0 ) ,

).2 L- = 4 a- p.2 -r . . -4- 4 a tu" P ( cos p. sin (3 ) -h . . .,

où les termes non écrits sont indépendants de t3 ou sont, en \i, de
degré supérieur k n. D'autre part nous savons que le volume V est
alors représenté par le développement

V X*L*
k 32a a s incp coscp

( n H- 2 ) a r a + - s m c p coscp Ju
 K «/ v » /

dans lequel les termes non écrits sont en A de degré supérieur à n + 2
ou bien sont tels que les coefficients de VJLP sont des constantes
(JE? étant d'ailleurs supérieur à 4)-

Dans l'intégrale précédente uu est déterminé par la relation

(33) tangM0 tang<p:= tangsc,

qui nous donne immédiatement

t a n g « 0 = — J^~Q - f - p - ( . . . ) , d 'où uo=p - ~ - 4 - / a ( . . . ) ,

par suite le coefficient de [L'1^'2 dans le développement de Y/A sera, k
une constante additive près provenant des premiers termes de s,

7rP(cos(â,sin(3) >ï^~ / '* sin'^-i „T (r T. \ . (r ~ \1 ,
sincp coscp

ƒ ^ : — P cos 5 - h / L sin p h t)
n-\-iJ sincpcostp L V l /' \ 2 ) \

et nous devons déterminer P pour que l'expression ci-dessus soit
indépendante de [3.

Autrement dit, nous devons chercher des fonctions f(u)9 ayant la



— 85 —

forme (io), vérifiant les conditions indiquées au paragraphe 5, telles que

soit indépendant de (3. Il suffit évidemment que ƒ soit une constante,
mais ce n'est pas nécessaire.

En dérivant cette expression (24) par rapporta (3 nous n'avons pu
simplifier beaucoup les conditions imposées et nous avons dû calculer
la valeur de (^4) en fonction des coefficients ap et bp de / ( p ) . Pour
cela nous complétons le tableau des intégrales définies données au
paragraphe 5 par les intégrales suivantes dont les valeurs s'obtiennent
à l'aide des formules d'Euler :

r71

I s in 2 m + J i s in [ (2y- r - 0 (t-t- «)J dt = n T " 2 ' " - 1 (— O'C? l~î4 cos(?,y + i ) a ,

ƒ sin-m^3 £ cos [ ( 2 / -h 1 ) ( £ -h a)] dfc = TÎ 2 " î m - 1 (— 1 ̂  C ' ^ i , si n (a / -h 1 ) a,

/ sinam t C0&2 J{t -\~ a)dt = n i~-m ( 1 )/ C i V c o s V « »

ƒ sin îm i sin 27 ( t + a ) dt = rr 2-Sm (— 0 ' CóV sin ay a,

/ est inférieur ou égal à m.
Nous pouvons^lors calculer la valeur d'une expression (24) corres-

pondant à une fonction f(u) qui a pour expression

Àcos(n - 2jy) a -h B sin(/i — 2p)u,

on obtient

(26) [x— .i£k- I
L n + 2 J

et par suite nous pouvons étudier la fonction de (3 définie par (24)
lorsque ƒ est représentée par le polynôme de Fourier (10), puisque les
indices de tous les coefficients de (10) ont la même parité que n.

Si n est impair ƒ (u) peut s'écrire

a«_2// cos (n — 2/?) a -h ôn_2/, sin ( « —
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donc l'expression (24) prend la valeur
n — î

2

r V j aB_2/><os(/i - ip) (5 -+- 6n_s,,sin(/i - ajp) (3 j 1 2i2- ,
•^•™ I /Z ~~H 2 I

c'est donc un polynôme de Fourier qui ne peut être indépendant de J3
qu'à la condition que tous ses coefficients soient nuls (puisqu'aucun
des termes ci-dessus n'est indépendant de (3, n étant impair). Donc
tous les coefficients d e / ( M ) , dont l'indice est tel que 1 — ne soit
pas nul, doivent être nuls. C'est-à-dire que tous les coefficients de f(u)
doivent être nuls à l'exception de ceux qui correspondent àjt? = o,
puisque ces derniers, seuls, disparaissent de l'expression (24)- Les
coefficients an et bn peuvent donc être choisis arbitrairement et eux
seuls peuvent l'être.

Si n est pair nous avons de même

J (u) = ao-h^{ an-ipcos(n — 2/9) M + 6„_2;?sin(rc — ip)u }

p=Q

et l'expression (24) devient, en désignant par D une certaine
constante

-•—1

D 4- 7T V {a„^ i p cos {n 2p) (3

ce qui ne peut être indépendant de (3 qu'à la condition de donner la
valeur o à tous les» coefficients a et b dont l'indice est différent de zéro
et tel que n -+• 2 — C^3 ne soit pas nul. Par conséquent le polynôme
de Fourier ƒ doit être identique à a0 -h A cos nu -\-B sin nu, quel que
soit n pair ou impair, mais aQ est nul si n est impair.

Il en résulte que la considération de ce terme en [x'l+2 dans V, ne nous
prouve pas que la condition suffisante est nécessaire. Il suffit en effet
que le polynôme P ( P , W) ait une expression de la forme suivante pour
que ce terme soit indépendant de (3

/ = 0
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expression à laquelle on doit ajouter le produit de (V+f*'2)2 par
une constante arbitraire a0 si n est pair.

13. Puisque la condition suffisante n'est peut-être pas nécessaire, il
nous faut chercher s'il existe une surface possédant la propriété
désirée, telle que le polynôme P correspondant ait la forme ci-dessus
où A et B ne seraient pas nuls. Pour cela nous déterminerons les
polynômes homogènes de degré supérieur à n qui figurent dans le
développement de z.

Soit donc
z — a{,xf sin^cp -A- y1 cos2cp) -+-. . . + P ( \ x sin<p, i coscp) + 1 X(/{x' sincp, y cos cp),

où Xq désigne un polynôme homogène de degré q (supérieur à ri) et
où P est le polynôme trouvé ci-dessus, les termes non écrits sont des
puissances de (a?2 sin2 cp -\-y2 cos2cp).

Nous calculerons le volume en fonction de [/. et il faudra pousser le
développement de Y/k jusqu'aux termes qui nous permettront de
déterminer successivement les polynômes X. Or un polynôme X9 est
tel que la fonction X7(cosa, $\nu) soit identique à un polynôme de
Fourier ne contenant que des termes dont Tordre est inférieur ou égal
à q et de même parité que q. Le calcul du paragraphe précédent nous
apprend aussi que le premier coefficient de Yjk dans lequel intervient
le polynôme X7 est celui de [J//4~2 et dans ce coefficient figurent seule-
ment, parffiî4es coefficients inconnus dtnpolyfrome de Fourier cherché,
ceux dont Tordre est inférieur ou égal à q — 2.

En déterminant successivement les polynômes X à partir de celui
d'indice n 4- 1, nous aurons à chaque détermination deux constantes
arbitraires nouvelles (ou 3 si le polynôme X est de degré pair mais la
constante additive correspondant à la puissance de x* sin2 <p -h y2 cos2 cp
ne modifie en rien les calculs effectués plus loin). La détermination
des coefficients du polynôme Xf/ (mis sous forme de polynôme de
Fourier) ne sera possible que si les autres éléments du coefficient
de ;J.Ï+2 dans Yjk forment eux-mêmes un polynôme de Fourier ne
contenant que des termes d'ordre inférieur-ou égal à q — 2 et de même
parité que q.

Dans ce paragraphe nous nous proposons de montrer que la déter-
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mination de Xa est possible lorsque q est inférieur à 2n — 2. Nous
ne ferons pas la détermination complète de ces polynômes, car le calcul
est long (et sans grand intérêt) même dans le cas où 9 = n + 2.

En premier lieu nous déterminons l'équation du plan sécant mené
par O parallèlement au plan (Q) en fonction de [/. et du paramètre (3.
Pour cela nous devons compléter les calculs des paragraphes précé-
dents. La cote du point de rencontre de Qz et du plan tangent au
point a?, y, z est donnée par
(9,6) K — - a jui2—— a(jci sinâ<p -\- \ - cos-cp) ~f-. . .— (n - t) P(^£ sincp, r coscp )

— 2*(q — i)X r /(.rsin<p. rcoscp),

où les termes non écrits sont des puissances de x- s i n 2 ç+ y'cos2©.
Les abscisse et ordonnée du point de contact du plan (Q) étant encore
représentées en fonction de jî par les expressions ( B \ on a, pour
déterminer r en fonction de a et de J3, la relation

—ap.- = ~ a - - H . . . — ( W — i)rli2 2 P — I(q - 1) r^a 2 Xr/,

où Jes termes non écrits sont indépendants de p. Dès lors le dévelop-
pement de r en fonction de \k est cle la forme

Les coefficients de ce développement s'obtiennent par la méthode
des coefficients indéterminés. La détermination de Ym conduit à une
expression linéaire en fonction des polynômes X et P tant que l'on n'a
pas à faire intervenir dans r- le carré du premier terme qui dépend
de p (par l'intermédiaire de P; ce terme eisl de degré n — 1), ni dans/1"
un terme dont le coefficient dépend de p. Donc, pour toutes les puis-
sances de [x inférieures à %n —3, les coefficients Ym seront des fonctions
linéaires des différents polynômesX d'indice inférieur ou égalàm + i;
le coefficient de f/.2"-'* fera intervenir P2. On en conclut que tous les
coefficients des puissances JJL'" dans le développement de r sont iden-
tiques.à des polynômes de Fourier dont Tordre est m-j- 1 tant que m
est inférieur kzn — 3; mais le coefficient de JA3""3 contient deux
termes d'ordre in qui proviennent de P2 tandis que le polynôme X
inconnu qui figure dans ce même coefficient de u2'*"1 n'est que
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d'ordre 2w— 2. Il est donc probable que nous serons arrêté dans la
détermination des polynômes X lors du calcul du terme en fj.3" de V//\

Des remarques précédentes et du développement (27) nous dédui:

sons que r admet le développement

{ 28 ) r = /J- v' 2 — • • • — F-
a\l

- -pz -pi X-2H—2 I + . . • ,

dans lequel les termes non écrits sont de trois catégories différentes :
ou bien ils sont de degré supérieur à 2/1 — 3, ou bien leurs coefficients
sont des constantes et leur degré supérieur à 2, ou bien leurs coeffi-
cients sont des polynômes de Fourier dont Tordre dépasse d'une unité
le degré m (supérieur ou égal à n) de JJL, mais dans ces polynômes de
Fourier les seuls termes d'ordre le plus élevé (m -h 1) proviennent du
polynôme Xm+, non déterminé par l'étude des termes de V/Adontle
degré est inférieur àm + 3; en effet les ordres des polynômes de
Fourier croissent avec leurs indices et les seuls qui figurent dans le
coefficient de fjt"1 dans (28) sont d'indice inférieur ou égal àm + i.

Le développement (28) nous donnant l'expression de r, nous
pouvons, pour utiliser les calculs des premiers paragraphes, écrire
l'équation du plan tangent sous la forme ( ̂ ) alors "k et a sont déter-
minés par le système

y. co*x — r \''ia sin J5 coso H-. . 4 - /'""' fi 2 cos9 ¥\, ( cosjS, s in5)
1 — y

4 - 2/*'/—' 2 x co scpX; / ] [ ( . ( c o s ( 3 , s i n (5 ï,

— 1 sin a = r \/%a cosp sin cp + . . .H- r"~' 'î 2 sincpP^ ( cos (5, binp)
1 -7

- S / ' H - Î 2 sin o X ,̂ „( cos (3, sin (3\

dans lequel X^ (J et X^ f1. représentent les dérivées partielles du poly-
nôme homogène Xry(r, w), donc X^ „ et Xv (T1 sont de degré q — 1 et le
polynôme de Fourier identique à X^,,(cos(3, sin[3) est d'ordre q — 1.
Les termes non écrits, dans (29) correspondent k des puissances
de x- sin2ç -+-y2 cos2o figurant dans ^. Nous ajoutons membre à
membre les deux équations (29) après les avoir multipliées respecti-
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vement par (cos<p )~' et (sinç)"1 puis élevées au carré. Nous obtenons
ainsi

1*14*= 2a*r*-h.. .-h rtaPr^7"*-^. . .H- r în- i[(2«-2)23- / laV, + . . .] -T. . .,

dans cette expression les termes non écrits sont indépendants de (3 et
de degré supérieur à 2, ou bien sont de degré supérieur à n et leur
coefficient est un polynôme de Fourier dont Tordre est égal au degré
de r, ou bien sont de degré supérieure o,n — 2. On vérifie ces affirma-
tions en tenant compte des remarques sur les ordres deX^i(, et de X'qtW\
notons encore que dans les termes de degré m inférieur à 2/1 — 2, les
seuls éléments d'ordre m du polynôme de Fourier coefficient de r'n

proviennent du polynôme Xm.
En tenant compte de (28) nous obtenons

(3o) X2L2=:4a2p.iH~...-

où les termes non écrits sont de trois catégories, ils correspondent à
des puissances de a?2sin-ç +y2cos2cp, ou bien ils sont de degré m
supérieur à n et leur coefficient est un polynôme de Fourier d'ordre m
dont les termes d'ordre le plus élevé proviennent exclusivement du
polynôme X T O ( s im<2n— 2), ou bien ils sont de degré supérieur
à in — 2.

D'autre part des relations (29) et de la relation (23) on déduit

__ cosp sin(3P;,(cos0, sin(3) - cosp Pw(cos(3, sinj3)
t a n ü un ~— — — ~ - o -— /* ** ~zr - ( - . . . .

S]nP \Vasin*(3
d'où, en tenant compte de (28) ,

TT cinftP' _ PAG ft P '

Mais nous connaissons l'expression du polynôme P (elle est donnée
à la fin du paragraphe 12, à une puissance de pa -h w* près si n est pair),
ce qui nous permet de calculer Pj, et P'w. On trouve

P^ (cos[3, sinj3) = ^ [ A c o s ( / i — i){3 -h B s in(n — i)(3]

i)p] (M;

( l ) On peut obtenir ces formules en utilisant les propriétés des polynonies harmo-
niques (A — Î'B) (c + tV)H.
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les termes provenant de la puissance de ? 2 + *̂ 3 qui doit être ajoutée,
dans le cas où P est de degré pair, ne modifient pas le calcul ultérieur.

Nous pouvons donc déterminer le développement de u0 en fonction
de p- et de P en faisant intervenir les constantes arbitraires A et B du
polynôme P

(3i) «.= ( 3 - - - f * - — i ^— ^ ' +
2 a

14. Nous devons maintenant prolonger les développements donnés
précédemment pour obtenir le volume V. Le produit de ce volume
par k~x sincp coscp est égal à l'intégrale suivante (nous désignons tou-
jours par la lettre S l'expression sinwcosasinç — COSM sinacos^p):

du,
ia ' (XSp3 ap* p"+"2F(cosw, sin M) ^ ?q^'2 X^(cos w, sin u)

\\J^ 8 (n -h 2)^/2"

où l'on doit remplacer p par la fonction de u qui représente Tinter-
section de la surface avec le plan sécant défini par (2). Cette fonc-
tion p(w) est déterminée par

• = - p + . . . -1- pn~i ei - P(cos w, sin w) -I- y pQ~x 1 '2 X^(cosw, sin u);
y/2 sin 9 coscp

e t 1 OU u u U e i n , p a r îâ ÛJ6IIIUCI6 uêS CO6iiiCi6nts i nûé to iT i i inés ,

- _ V'aXS - X/i-ASH--iv/?P(e&stf. sin M)
" a sin cp coscp """ an sin""1 cp cos/l—1 cp

où les termes non écrits sont tels que le coefficient de XmSm est indé-
pendant de M et m est alors supérieur à 2, ou bien ce coefficient est
identique à un polynôme de Fourier d'ordre m + 1 et m est supérieur
à n (les seuls termes d'ordre m + i dans le coefficient en question
proviennent du polynôme X d'indice égal à m + 1) ou enfin les termes
non écrits sont de degré supérieur à in — 3.

Après remplacement de p par (32) dans l'intégrale donnant le
volume, nous sommes conduit à intégrer des expressions ayant la

THÈSE P. BOO9 12



forme I Sm/(u)du où ƒ(«) est un polynôme de Fourier d'ordre
0

m — 2, lorsque m est inférieur à 2 n et supérieur à n -+-1, et les seuls
termes d'ordre m—2 proviennent du polynôme Xm_2. Les intégrales
définies calculées précédemment nous montrent que

JT'
où la fonction g(u0) est un polynôme de Fourier dont l'ordre est égal
k m — i et les seuls termes d'ordre m — 2 proviennent du poly-
nôme X,K_a.

Les remarques faites sur les ordres des polynômes de Fourier figu-
rant dans les coefficients des différents développements que nous avons
calculés et le calcul du paragraphe 12 nous montrent que les rempla-
cements de L par sa valeur tirée de (3o) et de u0 par sa valeur (3i)
donneront un développement suivant les puissances de [x tel que le
coefficient de fxm soit un polynôme de Fourier en (3 d'ordre m — 4; par
suite il sera possible de déterminer de proche en proche les coefficients
des polynômes de Fourier identiques aux Xq (et ces polynômes dépen-
dront de deux ou trois arbitraires suivant que q est impair ou pair) et
nous calculerons le développement de z tant que nous ne considérons
dans V que des termes de degré, en jx, inférieur à 2/1.

15. Qu'arrive-t-il si nous étudions maintenant le terme de degré in
du développement de Y/kl Ce terme a pour coefficient un polynôme de
Fourier qui ne contient comme inconnus que des coefficients d'ordre
inférieur ou égal à ara — 4 et nous allons voir qu'il y figure des termes
d'ordre in. Pour que ce coefficient soit indépendant de (3 il faudra
donc annuler les coefficients de ces termes d'ordre 2rc.

Nous distinguons deux cas suivant la parité de n pour tenir compte
des changements d'expression de certaines intégrales. Supposons
d'abord n pair. Soit n = im, nous trouvons alors

vu
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les termes non écrits ne peuvent, d'après ce que nous avons dit,
donner aucun élément d'ordre in dans le coefficient de \x2n. Nous
avons conservé, pour simplifier l'écriture, l'expression Pa mais les
seuls termes de ce polynôme qui nous intéressent sont ceux d'ordre 2/1;
ils ont pour valeur

cos 2 nu + AB sminu.

II faut maintenant remplacer dans (33) L par son expression tirée
de (3o) et uQ par (3i). Les seuls éléments d'ordre in que nous
obtenons dans le coefficient de \iün sont :

3, sin(3),

provenant de -
'óia '

- (n -h 2) P2(cos(3, sin(3) — — n- [A sin«j5 — B cos^f

provenant du terme en L"+2X/H-2 dans (3o);

_ cos 2 n 6 -h AB sin 2 n S ,
a L 2 ^ r J '

ivpnunf Q\\ terme en L."" de ' 3ox* ^ÜÏ* suite lorsque /i est ^sir îc

coefficient de a2/i dans le développement de Y contient les termes
"d^ordre 2w suivantsT ~~

7T FA2— B2 1
~ ( n* — 2 n -+- 3 ) cos 2 /t (3 + AB sin 2 /z (3 ,

et ils ne peuvent disparaître de l'expression de V qu'à la condition que A
et B soient tous deux nuls, si bien que le polynôme P doit se réduire
au produit d'une constante par une puissance de ce2 sin2© - h j 2 cos2cp.

Si nous supposons que n est impair, soit n — 2m -f- 1, le coefficient
de X/i+2 dans la formule (33) est seul modifié et l'on a alors

/

, H 0 -1- 7;

P*(cos 11, sin^)sin5"(" — a{))dit -h. . •
" 0
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les seuls termes d'ordre 2.1 figurant dans le coefficient de \jrn du déve-
loppement de Yjk sont encore

TC r A2 — B2 1
j~(n% - 2 /1 + 3) cos2nf3 + AB sin2n|3 ,

ce qui exige A et B nuls.
En résumé : S'il existe une droite D, passant par un point régulier O

convexe d'une surface analytique, telle que le volume compris entre un
plan sécant passant par 0 et la calotte qu'il découpe ne dépende que de la
distance du point O au point d'intersection de D et du plan tangent
pai^allèle au plan sécant, la surface est de révolution affine autour de D
parallèlement au plan tangent en 0. Si la droite D est normale à la
surface, le point 0 est un point (R') ou un point (R).

REMARQUES.

16. Pour déterminer le polynôme P(a?, y) tel que l'intégrale (9) ou
l'intégrale (9') soit indépendante de a nous pouvions utiliser le procédé
indiqué au paragraphe 5 en vue d'obtenir les coefficients de ce poly-
nôme P.

Soit en effet

(34) P(^7 j ) :

l'expression du polynôme P; les intégrales (9) et (o') deviennent
respectivement

(35)
'=2

7=0

(— 1 )»-' C;^o cos/ a sin"+2-/ a V ap I sin"-/;+' u cos"-w ;+- a du

i
[— 1)"—-/ CJ

n cos'oc sin''""^^

p = 0

les intégrales qui figurent dans les expressions ci-dessus sont indé-
pendantes de a et elles peuvent être calculées par des procédés élémen-
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taires, en utilisant les formules

Ja. 2m-\
• o ) .

Les expressions (35) sont donc des polynômes homogènes en sina
et cosa, ayant pour degré n -t- 2 ou n, dont on connaît tous les coeffi-
cients en fonction linéaire des ap. Or, pour qu'un polynôme homo-
gène en sina et cosa soit indépendant de a, il est nécessaire que le
polynôme soit identiquement nul si son degré est impair ou qu'il soit
identique au produit d'une constante par une puissance de sin2a+cos2a
si son degré est pair. Nous connaissons donc la forme que doivent
avoir les expressions (35) pour que (9) ou (9') soit indépendant de a
et par suite nous avons /i + 3 o u n - f i équations linéaires pour déter-
miner les /i + i coefficients inconnus de (34). Ces équations sont
homogènes si n est impair, leurs seconds membres sont alternative-
ment nuls ou égaux au produit des coefficients du binôme par une
même constante arbitraire si n est pair.

Ainsi que nous l'avons déjà signalé, la difficulté que présente ce
procédé provient de la complication des déterminants des systèmes
linéaires trouvés. Dans le cas de l'expression J (nous avons alors autant
d'équations que d'inconnues) le système se décompose en deux autres
comprenant chacun seulement des coefficients ap d'une même parité;
nous_obtenons ainsi^_en examinant le_s deux .hypothèses sur JLa parité—
de n, quatre déterminants symétriques dont les éléments situés sur
une parallèle à la diagonale principale sont égaux. Si Ton écrit
n— im + 1 oun = 2m suivant la parité de n, trois des déterminants
sont d'ordre m -h i, le quatrième s'obtient en supprimant la dernière
ligne et la dernière colonne du troisième (les deux premiers corres-
pondent au cas où n est impair). Il suffit donc de connaître les éléments
de la première ligne des trois premiers déterminants pour pouvoir les
écrire; on trouve que l'élément delapremière ligne etde lacolonney-i-i
a pour expression dans les déterminants d'ordre m -h 1

C m~i-j
2 m
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Xous n'avons pas pu montrer di rectement que ces déterminants ne sont
pas nuls, mais la démonstration donnée plus haut de la forme nécessaire
de la fonction P, nous prouve indirectement que les systèmes d'équa-
tions linéaires que nous venons de trouver n'admettent qu'une solution
unique(la solution nulle ou bien une solution dépendantduparamètre
par lequel peuvent être multipliés tous les seconds membres), par
conséquent tous les déterminants rencontrés dans l'étude de l'expres-
sion J sont différents de o.

De plus, la connaissance de la solution unique nous permet d'écrire,
lorsque n est pair (et égal à 2m), m -h 1 relations auxquelles doivent
satisfaire les coefficients du développement de (1-+-3;)"1 en considérant
le système provenant de J et m -\- 2 relations en considérant le système
provenant de I.

Ces relations sont

T m r2m-2y+2/,-l 2 fi/H-i \° =J ^ m ^

(3-)

Lorsque l'on donne kj la valeur m la relation (36) est encore vraie à
condition de remplacer par i le terme qui correspond kp = o, de même
la relation (87) subsiste lorsqu'on donne kj lavaleurm-t- 1 à condition
de remplacer par 1 le terme du -premier membre qui correspond
à p = o.

Le même procédé pourrait aussi être utilisé pour déterminer le
polynôme P dans l'étude faite au paragraphe 12. Il faut alors que
l'expression

(38) 7rP(cos(3, sin(3) — / sin'*-*l / w — [3 -i- - j P(cos« t sinw) du

soit indépendante de p. Or, si l'on écrit P sous la forme

P(cos(3, siiijS) = 2a y sinvj3 cos"- '^,
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cette expression (38) devient

sin'(3 cos"+2-/(3Qè+a ^ a<7 ƒ
o p

Nous savons d'autre part que P vérifie la condition imposée à (38)
lorsqu'il est une puissance de x--\-y- et (38) a alors une valeur
constante non nulle, ou bien lorsque le polynôme P correspond à la
forme indiquée à la fin du paragraphe 12 et (38) est alors identique-
ment nulle quelle que soit la parité de n. Ceci nous permet d'obtenir
de nouvelles relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients du
binôme.

Nous aurons par exemple

(39) (- i) ' (Cï-

quand on donna zj une valeur quelconque comprise entre o etE(n/2).
cette limite comprise. De même

lorsque l'on a o < y <E ( •

Si Ton donne ày' la valeur o dans l'une ou l'autre de ces relations,
leur forme est légèrement modifiée; on obtient

r/ = 0
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qui correspond à (3g), et

qui correspond à (4o)-
Nous avons signalé ces relations qui peuvent se rencontrer dans

d'autres études où l'utilisation des polynômes de Fourier ne serait pas
possible. Il serait intéressant de démontrer directement les rela-
tions (3g) et(4o).
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