GEORGES KUREPA
Ensembles ordonnées et ramifiés

Theses de I’entre-deux-guerres, 1935
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1935__175__1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1935__175__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ne D’ORDRE: 2475

SERIE A. N: 1609 TH ES ES

PRESENTEES
A LA FACULTE DES SCIENCES

DE L'UNIVERSITE DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

Par M. GEORGES KUREPA

4 \
tre THESE: - Ensembles ordonnées et ramifiés ‘ A
2 THESE: — Propositions données par la Faculté G, T
,.- > &
i, g
Soutenues le 1 6 Décembre 1935 devant la Commission d’Examen
MM. EMILE BOREL Président. /"(;jf\__
Y "

Lregl

PAUL MONTEL \ Examinateurs
MAURICE FRECHET J eurs.

BELGRADE
1935



FACULTE DES SCIENCES DE L’UNIVERSITE DE PARIS

Doyen honoraire . .
Doyen

..........

Professeurs honoraires

G. BERTRAND . .
M. CAULLERY . .

G. URBAIN . ...
Emile BOREL . . .

Jean PERRIN . . .
H. ABRAHAM.

E. CARTAN . . . .
M. MOLLIARD . .
L. LAPICQUE . . .
E. VESSIOT . . . .

4= =33

U .
r it

==

A. COTTON. ... T
J. DRACH
Charles FABRY. . T
Charles PEREZ . . T
Léon BERTRAND T

P. PORTIER.. . T
E.RABAUD . ... T
M. GUICHARD . .

Paul MONTEL .. T

P. WINTREBERT. T
BLARINGHEM. T
. DUBOSCQ. .. T
JULIA
. MAUGUIN ... T
. MICHEL-LEVY

BENARD . . . .

. DENJOY .. ..

cor

o> IFO0

MM.
M. MOLLIARD.

C. MAURAIN, Professeur, Physique du Globe.

H. LE CHATELIER. | Léon BRILLOUIN.
H. LEBESGUE. ' GOURSAT.
A. FERNBACH. WALLERANT.
| A. LEDUC. GUILLET.
Emile PICARD. PECHARD.
Rémy PERRIER. ! FREUNDLER.
Professeurs :
Chimie biologique. . A.DUFOUR. ...
Zoologie (Evolution des .. DUNOYER. . .

étres organisés).
Chimie générale.
Calcul des probabilités et
Physique mathématique.
Chimie physique.
Physique.
Géomeétrie supérieure.
Physiologie végétale.

Physiologie générale. Ch. JACOB .. ..
Mc¢canique analytique et Mé- P. PASCAL . ..
canique céleste, | M. FRECHET . . .

Recherches physiques.
Analyse supérieure.
Enseignement de Physique.

Zoologie. { H. BEGHIN .. ..
Géologie structurale et |
géologie apphquee i FOCH.......

l’hv§mlog1e comparée.
Biologie expérimentale.
Chimie minérale.

A. GUILLIERMOND

M. JAVILLIER. .

JOLEAUD

ROBERT-LEVY . .
E. PICARD . . . .

Henri VILLAT. ..~

. E. ESCLANGON
Mme RAMART-LUCAS

PAUTHENIER. . .
. T

DE BROGLIE .

T
T
.LUTAUD . ... T
Eugéne BLOCH. . T
G. BRUHAT. . ..

E. DARMOIS . ..
A. DEBIERNE. . .

T

. T

LT

T

T

-~

Théoric des fonctions et CHRETIEN. . . .
théorie des transformations. P. JOB ... ...
Anatomie et Histologie . LABROUSTE . ..

comparées. . PRENANT . . ..
Botanique. o VILLEY......
Biologie maritime.
Application de l'analyseala; BOHN.......
Géométrie. COMBES. . ...
Minéralogie. GARNIER
Pétrographie. PERES ......
Mécanique expérimentale HACKSPILL . . ..
des fluides. LAUGIER. . . ..
Calcul différentiel et calcul | TOUSSAINT. . .
intégral. M. CURIE . . ..
Géographie physique et G. RIBAUD . ..
géologie dynamique. CHAZY.......
Physique théorique et phy- . GAULT.......
sique céleste. GROZE.......
Physique. DUPONT. ..... T
Physique. LANQUINE. . . ..
Radioactivité. VALIRON . ....
Secrétaire . . .. ... A. PACAUD.

Secréitare honoraire .

D, TOMBECK.

| AUGER.

. BLAISE.

| DANGEARD.,

] JANET.
LESPIEAU.
MARCHIS.
MOUTON.

Physique (P. C. B.).
Optique appliquée.
Botanique (P. C. B.\.
Chimie biologique.
Paléontologie.
Zoologie.

Zoologie (Evolution des
étres organisés).
Mécanique des fluides et

applications.
Géologie.
Chimie minérale.
Calcul des probabilités et
Physique mathématique
Astronomie.
Chimie organique.
Mécanique physique et
expérimentale.
Mécanique expérimentale
des fluides.
Physique (P. C. B...
Théories physiques.
Optique appliquée.
Chimie générale.
Physique du Globe.
Zoologie.
Mécanique physique et
expérimentale.
Zoologie (P. C. B)
Botanique.
Calcul différentiel.
Mécanique des fluides.
Chimie (P. C. B.).
Physiologie générale.
Technique Aeronauhque.
Physique (P. C.
Hautes temperatures
Mécanique ratnonnelle
Chimie (P. C. B.).
Physique.
Théories chimiques.
Géologie.
Mathématiques générales.



A

MONSIEUR VLADIMIR VARICAK
PROFESSEUR A L’UNIVERSITE DE ZAGREB

En témoignage de ma plus grande gratitude






A

MONSIEUR MAURICE FRECHET
PROFESSEUR A LA SORBONNE

Hommage trés respectueux






Pnsembles ordonnés et ramifiés.

Par

GEORGES KUREPA.

Introduction.

La théorie des ensembles ordonnés s’est heurtée, dés soun
début, a des probléemes présentant de sérieuses difficultés d’ordre
plutot logique que technique; tels sont: le probléeme de I'ordon-
nance ou de la bien-ordonnance d'un ensemble donué quelcon-
que?), le probleme de ['existence d’un nombre cardinal entre
k et 2% k étant un nombre cardinal infini quelconque 2). Ensuite,
Michel Souslin®), un des premiers éléeves de M. Lusin, a posé,
dés 1917, le probléeme de savoir si tout ensemble ordonné con-

1) Ce probleme est partiellément résolu par 'affirmative par M. Zermelo
(en formulant ,I'Axiome de Zermelo®) et M. Fraenkel (en prouvant I'indépen-
dance de l'axiome de Zermelo des autres axiomes de la théorie des ensem-
bles); cepeundant, ou est loin de prouver que l'axiome de Zermelo est indépen-
dant d’un systeme non-contradictoire d'axiomes de la théorie des ensembles.

2) La réponse présumée négative a ce probléme est appelée Hypothase
de Cantor.

8) Clest fui qui, avec M. Lusin, a inventé, en 1917, en généralisant les
ensembles boreliens, les ensembles analytiques dont la théorie nous jette un peu
de lumire sur la structure du Continu mathématique,

Publications mathématiques IV, i



2 Georges Kurepa

tinu & tel que p,E =8, est nécessairement identique, au point
de vue de l'ordre, au continu mathématique ¢), ou, ce qui revient
au méme a la suite d’un théoréme de Cantor, si un tel ensemble
I est tel que pJV =N,

Malgré des efforts continuels d’un grand nombre de mathé-
maticiens, aucun des trois problémes fondamentaux précédents
n’est complétement résolu. Dans le présent travail, on a traité
un ensemble de probléemes se rattachant au probleme de Sous-
lin. Bien que celui-c1 ne soit pas définitivement résolu, on verra
quelle est sa nature et quelles sont les difficultés qui s’opposent
a sa solution, Voici le véritable aspect du probleme de Souslin:
FE étant un ensemble ordonné continu, on se donne la donnée
cellulaire p,ki=n,, et on se demande quelle est la valeur du
nombre p,F dont le caractére est ponctuel ®). Au sein de tableaux
ramifiés (= arbres généalogiques), le probléme de Souslin est
revétu d’un caractere ponctuel, En effet, la réponse affirmative
au probléme de Souslin est une conséquence de l'une quelcon-
que des deux hypothéses suivantes: 1) Toute sunite ramifiée
distinguée contient un sous-ensemble disjonctif non-dénom-
brable; 2) 7' étant un tableau ramifié quelconque, la borne supé-
rieure b T des puissances des sous-ensembles dégénérés6) de T
est, dans T, atteinte; c’est-a-dire, 1" contient un sous-ensemble
dégénéré ayant la puissance b T (Postulat de ramification).

Une fois qu’on se trouve dans le domaine de tableaux rami-
fiés, un grand nombre de problémes se posent d’eux-mémes;

4) L’ensemble des nombres réels x tels qne 0 < x = 1 est appelé Con-
tinu mathématique.

5, C'est par I'analyse précédente que nous avons pu formuler le Pro-
b'éme de la structure cellulaire des espaces abstraits (voir la note (11) du-,Com-
plement).

6) Un arbre généalogique A est dégénéré si aucun couple de ses élé ments,
sauf ceux appartenant a la premigre génération de A, n'ont, dans A, les mémes;
préd écesseurs,
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notons celui-ci qui, par sa structure logique, occupe une place a
part?): Deux suites distinguées quelconques de rang w, sont-
elles nécessairement semblables? (Premier probléme miracu-
leux® ),

La réponse affirmative au probleme précédent entraine Ia
réponse affirmative au probleme de Souslin; celle-ci, de sa part,
entraine cette proposition que nous ne savons pas prouver: Tout
sous-ensemble non-dénombrable de o,°) contient une famille non-
dénombrable d’ensembles dont aucun n’est contenu dans aucun
autre. Pour que, inversement, la proposition précédente entraine
la réponse affirmative au probléme de Souslin, on devrait, ce
que nous ne savons pas faire, démontrer que toute suite distin-

N

guée de rang w,; est semblable a un sous-ensemble de o, °).
I est remarquable que, en attaquant, en liaison avec
le probleme de Souslin, différents problémes concernant des

7) Tout en croyant que la réponse & ce probléme ne soit pas négative,
il n’y a aucun éspoir d’en pouvoir donner une affirmative parce que celle-ci

exige un passage a la limite non-denombrable d’homéomorphies partielles non-
denombrables mutuellement enchevétrées (c’est surtout M. Lusin qui a insisté
sur la possibilité de tels phénomeénes).

8) Dans le langage courant, le Premier probleme miraculeux s’exprime
ainsi: Soient A1,A2 deux arbres généalogiques infinis non-dénombrables quel-
conques vérifiant ces conditions: a) Toute génération de Ai, (i=1,2) est infinie
et dénombrable, b) A tout élément a de Af correspond une-infinité d’autres ¢lé-
ments de Ai, (i=1,2) ayant les mémes prédécesseuts que a, ¢) Toul élément
de Al a au moins un parent direct dans toute génération de Ai, (i=1,2), d) Tout
sous-ensemble d’individus de Ai, ({=1,2) deux & deux en parenté directe est
au plus dénombrable (L’existence de tels A a été prouvée, pour la premiére
fois, par M. N. Aronszajn cf. Note 9'3); peut-on, alors, €tablir une correspon-
dance biunivoque entre les éléments de Al et ceux de A2 conservant leur degré
de parenté.

9) oy désigne la famille des sous-ensembles bien-ordonnés non-vides et
bornés de I'ensemble des nombres rationnels. Si I'on considére les éléments de
o comme complexes de points, Gy devient un tableau ramifi¢ jouissant d’intéres-
santes propriétés. (V. Lemme 10'4).



4 Georges Kurepa

tableaux ramifiés — tels que I'existence d’une descente disjonctive
dans toute suite distinguée —, on se heurte a des difficultés
qui, par un certain dualisme logique, nous rappelent des difficultés
gu’on rencontre en voulant prouver 'Hypothése de Cantor (pour
le dualisme des mots _au moins un“ et  tout“ (sans exception,
voir la note (17) du ,Complément“).

Quant a d’autres problémes liés aux précédents, voir le
Théoréme fondamental du ,Complément®,

Enfin, dans un travail particulier, nous reviendrons sur une
catégorie de problémes liés au probleme de Souslin, et chez
lesquels c’est une certaine notion d’uniformité qui domine ),

Le présent travail se compose de trois parties:

Le Chapitre I traite des E''). Aprés avoir posé, dans le § 1,
un certain nombre de définitions, on démontre, daus le § 2,
quelques propriétés utiles des nombres transfinis, pour passer, dans
le § 3, & 'étude des E: on préte une attention particuliere a la
distinction entre différentes espéces de portions de E a la suite
de quoi on formule trois principes de 'induction; le § 3 se ter-
mine par la considération de certains sous-ensembles et sur
ensembles d'un £ donné [V. la signification de fE (f=1L,s, S
w.v,w)]. Le § 4 contient une étude assez détaillée de familles mo-
notones d’ensembles (commencée par MM, Zermelo et Kuratowski),
et leur application a la définition des ensembles ordonnés (ct,
le théoréme 3 du § 4). Dans le § 5, on esquisse la notion de
complexes de points (due a M. Hausdorff) et on étudie diffé-
rentes opérations avec ceux-ci. Le §5 rend compte de la liaison

10) A ce propos, cf. le ,Postulate of Uniformity“ de M. Veblen (Tr.
Am. Math. Soc. 9, 1908, p. 166) aussi bien que le critere de M. Alexandroff-
Urysohn sur la distanciabilité des espaces accessibles (pour son énon €, voir
p. 220 des Espaces abstraits de M. Fréchet); voir aussi les hypothéses Ps,P7
du ,Complément* chez lesquelles c’est la notion d’une certaine unicité qui in-
tervient.

1) E, T désigneront respectivement un ensemble ordonné et un tableau
ramifi¢ quelconques,
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entre les espaces ordonnés et plusieurs catégories d’espaces étu-
diés par M. Fréchet; on y démontre que le continu mathématique
est caraciérisé, au point de vue de Dordre, par la propriété
d’étre un espace ordonné continu distanciable. Le dernier § du
Chap. 1 contient les notions importantes des familles disjonctives
d’ensembles et des puissances pE, (¢=0,1,...5) attachées a un
E, et différents théorémes concernant celles-ci.

Le Chapitre I1 traite des T' et E'). Le § 8 contient la défi-
mtion des ensembles, tableaux et suites ramifiés, la notion de
differents sous-ensembles d’un T (portion, noeud etc.), cl.ssifi-
cation des 7'en larges, étroits et ambigus; on introduit la no-
tion de familles et de tableaux ramifiés d’ensembles, on donne,
en généralisant une idée due a M. Lebesgue la représentation
de ceux-ci au moyen de complexesde points dont un cas parti-
culier sera utilisé, dans le § 12 B, pcur résoudre un probléme
de M. Sierpinski; on reprend 1'étude de complexes en définis-
sant leur ordonnance naturelle dont on fait, par la suite, usage a
plusieurs reprises (Existence de suites distinguées, Se pro-
bléme miraculeux. Hypotheses Pg et P, du Cumplément, etc,) Le
§ 9 contient I’étude de quelques questionsse rattachant a la no-
tion importante de traversées monotones et disjonctives d’'un 1. Dans
le § 10, on introduit la notion de types de ramif'ication et, en
établissant quelques théorémes, on arrive au Premier probléme
miraculeuxz. Dans le § 11, on attache a tout 7' deux puissances
bT, ¥ T, on définit des 1" normanx et on pose la question de
I'existence des 7' anormaux. Enfin, dans le § 12, on revient
aux E, on introduit la notion de développement complet d'un E
et en particulier celle d'une d-partition compléte des E  continus;
on redonne la solution d'un probléeme de Sierpinski et on ar-
rive au probléme de Souslin et a la notion de E normaux.

Quant au Complément®, sa lecture est particulierement re-
commandée.

T/Lrvh&@
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L’origine de ce travail était I'idée de généraliser les espa-

ces distanciés de M. Fréchet en faisant jouer le role de nombres
réels aux éléments d'un ensemble ordonné quelconque (CE. la

définition des espaces pseudo-distanciés dans les C, R. de Paris,
30 avril 1934); quelques résultats ont paru dans les Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris (19 Février, 5
Mars et 9 Juillet 1934).

Pour terminer, j'exprime ma plus vive reconnaissance a
M. V. Vari¢ak, Professeur a I'Université de Zagreb, pour ses
encouragements et lintérét qu’il a bien voulu accorder & mes
travaux. Qu’il me soit permis d’adresser 'expression de ma pro-
fonde gratitude envers MM. Borel et Hadamard. Je remercie
infiniment: M. Montel de ces conseils et des innombrables ser-
vices qu'il a bien voulu me rendre, M. Fréchet de ses précieux
conseils et de lintérét constant qu’il a porté a mes travaux, et

M. Denjoy de ces conversations, instructives et encourageantes
a la fois.



CHAPITRE 1

ENSEMBLES ORDONNES DE POINTS

§ 1. Définitions générales

1. x, p, étant deux objets?), la lettre R, dans un symbole
de la forme x R y, est une relation hinaire dont x est le pre-
mier et y le second terme.

Si la relation binaire R subsiste entre tout couple de points
d’un ensemble E, on dira que E est domaine de R,

Si x R x est vraie pour tout x, la relation R sera dite
réflexive. Si x R x n'est vraie pour aucun X, R sera dite anti-
réflexive.

Si x Ry, y R x subsistent simultanément pour tout x et
tout y, R sera dite symétrique; si cela n’a lieu pour aucun ccuple
x, ¥, R sera dite anti-symétrique.

Si x R z subsiste toutes les fois que x R y, y Rz, Rsera
dite transitive. Si cela n’arrive pour aucun triple de points, la
relation R sera dite anti-transitive.

1) Le mot ,objet est le nom commun pour ,élément et ,,ensemble“
tels qu'il sont axiomatisés, par ex. par M. E. Zermelo (Fund. Math. 16, 1930,
p. 29 et suiv.). 8i @ est un élément d'un ensemble E, on éerira ¢ ¢ E ou
E s a; dans le cas contraire, on écrira @ non ¢ E; I, F étant deux nnsembles,'
on écrira F (C E ou E ) I si tout élément de F' est un élément de K : F
sera dit alors un sous-ensemble de E, et E un sur-ensemble de F.

Si F (C E sans que E ) F, on ecrira F (C E et dira que I' (E) est
un vrai sous-ensemble (sur-ensemble) de E(F). En désignant Pensemble vide
par 0, le symbole 0 (C E voudra dire que E n'est pas vide, c’est & dire
p E > 1, p E désignant la puissance de E: « étant un objet quelconque, on
désignera, en cas d’ambiguité, par {g} I'ensemble (ou la famille) composé de
I'élément a.
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2. Une relation réflexive, symétrique et transitive sera
appelée relation” de classirication ou simplement classification, et
designée par le symbole particulier oo qu’on pourra lire ,équi-
valent®, ,congruent®, ete.

L’identité est une relation de classification. Soient E le
domaine d’une classification et @ un élément de E; en appe-
lant faiscean a de E Pensemble E, de tous les points x de E
tels que x o~ @, on a ce

Lemme [:E=ZXZE.?, acE; les E. sont tels que
E =E, si acvob, et E;E73=0 si a nonovb.

3. Une relation d'ordre est une relation binaire qui est
anti-réflexive, anti-symétrique et transitive; elle sera désignée
par le symbole < qu'on pourra lire ,précéde*, , inférieure i
mavant’, ete.

Le signe a < b sera écrit aussi sous la forme 6> a.

On voit que le signe > est aussi une relation d’ordre
ayant le méme domaine que la relation<. La relation > sera dité
relation inverse de > et lue ,succeéde a&“ ,plus grand que,
naprese ete.

4. Un ensemble de points, £, sera dit ordonné si I’on peut
établir, entre ses points, une relation d’ordre <; autrement dit3),
un ensemble ordonné E est une paire d’'un ensemble de points,
P, et d’'une relation d’ordre < ayant P pour domaine. On écrira
E = (P, <). De plus, ’ensemble vide et tout ensemble composé
d’un seul élément seront considérés comme d’ensembles ordon-
nés. (cf. relation de comparabilité dans le § 8).

L’ensemble ordonné (P,>) sera designé par E* et app&lé
inverse de I,

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, E désig-
nera un ensemble ordonné. F' étant un sous-ensemble de E, F
sera considéré comnie ordonné par la méme relation d’ordre par

2) @ étant une classe de familles «F d'ensembles E de points a, le signe
> ¢ désignera la réunion de tous les points a. Le signe X'd désignera la
famille de tous les F appartenant & au moins une familte <. D'une fagon
analogue, on définit [P et N'P. En particulier, deux ensembles E, F, tels
que E F = O seront dits disjoints.

3) Cette définition est due & M. M. I'réchet.
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laquelle E est ordonné. En particulier, <% étant une famille de
sous-ensembles de E, Pensemble 3 F sera toujours considéré
comme un sous-ensemale ordonné de E. A, B, étant deux en-
sembles non-vides de E, le signe A < B voulra dire que tout
point de A préctde tout point de B.

Convention 1. L’ensemble vide pourra, dans le cas général,
précéder et succéder, a la fois, a tout point de chaque ensemble
ordonné. En particulier, si A < B, on aura aussi 4A<0<B.

5. @, H étant deux sous-ensembles de E, les symboles (. , G) &
et (G, .)r désigneront respectivement ’ensemble de tous les points
de H qui précédent les points de G et I'ensemble de tous les
points de H qui succédent aux points de G. En particulier, a
étant un point de E, l'ensemble (., a)z ou simplement (., a)
sera appelé intervalle de E @ gauche de a ou, ce qui est plus
commode, ntervalle gauche a de E.

L’ensemble (., alz +-a sera appelé segment gauche a de I
et designé par (.,d]s ou (., a]. D'une fagon analogue?), on
détinit le segment droit a de E qu’on désignera par [a,.)z ou
[a,.). Le point a sera dit cxtrémité de (., a), (.,a], (a,.) et
de [a.,) a, b étant deux points différents d’'un E tel que
pE > 1, ensemble ordonné

@,.) (.,0+0,.)(,a

sera appelé intervalle a b ou b a de E et désigné par (a, b)z ou
(a, b) ou (b, a)r ou (b, a); autrement dit(a, b) est 'ensemble de
tous les points x de E tels que a<x < b si a<b ou b<x<a
si b<a; :

I’ensemble a -+ (a, b) + b sera appelé segment a b ou ba de
E et designé par [a, b]x ou [a, 8] ou [b, alz ou [b, a]. Le signe
xe(a, b)r sera lu aussi: x est entre a et b ou entre b et a.

On posera [a, b)rx=a+(a, b), (a, blz=0-(a, b).

4) On remarquera, une fois pour toutes, que les expressions telles
que: gauche-droit, premier-dernier, etc. sont dans une certaine dépendance
dualistique, parce que, par exemple, ,gauche“ dans E veut dire ,droit“ dans
E*. C’est ainsi que par exemple le segment droit a de E veut dire ,le seg-
ment gauche a de E*“.

5) Cf. A. Denjoy, Journal de Math. I, 1915, p. 108.
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Les points ¢, b seront appelés extrémités de [a, b], (a, b],
(a, b) et (a,b).

Les intervalles (segments), les intervalles (segmentes) gau-
ches et droits de E, seront appelés, tout court, intervalles (seg-
ments) de ES).

6. I’ensemble vide, tout ensemble composé d’'un seul point
de E, les segments, les intervalles et les ensemble [a, &)z et
(a, bx seront appellés, en commun, portions élémentaires de E.
Tout sous-ensemble F de E tel que [a, b)rC F si a +b6CF,a,
b étant quelconques, sera dit portion de E. Par conséquent, tout
point de E est une portion de E. Tout sous-ensemble F de E
tel que (.,aleC F si ae F, a étant quelconque, sera appelé
portion gauche de E.

I’ensemble vide sera considéré comme une portion, por-
tion gauche et portion droite de E.

7. Un sous-ensemble unon-vide F de E sera dit borné in-
féricurement dans E ¢'il est contenu dans un segment droit de
E. On dira que F est limité inférieurement s’il contient un point a
tel ‘que [@,.)e 2 F. Le point a sera dit alors le premier point
de F. On dira que F est borné dans E, ¢’il est borné, dans E,
inférieurement et supérierement, c’est a dires’il appartient & un
segment de E. F sera dit limité s’il a un premier et un dernier
point.

Si I/ n’a ni un premier ni un dernier point, il sera dit
anti-limité. Par conséquent, un ensemble non-limité, n’est pas
nécessairement anti-limité. [ ensemble vide sera considéré comme
anti-limité. : .

On dira que la borne supérieure®) relativement a E, d’un
sous-ensemble non-vide F de E existe et qu’elle est égale a a
si a est ou bien le dernier point de F ou bien, si F n’apas un
dernier point, alors @ est le premier point de (F,.)x.

8. Si tout sous-ensemble non-vide de E est limité, E sera
dit finé; dans le cas contraire, E sera dit infini. Si tout sous-
ensemble non-vide de E a un premier (dernier) point, £ sera

6) Cf. R. Baire, Lecons sur les théories générales de 1’ Analyse,
Paris, 1907, t. I p. 7 et suiv,



Ensembles ordonnés et ramifiés H

dit bien ordonné (inversement bien ordonné). L’ensemble vide sera
considéré comme fini, bien-ordonné ct inversement bien-ordonné.
On s’apercoit que cette définition des ensembles finis est équi-
valente a la définition courante?).

9. Espaces ordonnés. F étant un sous-ensemble de E, la
fermeture £ de F relativement & E est Pensemble de tous les
points a de E tels que dans tout infervalle de E contenant a, il
y ait au moins un point de F3). Tout pointa de E appartenant
a la fermeture de F—a sera appelé point d’accumulation de F3)
(relativement & E). En particulier, si a appartient a la fermeture
de (., a)r, a sera dit point d’accumulation de F du cité gauche.
Si a est un point d’accumulation de £ du coté gauche et du e6té
droit, a sera dit point d’accumulation bilatérale de F. L’ensemble dé-
rivé F' de F, relativement & E, sera ’ensemble de tous les
points d’accumulation de F. Tout point de F qui n’est pas un
point d’accumulation de F, sera dit point isolé de F. Si F'CF,
F sera dit fermé. Si F' JF, F sera dit dense en soi. F ayant
au moins deux points sera dit dense (au sens absolu) si tout
point a de F est un point d’accumulation aussi bien de (., a)z si
(.,a)r30 que de (a, )~ si(a,.) 0.

G, H étant deux sous-ensembles de E, on dira que G est
partout dense sur H si G2 H®). Sous la méme hypothése, on-

dira que G, H sont mutuellement connexes®) si GH 4+ GH D 0.
Un sous-ensemble F de E sera dit connexe si, en le dé-
composant d'une maniére quelconque en deux sous-ensembles,
ceux-ci sont mutuellement connexes?3).
Convention 2. Sauf mention expresse du contraire, tout en-
semble ordonné composé d’un seul point sera considéré comme
non-connexe #).

Remarque. D’aprés cc qui précéde, on doit distinguer les
espaces ordonnés des ensembles ordonnés ou, comme on les

7) Sur la théorié des ensembles finis, voir A. Tarski, Fund. Math.,
VI, 1922, p. 45-95,

8) Pour la terminologie, voir M. Fréchet, Espaces abstraits, Pariss
1928, p. 173 et 288; W. Sierpinski, Nombres transfinis, Paris, 1926, chap.
VII; et F, Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig, 1914 p. 474. Ces
trois livres seront désignés, dans ce qui va suivre, respectivement, E. A., N. T-
et G. M.
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appellera dans le second chapitre, ensembles monofones, un espace
ordonné étant un ensemble ordonné dans lequel Popération de
dérivation, qu’on vient de définir, des sous-ensembles de E est
donnée (ou ce qui revient au méme, si 'on se donne Popération

PN

de faire correspondre a tout FC E un FCE). Cette remar-
yue sera utile dans la suite?).

10. Chaque décomposition de E en deux portions disjointes
sera appelée coupure de E. Excepté le cas ou 1'une des portions
en question est vide, on voit que 'une d’elle est a gauche de
Pautre. Si I'une d’elles est vide, on aura deux coupures différen-
tes suivant qu’on prend la portion vide pour la portion gauche
ou droite et alors I’ensemble E lui, méme pour portion droite
ou gauche. Alors la portion qui est a gauche de Pautre, sera
appelée composant inférieur de la coupure en question, ou (por-
tion & gauche de la coupure).

P étant une portion de E, la coupure P de E signifiera la
décomposition E=A--P+B, 4 <P < B ¢’est a dire la décompo-
sition E=(., P)e+P+(P, .)p.

On dira qu'une coupure de E owwre une lacune de E (ou
dans E) si la portion a4 gauche de la coupure n’a pas un der-
nier élément et si sa portion droite n’a pas un premier élément;
si, de plus, les deux portions sont non-vides, la lacune corre-
spondante sera dite ntéricure. Si E a au moins une lacune, il
sera dit lacunaire; dans le cas contraire, £ sera dit non-lacunaire,
L’ensemnble vide sera considéré comme lacunaire, On dira que la
coupure 4B de E cst engendrie par le saut AB ou ab de E si
a est le dernier point de A et b le premier point de B.

11. D’une maniére générale, tout couple de points diffé-
rents @, b de E entre lesquels il n’y a aucun point de E c’est
a dire qui sont tels que (a,b)r=0, sera appelé un saut de E;
les deux points seront appelés cxtrémités du saut. Si les extré-
mités d’'un saut de E sont points d’accumulation de E, le
saut sera dit de scconde cspéce. Tout saut qui n'est pas de se-
conde espece, sera dit de premiére espéce (Cf. la définition des
nombres ordinaux de premiére et de seconde espece dans le § 2).

9) Cette remarque est due a M. Fréchet.
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12. Un ensemble ordonné dense et non-lacunaire sera dit
continu, o

P étant une propriété quelconque d’intervalles, on dira que
E posséde partout la propricté P ou que E posséde totalement la
propriété P, si tout intervalle non-vide de E possdde la propri-
été P. On saura alors la signification des notions: partout lacu-
naire, totalement non-connexe, ete.

13. G, H étant deux sous-ensembles non-vides d’un ensemble
ordonné E, on dira que G, H sont confinaux (coinitiaux) si ou
bien ils ont le mémc dernier (premier) élément ou bien apres
(avant) tout point de G il y a un point de H et aprés (avant)
tout point de A il y a un point de G.

Si G, H sont coinitiaux et confinaux, ils seront dits coex-
tensifs 1),

14. Deux ensembles ordonnés sont dits semblables si, entre
leurs points, on peut établir une correspondance bi-univoque con-
servant lordre relatif des points.

A chaque E on fera correspondre un et un seul signe tE.
appelé type ordinal de E. Lie symbole tG<tH ou tH>tG
voudra dire que G est semblable & un sous-ensemble de H. On
éerira t G=tH si tG< tH et tG_>tH. Enfin, le symbole
tG || tG signifiera qu'aucun des signes tG < tH et tH<tG
r’ait lieuw. Dans le dernier cas, on dira que {G et tH sont
incomparables 11).

Convention 3. Dans une certaine phrase, on dira, par abré-
viation, type ordinal o au lieu de: tout type ordinal « qui sub-
stitué & o dans P ne change pas le sens de cette phrase.

15. F étant un ensemble ordonné, soient E., a parcourant
F, les éléments d’une famille d’cnsembles ordonnés qui sont,
pour des a différents, deux a deux disjoints; alors 'ensemble-

somme E=2E, signifiera la réunion des points des E. ordonnée
r

de manieére que les points d’un méme £ conservent leur ordre
primitif et E,SE» dans E suivant que a<sb dans F.

719 G M. p. 130,
11) Cf. G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berlin-Leipzig 1932
p. 282; et E. A. p. 31 et suiv,
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On posera tE =X¢E.. A, B étant deux ensembles ordonnés,
r

le produit (combinatoire) 4 X B de A et B est l’ensemble de
tous les couples (b, @), acA, be B ordonnés alphabetiquement
(Qaprés le principe de premiéres différences):

On posera (o', a') = (b, a) si b= 0" et a = a’; on poscra
(&', @)= (b, a) dans AXB suivant que ou bien &' <b dans B
ou bien o’'=05 et a’=a dans A (cf. §§ 5 et 13).

§ 2. Sur les nombres transfinis.

A. Nombres ordinaux.

1. Les types ordinaux des ensembles bien ordonnés s’ap-
pellent nombres ordinauz ou simplement ordinaux®). Tout nombre
ordinal qui est un point d’accumulation d’autres nombres ordi-
naux sera dit de seconde espéce. Tout ordinal qui n’est pas de
seconde espéce sera dit de premiére espéce. On désignera par
po et on appelera puissance du nombre ordinal o la puissance
de 'ensemble de type ordinal a.

2. Un ordinal « étant donné, le type-limite ta de o. est défini
comme suit 2); si o est de premiére espéce, alors ta=a; si a est de
seconde espéce, ro est la borne inférieure, relativement a I'ensemble
des ordinaux, des nombres ordinaux § tels que « soit la borne
supérieure d'une §-suite d’ordinaux < a?®). Si to=a, a sera dit
régulier; si to < a, a sera dit singulier. Si o est régulier et de
seconde espece, il sera appelé inaccessible?).

1) Pour la théorie axiomatique des nombres ordinaux,y voir A. Fraen-
kel, J. fiir Math., 155, 1926, p. 129-158; J. v. Neumann, Math. Ann., 99,
1928, p. 373-391.

%) La notion de ra interviendra trés fréquemment dans le chap. II.

8) Tout ensemble bien ordonné de type ordinal ¢ s’appellera aussi
une @-suite. Tl est a remarquer que, « étant un ordinal, l'ensemble (., a)
des ordinaux précédant o forment une a-suite (voir N.T.p. 171).

4 Concernant la théorie des nombres inaccessibles, voir A. Tarski-
W. Sierpinski, Fund. Math., 15, 1930 p. 292-300; quant & leur existance et
interprétation, voir E. Zermelo, loc. ¢it. §§ 2 et 5.
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Tout ordinal infini dont la puissance est supérieure a celle
d’'un ordinal quelconque qui le préceéde, sera dit initial. Les
nombres initiaux seront désignés par:

Wy, Wy, ... Wa,... pour tout ordinal o >0,
w = w, signifiant le plus petit ordinal initial et we pour a> 0,
désignant la borne inférieure des ordinaux § tel que pB > pwy
<o

On posera pw,=R, et lira aleph «o.

Pour la suite, il faut retenir qu'on posera:

Txa =TW.

On parlera d’alephs ¥, réguliers, inaccessibles, ete., sui-

vant que le sont les wo correspondants. Les alephs seront
appelés aussi nombres cardinaux transfinis (ou infinis).

Lemme 1. Le type-limite t« de tout ordinal a est un
ordinal régulier bien déterminé et tel que ra<Co.

Corollaire 1, Toute nombre ordinal est ou bien singulier
ou bien régulier.

Lemme 2. La borne inférieure de toute ensemble E
d’ordinaux appartient & E. Si pE <prtY, y désignant la borne
supérieure de E, alors y <E.

N’il s’agit des nombres cardinaux, le lemme précédent
s’énonce comme suit:

Lemme 2: Soient £ un ensemble queleconque de nombres
cardinaux et ¢ la somme de ceux-ci; si pE < prc, alors le
nombre cordinal ¢ appartient a E.

Le lemme précédent interviendra assez fréquemment dans
le chapitre II.

3. E étant un ensemble d’ordinaux et y, sa borne infé-
rieure, on dira que ¢(a) est une fonction rétractante dans E si
pour tout aeE, ¢(c) est un nombre ordinal tel que o(yo) << Yo
et ¢(B) <P pour tout B e E— y,.

En rappelant que (., a) désigne I’ensemble des ordinaux
<o, on a ce
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Théoreée me 1. Soient y un nombre ordinal de seconde es-
pece tel que ty > w, et ¢(a) une fonction rétractante définie
dans (., Y); alors, il existe un ensemble EC(., y) avant y pour
borne supérieure et tel que ¢(a) < E pour tout azE.

En effel, ow bien pour tout a <y il existe un nombre or-
dinal v(ct) tel que o <v(a)<y et que, pour tout B entre v(a)
et y,onait a <¢ (B) oubienil y a un ordinal « <y pour lequel
un tel nombre v(c) n'existe pas. Sile premier cas avait lieu, on

poserait B,=1, 8, +1=V([3“), n=01,.. et BWO =horne sup. B,; on

voit qu'on aurait cp(Bwo)> B"’o et B“’o <y, contrairement a la dé-
finition de la fonction ¢(a).

Il y a donc un nombre, et soit o, le premier nombre or-
dinal & <y tel que, pour tout 8 entre § et y il y ait un nombre
a entre B et Y tel p(a) < ¢ En désignant par E Densemble
de tous les ae (ag, y) tels que ()< oy, on voit (ue E satisfait
aux conditions du théoréme.

Corollaire 2. y étant un nombre initial régulier non-dé-
nombrable et p(«) une fonction rétractante définie pour tout a< v,
il existe un nombre g, <y etun ensemble EC(.,Y) ayant Y
pour borne supérieure tel que p(a)=c, pour tout ae E®).

Ce corollaire exprime une propriété intéressante des nom-
bres ordinaux, a savoir que la fonction inverse de chaque fon-
ction rétractante définie pour tout a<y, Yy étant initial, régu-
lier et non-dénombrable, posstde une infinité de puissance py
de déterminations différentes.

8) Ce corollaire est df, pour y=w; & M. P. Alexandroff et P. Urysohn
(voir Proc. Ac. Si,, Amsterdam, Eerste sectie, Deel X{V n0 [, 1929 p. 95).

Une fonction rétractante est le pendant Jogique aux fonctions telles
que @(a) > a pour tout ordinal a. Sion appelle fonction normale chaque fon-
ction uniforme (a) définie pour fout a et telle que ¢(a) < @(B) si a < B
et @ (borne sup. E) = borne sup. ¢(c) E étant un ensemble quelconque
d’ordinaux, on démontre quil y a de ,valeurs critiques* de ¢(x) telles
que @(a)=ca (voir O. Veblen, Trans. Am. Math. Soc. 9, 1908, p. 280; et G. M.
p. 114) Par exemple, la fonction @(c)=wa est une fonction normale et
tout nombre ordinal inaccessible est une valeur critique de wq; la récipro-
que n’a pas lieu (N. T. p. 226). Cependant, M. E. Zermelo a construit une
fonction normale dont l'ensemble des valeurs critiques coincide avee 'en-
semble des ordinaux inaccessibles (loc. cit, p. 8%).
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Théoréeme 2. Tout ensemble ordonné non-vide n’ayant
pas un dernier point est confinal avec un et un seul nombre
initial régulier (voir la convention 1 * 3)¢).

Corollaire 5. 1ie type-limite re. d’'un nombre ordinal de se-
conde espeéce est le nombre régulier avec lequel l'intervalle
gauche a cst confinal 7).

B. Nombres cardinaux.

On sait que, en admettant le fameux axiome de M. Zer-
melo, on peut démontrer que toute puissance infinie est égale
a un seul aleph®). En particulier a, g étant deux ordinaux quel-
conques, on peut écrire:

N
0y 8= N,

Y étant un ordinal déterminé, d’une. maniére unique.

Cependant, on ne connait aucun triple d’ordinaux vérifiant
U'égquation (1). Tout ce q’on peut dire dans 1'état actuel des Mathé-
matiques c'est ce:

N,
Théoreme 3. Si n, "=y, alors a<{y, p<y et
B # 1y,
On se contentera de prouver que t 3 # ty.Pour cela, il suffit
de démontrer ce:

3

N
Lemme 3. Pour tout ordinal @, on a 8§ “> N .

6) Ce théoréme est dit a M. Hausdorff (G. M. p. 142).

7) A peine faut il rappeler que cela veut dire l'ensemble des ordi-
naux <co. De méme, (a, ) voudra dire l'intervalle ap de I'ensemble des
nombres ordinaus, etec.

8) N. T. chap. XII. La réciproque est aussi vraie: si toute puissance
est un aleph, I'axiome de Zermelo est démontrable. Rappelons aussi ce thé-
oréme de Hartogs: la comparabilité de deux puissances quelconques est une
proposition logique équivalente a I'axiome de Zermelo (T.N. chap. XII),

Pour la théorie axiomatique des puissances, voir E. Zermelo, Math-
Ann. 65, 1908 p.261—281.

Cf, aussi la notion axiomatique de ¢ E dans la définition 1°14.
Publications mathématiques IV, 2
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N
N, )\ '8
En effet, si, dans (1), on avait tB ==ty, on aurait (Raﬂ) =

N R o
= x et par conséquent, ¥ ’ serait égal a la fois & o3 et
Y o

N .
8, 7 ce qui est, d’aprés le lemme 3, impossible. _
Démontrons done le lemme 8. Distinguons deux cas:

q

R “
1°. o« est régulier: ta = a. Puisque § "=2 " si p, vsont

deux ordinaux quelconques tels que p<Cv?), linégalité a dé-
montrer se réduit & 'inégalité classique de Cantor, a savoir que.

N
2 ">, pour tout ordinal v.

20, a est singulier. Soit
a = borne sup. a, «. <a, § <ta les a,étant croissants.
) S 7 e ®
On a donec N, < K, ot d’aprés le théoréme de Konig-

pra
- it c
Zermelo-Jourdain'?), on a Zxa§< N

a < ar

Puisque M, =N, et pro SN, le lemme est démontré.
§< ta

R o ”
L’hypothése que 2 °=xl étant Uhypotheése du continu 12) I'hy-
pothése que, m étant une puissance quelconque infinie, il n’y ait

9 N. T. p. 220.
1) N, T. p. 89.
1) N. T. § 55.

12) Voir le livre récent de H. W. Sierpirski, ,Hypothése du continu
Warszawa, 1934, qui commence par cette phrase: ,La question silainsidite
Uhypothese du conlinu est vraie ou non appartient aux problémes les plus
difficiles de la mathématique contemporaine.

M. D. Hilbert a donné une esquisse de démonstration de I'hypothése
du continu, mais nous ne savons pas si, ny, ny... étant une suite d’entiers,
le procédé itératoire de M. Hilbert finit par engendrer la suite n, ng.. .
C’est a ce point de vueque sa démonstration reste inachevée (voir Math.
Ann., 95, 1925 p. 161 et suiv. en particulier p. 186 et suiv.; aussi W, Acker-
mann, Math. Ann. 99, 1928 p. 118). Voir P'opinion de M. N. Lusin dans le.
livre de M. Sierpinski p. 3 et 4.
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aucune puissance n telle que m <n <2" g’appelle Vhypothése
du continu généralisée®) ou Ihypothése de Cantor; elle sera dé-
signée par (G). Sous cette hypothése, on peut démontrer ce

Théoréme 4.

N
10 Si o B, alors § ﬂ——_NﬂH-

R
2 sia>B rta<tB, alors g =N .

) N
3" si a+ 1>8, alors R, ﬂ=xa+‘

- N
4° si a>B, U = Wy, B< 0, alors R, ﬂ:xa_

_ N
5% si a> B, ta = ws B >0, alors N ﬂ=xa+114).
o

No N
V1 e \ D LA [}
Théoréme 5 Si 2 =y, alos, 8, <Nepop POUT
tout a 15).
Dans la suite, on aura besoin de ce:

Théoréme 6. Pour tout nombre ordinal a, on a

@) 22 =9,

§ < gy

Sous Uhypothése généralisée du  continu, on a D =paw,.
§ < w,
En effet, pour tout &< w,py, on a 27°<{2”*; par con-
séquent,
2 MO Ly,

E<wa+1

N
Puisque 2 “>§,,, '), légalité (2) devient évidente.

13) Voir le livre précité de M. Sierpinski.

14) Le théoréme est dit & M. A. Tarski, Fund. Math. 6, 1925 p. 1—14,
en particulier p. 9 et 10. Aussi le chap. VII du livre précité de M.
Sierpinski. ,

15) Voir la Note des C. R., 198, 1934 p. 703 ol une généralisation. est
donnée. La démonstraticn paraitra ailleurs.

16) Bien entendu en admettant 1'axiome de Zermelo,
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N .
Sous P'hypothése (G), on a 2 “=y,,, et, par conséquent,
aussi X 2% =pw, .

< wy,

§ 3. Propriétés élémentaires des espaces et des ensembles
ordonnés.

Dans ce §, E désignera un espace ordonné, F, G,. .. des
ensembles, a, b,... des points de E.

L

Lemme 1. Si #RG signifie que F et G sont coexten-
sifs, le signe R est une relation classifiante (Déf. 1-2, 1:18).

Lemme 2..% ¢étantune famille finie d’ensembles de E,
la somme X <F est confinale avec un élément de <F.

1L

Iliemme 3. P étant une portion de E, on a
1 E=(,P+P+(P.),(.,P<P<(P,).

Si PO, cette décomposition est déterminée d’une manidre
unique; si P=0, toute coupure de E peut ¢tre mise sous la
forme (1) (voir déf. 1'5, 1'6, 1'10 et la convention 1-1).

Lemme 4. Chaque famille de portions droites de E est
une famille monotone d’ensembles (voir la def. 1'4),

Lemme 5. Lia partie commune de chaque famille: de
portion de £ est une portion de E (qui est en général vide).

Lemme 6. % étant une famille de portion de E deux
a deux non-disjointes, la somme X -ZF est une portion de E.

Lemme 7. % étant une famille finie de portions de E
telles que /7% D0, # contient deux éléments M,, My tels que
M +M, =2 F.

En cffet, d’apres le lemme 2, <# contient un élément
M(Mz) qui est coinitial (confinal) avec X1.F . Puisque, par hypo-
thdse, ITI-F D0, soit xe M, M,. Alors, en posant = 3, .F il est
clair que (., x)rCM,, (x,.)r CM et, par conséquent, F =M, +M,
¢ q f. d,
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Il est & remarquer que le lemme 7 ne subsiste pas néces-
sairement si <# est infinie?)

III.
Lemme 8. Si FCG,alors FFCG et FCG. Si F est
fini, alors F'=0.

Lemme 9. Les cnsembles F’, F sont fermés et par
suite F=F2).
Lemme 10. F étant fermé et F D H, alors F D H.

Lemme 11. Si FRG signifie que F est partout dense
sur G, R est une relation réflexive et transitive; en général, elle
n'est pas symétrique.

Lemme 12. F étant partout dense sur @, tout poing
isolé de G appartient & £,
_ Lemme 13. P étant une portion de E, l'ensemble
P— P est composé au plus de deux points de E: de la borne
inférieure et de la borne supérieure de P relativement & E.
Lemme 14 Pour qu’un espace ordonné ayant au moins
deux points soit dense; il faut et il suffit qu’il n’ait aucun saut.

Lemma 15.Tout ensemble ordonné dense est dense en soi.

Lemme 16. Toute ensemble ordonné partout dense sur un
ensemble ordouné dense est dense en soi.

1V. Principes d'inductions.

Dans cette section, 7(x) désignera une proposition logique
qui est, en y remplagant x par un point quelconque de E, ou
bien vraie oubien non vraie; on dira pour abréger, que T(x) est
vraie ou non vraie pour un Xxe E3),

1) Le lemme 7 est dit & M. A. Denjoy qui s’en est servi dans la théo-
rie de la mesure des ensembles (cf. La notion de ,couvertures strictes d’in-
tervalles«, loc. cit. p. 223—232).

2) 11 est clair que F veut dire G en posant G=F. Par conséquent, les
espaces ordonnés appartiennt & la classe des espaces (V) de M. Fréchet veri-
fiant la condition « de M. Appert (voir, Appert, Actualité Sci. et Indust. 145,
Paris, 1934, p. 12).

3) voir N. T. p. 164, On peut dire que 7(x) est une fonction univoque
définie pour tout xe E et ne pouvantadmettre dans E que deux valeurs dif:
férentes au plus, C'est donc la fonction caractéristique d'un sous-en:
semble de E.
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1. On dira qu'un ensemble ordonné non-vide E admet le
principe de Uinduction linéaire, si la conclusion suivante a lieu:

Hypotheése. Soit 7(x) une proposition logigne quel-
conque vérifiant les deux conditions:

C;: Il y a une portion gauche non vide P, deE telle que
T (x) soit vraie pour tout point x de P,.

C,: Si T(x) est vraie pour tout point xeP, P étant une
portion ‘gauche non-vide de E, il y a, si P CE, une portion
gauche Q de E telle que PC Q et que 7 (x) soit vraie pour
tout x de Q.

Conséquence: La proposition T (x) est vraie pour tout
x de E.

2. On dira qu’un ensemble ordonné non-vide E posseéde la
propriété Lebesgue-Khintechine?), si la conclusion suivante a
lieu:

Hypotheése. Soit 7(x) une proposition logique queleon-
que vérifiant les conditions:

C,: Il y a une portion gauche élémentaire P, de E telle que
1(x) soit vraie pour tout point de P,.

C,): Si T(x) est vraie pour tout point x de P, P étant
une portion gauche élémentaire non-vide de E, il y a, si PC E,
une portion gauche élémentaire Q de E telle que PC Q et que
T(x) soit vraie pour tout x de Q.

Conséquence: La proposition 7(x) est vraie pour tout
point de E.

3. On dira qu’'un ensemble ordonné non-vide E admet le
principe de Pinduction compléte®), si /7 a un premier élément et
si la conclusion suivante a lieu:

Hypothese. Soit 7(x) une proposition logique quel-
conque vérifiant ces conditions:

C,°: a désignant le premier point de E, T(a) est vraie;

4) Cf. H. Lebesgue, Lecons sur lintégration, Paris, 1904 p. 105 et
A. Khintchine, Fund. Math., 4, 1923, p. 164-166. Voir aussi T. H. Hilde-
brandt, Bull. Amer. Math. Soc., 32, 1926 p. 430, qui au lieu des conditions
Cy', Co pose ces deux conditions:

Ky; 11 y e un point pour lequel T(x) est vraie:

Ks: Si T(x) est vraie pour tout point de E précédant un point x’ de
E,il y a un point ¥y de E tel que x’<{y et que T(y) soit vraie. D’aprés
M. Hildebrandt, cette définition serait équivalente avec la définition 2 ce
qui n'est pas exact (voir la note 5)).
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Cy’: b étant un point de E tel que T(x) soit vraie pour
tout point de lintervalle gauche a de E, T(x) est encore vraie
pour le point a de E;

Conséquence. T(x) est vraie pour tout xe E.

Cornvention 1. I/ensemble vide possede la propriété de Le-
besgue-Khintchine et admet le principe de 'induction linéaire
ainsi que celui de I’induction compléte.

Théordme 1. Toute ensemble ordonné admet le principe
de Uinduction linéare. '

Soient: £ un ensemble ordonné non-vide, 7(x) une
proposition logique quelconque vérifiant les conditions C;,
C,, et F la famille de toutes les portions gauches de E
pour tout point desquelles T(x) est vraie. Il §agit de
‘prouver que Ee-F . SiE non e.F, soit P=2F. Il est clair que
PeF et dapres la eondition C,, il existerait une portion gauche
Q de E telle que P C Q, Qe<# ce qui estabsurde & cause de
la définition de P.On a donec EeF. c. q. {. d.

Théoreme 2. Pour quun ensemble ordonné admette le
principe de Vinduction compléte, il faut est il suffit qu’il svit bien
‘ordonné?).

Nous nous contentons de prouver que la condition est né-
cessaire. De plus, & cause de la convention précédente, on peut
supposer que £ 0. Soit done E un ensemble ordonné ayant
un premier point @ et admettant le principe de l'induction
compléte. Si £ n’était pas bien ordonné, il existerait un sous-
ensemble non-vide /7 de £ n’ayant pas un premier point. x
etant un point de E, désignons par 7(x) la phrase ,.x précéde
tout point de F. Il est manifeste que la condition C,° est
remplie; d’autre part, si 7(x) est vraie pour tout point x de E
préecédant un certain point b de E, il est claire que 7(b) est
éncore vraie, sans quoi b serait le premier point de F,contrai-
rement & la supposition. Bref, la condition C," est aussi véri-
fice. E admettant, par hypothese, le principe de l'induction
complete, la proposition 7(x) serait vraie pour toul xeE ce qui
est absurde. Done E est bien ordonné.

Théoreme 8. Les quatre hypothéses suivantes sur un
ensemble ordonné non-vide E sont logiquement équivalentes;
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a. E possede la propriété de Lebesgue-Khintchine;

B. E est sans aucune lacune intérieure (définition 1'10);

y. Tout F non-vide borné inférieurement dans E a une
borne inférieure dans E (définition 1'7);

8. Tout F non-vide borné supérieurement dans E a une
borne supérieure relativement & £ (définition 1'7).

11 suffira de prouver cette chaine de conclusions logiques:

a+>B>y>0->abd

a-> B. Supposons qu’il existe une lacune intérieure AB de
E cest-a-dire que A< B, A30, B2J0, et A+ B=E.

Désignons par T(x), x étant un point de E, la phrase ,x
appartient & A*. Puisque A D0, la condition C!; est satisfaite;
puisque, par supposition, 4 n’a pas un dernier élément, 7 (x)
vérifie aussi la condition C!; et a la suite de ’hypothese a, la

proposition 7°(x) serait vraie pour tout xe E donc en particulier
pour tout point de B, ce qui est absurde.

p>y. F étant bornéinférieurement dans £, on a A D0,
A désignant I’ensemble de tous les points a € £ tels que F((a,.)z,
L/inclusion B- y étant évidente si F a un premier point,
supposons (ue Fn’a pas un premier point et que F 2 0. Par con-
séquent, P'ensemble B=F — 4 est aussi non-vide et n’a pas un
premier point. A cause de l’hypothése B, l'ensemble A a un
dernier point, soit ae £; et alors, on voit sans peine que a est
la borne inférieure de F relativement a £.

y=> 0. FJ0 étant borné supérieurement dans E, soit B
I'ensemble de tous les acE tels que FC(.,a), Il est évident
que B est une portion droite de £. l.e dernier point éventuel
de F étant sa borne supérieure, supposons que F n’a pas un
dernier point. I.’ensemble B étant non-vide et borné inférieure-
ment dans £, soit & la borne inférieure de B relativement & E

5) X..Y ctant deux hypothéses ou deux propositions logiques, le sym-
bole XY voudra dir: que Y est une conséquence logique de X ou “si X
alors Y« Si X>Y et Y= X, on dira que X,Y sont équivalentes.

Le signe _)_(:_Y voudra dire “prouvér que XY,
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dont P'existence est assurée par 'hypothése y. On prouve faci-

lement que b est alors la borne supérieure de F relativement
a E.

4> a. T(x) désignant une proposition logique quelconque
vérifiant les conditions C';, C', désignons par P 'ensemble de
tous les points x de E pour lesquels T(x) est vraie. A cause des
conditions C', G';, l'ensemble P est une portion gauche non-
vide de £°%. Si P=E, il n'y a rien a démontrer. Supposons
doncque G=E— P 0. On a alors P<G, P23 0O, GJ 0. Autre-
ment dit, la portion P serait bornée supérieurement et, a la suite
de ’hypothése 8, aurait une borne supérieure relativement a£, soit
a E. A cause de la condition C', on a a non =P, on aurait done
asG. On voit que P=(., a),, et & la suite de la condition C%,
il existerait une portion gauche élémentaire Q de E telle que
PCQ et que T(x) soit vraie pour tout point de Q. Puisque
be Q, on aurait beP, ce qui est incompatible avec la supposi-
tion que be Q et P<G. Ainsi le théordme 3 est complétement
démontré.

V. Ensembles et espaces ordonnés non-lacunaires.

Théordme 4. Pour tout ensemble ordonné non-lacunaire,
les hypothéses o, B, v, O duw théoréme 3 sont verifides.

(C’est une conséquence immédiate du théoréme précedent.

Théoréme 5. Les cing hypothéses suwivanies sur un en-
semble ordonné non-vide E sont logiquement équivalentes:
a. E est non-lacunaire;

B. Tout sous ensemble non-vide de £ a une borne inféri-
eure et une borne supérieure relativement a E;

Y. 1° E est limité, 2° chaque portion de E est une portion
élémentaire de E; ‘

6) C'est cette conclusion qui est fondamentale dans tout le raison-
nement; or il est clair qu’elle n’est pas une conséquence des conditions
kikg de la note (4).
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6. 1° E est limité, 2° & étant une famille quelconque‘?»&e
portions (élémentaires) de £ deux a deux non-disjoin-
tes, I'ensemble X <F est une portion élémentaire de E;

e, <& étant une famille monotone ) non-vide quelcongue
de segments de E, ensemble II.# est un point ou un
segment de E.

La démonstration du théoréme consistera & prouver cette
chaine de conclusions c - B+ y + 38> &>,

a - B. Prouvons, par exemple, 'existence de la borne supé-
rieure de F relativement a E.En désignant par 4 la portion gau-
che de E confinale avee F, considérons la coupure A de E (voir
la définition 1'10). Si A a un dernier point, a, a est le dernier
point de F. Si A n’a pas un dernier point, ’ensemble B=E—A
a un premier point 0, sans quoi on aurait la lacune AB de
E contrairement & I'hypothése. Or, on prouve facilement que
le point & de E cst alors la borne supérieure de E. '

D’une fagon analogue, on démontre que F a une borne
inférieure relativement a E.

B> y. P étantune portion non-vide de E, soient ar, br la
borne inférieure et la borne supérieure de P relativement a E;
on s‘aper¢oit que P admet une (et une seule) des représenta-
tions: [ap, br], [ar, br), (ap, bp] et (ar, br). Si, en parti-
culiers, P=E, on a E=[ax, bg] et ar, bz sont respectivement
le premier et le dernier point de E.

y > 0. Voir le lemme 6.

0~ & H désignant la famille des segments droits x de E,
x parcourant Vensemble des extrémités droites des ¢léments de
F (F ayant la méme signification que dans 1'hypothése ¢), po-
sons H=- ZH

La famille FI étant monotone (lemme 4) et non-vide (parce
gue d’aprés Uhypothése d, E est limit$), Pensemble H est, d'aprés
Phypothése 92, une portion élémentaire de E. En désignant

7) voir la définition 4:1.
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alors par £ Pextrémité gauche de H, on s’apergoit que A est
le dernier point de /I.:%#". De la méme fagon, on prouve que IT.F a
un premier point g. On a alors /I.F =g=h ou [IF =g, h).

e> a. A, B, étant respectivement le composant inférieur

et le composant supérieur d’'une coupure 0 de £, aumoins I'un
d’eux est non-vide, soit A3 0. En désignant par % la famille
des segments droits x de E, x parcourant 4, soit g le premier
point de 717, Si ge A, g est le dernier point de A, si geB, g
est le premier point de B. I’existence de g étant assurée par
I'hypothése e, 1'ensemble £ est done non-lacunaire.

Ainsi le théoréme 1 est completement démontré.

Lemm e 16. Tout ensemble fermé non-vide F gh'un espace
non-lacunaire E est non-lacunaire,

En effet, considérons une coupure XY de F. Puisque, par
hypothése, £ 0, au moins un des ensembles X, Y est non-
vide, soit X. Si X aun dernier point, il n’y a rien a démontrer.
Si X n’a pas un dernier point, la portion gauche 4 de £
confinale avec X n’en a pas non plus et, par conséquent, I’en-
semble B—=E— /A a un premier point, soit b. Le point & est,
on le voit, un point d’accumulation de X et par conséquent, F
étant fermé, 6 ¢ F donc be Y. On s’apercgoit aisément que b est
alors le premier point de Y. Autrement dit, /' est non-lacunaire.

Corollaire 1. Tout ensemble fermé non-vide d’un espace
non-lacunaire est limité.

Lemme 17. & étant une famille guelconque d’intervalles

d'un espace non-lacunaire E telle que X F =E, la famille
F contient une famille finie <F; telle que 2c9'~1=5. Ou, dans la
terminologie de M. Fréchet: tcut espace ordonné non-lacunaire
posséde la propriété de Borel-Lebesgue (voir le théortme 6°2).
& étant une famille d’intervalles de E {elle que
> F=E, disons, avee M. Lebesgue?), quun point x de E
est atteint il existe une famille finie £, telle que 7. GF et
> £ (., x]u. Désignons par T(x), x étant un point de E, la
proposition logique ,x peut ¢tre atteint®. On s'apercoit immé-
diatemment que T(x) vérifie les conditions C'; et C', de la dé-
finition 2; ensemble E, étant non-lacunaire, posséde la propriété
Lebesgue-Khintehine et, par conséquent, la proposition 7(x) es
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vraie pour tout xe E. En particulier, le dernier point b est at-
teint par les élémentsde f,: on a done £, CF, X fi= E
puiss. f. <N,.

A la suite des lemmes 16 et 17, on a ce

Théoreéme 6. Tout ensemble fermé non-vide d’un espace
ordonné mnon lacunaire, possede la propriété Borel-Lebesgque (voir
le théoréme 6-2).

VI Ensembles connexes.

Lemme 18. Tout ensemble ordonné connexe est dense.

En effet, E étant connexe, supposons qu’il ne soit pas
dense; cela voudrait dire, d’aprés le lemme 13, l'existence de
deux points consécutifs a, b de E. Si par exemple a <1b, po-
sons G=:(.,al, H=][b, .).

On sapercoit que E=G+H, G20, H2J0, GH+-GH=0
ce qui est contraire & la supposition que £ est connexe.

Théoréme 7. Pour quun ensemble ordonné E soit continu,
il faut et il suffit qu’il soit limité et connexe.

On se contentera de prouver que la condition est néces-
saire. £ étant continu, £ est limité, sans quoi, si £ n’avait pas
un premier point par exemple, £ aurait la lacune OE; démon-
trons de plus qu’il est connexe. Supposons, par impossible que
E ne soit pas connexe, done

(1) E=G+H, GD0, H20, GH+GH=0.
Il s’en suit que
@) GH=0, G'=G, H'=H.

Supposons que c’est G qui contient le premier point a de
E, donc a non e H. I’ensemble H étant, par suppositions (1)
et (2), fermé, posséde, d’'aprés le corollaire 1, un premier point,
soit 0.1l est évident que a<<b, (a, b) C G. Or, E étant continu,
done en particulier dense, le point & serait un point d’accumu-
lation de (@, b) donc aussi de G et a la suite de (2), on aurait
b s G, On aurait done b e G H, contrairement a (2).
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Théoreme 8 Pour quun ensemble ordonné soit connexe,
— ol faut et i suffit qu'il soit dense et sans aucune lacune in-
férieure.

Théoréme 9. E étant wun ensemble_ connexe, les hypo-
theéses a, B, Y, 0 du théoréme 2 sont vérifiées.

Théorédme 10. Pour gun sous-ensemble F d’un ensem-
ble connexe E soit connexe ol faut et il suffit q’il soit une portion
de puissance > 1 de E (voir la convention 1'2).

Nous nous contenterons de prouver que la condition est
nécessaire. En effet, soit / un sous-ensemble connexe de F; il
s’agit de prouver que F est une portion de E£. Si F n’était pas
une portion de £, on aurait deux points a, & de F tels que
ce(a,b), ¢c non eF. En posant alors G=(.,c¢)», H=(c,.)r, On
voit que F=G+H, GO0, HD 0 et GH+GH = 0; par conséquent,
F ne serait pas connexe, contrairement a la supposition.

VIL. Prolongements et réductions d’ensembles ct d’espaces ordonnés.

5) E ¢étant donné, /E désignera I’ensemble ordonné déduit
de £ en comblant chaque lacune de /' par un élément (Rem-
plissage de lacunes 8) de E).

LE désignera un ensemble ¢u’on obtient de E en y sup-
primant un sous-ensemble quelconque de points ne remplissant
aucune portion de puissance >1 de E.

8) Voici un procédé concret de remplissage de lacunes de E. Une fa-
mille non-vide C (’intervalles non-vides de E sera dite chaine fondamentale
d’intervalles deE si ces trois conditions sont vérifiées: 10 vyv, ) 0 pour tout
110, v9eC; 2 MIC=TIC, C désignant la famille des fermetures v, veC.
30 pl1C=0 ou 1. Si p[1C =1, on dira que C converge vers le point I1C. Si
pl1C=0, C sera dite divergente.

Deux chaines fondamentales Ci, (i = 1,7) sont dites équivalentes, en
signes ClaC2, si pour tout v1eCl et tout v2¢C2, on ait v1y2)0. On démontre
que le signe ~ est une velation de classification et que deux chaines fon-
damentales équivalentes sont a la fois ou bien divergentes ou bien conver-
gentes et que, dans le dernier cas elles convergent vers le méme point de E.
A la suite du lemme 1'1, T'ensemble des chaines fondamentales peut étre
partagé en faisceaux de chaines fondamentales. Si 1'on pose, 1,2 étant
deux faisceaux différents, 1< P2 ¢i Y¥'P1 contient un élément précédant un
@lément de 3'd2 (voir la note I'2) et si l'on substitue o au lieu de @ sj
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sE désignera ensemble ordonné obtenu en plagant dans
chaque saut de E un ensemble ordonné ayant le type x de
Iensemble des nombres véels (Remplissage de sauts de E).

SE désignera un ensemble ordonné qu’on obtient de E en
lui enlevant une certaine famille d’intervalles deux & deux dis-
joints et ayant, tous, le type ordinal A.

6) uE désignera ’ensemble ordonné (u’on obtient en com-
blant chaque lacune 4B de E soit par deux points soit par un
seul point, suivant que la lacune est intérieure ou ncn-inté-
rieure.

a parcourant 'ensemble de points d’accumulation bilaté-
rale de 14, v E désignera 'ensemble ordonné qu’on déduit de
E en intercalant un point, soit entre a et (., a)x,soit, entre a
et (a,)e. Le signe VE désignera un ensemble qu’on obtient en
supprimant une extrémité de chaque saut de seconde espece de Io-

WwE désignera le sur-ensemble ordonné de E qu’on obtient
en intercalant un point entre les composants de chaque coupure
AB de E telle que o bzen A a un dernier point qui est alors non-
isolé du coté droit ow bicn B a un premier point qui est alors
non-isolé¢ du cdté gauche.

Lemme 19. E étant non-vide. ensemble [E est non-la-
cunaire. Si p > 1, Pensemble sE est dense.

Lemme 19 Pour que IE soit continu, il faut et il suffit
que F soit dense.

Lemme 19”. Si p E>1, les ensembles s(IE) et [ (sE)
sont continus et semblables. Par conséquent, tout ensemble or-
donné est continu dans un ensemble ordonné continu. Ainsi,
la théorie des ensembles ordonnés peut se déduire de la théorie
des ensembles ordonnés continus.

Lemme 20. Si E est dense (connexe), 'ensemble vE est
dense en soi (et totalement non-connexe). Si E est dense en soi,
Iensemble VE est dense.

Z'd converge vers a, on s'assure que l'ensemble ainsi obtenu est ordonné
et “coincide“ avec 'ensemble [ E. (Cf. La Note des C. R-. 198, 1934; p. 882).
On prouve facilement ce théoreme: Pour que E soit non-lacunaire, il faut et
il suffit que chaine fondamentale d'intervalles de E soit convergente,
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Lemme 21. L’ensemble E est partout dense sur [E, uE
VE et WE.

Soit j une des lettres [, u, v, w, considérons jE. Si E=jE,
il n’y a rien a démontrer; supposons donc que E C jE. Soient
alors m un point de JE-—E et J un intervalle de jJE contenant le
point m; il s’agit de prouver que £/ 0. Nous nous contente-
rons de le prouver dans le cas ol j=w. Considérons seulement
le cas ot m n’est pas une extrémité de wE. En posant A=(.,m)x,
B=(m,.)u, on aura E=A+B, A <B, A2J0, B20. Par consé-
quent, ou bien 4 aura un dernier point, @, non-isolé du coté
droit, ou bien B aura un premier point, soit b, non-isolé du coté
gauche. Examinons le premier cas. Désignons par d Pextrémité
droite de l'intervalle J. Si d n’existe pas, cela veut dire que J
est un intervalle droit de wE et par conséquent EJOB. Si d
existe et appartient & E, on voit que O C (a,d)xC J; si dew E—E,
on posera A;=(.,d)rz, By=(d,.)e. Onobtient ainsi une nouvelle
coupure de E différente de la précédente et on voit que
0C4,—4,C .

Le second cas ou B a un premier point pouvant étre traité
d’une maniere analogue, on a bien démontré que E est partout
dense sur wE.

Corollaire. I’ensemble jE—F, (j=:1,u,v,w), est ou bien
vide ou bien composé de points d’accumulation de jE (voir le
lemme 11).

Lemme 22. Pour qu'un point aeE soit un point d’accu-
mulation, relativement o JE, (j=1,u),d’un FCJE, il faut et il
suffit que @ soit un point d’accumulation, relativement a E, de
Pensemble EF.%)

Lemme 23. Tout ensemble ordonné partout dense sur £
est encore partout dense sur 'ensemble ordonné uFE +vE.1%)

Lemme 24. Tout point @ de E est un point isolé de
Pensemble WE.

9) On dira, pour abréger, que jE contient E avec son organisation
relative de points.

10) yE-4-vE désigne l'ensemble ordonné de la réunion des ensembles
uE et vE.
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La démonstration des lemmes 22, 23 et 24 ne présentant,
aucune espéce de difticulté, on va prouver ce

Théoréme II. «) IE est le plus petit sur-ensemble non-
lacunaire de F sest-i-dire il 0’y a aucun cnsemble non-lacunaire

M tel que ECMCIE.

B) uE+VE est le plus grand ensemble ordonné H contenant
E, avec son organisation respective de points,?) comme une
une partie de H partout dense sur H.
Y) UE+wE ¢st le plus grand ensemble ordonné sur lequel
E est partout dense.
Nous nous contenterons de prouver la partie B du théo-
reme ]I
Tout d’abord, d’apres le lemme 22, Vensemble uzE -+-vE
contient E avec son organisation respective?) de points; de plus,
a la suite du lemme 21, Pensemble E est partout dense
sur uE-vE.

Supposons, d’autre part, 'existence d'un ensemble ordonné
M tel que 1° M uE+vE, 2° E est partout dense sur M, 3° M
contient £ avec son organisation respective. m étant alors un
élément de M—uE—vE, posons A=(.,m)z, B=(m,.)z. On voit
que A, B sont portions d’une lacune intérieure de E. On a les
quatre cas:

I) A a un deruier point @, B a un premier point 6. Ce cas
n’est pas possible parce que (a, b)x contiendrait au moins le point
m de M sans contenir aucun point de E, contrairement a I’hy-
pothése que E est partout dense sur M.

II) 4 a un dernier point @, B n’a pas un premier point bien
que B J0. Autrement dit, le point @ serait un point d’accumulation,
relativement a E,de ’ensemble B sans qu’il soit un point d’aceu-
umlation, relativement & M, du segment droit m de M bien que
E.[m,)u=B, ce qui est contraire & ’hypothese que M contient
E avec son organisation respective de points (voit®) et le lemme 22).

1II) A n’a pas un dernier point bien que 430, B a un
premier point b. Ce cas est traité comme le cas précédent,
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IV) A n’a pas un dernier point bien que 40, B n'a pas
un premier point bien que B30. En vertu de sa définition,
Pensemble zE contient deux points p, g, entre A et B. En con-
sidérant alors I'ensemble composé des points m, p, ¢, on s'a-
pergoit qu’au moins un de ceux-ci serait isolé dans M, ce qui
est absurde.

Ainsi le Théoreme II est complétement démontré.

Remarque, On peut prouver sans peine que tout ensemble
ordonné peut étre déduit & partir d’une paire ordonnée P par
des combinaisons (finics ou transfinies) des procédés I, L, s, S,
u,v, V et w. Par exemple, 1+ %+1 est le type ordinal de s P,
n étant le type ordinal des nombres rationnels, on a n=S8s P, ete.

§ 4. Familles monotones d’ensembles.

La relation d’inclusion 3 (ouC) entre ensembles étant une
relation d’ordre, le but de ce § sera de comparer les relations
Det <.

1, Unec famille d’ensembles sera dite monotone si ses élé-
ments sont deux a deux toujours en relation J |[ce qui revient
au méme toujours en relation CJ; la famille vide sera, ausi bien
que chaque famille composée dun seul ensemble, considérée
comme monotone?).

Dans ce § lalettre <% désignera une famille monotone d’en-
sembles ordonnés par rapport v la relution J qu'on lira ,contient
au sens strict® et c¢’est sous cette convention (u’on emploiera
le langage, établi dans les § précédents, des ensembles ordon-
nés. Toutefois, remarquons que, dans le cas actuel, 'ensemble
vide jouera un role concrct et s'il appartient & <%, succédera a
tout autre élément de F.2)

1) Autrement dit, pour quune famille d'ensembles soit monotone, il
faut et il suffit qu'elle soit ordonnée par rapport a I'un des signes ) ou C.
On voit maintenent pourquoi on convient que (C signifie ,contenu au sens
strict dans¢ au lieu de ,contenu dans“ parce que dans le dernier cas, (C ne
serait pas une relation d'ordre, (Voir la notion de familles ramifiées d’en-
sembles dans le § 8 B). Pour la théorie des familles monotones, voir C. Ku-
ratowski, Fund, Math., 2, 1921 p. 161—-172 et Fraenkel loc. cit.

2) Cette remarque aura, dans la suite, une grande importance. En par-
culier, si<F contient 1'ensemble vide {0} comme un élément, on aura
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2. L’ensemble X <F sera désigné par M o ou M et appelé

base d» &F . La famille de tous les sous-ensembles de M (I’en-
semble vide y compris) sera désigné par UM.

Siae MQ?,, beMg,

(P) le signe a<<b voudra dire 'existence d’'un Xe &
tel que ¢ non e X, beX,

(Q) le signe a~obvoudra dire que tout élément de
<& contenant a contient b et tout élément de <* contenant b
contient aussi a@; alors on a aussi bova.

On observe qu'on a dans tous les cas a<<b ou b<a ou
acob,

& sera dit un ordre de M si acob n’est vrai pour aucun

couple de points différents de M. Si pM=0 cu 1, F seradit
encore ordre de M.

8. <& étantune famille monotone, le signe < désignera la

famille des ensemble X f, I1f, f parcourant la classe de sous-
familles non-vides de #.

Un saut de F sera dit large si ’ensemble-différence de
Pextrémité gauche et de l’extrémité droite du saut est composé
d’au moins deux points. De plus, si<* a un dernier élément B

de puissance >1, le couple BO sera encore appelé un saut
large de &

On désignera par 6<% unefamille d’ensembles qu’on obtient
en adjoignant & la famille < une famille d’ensembles non vides
X tels que: 1° tout X est entre les extrémités d’'un saul large
de <#, et 20 pour tout sant large de %, il y a un seul X entre

ses extrémités (Remplissage de sauts larges de F . Voir la
déf. 3-5).

4, Une famille monotone # sera dite saturée s’il n’existe
aucune famille monotone & telle que 8D F et X, B=XF.

F +{0}=F" (On écrira quelquefois {0} aulieu de O pour marquer que
{0} est obtenu par de certaines constructions et joue, par conséquent, un

role qui différe du rdle joué par O qui est le type abstrait de tous les en-
sembles vides),
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Lemme 1. ¢ étant une classe de familles monotones
d’ensembles dont les bases forment une famille monotone, la

famille 22" ® est monotone (voir la note 1-2).

Théoreme 1.7 étant donnée,<Z est une famille monotone
non-lacunaire contenant -# comme une partie portout dense. On
a F=F23)

Le théoreme 1 sera démontré quand on aura fait la dé-
monstration des lemmes 2—6.

Lemme 2.:Z est une sur-famille monotone de % .
Que F CF,c’est manifeste; prouvons que < est monotone

c’est-a-dire que, A, B étant deux éléments différents de Z, on
ait ou bien AC B ou bien 4 JB.
Logiquement, quatre cas sont a envisager:

10 4=X'f, B=Y.g, f, g étant deux sous-familles non-vi-
des de F.

En désignant par F, G un élément variable respectivement
de f,g, on a celte disjonction: ou bien pour cloque F il ya un
G tel que FC G et alors AC B ou bien il y a un F tel que
F non C @ done FO G pour chaque G, et alors ADB.

20 A=21f, B=I1g. Ou bien il y a un F et un G tels que
FOG et alors ADB ou bien pour chaque F et pour chaque G
on a F non DG done FCG et alors 4C B.

80 4=1I1f B=Xg. Voir le cas précédent.
4 4=nNf B=Ilg.
Tout d’abord, on s’apergoit que pour F quelconyue, on a ou

bien FCBou bien FJB. Ceci étant, ou bien pour chague F,on a FJ B
et alors 4B ou bien il y a un F tel que FCB et alors ACB.

Lemme 3. <% est partout dense sur <% .
SiF'=F, il n’y arien a démontrer. Supposons I’existence
d’un Ae F—F . On voit qu'au moins un des deux cas a lieu:

8) Par définition, F =0, H=<F,
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A=T1{(., AJJ,A-—»Z(A ) .)&H (voir la definition 1°5).

On voit aussi que dans le premier cas par exemple, tout
intervalle de <# contenant 4 contient au moins un élément de
la famille (.,A) o par conséquent, A est alors un point d’accu-

mulation de <#, ete.

Lemme 4. <F est non-lacunaire.

Tout d’abord, on voit que <# est limité D’autre part, sup-
posons existence d’une lacune intérieure A B de <. En posant
A=AF,, B=BF, A, est (puisque # est partout dense sur F)
une sous-famille non-vide de <# ; done A=TI1A,, Ae<#.On aou bien
Ae A ou bien AeB. On voit que si AeA (4eB), 4 sera le der-
nier (premier) élément de A(B) et, par conséquent, la coupure

AB n’ouvrirait pas une lacune de <% ,contrairement & la sup-
position.

Lemme 5. La famille <Z est la plus grande sous-famille
monotone de UM Sur laquelle <# est partout dense.

Supposons Dexistence d’une famille monotone @ telle
que F COC UM = et sur laquelle <# serait partout dense. Si

Ge®—F, onvoit que G ne peut pas étre une extrémité de @.
Par conséquent, en posant A=I1(. ,G)c?, B=X(G ,.)3., on a

AeF, BeFE . Ainsi, Vintervalle 4B de & contiendrait au moins
l'élément G de & sans contenir aucun élément de <# contraire-
ment a I'hypothése que & est partout dense sur .

Lemme 6. F=Z3)

Tout d’abord, daprés les lemmes 8 et 4, F est une sur-
famille monotone de «#sur laquelle <& est partout dense; ¥ étant
partout dense sur %, <& est partout dense sur & aussi. Alors,
a la suite de lemme 6, on ne peut pas avoir «F 2 F,
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Théoréme 2. Les quatre hypothéses suivantes sur une
famille monotone <% sont logiquement équivalentes:

a) F est saturée;
B) 1° {0} eF, 20 <F n’a aucun saut large, 3° F =F;

yY) Pour chaque coupure AB de <&#, on a: 1° [TAeF,
20 MBeF, 3° p(IMMA—XB)=0ou 1;

8) 1° & est un ordre de M 7 2° pour chaque coupure
AB de Z, on a MMAe:F ot X Be F.

On va prouver cette chaine de conclusions: a-»B- y+8-+>a.

a- f. L'ensemble vide étant contenu (voir la note 1°1)
dans tout ensemble, la conclusion a - 81 est évidente; il en
est de méme, vu le théoréme précédent, de la conclusion a3 3.
Pour prouver que a- 32, on voit qu’il suffit de montrer ce

Lemme 7. Pour chaque famille monotone #, o & est

une sur-famille monotone de <# . Pour que # =o#, il faut et
il suffit que < n’ait aucun saut large.

B - y. A étant une portion gauche quelconque de <&, on a
ou bien A=0 et alors [TAe # a cause de ’hypothése B1 ou bien
0CACHF ¢t alors [MTAe<F a cause de 3. On a done B~ Yl.

De la méme fagon, on prouve que 3-y2. Il nous reste a prouver
que B->Y3. En posant A=TIIA, B=2X1(F —A),onvoit que 4, B
sont deux éléments ¢msé utifs de F et, par conséquent, si la
condition Y3 n’'était pas réalisée, 4, B, seraient les extrémités
d’un saut large de <# contrairement a 2.

y > 0. Il s’agit de montrer que y-381. L.e casoupM =1
étant évident, supposons que pMC?>1. 1l s’agit donc de prouver

que, a, b, ¢tant deux points différents quelconques de M, oun
ait ou bien a<<b ou bien a>b (voir le définition (P)).

En supposant que < a n’est pas vrai prouvons que

&) a<b
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Remarquons, tout d’abord, que sous ’hypothdse y, on peut
démontrer sans peine que

@) 10} eF, F =F.

Ceci étant, soit @ la famille de tous les X & <& contenant
le point b. Si ® contient un élément ne contenant pas le point

a, la relation (1) serait vérifibe. Supposons donc que aeG=I1®.
En posant

3) Go=G-—a, on aura a non ¢ G, be Ga.

En posant B=X(G, ) g on a, a cause de (2), BeF

et BC G, + a, done BC G.. Si lon avait BCG,,on aurait
p(G—B)>1 ce qui est impossible & cause de I'hypothése y3
et du fait que B=X B et G=I1(¥ —B), B=(G, .)5:. Ona donc

B=G, et, par conséquent, G.e-# , ce qui, d’aprés (P), ensemble
avee (3). veut dire que a<<b.

d->¢. Supposons, par impossible, 'existence d’une famille

monotone ® telle que ® DF et X2 @ =2 F (voir la définition 4).
G étant un élément de @—F, posons

A:n(~70)c9_r'; B=Z(Gy ')Q?-‘

D’aprés la condition 02, on a Ae-#, Be:F. D’autre part, il
est clair que ADG DB et par suite p(A—B)>1. Autrement dit
A, B, seraient les extrémités d’'un saut large de ¥ ce qui est
en la contradiction avec la condition 01 et le

Lemme 8. Aucune famille monotone -# qui est un ordre
de sa base ne contient aucun saut large.

Soient, en effet, m, n deux points différents de A—B. Par
hypothése, on a ou bien m<n ou bien n<m. Supposons que m<n.
Cela voudrait dire I’existence d’unjensemble De-F tel que mnoneD,
neD. Or, on voit que D serait entre A et B et par consé-
quent, A, B ne seraient pas consécutifs dans <#, contrairement
a la supposition. Ainsi le théortme 2 est complétement démontré.



Ensembles ordonnés et ramifiés 39

Lemme 9. Si<# estun ordiede sa base. M ,F " est une
famille de portions droites de M Q?.ord onnée par le procédé (P)

En effet, s’il n’en était pas ainsi, on aurait deux points
a, b de M et un XeF tels que: a<<b, aeX et b non eX.
Le signe a<<b voulant dire 'existence d’'un Ye<# tel que a noneY,
beY, les ensembles X, Y seraient deux éléments distincts
de & pour lesquels on n’a ni XCVY ni YC X contrairement
a la monotonie de <#.

Théoréme 3. La condition nécrssaire et suffisante pour
qu'un: &mille monitone F s it un ordre de sa base, (st que la
famille F + {0} soit saturée.?)

La condition est nécessaire. <& étant un ordre de M -, on

F

voit que, & la suite des lemmes 6 et 9, la famille monotone
«F {0} vérifie Phypothése B du théoréme 2, et I'inclusion B+«
du méme théoreme veut dire que <F -+ {0} est saturée.

La condition est suffisante: < --{0} étant une famille mo-
notone saturée, prouver que # estun ordre de M§= M T En

employant les notations de la démonstration de 'inclusion y-38
ci-dessus, on s'assure, sans peine, que G et G, sont deux élé-
ments consécutifs de & . On a alors deux cas:

1° Go.e<F, donc a non eG,, beGqet daprds (P), on au-
rait a<lb.

20 G, non &% . Nous savons (voir le lemme 3) que G, est
un élément d’accumulation de < et cela du coté droit parce que
entre G et G,, il n’y a aucun élément de #. Autrement dit,
il existe une famille £ C<# telle que ¥ /=G, donc aussi un Xef
tel que be XeF . Cela veut dire précisément que a <b.

Comme une conséquence facile du lemme 9 et du théoréme
précédent, on a ce
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Théordme 4%. Chaque famille monotone saturée <F est
le plus grand ordre de sa base et coincide avec la famille des
portions droites de 1’ensemble M T ordonné par le procédé (P);

et vice versa: la famille des portions droites d'un ensemble or-
donné quelconque est monotone et saturée.
5. <& étant une famille monotone donnée, on désignera
par < ! la famille des Mgz*"“ X. X parcourant %, Le signe &,
C

désignera la famille de tous les éléments non-vides Xe F véri-
fiant cette condition: il y a un point ae M?.— X tel que l’en-

semble X-aeF7?). Le signe F ; X # ;' désignera la famille des
X X' non-vides, X, X! parcourant respectivement F s, <F s\
Enfin, la famille-réunion #, + F ;X F '+ F 1 sera dé-
signée par J ..

gnee par Jg

On prouve facilement ce

Théoréme 5. F étant une famille monotone (et satu-
rée), la famille <# 1 est aussi.

Si<F est monotone et saturée, la famille < 5 (F ,') coincide
avec la famille des intervalles droits (gauches) non-vide de I’en-
semble Mg: ordonné par le procédé (P) tandis que la famille

J ~—coincide avec la famille des intervalles non-vides de M -_or-
F F
donné par (P).

En rappelant que {E désigne le type ordinal de E, on peut
prouver ce

Théoréme 6. F étant un ordre saturé de M ¢, on a
tM ?,-L 1<t . Pour que les deux ensembles ordonnés «F et
Mc?.—}—l soient semblables, il faut et il suffit que -# soit bien
ordonnée (par rapport a la relation D7).

4) Ce théoré¢me est dita M. C. Kuratowski, loc. cit.
5) On voit facilement que, si « existe, il est unique,
6) La terminologie s’entend d’elle méme,
7) Voir la définition 1-14. Plus tard, on dira ,...que % soit un table
monoton saturé“ (voir le chap. [1). Il est facile d’exprimer tM?.,en fonction
I

de tF aumoyen des proeades, V.S et w (voirla section VI du § précédent).
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En définitive, on peut dire que la théorie de familles mo-
notones d’ensembles se rameéne a la théorie des ensembles or-
donnés de points; et réciproquement ).

6. La question se pose: M étant un ensemble de points, exi-
ste-t-il une famille monotone saturée de sous-ensembles de M?
ou ce qui revient au méme: peut on indiquer une relation d’ordre
entre les points de M? ou encore: <& étant une famille
monotone d’ensembles, peut-on indiquer un procédé de con-
struire une famille monotone et saturée F ; telle que F C <F s et
EC?‘=2 Qg'ys ?

& étant une famille monotone d’ensembles, posons
@ Fo=F +{0}?)

Supposons que, a étant un nombre ordinal donné, les
& ¢ sont définis pour tout ordinal §< a. On posera

(1) F w2=Hat,Hae1=0:F 1 si @ est de premicre espdce et
(Il) F.=H., H, = 2'F: si a est de seconde espdce

§<a
(voir la note 1-2). Ainsi, en vertu du principe de linduction
compléte, <F . cst défini pour fout ordinal a. On voit que
FoCF(CoooFeCo-w et que Fo=cFaps pour tout § si
C?,a = t?a+1.

En admettant le principe de M. Zermelo. il est clair qu’il
existe un nombre y tel que F, = F, 1. En posant alors

(IV) F = F
a étant le premier nombre ordinal § tel que <F ¢ = <F ¢4, on ace
Théoréme 7. La famille <& définie par (I)—(IV) est une
famille monotone saturée telle que <F CeF s 6t 2F = 2F .. Pour
que F =:F,, il faut et il suffit que # soit saturée.

fu égard les lemmes 1, 2, 3, 4, et 7, lafamille <&, est
monotone, contient <# ct a la méme base que la famille <F.

7) En particulier, la relation < est exprimable en termes de la re-
lation (. 11 en est de méme de la relation d'ordre cyclique, de celle défi-
nissant le mot ,entre“, aussi bien que de la ,relation de séparation de
couples, chacune de ces trois relations étant, en vertu dun théoréme ré-
cent de M. Huntington (Voir: Trans. Amer. Math. Soc., 1935. 38, pp. 1-9),
définissable en termes de la relation <.



2 Georges Kurepa

D’autre part, on voit que <#, vérifie 'hypothése B du théoréme
2, et, en vertu du méme théoréme, F s est saturée.

Que Végalité F =F , soit caraciéristique pour les <F satu-
rées, c¢’est bien manifeste.

Si, en particulier, M étant un ensemble de points, on pose
{M}=<F®) le procédé précédent permet de construire une famille
monotone saturée ayant M pour base, et en vertu du théoréme
3 ou 4, I'ensemble M peut étre ordonné.

En regardant comme légitime la construction de la famille

Fs =Y F . (voir la note 1:2)

la sommation s’étendant sur tous les ordinaux a !°), on pourrait
encore démontrer sans I'axiome de M. Zermelo, le théoréme pré-

cédent. On en déduirait, en particulier que tout ensemble peut
¢tre bien ordonné.

Vu limportance de la notion d’ordre d’une part et I'idée

trés claire que nous en avons d’autre part, résultat de notre
acquisition héréditaire, on peut poser ce

Probleme. L’hypothése que chaque ensemble peut étre
ordonné, entraine-t-elle I’axiome de choix de Zermelo?")

La répons: affirmative attenuerait un assez grand nombre
d’objections qu’on fait & l’axiome de choix, bien que, étant

8) {M} veut dire la tamille composée de T'ensemble M.

9) C'était M. E. Zermelo qui, en 1905, a, le premier, démontré que, en
postulant I'axiome de choix, toute ensemble peut étre bien ordonnée, Trois
ans apres, il a démontré le méme théoréeme en se servant d'un procédé qui
est l‘origine de la théorie de familles monotones d’ensembles. Voir E. Zermelo,
Math. An. 59, 1905, p, 514—516 et Math. An. 65, 1908, p. 107—128,

10; Ce ,,pasage & la limite générale* peut étre consiréré comme une
adjonction utile aussi bien que !'est le passage a la limite classique (I'infini
potentiel); il est justiifé, au point de vue logique, dans la méme mesure que
Iest le dernier parce qu'ils sont, les deux, un résultat du méme principe de
I'induction compléte. Au point de vue pratique, ou méme de constructions
effectives, il y a méme ces entiers qui n’existent pas, étant donné l'évolu-
tion sans grand sauts de 'humanité d’'une part et la durée bornée de tous phé-
noménes et objets naturels d’autre part, donc de L'Univers Ini méme,

11) On sait que, si I'on remplace, dans le texte, le mot ,ordonné* par
»bien ordouneé* le probléme admet une réponse affirmative (voir la note 2'8).
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donné 'indépendance'?) de celui-ci des autres axiomes (de Zer-
melo) de la théorie des ensen.bles, elles n'ont pas, au point de
vue logique, une importance décisive.

Remarquons®que la réponse serait affirmative sil’on pouvait
prouver, sans l’aide de l’axiome de choix, cette propo-
sition:

E étant un ensemble ordonné infini quelconque on a
WE}=pE®)

§ 5. Systémes de complexes de points.

Dans ce §, on concretisera encore davantage la théorie des
ensembles ordonnés,

Les notions introduites dans ce § joueront un réle eon-
sidérable dans la suite de 'exposé.

Les signes, v, K désigneront respectivement un nombre
ordinal et un ensemble ordonné quelconques.

1. a étant donné, tout signe A de laforme (ay, ay,..a:. ),
& < a, sera appelé complexe de rang a dont le rang & est occupé
par az, c: étant un point (élément) quelconque; on éerira aussi
A=(a0,..a_;.~..,‘;-<a.

L’ensemble vide scra considéré comme le seul complexe
de rang 0.7)

Deux complexes A! = (4gl.. as'. Jswa, A2 =(ap2, .. @ )s<cd®
seront dits différents, en signe A'#A?% si 'on n’a pas en gé-
néral a:!'=a:* quel que soit &.

Alors, on voit qu’il existe un indice v tel que a:'=as
pour tout §<v et a.'#a,% Le premier nombre y jouissant de
cette propriété sera désigné par

12) Voir A. Fraenkel Sitz. Ber. Akad. Berlin, 1922 p. 253-257.

13) En effet, d'aprés M. A. Tarski, 'axiome de choix est équivalent
4 I'hypothese: ,,Pour tout ensemble infini E, on a (pE)2 = pE* (voir. Fund.
Math., 5, 1924, p. 147—154). Noter que, pour tout ¢, on a N§=xd.

1) Quelquefois, il est avantageux de considérer un ensemble de puis,
sance quelconque d’éléments jouant le roéle du zéro dans le cas courant.
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@ (A, A?) ou ¢ (4% A?%)

En particulier, deux complexes de rangs différents seront
différents.

Convention 1, Tout complexe A =(ay,..a:..)s <aS€ra consi-
déré comme un ensemble ordonné par ce procédé

(1) On posera a: S ae, dans A suivant que § &'

Par conséquent, on pourra employer, ici encore, la termi-
nologie des ensembles ordonnés; en particalier; le complexe
(ag..a,..)y <5 &<a, sera appelé intervalle gauche & de A et
désigné par (., &)a. Les égalités

A= (( ’ E)A agz..4;. ')C <a = (( .E)A lE, .)A), ete,
s’entendront alors d’ell:s mémes. (Juatapositions de complexes).

2. E, a étant donnés, on désignera, avec M. Hausdorff,?) par
E** T'ensemble de tous les complexes Az(aoj..as..)5<a les
a: parcourant indépendamment 'ensemble, £ les A élant ordon-
nés alphabétiquement (par le principe de premiéres différences):
A (ay .. ad . )e<edi, (T=1,2), étant deux éléments différents
de E, on posera, ¢ désignant le nombre (A4, 4?),

(2) A< 42 dans E<* suivant que a,'=a,® dans E.

On s’assure aisément que E** est ordonné par la procédé (2),

son type sera désigné par p** si celui de £ est p. On posera,
par convention, p®=1 si p.>0.

Lemme 1. A, B, C étant trois éléments différents de £,
on a ¢(4, C) > min (9B, A), ¢(C, B)). Si, de plus, A <B<C,
le nombre ¢(A4, C) est le plus petit des ordinaux (B, A),
tp(C, B)

2) G. M. 180. Noter que o* est le type inverse de «. Voir encore

F. Hausdorff, Ber. Math. Phys. KI. d. Wiss. zu Leipzig, 58, 1906, p. 106
et suiv.
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3. B=(by,...bs. )y« 6tant un complexe donné, on
désignera par {B)r l'ensemble de tous les complexes

A= (ay...ag. )y<q tels qu'il existe un indice v (variable avec A)
tel que les ay, & <v, parcourent indépendammant ’ensemble
E tandis que as=>bs pour v < < c.

G étant un complexe derang y, Y <a, on désignera par
[G]ge* ou simplement [G] l’ensemble de tous les complexes
(Gay .. ag . )y g les atparcourant independamment 1'ensemble
E (il est évident que [G]=G si y=q).

Remarquons, une fois pour toutes, que {B}x ou [G]z** seront
considérés toujours comme déja ordonnés par le procédé (2) s’ils
sont susceptibles de 1’étre ®).

Lemme 2. B étant un élément queleonque de Eo¥,
Pensemble {B}x est partout dense sur E<*.

Tout d’abord, si « est de premiére espéce, en voit que
{B}z=E*. Supposons donec que « est de seconde espece; on
voit que {B's C E«* Il g’agit alors de montrer que toute inter-
valle non-vide (A, A%?) de Eo* contient un pointde {B} , c’est-
a-dire qu’il existe un complexe C tel que

(3) Ce {B}I« . (:Al,Az)Eoc*.

En posant Ai=(ai, d'. )s<s’, (¢=1,2), on peut supposer
At < A? cest-a-dire a'gp<a®p, ¢ =AY A%). Ceci étant, on a
deux cas: '

I.Ily a un point ae(a'e, a’p)w; si alors C désigne Ir
complexe ((., @)41 a(p,.)42), on voit que la relation(8) est
vérifiée.

II. a'p, a’p sont deux éléments consécutifs de E. En dé-
signant par A‘y P'ensemble [(a% ., aiq)]gex, (¢ =1,2), on a ces
éventualités:*)

3) En effet, si 'ensemble-réunion bg 4~ E n’est pas ordonné par exem-
ple, il est clair que I'ensemble [B] ne peut pas &tre ordonné par le procédé (2)-

4) Bien entendu, l'ensemble 4,1 précede 'ensemble 42 parce quon
a supposé que 4142,
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1°. A'¢ n’a pas un dernier point. Si alors X est un point
de Al tel que Alo<X, il suffit de considérer le complexe
(., Py (@1, DB), pr=0p(XAY) powr voir qw’il vérifie la rela-
tion (3).

20. A% n’a pas un premier point. Ce cas est traité comme
le cas précédent.

3°. A a un dernier point P, A%p a un premier point Q.

Tout d’abord, on voit facilement qu’alors ’ensemble E est
limité et que P, Q sont deux éléments consécutifs de E™ ot
de la forme

P=(aty .. a'es..s..), Q=(a%..a%r..r..),

r, s désignant respectivement le premier et le dernier point
de E.

Si au moins un des intervalles (4%, P), (Q, A?) n’est pas
vide, on construit trés facilement un complexe C vérifiant la
relations (3). Le eas ot A'=P, Q=A? étant inadmissible a
cause de la supposition que A', 4% ne sont pas consécutifs, il
nous reste encore deux possibilités:

a) A', P sont deux éléments consécutifs de E<". En posant
py=p(A', P), on voit que A'=((.,p,)pales..Ss), alp, étant le
prédécesseur immédiat de s dans E; en posant alors X=
=((.,9)pSr..r..), on voit que X est entre 4' et P, contrai-
rement & la supposition.

b) Q, 4% sont deux éléments consécutifs de E£. En répétant
le raisonnement de tout a ’heure, on s’assure que cette supposition
aboutit aussi a4 une contradiction. Ainsi le lemme 2 est dé-
montré.

Corollaire 1. Si E fini ou dénombrable, 'ensemble ordonné
E®* est séparable ?).

En effet, si B: E*", on voit que [B)x est dénombrable.

4. On désignera par kE® Pensemble ordonné alphabéti-
quement des éléments de la réunion E**+ X {B)r,lasommation
B

8) C'est-a-dire B“ a un sous-ensemble dénombrable partout dense
E. A, p. 186),
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s’etendant sur les complexcs de rang a B=(b,..0..), les b
parcourant les éléments de 'ensemble /E (voir la definition 3'5),
Ceci étant, on va prouver ce

Théoréme 1.

a. I’ensemble E%’est partout dense sur l'ensemble kE**.
b. L'ensemble XE®" est non-lacunaire.
e. Si E est dense,on a kE* =IE%.

Dans ce qui suit, 7, s, désigneront respectivement le pre-
mier et le dernier élément de [E; pour abréger, on posera
kE“ =G,

Le théoréme la se démontre en imitant la démonstration
du lemme 2; prouvons la partied du théoréme. On voit tout
d’abord que € est limité par R=(r,..r..)et S=(s..s..).
Supposcns, d’autre part, l'existence d’une lacune intérieure
MN de €. § étant un ordinal <, on voit qu’il existe au plus
un complexe de rang §, My=(m,..man<s tel que [Ms] ait un élé-
ment en commun aveec M et un élement en commun aveec M.

De plus, on voit que M, ==(., §1)M;2 si & <&, dans le
cas ou Mg, existe.

On a deux cas:

l-er cas: M existe pour tout &<a, Sil'on pose M=
=(m,,..ms. .)s<a, on s’apercoit aisément que pour tout
& mye E et par conséquent, Me E**. Autrement dit, le com-
plexe Mt appartiendrait ou bien & M ou il serait alors le der-
nier élément, ou bien & N ou il serait alors le premier élément,
se qui est incompatible aves la supposition que M, N sont les
composants d’une lacune intériewre de €.

2-me cas: il y a un nombre B, et soit B le plus petit
nombre tel que Mp n'existe pas. On a deux éventualités:
a) B est de premidre espéce. Puisque [M)g = €, on a p>0.

En désignant par A l'ensemble des points ae £ tels que
[Mg-18]g C M et en posant B=E—4, on voit que A<B,AD o

et B 0. Si Aaun dernier 6lément e, le complexe (Mz__ies . .s)
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est le dernier point de M; si B a un premier point f, le com-
plexe (Mg_; fr..n..) est le premier élément de N; si aucun
des derniers cas n’a lieu, soit g I’élément unique de [E entre
A et B. On voit que le compiexe ‘)R::(Mlq_l g. .g..) ap-
partient a € et est ou bien le dernier point de M ou bien le
premier point de M.

b) B est de seconde espéce. En considérant Pensemble [Mp]&
on voit qu'il appartient ou bien a M et alors le complexe
(M,f s...S) serait le dernier point de M, ou bien a N ct alovs
(Mgn..n..) serait le premier point de N, contraircment i
Phypothése.

On a done démontré que € est non-lacunaire.

Passons a la démonstration du théoréeme le. E étant dense,
on prouve, en répétant le raisonnement précédent, que chaque
lacune (éventuelle) de E«* est comblée par un et wn seul élé-
ment de kEo* — Ec* ]I g’agit alors de prouver la réciproque:
G=1(&..,&. )y étant un élément de KE o*-—E«* en posant
M=E*(.,G)g, N-=E*G,)g, la coupure MN de E o* ouvre
une lacune de E a*.

Supposons, par impossible, que M ait un dernier point’
M= (my..my . .)y<,. En posant ¢ — ¢ (M, ), considérons les
points My, Lo Si g(peE, il suffit de prendre un point quelcon-
que de Iintervalle (my,g,) de E, le substituer & la place de
mg, dans M, pour obtenir un point de M entre MW et G, ce qui
est. absurde.

Si ge non ¢k, il est clair que g =g pour tout p <& o
On a trois cas:

1° g, est le premier point  de /E. On aurait mp<r, ce
~qui est absurde.

2° g, est le dernier point s de (E. Il suffit de rempla-
cer, dans 9, le point mg par un point de (mg , )z pour oble-
nir un complexe succédant & M.
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30 Zop st un élément de /E—FE entre r et 5. Ce cas cst
traité comme le cas précédent. Ainsi, le théoréme 1 est com-
pletement démontré. —

D’ailleurs, on voit que IE“* CAE“* voila un cas ol
IE“* CkE“,

Lemme 3. ¢, A désignant respectivement le type ordi-
nal de 'ensemble des nombres irationnels et de 'ensemble des
nombres réels, on a ces identités

10 (w*+ (o)“’* ==
20 ] (w*+u>)“’* =1+r+1

80 k(w*+ )" = u (0* + w)** = @ = 2¢*

O désignant le type ordinal de I'ensemble ordonné qu’on
obtient du segment |[0,1] des nombres réels en remplacant tout
nombre rationnel de Uintervalle (0,1) par une paire ordonnée de
points (voir la définition 3'6),

Pour faciliter le langage, £ désignera I'ensemble des en-
tiers rationnels (le zéro compris).

Pour démontrer le lemme 3,, il suffit, d’apres le théoréme
de Cantor du §12 D*, de prouver que Ec«* est anti-limité, dense,
partout lacunaire et séparable, ce quon vérifie immédiatement.
D’aprés le méme théoréme, on voit que le type de [E«* cst
1+2+1.

Si, enfin, r, s désignent respectivement le premier et le
dernier élément de (£, et silon pose R==(r,r..),S=(s,s,..)
on voit que les types de {R}x, {S}r sont respectivement 1+n
¢t n+1, n désignant le type ordinal de l'ensemble des nom-
bres rationnels. Il est clair que FE®"=E®* 4 (R}u— {S)n.
Or, si (@y..0Qu,auprrr..) est un élément de {R}.— R, on voit
que Pélément (ag..a., @i —1,s,5..) de {S}e— S le précede
immédiatement dans k E€* ce qui prouve que k E®*=— 0 —=uyE“*.

De plus, on prouve sans peine que 2¢* —©.

[Lemme 4. p étant un type continu, le type pa*, a> 0,
Pest aussi.

Publications mathématiques [V, 4
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Lemme 5. Pour les o différents, les ‘types $a¥ § ==
=1-FA-+1, sont différents deux a deux®).

5. E étant 'ensemble ordonné composé de trois éléments
I, m, n tels que I<m<'n, on posera, pour o queleconque

(I4-m--n)e* = {M} g, M désignant le complexe de rang «, (m,..m..).

En particulier, & étant régulier, on posera H, == (I-+m—-n)~%
(Voir la remarque 8 B1)7).

& étant régulier, on a ce

Théoréme 2. a.L’ensemble Hy est confinal - (coinitial)
avec wy (w*) et semblable avec chacun de ses intervalles. On
a pH,= > owt,

L<wg

b. Tout ensemble ordonné ayant la puissance < §; est sem-

blable avec un sous-ensemble de A .8)

Corollaire 1. Pour tout nombre ordinal «, on a
pHy = 2™ (yoir le théoréme 2°6).

Le théoréme 2 b nous montre que, en admettant axiome
de M. Zermelo?), la théorie des ensembles ordonnés se réduit a
la théorie des ensembles H,, H,,. ..Hs..,§ parcourant les
ordinaux réguliers, et de leurs sous-ensembles, résultat qui, en
vue de simplicité, ne laisse rien 4 désirer.

8) Voir le chap. 1I du Mémoire précité de M. Hausdorft.

7) Voir G, M. p. 179, Noter que (l-{-m-{m)‘x' et EX sont deux ensem-
bles différents.

8) Ce théoréme est dit & M. Hausdorff (G. M. p. 172— 85). On voit
que H, est semblable avec 'ensemble des nombres rationnels.

?) Pour assurer que pour toute puissance k, jl existe un aleph Ny tel
que k<Ng,
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§ 6. Espaces abstraits et ensembles ordonnés,

Dans ce §, on confrontera la classe des ensembles ordon-.
nés avee différentes classes d’espaces abstraits considérés dans
le livre cité de M. M. Fréchet.

La terminologie est celle du méme livre de M. M. Fréchet?).

Théoréme 1. En considérant chaque intervalle d’un
ensemble ordonné E comme wvoisinage de tout point qui lui ap-
partient, on obtient, par définition, 'espace ordonné E, qui est
un espace accessible et complétement normal.?)

temarque. Deux espaces ordonnés semblables sont toujours
: homéinorphes; mais, deux enscinbles ordonnés semblables ne
sont pas nécessaierment homéomorphes. Si, par exemple, E dé-
signe 'ensemble des nombres réels, on sait (voir la déf. 3.6)
que E coincide avec ensemble F des points isolés de ensem-
‘bles w £ et, par conséquent, bien que semblable & lui, ’ensem-
ble £ ne peut pas étre homéomorphe avec F.

D’autre part, deux ensembles ordonnés homéomorphes ne
sont pas nécessairement semblables; exemple: les types w -1
et w - 2.

Cependant, on peut prouver sans peine ceci:

Chaque homéomorphie entre deux ensembles ordonnés
connexes, G, H, est une transformation par similitude de G soit
sur H soit sur ensemble ordonné a .sens inverse de celui-ci;
autrement dit: la correspondance transformant ¢ en H est con-
stamment soit croissante soit décroissante.

Le théoréme 1 permet d’énoncer un grand nombre de
théoremes établis pour les espaces accessibles. On ne mention-
nera que ce

Théoréme 2. Les quatre hypotheses suivantes sur un en-
semble ordonné non-vide £ sont logiquement €quivalentes:

a). £ est non-lacunaire;

1) E. A. p. 289.

2) Pour la terminnrlogie, voir E A. p 289. Le théoréme 1 est da &
M. H. Tietze (Math. Ann. 88, p. 312).
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B). Tout sous-ensemble infini de £ a un point d’accumu-
Jation maximée dans E;!)

Y). <F étant une famille monotone non-vide quelconque
de sous-ensembles fermés non-vides deo E, ona /1% 30
(voir le théoréme 3'5);

0). £ posséde la propriété de Borel-Lebesgue') (voir le
théorétme 3:6).3)

En combinant linclusion 6 > o du théoréme précédent avee
le théoreme 34 on obtient ce

Théoréme 3. Pour qu'un ensemble ordonné non-vide
possede la propriété de Borel-Tebesgue, il faut et il suffit qu’il
posséde la propriété de lebesgue-Khintchine et qu’il soit limité
(Déf. 17 et 3:2).

Théordme 4. Pour quun espace (V) de M. Fréchet E,
puisse étre considéré comme un cnsemble ordonné sans altérer
Popération de dérivation des sous-cnsembles de E, il faut et il
suffit qu'il existe une famille monotone saturée d’ensembles,
F, telle que XcF =FE est jouissant de la propriété que la
famille J.g so0it une famille de voisinages définissant E,

en considérant tout élément de J.g comme voisinage de tout

point qui lui appartient.*)
Ce théordme est une conséquence immédiate des définitions
1'9 et des théoremes 44 et 4'5).

Théoreme H. Pour quun espace ordonné E soit ho-
méomorphe d’une classe (L) de M. Fréchet, il faut et il suffit
que tout point de E ait un caracttre au plus dénombrable 5).
Tout ensemble ordonné qui est une classe (L) est aussi une
classe (S)1).

3) Le théoreme 2 est dii a M. P. Alexandroff et Urysohn (foe, cit.
(2:5) p. 8 et suiv.).

4) Pour la terminologie, consulter le § 4.

5) Un point a de E sera dit avoir un caractére au plus dénombrable,
s'il existe une famille an plus dénombrable <F Qintervalles - de E telle que

F —a.



Ensembles ordonnés es ramifiés 58

En omettant la démonstration du théoréme 5 parce qu’elle
ne présente aucune espéce de difficultés, remarquons que ¢’était
justement & partir de la notion de grandeur qu’a pris naissance
In notion de limite qui peut étre considérée comme fondamen-
tale en Analvse. D’autre part, le théoreme 5 nous montre que
la classe des ensembles crdonnés qui sont une classe (L) de
M. Fréchet est bien restreinte, et alors, il serait trés naturel
d’envisager des classes (L) généralisées ol la puissance de suites
de points déclarées comme divergeantes ou convergentes ne
jouerait aucun role. On verrait alors que tout ensemble ordonné
serait une classe (S) généralisée, celles-ci étant définies comme
des classes (L) généralisées dont tout ensemble dérivé est
fermés).

) désignant le type ordinal de l’ensemble des nombres
réels, on ace

Théoreme 6. Les (uatre types ordinaux X, 1A, A1
et & =1-+A-+1, sont les seuls types ordinaux connexes distan-
ciables ).

Si E est connexe, distanciable et limité, il est, d’aprés I'in-
clusion a-»B du théoréeme 2, compact en soi, donc aussi sé-
parable.?)

Alors, d’apreés le théoreme de Cantor (voir § 12D), le type
de £ est &. De méme, on voit que si E est anti-limité con-
nexe et distanciable, son type ordinal est 2; etec.

Lemme L. p étant un type ordinal quelconque, le type
Ap. est distanciable.

Par définition, 2 est le type ordinal de I'ensemble E des
complexes (m, x) ordonnés alphabétiquement (définition 1-15),
m, x parcourant respectivement un ensemble M de type p. et I'inter-
valle (0,1) des nombres réels. Alors, C'=(m', x), (i=1, 2), étant
deux complexes différents de E on s’apercoit (u’il suffit de poser

e(Ct, C)=1 si m"=m? et o(C',C?) = |x'—x'| sim'=m?,
6) voir E. A. p. 154,

7) Une classe distanciable veut dire une classe (D) de M. Fréchet.

8) Tout ensemble distanciable compact est séparable (E. A. p. 72).
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pour obtenir un ensemble ordonné distancié®)de type ordingl Ap.—

a étant un -ordinal quelconque, on va prouver ce

Lemme 2. Pour qu'un type ordinal de la forme A** ‘soit
distanciable, il faut et il suffit que o soit ou bien de premiére
espéce ou bi'en. tel que ra=w (voir la déf. 2.2 et 52).

Tout d’abord, a étant de seconde espece et tel que ta> w,
on prouve sans peine que chaque intervalle gauche de 2°*
est confinal aveec le nombre régulier ce, et parconséquent,
ayeun point de A** ne serait & un caractére au plus dénom-
brable®). Or, x* étant supposé¢ distanciable, aucun point de
A** n’a un caractére non dénombrable comme on le vérifie sans
peine. Autrement dit, si A* est distanciable, a n’est pas un
nombre de seconde espece tel que ta > w.

Prouvons la réciproque: si a est de premiere espece, ou de
seconde espéce tel que ra=w, le type L** est distanciable. On
se contentera de la prouver pour le cas ol ra=w. Soit

(1) By <B2<..<Bu<..m>«

une suite d’ordinaux croissant <a et ayaut a pour borne
supérieure.

Il s’agit alors de distancier l'ensemble E des complexes
(@, . . @y . Jy<q, les ag parcourant U'intervalle (0,1). On posera,
pour tout Ae Ec* o (A4, 4) = 0. Ensuite, 4, A®> étant deux élé-

ment différents de E, on posera g (4?, A%) = % , 1 étant le pre-

mier indice v tel que ¢ (A*, A% = 3, (voir la définition 5.1).

On voit aisément que I'ensemble ordonné E«* devient un
espace distancié, £, , et quede plus la condition triangulaire de
M. Fréchet, prend cette forme particuliere:

(@ @ (4, 4%) = max. (o (4% A%), o (4% AY));
(voir le lemme 5.1)

Il $’agit de prouver que E«* et E, sont homéomorphes;
pour cela, il suffit de prouver ces deux points:'?)

9) o (4, B) veut dire ,distance AB,,.
10) E. A. p. 173.
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1-er.A=:(ao..ay - Js<, 6tant un point quelconque de Eo*,
tout intervalle (A 4%) de E«* contient une sphare S(4,r) de Eq't).

n étant un entier tel que le nombre ordinal 8. de la suite
(1) soit supérieure au plus grand des nombres ordinaux:¢ (4t A%),

(4 AY) et 9 (A A%, considérons la spheére S|4 ( _H)' on voit

quelle coincide avec I'ensemble [a,..ag,] .. €t qu ‘elle fait par-
tie de Vintervalle (A* A% de Eo* (voir la déf. 53).

2-me. A—-:(a0 N I étant un poiﬁt quelconque de Eg, la
sphére S (A

n+1
nant le point 4.

En effet, aiB o (i=1,2), étant deux nombres réels entre
n-4-1

1. 2 Aqlo i ([==
0 et 1 tels que aB“_H< aBM< aﬁnm désignons par Ai, (i=1, 2),

les complexes qu'on obtient en remplagant dans le complexe

A, le nombre a, par les nombres ap respectivement. Il est
Pr1 n--1

clair que A'< A< A2 et que lintervalle (4! 4% de Ea* fait partie
de la sphere S( ) de E,

) de E, contient un intervalle de Eo* conte-

n+1
Remarquons, enfin, que, par un raisonnement analogue, on

peut prouver que le type (w*-w)o* (voir le lemme 5.3) est celui
d’un ensemble ordonné E qui peut étre distancié en posant re-

spectivement @ (4 A) =0, o (A% 4% = 7% , pour tout

point A de E et tout couple de points différents A*, A* de E.
(est la- définition de la distance déja connue dans le cas de

5\

Pespace o zéro dimensions G, de R. Baire'?). Celui-ci est sem-

1) La sphére S(4, ) de £, ayant A pour centre: et » pour rayon est
I'ensemble de tous les points X de Eq tels que p(d, X) < r.

12) Voila la définition de Vespace Gy de Baire. M étant un ensemble

dénombrable quelcongue (ordonné ou non-ordonné); soit N Vensemble des
suites (ou complexes de rang w) my, my...mi ..., les mi pareourant indé-

pendamment M. On posera, M1, M2 otant deux points différents de N:

P'M{M%:W et p(V, N)=0, pour tout N ~(voir R. Baire, Acta
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blable au type (w*+w)e* un résultat (ui se déduit aussi du
lemme 53 et du fait que Pespace G, de Baire est homéomorphe
de l’ensemble des nombres irrationnels.

Remarquons que le type w+* n’est pas homéomorphe de
lespace G,. Ln effet, on prouve aisément que wo*=1+2N13)

Enfin, on prouve facilement que le type (1+2) w, est con-
nexe, localement distanciable**) (donc aussi un espace (£) de
M. Fréchet!) sans étre distanciable,

Probléme. Caractériser la classe des types ordinaux distan-
ciables.

Dimension des ensembles ordonnées.

Les symboles dim E, dE désigneront respectivement la
dimension d’Urysohn-Menger!®) de E et le type de dimension
de M. Fréchet ou le type topologiquz de E.*®) De méme, x
étant un point de E, on désignera par dim. E la dimension
d’Urysohn-Menger de E dans le point x.'7)

E étant un ensemble non-vide, on a ce

Théoréme 6. a. dim E=0 ou 1 c¢'est-a-dire dim E<2.

b. Pour que dim E=0, il faut et il suffit que E soit to-
talement non-connexe (voir la déf. 1-12).

¢. Pour que dim, E==1 pour tout xe£, il faut et il suffit

qu’aucun intervalle non-vide de £ ne soit totalement
non-connexe.

Math. 32, p. 97—175 et M. Fréchet E. A, p. II8). C'est dans 'espace Gy (ou
dans un modéle ae Gy) et non dans Tl'ensemble des nombres réels que M.
N. Lusin expose ses recherches sur les ensembles analytiques, projectils ete.
(N. Lusin, Ensembles Analytiques, Paris, 1930).

18 Voir G. M. p. 151,

14) Un espace abstrait est dit localement distancié si pour tout son
point a il y a un voisinage de a qui est un espace distancié.

15) Pour la terminologie, voir C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa,
1933 p. 116 et suiv.

16) Voir B, A.p. 30 et suiv, aussi: Kuratowski, Thid. P 12,

1) Kuratowski, ibid. p. 116,
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La partie @ du théoreme 6 est une conséquence immé-
diate de la définition de dim E et du lemme 3'12; pour mon-
trer les parties b, ¢ du théoreme, il est eclair qu’il faut et il
suffit de prouver ce

Lemme 4. x étant un point de E, pour que dim.E = |,
il faut et il suffit que x soit contenu dans une portion connexe
de £ (voir la convention 1-2).

Prouvons le lemme 4. On peut, évidemment, supposer que
X ne soit pas une extrémité de E. La supposition que 'ensem-
ble (., x|z ne soit confinal avec aucune portion connere de E
bien que, par hypothese, dim.E--=1, veut dire que (voir le thé-
oreme 3°'8) pour tout point as(.,x)r, il existe une portion droite
Py de |a,x]u telle quelle soit le composant supérieur soit d’'une
lacune soit d’un saut de |a, X |&.

De méme, sous la supposition qu’il n'existe aucune por-
tion connexe de E coinitiale avec [x,.), on démontre, powr tout
be(x,.), Pexistence d’'une portion P, C|x, 6] telle qu'elle serait
le composant inférieur soit d’'une lacune soit d’'un saut de [x, 6]x.
Autrement dit, 'ensemble P;+ P, C (a,?) serait une portion'a
la fois fermée et ouverte de E contenant le point x. I inter-
valle (ab) de E étant quelconque, cela voudrait dire exactenient
que dim.E =0, contrairement & 1’hypotheése.

Pour montrer que la condition de lemme 4 est suffisante,
il est manifeste qu’il suffit de prouver le

Lemme 5. Pour tout point x d’'un ensemble ordonné econ-
nexe E, on a dim.E-=1.

S lemme est évident parce que, A étant un intervalle
quelconque de E tel que xed, il est manifeste que l’ensemble
A—A est composé soit d’'un point soit de deux points de E (voir
le lemme 3-12).

Remarquons que dim 7.0*-:0 pour tout ordinal o 'de se-
conde espeéce. En effet, on prouve facilement que les 2o* ¢
étant de seconde espece, sont partout lacunaire.®)

18) En effet, on a ce théoreme: E, ¢ étant respectivement un ensemble
ordonné anti-limité non-vide et un nombre ordinal de seconde espéce, l'en-

semble EO est partout lacunaire.
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Que dim da*=0 pour les a tels que ta=w, cest égale-
ment Une conséquence de la forme particulidre (¢) de la con-
dition triangulaire de M. Fréchet.!?)

D’aprés le théoréme précédent, le symbole dim E, E étant
un ensemble ordonné quelconque, ne pourrait avoir. qu’une des
trois valeurs: -—1,0 et L. Il en est tout autrement du symbole
dE. En effet, I désignant le segment [0,1] des nombres réels,
on sait (voir le lemme 55) que les dI*, u parcourant des ordi-
naux, sont deux & deux différents. Malheureusement, ils sont,
en général, incomparables entre eux. Si ’on désigne par dE; || dE,
le fait que dE,, dE, sont incomparables, on voit, par exemple,
que dl i dfo*—

Considérons, enfin, le symbole ¢ £ (voir la définition 1°14).
On prouve facilement que ¢/** < ¢/%* si « <3 sont deux ordi-

naux quelconques et, par conséquent, on pourrait poser ¢/“*=a.
Mais pour les « finis, les #E«* ne coincident aucunement avee
la dimension dR« de lespace euclidien & « dimension (voir
E.A. p. 56 et suiv.)

Par conséquent, I'ensemble des tE différents est extréme-
ment riche. Il y en a qui sont incomparables, par exemple £ w,
et 2. On voit aussi que #2 =f(1 -7.+1) sans qUils soient sem-
blables ('est-a-dire tels que (h=t¢(1+2--1). Mais, d’apreés
M. Banach®), si G, [/ sont deux ensembles ordonnés tels que
tG == t:H, alO]’S G:Gl -~ GZ, Gl 02: O, H~:Hl "{"Hz, Hl H2 == O et
tGi=tHi, (i=1,2). (voir la définition 1°14).

Probléme: Soient Gy, G,, Hy, Hy quatre sous-ensembles d'un
ensemble ordonné jouissant des propriétés suivantes: G,Gy=0,

19) D’aileurs, on peut prouver ce¢ théoréme: Si pour tout triple de
points Ai¢ (¢=1, 2, 3). d'un espace distancié E, I'ensemble des distances
o (AL A2), o (42 48), p (43 A1), ue se compose qu'au plus de deux nombres
différents, alors dim E<=0. Cela a lieu, en particulier, si 'é6quation triangu-
laire de M. Fréchet est de la forme

o (AL, 42) = Max. (p (.12 48), p(A® A1),

20) Fund, Math. 6, p. 236.
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—=H,-+ H,, est-ce que les types ordinaux ¢G et fH sont com-
parables® et en particulier sont-ils égaux??)

§ 7. Sur quelques puissances se rattachant & un ensemble
ordonné,

Pour la commoditéduraisonnement, on admettra, dans ce §,
l’axiome de Zermelo, ou ce qui revient au méme, I’hypothdse
quil n’y ait pas de puissances incomparables. £ désignera,
comme toujours, un ensemble ordonné et pE sa puissance.

Il est commode de poser cette définition: Une famille d’en-
sembles sera dite disjoctive’) si les ensembles dont elle est com-
posée, sont, deux & deux, disjoints; de plus, la famille vide aussi
bien que chaque famille composée d’un seul élément sera dite
disjonctive.

1. Le signe p,£ désignera la borne supérieure des pF, F
parcourant la famille des sous-ensembles bien ordonnés ou in-
versement bien ordonnés de E. (voir Ja définition.1 8); py E dé-
signera la borne inférieure des p F, F parcourant la famille des
sous-ensembles de E partout denses sur E.

poE (p, E) désignera la borne supérieure des pF, F
parcourant la classe des familles disjoctives de segments (d'in-
tervalles non vides) de E.

ps E désignera la borne supérieure des p<F, <# parcourant
la classe des familles de segments de £ n’impiétant pas les
uns sur les autres; p; E désignera la borne inférieure des p&F,
«F parcourant la classe des familles d’intervalles déterminant
Pespace ordonné E.

I.emme 1. Les nombres p; £, (i=0,1,..5), sont par-
faitement déterminés et tels que pi £ =< p E.

Que les p; E soient bien déterminés, c’est la conséquence
du fait que ,I’ensemble“ des nombres cardinaux est hien ordonné.

21) L.e méme probléme se pose en considérant les types dimensionnels
de M. Fréchet des ensembles appartenant a une certaine classe d’espaces
abstraits (par exemple espaces distanciés, accessibles, etc). Le probleme
semble assez difficile (cf. 'énoncé original du lemme de M. Banach et le
probléeme: si la réciprogue du lemme de Banach lui-méme esl vraie?)

1) Cette expression si suggestive est due & M. Fréchet. Dans la suite,
on en déduira d’autres,
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Théoréme L% a. p_ilE=piE, ((=0,1,. .5)
b. pivE=piE, (i=0,1,2); pijv E=pE, (j=3,4,5);
c. p]WE=p,E, pwE=p E, (i=1,2,..5).

évidente, considérons les autres cas. Le théoréme étant banal
pour les E finis, on supposera que E est infini.

[Végalité p,[E=p, E est une conséquence immédiate du
lemme 321.Quep;,w E=pE, (j=1,..5), c’est une conséquence
de ce que E coincide avec I’ensemble des points isolés de l'en-
semble wE (voir le théoreme 3'11). Les égalités p;j E= pi E,
(i==1, 2; j==1, v), proviennent de ce que, /A étant un intervalle non-
vide quelconque de jE,ona AE D0 comme on le vérifie sans
aucune peine. Il nous reste encore a prouver que p; [ E=p E
et pivE—=pE, pour i===3, 4, 5.

A ce but, prouvons tout d’abord ces deux lemmes:
Lemme 2. E étant infini, on a p, E =—p, E.

Lemme 3. Si E n’a aucun point d’aceumulation bila-
‘térale, on a p, E=pE.

Le dernier lemme étant évident, démontrons le pren.ier
Soit alors <Z une famille infinie de segments S de £ n'impi-
étant pas los uns sur les autres. S étant un élément de &,
soient S!' Délément (éventuel) de <&* contenant extrémité
gauche de S, et S? 1'élément (eventuel) de -F contenant l’ex-
trémité droite de S. Ceci étant, soient

(1) SO)S!,.-Sq),-'.(P<(l)B,pr:p$’

les éléments de & . Désignons par %, la famille des sy dé-
terminés de la fagon suivante: on posera s, =S,; les s; étant
déterminés pour tout &<a, s« désignera le terme du plus
faible indice dans la suite (1) ne coincidant avee aucun des
Se» s;, s§,§ <a.ll est clair que F, est une famille de F telle

gue pF =8 . pF = F,

?) Pour la terminologie et les mnotations, voir la section VI du § 8.



Ensembles ‘ordonnés et ramifiés 1

Donce pF=:pF, Or, les éléments de F, sont de seg-
ments deux & deux disjoints de 'E. On en tire, I'inégalite p,E >
> p,E étant absurde, que p;E = p, E.

A la suite du lemme 3, on a pyv E == pE parce que, d’une
part, pvE=pE, et d’autre vE n’a aueun point d’accumulation
part, bilatérale. A la suite du lemme 2, on a p,v E — p, vE, ou,
A la suite de p,v E = pk, pyo E==pE.

~ Prouvons que psw E = pE. Tout [d’abord, les points de E
étant isolés dans wE; on a pE<p,wE <pwE. Or, on voit
que pw E ==p E, ct, par conséquent, p; w I = pkL.

Il s’agit encore de montrer que pzlF =p;E. Rappelons ce
résultat qu’'on vérifie aisément: -¥  étant une famille d’intervalles
déterminant £, la famille @ de tous les intervalles non-vides de [E
dont ’ensemble des extrémités est 6gal a celui des éléments de &,
est une famille d’intervalles déterminant Pespace /E. Or on voit
que p®=pF . Si,en particulier, p<# = p; E (une telle famille
existe, comme on s’en appercoit),on en conclut que psE < psE,
done psl E = p; E.

Ainsi, le théoréme 1 est complétement démontré.

Lemme 4. p désignant la puissance de Vensemble des
sauts de E, on a pis E=pi E+§8,.p, ({=0,.5). (voirla déf. 3'5).

Corollaire a. Pour que poSE >p,E, il faut et il suffit que
L<PE < N

b, Pour que pisE>piE, il faut et il suftit que
pE<p, (i=1,2..5).

Lemme 4'E étant infini et sans aucun saut de seconde
espece, on a piSE=pE, (i=0,1,..5).

On se contentera de prouver que p,SE = p, E.

p étant la puissance de ensemble des sauts de E, il suffit
de prouver, d’aprés le lemme précédent, que p; E>p. 11 est
clair que, ¢ désignant la puissance de l'ensemble Q de points
de E qui ne sont pas de points d’accumulation bilatérale de E,
on a p<=gq. Prouvons que p; E_>q. Soient done, F un sous-
ensemble de E partout dense sur Ini et ayant la puissance p,E
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et.a un point queleonque de l’ensemble Q. Si-a est isolé, pd-
sons a’=a; il est clair que a’¢ F. Si a n’est pas isolé dans E,
et §’il nest pas une extrémité de E, soit a’ le point de E qui
précédé immédiatement le point @ si a n’est pas isolé du coté
droit, et qui succéde immédiatement & a si a est un point
d’accumulation de E du (0té gauche. I’ensemble E étant sup-
posé sans aucun saut de seconde espéce, on voit que le point
a’ est isolé et par conséquent appartient & F. Autrement dit, a
tout point @ de Q correspond un seul point de F, un point de
F pouvant correspondre au plus & trois points différents de Q.
On a donc 83p F>q cest-a-dire p, F>q

Lemme 5. On a pSE<p;E. Si SE est infini, alors
piSE=p:E, (i=0,1,..5). (voir la définition 3'5)

On se contentera de prouver que si pSE>N,, alors
PySE=pE ‘

Tout d’abord, on voit qu'on peut supposer que pE >R, .
De plus, & cause de Uégalité p,/ E~p,E, on peut supposer que
E donc aussi SE est non-lacunaire.

Ceci étant, soit < une famille non-dénombrable de seg-
ments [a,b] de E n’impiétant pas les uns sur les autres. En
supposant que a < b, désignons par <F, la famille des segments
[@', V"] de SE construits de la fagon suivante: «' est le dernier
point de (., alsg?), b’ est le premier point de [b,.)sz. I’ensemble
E étant non-lacunaire, SE Vest encorc et par conséquent, les
points «', b' existent (sauf, peut-étre, dans le cas olt @ ou b sont
des extrémités de E). Puisque p,h=¥, tout élément de F,
correspond & une famille au plus dénombrable d'éléments de
<F’; autrement dit, pF =8, .pF, done pF —pF, Or, les
éléments de <F, sont de segments de SE n’impiétant pas les
uns sur les autres. On-en conclut que p,SE =p, E.

Lemme 6. pE < p,E.

C’est bien évident parce que, pour tout ensemble F bien
ordonné ou inversement bien ordonné, on a p,F==p,E=pE (voir le
lemme 3).

8) Le sigue (., a]gy représente 1'ensemble de tous le points de SE qui
ne succeédent pas, dans E, au point q.
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Lemme 7. Pour chaque £ infini a’ayant aucun saut de
seeonde espdce, on a p,E=pyE.

Tout d’abord, il est clair que p, £ = p, £ done, & la suite du
lemme 2, aussipE < ps£. Prouvons que p,E > pgE. Soit <F une
famille infinie quelconque de segments [a, b]z deux & deux dis-
joints. S=[a, b], « < b, étant un élément de &, désignons par S*
I’élément (éventuel) de & contenantle dernier point (éventuel)
de (.,a)g, et par S* Pélément (éventuel) de «#F contenant le
premier point (éventuel) de (a,.)=.

Si alors
(2) SOyS!:"S‘P:' (@<wﬁ)ﬁw§=p$)a

sont les éléments de &, soit <F, la famille des s, construits
comme Ssuit:

Si au moins un des segments S, = [a,d], ¢« <b, Spt, Sy
n’est pas un saut de E, soit s, ’ensemble des points entre ses
extrémités; ¢’ils sont, tous, de sauts de E, s, sera lintervalle
composé du point « si b n’est pas isolé (évidemment du. cOté
droit), du point b si @ n’est pas isolé (évidemment du coté gauche
et égal & S si a, b sont isolés.

Tes sy, § <a, étant construits, soit Sy le premier terme
de la suite (2) qui n’était pas pris en considération lors de la
construction des sy, pour les § < .

Alors, s« sera construit, & partir de Sy, exactement de la
méme fagon que Pon a défini s, & partir de S,,

On s’assure que les s, ainsi constiuits sont d’intervalles

non-vides de E, deux a deux disjoints, et que leur famille -F,
a la méme puissance que la famille %

On en conclut que p2f > p,k et finalement p, E=pz E.

Lemme 8 Pour tout ensemble ordonné infini, on a
P E <p,E. Pour que p.E <p;FE, il faut etil suffit que 'ensemble
A des sauts de seconde espéce de E soit tel que pA>py E.
On a alors pA=p, E.

a. Par hypothése, cn a p& > 8, p,E < p,E. Supposons que
PA = poE.
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En désignant par M Pensemble ordonné qu’on obtient en
intercalant dans tout saut de seconde espece de E un ensemble
de type ordinal », on a, d’aprés le lemme précédent,

par supposition p A <py E. Ensuite, py M =pz E+8y. pA == py E.

On aurait alors pg E ==p; M==p, I et finalement pgk = p I
contrairement & ’hypothése. On a done non pas pA < p,E mais
PA> P EY).

b. Par hypothese, pA < p.E, pE ¥,

M ayant la méme signification que tout & I’heure, on a

P2M == P, E+8, pA = pA; py M =N, . py E = p, E.

A cause de p,M==p; M, on en tire Pégalité voulue
psE=pA.

Lemme 9. Pour tout E infini, on a p, E=p, E+p.E.

D désignant 'ensemble des sauts de seconde espéce de E,
on va prouver tout d’abord que p; E=p; E +pD. En effet, soient
F un sous-ensemble de E partout dense sur luiet de puis-
sance p, E, G l'ensemble des extrémités de D, H la réunion de
F et G, % 'la famille de tous les intervalles non-vides de E
dont les extrémités appartiennent & /A, alors il est facile de prou-
ver que <# est telle que, a étant un point et / un intervalle
queleconque de E contenant a, il existe un intervalle / de E
tel que /CJ et aeleF. Or, pF =pi--pD.

Done p-#  =p; E-pD. On-en conclut que p; £ = p, £-+pD.

Or, il est évident que p; £ =p, E et 7, E -3 L. Fialcncnt,
]JaE oo pl E i.;pD.

D'autre part, il est clair que p D < py£. Par conséquent
p5E _<__p1E +P4E done Ps E = E -4]_ R E.

2.11 nous reste encore a trouver une relation plus étroite
entre p.k et pE, d'une part, et entre p,E, p,E d’autre part ce
qu'on fera dans le chapitre II.

Toutefois, on va démontrer ce
4 Si I'on n'admettait pas 'axiome de Zermelo, la derniére conclusion
ne serait pas permise (voir la note 2'8),
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Lemme 10. Si py£=p,E pour tout ensemble ordonné
continu E, alors p,E = p,E pour chaque ensemble ordonné E.

Il s’agit donc de prouver que 1’égalité

1 nE=pkFE

est vraie pour tout ensemble ordonné E si elle est vraie pour
tout E continu.

1/égalité (1) étant évidente pour des E finis, supposons que E
est infini. Deplus, a cause des égalitésp; [ V E—p; Epour i =1,2.)
d’une part, et du fait que Pensemble [ V £ est non-lacunaire et
sans aucun saut de seconde esptee, d'autre part, on peut se bor-
ner & Pétude des E infinis, non-lacunaires et sans aucun saut
de seconde espéce. Soit done £ un ensemble ordonné infini, non-
lacunaire et sans aucun saut de seconde cspéce. A la suite des
lemmes 2 et 7, on aura p, £ =p, E et p,sE-——p,SE.

I’ensemble £ étant sans aueun saut de seconde espeéce,
on a, d’aprés le lemme 4', ces égalités:

@) v E=p sE et p, L =pSE

On en conclut que p,E —=p,sE.

D’autre part, sE ¢étant continu, on a, par hypothese,
p»,SE =p,sE. A la suite des relations précédentes, on a done
2 SE=p,s E=p,sE = p, E-=p>E et en particulier p, s E=p,E.

La dernidre relation, vu la relation (2), nous donne fina-
lement Pégalité cherchée.

Lemme 10'. Si la borne supérieure p, £ est atteiute pour
tout £ continu, elle est atteinte pour tout ensemble ordonné E.

Soit £ un ensemble quelconque; en désignant par I l’en-
semble des points isolé de E, on a deux cas:

Premier cas; p I _>p, E; il est clair alors que la borne
paE est atteinte parce qu’il suffit de considérer les éléments de
I comme intervalles non-vides de E.

5) Il va sans dire que le signe WE veut dire {(VE).

ublications mathématiques IV, 8
1)
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Second cas. pl<p,E. En posant F=FE—I, on voil que 1’en-
semble S F est dense, et par conséquent, I'ensemble / V(F) est
continu. Par hypothése, il y a une famille %" d’intervalles non-
vides de ([ V F telle que pylVF=p#. D’autre part, on conclut
de proche en proche, que p,lVF=p,VF=p,F=p, k.

Or, chaque intervalle M de [V F contient un intervalle
non-vide M, de Uensemble F; si 'on désigne par M, linter-
valle de E ayant les mémes extrémités (ue lintervalle M, de F
et si Pon désigne par %, la famille des .M/,, M parcourant les
éléments de F, on voit que <&, estune famille disjonctive d'in-
tervalles non-vides de E telle que p:# ,=pF et a la suite des
égalités précédentes: pF ,=p, E.

Les deux lemmes précédents donnent ce

Théoreme 2. Si, quel que soit I’ensemble ordonné con-
timu E, il existe une famille disjonctive -F d’intervalles extraits
de E tels que p<# =p E, il en est de méme quel que soit
Pensemble ordonné. ‘

Le probleme si, pour des E continus, la borne supérieure
P, E est atteinte et si elle est égale & p, E, se réduit, comme
on le voit, & cette question: soient £un ensemble ordonné con-
tinu et < une famille d’intervalles déterminant £; existe-t-il
nécessairement une sous-famille disjonctive de -# ayant la
puissance p, EZ (Probléme sur lu structure cellulaive de continus,
Cf. la note 11 du Complément).

Cette épineuse question nous occupera dans la suite de
ce travail.



CHAPITRE Il

ENSEMBLES ET TABLEAUX RAMIFIES.

En généralisant la notion de relation d’ordre introduite par
G. Cantor, on va définir la notion de relation de ramification en
s’inspirant de lidée de subdivision (bipartition, tripartition, ete.)
qui intervient dans un grand nombre de démonstrations clas-
siques. On en déduira la notion d’ensembles et tableaux ra-
mifiés.

§ 8. Généralités.

A. Définition des ensembles et tableaux
ramifiés,

1. Relation de comparabilité ~. Soient < une relation d’ordre
queleonque!) et > la relation d’ordre inverse de <;commeé d’ha-
bitude, == sera le symbole pour la relation de Iidentité. Par
conséquent, si a-— b, les éléments a, b joueront partout le méme
r0le et chacun d’eux sera toujours remplagable par Pautre; si,
par exemple a =10, b=-c, alors on aura a =rc.

Remarquons que les relations <, >,= sont deux & deux
incompatibles, *)

1) Pour la terminologie, voir le § 1.

2) Deux relations binaires Ry, Ry sont dites dncompatibles si 1'on n’a
jamais a Fyb et a Rpb.
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Ceci étant, la relation de comparabilité — qu’on désignera
par =~ — sera la somme logique®) des relations <,>,==; autre-
ment dit, le signe a =~ 0 voudra dire que ou bien @< b ou bien
a>b ou bien ¢ ==0; on écrira: =~ = (< + >+==).

On voit que la relation =~ est symétrique c’est-a-dire:
si @ = b alors b ~ «a, Par conséquent, le siitne @ = b pourra étre
lu @ et b sont comparables (entre eux)".

On voit aussi que = est une relation rétlexive; seulement
elle n’est pas nécessairement transitive (Cf. le lemme 2).

Cela posé, on voit que le chapitre précédent était consacré,
au fond, non pas a I'étude de la relation d’ordre <, mais & la
relation de comparabilité et aux ensembles ordonnés, ceux-ci
étant définis comme des ensembles £ dont tout couple de points
était comparable c’est-a-dire tels que: si aeE, be E, alors a=b.

2. Relation de disjonction || . Une relation binaire symétrique
et anti-réflexive sera appelée relation de disjonction ou relation
disjonctive et désignée parle symbole (deux traits verticaux). A cause
de sa symétrie, le signe «a || b pourra ¢tre lu ,a et b sont dis-
joints*“, ,séparés“, ,incomparahles® ete.

Par exemple, la négation de la relation d’identit$ est une
relation disjonctive. Si 4, B sont deux ensembles et si la phrase
»AB=0 sans que A=B=0“ est désignée par 4| B, on obtient
de nouveau une relation de disjonction ).

Remarquons que les relations = et || sont entre elles in-
compatibles.?)

3. Relation de ramification «.Soient ~ = (< -+ >+ —=)une
relation de comparabilité et ' une relation de disjonction quel-
conques satisfaisant a la condition d’étre incompatibles enire soi;
cela veut dire que les relations <C et !] sont, entre elles, incom-
patibles. Alors la somme logique des relations ~ et || sera dite
relation de ramification et désignée par % si lo condition suivante

8) Soit . une famille de relations binaires; la somme logique des re-
ations appartenant a . sera la relation R définie comme suit: le signe
aRb voudra dire qu'il y a aw moins une relation p appartenant a F telle
que apb, On voit que ¢i.5" est composée ddes relations deux & deux incompa-
tibles, les mots ,au moins une“ dans la phrase précédente sont remplacés
par ,une et une seule“.—

4) D’oti 'expression ,relation disjonctive* (voir la note 7-1).
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est vérifice: C: Si a<c et b<c¢ alors a=b.c¢est-a~-dire: si
a<c et b<c, alors ou bien a~=b ou hien a < b ou bien a > b;
ou en paroles: deux éléments, ou points, précédant un méme
point sont comparables entre eux.

Pour marquer la dépendance de la relation de ramification *
des relations élémentaires =, <C, >, || dont elle est compo-
sée, on écrira %= (=< ,> ).

Une relation de ramification sera dite relation de ramifi-
cation_dégéncrée si la condition suivante est verifiée:

C: Si c<a, c<b alors a=b; c'est-a-dire: deux points
succédant a un méme point sont comparables.

 Par exemple, chacune des relations —, <, > et || est une
relation de remification dégénérée.

Remarque 1. Si I'on désigne par ~ une relation de clas-
sification queleonque (voir le § 1) et si 'on considere la somme
logique des relations ~, <, > et , celles-ci étant supposées
deux & deux incompatibles et liées entre elles par des condi-
tions simples et naturelles, on obtient:la notion de la relation
de ramification générale. Dans un travail particulier, on en mon-
trera la structure logique.

4. Ensembles ramiriés. Unensemble de points, E, seradit ra-
mifié relativement & une relation de ramification * = (=, <, >,|))
ou rangé par rapport a la méme relation de ramification %, si,
quel que soit le couple d’éléments a, b de E, on a a % b. Dans
la suite, on dira simplement que E est ramifié et on sous-en-
tendra toujours qu’il est ramifié par rapport @ la relation * dé-
finie si-dessus (cf. la Note 1 du Complément).

Exemple: A étant un arbre généalogique, si ac A et be 4,
désignons, respectivement, par a =~ b et a || b les faits que g, b
sont respectivement en parenté directe ou collatérale; on voit
qualors A4 est un ensemble (et méme un tableaw [voir ci-aprés])
ramifié; toutefois, on convient que, dans A, il n’y pas de rela-
tion ,,0tre époux* c’est-a-dire que tout élément de 4 peut, de
lui-méme, avoir des descendants.

Dans la suite de ce§, lalettre F désignera un ensemble ramifié
quelcongue.

On dira que E est un ensemble ramifié dégénéré si la re-
lation « par rapport a laquelle ’ensemble E est ramifié est dé-
générée; par exemple, tout ensemble ordonné est un ensemble ra-
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mifié dégénéré. En particulier, on pourra parler des sous-ensem-
bles ramifiés et des sous-ensembles ramifiés dégénérés d'un ensem-
ble ramifié E: ceux-ci sont des sous-ensembles F de E pour les
points a, b, ¢, d, desquels la relation * vérifie aussi la condi-
tion C. Les sous-cnsembles F de E ne contenant aicun couple
de points incomparables seront dits monotones (ou ordonnés). Un
sous-ensemble F de E sera dit disjonctif (voir la note 7°1) si
pour aucun couple de points @, & de F on n’a a<<b (ou a>b): on
a, par conséquent, soit @ == b soit a || b; en particulier, un en-
semble de points sera dit digjonctif si pour chaque couple de ses
points @, b on a ou bien a=—="5& ou hien a | b.

Il s’en suit que chaque ensemble monotone ou disjonetif
est ramifié et dégenéré; en particulier, I'ensemble vide et chaque
ensemble composé d’un seul point sont monotones, disjonetifs
et ramifiés et dégénérés.

La notion de sous-ensembles dégénérés dun E jouera, dans
la suite, un role important.

Lemme L. Si allb, a<c, b<d, alors ¢ | d.%)

Il est évident qu'on peut se contenter de prouver que: si
all b, a<e, b<d, alors c | d. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi.
On aura ¢ * d donc soit ¢=—d soit ¢<d soit ¢> d.

A4 cause de la condition C, chacun de ces trois cas améne
& une contradiction comme on le voit aisément.

Lemme 2. Pour qu'un E soit dégénéré, il faut et il suffit
que la relation de comparabilité =~ soit transitive.

b. Définition fondamentale. a étant un point d’un ensemble
ramifié E, la portion a de E sera I'ensemble de tous les points
x de E tels que x non ' a, autrement dit ¢’est I'ensemble de
tous les points b,cde E tels que & <a << ¢; la portion a de E sera
désignée par [a]z ou [a]. Il gen suit que acfa]s.

Lemme 3. Pour quun ensemble ramifié E soit dégénéré, il
faut et il suffit que, quel que soit le point a de E, la portion [a]
de I soit monotone.

5) Remarquons que a<c veut dire soit « < ¢ soit a=c.

Dans la définition primitive de la relation de ramification %, le lemme 1
était une condition imposée a =; la simplification précédente est due a
M. J. Karamata.
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E étant dégénéré, supposons gu’il existe un point a de E
tel que [a] n'est pas monotone c'est-d-dire qu’il existe deux
points m, n appartenant a [¢] et tels que m | n. Il est clair que
a ne peut coincider ni avec m ni avec n. Alors, quatre éven-
tualités sont & envisager:

1° m<<a, n<<a donec m non || n & cause de lu condition C,

2° u>m, a<<n donc m non || n & cause de la condition C,

N

3 m<a, a<’n donec m<n a cause de la transitivité de <,

49 n < a, a<m donec n<<m A cause de latransitivité de <.

On n’a donc jamais m |l n contrairement a la supposition.

D’autre part, E étant ramifié et tel que [a]z soit mono-
tone pour tout point @ de E, on voit aisément que la condition
C est vérifice.

Lemme 4. a, b étant deux points d’'un E dégénéré, alors
[ale ==[b]r ou [a]r || [b]z suivant que @ non || b ou a || b.%)

On en déduit ce lemme qui nous montre la structure des
E dégénérés:

Lemme 5. Chaque ensemble ramifié dégénéré est composé
d'une famille d’ensembles monotones deux o deux incomparables.®)

6. Intervalles, segments, portions, nocuds.

a étant un point de E, les symboles (.,a)z,(.,als, (a,.)r
et [a,.)r sont définis exactement comme dans le § 1; ils por-
teront le méme nom qu’auparavant. En particulier, intervalle
gauche a de E c¢’est-a-dire DPensemble (.,a)r est Pensemble de
tous les points x de E tels que x<a; le segment droit a de E
est 'ensemble de tous les points b de E tels que a <b.

On voit que |ale=(.,a)s-|-[a, . )s.

La notion de portions droites et gauches de E est définie
comme dans le § 1.

Toutefois, il faut préciser le champ de validité de 1a notion
d’intervalles de £ et, parconséquent, aussi celle de portions dé E.
o 6) Deux sous-ensembles M, N d'un ensemble ramifié I sont dits incompa-
rables, ce qu’on peut désigner par M || N, si, quel que soit le point m de M
et quel que soit le point n de N, un & m || n,
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Lintervalle ab ou ba de E quon désignera par (a, b)s ou
(b a)r sera 'ensemble de tous les points x de £ tels que
a<x<bsia<<beta>x>bsiaxb.

On voit alors que la notion d’intervalle de E une sera dé-
finie que pour des points éventuels a, b de E tels que soit a<<b
soit a > 0.

La notion de portion de E, les symboles {a,b)x, [a,b]r et
(a,b]r sont définis comme dans le § 1.

Les intervalles gauches et droits de E et les intervalles
proprement dits de £ peuvent étre appelés, en commun, inter-
valles de E.

On aura fréquemment besoin de la notion dun nseud de  E:
soit @ un point de £: Pensemble de tous les points x de E tels
que (.,X)z=(.,a)n sera appelé nocud a de L et désigné par|a|g-

Lemme 6. a. Chaque intervalle (segment) de £ est un
sous-ensemble wmonotone de E,

b. Chaque noeud de E est un sous-ensemble disjonctif de E.

7. Espaces ramifiés. Nous nous contentcns de définir seule-
ment des espaces-tablequx ramifids: la définition des espaces ra-
mifiés parraitra ailleurs. Soit 7' un tableau ramitié quelconque
(voir ci-dessous); a tout point @ de 7' on fera correspondre la
famille &# ., de ses woisinages ceux-ci étant des ensembles
>z, )r—{(a,.)r, z parcourant (x,alr, x étant un point quel-

z

conque d2 T tel que x = a; en particulier, si (.,a)r==0, la fa-
mille <%, sera composée du seul psint a. J.a détermination des
& o pour les « de T implique la définition des points d’accu-
mulation des sous-ensembles de 7 on obtient ainsi un espace
bien déterminé qu'on désignera par eT.9)

8. La notion de premiére rangée de E. On dira que E a une
premiére rangée de points si, quel que soit le point a de E, 'en-
semble ordonné (., alsz a un premier point; alors, la premiére
rangée de E, qu'on désignera toujours par Ry E, sera l’ensem-
ble des premiers points des segments (.,a|x, @ parcourant les
points de E.

7) Pour la définition exacte de la dérivation des ensembles a partir
de voisinages, voir E. A, p. 172. Quant & Ta définition de eT cf: la définition
originelle de Baire de son cspace Gy (voir la note 6:12), aussi bien que la
définition des espaces bien ordonnés,
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Lemum e 7. Si Eaune rangée Ry E d’éléments, premivr celle-
vl est caractérisée comme un sous-ensemble disjonctif - de E tel
que tout point de l'ensemble E—F soit précédé par un (ct par
conséquent un scul) point de F¥). '

D’une facon analogue, on introduit le notion de derniére
rangée de I on dira que E a une derniére rangée d: points s'il
existe un sous-enscmble disjonctif F de E tel que tout point
éventuel de E£—F précede au moins un point de F. Cependant,
on n’en aura pas besoin dans ce qui suit: nous la mentionnons
uniquement parce qu'elle nous permet d’introduire L notion
~des bornes supérieure ct inférieure d'un sous-ensemble non-vide
de I et, a partir de celle-ei, la notion de lacune de E; ete
(la définition d’une coupure de E est la méme que dans le cas
des ensembles ordonnés) ?).

9. Tableux ramifiés. Rang. Un ensemble ramifié ou rangé sera
dit tableaw ramifié ou ensemble bien rangé si chacun de ses sovs-
ensembles non-vides « une premiére rangée d'éléments; 1'ensemble
vide sera considéré aussi comme un tabl au ramifié,

Excmple: tout arbre généalogique est un fableaw ramifié
(voir la section 4).

Lemme 8. Pow quun ensemble ruwmnifié soit wun tableau
ramifié, il fuut et il suffit que chaeun de ses sous-ensembles ordon-
nés soit bici ordonné)

Dorénavant, on ne s'oceupera que des tableaux ramifiss;
la lettre T designera un tableau ramifié quelconque,

est due & M. Fréchet.

9) Voici par ex.. la définition de fa horne supérieure rvelativement a
E @'un souz-ensemble non-vide F de F; soit tout d’abord Gy Vensemble de
tous les points de F gui ne sont suivis par aucun point de F: soit ensuite
Gy Uensemble de tous les points ax K — F tels que [, a)r 0 et que, quel
que soit le point x de (., a)e, on ait (x, a)p ) 0: alors, la premiére rangée
G de la réunion Gy+-Gz sera dite borne supérieure de I'; celle-ci sera dite
compléte si F(C £ (., alr, a parcourant les points de G. Il est clair qu'on

peut avoir ()r:().act alors, E sera lacunuire. 11 est- & vemarquer qu'un sous-
ensemble, méme monotone, de K, peut avoir une borne supérieure ayant
une puissance quelconque. Au contraire, la borne inférieure de tout sous-
ensemble monotone de F est composée d’au plus un point de E.

10) La seconde moitié¢ de ce lemme est due @ M. Fréchet qui lemploie
comme définition des tableux ramifiés,
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Remarquons que R,7 désigne, d’apres la définition, la pre-
miére rangée d’éléments de 7. Voici un procédé pour -bien ran-
ger un tableau:ramifié T:

Tarangé O de 7, qu’on désignera par Ry T, sera la premidre
rangée de T; supposons que les ensembles Ry T sont détérmi-
nés pour tout §<a et que T contient au moins un point qui
n’est contenu dans aucun des ensembles Ry T, £<o; alors la
rangés a de T qu’on désignera par R« T sera la premiére rangée
de T—X RyT est-a-dive RuT=R,(T—2RsT).

, §<a §<a .

Le type ordinal (et non pas la borne supériewre) de lensemble
des nombres ordinaux « tels que RaT D0, sera dit rang de T
et dcsigné par YT ou y.

Noter que tout sous-ensemble monotone de T est bien or-
donné; par conséquent, les phrases ,tableau monotone de rang
a‘ et ,ensemble bien-ordonné dont le type ordinal est a® veu-
lent dire la méme chose.

Lemme 9. Chacune des rangées de 7 est un sous-ensem-
ble disjonctif de T; si a est un point de Ru 7T, a < yT, linter-
valle (.,a)r est un ensemble bien-ordonné de type ordinal «
ayant avec chacune des rangées RiT, (§<a), un etun seul point
en commun. Tous les points d'un noeud quelconque de T appar-
tiennent & une méme rangée de points de T.

10. Longueur et lergeur de T.Iles nombres cardinaux pyT et
pry T (voir le § 2) seront appelés respectivement longueur et
longueur réduite de T. Pour abréger, on désignera p R, T par
m, T ou méme par my. La borne supérieure des puissances
m, T sera appelée largeur de T et désignée par mT ou m.
Exemple: Désignons par T ’ensemble des types ordinaux des sous-
ensembles proprement dits de l'ensemble des entiers (positifs
et négatits), les signes=, <, >, ayant la signification habituelle
(voir la déf.:1:14); onayT=w+1, m, T=1pour tout a<w; la ran-
gée R,7 est composée de w et w* (Cet exemple est di a M.
Fréchet; voir son Avithmetique de Uinfini (Actualités Sei. et in-
dustrielles, 144, 1934 p. 25.).

Il est & peine nécessaire de rappeler que pT désignera la
puissance de 7; on a donc pT=¥m,T. Si pT>y,..7 sera
dit ¢npini; autrement, il sera fini. *<¥T
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Lemme 10. Quel que soit le nombre ordinal « <y, lg
rang Y7 est la borne supérieure des rangs des portions |a]r;
a parcourant les éléments de R, T.

Lemmec 11. Quel que soit le tableau ramifié infini 7, on
a pT=mT.pyT.

11. Classification des T. Le plus grand nombre ordinalde se-
conde espéce ne dépassant pas le rang y de T sera appelé pseudo-
rang de T et désigné par Y' T ou y'. Autrement dit, le nombie
Y’ est défini par Péquation y=wy'+4n, nétant < w.

Si, en particulier, y est de seconde espéce, on aura'y'=y.

T sera dit large s'ily a un a <y tel que my >pry’.

T sera dit étroit si mT <pcy’ etsi, de plus, mT<'§; dans
le cas ol ty'=wgyy, B étant un ordinal (uelconque.

Si T wn'est ni étroit ni large, il sera dit ambigu.

Le tableau vide peut étre considéré comme large. Du re-
ste, ce paradoxe ne nous occupera pas dans la suite. (Avee.
Pensemble vide on peut faire, d’aillears, tout ce gu’on veut),
On vérifie que tout tableau [ini est large; de méme, si yT<w.
T est large.

Lemme 12. Pour tout tableau infini non-large 7, on .a
pT=py T (voir le lemme précédent).

Lemme 13. T étant un tableau étroit, il y a un a<yT
tel que mT<pa.

Théoréme L Pour quun tableau ramifié T soit ambigu,
il faut ct il suffit que mT=yNg si 1Y'=wgy; et mT=pry/,
my, T<mT pour tout « <y7T si 7y’ est un nombre inaccessible
(voir le § 2).

Que la condition soit suffisante c¢’est évident; prouvons done.
gu’elle est nécessaire.

Autant que T est non-large, on a m, T<pty’" pour tout
a <y done mT<pry’; d’autre part, T étant non-étroit, on .a
mT Z>pty’. Si ty’ est innaccessible, on en conclut que my.<m
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et m=pry’. Si ry’ n'est pas insccessible c’est-a-dire si
Y =wjy 11, (B20), on voit que m 2>\ et par suite m=Ng, sans

quoi on aurait m)&s—}-l donc aussi m, T > Np4-1 pour au moins
un a<y, ce qui est absurde, 7 étant non-large.

La classification des tableaux ramifiés en tableaux larges,
étroits et ambigus se montrera tres utile et naturelle.

12. Suites ramifiés. Un tableau ramifié T sera dit suite ramiriée
si. quel que soit le point @ de 7, la portion [a] de T a le méme
rang que le tableau 7° lui méme; c’est-a-dire si y[alr=YT pour
tout aeT.

Lemme 14. Pour qu'un tableau ramifié T soit une suite
ramifiée, il faut et il suffit que, quelle que soit la rangée R de
T, on ait T=Y [a]r, a parcourant tous les points de R.

Dans la suite, on aura besoin de ce

Théoreme 2. T étant non large, T contient une suite
ramifiée non large S ayant le méme rang que le tableau T lui-
méme; si, en particulier, T est étroit, la suite S l'est aussi.

Il est clair qu’on peut supposer que le rang y de T soit
un ordinal de seconde espéce c’est-a-dire qu'on ait y’=y. Cha-
que rangée R de T contient un point a tel que y [¢]lr=Yy En
effet, d’aprés le lemme 5, on a yT=Dboine sup. y[u]r, a par-
courant les points de R. D’autre part, I' étant non-large, on a
p R< pry; par conséquent, on ne peut pas avoir y[ ]r< YT pour
tout point @ de R, parce qu'alors yT serait la borne supérieure
d’une suite de type < ty de nombres ovdinaux <y ce qui est
absurde.

Jeci étant, soit S 'ensemble des points a de T tels que
Ylalr=yT; on vient de prouver que 0 CR,SCR, T pour tout
a<LyT; par conséquent, YS=yT.

Il g’en suit que S est un tableau non-large et, en parti-
eulier, étroit si T est étroit. 1l s’agit encore de voir que S est

une swite ramifiée c’est-a-dire que y[a]l«=y S pour tout point
a de S,
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Supposons, par impossible, qu’il existe un point a de S
tel que Y [a]s <YS=yT: cela voudrait dire qu’il existe un nom-
bre a<yT tel que R, T ne contient aucun point de [a]s bien
que y[1]r=yT. Or, il est clair que, de plus, le tableau [a]r est
non-large et, par conséquent, R, [a]r contient au moins un point
b de [a]r tel que Y[b]p = yD, D=:[a]r; le point b appartiendrait
a § donc beR,[a]« contrairement & la supposition que R, [a]s=0
c. q. f.d.

13. Noecuds de premiére et de seconde espece, Suites tolalement et
completemont ramifiées. On sait quun noeud quelconque de T
appartient & une méme rangée de 7; il est alors commode de
poser cette définition: Soit N un noeud quelconque de T; on
dira qu'il est de premiére ow de scconde espéce suivant que le
nombre ordinal « tel que NC R, 7 est de premicre on de se-
conde espece.

Une suite ramifiée sera dite complétement (totalement) rami-
fide si chacun de scs noeuds (de premiére espice) est composée
d’au moins deux points distincts.!?)

Remargue 2. Lies points de T peuvent, par la méme con
vention, étre déclarés comme étant soit de premiére, soit de
seconde espéce.

On voit que pour quun 7 )0 soit totalement ramifié, il
faut et il suffit que quel que soit le point @ de 7, on ait ou
bien R, (a,.)r=0 ou bien p Ry(a,.)r> 1.

Lemme 15. Quelle que soit la suite totalement ramifiée
T, on a pR, T >=pa pour tout a <yT.

En effet, a étant un point. de R, 7, désicnons par a; le
point (unique) de R: T tel que a: < a pour tout §<a; soit agys.
un point quelconque de R::q7T tel que as<< atyy ot Qeiq | Qggy

1) Si chaque noeud de seconde espece de T est composé dun seul
point, on voit que la borne supérieure de chaque sous-ensemble monolone
non-vide de T est composée d'un point de 7 au plus. D’ailleurs, on peut
prouver cette proposition: E étant un ensemble ramifié, il existe un ensem-
ble ramifié non-lacunaire [¢ contenant E comme une partie partout dense
sur £ et jouissant de la propriété que la horne supérieure de chaque sous-
ensemble monotone non-vide de /& est composée d’au plus un point de F
Par exemple, tout continu cyclique plan, ecas réduit, de M. A. Denjoy est un
ensemble ramifié dense et non-lacunaire et tel que la borne supérieure de
chacun de ses sous-en=embles ordonnés non-vides est un point bien déterminé
(voir C.R. 197, 1433, p. 570).
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II elair que a4 |l @by sioa> & =& <a. Or, T est une suste
ramifiée, et. par conséquent, pour tout &§<<a, il y a un point
bepr de R, T tel que akpr<<beyy. Puisque les azyy sont, deux a
deux, incomparables, les bs1q le sont aussi.

Si « est infini, il est clair que la puissance de I'ensemble
B des points bsrq, § <o, est égale A pa; étant donné que
BC R, T, on en conelut que pa=pR, T. La derniére relation
étant évidente si a est fini, le lemme est complétement démontré.

Théoreme 3. a. Chaque suite (totalement) ramifiée dont
le rang est fini est large; en particulier, chaque suite finie (to-
talement) ramifiée est large.

b. Il wexiste aucune suite étroite totalement ramifide.

c. Quelle que soit la suite ambigiie totalement ramifiée S,‘ le
rang Y de S est un nombre régulicy dest-q-dive tel que Ty =Y.

Les trois cas a, b et ¢ peuvent étre énoncés de la maniére
suivante:

Quelle que soit la suste totalement ramifiée S dont le rang est
un nombre de seccnde espéce, elle est ow bien large ou bien am-
bigiie; dans le second cas, le rang de S est un nombre initial re-
gulier. Le cas a étant évident, le cas b étant une conséquence
immédiate des lemmes & et 11, prouvons le cas ¢ du théoréme
d’est-a-dire que, S étant une suite ambigiie totalement ramifiée
telle que Yy'=y, le rang y est régulier.

Supposons que 7y <Y; on anrait pR., S _>pry, ce qui est
impossible, la suite S étant non-large. '

On aura besoin de ce

Théore me 4. Quelle que soit la -suite étroite ramifiée S
dont le rang Yy est un nombre de seconde espé:e, il y a un nombre
a<y tel que, powr tout peint a de RS, la portion [a] de S soit
monotone; ce qu’on peut exprimer encore en disant que la suite donnée
S ne se ramifie plus du tout i partir de lo rangée R, S.

Soit S une suite étroite ayant pour rang un nombre or-
dinal y de seconde espéce.
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Pour aboutir & une contradiction, supposons que pour tout
a<y, ilya un point ae R, S tel que la portion [a)s ne soit mo-
notone c’est-a-dire telle que m{a]s > 1.

Premicr cas: y est regulier: Désignons par R, T 1’ensemble
de tous les points a de R, S tels que m{als > 1. Supposons que
les ensembles R: T sont déterminés pour tout & <@, o étant un
ordinal queleonque <y. On va déterminer I'ensemble R, T de
la fagon suivante: si « est de premiére espéce, on posecra
Ry T=3X R, lals. a parcourant les points de R.-1 T, o, désig-

a

nant, pour un a donné, le plus petit nombre éventuel & tel que

meg [a]s > 1.

Si a est de seconde espéce, soit a' la borne supérieure
des nombres n tels que R,S contient au moins un point de

l'ensemble X2 R: T. Puisque S est une suite étroite et y régu-
ETa

lier, il est clair que a'<y. Alors, R, T désignera 'ensemble de
tous les points @ de R, S tels que m!ials > 1.

Il est clair :que, dans les deux eas, pour tout a <y, on

a R, T20. En posant T= 2 R,T, on voit que T est un ta-
a<ly

bleau ramifié dont la rangée a est R,7T pour tout o < y. De
plus, on voit que, a étant un point quelconque de 7, on a ou
bien (a, .)r=0 ou bien m;. (a,.)r > 1. On voit aussi que T est
étroit parce que, d’une part, yT=y S et, de Vautre, pour tout
a<y, il y aunnombre «, tel que a Ja, <<y et ma T mgS.

Or; -soit B un nombre quelconque tel que mS<pB T pv;
on peut supposer (ue B est de seconde esptee (voir le lemme
88); 6 étant un point queleonque de R3 T, soit, pour tout
& &8, asle point (déterminé d’une maniére unique) de Rs [ tel
que as'<b. Il est clair que a% < aspy est-a-dire (as, .) D 0 et; par
conséquent, m, (az, )r> 1.

Soit, alors, pour tout § <@ donné, b un point de
R,(ac.,)r, distinct de a:1. 11 ‘est claire que lensemble E des
points bs & < a, est disjonctif et que p £ = pB>mS. Soit a la
borne supérieure . des. nombres 1 tols que R, S contient au
moins un point de- £; puisque pE<mS<py, on aura a <Y
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(y étamt régulier). Or, S étant une suite ramifiée, il est clair
que, quel que soit le point b: de E il ya un point d: de Ruy1 S
tel que b: <d: lies points b: étant deux 2 deux incomparables,
les points d: le sont aussi et on aurait m..1 S>> pE done
m, 1 S>mS ce qui est absurde.

Autrement dit, la suppositien (ue pour tout « <y, il y ait
un point ae R, S tel que mfals>> 1 est impossible.

Second cas. y est singulier c’est-a-dire tel que ty < y. S
alors ay < a, .. <a;<..., §< 7y, est une suite de nombres
ordinaux ecroissants < y ayvant y powr borne supérieure, on
considere tout dabord la suite 8" = YR, S qui vérifie les

§

Sy

conditions du cas précédent.

Si alors «, est un des nombres o tels que [a] o est mo-
notone pour tout point @ de R, §° il est clair quon a auss

mlals = 1 pour tout point a de R, S.

Théoreme 5. Chaque suite ramifiée étroite « la méme
puissance qu'un de ses sous-ensembles ordonnés (monotones).

S étant une suite étroite, on a, tout d’abord, pS=pyS (voir
le lemme 812). D'autre part,il y a un asS tel que la portion [a]s
soit monotone. En effet, si y'S est un ordinalde premiére espéce,
a peut étre n importe quel point de la rangée R.—S; si le
rang de S est de seconde espéce, l'existence de a résulte du
théoréme précédent.

Ceci étant, il est clair que pla)s-=pS et le sous-ensemble
ordonné [als répond aux conditions du théoréme.

Théoréme 5. Chaque tableau ramifié étroit a la méme
puissance qu'un de ses sous-ensembles ordonnés. ((Yest une
conséquence des théordmes 2 et 5).

B. Familles et tableaux ramifiés d en-
sembles.

Dans se qui précede, on a défini les ensembles et tableaux
ramifiés d’éléments queleonques. Siles éléments d’un ensemble
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ramifié sont eux-ménies des ensembles, et si alors leg relations
<, > et]| veulent dire respectivement O (,contient au sens
striet), C (,,contenu au sens strict’), et ,étre deux ensembles
disjoints sans étre vide tous les deux“, on obtient la définition
de familles ramifiées d’ensembles et, ensuite, celle de tableaux
ramifiés d’ensembles. En méme temps, on voit que la condition
C est, dans ce cas, remplie automatiquement. Voici la définition
précise:

1. Une famille d’ensembles sera dite samifiée si les éléments
dont elle est composée sont ow bien deux a deux disjoints ou
bien tels que 1'un d’eux contiendra 'autre comme sous-ensemble
proprement dit; ensuite, chaque famille d’ensembles eomposée
dun élément au plus, sera dite ramifiée.

Onvoit que les familles monotones et disjonctives d’ensembles
sont deux cas particuliers des familles ramifiées d’ensembles.

Pour arriver & la notion de fablecur ramifiés d’ensembles,
il faut définir la notion de premiére rangée densembles: on dira
qu’une famille ramifice < d'ensembles a une premiére rangée
d’ensembles §'il existe une (et par conséquent une seule) scus-
famille disjonctive f de F telle que tout élément éventuel de
F —/ est contenu dans un (et done un seul) ensemnble appar-
tenant 4 f.

Alors, la définition d'un tableau ramifié d’ensembles est
exactement la méme que celle des tableaux ramifiés queleon-
ques. Si, par exemple, 7 désigne un tableau ramifié de points,
la famille des ensembles (a,.)r et [a,.)r, a parcourant 7 est
un tablean ramifié d’ensembles. Si & désigne un tableau ramifié
d’ensembles, les signes y#, R, #, (‘4")5 si Aeg, DR (A, )
si Aeg, ete. sont bien définis; par exemple 4 étant un ensemble
appartenant 4 . le signe (4, .) représente la famille de tous
les élémoants X de & tels que A DX, Alors, il est clair que,
quel que soit Pélément 4 de &, on a 4 J 3 (4, )5 et, en par-
ticulier A J 3R, (A, ): de méme MM(., A)gd A

2. Définition des tableauxr ramifiés complets d’ensembles:

Publications mathématiques V.
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Un tableau ramifié & d’ensembles sera dit complet si. ces
trois conditions sont vérifiées:

I. La réunion des ensembles de # est.un élément de &
cest-a-dire Y Feg;

II. Quel que soit I'ensemble A appartenant a # et ayant
au moins deux points, on a 4= R, (4;.) Y

IIT Quelle que soit la sous-famille monotone f de &, la
partie commune des ensembles de f est un élémentde g c’est-
a-dire Mfez (sauf éventuellement si Mf=0).

Remarque 3. On voit que dans la condition II, on peut
supprimer la lettre R,.
& étant complet, on voit que la premiere rangée de F

N

est constituée d’un seul ensemble, & savoir Y #: l'ensemble
vide est, en général, un élément de #; own voit aussi que, quel
que soit 'élément A de seconde espéce de & c’est-a-dire tel que
le nombre « vérifiant Ae R, & et a> 0 est de seconde espéce,
A A& S AA : > )
on a M(., A)y = A; c’est une propriété utile parce qu’il s’en

suit V'unicité de la borne supérieure (éventuelle) des sous-fa-
milles monotones de # (voir la note 11).1?)

Lemme 16. & étant un tableau ramifié complet d ensembles
chaque pomt de Uensemble Y & est un élément de .

Il est clair qu’on peut supposer que l’ensemble 3% est
composé dau moins deux points; alors a étant un point de
Y &, il est clair que la famille F des éléments X de F tels
que ae X est non-vide et monotone, et que, a la suite de la
condition III, I'ensemble F =M% est un élément de & tel
que ae ™ %1 pF =1, cela veut dire que aegz et tout serait
‘démontré. Supposons que pi~ > 1; alors, a la suite de la- con-
dition II, la sous-famille digjonctive R, (¥, .)5 de # contiendrait

un ensemble A4 tel que ae A et 4 C F. Par conséquent, 4 serait
un élément de la famille -% définie ci-dessus et on aurait

12) Voir N. Lusin (Travaux de I'Institut Stekloff, tome V pp. 139-147
ou un tableau d’ensembles, ou mieux encore, un tablean ramifié de eribles
est donné (cf. ,le probléme des cribles: ibid. p. 147).
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FC A ce qui est absurde. On a donc pF=1 et par conséquent
aeg.

Le lemme précédent mous donne un moyen simple de
construire un tableau famifié complet contenant un tableau

ramifié donné. En effet, soit & un tableau ramifié d’ensembles

quelconque; désignons par # la famille-réunion d’ensembles
obtenus de la fagon suivante:

@) Quelle que soit la sous-famille monotone f de &, l'en-
semble I sera un élément de & (il sen suit que & C #);

8) I’ensemble X # aussi bien que tout point de ensemble
3 # sera un élément de 7.

Alors, on vérifie facilement que & est un tableau ramifié
complet d'ensembles tel que # C #; en particulier, si # est
déja complet, alors —g.")

3. Voila un procédé pour avoir un tableau ramifié complet
d’ensembles. Soit M un ensemble donné queleconque de points;
A étant un sous-ensemble quelconque de M tel que p4 > 1, on
désignera par f(A) une famille disjonctive quelconque de wvrais

sous-ensembles de A tels que > f(4)=A. Ceci étant, désig-
nons par Ry % la famille composée du seul ensemble M comme
élément. Supposons que les familles disjonctives R: & sont défi-
nies pour tout £ <a et qu'il y ait au moins un point a de M
qui n’est un élément d’aucun R: &, § <a: il s’agit de définir la fa-
mille R, . Siaestde premiére espéce, R,  sera la tamille-réunion
des familles f(A4), A parcourant les éléments de R.— # tels que
pA > 1. Siaestde seconde espece, R, & désignera la famille des
ensembles non-vides de la forme I1 A, .- A:,les A: appartenant

&<
13) Dans le procédé «), on reconnait le procédé bien connu d’adjonction
d’éléments idéaux & une collection d'objets donnés; il était employé aussi
dans la note 47 pour combler les lacunes d’'un ensemble ordonné lacunaire;
dans la théorie des espaces et ensembles distanciés, le méme procédé fournit
un moyen de compléter respectivement un espace ou un ensemble distancié
(voir G. M. p. 318 et M. Fréchet, Amer. J. of Math. 50, 1928 p. 66).
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a Re& et étant tels que A:CITA,.-A,, quel que soit lor-
n< &
dinal § < a.

Alors, en désignant par # la famille-réunion de toutes
les familles disjonctives non-vides R, & construites par le pro-
cédé précédent, on s'assure trds facilement que # est un tableau
ramifié complet d’ensembles extraits de M.

Remarque 4. Dans le cas ou la [amille f(4), pour tout
AC M tel que p4>1 est composée de deux éléments dont 'un
se réduit a un point de M, on voit que le tableau #° contenant
ensemble vide et tous les 4e& tels que p A >1 aussi bien
que la partie commune de tous les Aeg tels que p4 > 1, est
une famille monotone saturée de sous-ensembles de M consi-
dérée par M. E. Zermelo dans sa célebre démonstration que
tout ensemble de points peut étre bien ordonné (voir le § 4 et
K. Zermelo, Math. 65, 1908 p. 107).

C. Systéemes de complexes. Représenta-
tion de tableaux ramifiés densembles.

On sait que (cf. le § 5), a étant un ordinal, tout symbole
de la forme (a, .. as);. . est appelé complexe de rang a (aysont

des éléments quelconques); soient A'=(a . . a; sedh, ((=1,2), deux

complexes différents c¢’est-a-dire tels que soit a'=a® soit que

a! = a? mais on n’a pas rtv;zai pour tout &< oal=ald, Si 4 est

une partie initiale de 4* sans que A? soit une partie initiale de A%, on
écrira A' C A% ouencore A2 AY; sil’on n’a ni A = A?ni 4*C 4* ni
A2CAY, on éerira A | A2 Alors, la somme logique des relations ==,
C, J et vérifie la condition C et est une relation de ramification;
autremen! dit, tout systéme S de complexes est un ensemble,
ramifié et méme un fableaw ramifié; on voit que la premidre
rangée de S est constituée de tous les complexes de S ne con-
tenant, comme partie initiale, aucun autre complexe de S.

1. Ceci étant, soit & un tableau ramifié d’enscmbl-s; pour des
raisons de simplicité, on supposera que # ne contient pasl’en-
semble vide et que # est complet (ou tout au moins qu’il n’y
ait pas d’ensembles disjoints X, Y appartenant & une rangée
R, &, « étant de seconde espece, tels que (.,X)5 =(., Y)g);
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on va donner, généralisant un procédé de M. Lebesgue,*) une
représentation des ensembles de & qui se montrera trés utile.
On peut supposer que # a au moins deux points; autrement,
une représentation serait inutile, celle-ci ayant pour but de
distinguer les éléments les uns des autres et de les rendre, si
possible, plus accessibles aux recherches poursuivies.

Y désignera le rang de g, o étant un ordinal quelcongue
<Y, désignons par A, un ensemble de points quelconque ayant
la méme puissance que la famille R.11%; soit @.-: une corre-
spond ince biunivoque entre les éléments de A, et ceux de
Rat1 & Si les familles Rop &, (¢ < y#), ont, toutes, la méme
puissance, on peut prendre 4,=A4;,= --=A.= pour tout
al Y.

Pour commencer, 'ensemble G=)} & — qui est, d’aprés
la condition I de la définition B2, un élément de # et par con-
séquent 1'élément unique de R,# — ne sera affecté d’aucun
indice, ou, pour employer un autre langage: ,le complexe de
rang 0 sera lindice del’ensemble G=X % de . Supposons

que les éléments de R,  sont représentés par la notation
Gy oy -+ -» (@< §), pour tout § T« et cela de fagon que
(@ -ty )qc & (0% .a% oy suivant que Ggy . a, .- @
PGay,. a2, M<§, &< §), pour tout a > a
Si a =1, 'application du procédé est terminé; supposons
que a< y et soit X un élément de R, #. On a deux cas:

I o = a, +1. L'ensemble X sera désigné par Gaou’(’g- g
i

a4, étant le point de 'ensemble A, qui, en raison de la cor-
respondance ¢, entre A, , R, &, correspond & I'ensemble envi-
sagé X, et Gy . ..., (6§ <ap) désignant l'ensemble unique

) Voir Journal de Math,, 1, 1903, p. 200. La ,méthode de corteges
d’indices“ de M. Lebesgue a fourni des résultats trés précieux dans la théorie
des fonctions réelles et des ensembles analytiques de Souslin-Lusin (voir
R. Baire, loc. cit. -13) et surtout le livre cité de M. Lusin, Voir auss: un mé-
moire de M. M, L. Kantorovitch-E.Livenson, Fund. Math. 18, 1932 pp. 214-279
et la littérature qui y est citée: cf. Ia notion des fonctions-3s et fonelions-
d de M. M. Sierpinski-Hausdorfl {ibidem).
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de R, & contenant I'ensemble X. Alors, on voit que o, par-

courant les points de A«y, le signe Gy, .. . dos.e- - act, parcourt les

éléments de R« #; et vice versa.

IL. a est de seconde espdee. On posera X=Go, . ¢ (§< @), le
signe Gy ¢ étant l'ensemble (un‘que) de Ryy1& tel que

Gu% .. a§ ) erour' tout &=a.

n

o,

On voit que ag-:af’; pour tout & <& <n <a.

Ainsi les éléments de # sont mis sous la forme
Gy, .. g (6<a, a<y); en particulier, G = Giie=XF"
Désignons par S(#) le systtme des complexes (c¢'est-a-dire des
indices) (... @g.. Jycq (x<C¥), qu'on vient de construire-
On voit que chaque partie initiale, méme la ,partie initiale
vide“, de chaque élément de S(g) est un élément de S(z) et
que les éléments de S(&) et ceux d» & sont dans une corres-
pondance biunivoque vérifiant ces conditions:

Soient Xi=G diy. .. uiy ..., (§< a'), deux ensembles différentes
quelconques de # ; alors

Si X1G X2 on a (a%y..a% .. )gca1 2 (0% .- 8%gc o5 ot Viee
versa 19),

Si X*X*=0,0n a (a%. . a'ygca[[(@%. . a% . Jyc 2 etvice
versa.

Lia réciproque est encore vraie: si l'on a une famille &
d’ensembles qi’on peut mettre dans une correspondance biuni-
voque avec les éléments d’'un systdéme de complexes et cela de
fagon que les conditions derites ci-dessus soient vdérifiées, on
prouve facilement que <# est un tableau ramifi¢ d’ensembles.

Le procédé le plus simple de faire correspondre 4 un sy-
sttme S de complexes 4 un tableau ramifié z (S) d’ensembles
est le suivant: En désignant par (4, .)s 'ensemble de tous les
complexes K de S tels que AT K et par [ 4, .)s'ensemble (A4, .)s

15) Bien entendu, on convient que le complexe vide O est une portion
initiale de tout complexe non-vide 4 et par conséquent OCA.
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augmenté de l’élément A, on voit que la famille # (S) des en-
sembles (4, .)s et [4,.)s, A parcourant les éléments de S, -est
un tableau ramifié d’ensembles.

Soit enfin 7" un tableau ramifié de points (done d’éléments
quelconques) tel qu’il fut défini dans la premiére partie de ce §;
désignons par S(7) 'ensemble des (., a)r et (., alz, a parcou-
rant les points de 7% alors on voit que S(7) est un systéme
de complexes jouissant de la propriété que, quel que soit le
complexe (g, . . 5. Je<i de S(7), le complexe (¢q. . a, . .), ¢ est
aussi un élément de S(7) pour tout £<c.

D’autre part, désignons par & (7) la famille des ensembles
(a,.)r et [a, )r; on voit que # (7) est un tabl-au ramifié¢ @n-
sembles qui est en rapport trés simple avec le systeme S (7).

En somme, on peut dive que la théorie des systémes de
complexes et la théorie des tableaux ramifiés d’éléments quel-
conques, et, en particulier, des tableaux d’ensembles, sont dans
une liaison trés étroite; dans la suite, les raisonpements sur
des systémes de complexes se montreront, quelques fois, avan-
tageux parce que ceux-ci sont facilement maniables.

2. Ordonnance wnaturelle de complexes. Soit S up. systéme
de complexes; & cause de la simplicité on considérera seu-
lement les systéemes S tels que chaque partie initiale de tout
élément de S appartient encore a S. Il sen suit que
tout noeud de seconde espece de S est composé d'un seul
élément, tandis que les complexes constituant un noeud de pre-
miére espece de S ont, pour partie commune, un élément bien
détérminé de S. On voit alors, c¢ qui n’influe aucunement la
structure de S, que les éléments de chaque noeud de S, peuvent
dtre supposés ordonnés alphabétiquement (voir le § 5); c'est ce
qu’on supposera dans ce qui va suivre.

On prouve facilement que S devient un ensemble ordonné
en convenant que, A° = (a.. aé c e, ((=1,2), étant deux
éléments distincts quelconques de S, on pose A'<<A®ou 42>A!
si ou bien A*C 42 ou bieu A!| A% et a'q)<a?y, e étant le premier

indice § tel que ajg # a;.
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On voit que la relation d’erdre ainsi obtenue (tout en dé-
pendant de l'ordre choisi dans chaque noeud) est une . extension
de la relation d’ordre C.

Ce mode d’ordonnance de S scra appelé ordonnance nutu
relle de S parce que, par exemple, les nombres réels, dans leur
développement décimal. sont ordonnés de la méme fagon.'®)

On nenvisagera que des S tels que Ry(A,.)g st infini
pour tout élément 4 de S et on supposera que les éléments de
Ry(A,.)g sont ordonnés de telle manitre que le noeud R (A, )y
wWait pas un premier élément.

Ceci étant, soit a un nombre ordinal quelconque de se-
conde espéce entre O ¢t yS; on va démontrer cc

Lemme 17. a) Les ensembles ordonnés (., a)g et (., o]g sont
denses et anti-limités1®).

b) Lintervale ordomné (., o) g est partout dense sur R, 8
done ausst sur le segment (., a]gt%)

Prouvons, par exemple, que (., «)g est dense: il s’agit de
prouver que, A" = (ag .. a;..)g ;) (i=1, 2), étant deux éléments
distincts queleonques de (. , a)g, il y a, entre 4'et 42, au moins
un élément de (., a)g. On a ou bien A'<TA* ou bien A%< A"
Supposons que A'< 4% cela veat dire que ou bien A' C A% ou
bien A* || A* et «] <aZ, ¢ étant le premier & tel que a;; ;&(li. Si
Al C A2, désignons par 4 un ¢élément quelconque du noecud
R, (4", ) g précédant D’élément (A? aél),”) done aussi 1'élément
A% st A Az, a},<a3, désignons par A un ¢lément queleconque
de R, (A", .)g. Dans les deux cas, on voit que A'<C4<A? ot
Ae(., u)g. c. . t.d.

Notre but est de prouver ce

16) Ici l'ordre dans chague noeud est naturellement supposé 1'ordre
naturel des nombres 0, 1, ,...9. Pour les nombres rationnels, on doit
prendre quelques précautions & cause de Pambiguité de leur développement
décimal. S’il s'agit seulement du type ordinal de I'ensemble des nombres
rationnels, il est représentable, par exemple, par le type du systéme Hy qu’on
définira dans la remarque 91, :

16y I’ensenble (., «)sz==3 RS est appelé Uinterval gauche o de S le

§<a
segment gauche o de S est par définition (., a's=(, , ¢s)4 Rad.

17) Rappelons que (Al a?,) est le complexe de rang oy+1 commencant

par Al et finissant par a?.‘1 (voir le § 3).
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Théortme 6. Pour que, quel que soit Pordinal o« de
seconde espéce entre O et yS, les ensembles ordonnés (., a)g

et R, S soient partout denses l'un sur Pautre, il faut et il suffit
que S soit une suite ramifiée de complexes.

On se contentera de prouver que la condition est néces-
saire; il s’agit done de prouver que, S satisfaisant aux condi-
tions énoncées dans le théoréme précédent, S est une suife ra-
mifiée. Supposons qu’il w'en soit pas ainsi; il existe alors un
complexe A de rang « de S et un ordinal «, entre a et yS tel
qwil n'y ait aucun complexe de rang «, appartenant a S et
prolongeant le complexe 4. On peut admettre que «, soit le
premier nombre ordinal jouissant de cette propriété. On ’aper-
coit aisément que v, ne peut pas étre de premiére espece; il
s’en suit, par hypothése, que ensemble ordonné Re, S est par-
tout dense sur Pensemble ordonné (., «y)y lequel est, d’apres
le lemme précédent, dense. Désignons par A" = (4 a)), (i=1, 2)
deux ¢léments distinets quelconques de 'ensemble Ry (4, .)g on
a douc ou bien A' < 4% dJesta-dire a! <a? ou bien A* < A
c'est-a-dire a2 < a!. I.intervalle (A', A?) de (., «)s ne pouvant
pas c¢tre vide, on en conclut qu’entre A' et 4% i1y a un élé-
ment, A% de Rq, S: Si, par exeraple, A*< A% on aura A'<A'<4*
dest-a-dire (Aa!) <<4°<(4a?). On en déduit que 4 estune por-
tion initiale de A°. D’autre part, A° appartenant a Re, S, A° est
un complexe de rang a,. On a done construit un complexe, A°
de rang o, et tel que 4 C AY, contrairement & la supposition.

§ 9. Descentes monotones et disjonctives.

Dans ce §, on étudiera des sous-ensembles F d’une suite
ramifiée quelconque S ayant avec chacune des rangées de S des
points en commun. Kn particulier, si F a un seul point en
commun avec chaque rangée de S, on dira que F traverse S
ou que S est fraversée par F. Si S peut étre traversée par un
sous-ensemble monotone (disjonctif), on dira que S admet une
descente monotone (disjonctive). Si S n’admet aucune descente
monotone, on dira aussi que le rang de S nest pas atteint
(ef. la note 10°5).



90 Georges Kurepa

1. Théoreéme -l. Chaque suite ramifiée S :eut étre tra-
versée par une suite ramifiée T ayant le méme rang que la suite
S elle-méme.

Si S admet une descente monotone, il n’y a rien a dé-
montrer; ce cas a lieu, en particulier, si le rang y de S est de
premiére espéce. En effet, a étant un point queleconque de R,-1 S,
il est clair que [a]g est monotone, traverse S et a le méme
rang que S.

Reste le cas ou y est de seconde espéce et ot S r’admet
aucune descente monotone.

Premier cas: y est régulier done aussi initial régulier.

La suite 7 dont on parle dans le théoréme sera construite
comme suit: On prendra n’importe quel point @, de R,S. Supposons
que les points a;, gont définis pour tout §<Ce, « étant un ordinal
queleonque <y; on va alors déterminer le point a,: si o est
de preniiére espece, a, sera n'importe quel point de R, S tel que
a,—1<a, .Supposons que o est de seconde espéce; soit T, le tableau
des pointsay, (§<o). Désignons par 8 le plus petit des rangsy[ a; 1y,
(é<a); soit alors a*le point ay de 7. ayant le plus faible indice et
tel que y[ag]r,==B. Il est clair que le point a est déterminé
d’'une maniére unique. Soient ensuite «, n’importe quel nombre
ordinal tel que a+y7,<op<<YS et ¢, unpoint quelconque de
Ry, Stel que a<<a,.Ceei étant, le segment [ ax , acy] de S (¢’est-a-

-dire I'ensemble de tous les points a de S tels que ax <a <a, ) sera
considéré comme appartenant & ensemble & définir 7; on voit,
en particulier, que les points ¢, prolongeant les points ay , (§<a),
sont définis pour tout n tel que a<n<da, de maniére quc
a,8R,S et a,<a,. Alors, en désignant par 7q, le tableau des
points ay’, (£<a,), on voit que le rangde 7, estsupérieur a celui
de 7. En posant =3 7., on vérifie aisément que 7 est une
o<y i
suite traversant S et ayant le méme rang que S.

Deuxiéme cas: y est singulier et initial; par conséquent
Ty<y. Soit alors 0==B, < B, < +--<Pg <---, (€< 1Y), une suite
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d’ordinaux <y et ayant y pour la borne supérieure. En posant

S*=3R, S, on voit que S° est une suite ramifiée dont le rang
<ty

est 7y et, par conséquent, on se trouve dans les conditions du

cas précédent. Soit alors 70 une suite ramifiée de rang ty tra-

versant la suite S° on va déterminer une suite 7 dont on parle

dans le théoréme: en désignant par ag, les éléments de 7° tels

que a; € Ry S° ¢'est-a-dire a8 Rﬁgs pour tout < ty, on obtiendra

la suite cherchée 7 en complétant la suite 7° de la fagon sui-
vante: soit « un nombre quelconque <y; alors il ¥y a un etun
seul ordinal § <ty tel que By < a<Bgyy; si a==B¢, tout est
fait parce que le point aag est déja déterminé; supposons done

que By < o< Pygyy; alors le point «, sera déterminé de telle
fagon que a,eR,S et a, < g, En désignant par 7 Ven-
semble des points a, ainsi construits, on voit que 7 est une suite
ramifiée traversant S et ayant le rang vy.

En modifiant 1égérement le raisonnement précédent, on
prouve ce

Théoréeme 2. Chaque suite complétement ramifiée S
r’admettant aucune descente monotone peut étre traversée parune
suite complétement ramifiée ayant le méme rang que la suite S
elle-méme.

9. Passons a la considération de descente monotone d’une
suite ramifiée S. ' '

Théoreme 3. Pour qu'une suite ramifice S admette une
descente monotone, il faut et il suffit qu’elle contienne un tableau
étroit ayant le méme rang que la suite S elle-méme.

Que la condition soit nécessaire, ¢’est manifeste; il s’agit
de prouver qu’elle est encore suffisante. Soit done S une suite
ramifiée contenant un tableau étroit ‘7" de rang YS; il s’agit de
prouver ’existence d’une descente monotone de S.

D’aprds le théoréme 82, le tableau étroit 7° contient une
suite étroite S° ayant le rang y7T donc le méme rang que la
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suite S elle-méme. Or, d'aprés le théoréme 84, la suite
S® contient un point a tel que la portion [a]g, est mono-

tone; par conséquent, l'ensemble D°=[a], effectue une descente
monotone dans S° En désignant par D le plus grand sous-
ensemble monotone de S contenant 'ensemble D°, on voit que
D est une descente monotone de S (on voit que D est la ré-
union ¥ (.,alg, a parcourant D°).

p

Lie théoréme précédent justifie la notion des suites et ta-
bleaux étroits.

Théoreme 4. Pour qu'une suite ramifice S admette une
descente monotone, il suffit qu'une au moins des trois conditions
suivantes soit réalisée: a) S est étroite; b) YS est de premiére
espéce; ¢) tyS==w.

Prouvons le cas ¢). S étant une suite ramifiée telle que
tyS=uw, soient: By <By<-+-Bu<--+, (n<w), une suite d’ordi-
naux <yS ayant yS pour borne supérieure, et az, une suite de
points tels que as,eRs, S et ap, <ag,, pour tout n<w. En

posant D=Y1(.,az, ]s, on voit que D est une descente mono-

n<w

tone de S.

3. Suites prototypes. Une suite ramifiée, S, sera dite pro-
totype (c'est-a-dire suite prototype de ramification) si ‘fout noeud
de S est composé exactement de dewx points distinets.

Théoréeme de réciprocité: Pour qu'une suite prototype
S admette une descente monotone (disjonctive), il faut et il suffit
quelle admette une descente disjonctive (monotone): plus précisément:
si D est une descente monotone (disjonctive) de S, I’ensemble D
composé des points «=|a|g—a, a parcourant D, est une des-
cente disjonctive (monotone) de S.')

Supposons que D est une descente disjonctive de S et
soient a,e R S, (§ <YS), les éléments de D; il s’agit de prou-

1) Remarquons qu'on peut construire une suite-prototype n’admettant
aucune descente monotone, et, par conséquent, aucune descente disjonctive
non plus.
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ver que Pensemble des points a,= | ag|s— ag, (§<yS), est une
descente monotone de S. Pour le voir, il suffit de montrer que

les points ay, (§<yS), sont deux & deux comparables ce qui résulte
immédiatement de ce que, quel que soit a<yS, Pensemble
Ry (S—Y[ay ,.)s) est composé du seul point a..

§<u

D’autre part, S admettant une descente monotone, S admet
aussi une descente disjonctive parce que, tout d’abord, S est
complétement ramifiée et, puis, on a ce

Lemme 1. Toute suite complétement ramifiée admettant
une descente monotone admet une descente disjonctive.

En effet, a,...a..., (ad<Y), étant les éléments d’une des-
cente monotone de S tels que a,e R, S pour tout « <yS, dé-
signons par «', un point queleonque de |a,|s—a,; on vérifie
que 'ensemble des points a’,, (¢ <yS), est une descente dis-
jonetive de S.

4. Si S admet une descente disjonctive, cela veut dire que
S contient un ensemble disjonetif de puissance pyS dont les
poiants sont distribués, dans S, d’'une maniére trés particuliére;
a savoir de manitre a traverser S. D’autre part, on a ceei:

Sous 'hypothése que chaque suite complétement ramifiée
T cortient un sous ensemble aisjonctif de puissance py T?), on va
prouver ce

Théoreme 5. Chaque suite complétement ramifiée ayant
un noeud composé d’au moins trois points distincts, admet une
descente disjonctive. (Théoreme sur la descente disjonctive).

So‘ent done S une suite complétement ramifiée et a, b, ¢
trois points distincts de S tels que (.,a)g={(.,b)s=(.,¢)g; on
a donec allb, bicetaloec

2) Cette hypothdse est logiquement équivalente & chacune des hypo-
theses Pi, (=1, ...,12) du ,Complément*. Puisque nous ne savons ni
démontrer ni réfuter ancuune de celles-ci, on pourrait croire qu'il serait plus
logique de reporter les raisonnements de cette section au Complément
(@ailleurs on ne s'en servira plus au cours de ce Chapitre).

Qu’il soit remarqué que nous ne savons pas prouver ceci: Soit S une
suite complétement ramifiée ayant un noeud composé d'au moins trois
points distinets; si S contient un sous-ensemble disjonctif de puissance p v S,
la suite § admet une descente disjonetive.
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D’aprés le lemme précédent, on peut admettre que le rang
y de Sn’est pas atteint et est, par conséquent, de seconde espéce.
Ceci étant, il s'agit de déterminer un ensemble des points
a, deux a deux incomparables tels que d, e R,S pour tout a<y.

Soit ¢ le nombre ordinal tel que les points a, b, ¢ soient
des éléments de R,S; soit ensuite b un point quelconque de
Ry10[bls; on posera d,=a, d,., =0b et pour tout autre nombre
¢ inférieur a ¢+, dy sera un point queleonque de Pensemble
|bg|s— b, by étantle point de RS tel que by <b. On a ainsi
déterminé do,..dy .. dy1.; il nous reste & déterminer des d, pour
tout « tel que ¢+ w<<a<<yS.

¢ étant un point de R,i.[cs, soit ¥ le rang de (c,.)s.
Alors, par hypothése, la suite complétement ramifiée (¢, .Js con-
tient un sous-ensemble disjonctif de puissance py; soient

(l) Cor C1y++ Caqyevy ((I< YT)y
les points de celui-ci.

Pour tout a< y, on définira v(a) par la relation c,e R,,(a)Si'
on a donc ¢ +w<V(a)<y. Soit y, la borne supérieure des or-
dinaux v(a), (a<y); il est clair que y, = y.

Premier cas: y,=Y. Dans ce cas, on peut extraire de la
suite (1) une suite de points

Cagr Cay -+ - cag .
tels que v (ay)<v(xg,,) pour tout §<y° Y° étant un ordinal
=Y tel que les v(a) out, pour <y le nombre y pour borne

supérieure. Ceci étant, soient # un point de R+, [c]s tel que u ¢
et o un point de Ry [u]s. Si alors u7 est le point de R,[u]
tel que u” <u,, d, sera, pour tout n entre ¢+w et v(«,) un
point quelconque de [u#7|s—u"; on posera dy() == U,

D’une facon générale, soient § un nombre quelconque < y°
et uy, un point queleonque de Rv(as +1)[c“§]$5 si alors w7, pour
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un n entre v(ay) et v (o 11 est le point de R, S tel que um <ug 1
on désignera par d, un point quelconque de | u”|s— u7; on po-
sera d, gy = Ugpr Les nombres v (o), (£<v°), ayant y pour

borne supérieure, on voit que les points dx sont définis pour
tout a<{y et yu’ils constituent une descente disjonctive de S.

Second cas: Yo<y. On a donc @+ o<y, <y.

Soient # un point de R, [clg tel que ulc et z, un
point de R, 0 [u)g. Si a7 est le point de R, S tel que a7<u,,
on désignera, pour tout n entre 4w et Yy, par d, un point
queleonque de |u?|g -—n7; on posera d, =ty Enfin, si a est
entre Y, et y,on désignera par d, un point quelconque de
R(X.[ca]S' '

On voit sans peine que les points da, (a<Y), quon vient
de définir, effectuent une desecente disjonctive de S.

b. Suite ramifiée o,. Soit H, un ensemble ordonné quel-
conque ayant leméme type ordinal que Iensemble des nombres
rationnels, par exemple I'ensemble des nombres rationnels lui-
méme; désignons par o, la jamille des sous-ensembles bien
ordonnés, bornés et.non-vides de H,. Les éléments de o, pouvant
étre considérés comme des complexes, on a, en employant le
langage du § précédent, ce

Lemme 2. o, est une suite ramifiée de rang non atteint w,.

Tout d’abord, rappelons que, d’aprés un théoréme classique
de Cantor, quel que soit l'ordinal a < w,, chaque portion de H,
ayant au moins deux points contient un sous-ensemble ordonné
de type o; il s’ensuit que o, est une swite ramifiée de rang w,. Si
o, admettait une descente monotone ¢’est-a-dire si 'on avait une
suite d’éléments A, e R, 5, tels que 4, C .4 pour tout @ <o’ <y,
on aurait, puisque pour des « infinis, 4, est de la forme
(a% .. a% . .)s.~q, Un sous-ensemble non-dénombrable bien ordonné
de H,, a;‘:]: < - af:j: < .-+, (w < <wy), contrairement & ce que
tout sous-ensemble bien ordonné de H, est au plus dénombrable
(on a, en eftet, poHy=~y). ‘

Remarquons, en passant, que moy=—=2"" .
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Théoreme 6. li existe une suite ambigiie de r.ng non-
atteint w,.3?)

En effet, considérons la suite ramifiée o, ct faisons le pro-
cédé suivant: désignons par R, S, la rangée R, o, supposons
que les sous-ensembles Ry S, de o, sont construits pour tout
f<a, o étant < w,, et cela de fagon que:

19 pR, Sy=:y pour tout &<q;

20 £+1 étant un ordinal quelconque <a et A un élément
quelconque de Ry S, l'ensemble RO(A‘,.)N0 des éléments B de
Ry, S tels que AC B est un ensemble de puissance No, ordonné
et n’ayant pas un premier élément,

On déterminera R, S, comme suit: si « est de premiere
espéce, R, S, sera la réunion des ¢léments des noeuds R, (4,.) g,
A parcourant les éléments de R.-1 Sy; si « est de sceonde espéce,
R, S, sera n'importe quel sous-cnsemble F de R, o, jouissant
de ces propriétés: 1° pF=N,; 20 lLies ensembles ordonnés F et
(.,(I)SOZZ R S, sont partout denses I'un sur l'autre. La puis-

§<a ‘
sance de l'ensemble (.,u)s; étant X, I'ensemble ordonné Rs,

8) Ce théoréme est dd & M. N. Aronszajn qui a bien voulu me com-
muniquer. vers la fin du mois de juin 1934, un exemple d’une suite ramifiée
ambigiie de complexes construite par des considérations snivantes: ry, 7y, ..
rn,.. étant la suite de I'ensemble R de tous les nombres rationnels entre

1 )
0 et 1, posons ¢ (7'11)=; pour tout » entre 0 et w. On considére un sys-

teme A4 de complexes (ay, .. ag . Jgca, (@<wy), satisfaisant aux conditions sui-
vantes:

a) pour tout complexe (aq...ag ..)g<q de 4, les «g appartiennent a
R, sont deux a deux distinets et tels que ¥ @ (ag )<oo;

§<u

b) @, o étant deux ordinaux quelconques tels que 0-Za<la’<ay, pour
chaque élément (a;..ay . .)g<q de 4 et si petit que soit le nombre réel e>0
il existe un complexe (a'y...as ...)g<q de A tel que a'y=ag pour tout
§<aet T @’y <&

o< nao

¢) pour tout 0 <o <y, I'ensemble des complexes (ag ..ag ..) de rang
« de A est dénombrable.

Par le procédé de l'induction compléte, on s’assure que la construe-
tion de A est possible. Il est clair que A n’admet aucune descente monotone,
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étant, d’aprés la seconde moitié du théoréme 86, partout dense
sur Pensemble ordonné (.»@)g, done aussi sur (.,a)s,. l'en-
semble R, S, existe.

Ainsi, de proche en proche, on détermine des ensembles
Ry S, pour tout & <w;. En posant Sy=3R, S;, prouvons que
, S
Sy est une suite ramifiée ambigiie de rang non-atteint w,. On sc
contentera de prouver yue S, est une suife ramifiée. Or, S, est
un systeme de complexes ordonnables naturellement et jouis-
sant de la propriété que, quel que soit 'ordinal a« de seconde
espéce entre O et «,, les ensembles ordonnés R, S, et (., a)s,
sont partout denses I'un sur l'autre; d’apres le théoreme 86, S,
est bien une suite ramifice. ¢. q. f. d.

Remargque 1. Soient [, m, n trois points queleonques ordon-
nés de telle fagon que I <m <n: désignons par H;, 3 étaut un
ordinal queleconque, 'ensemble, ordonné alphabétiquement, des
complexes de rang w,; définis comme suit: les éléments de Hpg
sont de la forme (q, . .-ag---)g.:\wp., les ag parcourant les trois

points [, m, n sous la seule condition quwa partic d'un indice
(variable) ¢ on a ag=-m pour tout & tel que ¢ = §<Twy (voir
la fin du § 5); en particulier, le complexe de rang wp et de la
torme (m,..m..) appartient & Hy.

Comme on a construit oy, S, a partiv de Hy on construit,
a partir de Hg, les suites ramifices oz, Sz. Nous ne le fe-
rons pas.

Remarque 2. Par des raisonnements analogues a ceux qui
nous ont servi 4 la construction de S, a partirde o, ou démontre
ceci: Chaque suite ramifiée S dont tout noeud de premiere espece
est infini eontient une swite ambigiie s dont tout noeud de pre-
miére espéce est infini et telle que ys=—=yS.

En particulier, on construit ainsi, a partir de la suite (., wy)g,
une suite ambigiic s, de rang w, qui est un’f rmément atteint
ce qui veut dire que, quel que soit 'élément A de s, la suite
(A,.)s, admet une descente monotone.

Publications mathématiques 1V, 7
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§ 10. Types de ramification. Suites distinguées. Premier
probléme miraculeux.

1. Deux tableaux 1y, T, sont dits semblables, en signe
T, ==1T,, si entre les points de Ty et ceux de 7% on peut éta-
blir une correspondance biunivoque conservant les relations re-
spectives entre les points de Ty et de 7,; la dernicre phrase
veut dire ccei: a;, b, étant deux points quelconques de T et
a,, by les points de T, correspondant respectivement & ay, by,
alors, on aura a,==b,, a,<b,, a,;>b, ou a, || b, suivant que re-
spectivement a, == by, a,<b,, a,>b; ou a, || by; et réciproquement:

Si T, =T, et si £ est une similitude quelconque transfor-
mant les points de 7y en points de 71}, alors, quel que soit le
point a de T,, on désignera par h(e) le point correspondant de
Ty; de méme, / étant un sous-enscruble de 7', on désignera
par £(F) le sous-ensemble de T transformé de F; en particulier
on aura h(71,) = T,

T étant un tableau ramifié, la propriété commune- des ta-
bleaux semblables avec T, sera appelée type de ramification et
désignée par rT.

Si alors 7Ty, T, sont deux tableaux quelconques, on coms-
prendra la signification des symboles r 7y =rT, (qui veut dire
la méme chose qui rT, >rT), rTy >rT, rTy=rTyourly | rT,
(voir la déf. 1'14 et la note (1:11)).

Remarque. Si T est un tableau disjonetif, on voit que rT
coincide avec pT; si T est monotone (¢’est-a-dire bien ordonng),
le type de ramification r T coincide avec le nombre ordinal ¢T;
par conséquent, la théorie des types de ramification contient,
comme cas particulier, la théorie des nombres ordinaux et car-
dinaux, a la fois.

Lemme l1a. Deux tableuax ramifiés semblables ont méme
rang.

b. Soit £ une similitude transformant 7; en 7, si alors N
est un noeud quelconque de 7 et si VC R, Ty, alors 1 (N) est un

soit Vordinal a<<yZ,, on aura h(R. 1})= R, T,.
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Lemme 2. Soient 7y, 7, deux tableaux réguliers') quel-
conques; alors:

a. N’il existe une similitude 7/ transformant Pintervalle
(., @z, en intervalle (.,a)r,, a étant un ordinal de seconde
espéce inférieur a y7y et YTy, Ia similitude £ peuat étre pro-
longée d’une fagon au plus jusqu’a une similitude des segments
(, a]q et (., alr,.

b. Soit « un ordinal queleonque inférieur & y7, ot YTz;
s’il existe une similitude entre R, Ty et R, Ty celle-ci peut étre
élargic d’une facon au plus & unc similitude entre les segments
(.,alzy et (. 7“]7‘2'

Le lemme préeédent est une co séquence facile de cette
proposition: Soit I une similitude entre T, et Ty a étant -un
point quelcon jue de T, la transformation h coincide, dans (., a]r,

1
avec la similitude des deux ensembles bien ordonnés (.,aln, et

(,h @],

2. Procédé o. E étant un ensemble ordonné, le signe oE
représentera le tableau ramifié de tous les sous-ensembles bien
-ordonnés bornés non-vides de E. ceux-ci étant interprétés cornme
complexes. On démontre facilement ce

lemme 3. - E, I étant deux ensembles ordonnés sem-
blables, les tableaux ramijiés oE, oF sont aussi semblables.

Puisque Pensemble des nombres rationnels est semblable
avee chacune de ses portions droites, on en déduit ce

Lemme 4. La suite ramifiée o, = oR, R désignant l'en-
semble des nombres rationnels,?) est homogene.?)

8. Suites ramifies distingudes. Une suite romifiée S sera
dite distinguée si ces quatre conditions sont simultanément vé-
rifiées:

1) (Pest-a-dire-tels que chacun de leurs noeuds de seconde espéce n’a
qu'un seul point. :

2) Dans ce qui suit, gy aura constamment la méme signification.

35-On dira qu'un tableau (ou méme un ensewble) ramifié I' est homo-
géne si, quel que soit le point a de T, onaTx(a ..
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1° vS est un ordinal initial et régulier;
20 S est ambigiie et n’admet aucune descente monotone;
3° Chaque nocud de S est infini;

s = borne sup. p R. S; en particulier, si
a<ly8S
YS= w1 tout noeud de S a la puissance 83 -

4° Borne sup. p|a
a8

Exemple: S, désignant la suite ambigiie considérée a la

fin du § précédent, on voit que Y R, 1Sp est unc suite distin-
awy
guée de rang wy.

Nous ne savons pas S’il existe une suite distinguée dent le
rang serait un nombre inaccessible. Au contraire, quel que soit
Pordinal B, on peut démontrer lexistence d'une suite distinguée
de rang w3, q. On rencontrera a plusieurs reprises des suites
distingudes.

4. Nous ne savons pas si toute suite distinguée de rang
wy est nécessairement semblable a un sous ensemble de o,

Le probléme précédent est trés intéressant et important;
en voild un autre, plus difficile encore, qui oceupe, & notre avis,
une place particuiiere dans 'ensemble des problémes mathéma-
tiques concernant la théorie des ensembles.

Probléme miraculeux 1: Deux suites distinguées quelconques
de rang «, sont-elles nécessairement semblables? (cf. les notes
(7) et (8) de PIntroduction ct la fin de ce §).%)

Comme on le démontre facilement, le probléme précédent
est équivalent a celui-ci: Une suite distinguée quelconque de rang
w, étant donnée, est-elle nécessairement homogéne? *)

Prouvons ceci: Lia réponse affirmative au probléme mira-
culeux 1 entraine la proposition (ue toute suite distinguée de rang
w, admet une descente disjonctive,

En effet, en se servant de la proposition évidente:

) Voici le Second probleme miraculenz: Sy, So étant deuwx suites distin-
guées quelconques de rang wy, est-ce que les espaces-tableauz eS8y, eSy est homén-
morphes ? (cf. le § 8 AT). Remarquons que la réponse affirmative au Pr, mira-
culeux I en entraine une au Pr. miraculeux Il

4) Voila encore un probleme: Démontrer 'existence d'une suite distin-
guée homogeéne.3)
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Si un tableaw admet une descente disjonctive (monotone), tout
tableauw qui lui est semblable en admet encore une, il suffit de

construire une suite distinguée particuliere de rang w, admettant
une descente disjonctive.

Par un procédé, 1.ommé Plintercalation latérale (voir plus
loin la notion d’intercalation longitudinale), on va démontrer que:

Quelle que soit la suite distinguée S, il existe une suite dis-
tinguée S; ayant le rang yS associce 4 S d’une maniére trés sim-
ple et admettant une descente disjonctive,

En effet, soit <# une famille de puissance pS de suites
distinguées, deux & deux disjointes, de rang yS et dont aucune
n’a un élément en comn.un avee la suite proposée S; entre les
éléments de <# et ceux de S, on peut établir une correspon-
dance biunivoque qu'on désignera par S, voulant indiquer par
ceci qu'a S, de <# correspond le point @ de 7 et au point a de
S, Pélément S. de # . Ceci étant, soit @ un point quelconque de S;
désignons par 7T, le tableau qu’on obtient en ajoutant a la suite
S la suite distinguée S.de F de la facon que, quel soit le
point s, de S, on a @ <s, et S. &, pour tout point b de S —
—(.,als, ce qu'on peut écrire encore: (.,als <S. S—(.,als.
On désignera par S} le tableau-réunion ¥ 7%, a parcourant les

<
points de S, 'ensemble S} étant rangé d’une facon naturelle ¢’est-
a-dire: les S, aussi bien que S conservant leur relation de ra-
mification primitive, ensuite, a, b étant deux points quelconques
de SY tels que a<b, on devra avoir aussi a<C [b,.)>;); en par-
ticulier, @, «' étant deux points distinets de S, les deux sous-
tableaux S., S de S? seront incomparables: quels que soient

les points b, &' respectivement de S., S.,, on anra b | &'

En posant S, = §) — S, on prouve trés facilement que S, est
une suite distinguée de rang yS.

Or, la suite S; admet une descente disjonective. En effet,
soient: F un sous-ensemble de S traversant la suite donnée S,
et D un sous-cnsemble queleconque de Y R, S, ayant avec cha-

47

cun des ensembles R, S., (a parcourant F), un seul point en
commun. On prouve facilement que I'ensemble D constitue une
descente disjonctive de la suite distinguée S. c. q. f. d.
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5. Cas de suites ramifiees dénombrables.

Lemme 5. Quelle que soit la suite ramifiée dénombrable S,
il existe une suite ramifiée dénombrable S° de rang yS--1 telle
que S=(.,yS)5). ‘

T.e cas ot vS serait de premiére espéce étant trivial, sup-
posons (ue YS estdeseconde espece, Prenons, tout d’abord, un
cas trés particulier ot il s’agit de 'ensemble 6 des complexes
(0,...an), n étant un entier positif quelconque, les @, parcourant
les entiers positifs et négatifs. On voit que & est une suite ra-
mifiée de rang « dont chaque noend a la puissance 8, Désig-
nons par s I'ensemble des complexes (¢, a,...a,...), @, parcou-
rants les entiers. On démont refacilement que les ensembles o,
s sont ordonnables naturellement, chacun partout dense sur Pautre
et chacun séparable. Soit done, en particulier, R un sous-ensemble
dénombrable quelconque de s partout dense sur s done aussi
sur 0. En désignant par ¢” I'ensemble des complexes de o+R,
on conclut, a la suite du théoréme 86, que o° est une suite ra-
mifiée de rang w+1 et que R,c" - R. Aipsi, le lemme est dé-
montré pour la suite o et, comme on le voit, pour toute suite
semblable & un sous-ensemble de &, en particulier pour des
suites dénombrables de rang «, parce qu'on prouve aisément
que toute suite ramifiée dénombrable de rang = o est semblable &
un sous-ensemble de la suite ramifiée ¢ considérées ci-dessus.

Reste le cas ot yS est de seconde espéce et entre w et @,.

ty < a, < --- étant unc suite d'ordinaux <y S tendant vers
YS, posons S;=3 R“"S; on se trouve dans les conditions du cas
n<m

précédent et il existe unc suite S) de rang o1 telle que
(- "“’)sg =S, En posant Sy==S§4-S) on prouve aisément que S,

répond aux conditions du lemme.

Théoréme 1. Quelles que svient les deux suites ramifiées
dénombrables S, S, telles que yS,==yS8,, p|a|g = pS,==8, pour
tout qe S, (i=1,2), on a §; ~=8§,.

8) Si-lon dit que le rang d'un tableau 1" est prolongeable sil existe un
tableau 7§ tel que YTy >yT et T==(. ,\-T)TO, le lemme dit, en particulier, que
le rang- de tout tableauw dénombrable est prolongeable. On peut démotrer ceei:
Pour que le rang d'un tableaw soit prolongeuble, il faut et il suffit qu'il soit
atteint. Pat’ conséquent, le rang de g, n'est pas prolongeable; celui d’une
suite distinguée quelconque non plus,
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Le cas ou les ordinaux - yS;, yS, seraient de premisre
espece pouvant étre réduit a celui ou ils sont de seconde espéce,
considérons le dernier cas. D’aprés le lemme précédent, il exi-
ste une suite ramifiée dénombrable S? telle que yS?-= yS,+1,
(. YS§)e= S,, (i=1,2); en particulier, en posant R=R,;S?, on
aura pR.="1,.%)

Soient:
(L) «® aty..a"., les points de S1 numerotés une fois pour toutes;
(2) bo, bl,. .bn-s ” ” ” Sz

bl ”» » ” ”
/

(l ) (lo’ ap' (TR ” ” Rl ” ” ”» ” »

Y

(—')) b(),bnv-b't" ” ” ” Rz ” ” ” ” 9

En posant A;,=a,, Eo:(~,f40)sl, By=by, Fy=(.,By)s, et
en faisant se correspondre les noeuds Ay, B,, on obtient une
similitude, qu’on désignera par f,, entre les points de £, et ceux
de Fy: on aura Ay (Eg) == Fy. Supposons que A,, ... A, sont des
points de (1) et By,...B. des points de (2') tels que, en posant
E@“_—(-’AO)S!'%_"' +('7A‘i)5]’ Fi:(”BO)Sz—{“"_*—(;:Bi)$27 la
correspondance biunivoque 4,< B, pour tout i = n, entraine une
similitude /%, transformant E; en F; et que A; se réduit, sur E; 4,
4 la similitude /#;—1; on va alors construire les points An; 4,
Bny1 et définir un prolongement de /.

Premier cas: n est un entier pair ou 0: Soit Anpq lélé-
ment du plus faible indice de la suite (1) distinet des éléments
4o, .. Ap; désignons par m le point ¢/ du plus faible indice j
dans (1) tel que @e(.,d,p1)s, - En et |af|s, . ExD0. I est
essentiel de remarquer que m exisle et est déterminé d'une maniére
unique. Alors, m’ désignant n’importe quel point de | m |s, . En,
Byt sera le premier élément de (2') tel que ko (m') <Bni, le
signe 7, (m’) représentant le point de F, correspondant, en vartu
de la similitude /1., au pcint m’ de E,. En faisant se corre-
spondre les éléments A, .1, Botq, on voit quon obtient une

%) On peut toujours supposer, et ¢’est ce que nous ferons, que pla|

="
pour tout ae R;, (i=1, 2). o
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similitude /.41 entre les ensembles Enp1=FE,+ (., Ant1)sy,
Fay1 -+ Fn—+ (., Bngt)ss, prolongeant la similitude A,

Sec.nd cas: n est impair; la construction est analogue a la
précédente avec la différence que les lettres A4, B changent
leur role.

Dans les deux cas, les ensembles Enii, Fat+t sont donc
déterminés.

On aura ainsi:

E,CL,C--CE,C--, TE,=8,,
FRCRC..CFRC-., TF =8,
hhCh C--Ch, C--|
le signe Ay C hyiq voulant dire que la similitude A,y est une
extension de la similitude A, Par conséquent, x étant un point
de S, on aura un indiee 4, tel que /1, (x) représente un méme
point de S, quel que soit Pentier n _> k.. Kn posant A (x)==#hn
(x) si n—>ky, on s’apercoit aisément que la transformation
h="h(x) est une similitude entre les suites ramifiées S,
S,. ¢ q. f. d.

Comme conséquence facile du théoréme précédent, on
a ceci: ‘
~a) Quel que soit Pordinal « <wy, toute suite ramifiée S
telle que yYS=w*, plas=pS =1y, est homogene.?) (cf. la
note (4)). . '

b) Quelles que soient deux suites distinguées de rang w,,
Sy S, et quel que soit Pordinal a<lw;, on a (., w)s; == (., W)s,y
(ef. le probleme miraculeux I).

§ 11 Nombres bT, b'T. Tableaux normaux.

Dans ce §, on étudicra le rapport entre un tableau ramifié
T et la classe de ces sous-tableaux dégénérés; on définira deux
nombres b T et &' T qui, dans la suite, interviendront fréquemment.
Dans ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, 7 dési-
gnera un tableau infini queleconque.

1. bT désignera la borne supérieure des pF, F' parcourant
la classe des sous-ensenibles dégénérés de T,

Al
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Les deux problemes nous intéresseront:

Probléme A: lia borne supérieure 0T est-elle, dans T,
alteinle, c’est-a-dire, existe-t-il un sous-tableau dégénéré de T
ayant la puissance 07?

Probléme B: A-t-on nécessairement 07T =pT?
On dira que T est normal §'il admet une réponse affirmative
aux problemes A et B, autrement dit s’/ a la méme puissance
qu'un de ses sous-tableaux déginérés.

Lemme 1. Quel que soit le nombre cardinal k& <pT, T
contient un sous-ensemble dégénéré T, ayant la puissance k.

En effet, d’aprés le lemme 811, Pune au moins des éga-

on aura k< pyT et il existe un a<y7T tel que pa =k; alors,
a désignant un point quelconque de R,T, il suffit de poser
Th=C(.,a]r. Si pT=mT, on voit qu’il existe une rangée R
de T telle que pR >k, et T peut désigner n’importe quel sous-
ensemble de puissance £ de R.

Théoreme 1. Entre les nombres cardinvux bT et pT il
Wy a aucun nombre cardinai; on a ou bien bT==pT ou bien bT,
pT sont deux nombres cardinaux conséeutifs tels que bT < pT.
En particulier, si pT est de seconde espéce, on aura bT =pT.
(cf. le probleme B ci-dessus).

Le théorome est une conséquence facile du lemme pré-
cédent.

2. Avant d’aborder les problémes 4, B dans leurs géné-
ralités, considérons deux cas particuliers ou pT =8, ou N;.

a) Si pT —nN,, T est normal: T contient un sous-ensemble
dégénéré infini Tq.

Si 7 a une rangée-infinie R (ce cas aura lieu, en particu-
lier, si Y7 < w), il suffira de poser R= T4 On peut done sup-
poser que toute rangée de 7 est finie. Il existe alors un point
a, de R, T tel que pla,,.)r = pT; supposons qu'on a démontré
Vexistence des points @y <ay<--<ay tels que aieR;T et
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plai, )t =", pour tout i< n; on désignera alors par @p;i un
point quelconque de Ry(an,.)r tel que planys,.)=pT.

I/existence de any1 étant évidente pour tout 2 < w, il suffit
de désigner par 73 l'ensemble des points g, a5, an,+ (0n voit
que Tg4 est une traversée monotone de T).

b) pT =¥,. Le probleme de savoir si tout T ayant la puis-
sance N, est normal est d’'une importance considérable parce que,
comme on le verra plus loin, il est intimement lié au probleme
bien connu de Souslin. Il s’agit done de voir si 7 est normal,
c’est-a- dire s’il contient un ensemble dégénéré non-dénombrable Tg.

On peut supposer que YT =wy: si YT < wy, il y a une
rangée non dénombrable de T, si yT > w,, il suffirait de poser
Ta=(.,a)1, a étant un point de Rw, T, pour se convaincre que
T est normal. Considérons la largeur mT de T: On a soit
mT =8, soit mT =8, soit mT < 8, Si mT=§;, T a une ran-
gée non-dénombrable R et on poserait R==Tg4; si mT <¥8,, T
serait éfroit et, & la suite du théoréme 85, T serait normal.
Reste enfin le cas o m7T =, On peut aussi supposer que 7
n’admet aucune descente monotone parce qu’il est évident que
tout tableau ambigu admettant une descente monotone est normal

En désignant par T, 'ensemble de tous les éléments a
de T tels que pla,.)r<<pT, on a ou bien pT,=pT ou bien
pT,<pT. Si pTy = pT, on voit que R, T, est non-dénombrable
et alors il suffit de poser Ta=R,T,; si pTy < pT, onaura, en
posant Ty=T—T, pT,;=pT et méme p[a,.)ry=p7 pour tout
point a de T.

Puisqu’'on a supposé que mT =8, et que yT n'était pas
atteint, on voit que T, esf une suite ambigiie de rang non atteint w,.

On prouve facilement ceci: Quel que soit le point a de T,,
il y a une rangée infinie (et forcément dénombrable) de la suite
(a! -)Tl'

Ceci étant, on va prouver que:
La suite T, contient une suite distinguée S de rang w.

Pour commencer, on désignera par RS, la premiére rangée
infinie de T,; soit a un ordinal w; et supposons que les sous-
ensembles disjorctifs et dénombrables R, S, de 7'y sont déter-
minés pour tout § <a; on va déterminer R, S, comme suit: si
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a est de premidre espeéce, on posera R.S; = 3R {a,.)ry, a
a

parcourant R, 1S,, o, désignant V'indice de la premiére rangée
infinie de la suite ambigiie [a,.)r. Si « estde seconde espéce,
on posera R.Sy=R; T;, B désignant la borne supérieure des nom-
bres n tels que R, Ty contient au moins un point de YR Sy;
i<a

le dernier ensemble étant dénombrable, Vordinal B est bien dé-
terminé et <w;. Enfin, on posera S= ITR.11 S, on vérifie

a<wy ‘
aisément que S est une suite distinguée de rang w, (voir le § 10'3).

Il s’agit de savoir si la suite distinguée S est normale ou
non c’est-a-dire si 6S=N8; ou N;.

Pour que bS=x,, il faut et il suffit que tout sous-en-
semble non-dénombrable de S soit, a un sous-ensemble au plus
dénombrable prés, une suite distinguée de rang yS.

Nous prouverons seulement que la condition est nécessaire.
Par hypothese, 6S=N,. Soit £ un sous-ensemble non dénom-
brable quelconque de S; en particulier, £ peut traverser S; il
s’agit de prouver que, en retranchant de E un sous-ensemble
au plus dénombrable de E, le reste est une suite distinguée de
rang YS. On se contentera de prouver seulement que la famille
des nocuds finis de E est au plus dénombrable. Pour cela, soit
M la réunion des ensembles |a |s— 'alg, @ parcourant les points
des noeuds finis de E. Soit, ensuite, F un sous-ensemble quel-
conque de M ayant avec chacun des ensembles «als—|alg, a
parcourant les points de E tels que p|a g <¥,, un seul point

en commun. On démontre que F est un sous-ensemble disjonctif
de Set que pF=pS si pM=pS: on auraitdonec 6S=~; ce qui est
incompatible avee notre hypothése.

En somme, nous ne pouvons pas décider s'il y a une suite
distinguée anormale.

PN

Par un raisonnement analogue a celui par lequel on a
prouvé que T° contenait une suite distinguée, on prouve ce
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Lemme 2. Toute suite ramifiée ambigiie S n’admettant
aucune descente monotone contient une suite distinguée de
rang tyS.t)

3. Considérons maintenant un T quelconque et demandons-
nous §’il contient un sous-ensemble dégénéré T, ayant la puis-
sance p7. On sera plus coneis.

Désignons par 7, I'ensemble de tous les points a de 7
tels que pla, )r<pT. Si pTy==pT, on aura pR,Ty >prpT. Si
pT est régulier, on pourra poser Ty=R,T, parce (ue, comme on
s’en apercoit sans peine, m,7,=p7T. Si pT est singulier et en
plus, p Ry7y<pT, il existe un ensemble de points a®e RyT, tels
que p [a® ) -)To<P [al")T0< e P [aE, -)TO< S P[as, ')TO <PT1
(é<tpT), les plaf,.)r, ayant pT pour borne supérieure.

Soit A<k <o < ki<, (E<tpT), une suite de nom-
bres cardinaux < pT ayant p7 pour borne supérieure. Détermi-
nons les tableaux E¥ comme suit: B, étant le premier indice tel
que p[a’, ) ry>k°, désignons par £9 un sous-tableau dégénéré quel-
conque de[a’, .)ro ayant la puissance £° (voir le lemme 1); & étant
un ordinal < tp7T, supposons que les ensembles dégénérés
EnC [a®, )1, sont déterminés pour tout n<§ et que pEn-=kn,
alors, en désignant par £ le premier indice tel que p [a™, )y > &,
on prendra n’importe , quel sous-ensemble dégénéré ES de
[a’¢, )1, ayant la puissance &% En posant Ta=Y E¢, on voit

<o
que Ty est un sous ensemble dégénéré de 7, ayant la puis-
sance pT,=pT.

Yétait dans le cas ou pTy=pT. SipT,<pT,en posant
T,=T—T,, on aura pT,-=pT et pla,.)r; = pT, pour tout
aeT,. On a deux cas, suivant que pTy=pYyT; ou pT,>pyT,.

Supposons, tout d’abord, que pT,>pyTy. Puisque pTy=
= 3m,Ty, en posant yy;=YTy, il existera un o<y tel que

u<yy
Myy =P tYy (voir le lemme 22); en particulier, si p7, est ré-
gulier, T, aura une rangée de puissance pT;. En raisonnant sur
une suite des [, )7y, (§<tp7,) les a® appartenant a Ry Ty

1) On prouve aussi que le mot ,,ambigiie* peut étre barré.
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on construit, comme dans le cas précédent, un sous-ensemble
dégénéré de T, ayant la puissance pT,. Reste le cas ou pT=
=py T, Si Ty est large, on raisonne comme tout & 1’heure; le
cas ou T, est étroit ne présentant aucune difficulté (voir le théo-
réme 85%), reste le cas ol 7y est ambigu. On peut supposer
que y 7Ty est initial et non-atteint parce que, dans les deux cas,
7, contiendrait un sous-ensemble monotone de puissance py Ty=
=pT, et tout serait démontré. Puisque, quel que soit aeT;
pla,)ry=pT et pT,=pyT;, on démontre que T, est une suite
ramifide. En tenant compte des hypothéses précédentes, T, est
une sutte ramifice ambigiie n' admettant aucune descente monotone
et ayant, pour rang, wn nombre nitial.
En tenant compte du lemme 2, on peut démontrer ce

Théoreme 2. Tout T anormal contient une suite distinguée
anormale S telle que pyS — pwpT.

Ainsi, l'existence de tableaux anormaux se réduit a celle
de suites distinguées anormales. Lia question concernant leur exi-
stence reste ouverte (cf. le § 12 et le complément).

4. Nombre U'T. Si aeT, beT, le signe (a < 0b)r ou sim-
plement (¢ = b) sera appelé direction-élément de T si ou bien
a< b, (a,b)=0 ou bien a==0b, (a,.)r = 0; c’est-a-dire si ou bien
b est un des succésseurs immédiats de a ou, si a est un des
derniers points de T (c’est-a-dire (a,.)r=0). Deux directions-
éléments (a = b), (@'=b") sont dites distinctes si Pon n’a pasala
fois a=«', b=10'; et non-radiales si elles sont, tout d’abord,
distinctes, et puis telles que ow bien a |l a’ ou bien, a la fois,
anon || @ et b non | &';ils’en suit qu'on n’a pas alors a =a’.?).
Autrement dit, deux directions-éléments (a = b), (a’ < b") sont
non-radiales si ou bien a || a’ ou bien a«<da', b=a" ou bien
o <a, b =a. Ceci étant, U'T sera la borne supérieure des pF, F
rarcourant la classe des familles de directions-éléments de T celles-ci
étant deux o deux non-radiales.

La notion de directions-éléments de T s’impose d’elle-méme:
elle nous indique un certain passage d’un point de 7 a un seul
de ses succésseurs immédiats (éventuels). C’est ainsi qu’on gé-

2) D’oit expression ,,non-radiales®,
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néralise la notion de passage de n & n-+1 qui nous est familier
dés les premiers éléments de Mathématiques. (cf. Phypothese Py
du Complément).

Dans le cas de tableaux d’ensembles g (voir le § 8B),
b's admet une autre définition, plus conerdte d’aill urs.

#& étant un tableau d’ensembles, ¢ sera la famille-réu-
nion qu’on obtient en adjoignant a # tous les ensembles A—B,
les A, B parcourant .

On va prouver que b’ g coincide avec la borne supérieure
des p F, F parcourant la classe des sous-familles disjonctives de
la famille °.

La proposition sera' démontrée en deux pas:

by

1° Faisons correspondre a une direction-élément (A4 = B)
Pensemble Esp, celui-ci étant soit A—B soit A suivant que
A DB ou A=B. On voit que, ainsi, & deux directions-éléments
non-radiales de  correspondent deux ensembles disjoints de ¢
(qui ne sont pas vides tous les deux).

2° D’autre part, & un élément non vide M de ¢ faisons
correspondre la direction-élément (Am = By) de # construit
comme suit: si Meg%—g, Bu sera tel que X—By=—M, Xeg
(on voit que X, By et Ay sont déterminés sans aucune ambi-
guité); si Meg, Au sera M, et By sera soit M soitun élément de
la famille R, (M, .)& suivant que celle-ci est vide ou non. Alors, a
deux éléments disjoints non-vides de ¢ correspondent, ainsi,
deux directions-éléments non-radiales de .

La notion de 0’ interviendra effectivement dans le §
suivant.

A propos de 6'T, on peut poser deux problémes analogues
aux problemes 4, B en y remplacant 67 par 0'T.

Lemme 3. 6T < 6'T<pT. On ne sait pas si le signe
dinégalité peut intervenir. Si T est normal, on aura bT=5b"T=pT.

On aura besoin de ce

Théordme 3. Abstraction fuite des T dont le rang est un
ordinal inaccessible, la borne supéricure U'T est atteinte.
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D’aprés ce qui précede, on se bornera au cas ou T est une
sutte ambigiie quelconque ayant, pour rang, un ordinal initial sin-
gulier. Désignons pas E I'ensemble de tous les points a de T tels
que le nombre o >0 véritiant aeRu T soit de premiére espéce
et que plalr=1.

a) pE=pT.

En effet, si pE <pT, en posant S=7—E, on démontre que
S serait une suite ambigiie totalement ramifiée dont le rang est

un nombre singulier (=y7) ce qui est incompatible aveec le
théoréme 82.

b) Désignons par # la famille des directions-éléments
(a=0b) de T, b parcourant les points de £ (par conséquent, a
est le prédécesseur immédiat de b); on voit que pF =pE done
pF =pT et que les éléments de # sont deux & deux non-
radiales.

5. Nous ne savons pas si, dans Uénoncé du théoréme pré-
cédent, le signe U1 peut étre remplacé par bT: pour qu’il en soit
ainsi, il faut et il sufrit que tout T soit normal.

Prouvons quée la condition est nécessaire; on se borneraau
cas de suites ramifiées ambigiies S de rang non-atteint qui est
un nombre regulier initial queleonque. On emploiera un procédé
appelé intercalation longitudinale.

a étant un point de S et a 'ordinal tel que aeR«S, dé
signons par S¢ le tableau gu’on obtient de S en y intercalant,
entre le point a et le noeud Ry (a, .)s, un ensemble bien ordonné
E*“de rang w,: tout point de £" préeédera tout point suceédant
a un point au moins de Ry(a,.)s et suivita a tout point de
(.,a]s. Les E* étant, pour des a distinets, deux a deux disjoints, on
posera S;=YS8", (aeS), les points de S; étant rangés naturel-

a
lement. On prouve facilement ceci:

a) Apres tout point de Sy, il y a un point de S. Il s’en
suit qu’a tout sous-ensemble disjonctif de S; on peut faire cor-
respondre un sous-ensemble disjonctif de S ayant la méme puis-
sance que lui-méme,
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B) Si est unc suite ambigiic n’admettant aucune descente
monotone; on a mS;=mS, ySi = w,s, pSi= Nys = bS1.

Le rang de S; est done singulier. A la suite de I’hypo-
theése, S; contient un sous-ensemble dégénéré E ayant la puis-
sance bS;=— N,s.

Or on a pR.E = pyS. En effet, le rang yS étant, par sup-
position, régulier, on a t pE=:yS; puisque, d’avtre part p [a,.)r: < pE,
pE =Y [a,.)r, on aura pRE Z>pyS. L'enscmble R,S étant dis-:

asRyE
jonetif, la suite S contient, d’aprés «), un sous-ensemble dis-
jonetif de puissance R,E; on a done puissance p Ry S=pYS, et
la suite £ est normale. ¢. (. f. d.

6. Pour terminer. démontrons (ue

L’identité (eventuelle) VT —=p T entraine Uidentité bT=pT
(la réciproque est évidente).

On peut supposer que T est une suite distinguée. Alors, en
faisant correspondre & une direction-élément (a<b) de T un
point queleonque de |[b|r— b, on voit qu'a deux directions-elé-
ments non-radiales de T correspondent, ainsi, dewz points incom-
parables de T. e. ¢.f. d.

§ 12 Retour aux ensembles ordonnés.

A. Notion de développement complet dun
ensemble ordonné.

1. Dans la section B du § 8, on a défini des tableaux
ramifiés complets d’ensembles comme des tableaux ramifiés
d’ensembles vérifiant ces conditions:

1° I/ensemble Y # est un élément de #;

20 X étant un élément quelconque de & tel que pX>1,
alors MR, (X, )p=X;

3% La partie commune de chaque sous-tableau monotone
non-vide de # appartient & # (sauf éventuellement si celle-ci
est vide).

Dans le cas qui nous occupe actuellement, on considérera
des tableaux ramifiés de portions (et non pas de sous-ensembles
quelconques), d’'un ensemble ordonné E.
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Notation. <& étant une famille d’ensembles quelconques,
la famille de tous les éléments de F ayant aw moins dewx points
sera désignée par Y eF .

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, E dé-
signera un ensemble ordonné quelconque,

Chaque tableau ramifié complet D de portions de E tel que
E soit un élément de £ sera appelé développement complet de
Pensemble ordonné E.

Prouvons tout d’abord ce

Lemme 1. Quel que soit Pensemble ordonné E tel que
P EL N;,') le rang y de chaque développement complet de E est
tel que vy < wgyq.

En effet, supposons (u’il existe un développement complet
D de E tel que yD > wgy; bien que poE 8y En désignant
par F un élément quelconque de Rw, , D, soit, pour tout §<wgyy,
E: Télément (unique) de R:D tel que E:J F. 1l est clair que
E: D E:yq et que Vensemble Ec—FE:4 est composé, pour tout
E<wgyy, de deux portions disjointes Pg, PY (dont I'une peut d’ailleurs
¢tre vide). Scient alors ag, ay deux points queleconques appartenant
respectivement a Py, P;’ (si, par exemple, Py = 0, il est clair
que at=0); en désignant par P’ et P"” 'ensemble des points dif-
férents ay et ai respectivement, pour tout §<<wgpq il est clair
qu'au moins l'un des cnsembles P’ et P’ aura la puissance
Ngp- Si, par exemple, pP' =N, cela voudrait dire que P’ est
un sous-ensemble bien ordonné de E et de puissance N,.,; par
conséquent, poE >N, contrairement a Phypothese.

2. D étant un développement complet de E, on a done
M D=E. De plus, X étant un élément quelecenque de VD, ily a
une famille disjonctive f(X) de portions non-vides de X telle que

1 pfX)>1 et YAX) =

20 Quel que soit 'élément Y de f(X), il n’y a aucun élé-
ment Z de D tel que XD Z Y. On voit que f(X)=Ry(X, )o.

1) Pour la terminologie, voir le § 7
Publications mathématiques [V, ]
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Dans la suite, on emploiera constamment la notation f(X)
dans le sens qu'on vient d’indiquer.

Or, la famille disjonctive f(X) peut étre ordonnée de la
maniére suivante: A, B étant deux éléments distincts de f(X),
on posera A =AB dans f(X) suivant que la portion A de E est,
dans £, a gauche ou a droite de la portion B de E.

Dans la suite, on sous - entendra toujours que f(X) est
ordonné de la fagon indiquée et, par conséquent, la notation
tf(X) pour le type ordinal de f(X) s’explique d’elle méme.
On voit alors que, quel que soit I'’élément X de D, on a
1<tf(X) < tX (le symbole £X désignant le type ordinal de
Pensemble ordonné Xj; celui-ci est, d’ailleurs, une portion de E}-

v étant un type ordinal et E un cnsemble ordonné, une
famille <# d’ensembles sera dite v-partition compléte de E ou
encore développement complet de E suivant le type vy, si <F est
un développement complet de E satisfaisant a4 la condition que,
quel que soit I'élément X de ¥ <F, le type ordinal £f(X) est
identique avec le type v; si, par exemple, v=2,3, on parlera
d’une bipartition ou d'un: tripartition complétes de E.

B. Tripartition compléte dun ensemble
ordonné dense. Solution dun probléme de
M. Sierpinski.

Soient £ un ensemble ordonné dense quelconque et D
une tripartition compléte de £.2) On va spécialiser la représen-
tation, indiquée dans le § 8B, des éléments de D.

1. Soit {{,m,n} un ensemble ordonné composé de trois points
absolument quelconques /, m, n tels que I <m<n (par exemple
I=1, m=2 n=3); on va construire un systéme, S(D), de com-
plexes (a,..a:..) de la facon suivante:

Le complexe vide scra l'indice de I'élément E qui est, com=
me on sait, I'élément unique de R, D; autrement dit, E ne por-
tera aucun indice dans la représentation qu'on va construire.
Le complexe vide (c¢’est-a-dire, indice de E) sera un élément
de S(D) ou il constituera ,la premiére rangée” R,S du systdme
a construire S(D). -

%) A propos de l'existence de D, voir le § 8 B et la section C qui
va suivre,
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Supposons que les éléments®) de la famille.R,D sont mis
sous la forme E .. ) e les (a, .. @,..),<; constituant'un sys-

n<é
teme Rg S de complexes tels que a, soit I, m ou n pour tout
n<§ et tout §<a, a étant un ordinal inférieur au rang yD du
tableau ramifié D, et cela de facon que les conditions suivantes
soient vérifiées:3)
Ei=E ; , (i==1,2) étant deux éléments quel-
(@ % <<

conques de lintervalle (., a)p tels que

1= f2 al..al.. = (a%..a%.. ; on-
E'= E?, alors (.. a] )§<a1 (a3..al )§<dz’ par con
' séquent, o, == o;
1 ¢ 2 1 1 =(a2..qa? ;
(I) E*'S E?, alors (aOA. Gy ')§<a1 <(a0 - ‘)§<az’
152 1 1 2 2 8
E'E*=0, alors (af..aj. ), . Il (a5..a%. ), %)

On va désigner les éléments de la famille RxD; les indi-
ces ainsi obtenus constitueront le systétme RaS. Soit done X
un élément queleconque de RuD; on a deux cas:

1° a est de premiére espéce. Si alors E 4 est

87 )§<a—1
Télément de R, 1D contenant ’ensemble considéré X, on po-

sera X=Eg ay..a ,dq—1 étant ou bien le point/ou bien ie point
oa—1

m ou bien le point n suivant que X est le premier, le second ou le

troisiéme élément de 'ensemble ordonné f(E(4, . . 4_. ) . .
s < o1

2° a est de seconde ezpéce. On posera X=E , 34 ,
‘ (0..a§_.)g<u
les points a3+ étant détérminés par la condition que £, 541

g (ao“ag ..)g<n
est I'élément Y de R,D tel que Y3 X pour tout n<é&  Dans

les deux cas, le systeme des complexes construite (&, .. as ..)¢<q
sera désigné par RuS. :

La construction précédente étant possible pour tout o <yD,
on voit que les éléments de D sont représentés sous la forme
E(q,. g g (a<yD), les indices (a,. . @y . )g< o, (a<yD), par-

8) Pour la terminologie et les notations, voir le § 8,
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courant le systéme S (D) défini par la réunion des complexes
des systémes partiels R« S, (a <yD). De plus, on voit que la
correspondance entre les éléments de D et ceux de S(D) est
biunivoque et satisfait aux conditions (I) quels que soient les
éléments E' et £ de D.

Remarque 1. Lie systtme S(D) qu'on vient de construire
ne contient aucun complexe de rang yD, autrement dit, le rang

du tableau ramifi¢ S(0) de complexes construits est non pas
yD-+1 mais yD.%).

Notons encore une fois, que les éléments du systeme S(D)
sont de la forme (a,..4a; . )y, (¢ <YD), les a étantl, m ou n.

Or, D étant un tableau ramifié complet d’ensembles, d’aprés
le lemme 817, tout point de 'ensemble =1) qui est, dans notre
cas, identique avee E, est un élément de 1). Par conséquent,
aux points de Pensemble ordonné E correspond par les trans-
formation (I) un systéme partiel du systéme construit S(D); en
le désignant par S°(D), on voif que S*(D) est parfaitement dé-
terminé et caractérisé par cette condition: S” (D) est le systéme de
tous les complexes (a,..as..) extraits du systeme S(D) qui ne
sont une partie (portion) initiale d’aucun autre complexede S (D).

En particulier, A== (d}..a! Jsca;» ((=1,2), étant deux comple-

JRE
&

xes appartenant & S°(D), on voit qu’il existe un nombre ordinal
p = (A4'4%) tel que a.'=a:? pour tout £ tandis que a,! et a,?
sont deux points distincts de [lensemble ordonné {l, m, n} des
points I, m, n. On a donc ou bien a,'<a,* ou bien a,’<ay!

2. Le systeme S°(D) peut étre ordonné alphabétiquement;
autrement dit, A'=(a’y...a%.. ')5<“e , (I =1, 2) étant deux élé-

ments distincts queleconques de S8°(D), si I'on convient que le
signe A'<A? ou A*>A'voudra dire que a',<a®, dans {/,m, n}, ¢
désignant le nombre ordinal ¢ (4%, A%), on s’assure que S°(D)
devient un ensemble ordonné.

Résumons: b étant un point quelconque de E, désignons
par k(b) le complexe du svsteme S°(D) défini par b —= Erw);

) Rappelons que la rang yD dun tableau ramifié D est le fype
ordinal (et non pas la borne supéricurej des nombres « tels que RoD > 0.
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alors, %(b) établit une correspondance biunivoque entre les ensembles
E et S°(D); de plus, le systeme S%D) peut étre ordonné alpha-
bétiquement. Or, on voit que la correspondance k(b) est une simili-
tude des ensembles ordonnés E et S(D) c'est-a-dire que, si 6=c
dans E, alors k(b)<k(c) dans S%D). Ceci est bien évident si Pon
regarde la facon dons on a construit les complexes du sy-
steme S°(D).

Ceci étant, supposons que l'ensemble E soit encore tel
que poE<N;'); alors d’aprés le lemme précédent, on a y D<wgt.
D'autre part, d’aprés la remarque 1, le systéme S(D) (donc
S$%D) non plus) ne contient aucun complexe de rang wsys.
Désignons par S"(D) le systéme des complexes de rang wpyq
et dela forme (Am..m...)*%), 4 parcourant les complexes appar-
tenant a S°(D). 1l est clair que le systeme S™(D) peut étre
ordonné alphabétiquement et que les ensembles S%(D) et S™(D)
sont semblables. Par conséquent, les ensembles ordonnés E et
S™(D) sont semblables.

Or, I'ensemble S™(D) est un sous-ensemble de ’ensemble
Hpiq défini a la fin du § 5°9).

Autrement dit, £ étant un ensemble ordonné dense tel que
PoE<Ng, Uensemble E est semblable i un sous-ensemble de I'ensemble
Hgyy défini o la fin du § 55).

Soit maintenant E un ensemble ordonné ¢nfini (uelconque;
en désignant par E° Pensemble ordonné qu'on déduit de E
en comblant les sauts éventuels de E par des ensembles or-
donnés de type n, on voit que E° est un ensemble dense tel
que E C E0 et p,E°=p,E. On en conclut ce

Lemme 2. 8 étant un nombre ordinal et E unensemble
ordonné quelconques tels que poE <8y l'ensemble E est sem-
blable & un sous-ensemble de lensemble Hgyy défini & la fin
du § 5%).

Par conséquent, sous la méme hypothése, on a pE< pHpgyi.
Or, d’apres la corollaire 51, on a pHp1 < 2" on en déduit,

en prenant p,E =N, ce

4 Si d=(ag ...ad)s<o, il va sans dire que le signe (4dm .., m) veut
dire (ag...az...m...m...).

5) Voir aussi la remarque 91,
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Théoreme 1. Quel que soit Pensemble ordonné E, on a
pE < 2%,

Remarque 2: Le théordme précédent redonne, en particu-
lier dans le cas ol pE < &, la réponse affirmative au probleme
suivant de M. Sierpinski: ,Un ensemble ordonné (linéairement)
dont tous les sous-ensembles bien ordonnés (croissants ou dé-.
croissants) sont au plus dénombrables, a-t-il nécessairement une
puissance non-supérieure & celle du continu?“ (Fund. Math. 2, p.
28, probléme 12). P. Urysohn en a donné la réponse affirma-
tive; d’aprés une remarque de M. F. Hausdorff, la solution du
probléeme aussi bien que le théoréme précédent lui-méme se
trouvent implicitement dans le livre cité: (. M. (Voir, P. Ury-
sohn, Fund. Math. 5, 1924, p. 14 et vol. 6, 1925, p. 278).

C. -partitions complétes des ensembles
ordonnés continus. Ensembles ordonnés
normaux.

E désignera un ensemble ordonné continu queleconque; D
sera une Y-partition compléte quelconque de E.

1. A propos de l'existence de ., faisons tout d’abord cette
remarque: Soient E, F deux ensembles ordonnés continus tels
que £C F; il existe une et une seule famille disjonctive f(E) de
portions non-vides E, de E vérifiant ces conditions:

19 A tout point a de F correspond un élément E, de f(E)
fel que aeEg;

2° a parcourant les points de F, on a 3E,=E.

On peut alors dire- que f(E) est une décomposition de E
suivant F. On voit facilement que, pour un point donné a de F, la
portion correspondante E. est déterminée comme suit:

Si a est le premier point de F, E. est la portion gauche
de E située a gauche de Pensemble (a,.); des points de F qui
sont & droite de a;
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Si a est le dernier point de F, E, est la portion droite-de
E située a droite de Pensemble (.,a)r des points de F qui sont
a gauche de g ‘

Si a n’est ni premier ni dernier point de F, Eg estla por-
tion de E située entre les ensembles (.,a)r et (a, .)r.

Ceci étant, appliquons ce procédé: & chaque segment S d’un
ensemble continu E tel que pS™>1, on fera correspondre un en-
semble ¢ (S) C S dont le type ordinal est égaul i ¥; de plus, dé-
signons par f(S) la décomposition de & suivant ¢(S), c’est-a-
dire f(S) est une famille disjonctive de portions de E chacune

contenant un et un seul point de ¢ (S) et étant de plus telles
que Z f(SH=3S.

Désignons par R, D la famille composée de Pensemble E
lui-méme; supposons que les familles Ry D d’ensembles sont
définies pour tout £ <<a et qu’il y a au moins un point de E
qui n’est un élément d’aucune des familles Rg D et que les fa-
milles ¥ Ry D sont composées des segments de E, pour tout
& <a; définissons la famille Re D comme suit:

Si o est de premiere espéce, R« D) désignera la famille-
réunion des familles f(S), S parcourant les éléments de la fa-
mille ¥ Re—t D, cest-a-dire Re D =Y f(5), SeVRa—1D; si a

= .

est de seconde espéee, Rx ) désignera la famille des ensem-

bles 1 E,..E:, les E; étant tels que E:e R: Det E: CI1 E, .. E,.
&=a n<¢ ‘
En désignant par yD le type ordinal de l’ensemble des

ordinaux o tels que RaD 30, on posera D=3"RaD (voir la

a<lyD
note 1'2),

2. D est une Y-partition compléte de E sur laquelle on va
raisonner.

D étunt un développement complet de E, tout point a de E est
un élément de I); par conséquent, ae E étant donné, le nombre
v(a) tel que I'ensemble composé du point a appartient & R, D
est parfaitement déterminé; de plus, il est clair que y(a)>0.

Désignons par £; 'ensemble de tous les points a de E
tels que le nombre v(a) soit de premiére espéce, et par E, I'en-
semble des points a de E tels que v(a) soit un ordinal de se-
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conde espece. Il est clair que E; et £, sont deux sous-ensem-
bles disjuints de £ (dont I'un peut étre vide) et que E\4Ey=E,

Ceci étant, désignons par 7, l'ensemble des extrémités
des segments de E appartenant au tableau ¥D. On voit que,
si ¥D est infini, 'ensemble F, et la famille D ont une méme
puissance.

Or, l'ensemble F, est partout dense sur I'ensemble E,.

En effet, soit a un point de E, et / un intervalle de E
contenant le poiut a; il s’agit de prouver que / coutient un
point de F,. Remarquons, tout d’abord, ue, a étant un élément
de D, la famille <# des éléments de D contenant le point a
est telle que a=TI#. Par conséquent, il y a au moins un
élément de F ('est-a-dire un segment de £ qui cst entiére-
ment contenu dans Dintervalle /.

D’autre part, considérons la famille VD, et soit S un élé-
ment quelconque de yD; d’aprés la convention ci-dessus, ¢(S)
désigne un sous-ensemble de S ayant le type ordinal «; par
conséquent, 'ensemble ¢(S) est séparable c'est-a-dire p,p(S)==y’
désignons par ¢y(S) n’importe quel sous-cnsemble dénombrable de
¢ (S) partout dense sur Uensemble ¢(S).

Ceci étant, posons Fi=Y ¢4(S), S parcourant les éléments

N
de ¥ D. Tout d’abord, I’ensemble F~, est partout dense sur l’en-
semble ¢ (S), S parcourant {*D. D’autre part, I’ensemble
S

> ¢ (S), parcourant \ D, est partout dense sur lensemble E,
M

défini plus haut parce que, tout point de E; appartient a au
moins un @ (S). Il s’en suit que lensemble F, est partoutdense
sur Uensemble E,.

En posant, F=F,+F,, on obtient ce résultat:

Lensemble F est partout dense sur I'ensemble considéré E.

Or, on voit que pFy=8,.p VD et que pF,=(p¥D)%. On
en conclut que p F=x,.p\ D, et, par conséquent. p,E< &,.p V¥ D.

Lemme 3. pE=8 pV¥D.
Tout d’abord, en désignant par V4D la famille des en-
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sembles distincts A, B et 4—B, les A, B parcourant "D, rap-
pelons que &'V D signifie la borne supérieure des p&F , F par-
courant la classe des sous-familles disjonctives de ¢D. On
démontre facilement ce

Lemme 4 p, E= 8, .0V D.

Passons & la démonstration du lemme 3; on peut sup-
poser que VD est infini. Puisque, évidemment, p, E = p,E, le
lemme 3 sera vrai toutes les fois que o' D=p¥ D. Or, d’aprés
les résultats du § 11, la dernidre égalité aura lieu toutes les
fois que les nombres Y\ D, p\r D ne sont pas respectivement
de Ia forme wgiq, Ngpq, (B>0). Supposons maintenant que
YV D=wsy1, pUD=8spyq, (B_>0), et admettons, pour aboutir
a la contradiction, (u'il existe un sous-cnsemble G de E ayant
la  puissance <Nzy1 et partout dense sur E. Le tableau
D étant complet, tout point de G est un c¢lémentde D. Puisque
pG <Ngyy, il y a un nombre a tel que G C (., @)p. Si Pon dé-
signe alors par A un segment quelconque de £ appartenant a
R« D, on voit qu’aucun intervalle de £ contenu dans A ne con-
tient aucun point de G, ce (ui est incompatible avee I'hypo-
theése que G est partout dense sur E. ¢. q. f. d.

Corrollaire 1. Toutes les fois que 0’y D=p ¥ D, on aura
nE=p,E.

Bref, le probléeme si 'on a identiquement py IY = p, E se
raméne au probleme si I'on a identiquement &'T=p " pour tout
tablean ramitié infini (Ia réeiproque est encore vraie: voir Pin-
clusion Py > P; du Complément).

3. En s’appuyant sur les résultats du § 11, les lemmes
3 et 4 de ce § et le lemme 7°10, on obtient la proposition sui-
vante dans laquelle £ désigne un ensemble ordonné quelconque:

Théorome 2. On a ou bien p,E=p,E ou bien p,E, pE
sont deux alephs consécutifs tels que p,E<p,E;dans le dernier
cas on a p,E=p,E.

Résumons quelques résultats de ce §etdu § 7
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Théorocme 3. Poyr tout ensemble ordonné infini E tel
< pE <27 si, en plus, E est dense, p,E = pyE.

4. Un ensemble ordonné E sera dit normal s’il existe une
famille disjonctive d’intervalles non-vides de E ayant la puis-
sance p,E. Dans le prochain §, on confrontera les notions de:
tableaux ramifiés et ensembles ordonnés, normaux; pour le mo-
ment, voila un résultat ui découle du théoréme 11°3 et des
lemmes précédents:

Lemme 5: Si p,E est singulier, E est normal.

D. Sur le continu linéaire ¢t un probléme
de Souslin.

1. Lun des premiers résultats fondamentaux de la théorie
des ensembles ordonnés était le

Théoréme de Georg Cantor3):

a) Deux ensembles ordonnés, denses, anti-limités et dénom-
brables sont semblables, et ont, par conséquent, le méme type
d’ordre 1 que l'ensemble des nombres rationnels;

b) Deux ensembles ordonnés connexes, anti-limités et sépa-
rables sont semblables, et ont, par conséquent, le méme type ordinal
A que l'ensemble des nombres réels*);

¢) Deux ensembles ordonnés partout lacunaires, anti-limités,
denses et dont chacun a une infinité dénombrable de lacunes,
sont semblables, et ont, par conséquent,le méme type ordinal 1
que lensemble des nombres irrationnels.

3) Ges. Abhandl. p. 310.

4) Probléme: Existe-t-il une famille <# d’ensembles ordonnés tels que

I'ensemble E des types ordinaux ¢F, F parcourant F soit un ensemble
ordonné du type »? La question analogue se pose aussi pour des types
dimensionnels de M. Fréchet d’ensembles uppartcnant a upe certaine classe
(’espaces abs traits,
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Théoréme sur le contine mathématique. E étant un en-

semble ordonné, soient A/ les hypothdses suivantes:

A%, E a le méme type ordinal que lensemble des nom-
bres réels x tels que 0 < x < 1;

A' . E est continu et irréductible 5);

A2 E est continu et tel que p; E=2,, (=1, 5);

1

A3 . E est continu et distanciable;

A* . E est dense, limité, distanciable et complet );

A% E est dense, distanciable et compact en soi.

Les propositions A°, A', A2, A2, A%, A%, A® sont, deux i deux,
logiquement équivalentes, et, par conséquent, chacune delles carac-
térise le type ordinal ¥ du continu linéaire.

Le théoréme sera démontré par ce schtme de conelusions
AP At AP A2 A2 A2 > AV > A" AP

A% > A% Tout d’abord, E étant compact en soi, il est
limité. Il s’agit alors de prouver que,s ous I’hypothése 4% E est
complet. E étant compact en soi, toute suite de points de £ satis-
fuisant au critére de convergence de Cauchy est convergente
parce qu'elle admet un seul point d’accumulation.

A~ A3. 11 Sagit de prouver que £ est non-lacunaire. Sup-
posons, par absurde, que E-=A4-B, AD0, BDO0, que A soil a
gauche de B.et (ue 4 n’ait pas un dernier point ni B un premier.
Soit an, (1 ==1,2,..), une suite strictement croissante de points
de A confinale avec A (E étant distanciable, il est clair qu'une
telle suite de points a. exist?). On vérifie aisément que les

5) Un E continu est irréductible si tout sous-ensemble continu de E
est semblable a E.

6) C'est-a-dire: chaque suite de Cauchy de points de E est convergente
(& un et un seul point d’accumulation appartenant a E). (Voir E. A. p. )
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points a,, a,,.. sont tels que, e étant un nombre réel- quelecon-
que, il y a un entier £ tel que la distance entre a, et a,- soit
<e quels que soient les entiers n, %' dépassant k. Par consé-
quent, £ ¢tant complet, la suite de Cauchy ay, a,, . . converge-
rait vers un point a de E. Il est évident que a serait soit le
dernier point de A soit le premier point de B, contrairement &
notre supposition.

A% > 42 (Pest une conséquence du théoréme 6°6.

Que A%+ Ai- A}, cest évident.

A% > A'. Prouvons que E est irréductible. En effet, E étant
séparable, chacun de ses sous-ensembles l'est aussi; en particu-
lieur, tout sous-continu /# de E est séparable et, & la suite du
théortme de Cantor, semblable & E.

I/inclusion A* > A° est une conséquence du fait que tout
ensemble ordonné continu contient un continu séparable, ce qu’on
vérifie aisément,

Enfin, Pinclusion A°-> A% est évidente.

2. Designons par A2 Phypothése que E est un ensemble or-
donné continu tel que piE =8, (i==2,3,4); il est clair que
A > A2 > A2 Al A} mais on ne sait pas si A3 A2 ou, ce qui
revient au méme, si A%~ A% cest précisément le célébre pro-
bléme de Souslin dont voici 'énoned originel:

»Un ensemble ordonné (linéairement) sans sauts et sans
lacunes possédant cette propriété que tout ensemble d’inter-
valles”) (contenant plus d’un point) n'impiétant pas les uns sur
les autres est toujours au plus dénombrable, est-il nécessaire-
ment un continu linéaire (ordinaire)?” (Fund. Math. 1, 1920, p.
223, probleme 3).8)

ID’apres les résultats des deux derniers § §, Uliypothese que
tout tableau ramifié de puissance N, est normal (ou ce qui re-
vient au méme que toute suite distinguée de rang w, admet une

7) Nous dirions ,de segments«.

8) Parlant du probléme de Souslin, M. W. Sierpinski écrit ,... et ce
probléme semble trés difficile“ (N. T. p. 153).
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descente disjonctive) entraine la réponse affirmative au probléme
de Souslin (dans le § suivant, on verra que la réciproque est
encore vraie). Remarquons que la-réponse affirmative au pro-
bleme miraculeux, I ouIl, du§ 10 entraine la réponse affirmative
au probleme de Souslin (nous ne savons pas si la réciproque
est vraie).

Pour plus de détail, voir le Complément.

A cause de linclusion A3~ A° il suffirait, pour obtenir la
réponse affirmative au probleme de Souslin, de prouver que,
sous '’hypothése A% I/ est distanciable (ou méme, comme on
peut le démontrer, une classe (&) de M. Fréchet.?)

3. Pour terminer, énoncons ce

Théoréme de Huntin gton'). Pour qu'un ensemble
E soit isomorphe de I'ensemble R des nombres réels'?), il faut
et il suffit que ces conditions A, B, C soient vérifiées:

A) Il y a une relation d’ordie < par rapport a laquelle E
est ordonré, connexe et anti-limité;

B) Il y a un mode de composition + entre les couples

des points de £ par rapport auquel £ est un groupe abélien
(additif);

C) En désignant par z le zéro'®) du groupe E relatif & la

composition +, alors: quels. que soient les points a, b de E
tels que a=z et b=z, on aura a+b=a.

Remarques. 1° 1. analyse de la démonstration de M. W. Hun-
tington'?®) du théoréme précédent montre que les nombres réels

9 E. A, p. 214.

10) Trans. Am. Math, Soc. 6, 1905, p. 17-41.

1) Cest-a-dire tel que, entre E et R, on ait une similitude par rapport
4 laquelle l'addition (et, par conséquent, les autres opérations élémentaires
aussi) des nombres soit invariante.

12) C'est-a-dire 1'élément (unique) x de E tel que, quel que soit le
point a de E, on ait x+a=a+x=a; d’aprés la théorie générale des groupes
z existe et est bien déterminé.
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sont des symboles trés commodes pour désigner et distinguer
des points de différents ensembl:s (intervenant dans les Mathé-
matiques classiques); dans Pétat actuel de la Secience, ils ne
suffisent plus & ce but; pour remédier a cela, on a introduit des
ensembles ordonnés, ramifiés, ete.

2° En analysant les démonstrations de théortmes de I’Ana-
lyse concernant les fonctions continues réelles, on se rend compte
que, presque toujours, on se sert seulement de la propriété A)
de Vensemble des nombres réels. Par conséquent, on aura un
grand nombre de propriétés des fonctions continues réelles qui
seront valables pour des fonctions continues dont les arguments
et valeurs appartiennent & un ensemble ordonné connexe
quelconque.

3° En introduisant, dans sa These, la notion d’espaces di-
stanciés, M. M. Fréchet a fait jouer aux nombres réels non-né-
gatifs un role nouveau'®): d’organiscr les sous-ensembles d’un
ensemble E de points: c¢'est-a-dire d’exprimer, F étant un sous-
ensemble de £, la proximité d’un point de £ de l'ensemble F
et de définir ainsi les points d’accumulations de F. I analyse
de la théorie des espaces distanciés montre (u’un rdle analogue
peut ¢tre joué par des points de rm’importe quel groupe abélien
ordonné (condition A et B)'*) ou méme par des points d’un en-
semble ordonné quelcongue ayant un premier point'®).

C’est dans cette direction aussi bien que dans celle de voir
les liens entre les notions de groupes et d’espaces abstraits'®)
que nous publierons prochainement un travaill?).

13) Voir E. A. 61,
14) Voir W. Krull Journal fiir Math. 167, 1932, p. 160-196.

15) Comp. la note (2'I5) et la notion des espaces pseudo-distancié
dans la Note aux C. R. 198, 1934 p. 1563.

18) et rapprocher ainsi les idées de E. Galois et M. Fréchet,
17) Of. D. van Dantzig, Math. Ann., 107, 1932, p. 587—626.

———



COMPLEMENT AUX RESULTATS PRECEDENTS.

Dans ce qui suit, 7 désignera, sauf mention expresse du
contraire, un tableau ramifié (ueleonque. ‘

1. Tout T est un ensemble partiellement ordonné'). Or, on
sait que, quel que soit I'ensemble partiellement ordonné E, il
y a une extension de l'ordre partiel de £ et cela de fagon que
E devienne un ensemble ordonné?). En voila un pour un 7T quel-
conque: on ordonne, tout d’abord, tout noeud de 7, ensuite, on
ordonne naturellement®) la famille des segments (.,a]r, a par-
courant T: soit <(- la relation d’ordre ainsi définie; on pose,
enfin, a, b étant deux points distinets queleconques de 7, a = b
suivant que (.,a|r = (.,b|r. On vérifie que <- est une relation
d’ordre dans T et quelle élargit la relation primitive < (ordon-
nance naturelle de T.3)

On désignera par oT une ordonnance naturelle quelconque
de T. 1l est trés intéressant d’étudier les quantités p,(0T) et
Py (aT). ~

1) La somme logique d'une relation de comparabilité et d’une rela-
tion de disjonction celles-ci étant, entre elles, incompatibles, s’appelle refa-
tion d'ordre partiel, Un ensemble FE est dit partiellement ordonné si entre
tout couple de ses points, il subsiste une velation d’ordre partiel (Voir G.
M. p. 139). II s’en suit que la classe (’ensembles ramifiés coincide avec la
classe d'ensembles partiellement ordonnés K vérifiant cefte condition: a étant
un point quelconque de E, Uensemble (., a), des points de I précedant le

point a est un sous-ensemble ordonné de F,
2) Voir Edward Szpilvajn, Fund. Math. 16, 1930, p. 386,
8) Voir le § 8,
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Lemme 1. S étant une suite ramifiée distinguée quelcon-
que, quelle que soit Pordonnance naturelle*y oS de S, on aura
p1(0S) = pS.

En effet, supposons l'existence d'un sous-ensemble F de S
partout dense sur oS et tel que pF < 0S. Puisque pyS=pS, ily a
un a<yS tel que FC(.,a)s. Soient, alors, x, y deux points
non-consécutifs quelconques de oS appartenant & un noeud de
(a,.)s- On voit que tout point entre x et y succede A tout point
de (., x)s=(,y)s et appartient, par conséquent, a [a,.)s. [)’autre
part, intervalle (x, y)os n’étant pas vide, il contient un point
2z de F, celui-ci étant partout dense sur S. On cst ainsi arrivé
a une contradiction.

2. Considérons, en particulier, une suite distinguée S
dont le rang est wgiy, (83>0). Tout noeud de S ayant la
puissance Nz, on peuil ordonner naturellement S de maniére que
les points de tout moeud de S aient un méme type ordinal, t, de
puissance Nz en désignant par S(r) l'ensemble ordonné ainsi
obtenu, on comprendra la signification de S(wp), S(wp), ete.

Corollaire 1. Quelle que soit la suite distinguée S telle que
YS=wsit, on awra p,S (w5) ~py S(wh)=p,S (14 w})=pS.

Lemme 2. Soit S une suite distinguée de rang wgyy; si
PaS (1+ wp)==p,S(wp), S contient un sous-ensemble disjonctif de
puissance pS=Ng.

Tout d’abord, il est ¢vident que, quel (ue soit le type or-
dinal © de puissance Nz et ayant un premier point, on aura
P, S(t)=pS; en particulicr, p, S (1 +w})= p S. Supposons, d’autre
part, que py, S(wp) == p S, et soit F une famille disjonctive
d'intervalles non-vides de S (w}) ayant la puissance pS = Npoy;
on va prouver I'existence d’un sous-cnsemble disjonetif F de S
ayant la puissance p-F =p S. On peut admettre que les élé-
ments de <F jouissent de cette propriété: les deux extrémités a,
b de tout intervalle (a, b) de S (wp) appartenant & F sont deux
points d’un méme noeud de S. n elfet, si o, b n’appartenaient

4) Il serait intéressant de savoir si le mot ,naturelle¢ pourrait étre
barré; de méme, a-t-on pg(0S)=mS pour toute ordonnance de §?
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pas & un noeud de S, on aurait ou bien @ <b ou bien a > b.
Supposons que a < b soit & le point du noend Ry(a .)s tel
gque o' = b; celui-ei étant du type wj, il contient un point, a’,
précédant, dans S(w}), le point #. Kn remplacant alors Vinter-
valle initial (a, b) par Vintervalle (o', 0') de S (w’;;), on s’aper-
eoit que Phypothese de tout & 'heure n’a rien de restrictif. Ceei
¢tant, soit F un sous-cnsemble queleonque de la réunion X <F
contenant un seul point de tout élément de . [’cnsemble
ordonné S(wé’) étant, comme on le voit, dense, il est clair que
pF=pF, done pF=pS. Ainsi, tout est démontré p;Ll’CO que,
comme on le voit, F c¢st un sous-ensemble disjonctif de S.

On démontre facilement ce

9

Lemme 3. S0 11’23(“‘23) =pS,yS= Wy, 00 aura, quelle
que soit fordonnance naturelle 4) oS de la suite distinguée S,
p2(0S) =pS. '

Or, il clair que pyS(wz)=pS si S contient un sous-
ensemble disjonetif de la puissance pS c'est-a-dire si S est un
tablean normal. On aainsi ces deux propositions :

Théoreme 1. Pour quune suite ramifiée distingiée S
scit normale, il faut ct il suffit que toute ord-nnance naturelle
de S soit un ensemble ordonné normal.

Théoreme 2. Porr qu'une suite romifide distinguée S
soit normale, il faut et il suffit que p,(0S) ait une méme valeur
quelle que soit 'ordonnance naturelle oS de S (Principe d’inertie
d’ordonnance de S).

Probiéme miraculeux 111: Soient Sy, S, deux suites distinguées
quelconques derang wy; v désignant le type ordinal de 'ensemble:
des nombres rationnels, est-ce q:e les ensembies ordonnés Sy (n),
S, () sont nécessairement semblables®)? (¢f. les problemes niracu-
leux I et Il du § 104).

5) On domontre ceci: pour que la réponse au probléme miraculeux HI
soit affirmative, il faut et il sufit que, quelle que soit la suite distinguée §
de rang oy , 'ensemble ordonné § {n) soit homogéne (c’est-d-dire semblable
4 chacun de ses intervalles). Par conséquent, la réponse alfirmative au pro-
bléme précédent en donne aussi une a celui-ci de M. F.Hausdortt: Dé/r(um,t}‘cr
T'existence d'un ensemble ordonné homogéne [ tel que pold = wo ot pH =y

Publications mathg‘matiquqs . 9
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Precbléme de rétraction. Soient 7 un sous-tableau queleon-
que traversant S et @ un point de 7% si aeR.S, on définira
I'ordinal Sy (a) par aeRs, ) T; il est clair que, pour tout a <y§,
on aura Sy (a) = a.

Lemwme 4. Pour q@une suite distinguée S soit normale,
il faut et it suffit qu'il existe un sous-tableau T de S traversant
S et tet que Sy(a), (a<yS), soit une fonction rétractante®).

Prouvons que la condition est suffisante et, en particulier,
que, si 7 traverse S de telle maniere que Sy (a), (« <yS), soit
une fonction rétractante, le tablean 7 a une rangée de puissance
pYS. Kn effet, d’apres le corollaire 22, il y a unensemble d'or-
dinaux <y'S ayant y'S pour borne supériewre, dans les points
duquel la fonetion S («) prend une méme valeur, soit a,. Alors
PRuy T=pYyS=pS parce (uec YS est initial et régulier.

3. Désignons par P;, (i==1,2,..,12), les hypotheses (ou
propositions) suivantes:

Py Quel que soit le tableaux ramific 7, la borne supé-
vieure 07 est aticinte dans 7, c'est-a-dire 7° contient un sous-
ensemble dégénéré ayant la'puissance bT (Hypotkése ou Postulat”)
de ramification);

P,: Tout tableau ramifi¢ infini a méme puissance que 'un
de ses sous-ensembles dégénérés®) (Principe de réduction);

(Ber. d. Ges. d. Wiss. zu  Leipzig. 58, 1906, p. 156): le dernier probléme
devient bien plus difficile si I'on exige que pyf==xrg Nous y reviendrons
dans un travail sur les ensembles ordonnés homogenes (le ,théoréme sur
les continus homogénes* de ma Note aux C. R. 198, 1934, p. 703. est faux;
par cons¢quent, dans le ,théoreme sur le continu linéaire« (Ibidem), I'hypo-
these A1 doit étre barrde).

6) Voir le § 2.

7) Cf. ce Postulat sur lequel est batie I'Analyse classique: La borne
supéricure de tout ensemble borné de nombres réels est un nombre réel
bien déterminé.

8) On voit que I'hypothése P, est equivalente 4 'hypothese P, que
voici: Pour quun 1' non-dégénéré soit infini, il faut et il suffit qu’il ait méme
puissance qu'un de ses sous-tabiecaux dégénérés (cl. la définit on suivante de
R. Dedekind: un ensemble est dit infini s'il a ménte puissance que T'un de
ses sous-ensembles proprement dits),
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Py T étant un tableau ramifié infini queleconque, il y a
une famille de directions-éléments de 7 deux a deux non-radia-
les et ayant la puissance pT1' (Principe de passage ramifi¢ de
nantl)®;

P,: & étant un tableau ramifié infini quelconque d’ensembles,
la famille #? a méme puissance que 'ine de ses sous-familles
disjonctives'®) (Proposition fondamentale sur les tableaux ranii-
fiés d’ensembles;

Ps: Quel que soit Pensemble ordonné infini £, il existe
une famille disjonctive d’intervalles non-vides de E ayant la
puissance p,£ (Probléme de la structure cellulaire d’ensembles
ordonnés'';

Pg: S étant une suite distinguée queleconque, toute ordon-
nance naturelle de S est un cnsemble ordonné normal (Premier
principe d’izertie d’ordonnance raturelle de S),

P;: S étant une suite ramifice distinguée quelconque, le
degré de cellularité'') de toute ordonnance naturelle de S est

9) Voir le § 114,
10) gd désigne la famille  des cnsembles distinets qu’on obtient en

adjoignant a & les ensembles A—B, 4, B parcourant les ¢léments de g (cf.
ma Note des C. R., 199, 1934 p. 112).

11y Soient E un espace de la classe (V) de M. Fréchet et <F une
famille quelconque de voisinages déterminant E F sappelle base cellu-
laire de E; base ponctuelle de E s’appelle tout sous-ensemble de E partout
dense sur E); on convient que tout voisinage contient tout point auquel il
est attaché. Alors, pg I2 désignera la borne supérieure des p@ (@ parcou-
rant la classe des sous-familles disjonetives de 7. On voit que pgk a une
valeur bien déterminé ne dépendant pas du choix particulier de .Z7. Si on
désigne par p,8 la borne inférieure des pI', I' parcourant la famille des
sous-ensembles de FE partout denses sur I (les quantités pyE, p. K sont
appellées respectivement degré de séparabilité |Fréchet) ot degré de ccllularité
de E), onace Probleme d: la structure cellulaire d’espaces abslraits: A-t-on, pour
tout espace K de la classe (V), pJi=pgE? (cf. la Note des C. R, 198, 1934
p. 884 ligne 12 en remontant ou il faut supprimer partout Pindice). Si K est
un espace distancié, on peut prouver que pyli=gyoK et que la horne pold est
atteinte. Si K est un ensemble crdonné infini, on ne sait rag §’il v en a
d’anormauzx, ¢’est-a-dire tels que pE-poli. (On voit que la définition pré-
c¢édente de p2E cotneide, dans ee cas, avee celle do § 7).
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une méme quantité identiquement bien déterminée'?) (Second
principe d’inertie);
Pg: Toute suite ramifice distinguée S a méme puissance
8 S p
que l'un de ses sous-cnsembles disjonctifs;

Py: Toute suite ramifice distinguée admet une descente
disjonctive;

Pt S étant une suite ramifiée distinguée gneleonque, il
y a un sous-tableau 7 de S traversant S et tel que Sr(a),
(<< y'S), soit une fonetion rétractante (Pour les notations et ter-
minologie, voir ci-dessus);

Py § étant une suite ramifiée quelconque, il y a un sous-
tableau 7 de S ayant la puissance pS ct ne contenant aucune
suite distinguée de rang yS;

Py, Soit 7 un tableau ramifié quelconque, dont le rang
est un ordinal initial et régulier; si la puissance de tout sous-
tableau disjonctif de 7 est <py T, le tableau 7 admet une des-
cente monotone'®) (c¢f. le théoréme de réciprocité du § 9).

Théoreme fondamental. Les hypothéses Py, P,,.. P,
sont, togijuement, deux a deux équivalentes.

On va démontrer que Py» Py—» +- > P> Py

P; > P, (voir les scctions 4 et 5 du § 11).

Py> Py~ P, (Cest évident).

Py > Py (voir le § 12 C, section 2).

IZ2inclusion Py > Pg est un cas particulier de P, » Pj.

Py~ P,. (Uest un cas particulier de Py > Bs.

Pour P, ~ Pg, voir le théoréme 2.

12) La derniere phrase veut dire ceci: si la borne pg(0S) est atteinte
pour une ordonnance naturelle oS de §, il en sera de méme pour toule autre.

13) Papprocher Phypothése Pyg du Principe de la descente infinie de
Fermat-Tusin en considérant des descentes d'ordre « queleconque, « n’étant
pas nécessairement < w41 (Voir P. Tannery-Ch. Henry: Oeuvres de Fer-
mat, t. II, 1894 p. 431 [lettre de Fermat a Carcavi]; et-N. Lusin, C. R. 198
1934, p. 1119),
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Quant & Pg Py, voir le théoréeme 9°5.

[inclusion Py > Py, est évidente parce qu'il suffit de dé-
signer par T U'ensemble des éléments d’une descente disjone-
tive quelconque de S.

Pyy > Py, En effet, si Py, est vérifiée, on conclut, a la suite
du lemme 22, que T a une rangée de puissance pS vérifiant
Ihypothese P;.

[Zinclusion Py, » Py, peut étre prouvée comme suit: Py~ Py
(voir § 11'2), Py~ P, (cest évident) ct P, > P, (lemme 2:2').

Enfin, en ee qui coneerne Pys > Py, voir le § 113,

Théorétme 3. Chacune des hypotheéses 2, (i=1 .. 12)
entraine cette

Hypothése (Q): Quet que soit (e tabteau ramifié infini T,
la puissance de (a famille de tous les sous-ensembles dégénérés
de T est supérieure a cette de T1%).

Sous P'hypothése 2, la puissance de la famille en question
est, en effet, égale a 2" = 27" et est, par conséquent, > pT.

Théordme 4. Lhypothése (Q) et Chypothése (G) de
G. Cantor (voir le § 2) entrainent, dans leur cnsembte, chacune
des hypothéses P; (i=1, ..., 12).

Probléme 1. A-t-on (G) - (Q)? et, par conséquent (G) > P;,
(i==1,..12)?

Probtéme 2. A-t-on Py (Q)?

4. Suites distinguées de seconde espéce'®). S sera dit suite
ramifiée distinguée de seconde espéce, si 'on a ceci:

1° S est une suite ramifiée non-lacunaire %) dont le rang
est un ordinal régulier et initial;

14) Cf, Vinégalité classique de Cantor: 227> pT.

15) Les suites distinguées définies dans le § 10-3 et considérées jusqu’a
présent étant de premiere espéce.

16) Un tableau est non-lacunaire si la borne supérieure. de tout sous-
ensemble bien ordonné de 7' ayant le type ordinal <y T est non-vide.
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2% Tout noeud de S est infini et de puissance <pyS; si
YS==w;41, la puissance de tout noeud de S est égale a N3.

S ayant la méme signification, on prouve que:

a) pS=312¥4 en particulier, si YS=wg 1, on aura pS ==

R a<pyS
=" — PR, S,

b) Quel que soit le point @ de S, le rang de (a,.)s est
atteint;

c) Il y a une suite ramifiée S° telle que yS® =yS+1
pS* =18 et (.,yS)so==S.

On en déduit facilement ce

Théoreme 5. Pour que oM N34, il faut et il suffit
qu'il existe au moins une suite ramifiée distinguée S de seconde
espéce de rang w31, €t ur sous-tableau T de S traversant S de
telle maniére que S=Y[als.

agl

En terminant. nous exprimons la conviction que I’hypo-
thése de Cantor (G), et I'hypothése de ramification (P,) ne sont
pas abordables par des méthodes ct principes connus de la
Théorie des cnsembles. Sont-elles logiquement équivalentes
entre elles? ou, sont-clles deux cas particuliers (et trés
intéressants par leur structure logigne) d’un méme principe, irré-
duetible aux axiomes et principes usuels'?)?

17) Comparer ces deux énoncdés particuliers:

Pour que 2N0=N1 il faut et il suf- Pour que le probleme de Souslin
fit qu’il existe aw moins wune suite | admette une réponse affirmativa, il
distinguée S de seconde espece de | faut et il suffit que foute suite rami-
rang w; et un sous-tableau 7" de § | fi¢e distinguée de rang «, admette

traversant S de maniére que § = | une descente disjonctive.
=X[alg
asT

Remarquons ceci: La réponse atfirmative, soit au premier, soit au second,
soit au troisiame probléme miraculeux, entraine la réponse affirmative au pro-
bleme de Souslin (nous ne savons pas sila réciprogue subsiste). La véponse
affirmative au probleme de Souslin entraine cette proposition: Toute famille
non-dénombrable de sous-cnsemb’es bien ordonnés bornés de Uensemble des nombres
rationnels, contient une pamille non-dénombrable dont aucun couple d’éléments
w'est en relation d’inclusion aw sens strict, On ne sait pas si la réciproque est
vraie! Il en serait ainsi si 'on pouvait prouver que foute su'te distinguée de
rang «q est semblable & un sous-ensemble de la swite Gy que nous avons définie
dang le § 102 (lemme 4).
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Remarques (ajoutées aprés impression de tout ce qui
précede).

1% Quant au probléeme que nous avons posé a la fin du
§ 4, voir avssi M. A. Fraenkel (Knseignement Math., 1935, pp.
32—51).

20 M. E. Zermelo (Fund. Math., 25, 1935, p. 136.) consi-
dere aussi des tableaux ramifiés (voir encore 'Ouvrage cité de
M. N. Lusin aussi bien que M. K. Menger, Dimensionstheorie,
1928, pp. 60—73).

3% 1 nous semble que le Premier probléme miraculeux
(done le second aussi) pourra étre résolu par laffirmative en
se servant des fonctionnelles de M. D. Hilbert (loc. cit. en
Note 2:12), celles-¢i nous permettant de définiv d'une maniére
uniforme ct close'®) toute suite distinguée de rang w,, S!*); dans
se cas, le plus grand sous-ensemble dense en soi, 4, de Pespace-
tableau eS (v. le § 8 A7) se préterait a des copsidérations
intéressantes.

49 Il semble qu’en partant, en particulier, d’'une suite dis-
tinguée de rang w,, S, ou pourrait définir, en imitant la déti-
nition de 'opération (A4) de Souslin-—Lusin (ot on se sert de la
suite ramifiée s+s de rang w+1 du § 10'5), une certaine opé-
ration qui permettrait de rapprocher Vhypothese de existence
dune S anormale de Phypothese que vient de formuler M. N, Lusin
et d’apres laquelle tout ensemble de nombres irrationnels ayant
la puissance ¥, est un complémentaire analytique (v. Fund. Math.,
25, 1935, pp. 109—131). Dans cet ordre d’idées, une définition,
due a M. Alexandroff, des complémentairves analyliques, jouerait
un role important (v. Recueil Math., Moscou, 31, 1923 pp.
310—318).

18) Par exemple, les fractions continues
1
a,+1
al ‘+ M i

\dg. @y ... parcourant les entiers >0), font un- schéme de représentation
uniforme et close de la totalitc des nombres irrationnels entre 0 et 1.,

19) Au sein de la théorie des Ensembles e Cantor-Zermelo, une
pareille représentation des S nous semble n’avoir aucun sens.
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(.,a), {,al, (a, b), [a,?b], (a,), [a,.): L5 et 8- A"6; |a]:

2°A°1; He:
1

o), (alr NS165 67 11+°1; &' T: 11°4; yT: 84'Y;
“11; eT: 8 A'T; f(X):

12°4°2; (A 4% 515 V< F;

55 et la Rem. 91: [E, LE: 8-VII; mT:8°A10;

12
pE:N1'1; piE, (i=0,1,--5): 71, ReT:8°A9; SE,SE: VI
6y 9°5; 6E: 1002 2eF, XF: N1 2 g% 114 ta: 24 et 2B;

uE, vE, VE, wE: 3- VIL

INDEX?)

Ambigu (Tableau), 8'A-11.
Alphabétiquement ordonné, 1-15.
Anti-limité, 17, '
Atteint (Rang) 9.

Bipartition (complete), 12:A-2.

Borne supérieure (et inféricure), 1°7.

Borné supérieurement (et inférieure-
ment), 1-7.

Coextensif, 1'13.

Complet (Développement), 8 B2,
Complétement ramifio, 8-A-13.
Complexe de points, 51.

Coinitial, 1'13.
Confinal, 113.
Connexe (et mutuellement —), 1:9,
Continu, 1-12.
Coupure, 1 10.

Dégénéré (Bnsemble ramitio), 8: A4,

Degré (de cellularité), NC-11, (de sépa-
rabilité). NC-11.

Dense, 1°9, (en soi), 1Y, (Partout), 19,

Descente (dijonctive, monotone), 9.

Développement complet, 12:A°1.

Disjonctif, 8:'A'2 et 8.\4.

Disjonctive (Famille), 1.

Distinguée (Suite ramifiée), 10-3 et G4

1) Les numéros renvoient aux sections des §§ ou figurent les défini-

tions des expressions et symboles considérés; ainsi, par cxemple, w1': 8:A°10
voudra dire que  la  définition de m7 se trouve dans le numéro 10 de la
section A du § 8. De plus, «i la définition de X se trouve dans la Note. q
du § p, on écrira X: Np'q. Enfin, la lettre C désignera le Complément,



Ensemble (disjonctif), 8-A'4, (ordonnée),
14, (bien ordonné), 1'8, (parti-
element ordonné), NC-1, (ramifié),
8'Ad et NC1, (ramifié dégonérd),
8 A,

Espace, (ordonné). 19, (-tableau), 8'A-7.

Etroit (Tableau), 8-A-11,

Fumille (disjonctive), 7.1, (m{mot()ne),
41, (ramifice), 8'B 1.

Fermé (Lnsemble), 1-9.

Fouction rélractante, 2'3.

Howmogene (Tableaw), N10-3.

Hypothése (de Cantor), 2B, (de ramifi-
cation), C3, (Pi, i=1,...,12
et (Q)), C3, (du continu), 2'B.

Tnaccessible (Nombre), 2-A.

Induction (linéaire, complete), 3-1V.

Inertie (d'ordonnance), C-2 et les hypo-
théses Py, Py,

TIncompatibles (Relations), N8-2.

Incomparable, 114 et 8-A' 1.

Imitial (Nombre), 2A2.

Isolé, 1-9,

Intercalation (latérale),
dinale), 11'5.

Intervalle (( ., a), («,.), (@ b)), 15
et 8A6, ((., ajr), N816".

10-4; (longitu-

Lacune, 110, (intérieure), 1-10.
Lucunaire, 1'10, (Partout), 1-12.
Large (Saut), 4.3, (Tableau), 8A11,
Largewr ('un tableau) 8-A-10.
Limilé (Ensemble ordonné), 1-7.
Longueur, longueur réduite, 8-A-10.

Monotone (Ensemble,. Famyille); 41 et
8 A4, '

Nocud, $:A-6, 8A°13.
Nombre (ordinal, cardinal), 2-A, 2B,
. (initial, régulier, singulier, inac-

cesible), 2:A-2.

Normal (Ensemble ordonné), 12:C-4,
(Tableau), 11¢1.

Odre (IFamille), 4-2,
Ordonnance (alphabétique), 115, (natu-
relle), 8'C'2, C1.

Portion, 1-6, 8A-5, (élémentaires), 16.

Principe, (de Vinduction linéaire, com-
pléte), 3-1V.

Propriélé de Lebesgue-Khintcehine, 3.1V,

Pseudo-rang T (d’un tableaun), 8-A-11.

Procédé o, 102,

Probléme  (miraculeux, 1, 11, 111), 104,
N103" et C2, (de la structure
cellulaire des espaces', NC-11.

Ramizié, (V. Ensembles.

Rang, 8'\9, (non-atteint), 9 ¢t N10-5.

Rungée, 8:'A°8 et 8'A9, o

Relation (de classification), 12, (de
comparabilité), 8A-1. (de dis-
jonction), 8-\2, ('ordre, dovdre
inverse), 14, (dordre partiel),
NC1, (de ramification [dégéné-
rée]), 8°A'3.

Saut, 111, (large), 43.
Saturée (FFamille). 44,
Semblable, 1'14, 10°1,
Séparable N5°5.

Somme de relations, N8-3.

Suite  ramifie, 812, (aistinguée),
i 103, C4, (), 95, (prototypes)
93,

Tableaw ramifié, 8'A+9, (d’ensembles),
8B.

E'l'olalement (ramifié), 8:A13.

‘}lype (d’crdre), 1-14, (de¢ ramification),
10’1, (— limite d’'un nombre), 2.

Traverser (un tableau), 9.

T —
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