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Ensembles ordonnés et ramifiés

Par

GEORGES KUREPA.

Introduction.

La théorie des ensembles ordonnés s'est heurtée, dès son
début, à des problèmes présentant de sérieuses difficultés d'ordre
plutôt logique que technique; tels sont: le problème de l'ordon-
nance ou de la bien-ordonnance d'un ensemble donné quelcon-
que1), le problème de l'existence d'un nombre cardinal entre
k et 2k, Je étant un nombre cardinal infini quelconque a). Ensuite,
Michel Souslin3), un des premiers élèves de M. Lusin, a posé,
dès 1917, le problème de savoir si tout ensemble ordonné con-

1) Ce problème est partiellement résolu par l'affirmative par M. Zermelo

(en formulant „l'Axiome de Zermelo0) et M. Fraenkel (en prouvant l'indépen-

dance de l'axiome de Zermelo des autres axiomes de la théorie des ensem-

bles); cependant, on est loin de prouver que l'axiome de Zermelo est indépen-

dant d'un système non-contradictoire d'axiomes de la théorie des ensembles.
2) La réponse présumée négative à ce problème est appelée Hypothèse

de Cantor.
3) C'est lui qui, avec M. Lusin, a inventé, en 1917, en généralisant les

ensembles boreliens, les ensembles analytiques dont la théorie nous jette un peu

de lumière sur la structure du Continu mathématique.

Publications mathématiques IV, |



2 Georges Kurepa

tinu E tel que jp2£ = «0 est nécessairement identique, au point
de vue de Tordre, au continu mathématique4), ou, ce qui revient
au même à la suite d'un théorème de Cantor, si un tel ensemble
E est tel que pxE - «0.

Malgré des efforts continuels d'un grand nombre de mathé-
maticiens, aucun des trois problèmes fondamentaux précédents
n'est complètement résolu. Dans le présent travail, on a traité
un ensemble de problèmes se rattachant au problème de Sous-
lin. Bien que celui-ci ne soit pas définitivement résolu, on verra
quelle est sa nature et quelles sont les difficultés qui s'opposent
à sa solution. Voici le véritable aspect du problème de Souslin:
E étant un ensemble ordonné continu, on se donne la donnée
cellulaire p2E=^^Qi et on se demande quelle est la valeur du
nombre pxE dont le caractère est ponctuel5). Au sein de tableaux
ramifiés ( = arbres généalogiques), le problème de Souslin est
revêtu d'un caractère ponctuel. En effet, la réponse affirmative
au problème de Souslin est une conséquence de l'une quelcon-
que des deux hypothèses suivantes: 1) Toute suite ramifiée
distinguée contient un sous-ensemble disjonctif non-dénom-
brable; 2) T étant un tableau ramifié quelconque, la borne supé-
rieure b T des puissances des sous-ensembles dégénérés 6) de T
est, dans T, atteinte; c'est-à-dire, T contient un sous-ensemble
dégénéré ayant la puissance b T (Postulat de ramification).

Une fois qu'on se trouve dans le domaine de tableaux rami-
fiés, un grand nombre de problèmes se posent d'eux-mêmes;

4) L'ensemble des nombres réels x tels qne 0 ^ x £_ 1 est appelé Con-

tinu mathématique.

5j C'est par l'analyse précédente que nous avons pu formuler le Pro-<

blême de la structure cellulaire des espaces abstraits (voir la note (11) du „Com-

plement").

6) Un arbre généalogique A est dégénéré si aucun couple de ses éléments,

sauf ceux appartenant à la première génération de A, n'ont, dans Af les mçmes;

préd çcesseurs,
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notons celui-ci qui, par sa structure logique, occupe une place à
part7): Deux suites distinguées quelconques de rang œ1 sont-
elles nécessairement semblables? (Premier problème miracu-
leux8)).

La réponse affirmative au problème précédent entraîne la
réponse affirmative au problème de Souslin; celle-ci, de sa part,
entraîne cette proposition que nous ne savons pas prouver: Tout
sous-ensemble non-dénornbrable de cr0

9) contient une famille non-
dénombrable d'ensembles dont aucun n'est contenu dans aucun
autre. Pour que, inversement, la proposition précédente entraîne
la réponse affirmative au problème de Souslin, on devrait, ce
que nous ne savons pas faire, démontrer que toute suite distin-
guée de rang œ>1 est semblable à un sous-ensemble de a0

 9).

Il est remarquable que, en attaquant, en liaison avec
le problème de Souslin, différents problèmes concernant des

7) Tout en croyant que la réponse à ce problème ne soit pas négative,

il n'y a aucun espoir d'en pouvoir donner une affirmative parce que celle-ci

exige un passage à la limite non-denombrable d'homéomorphies partielles non-

denombrables mutuellement enchevêtrées (c'est surtout M. Lusin qui a insisté

sur la possibilité de tels phénomènes).

8) Dans le langage courant, le Premier problème miraculeux s'exprime

ainsi: Soient A1,A2 deux arbres généalogiques infinis non-dénombrables quel-

conques vérifiant ces conditions: a) Toute génération de A\ ( i= l , 2 ) est infinie

et dénombrable, b) Atout élément a de Ai correspond une-infinité d'autres élé-

ments de A5, ( f~ l ,2 ) ayant les mêmes prédécesseurs que a, c) Tout élément

de A1 a au moins un parent direct dans toute génération de A\ (z'=l,2), d) Tout

sous-ensemble d'individus de A*, (*=1,2) deux à deux en parenté directe est

au plus dénombrable (L'existence de tels A a été prouvée, pour la première

fois, par M. N. Aronszajn cf. Note 9*3); peut-on, alors, établir une correspon-

dance biunivoque entre les éléments de A1 et ceux de A* conservant leur degré

de parenté.

9) a0 désigne la famille des sous-ensembles bien-ordonnés non-vides et

bornés de l'ensemble des nombres rationnels. Si l'on considère les éléments de

a comme complexes de points, a 0 devient un tableau ramifié jouissant d'intéres-

santes propriétés. (V, Lemme 10*4).
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tableaux ramifiés — tels que l'existence d'une descente disjonctive
dans toute suite distinguée —, on se heurte à des difficultés
qui, par un certain dualisme logique, nous rappelent des difficultés
qu'on rencontre en voulant prouver l'Hypothèse de Cantor (pour
le dualisme des mots „au moins un" et „tout" (sans exception,
voir la note (17) du „Complément").

Quant à d'autres problèmes liés aux précédents, voir le
Théorème fondamental du „Complément".

Enfin, dans un travail particulier, nous reviendrons sur une
catégorie de problèmes liés au problème de Souslin, et chez
lesquels c'est une certaine notion d'uniformité qui domine 10).

Le présent travail se compose de trois parties:
Le Chapitre I traite des EX1). Après avoir posé, dans le § 1,

un certain nombre de définitions, on démontre, dans le § 2>
quelques propriétés utiles des nombres transfinis, pour passer, dans
le § 3, à Tétude des E: on prête une attention particulière à la
distinction entre différentes espèces de portions de E à la suite
de quoi on formule trois principes de l'induction; le § 3 se ter-
mine par la considération de certains sous-ensembles et sur
ensembles d'un E donné [V. la signification de f E (/"=?, L, s, S
u.v,w)]. Le § 4 contient une étude assez détaillée de familles mo-
notones d'ensembles (commencée par MM, Zermelo et Kuratowski),
et leur application à la définition des ensembles ordonnés (cf,
le théorème 3 du § 4). Dans le § 5, on esquisse la notion de
complexes de points (due à M. Hausdorff) et on étudie diffé-
rentes opérations avec ceux-ci. Le § 5 rend compte de la liaison

10) A ce propos, cf. le „Postulate of Uniformity" de M. Veblen (Tr.

Am. Math. Soc. 9, 1908, p. 166) aussi bien que le critère de M. Alexandroff-

Urysohn sur la distanciabilité des espaces accessibles (pour son énon é, voir

p. 220 des Espaces abstraits de M. Fréchet); voir aussi les hypothèses Pe,P7

du „Complément" chez lesquelles c'est la notion d'une certaine unicité qui in-

tervient.

11) E, T désigneront respectivement un ensemble ordonné et un tableau

ramifié quelconques,
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entre les espaces ordonnés et plusieurs catégories d'espaces étu-
diés par M. Fréchet; on y démontre que le continu mathématique
est caractérisé, au point de vue de l'ordre, par la propriété
d'être un espace ordonné continu distanciable. Le dernier § du
Chap. I contient les notions importantes des familles disjonctives
d'ensembles et des puissances pxE, ( i -0 , 1,...5) attachées à un
E, et différents théorèmes concernant celles-ci.

Le Chapitre II traite des T et Eu). Le § 8 contient la défi-
nition des ensembles, tableaux et suites ramifiés, la notion de
différents sous-ensembles d'un T (portion, noeud etc.), cl.ssifi-
cation des Ten larges, étroits et ambigus; on introduit la no-
tion de familles et de tableaux ramifiés d'ensembles, on donne,
en généralisant une idée due à M. Lebesgue la représentation
de ceux-ci au moyen de complexes de points dont un cas parti-
culier sera utilisé, dans le § 12 B, peur résoudre un problème
de M. Sierpinski; on reprend l'étude de complexes en définis-
sant leur ordonnance naturelle dont on fait, par la suite, usage à v \
plusieurs reprises (Existence de suites distinguées, Sep&fïtf^pro- J ^
blême miraculeux. Hypothèses P6 et P1 du Complément, etc,) Le
§ 9 contient l'étude de quelques questions se rattachant à la no-
tion importante de traversées monotones et disjonctives d'un T. Dans
le § 10, on introduit la notion de types de ramification et, en
établissant quelques théorèmes, on arrive au Premier problème
miraculeux. Dans le § 11, on attache à tout T deux puissances
bl\ V 1\ on définit des T normaux et on pose la question de
l'existence des T anormaux. Enfin, dans le § 12, on revient
aux £", on introduit la notion de développement complet d'un E
et en particulier celle d'une ^-partition complète des E continus;
on redonne la solution d'un problème de Sierpinski et on ar-
rive au problème de Souslin et à la notion de E normaux.

Quant au „Complément", sa lecture est particulièrement re-

commandée.
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L'origine de ce travail était l'idée de généraliser les espa-
ces distanciés de M. Fréchet en faisant jouer le rôle de nombres
réels aux éléments d'un ensemble ordonné quelconque (Cf. la
définition des espaces pseudo-distanciés dans les C. R. de Paris,
30 avril 1934); quelques résultats ont paru dans les Comptes
Rendus de l'Académie des Sciences de Paris (19 Février, 5
Mars et 9 Juillet 1934).

Pour terminer, j'exprime ma plus vive reconnaissance à
M. V. Varicak, Professeur à l'Université de Zagreb, pour ses
encouragements et l'intérêt qu'il a bien voulu accorder à mes
travaux. Qu'il me soit permis d'adresser l'expression de ma pro-
fonde gratitude envers MM. Borel et Hadamard. Je remercie
infiniment: M. Montel de ces conseils et des innombrables ser-
vices qu'il a bien voulu me rendre, M. Fréchet de ses précieux
conseils et de l'intérêt constant qu'il a porté à mes travaux, et
M. Denjoy de ces conversations, instructives et encourageantes
à la fois.



C H A P I T R E 1

ENSEMBLES ORDONNÉS DE POINTS

§ 1. Définitions générales

1. x, y, étant deux objets1), la lettre /?, dans un symbole
de la forme x R y, est une relation binaire dont x est le pre-
mier et y le second terme.

Si la relation binaire R subsiste entre tout couple de points
d'un ensemble E, on dira que E est domaine de R.

Si x R x est vraie pour tout x, la relation R sera dite
réflexive. Si x R x n'est vraie pour aucun x, R sera dite anti-
réflexive.

Si x R y, y R x subsistent simultanément pour tout x et
tout y, R sera dite symétrique; si cela n'a lieu pour aucun ctuple
x, y, R sera dite anti-symétrique.

Si x R z subsiste toutes les fois que x R y, y Rz, /?sera
dite transitive. Si cela n'arrive pour aucun triple do points, la
relation R sera dite anti-transitive.

*) Le mot „objet" est le nom commun pour „élément" et „ensemble"
tels qu'il sont axiomatisés, par ex. par M. E. Zermelo (Fund. Math. 16, 1930,
p. 29 et suiv.). Si a est un élément d'un ensemble E, on écrira a s E ou
E 3 a; dans le cas contraire, on écrira a non ?E\E, F étant deux ensembles,
on écrira F d E ou E ^) F si tout élément de F est un élément de E : F
sera dit alors un sous-ensemble de E, et E un sur-ensemble de F.

Si F C.E sans que E ^ F, on écrira F CI E et dira que F {E) est
un vrai sous-ensemble (sur-ensemble) de E(F). En désignant l'ensemble vide
par 0, le symbole O ^ E voudra dire que E n'est pas vide, c'est à dire
p E > 1, p E désignant la puissance de E: a étant un objet quelconque, on
désignera, en cas d'ambiguïté, par | a } l'ensemble (ou la famille) composé de
l'élément a.
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2. Une relation réflexive, symétrique et transitive sera
appelée relation^ de classification ou simplement classification, et
designée par le symbole particulier oo qu'on pourra lire „équi-
valent", „congruent", etc.

L'identité est une relation de classification. Soient E le
domaine d'une classification oo et a un élément de E; en appe-
lant faisceau a de E Fensemble Ea de tous les points x de E
tels que x oo a, on a ce

L e m m e I : E = 2 Ea
 2), a e E; les Ea sont tels que

a

E =Eb si acob, et EaEï=0 si a nonooft.

3. Une relation d'ordre est une relation binaire qui est
anti-réflexive, anti-symétrique et transitive; elle sera désignée
par le symbole < qu'on pourra lire „précède*', „inférieure à"
„avant", etc.

Le signe a < b sera écrit aussi sous la forme b > a.
On voit que le signe > est aussi une relation d'ordre

ayant le même domaine que la relations La relation > sera dite
relation inverse de > et lue „succède à" „plus grand que",
„après" etc.

4. Un ensemble de points, £, sera dit ordonné si l'on peut
établir, entre ses points, une relation d'ordre <; autrement dit3),
un ensemble ordonné E est une paire d'un ensemble de points,
P, et d'une relation d'ordre < ayant P pour domaine. On écrira
E = (P, <). De plus, l'ensemble vide et tout ensemble composé
d'un seul élément seront considérés comme d'ensembles ordon-
nés, (cf. relation de comparabilité dans le § 8).

L'ensemble ordonné (P, >) sera designé par £* et appelé
inverse de E.

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, E désig-
nera un ensemble ordonné. F étant un sous-ensemble de £", F
sera considéré comme ordonné par la môme relation d'ordre par

2) <P étant une classe de familles c ^ d'ensembles E de points a, le signe
X 4> désignera la réunion de tous les points a. Le signe 2'<J> désignera la

famille de tous les ^appa r t enan t à au moins une famille & . D'une façon
analogue, on définit n<î> et IT4>. En particulier, deux ensembles E, F, tels
que E F = O seront dits disjoints.

3) Cette définition est due à M. M. Fréchet.
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laquelle E est ordonné. En particulier, S^ étant une famille de
sous-ensembles de £V l'ensemble 2 F sera toujours considéré
comme un sous-ensemale ordonné de E. A, B, étant deux en-
sembles non-vides de /:, le signe A < B vouira dire que tout
point de A précède tout point de B.

Convention 1. L'ensemble vide pourra, dans le cas général,
précéder et succéder, à la fois, à tout point de chaque ensemble
ordonné. En particulier, si A < fi, on aura aussi A < 0 < B.

5. G, //étant deux sous-ensembles de £, les symboles (. , G)M
et (G, ,)H désigneront respectivement Fensemble de tous les points
de H qui précèdent les points de G et l'ensemble de tous les
points de H qui succèdent aux points de G. En particulier, a
étant un point de E, l'ensemble ( . , a)E OU simplement ( . , a)
sera appelé intervalle de E à gauche de a ou, ce qui est plus
commode, intervalle gauche a de E.

L'ensemble (. ,#]#•+-a sera appelé segment gauche a de E
et designé par ( . , O\E OU ( . , a]. D'une façon analogue4), on
définit le segment droit a de E qu'on désignera par [a , . )E OU
[a , .). Le point a sera dit extrémité de (. , a), ( . , a], (a , .) et
de [a . , ). a, b étant deux points différents d'un E tel que
pE > 1, l'ensemble ordonné

4) On remarquera, une fois pour toutes, que les expressions telles
que: gauche-droit, premier-dernier, etc. sont dans une certaine dépendance
dualistique, parce que, par exemple, „gauche" dans E veut dire „droit" dans
£*. C'est ainsi que par exemple le segment droit a de E veut dire „le seg-
ment gauche a de ÜJ*".

5) cf. A. Denjoy, Journal de Math. I, 1915, p. 106.

sera appelé intervalle a b ou b a de E et désigné par (a, b)E ou
(a, b) ou (ô, O)E ou (6, a); autrement dit (a, b) est l'ensemble de ^
tous les points x de E tels que a<x<bsia<bonb<x<a *
si b < a;

L'ensemble a -f (a, b) 4- b sera appelé segment a b ou b a de
E et designé par [a, b]E ou [a, b] ou [ô, a]js ou [b, û]. Le signe
xe(a, b)E sera lu aussi: x est entre a et b ou entre b et a.

On posera [a, ô)*j=a + (a, 6), (a, ô]E=
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Les points u, b seront appelés extrémités de [a, 6], (a, b],
[à, b) et (a, b).

Les intervalles (segments), les intervalles (segmentes) gau-
ches et droits de E, seront appelés, tout court, intervalles (seg-
ments) de E5).

6. L'ensemble vide, tout ensemble composé d'un seul point
de E, les segments, les intervalles et les ensemble [a, b)E et
(#, b]n seront appelles, en commun, portions élémentaires de E.
Tout sous-ensemble F de E tel que [a, b)E C F si a + ô C Z7, a,
ô étant quelconques, sera dit 'portion de E. Par conséquent, tout
point de £ est une portion de E. Tout sous-ensemble F de £
tel que (. , O\E C Z7 si as F, a étant quelconque, sera appelé
portion gauche de E.

L'ensemble vide sera considéré comme une portion, por-
tion gauche et portion droite de £,

7. Un sous-ensemble non-vide F de E sera dit borné in-
fêrieurement dans E s'il est contenu dans un segment droit de
E. On dira que F est limité inférieurement s'il contient un point a
tel que [a, :)EDF. Le point a sera dit alors le premier point
de F. On dira que F est borné dans E, s'il est borné, dans E,
inférieurement et supérierement, c'est à dire s'il appartient à un
segment de E. F sera dit limité s'il a un premier et un dernier
point.

Si E n'a ni un premier ni un dernier point, il sera dit
anti-limité. Par conséquent, un ensemble non-limité, n'est pas
nécessairement anti-limité. L'ensemble vide sera considéré comme
anti-limité.

On dira que la borne supérieure6) relativement à E, d'un
sous-ensemble non-vide F de E existe et qu'elle est égale à a
si a est on bien le dernier point de F ou bien, si F n'a pas un
dernier point, alors a est le premier point de ( F , .)«•

8. Si tout sous-ensemble non-vide de E est limité, E sera
dit fini; dans le cas contraire, E sera dit infini. Si tout sous-
ensémble non-vide de E a un premier (dernier) point, E sera

6) Cf. R. Baire, Leçons sur les théories générales de Y Analyse,
Paris, 1907, t. I p. 7 et suiv.
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dit bien ordonné (inversement bien ordonné). L'ensemble vide sera
considéré comme fini, bien-ordonné et inversement bien-ordonné.
On s'aperçoit que cette définition des ensembles finis est équi-
valente à la définition courante7).

9. Espaces ordonnés. F étant un sous-ensemble de E, la
fermeture F de F relativement à E est l'ensemble de tous les
points a de E tels que dans tout intervalle de E contenant fl, il
y ait au moins un point de F3). Tout point a de f appartenant
à la fermeture de F—a sera appelé point d'accumulation de F3)
(relativement à E). En particulier, si a appartient à la fermeture
de (. , Û)E, a sera dit point d'accumulation de F du côté gauche.
Si a est un point d'accumulation de F du côté gauche et du côté
droit, a sera dit point d'accumulation bilatérale de F. Lensemble dé-
rivé F' de F, relativement à E, sera l'ensemble de tous les
points d'accumulation de F. Tout point de F qui n'est pas un
point d'accumulation de F, sera dit point isolé de F. Si FCF,
F sera dit fermé. Si F D/7, F sera dit dense en soi. F ayant
au moins deux points sera dit dense (au sens absolu) si tout
point a de F est un point d'accumulation aussi bien de (. , Q)E si
(. , a)F D 0 que de (a , ,)F si (a,.) D 0.

G, H étant deux sous-ensembles de E, on dira que G est
partout dense sur H si G3NS). Sous la même hypothèse, on-
dira que G, H sont mutuellement connexes3) si G H + GH D 0.

Un sous-ensemble F de E sera dit connexe si, en le dé-
composant d'une manière quelconque en deux sous-ensembles,
ceux-ci sont mutuellement connexes2).

Convention 2. Sauf mention expresse du contraire, tout en-
semble ordonné composé d'un seul point sera considéré comme
non-connexe8).

Remarque. D'après ce qui précède, on doit distinguer les
espaces ordonnés des ensembles ordonnés ou, comme on les

7) Sur la théorie des ensembles finis, voir A. Tarski , Fund. Math.,
VI, 1922, p. 45-95.

8) Pour la terminologie, voir M. Fréchet , Espaces abstrai ts , Paris*
1928, p. 173 et 288; W. Sierpinski, Nombres transfinis, Par is , 1926, chap.
Vi l ; et F, Hausdorff, Grundztige der Mengenlehre, Leipzig, 1914 p. 474. Ces
trois livres seront désignés, dans ce qui va suivre, respectivement, E. A., N. T-
et G, M.
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appellera dans le second chapitre, ensembles monotones, un espace
ordonné étant un ensemble ordonné dans lequel l'opération de
dérivation, qu'on vient de définir, des sous-ensembles de E est
donnée (ou ce qui revient au même, si Ton se donne l'opération
de faire correspondre à tout F C E un F C E). Cette remar-
que sera utile dans la suite9).

10. Chaque décomposition de E en deux portions disjointes
sera appelée coupure de E. Excepté le cas où Tune des portions
en question est vide, on voit que l'une d'elle est à gauche de
l'autre. Si Tune d'elles est vide, on aura deux coupures différen-
tes suivant qu'on prend la portion vide pour la portion gauche
ou droite et alors l'ensemble E lui, morne pour portion droite
ou gauche. Alors la portion qui est à gauche de l'autre, sera
appelée composant inférieur de la coupure en question, ou (por-
tion à gauche de la coupure).

P étant une portion de E, la coupure P de E signifiera la
décomposition E-=A-hP+B, A < P < B c'est à dire la décompo-
sition £ = ( . , P)E±P+(P , .)JS.

On dira qu'une coupure de E ouvre une lacune de E (ou
dans E) si la portion à gauche de la coupure n'a pas un der-
nier élément et si sa portion droite n'a pas un premier élément;
si, de plus, les deux portions sont non-vides, la lacune corre-
spondante sera dite intérieure. Si £ a au moins une lacune, il
sera dit lacunaire; dans le cas contraire, E sera dit non-lacunaire.
Uensemble vide sera considéré comme lacunaire. On dira que la
coupure AB de E est engendrée par le saut A\B ou a b de E si
a est le dernier point de A et b le premier point de B.

11. D'une manière générale, tout couple de points diffé-
rents a, b de E entre lesquels il n'y a aucun point de E c'est
à dire qui sont tels que (a, 6)^=0, sera appelé un saut de E\
les deux points seront appelés extrémités du saut. Si les extré-
mités d'un saut de E sont points d'accumulation de £*, le
saut sera dit de seconde espèce. Tout saut qui n'est pas de se-
conde espèce, sera dit de première espèce (Cf. la définition des
nombres ordinaux de première et de seconde espèce dans le § 2)«

») Cette remarque est due à M. Fréehet.
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12. Un ensemble ordonné dense et non-lacunaire sera dit
continu.

P étant une propriété quelconque d'intervalles, on dira que
E possède partout la propriété P ou que E possède totalement la
propriété P, si tout intervalle non-vide de E possède la propri-
été P. On saura alors la signification des notions: partout lacu-
naire, totalement non-connexe, etc.

13. G,7/étant deux sous-ensembles non-vides d'un ensemble
ordonné E, on dira que G, H sont confinaux (coïnitiaux) si ou
Men ils ont le mémo dernier (premier) élément ou bien après
(avant) tout point de G il y a un point de H et après (avant)
tout point de H il y a un point de G.

Si G, H sont coïnitiaux et confinaux, ils seront dits coex-
tensifs1®).

14. Deux ensembles ordonnés sont dits semblables si, entre
leurs points, on peut établir une correspondance bi-univoque con-
servant Tordre relatif des points.

A chaque E on fera correspondre un et un seul signe tE.
a p p e l é type ordinal de E. L e s y m b o l e tG^tH o u t t i ^ t G
voudra dire que G est semblable à un sous-ensemble de H. On
écrira tG = tH- si tG^tH et tG^tfi. Enfin, le symbole
tG\\tG signifiera qu'aucun des signes tG^tH et tH^tG
n'ait lieu. Dans le dernier cas, on dira que tG et tH sont
incomp arab les 1 x).

Convention S. Dans une certaine phrase, on dira, par abré-
viation, type ordinal a au lieu de : tout type ordinal a qui sub-
stitué à a dans P ne change pas le sens de cette phrase.

15. F étant un ensemble ordonné, soient Ea, et parcourant
F, les éléments d'une famille d'ensembles ordonnés qui sont,
pour des a différents, deux à deux disjoints; alors l'ensemble-
somme E=^Ea signifiera la réunion des points des Ea ordonnée

de manière que les points d'un même E conservent leur ordre
primitif et Ea^Eb dans E suivant que a^b dans F.

10) G. M. p. 130.

11) Cf. G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen, Berliii-Leipzig
p. 282; et E. A. p. 31 et suiy,
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On posera tE ~^tEa. A, B étant deux ensembles ordonnés,
FF

le produit (combinatoire) A X B de A et B est l'ensemble de
tous les couples (6, a), as A, beB ordonnés alphabétiquement
(d'après le principe de premières différences) :

On posera (b', a') = (6, a) si b = b1 et a = a'; on posera
(b', a') § (6 , a) dans AY^B suivant que ou bien b'^Sb dans B
ou bien &'=& et û'§Ea dans A (cf. §§ 5 et 13).

§ 2. Sur les nombres transfinis.

A. N o m b r e s o r d i n a u x .

1. Les types ordinaux des ensembles bien ordonnés s'ap-
pellent nombres ordinaux ou simplement ordinaux1). Tout nombre
ordinal qui est un point d'accumulation d'autres nombres ordi-
naux sera dit de seconde espèce. Tout ordinal qui n'est pas de
seconde espèce sera dit de première espèce. On désignera par
pa et on appelera puissance du nombre ordinal a la puissance
de l'ensemble de type ordinal a.

2. Un ordinal a étant donné, le type-limite ta de a est défini
comme suit2): si a est de première espèce, alors ra=a; si a est de
seconde espèce, ta est la borne inférieure, relativement à l'ensemble
des ordinaux, des nombres ordinaux § tels que a soit la borne
supérieure d'une |-suite d'ordinaux < a3). Si ta = a, a sera dit
régulier; si za < a, a sera dit singulier. Si a est régulier et de
seconde espèce, il sera appelé inaccessible4).

!) Pour la théorie axiomatique des nombres ordinaux,^ voir A. Fraen-
kel, J. fur Math,, 155, 1926, p. 129-158; J. v. Neumann, Math. Ann.', 99,
1928, p. 373-391.

f) La notion de toc interviendra très fréquemment dans le chap. IL
8) Tout ensemble bien ordonné de type ordinal cp s'appellera aussi

une cp-suite. Il est à remarquer que, a étant un ordinal, l'ensemble (., oc)
des ordinaux précédant a forment une a-suite (voir N.T.p. 171).

*) Concernant la théorie des nombres inaccessibles, voir A. Tarski-
W. SierpinsM, Fund. Math., 15, 1930 p. 292-300; quant à leur existance et
interprétation, voir E. Zermelo, loc. cit. §§ 2 et 5.
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Tout ordinal infini dont la puissance est supérieure à celle
d'un ordinal quelconque qui le précède, sera dit initial. Les
nombres initiaux seront désignés par:

œOj œ1?. . . CJUCC, . . . pour tout ordinal a ^ O ,

(o = oo0 signifiant le plus petit ordinal initial et œa pour a > 0,
désignant la borne inférieure des ordinaux (3 tel que p$ >

.
On posera pwa=$a et lira aleph ce.
Pour la suite, il faut retenir qu'on posera:

On parlera d'alephs x a réguliers, inaccessibles, etc., sui-
vant que le sont les œa correspondants. Les alephs seront
appelés aussi nombres cardinaux transfinis (ou infinis).

L e m m e 1. Le type-limite ta de tout ordinal a est un
ordinal régulier bien déterminé et tel que rcc^cc.

Corollaire 1. Toute nombre ordinal est ou bien singulier
ou bien régulier.

L e m m e 2: La borne inférieure de toute ensemble E
d'ordinaux appartient à E. Si pE < p t y , y désignant la borne
supérieure de E, alors y £^-

S'il s'agit des nombres cardinaux, le lemme précédent
s'énonce comme suit:

L e m m e 2' : Soient E un ensemble quelconque de nombres
cardinaux et c la somme de ceux-ci; si pE <p?c, alors le
nombre cordinal c appartient à E.

Le lemme précédent interviendra assez fréquemment dans
lu chapitre IL

3. E étant un ensemble d'ordinaux et y0 sa borne infê-̂
rieure, on dira que cp(cc) est une fonction rétractante dans E si
pour tout ae£f, cp(a) est un nombre ordinal tel que q>(yo)^Yo
et q>((3) <(3 pour tout p e £ — y0.

En rappelant que (. , a) désigne l'ensemble des ordinaux
< a, on a ce
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T h é o r è m e 1. Soient y un nombre ordinal de seconde es-
pèce tel que ty > œ0 et cp(a) une fonction rétractante définie
dans (. , y); alors, il existe un ensemble Z?C(-, Y) avant y pour
borne supérieure et tel que cp(cc) < E pour tout cts£\

En effet, ou bien pour tout a < y il existe un nombre or-
dinal v(cc) tel que a < r(a) < y et que, pour tout (3 entre v(a)
et y, on ait a < cp ((3) ou bien il y a un ordinal a < y pour lequel
un tel nombre v(a) n'existe pas. Si le premier cas avait lieu, on
poserait (30=*l, PM+, = v((3M), /z=0,l, . . et (3wo =borne sup. (3n; on

voit qu'on aurait cp((3co)X3o) et (3w < y, contrairement à la dé-

finition de la fonction cp(a).
Il y a donc un nombre, et soit a0 le premier nombre or-

dinal | < y tel que, pour tout (3 entre | et y il y ait un nombre
a entre (3 et y tel cp(a) <; §. En désignant par E l'ensemble
de tous les ae(a0 , y) tels que cp(a)^a0 , on voit que E satisfait
aux conditions du théorème.

Corollaire 2. y étant un nombre initial régulier non-dé-
nombrable et cp(a) une fonction rétractante définie pour tout a < yf

il existe un nombre a0 < y et un ensemble £ C ( - , ï ) ayant y
pour borne supérieure tel que cp(a)~a0 pour tout a s£ 5 ) .

Ce corollaire exprime une propriété intéressante des nom-
bres ordinaux, à savoir que la fonction inverse de chaque fon-
ction rétractante définie pour tout cc<y, y étant initial, régu-
lier et non-dénombrable, possède une infinité de puissance py
de déterminations diffèreates.

5) Ce corollaire est dû, pour Y—œj à M. P. Alexandroff et P. Urysohn
(voir Proc. Ac. Si., Arasterdam, Eerste sectie, Deel XCV n<> I, 1929 p. 95).

Une fonction rétractante est le pendant logique aux fonctions telles
que cp(a) ^ a pour tout ordinal a. Si on appelle fonction normale chaque fon-
ction uniforme cp(cc) définie pour tout a et telle que cp(ec) < cp({3) si a < (3
et cp (borne sup. E) = borne sup. cp(cc) E étant un ensemble quelconque
d'ordinaux, on démontre qu'il y a de „valeurs critiques" de cp(oc) telles
que cp(ct) = ct (voir 0. Veblen, Trans. Am. Math. Soc, 9, 1908, p. 280; et G. M.
p. 114) Par exemple, la fonction (p(a)=-œa est une fonction normale et
tout nombre ordinal inaccessible est une valeur critique de 'tua; la récipro-
que n'a pas lieu (N. T. p. 226). Cependant, M. E. Zermelo a construit une
fonction normale dont l'ensemble des valeurs critiques coïncide avec l'en-
semble des ordinaux inaccessibles (loc. cit. p. 34).



Ensembles ordonnés et ramifiés 1?

T h é o r è m e 2. Tout ensemble ordonné non-vide n'ayant
pas un dernier point est confinai avec un et un seul nombre
initial régulier (voir la convention 1 ' 3)6).

Corollaire 3. Le type-limite ta d'un nombre ordinal de se-
conde espèce est le nombre régulier avec lequel l'intervalle
gauche a est confinai7).

B. Nombres c a r d i n a u x .

On sait que, en admettant le fameux axiome de M. Zer-
melo, on peut démontrer que toute puissance infinie est égale
à un seul aleph8). En particulier a, j* étant deux ordinaux quel-
conques, on peut écrire:

(1) Kfi=*r>

Y étant un ordinal déterminé, d'une. manière unique.
Cependant, on ne connaît aucun triple d'ordinaux vérifiant

V équation (1). Tout ce q'on peut.dire dans l'état actuel des Mathé-
matiques c'est ce:

T h é o r è m e 3. Si tfa = Ny> alors a< ; y, (3 < y et

On se contentera de prouver que T [3 ̂  ty.Pour cela, il suffit
de démontrer ce:

L e m m e 3. Pour tout ordinal a, on a ^ Ta > x .

6) Ce théorème est dû a M. Hausdorff (G. M. p. 142).

7) A peine faut il rappeler que cela veut dire l 'ensemble des ordi-
naux <cc. De même, (a, p) voudra dire l ' interval le a p de l 'ensemble des
nombres ordinaux, etc.

8) N. T . chap. X I I . La réciproque est aussi vraie: si toute puissance
est un aleph, l 'axiome de Zermelo est démontrable. Rappelons aussi ce thé -
orème de Hartogs: la comparabil i té de deux puissances quelconques est une
proposition logique équivalente à l 'axiome de Zermelo (T. N. en ap. XII),

Pour la théor ie axiomatique des puissances, voir E. Zermelo, Math-
Ann .65 , 1908 p . 261—281.

Cf, aussi la notion axiomatique de t E dans la définition 1*14.
publications mathématiques IV\ \
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En effet, si, dans (1), on avait f[3—ty, on aurait \tojf = •

= N TY et par conséquent, N fi serait égal à la fois à ^ et

N ry ce qui est, d'après le lemme 3, impossible.
Démontrons donc le lemme 3. Distinguons deux cas:

1°. a est régulier: ta = a. Puisque n * = 2 si yi, v sont

deux ordinaux quelconques tels que J JL^V 9 ) , l'inégalité à dé-
montrer se réduit à l'inégalité classique de Cantor, à savoir que.

2 v>#v pour tout ordinal v.

2°. a est singulier. Soit

a = borne sup. a ,̂ a.c < a , | < ta les a^étant croissants.

On a donc Na&<Na ot diaprés le théorème de König-

Zermelo-Jourdain11), on a
a < ar

Puisque 2 #a. = $a et pta ^ ^ra, le lemme est démontré.

No

L'hypothèse que 2 = j$ #an£ Vhypothèse du continu12) l'hy-

pothèse que, /72 étant une puissance quelconque infinie, il n'y ait
9) N. T. p. 220.

W) N. T. p. 89.

11) N. T, § 55.

12) Voir le livre récent de H. W. Sierpirski, „Hypothèse du continu"
Warszawa, 1934, qui commence par cette phrase: „La question si Tainsi dite
l'hypothèse du continu est vraie ou non appartient aux problèmes les plus
difficiles de la mathématique contemporaine".

M. D. Hubert a donné une esquisse de démonstration de l'hypothèse
du continu, mais nous ne savons pas si, n^, n2,.. étant une suite d'entiers-
le procédé itératoire de M. Hubert finit par engendrer la suite nv n%., .
C'est à ce point de vue que sa démonstration reste inachevée (voir Math.
Ann., 95, 1925 p. 1(51 et suiv. en particulier p. 186 et suiv.; aussi W. Acker-
mann, Math. Ann. 99, 1928 p. 118). Voir l'opinion de M. N. tus in dans le,
}|vre de M. Sierpinski p. 3 et 'é.'
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aucune puissance n telle que m<n< 2'n s'appelle V hypothèse
du continu généralisée1*) ou Vhypothèse de Cantor; elle sera dé-
signée par (G). Sous cette hypothèse, on peut démontrer ce

ï h é o r è m e 4.

1° Si a < p , alors « ^ $ .

2° s i a > p , Ta<t(3, alors « ^ = K •
a a-f-1

3° si a + l > p , alors

- «
4° si a > (3, ta = œô, (3 < <5, alors «a

 p = « a .

5° si a>(3, t a - œ ô , p > d , alors »a
/? = Ka+1

14

T h é o r è m e 5. Si 2 ° = «1? alors, xtt ° < «tt+(o Q, pour
tout a15).

Dans la suite, on aura besoin de ce:

T h é o r è m e 6. Pour tout nombre ordinal a, on a

(2) 22**= 2*°".

Vhypothèse généralisée du continu, on a

En effet, pour tout § < ü)a.H, on a 2p*<2p"a ; par con-
séquent,

Puisque 2 a > Na+1
 16), Tégalité (2) devient évidente.

13) Voir le livre précité de M. Sierpinski.
14) Le théorème est dû à M. A. Tarski , Fund. Math. 6, 1925 p. 1—14,

en particulier p . 9 et 10. Aussi le chap. VII du livre précité de M.
Sierpinski.

13) Voir la Note des C. R. ; 198, 1934 p. 703 où une généralisat ion est
çlonnée. La démonstration para î t ra ail leurs.

16) Bien entendu en admet tant l 'axiome de Zermelo,
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Sous Fhypothèse (G), on a 2 a = Ka+1 et, par conséquent»

aussi 2 2J)|=^pcüa .

§ 3. Propriétés élémentaires des espaces et des ensembles
ordonnés.

Dans ce §, E désignera un espace ordonné, F, G , . . . des
ensembles, a, 6,. . . des points de E.

I.

Le m m e 1. Si FR G signifie que F et G sont coexten-
sifs, le signe R est une relation classifiante (Déf. 1*2, 1*13).

L e m m e 2. 3r étant une famille finie d'ensembles de E,
la somme ^i3

r est confinale avec un élément de 3^.

IL
I^e m me 3. P étant une portion de E, on a

(1) E=( . ,P )+P- f (P . ,) , (.,P)<P<(P,.).

Si /OO, cette décomposition est déterminée d'une manière
unique; si P=0, toute coupure de £* peut être mise sous la
forme (1) (voir déf. 1*5, 1/6, 1/10 et la convention r i ) .

L e m m e 4. Chaque famille de portions droites de E est
une famille monotone d'ensembles (voir la def. 1*4),

Lemme 5. La partie commune de chaque famille', de
portion de E est une portion de E (qui est en général vide).

Lemme 6. 3^ étant une famille de portion de E deux
à deux non-disjointes, la somme ScS^ est une portion de E.

Lemme 7. 3^ étant une famille finie de portions de E
telles que /Tc^DO, 3r contient deux éléments Mu M2 tels que

En (îffet, d'après le lemme 2, 3^ contient un élément

Af1(Afa) qui est coïûitial (confinai) avec 2 ^ - Puisque, par hypo-

thèse, fl^DO, soit xe AfjMa. Alors, en posant J ^ = 2 J ^ J il est

clair que ( . , X)FC.MV (X, ,)F C M et, par conséquent, F=M< -f M^
Pt <J- f. df
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II est à remarquer que le lemme 7 ne subsiste pas néces-
sairement si 3^ est infinie1)

lit.
L e m m e 8. Si FC G, alors F ' C G ' et FCG~ Si F est

fini, alors F' = 0.

L e mm e 9. Les ensembles F', F sont fermés et par
suite 7= F2).

L e m m e 10. F étant fermé et F 3 H, alors F 3 H.

L e m m e 11. Si F R G signifie que F est partout dense
sur G, R est une relation réflexive et transitive; en général, elle
n'est pas symétrique.

L e m me 12. F étant partout dense sur G, tout point
isolé de G appartient à F.

__ Lemme 13. P étant une portion de £", l'ensemble
P—P est composé au plus de deux points de E: de la borne
inférieure et de la borne supérieure de P relativement à E.

L e m m e 14. Pour qu'un espace ordonné ayant au moins
deux points soit dense, il faut et il suffit qu'il n'ait aucun saut.

L e mm a 15. Tout ensemble ordonné dense est dense en soi.

Lemme 16. Toute ensemble ordonné partout dense sur un
ensemble ordonné dense est dense en soi.

IV. Principes d'inductions*

Dans cette section, T(x) désignera une proposition logique
qui est, en y remplaçant x par un point quelconque de E, ou
bien vraie ou bien non vraie; on dira pour abréger, que T(x) est
vraie ou non vraie pour un xeEd)t

1) Le lemme 7 est dû à M. A. Denjoy qui s'en est servi dans la théo-
rie de la mesure des ensembles (cf. La notion de „couvertures strictes d'in-
tervalles", loc. cit. p. 2-23—232). ___ _

2) II est clair que F^veut dire G en posant G=F. Par conséquent, les
espaces ordonnés appartiennt à la classe des espaces (V) de M. Fréchet véri-
fiant la condition a de M. Appert (voir, Appert, Actualité Sci. et Indust. 145,
Paris, 1934, p. 12).

3) voir N. T. p. 164. On peut dire que T(x) est une fonction unrvoque
définie pour tout xsE et ne pouvant admettre dans E que deux valeurs dif-
férentes au plus, C'est donc la fonction caractéristique d'un sous-en-
semble de E.
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1. On dira qu'un ensemble ordonné non-vide Ê admet te
principe de Vinduetion linéaire, si la conclusion suivante a lieu;

Hypothèse. Soit T(x) une proposition logiqne quel-
conque vérifiant les deux conditions:

Cj. : II y a une portion gauche non vide Po de E telle que
T(x) soit vraie pour tout point x de PQ.

C2: Si T(x) est vraie pour tout point xsP, P étant une
portion 'gauche non-vide de /:, il y a, si P C E, une portion
gauche Q de E telle que PCQ et que T(x) soit vraie pour
tout x de Q.

C o n s é q u e n c e : La proposition T (x) est vraie pour tout
x de £.

2. On dira qu'un ensemble ordonné non-vide E possède la
propriété Lebesgue-Khintchine4), si la conclusion suivante a
lieu :

H y p o t h è s e . Soit T(x) une proposition logique quelcon-
que vérifiant les conditions:

C/: II y a une portion gauche élémentaire Po de E telle que
l(x) soit vraie pour tout point de Po.

C2': Si T(x) est vraie pour tout point x de P, P étant
une portion gauche élémentaire non-vide de E, il y a, si PC £",
une portion gauche élémentaire Q de E telle que PC Q et que
T(x) soit vraie pour tout x de Q.

Conséquence: La proposition T(x) est vraie pour tout
point de E.

3. On dira qu'un ensemble ordonné non-vide E admet le
principe de Vinduction complète3), si E a un premier élément et
si la conclusion suivante a lieu:

Hypothèse . Soit T(x) une proposition logique quel-
conque vérifiant ces conditions:

Ci0: a désignant le premier point de E, T(a) est vraie;
4) Cf. H. Lebesgue, Leçons sur l'intégration, Paris, 1904 p. 105 et

A. Khintchine, Fund. Math., 4, 1923, p. 164-160. Voir aussi T. H. Hilde-
brandt, Bull. Amer. Math. Soc, 32, 1926 p. 480, qui au lieu des conditions
Ci', Csj' pose ces deux conditions:

K\\ II y e un point pour lequel T(x) est vraie:
K^' Si T(x) est vraie pour tout point de E précédant un point x' de

E, il y a un point y de E tel que x' < y et que T(y) soit vraie. D'après
M. Hildebrandt, cette définition serait équivalente avec la définition 2 ce
qui n'est pas exact (voir la note 5)).
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C2°: b étant un point de E tel que T(x) soit vraie pour
tout point de Vintervalle gauche a de E, T(x) est encore vraie
pour le point a de E;

C o n s é q u e n c e . T[x) est vraie pour tout xeE.
Convention 7. L'ensemble vide possède la propriété de Le-

besgue-Khintchine et admet le principe de l'induction linéaire
ainsi que celui de l'induction complète.

T h é o r è m e 1. Toute ensemble ordonné admet le principe
de Vinduction linéare.

Soient: E un ensemble ordonné non-vide, T(x) une
proposition logique quelconque vérifiant les conditions Cl9

C2, et 3^ la famille de toutes les portions gauches de E
pour tout point desquelles T(x) est vraie. Il s'agit de
prouver que E&S^. S i £ non s c ^ , soit / ) ==2^S r . Il est clair que
Pe^ et d'après la condition C2, il existerait une portion gauche
Q de E telle que P C Q , QBS^ ce qui est absurde à cause de
la définition de P. On a donc EséF. c. q. f. d.

T h é o r è m e 2. Pour qiiun ensemble ordonné admette le
principe de Vinduction complète, il faut est il suffit qu'il suit bien
ordonné3).

Nous nous contentons de prouver que la condition est né-
cessaire. De plus, à cause de la convention précédente, on peut
supposer que EDO- Soit donc E un ensemble ordonné ayant
.un premier point a et admettant le principe de l'induction
complète. Si E n'était pas bien ordonné, il existerait un sous-
jensemble non-vide F de E n'ayant pas un premier point, x
étant un point de E, désignons par T(x) la phrase „# précède
tout point de F". Il est manifeste que la condition C±° est
remplie; 'd'autre-part, si T(x) est vraie pour tout point x de E
précédant un certain point b do E, il est claire que T(b) est
encore vraie, sans quoi b serait le premier point de F, contrai-
rement à la supposition. Bref, la condition C2° est aussi véri-
fiée. E admettant, par hypothèse, le principe de l'induction
complète, la proposition T(x) serait vraie pour tout xeE ce qui
est absurde. Donc E est bien ordonné.

T h é o r è m e 3. Les quatre hypothèses suivantes sur un
ensemble ordonné non-vide E sont logiquement équivalentes:
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a. E possède la propriété de Lebesgue-Khintchine;
p. E est sans aucune lacune intérieure (définition 1*10);
y. Tout F non-vide borné inférieurement dans E a une

borne inférieure dans E (définition 1*7);
ô. Tout F non-vide borné supérieurement dans E a une

borne supérieure relativement à E (définition l'7).
Il suffira de prouver cette chaîne de conclusions logiques:

a->(3->y-><5->a. 5)

a-> /?. Supposons qu'il existe une lacune intérieure AB de
E c'est-à-dire que A < B, A D 0, B DO, et A -f B=E.

Désignons par T(x), x étant un point de E, la phrase „je
appartient à Au. Puisque A D 0, la condition C\ est satisfaite;
puisque, par supposition, A n'a pas un dernier élément, T(x)
vérifie aussi la condition C*2 et à la suite de l'hypothèse a, la
proposition T(x) serait vraie pour tout x s E donc en particulier
pour tout point de B, ce qui est absurde.

/?•» y. F étant borné inférieurement dans f, o n a ADO,
A désignant l'ensemble de tous les points a s E tels que FC(a, .)E.
L'inclusion £ ~* T étant évidente si F a un premier point,
supposons que F n'a pas un premier point et que F DO. Par con-
séquent, l'ensemble B~E — A est aussi non-vide et n'a pas un
premier point. A cause de l'hypothèse [3, l'ensemble A a un
dernier point, soit asE; et alors, on voit sans peine que a est
la borne inférieure de F relativement à E.

y -» ô. FD 0 étant borné supérieurement dans E, soit B
l'ensemble de tous les as E tels que F C ( . ,a)E. Il est évident
que B est une portion droite de E. Le dernier point éventuel
de F étant sa borne supérieure, supposons que F n'a pas un
dernier point. L'ensemble B étant non-vide et borné inférieure-
ment dans E, soit b la borne inférieure de B relativement à E

5) X,Y étant deux hypothèses ou deux propositions logiques, le sym-
bole A->K voudra dir; que Y est une conséquence logique de X ou "si X
alors Y". Si X+ Y et Y-+X, on dira que X,Y sont équivalentes.

Le signe X+ Y voudra dire "prouver que X+Y".
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dont l'existence est assurée par l'hypothèse y. On prouve faci-
lement que b est alors la borne supérieure de F relativement
à E.

d+ a. T(x) désignant une proposition logique quelconque
vérifiant les conditions C\ , Cx

2 désignons par P Tensemble de
tous les points x de E pour lesquels T(x) est vraie. A cause des
conditions C\, G\, l'ensemble P est une portion gauche non-
vide de EQ). Si P —£, il n'y a rien à démontrer. Supposons
donc que G=E—PD 0. On a alors P<G, P D O, GD 0. Autre-
ment dit, la portion P serait bornée supérieurement et, à la suite
de l'hypothèse ô, aurait une borne supérieure relativement kE, soit
a E. A cause de la condition C^ on a a non eP, on aurait donc
azG. On voit que P = (. , a)F et à la suite de la condition C1^
il existerait une portion gauche élémentaire Q de E telle que
P C Q et que T(x) soit vraie pour tout point de Q. Puisque
be Q, on aurait beP, ce qui est incompatible avec la supposi-
tion que bs Q et P<G. Ainsi le théorème 3 est complètement
démontré.

V. Ensembles et espaces ordonnés non-lacunaires.

T h é o r è m e 4. Pour tout ensemble ordonné non-lacunaire,
les hypothèses a, p, y, ô du théorème 3 sont vérifiées.

C'est une conséquence immédiate du théorème précèdent.

T h é o r è m e 5. Les cinq hypothèses suivantes sur un en-
semble ordonné non-vide E sont logiquement équivalentes:

a. E est non-lacunaire;

p. Tout sous ensemble non-vide de E a une borne inféri-
eure et une borne supérieure relativement à E;

y. 1° E est limité, 2° chaque portion de E est une portion
élémentaire de E;

6) C'est cette conclusion qui est fondamentale dans tout le raison-
nement; or il est clair qu'elle n'est pas une conséquence des conditions
kvk% de la note (4).
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ö. 1° E est limité, 2 ° 3^ étant une famille quelconque de
portions (élémentaires) de E deux à deux non-disjoin-
tes, l'ensemble 2 ^ est une portion élémentaire de Ë;

e, 3r étant une famille monotone7) non-vide quelconque
de segments de E, Fensemble /7cSzr est un point ou un
segment de E,

La démonstration du théorème consistera à prouver cette
chaîne de conclusions cc->fB->Y->8-> e -> oc.

q-> /?. Prouvons, par exemple, l'existence de la borne supé-
rieure de F relativement à E. En désignant par A la portion gau-
che de E confinale avec F, considérons la coupure A de Ê (voir
la définition 1'10). Si A a un dernier point, a, a est le dernier
point de F. Si A n'a pas un dernier point, l'ensemble B=E—A
a un premier point />, sans quoi on aurait la lacune AB de
E contrairement à l'hypothèse. Or, on prouve facilement que
le point b de E est alors la borne supérieure de E.

D'une façon analogue, on démontre que F a une borne
inférieure relativement à E.

0-*- y. P étant une portion non-vide de E, soient aP, bP la
borne inférieure et la borne supérieure de P relativement à E;
on s'aperçoit que P admot une (et une seule) des représenta-
tions: [dp, bP] , [ap, bP), (flp, b.p] et {aP, bp). Si, en parti-
culiers, P—£*, on a E^=[aE, bE] et a^, bu sont respectivement
le premier et le dernier point de E.

y-+ ô. Voir le lemme 6.

ô -> e. H désignant la famille des segments droits x de E,
x parcourant l'ensemble des extrémités droites des éléments de
3^ {3^ ayant la même signification que dans l'hypothèse s), po-
sons / / - 2 H .

La famille H étant monotone (lemme 4) et non-vide (parce
que d'après l'hypothèse <5, E est limita), l'ensemble H est, d'après
l'hypothèse <52, une portion élémentaire de E. En désignant

7) voir la définition 4*1.
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alors par h l'extrémité gauche de //, on s'aperçoit que h est
le dernier point de FIS^. De la même façon, on prouve que 77cST a
un premier point #. On a alors /7<:2r=g=h ou ri3r=[gi h],

e -> q. A, B, étant respectivement le composant inférieur
et le composant supérieur d'une coupure 0 de E, au moins l'un
d'eux est non-vide, soit A3 0. En désignant par 3^ la famille
des segments droits x de E, # parcourant/f, soit g le premier
point de 173^. Si g s A, g est le dernier point de A, si g&B> g
est le premier point de B. L'existence de g étant assurée par
l'hypothèse e, l'ensemble E est donc non-lacunaire.

Ainsi le théorème 1 est complètement démontré.

L e m m e 16. Tout ensemble fermé non-vide F qjtfun espace
non-lacunaire E est non-lacunaire.

En effet, considérons une coupure XY de F. Puisque, par
hypothèse, F3 0, au moins un des ensembles X, Y est non-
vide, soit X. Si X a un dernier point, il n'y a rien à démontrer.
Si X n'a pas un dernier point, la portion gauche A de E
confinale avec X n'en a pas non plus et, par conséquent, l'en-
semble B — E—A a un premier point, soit b. Le point b est,
on le voit, un point d'accumulation de X et par conséquent, F
étant fermé, b s F donc b B Y. On s'aperçoit aisément que b est
alors le premier point de Y. Autrement dit, F est non-lacunaire.

Corollaire i . Tout ensemble fermé non-vide d'un espace
non-lacunaire est limité.

L e m m e 17. 3^ étant une famille quelconque d'intervalles
d'un espace non-lacunaire E telle que ^é£'=E, la famille
3^ contient une famille finie Sr

1 telle que y^\3r
1~E. Ou, dans la

terminologie de M. Fréchet: tout espace ordonné non-lacunaire
possède la propriété de Borel-Lehcsyuc (voir le théorème 6*2).

3^ étant une famille d'intervalles de E telle que
2 ( !5

z r=£1 , disons, avec M. Lebesgue4), qu'un point oc de E
est atteint s'il existe une famille finie fx telle que fxÇLS^ et
2 fx3(. ,X]K. Désignons par T(x), x étant un point de £, la
proposition logique „x peut être atteint". On s'aperçoit immé-
dlatemment que T(x) vérifie les conditions C\ et C\ de la dé-
finition 2; l'ensemble £, étant non-lacunaire, possède la propriété
Lebesgue-Khintchine et, par conséquent, la proposition T(x) es^
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vraie pour tout x&E. E n particulier, le dernier point b est at-
teint par les éléments de /&: on a donc f&CcS^ 2 'ft = E
puiss. fc < « 0 .

A la suite des lemmes 16 et 17, on a ce

T h é o r è m e 6. kTout ensemble fermé non-vide d'un espace
ordonné non lacunaire, possède la propriété Borel-Lebesgue (voir
le théorème 6'2).

VI. Ensembles connexes.

L e m m e 18. Tout ensemble ordonné connexe est dense.
En effet, E étant connexe, supposons qu'il ne soit pas

dense; cela voudrait dire, d'après le lemme 13, l'existence de
deux points consécutifs tf, b de E. Si par exemple a <?-&, po-
sons G=--(. , a ] , H=[b , .).

On s'aperçoit que E^G + H, G DO, / /DO, G / / + G / / = 0
ce qui est contraire à la supposition que £ est connexe.

T h é o r è m e 7. Pdwr gw'zm ensemble ordonné E soit continu,
il faut et il suffit qu'il soit limité et connexe.

On se contentera de prouver que la condition est néces-
saire. E étant continu, E est limité, sans quoi, si E n'avait pas
un premier point par exemple, E aurait la lacune OE; démon-
trons de plus qu'il est connexe. Supposons, par impossible que
E ne soit pas connexe, donc

(1) E^G + H, G DO, //DO, G//+G//~=0.

Il s'en suit que

(2) G//-0, G'^G, H'=*H.

Supposons que c'est G qui contient le premier point a de
£, donc a non e H. L'ensemble H étant, par suppositions (1)
et (2), fermé, possède, d'après le corollaire 1, un premier point,
soit 6. Il est évident que a<b, (a, b)CG. Or, E étant continu,
donc en particulier dense, le point b serait un point d'accumu-
lation de O , b) donc aussi de G et à la suite de (2), on aurait
b$G, OÏI aurait donc beGH, contrairement à (2).
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T h é o r è m e 8. Pour qu'un ensemble ordonné soit connexe,

— il faut et il suffit qu'il soit dense et satis aucune lacune in-

férieure.

T h é o r è m e 9. E étant un ensemble^ connexe, les hypo-

thèses a, (3, y, ö du théorème 2 sont vérifiées.

T h é o r è m e 10. Pour q'un sous-ensemble F d'un ensem-

ble connexe E soit connexe il faut et il suffit qil soit une portion

de puissance ^> 1 de E (voir la convention l'2).

Nous nous contenterons de prouver que la condition est

nécessaire. En effet, soit F un sous-ensemble connexe de F; il

s'agit de prouver que F est une portion de E. Si F n'était pas

une portion de E, on aurait deux points ay b de F tels que

ce (a,-6), c non s F. En posant alors G=(. ,C);F, H=(C,.)F> on

voit que F=G + N, GDO, H3 0 et GH+GH—0; par conséquent,

F ne serait pas connexe, contrairement à la supposition.

VIL Prolongements et réductions d'ensembles et d'espaces ordonnés.

5) E étant donné, IE désignera Fensemble ordonné déduit

de E en comblant chaque lacune de E par un élément {Rem-

plissage de lacunes 8) de E).

LE désignera un ensemble qu'on obtient de £ e n y sup-

primant un sous-ensemble quelconque de points ne remplissant

aucune portion de puissance > 1 de E.

8) Voici un procédé concret de remplissage de lacunes de E. Une fa-
mille non-vide C d'intervalles non-vides de E sera dite chaîne fondamentale
d'intervalles deE si ces trois conditions sont vérifiées: 1° v^2 3 0 pour tout
vteC, v2e0; 2° n O = n Ô , C désignant la famille des fermetures V, veC.
30 j?nC=0 ou 1. S i i ? r i C = l , on dira que C converge vers le point Y\C. Si
pYlC—Q. C sera dite divergente.

Deux chaînes fondamentales C«, (/ = 1,?) sont dites équivalentes, en
signes Cl**C2, si pour tout v*eCi et tout V2EC^, on ait vVOO. On démontre
que le signe ~ est une relation de classification et que deux chaînes fon-
damentales équivalentes sont à la fois ou bien divergentes ou bien conver-
gentes et que, dans le dernier cas elles convergent vers le même point de E.
A la suite du lemme 1*1, l'ensemble des chaînes fondamentales peut être
partagé en faisceaux de chaînes fondamentales. Si l'on pose, 4>i,4>2 étant
deux faisceaux différents, <t>i<<3>2 si £'<£* contient un élément procédant un

de ;ç / ( ï )2 (voir la note 1*2) et si Ton substitue a au lieu de <t> si
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sE désignera l'ensemble ordonné obtenu en plaçant dans
chaque saut de E un ensemble ordonné ayant le type 1 de
l'ensemble des nombres réels (Remplissage de sauts de E).

SE désignera un ensemble ordonné qu'on obtient de E en
lui enlevant une certaine famille d'intervalles deux à deux dis-
joints et ayant, tous, le type ordinal X.

6) uE désignera l'ensemble ordonné qu'on obtient en com-
blant chaque lacune AS de E soit par deux points soit par un
seul point, suivant que la lacune est intérieure ou ncn-inté-
rieure.

a parcourant l'ensemble de points d'accumulation bilaté-
rale de A7, v E désignera F ensemble ordonné qu'on déduit de
E en intercalant un point, soit entre a et (., a)E, soit, entre a
et (a , .)E. Le signe VE désignera un ensemble qu'on obtient en
supprimant une extrémité de chaque saut de seconde espèce de E*

wE désignera le sur-ensemble ordonné de E qu'on obtient
en intercalant un point entre les composants de chaque coupure
AB de E telle que ou bien A a un dernier point qui est alors non-
isolé du coté droit on bien B a un premier point qui est alors
non-isolé du côté gauche.

L e m m e 19. E étant non-vide, l'ensemble IE est non-la-
cunaire. Si p E^> 1, l'ensemble sE est dense.

L e m m e 19'. Pour que IE soit continu, il faut et il suffit
que E soit dense.

L e m m o 19". Si p £ > 1, les ensembles 5 (IE) et / (sE)
sont continus et semblables. Par conséquent, tout ensemble or-
donné est continu dans un ensemble ordonné continu. Ainsi,
la théorie des ensembles ordonnés peut se déduire de la théorie
des ensembles ordonnés continus.

L e mm e 20. Si E est dense (connexe), l'ensemble V-Sest
dense en soi (et totalement non-connexe). Si E est dense en soi,
l'ensemble VE est dense.

£'<£ converge vers a, on s'assure que l'ensemble ainsi obtenu est ordonné
et "coïncide" avec l'ensemble IE. (Cf. La Note des 0. R\ 198, 1934; p. 882).
On prouve facilement ce théorème: Four que E soit non-lacunaire, il faut et
$ suffit que chaîne fondamentale d'intervalles de Q soit convergente.
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Le m m e 21. L'ensemble E est partout dense sur IE, uE
vE et wE.

Soit j une des lettres /, u, v, w, considérons jE. Si E=jE,
il n'y a rien à démontrer; supposons donc que E C JE. Soient
alors m un point de jE—E et y un intervalle dejE contenant le
point m; il s'agit de prouver que EJDO. Nous nous contente-
rons de le prouver dans le cas où J=w. Considérons seulement
le cas où m n'est pas une extrémité de wE. En posant A = (., tri)E,
B=(m,.)js, on aura E-=A + B, A<B, ADO, fi DO. Par consé-
quent, ou bien A aura un dernier point, a, non-isolé du coté
droit, ou bien B aura un premier point, soit b, non-isolé du coté
gauche. Examinons le premier cas. Désignons par d l'extrémité
droite de l'intervalle J. Si d n'existe pas, cela veut dire que J
est un intervalle droit de wE et par conséquent EJDB. Si d
existe et appartient à £", on voit que O C (a, rf)i;C J; si dewE—E,
on posera A1=(. ^ d)^y B1 = (d,.)jtj. On obtient ainsi une nouvelle
coupure de E différente de la précédente et on voit que
O CA1—A2 C J.

Le second cas où fi a un premier point pouvant être traité
d'une manière analogue, on a bien démontré que E est partout
dense sur wE.

C o r o l l a i r e . L'ensemble jE—E, (j—/, u, v, w)7 est ou bien
vide ou bien composé de points d'accumulation de jE (voir le
lemme 11).

L e m m e 22. Pour qu'un point aeE soit un point d'accu-
mulation, relativement à jE, (j = /, ü), d'un FÇJE, il faut et il
suffit que a soit un point d'accumulation, relativement à E, de
l'ensemble EF»)

L e m m e 23. Tout ensemble ordonné partout dense sur E
est encore partout dense sur l'ensemble ordonné uE-i- vE.10)

L e m m e 24. Tout point a de £ est un point isolé de
^ensemble wE.

9) On dira, pour abréger, que jE contient E avec son organisation
relative de points.

10) uE+vE désigne l'ensemble ordonné de la réunion des ensembles

uE et vE,
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La démonstration des lernmes 22, 23 et 24 ne présentant*
aucune espèce de difficulté, on va prouver ce

T h é o r è m e IL a) IE est le plus petit sur-ensemble non-
lacunaire de E s est-à-dire il n'ij a aucun ensemble non-lacunaïre
M tel que ECMCIE.

(3) \xE-\-vE est le plus grand ensemble ordonné H contenant
E, avec son organisation respective de points,9) comme une
une partie de H partout dense sur H.

X)üE + wE est le plus grand ensemble ordonné sur lequel
E est partout dense.

Nous nous contenterons de prouver la partie (3 du théo-
rème IL

Tout d'abord, d'après le lemme 22, l'ensemble iiE-\-vE
contient E avec son organisation respective9) de points; de plus,
à la suite du lemme 21, Fensemble E est partout dense
sur uE + vE.

Supposons, d'autre part, l'existence d'un ensemble ordonné
M tel que 1° AO uE + vE, 2° E est partout dense sur M, 3° M
contient E avec son organisation respective, m étant alors un
élément de M—uE—vE, posons /4 = (.,ITI)EJ B=(m,.)E. On voit
que A,B sont portions d'une lacune intérieure de E. On a les
quatre cas:

I) A a un dernier point a, B a un premier point b. Ce cas
n'est pas possible parce que (a, b)M contiendrait au moins le point
m de M sans contenir aucun point de £, contrairement à l'hy-
pothèse que E est partout dense sur M.

II) A a un dernier point a, B n'a pas un premier point bien
que B DO. Autrement dit, le point a serait un point d'accumulation,
relativement à £,de l'ensemble B sans qu'il soit un point d'accu-
umlation, relativement à M, du segment droit m de Ni bien que
E.[m,.)u = B, ce qui est contraire à l'hypothèse que M contient
Zïavec son organisation respective de points (voit9) et le lemme 22).

III) A n'a pas un dernier point bien que ADO, B a un
premier point b. Ce cas est traité comme le cas précédent,
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IV) A n'a pas un dernier point bien que A D 0, B n'a pas
un premier point bien que ZOO. En vertu de sa définition,
l'ensemble uE contient deux points /?, q, entre A et B. Eu con-
sidérant alors l'ensemble composé des points m, p> q, on s'a-
perçoit qu'au moins un de ceux-ci serait isolé dans M, ce qui
est absurde.

Ainsi le Théorème II est complètement démontré.

Remarque. On peut prouver sans peine que tout ensemble
ordonné peut être déduit à partir d'une paire ordonnée P par
des combinaisons (finies ou transfinies) des procédés /, /,, s, S,
M, v, V et w. Par exemple, 1 + X + l est le type ordinal de s P;
rj étant le type ordinal des nombres rationnels, on a r\=SsP, etc.

§ 4. Familles monotones d'ensembles.

La relation d'inclusion D (ou C) entre ensembles étant une
relation d'ordre, le but de ce § sera de comparer les relations
D et <.

1, Une famille d'ensembles sera dite monotone si ses élé-
ments sont deux à deux toujours en relation D [ce qui revient
au même toujours en relation C]; la famille vide sera, ausi bien
que chaque famille -composée d'un seul ensemble, considérée
comme monotone1).

Dans ce § la lettre S^ désignera une famille monotone d'en-
sembles ordonnés par rapport a la relation D qu'on lira „contient
au sens strict" et c'est sous cette convention qu'on emploiera
le langage, établi dans les § précédents, des ensembles ordon-
nés. Toutefois, remarquons que, dans le cas actuel, l'ensemble
vide jouera un rôle concret et s'il appartient à S^, succédera à
tout autre élément de & .2)

1) Autrement dit, pour qu'une famille d'ensembles soit monotone, il
faut et il suffit qu'elle soit ordonnée par rapport à l'un des signes 3 ou Ç\
On voit maintenent pourquoi on convient que CI signifie „contenu au sens
strict dans" au lieu de „contenu dans" parce que dans le dernier cas, (2 ne
serait pas une relation d'ordre, (Voir la notion de familles ramifiées d'en-
sembles dans le § 8 B). Pour Ja théorie des familles monotones, voir C. Ku-
ratowski, Fund, Math., 2, 1921 p. 161-172 et Fraenkel loc. cit.

2) Cette remarque aura, dans la suite, une grande importance. En par-

culier, si <&* contient l'ensemble vide ( 0 } comme un élément, on
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2. L'ensemble 2 3r sera désigné par M <— ou M et appelé

base d>> 3-*. La famille de tous les sous-ensembles de M (l'en-
semble vide y compris) sera désigné par UM.

Si a e M^., beM^,

(P) le signe a < 6 voudra dire Fexistence d'un
tel que a non s A', beX,

(Q) le signe a cv>Z? voudra dire que tout élément de
3r contenant a contient b et tout élément de 3r contenant b
contient aussi a-, alors on a aussi b coa.

On observe qu'on a dans tous les cas a < 6 ou b<Ca ou
acob.

3^ sera dit un ordre de M si acob n'est vrai pour aucun
couple de points différents de M. Si p M = 0 ou 1, 3^ sera dit
encore ordre de Af.

3. S^ étant une famille monotone, le signe S^ désignera la
famille des ensemble S/", n/ , f parcourant la classe de sous-
familles non-vides de S^.

Un saut de S^ sera dit large si l'ensemble-différence de
l'extrémité gauche et de l'extrémité droite du saut est composé
d'au moins deux points. De plus, si 3^ a un dernier élément B
de puissance > 1, le couple BO sera encore appelé un saut
large de 3^.

On désignera par o 3^ une famille d'ensembles qu'on obtient
en adjoignant à la famille 3r une famille d^nsembles non vides
X tels que: 1° tout X est entre les extrémités d'un saut large
de c^, et 2° pour tout saut large de 3r, il y a un seul X entre
ses extrémités (Remplissage de sauts larges de 3r. Voir la
déf. 3*5).

4. Une famille monotone 3r sera dite saturée s'il n'existe
aucune famille monotone © telle que ($D F et 2 ® =

|O }=<^. (On écrira quelquefois {0 } au lieu de 0 pour marquer que
{0} est obtenu par de certaines constructions et joue, par conséquent, un
rôle qui diffère du rôle joué par 0 qui est le type abstrait de tous les en-
sembles vides),
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Le m m e 1. 4> étant une classe de familles monotones
d'ensembles dont les bases forment une famille monotone, la
famille 2 ' <& est monotone (voir la note 1*2).

ï h é o r è m e 1. cS '̂étant donnée, 3r est une famille monotone
non-lacunaire contenant 3^ comme une partie portout dense. On
a #=cS^.3)

Le théorème 1 sera démontré quand on aura fait la dé-
monstration des lemmes 2—6.

Le mm e 2.3-' est une sur-famille monotone de 3r.
Que 3rG 3^, c'est manifeste; prouvons queS^ est monotone

c'est-à-dire que, A,B étant deux éléments différents de 3^ % on
ait ou bien ACB ou bien ADB.

Logiquement, quatre cas sont à envisager:

1° A=^j£f, B=^g, f\ g étant deux sous-familles non-vi-
des de 3r.

En désignant par F, G un élément variable respectivement
db t\g, on a cette disjonction: ou bien pour choqvc F il y a un
G tel que FCG et alors ACB ou bien il y a un F tel que
F non Cff donc FDG pour chaque G, et alors ADB.

2° . 4 = 2 f y B—f\g. Ou bien il y a un F et un G tels que
FDG et alors ^4Dfi ou bien pour chaque F et pour chaque G
on a Z7 non DG'donc FCG et alors

30 A = H ƒ, fl=S^. Voir le cas précédent

4° A = n /, iB=n^.
Tout d'abord, on s'aperçoit que pour F quelconque, on a ou

bien FCBou bien FDfi. Ceci étant, ou bien pour chaque F9 on a FD B
et alors / O Ö ou bien il y a un F tel que FCB et alors ACB.

L e in m e 3. 3^ est partout dense sur c5^.
Si ̂ = : ç^, il n'y a rien à démontrer. Supposons l'existence

d'un A s 3^—3^. On voit qu'au moins un des deux cas a lieu:

t) Par définition, - H, H =
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i4—n (., A)~,A=*JÏ{A ,..)jr (voir la définition 1;6).

On voit aussi que dans le premier cas par exemple, tout
intervalle de 3^ contenant A contient au moins un élément de
la famille (.9A) ~ ; par conséquent, A est alors un point d'aCCU-
mulation de 3r, etc.

Lemme 4. 3r est non-lacunaire.
Tout d'abord, on voit que 3^ est limité D'autre part, sup-

posons l'existence d'une lacune intérieure A B de 3r. En posant
Ao—AcS2^ , B o —B^, Ao est (puisque c^est partout dense sur 3^)
une sous-famille non-vide de 3^; donc A= V\ Ao, As3r. On a ou bien
As A ou bien i4sB. On voit que si As A 04e B), A sera le der-
nier (premier) élément de A(B) et, par conséquent, la coupure
AB n'ouvrirait pas une lacune de 3r, contrairement à la sup-
position.

L e m m e 5. La famille cP'est la plus grande sous-famille
monotone de UM o-sur laquelle 3^ est partout dense.

Supposons l'existence d'une famille monotone © telle
que z^CKèGUM — et sur laquelle 3-* serait partout dense. Si

Ge©—cj^, on voit que G ne peut pas être une extrémité de ©.
Par conséquent, en posant i4=Fl(. ,G) <~r9 B = 2 ( G ,.) (^r, on a

AsS^, BséF. Ainsi, l'intervalle AB de © contiendrait au moins
l'élément G de © sans contenir aucun élément de 3^ contraire-
ment à l'hypothèse que 3^ est partout dense sur ©.

L e m m e 6. c F ^

Tout d'abord, d'après les lemmes 3 et 4, <£F est une sur-
famille monotone de c^sur laquelle 3^ est partout dense; 3r étant
partout dense sur 3^, 3r est partout dense sur 3r aussi. Alors,
à la suite de lemme 6, on ne peut pas avoir
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T h é o r è m e 2. Les quatre hypothèses suivantes sur une
famille monotone 3^ sont logiquement équivalentes:

a) éF est saturée;

p) 1° {OjscS^, 2° & n'a aucun saut large, 3° ^

y) Pour chaque coupure AB de 3r, on a: 1°
2° IlBecS^, 3° p(TlA — 2]B) = 0ou 1;

S) 1° 3^ est un ordre de M ~ , 2° pour chaque coupure

AB de 3:\ on a F l A e ^ e t S B s c S ^ .
On va prouver cette chaîne de conclusions: a~*(3+ y

a->/?. L'ensemble vide étant contenu (voir la note 1*1)
dans tout ensemble, la conclusion a ->pl est évidente; il en
est de même, vu le théorème précédent, de la conclusion oc-* (3 3.
Pour prouver que a -* (3 2, on voit qu'il suffit de montrer ce

L e m m e 7. Pour chaque famille monotone 3r, a3r est
une sur-famille monotone de 3r'. Pour que 3r — o3r, il faut et
il suffit que 3^ n'ait aucun saut large.

fi -> y. A étant une portion gauche quelconque de ci27', on a
ou bien A = 0 et alors TIAsi^ à cause de l'hypothèse pi ou bien
O C A C c ^ et alors UAe^ à cause de (33. On a donc (3-* yl-
De la même façon, on prouve que 3+ y2. Il nous reste à prouver
que p+y3. En posant i4 = nA, fl=S(c^—A),onvoit que A, B
sont deux éléments cmséidifs de 3r et, par conséquent, si la
condition y3 n'était pas réalisée, A, B, seraient les extrémités
d'un saut large de 3^ contrairement à p2;

y-> ô. Il s'agit de montrer que y->ôl. Le ^

étant évident, supposons que pM cr > 1 . Il s'agit donc de prouver

que, a, /6, étant deux points différents quelconques de M, on

ait ou bien a<C,b ou bien a^>b (voir le définition (P)).

En supposant que b<^a n'est pas vrai prouvons que

(1) a<b
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Remarquons, tout d'abord, que sous l'hypothèse y, on peut
démontrer sans peine que

(2) {0}e^ f & = &*.

Ceci étant, soit © la famille de tous les X e <SF contenant
le point b. Si © contient un élément ne contenant pas le point
tf, la relation (1) serait vérifiée. Supposons donc que öeG=
En posant

(3) Ga = G — a, on aura a non s G, b s Ga.

En posant B=^(G, .) ? r , on a, à cause de (2), B e c f

et fi C Ga + a, donc fiC Ga. Si l'on avait B CGa, on aurait
p(G—5)>1 ce qui est impossible à cause de l'hypothèse y3
et du fait que £ = 2 B et G= n(^—B), B =(G, . )^ r . On a donc

B=Ga et, par conséquent, Ga e ci27', ce qui, d'après (P), ensemble
avec (3). veut dire que a

d+e. Supposons, par impossible, l'existence d'une famille
monotone © telle que © D éF et 2 © = 2eSr(voir la définition 4).
tr étant un élément de ©—S^, posons

D'après la condition 62, on a AB^, Be^. D'autre part, il
est clair que AD G DB et par suite p(A—5)>1. Autrement dit
/l, 5, seraient les extrémités d'un saut large de 3^ ce qui est
en la contradiction avec la condition ôl et le

Le mm e 8. Aucune famille monotone & qui est un ordre
de sa base ne contient aucun saut large.

Soient, en effet, m, n deux points différents de A—B, Par
hypothèse, on a ou bien m<n ou bien n<m. Supposons que m<n.
Cela voudrait dire l'existence d'un'ensemble Ds-S^ tel que m noneD,
nsD. Or, on voit que D serait entre A et B et par consé-
quent, A, B ne seraient pas consécutifs dans c^, contrairement
à la supposition. Ainsi le théorème 2 est complètement démontré.
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Le m me 9. Si S^ est un ordie de sa base 7W c^^ est une

famille de portions droites de M ^ordonnée par le piocédé (P)

En effet, s'il n'en était pas ainsi, on aurait deux points
a, b de M et un Xs3r tels que: #<&, aeX et b non eX
Le signe a<Cb voulant dire l'existence d'un VeéF tel que a non eY,
6ey, les ensembles X, Y seraient deux éléments distincts

de 3r pour lesquels on n'a ni XC Y ni YC X contrairement
à la monotonie de 3r.

T h é o r è m e 3. La condition nécessaire et suffisante pour
qu'uni famille monotone 3~ s it un ordre de sa base, tst que la
famille 3^ + {0} soit saturée.*2)

La condition est nécessaire, 3r étant un ordre de iW^, on

voit que, à la suite des lemmes 6 et 9, la famille monotone
^ +{0} vérifie l'hypothèse [3 du théorème 2, et l'inclusion j3->cc
du même théorème veut dire que <J^+{0} est saturée.

La condition est suffisante: ^-{-{0} étant une famille mo-
notone saturée, prouver que 3^ est un ordre de 7W-~— M ~ . En

employant les notations de la démonstration de l'inclusion y-> ô
ci-dessus, on s'assure, sans peine, que G et Ga sont deux élé-
ments consécutifs de 3r. On a alors deux cas:

1° Ga s # , donc a non sG a , b e Ga et d'après (P), on au-
rait

2° Ga non e :5e". Nous savons (voir le lemme 3) que Ga est
un élément d'accumulation de 3^ et cela du côté droit parce que
entre G et Ga , il n'y a aucun élément de 3^. Autrement dit,
il existe une famille fd3r telle que ^f~Ga donc aussi un X e f
tel que bsXs3r. Cela veut dire précisément que a

Comme une conséquence facile du lemme 9 et du théorème
précédent, on a ce
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T h é o r è m e 44). Chaque famille monotone saturée & est
le plus grand ordre de sa base et coïncide avec la famille des
portions droites de l'ensemble M çr, ordonné par le procédé (P);

et vice versa: la famille des portions droites d'un ensemble or-
donné quelconque est monotone et saturée.

5. 3^ étant une famille monotone donnée, on désignera
par S^1 la famille des M ~ — X X parcourant ^ . Le signe S^j

désignera la famille de tous les éléments non-vides XsS^ véri-
fiant cette condition: il y a un point a e M ^ — X tel que Pen-

CJT'

semble X+ a s 3r5). Le signe S^'j X cŜ V1 désignera la famille des
XX1 non-vides, X, X1 parcourant respectivement <&"j, éFj1.
Enfin, la famille-réunion S^'j 4 C S ^ / X ^ J 1 + &l sera dé-
signée par J çrr-

On prouve facilement ce

T h é o r è m e 5. S^ étant une famille monotone (et satu-
rée), la famille S^1 Test aussi.

Si 3^ est monotone et saturée, la famille Z^J^J1) coïncide
avec la famille des intervalles droits (gauches) non-vide de l'en-
semble M — ordonné par le procédé (P) tandis que la famille

J —coïncide avec la famille des intervalles non-vides de M çw-or-

donné par (P).

En rappelant que tE désigne le type ordinal de E, on peut
prouver ce

T h é o r è m e 6. 3^ étant un ordre saturé de M % on a
tM—+ IKUS^. Pour que les deux ensembles ordonnés^ et

M c r+1 soient semblables, il faut et il suffit que ^ soit bien

ordonnée (par rapport à la relation D7).

4) Ce théorème est dû à M. C. Kuratowski, loc. cit.
'5) On voit facilement que, si a existe, il est unique.
6) La terminologie s'entend d'elle même.
7) Voir la définition L14. Plus tard, on dira „...que <&* soit un table

monoton sa turé" (voir l e c h a p . II) . Il est facile d'exprimer tM ~ e n fonction

au moyen des procédés, v,V,S et w (voir la section VI du § précédent).
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En définitive, on peut dire que la théorie de familles mo-
notones d'ensembles se ramène à la théorie des ensembles or-
donnés de points; et réciproquement <').

6. La question se pose: M étant un ensemble de points, exi-
ste-t-il une famille monotone saturée de sous-ensembles de M?
ou ce qui revient au même: peut on indiquer une relation d'ordre
entre les points de M^ ou encore: 3^ étant une famille
monotone d'ensembles, peut-on indiquer un procédé de con-
struire une famille monotone et saturée 3^$ telle que 3r C 3r

s et

3r étant une famille monotone d'ensembles, posojis

(1) ^ 0

Supposons que, a étant un nombre ordinal donné, te®
sont définis pour tout ordinal | < a . On posera

(II) c^a^Ha-bH^i = ^3r
a-\ si a est de première espèce et

(III) 3r
a = H«, Ha — S'cS2^ si a est de seconde espèce

(voir la note 1*2). Ainsi, en vertu du principe de Tinduction
complète, 3:' a est défini pour tout ordinal a. On voit que
zS^o C 3r

i C • • • c^a 'C • • • et que 3^a = cF'a+i pour tout £ si

En admettant le principe de M. Zermelo, il est clair qu'il
existe un nombre y tel que <&*Y = c^^i . En posant alors

(IV) &a - cT"
a étant le premier nombre ordinal § tel que 3^^ ^ i f i , on ace

Théorème 7. La famille &' définie p.ir (I)--(IV) est une
famille monotone saturée telle que S^ÇJSF* et 2 ^ = 2*3^,. Pour
que S^ = S^a , il faut et il suffit que ^ soit saturée.

Eu égard les lemmes 1, 2, 3, 4, et 7, la famille cS2r'* est
monotone, contient S^ et a la morne base que la famille éF.

7') En particulier, la relation < est exprimable en termes de la re-
lation Q. Il en est de même de la relation d'ordre cyclique, de celle défi-
nissant le mot „entre", aussi bien que de ]a „relation de séparation de
couples*', chacune de ces trois relations étant, en vertu d"un théorème ré-
cent de M. Huntington (Voir: Trans. Amer. Math. Soc, 1935. 38, pp. 1—9),
définissable eu termes de la relation < .
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D'autre part, on voit que cSF, vérifie l'hypothèse (3 du théorème
2, et, en vertu du même théorème, S^s est saturée.

Que Fégalité c5r=çSr
tS soit caractéristique pour les &* satu-

rées, c'est bien manifeste.
Si, en particulier, M étant un ensemble de points, on pose

{iW}^^,8) le procédé précédent permet de construire une famille
monotone saturée ayant Af pour base, et en vertu du théorème
3 ou 4, l'ensemble M peut être ordonné.

En regardant comme légitime la construction de la famille

C y , - 2 ' < F ' « (voir la note T2)
a

la sommation s'étendant sur tous les ordinaux a 10), on pourrait
encore démontrer sans l'axiome de M. Zermelo, le théorème pré-
cédent. On en déduirait, en particulier que tout ensemble peut
être bien ordonné.

Vu l'importance de la notion d'ordre d'une part et l'idée
très claire que nous en avons d'autre part, résultat de notre
acquisition héréditaire, on peut poser ce

Problème. L'hypothèse que chaque ensemble peut être
ordonné, entraine-t-elle l'axiome de choix de Zermelo?11)

La répons 3 affirmative atténuerait un assez grand nombre
d'objections qu'on fait à l'axiome de choix, bien que, étant

8) | 3 f } veut dire la famille composée de l 'ensemble M.

9) C 'é tai t M. E. Zermelo qui, en 1905, a, le premier , démont ré que, en
pos tu lan t l 'axiome de choix, toute ensemble peut être bien ordonnée, Trois
ans après, il a démontré le même théorème en se servant d'un procédé qui
est l'origine de la théorie de familles monotones d'ensembles. Voir E. Zermelo,
Math. An. 59, 1905, p, 514-516 et Math. An. 65, 1908, p. 107—128.

10) Ce „pasage à la limite générale" peut être consiréré comme une
adjonction utile aussi bien que l'est le passage à la limite classique (l'infini
potentiel); il est justiifé, au point de vue logique, dans la même mesure que
l'est le dernier parce qu'ils sont, les deux, un résultat du même principe de
l'induction complète. Au point de vue pratique, ou même de constructions
effectives, il y a même des entiers qui n'existent pas, étant donné l'évolu-
tion sans grand sauts de l'humanité d'une part et la durée bornée de tous phé-
nomènes et objets naturels d'autre part, donc de L'Univers lui même.

U) On sait que, si Ton remplace, dans le texte, le mot „ordonné" par
„bien ordonné'4 le problème admet une réponse affirmative (voir la note 2 8).
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donné Pindépendance12) de celui-ci des autres axiomes (de Zer-
melo) de la théorie des ensen.bles, elles n'ont pas, au point de
vue logique, une importance décisive.

Remarquons: que la réponse serait affirmative si l'on pouvait
prouver, sans Paide de l'axiome de choix, cette propo-
sition:

E étant un ensemble ordonné infini quelconque on a

§ 5. Systèmes de complexes de points.

Dans ce §, on concrétisera encore davantage la théorie des
ensembles ordonnés.

Les notions introduites dans ce § joueront un rôle con-
sidérable dans la suite de l'exposé.

Les sigues, a, E désigneront respectivement un nombre
ordinal et un ensemble ordonné quelconques.

1. a étant donné, tout signe A de la forme (aOi au . . a$..),
§ < a, sera appelé complexe de rang a dont le rang § est occupé
par a^ e* étant un point (élément) quelconque; on écrira aussi
A = (a0, ..as..)ï<a.

L'ensemble vide sera considéré comme le seul complexe
de rang 0.1)

Deux complexes A1 - [UQ1 .. a^1. .)* < a\, A
2 = (tf0

2,.. a^2..)$•<a
2

seront dits différents, en signe A1:&A2, si Ton n*a pas en gé-
néral flf1 - a / quel que soit | .

Alors, on voit qu'il existe un indice v tel que a§l^a^
pour tout §<v et a^a2. Le premier nombre v jouissant de
cette propriété sera désigné par

12) Voir A. F r a e n k e l Sitz. Ber. Akad. Berlin. 1922 p. 253-257.

13) En effet, d ' après M. A. Tarsk i , l ' ax iome de choix es t équiva lent
à l'hypothèse: „Pour tout ensemble infini E> on a (pE)2 = pE" (voir. Fund.
Math., 5, 1924, p. 147—154). Noter que, pour tout a, on a s 2~K .

a

!) Quelquefois, il est avantageux de considérer un ensemble de puis,
sauce quelconque d'éléments jouant le rôle du zéro dans le cas courant.
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<p(A\A*) ou <f(A\A2)

En particulier, deux complexes de rangs différents seront
différents.

Convention 1. Tout complexe A = (a0,..a$. .)$<«sera consi-
déré comme un ensemble ordonné par ce procédé

(1) On posera aç^a§,, dans A suivant que £ ; § ! ' .

Par conséquent, on pourra employer, ici encore, la termi-
nologie des ensembles ordonnés; en particulier, le complexe
(a0,.. an. .)*?<£> ! < a , sera appelé intervalle gauche § de A et
désigné par (. ,£)A. Les égalités

A « ((., èUag.. oc. .)c <a -•((., £),41_£, .)A), etc.

s'entendront alors d^ell,;s mêmes. {Juxtapositions de complexes).

2. E, a étant donnés, on désignera, avec M. Hausdorff,2) par
Ea* l'ensemble de tous les complexes A = (a0^.. a$. .)^<« les
Ji parcourant indépendamment l'ensemble, f les A étant ordon-
nés alphabétiquement (par le principe de premières différences):
Ai (ao

l. .aé . .)^<ai , ( /=1, 2), étant deux éléments différents
de E, on posera, cp désignant le nombre ^(A1, A 2),

(2) A1'^A1 dans fa* suivant que a ^ § f l v
2 dans £.

On s'assure aisément que Ea* est ordonné par la procédé (2),
son type ?:era désigné par jia* si celui de E est |i. On posera,
par convention, p.°=l si | i>0 .

Le. m .m e 1. A, B, C étant trois éléments différents de £a*,
on a <p(A, C) > min (cp(y5, A\ cp(C, B)). Si, de plus, A < B < C,
le nombre cp(/1, C) est le plus petit des ordinaux <p(fl, i4),
9(C, fi).

•2) G. M. 150. Noter que ce* est le type inverse de a. Voir encore
P. Hausdorff, Ber. Math. Phys. Kl. d. Wiss. zu Leipzig, 58, 1906, p. 106
et suiv.
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3. B =*= (ô0, • . . bi . Os<a étant un complexe donné, on

désignera par {B}E l'ensemble de tous les complexes

A= (a0... a%. .)$<a ^ s qu'il existe un indice v (variable avec A)

tel que les a-v £ < v , parcourent indépendammant l'ensemble

E tandis que ai—b% pour v < J | < a.
G étant un complexe de rang y, y < a, on désignera par

[G]Ea* ou simplement [G] l'ensemble de tous les complexes
(Gar . . a^ . -)Yf^<a>les a £ parcourant indépendamment l'ensemble
E (il est évident que [G]=G si y=a ) .

Remarquons, une fois pour toutes, que {B}E OU [G]^* seront
considérés toujours comme déjà ordonnés par le procédé (2) s'ils
sont susceptibles de l'être 3).

L e m m e 2. B étant un élément quelconque de £a*5

l'ensemble {8}E est partout dense sur £a*.

Tout d'abord, si a est de première espèce, en voit que
{B}E—Ea*. Supposons donc que a est de seconde espèce; on
voit que [B)E C £a*« II s'agit alors de montrer que toute inter-
valle non-vide (A1, A2) de üfa* contient un point de {fi} , c'est-
à-dire qu'il existe un complexe C tel que

(3) C e [B}E . (A\A*)m*.

En posant Al-=(al
0, a

l
s. .)*<a*, (i— 1,2), on peut supposer

A1<Aî c'est-à-dire a1cp<û2cp, cp^cp^1, A2). Ceci étant, on a
deux cas:

I. Il y a un point a 8(a1cp, a2q>)̂ ; si alors C désigne lr
complexe ((. , 9)41 a(cp , .^2), on voit que la relation (3) es*
vérifiée.

IL a*q>, fl2cp sont deux éléments consécutifs de-/:. En dé^
signant par A1^ l'ensemble [(al

0 . , û^cp)]^*, (i = 1,2), on a ces
éventualités:4)

3) En effet, si l 'ensemble-réunion 6 | + E n 'est pas ordonné par exem-
ple, il est clair que l 'ensemble [B] ne peut pas être ordonné par le procédé (2)-

4) Bien entendu, l 'ensemble Ayl précède l 'ensemble A^ù parce qu'on

A supposé que
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1°. A1^ n 'a pas un dernier point. Si alors X est un point
de i4*cp tel que Ai<$<X, il suffit de considérer le complexe
((• 9 Vi]x (<Pi > -)B)j cp1-=cp(X/l1) pour voir qu'il vérifie la rela-
tion (3).

2°. /42cp n'a pas un premier point. Oe cas est traité comme,
le cas précédent.

3°. A1^ a un dernier point P, -42cp a un premier point Q.
Tout d'abord, on voit facilement qu'alors l'ensemble E est

limité et que P, Q sont deux éléments consécutifs de Ea* et

de la forme

r, 5 désignant respeetrrement le ' p r a m e r et le dernier point
de E.

Si au moins un des intervalles (A1, P), (Q, A2) n'est pas
vide, on construit très facilement un complexe C vérifiant la
xelations (3). Le cas où A*=P, Q = A2 étant inadmissible à
cause de la supposition que A\ A2 ne sont pas consécutifs, il
nous reste encore deux possibilités:

a) A1, P sont deux éléments consécutifs de £a*- En posant
cpj^cp^1 , P), on voit que i41 = ( ( . , ' p j p a ^ s . • s), a 1 ^ étant le
prédécesseur immédiat de s clans f; en posant alors X~
^ ((• y(9i)psr- 'r- •)> o n V°W tl11*3 ^ est entre V41 et P, contrai-
rement à la supposition.

b) Q, ,42 sont deux éléments consécutifs de E. E n répétant
le raisonnement de tout à l 'heure, on s'assure que cette supposition
aboutit aussi à une contradiction. Ainsi le lemme 2 est dé-
montré.

Corollaire J. Si E fini ou dénombrable, l'ensemble ordonné
£HW* est séparable 5).

En effet, si B^E^\ ou voit que [B)E est dénombrable.

4. On désignera par kEa* l'ensemble ordonné alphabéti-

quement des éléments de la réunion Ea*+ 2 {B}JS, la sommation

&) O'est-àrdire^ E0* a un sous-ensemble dénombrable partout dense
, A. p. 186),
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s'étendant sur les complexes de rang a B « (b,.. b . .), les b
parcourant les éléments de Fensemble IE (voir la définition 3*5).

Ceci étant, on va prouver ce

T h é o r è m e 1.

a. L'ensemble £"a*est partout dense sur l'ensemble kEa**

b. L'ensemble kEa% est non-lacunaire.
c. Si E est dense, on a kEa*=lEa*-

Dans ce qui suit, r, s, désigneront respectivement le pre-
mier et le dernier élément de IE; pour abréger, on posera
kEa* = (£.

Le théorème la se démontre en imitant la démonstration
du lemme 2; prouvons la partie b du théorème. On voit tout
d'abord que (£ est limité par /?=(/", . . /* . . ) et S=(s . . s . .),
Supposons, d'autre part, l'existence d'une lacune intérieure
MN de (è. § étant un ordinal < a, on voit qu'il existe au plus
un complexe de rang £, M$=(m0. ./tfi))r)<g tel que [Mi]^ ait un élé-
ment en commun avec M et un élément en commun avec N.

De plus, on voit que Mix = (. , &W t si f, < f2 dans le
cas où M$2 existe.

On a deux cas:

1-er cas: M existe pour tout I < a. Si l'on pose %R=
=(m0, . . m% . .)&<<*> on s'aperçoit aisément que pour tout
| , mi e E et. par conséquent, ^ e Ea*. Autrement dit, le com-
plexe 3R appartiendrait ou bien à M où il serait alors le der-
nier élément, ou bien à TV où il serait alors le premier élément,
se qui est incompatible aves la supposition que M, IV sont les
composants d'une lacune intérieure de (£.

2-me cas: il y a un nombre (3, et soit [3 le plus petit
nombre tel que M§ n'existe pas. On a deux éventualités:

a) (3 est de première espèce. Puisque [Afolg^®* on a p>0.

En désignant par A l'ensemble des points a e E tels que
[Mp^a]^ C M et en posant B=E—Ay on voit que A<B, A^) o

et B~)O. SiVl a un dernier élément e, le complexe (Mp^es . , s)
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est le dernier point de M; si B a un premier point f, le com-
plexe (/Wp__i f n . . n . .) est le premier élément de N; si aucun
des derniers cas n'a lieu, soit g* l'élément unique de IE entre
A et B. On voit que le complexe 9R = (iWo j g . . £ . .) ap-
partient à @ et est ou bien le dernier point de M ou bien le
premier point de N.

b) j3 e?s£ de seconde espèce. En considérant l'ensemble
on voit qu'il appartient ou bien à M et alors le complexe

s . . . 5) serait le dernier point de M, OM 6/en à N et alors
n . . n . .) serait le premier point de N, contrairement à

l'hypothèse.

On a donc démontré que <£ est non-lacunaire.
Passons à la démonstration du théorème le. E étant den&e,

on prouve, en répétant le raisonnement précédent, que chaque
lacune (éventuelle) de £ a * est comblée par un et un seul élé-
ment de ££«* — £u*. Il s'agit alors de prouver la réciproque:
G — (g0 .. 9gç. ,)s<oc étant un élément de kE<*-*—E**, en posant
M — E**(.,G)Œ, Â  — f a*(G, ;)Œ, la coupure MN de £<** ouvre
une lacune de f«*.

Supposons, par impossible, que M ait un dernier point'
<Jft= (/77O.. /77g. , ) s < c c . En posant cp ̂ -= cp (9ÎI, G), considérons les

pointsm^, g^. Si g^sE, il suffit de prendre un point quelcon-
que de l'intervalle {m^g^) de EJ le substituer à la place de
ttiy dans VR, pour obtenir un point de M entre 9ïî et G, ce qui
est absurde.

Si §*çp non eE> il est clair que gg ^^^cp pour tout cp < f < a .
On a trois cas:

1° "̂cp e s t le premier point r de IE. On aurait m^<Cr9 ce
qui est absurde.

2° g y est le dernier point 5 de IE. Il suffit de rempla-
cer, dans 9ÏÏ, le point m^ par un point de (m^, ,)E pour obte-
nir un complexe succédant à %R.
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3° §q> e s t u n élément'de Ih—E entre r et s. Ce cas est
traité comme le cas précédent. Ainsi, le théorème i est com-
plètement démontré. —

D'ailleurs, on voit que lEa* C A£a*; voilà un cas où
lEa*CkEa*.

L e in m e 3. *, X désignant respectivement le type ordi-
nal de l'ensemble des nombres irationnels et de l'ensemble des
nombres réels, on a ces identités

2° / (œ

3° k( ( )

0 désignant le type ordinal de l'ensemble ordonné qu'on
obtient du segment [0,1] des nombres réels en remplaçant tout
nombre rationnel de Vintervalle (0,1) par une paire ordonnée de
points (voir la définition 3 6).

Pour faciliter le langage, E désignera l'ensemble des en-
tiers rationnels (le zéro compris).

Pour démontrer le lemme 3i, il suffit, d'après le théorème
de Cantor du §12D' , de prouver que £>* est anti-limité, dense,
partout lacunaire et séparable, ce qu'on vérifie immédiatement.
D'après le môme théorème, on voit que le type de IE<»* est

Si, enfin, r, 5 désignent respectivement le premier et le
dernier élément de IE, et si Ton pose R =- (r, r..), 5 = (5, s,. .)>
on voit que les types de {/?}#, {S}*; sont respectivement 1 + q
et *i + l, i] désignant le type ordinal de l'ensemble des nom-
bres rationnels. Il est clair que *£œ* = Eœ* + {R}F,+ {SU.
Or, si (a0 . . fln , fln-f-i r r . . ) est un élément de {/?}*:—/?, on voit
que l'élément (aQ.. an , ÖVM — l ,s , s ..) do {S\E— S le précède
immédiatement dans h E03* ce qui prouve que kEœ*~ 0 -^ uE***

De plus, on prouve sans peine que 2W — G.

L e m m e 4. p. étant un type continu, le type ixa*.,/«!> 0,
l'est aussi.
Publications mathématiqtiçs |y? 4



50 Georges

L e m m e 5. Four les a différents, les types $•«*, $ *•=
= l-f-X-f-l, sont différents deux à deux6).

5. E étant l'ensemble ordonné composé de trois éléments
/, m, n tels que £</#<*#, on posera, pour a quelconque

4-/?)a* = {M}E,M désignant le complexe de rang ce, (m,../w. .)•

En particulier, f étant régulier, on posera H% = (/-f-m+tf)"5*
(Voir la remarque 8 B 1)7).

£ étant régulier, on a ce

T h é o r è m e 2. a.L'ensemble //§ est confinai (coïnitial)
avec cog (o^*) et semblable avec chacun de ses intervalles. On

b. Tout ensemble ordonné ayant la puissance < tfg est sem-
blable avec un sous-ensemble de N% .8)

C o r o l l a i r e 1. Pour tout nombre ordinal a, on a

p Ha+i = 2 a (voir le théorème 2*6).

Le théorème 2 b nous montre que, en admettant l'axiome
de M. Zermelo9), la théorie des ensembles ordonnés se réduit à
la théorie des ensembles Z/o, ƒƒ,,. . . ƒ ƒ $ . . , £ parcourant les
ordinaux réguliers, et de leurs sous-ensembles, résultat qui, en
vue de simplicité, ne laisse rien à désirer.

6) Voir le chap. II du Mémoire précité de M. Hausdorff.

7) Voir G, M. p. 179. Noter que {l-\-m-\-n)a et l £ a sont deux ensem-
bles différents.

8) Ce théorème est dû à M. Hausdorff (G. M. p . 172— 85), On voit
que JET0 est semblable avec l'ensemble des nombres rationnels.

•). Pojiir assurer que pour toute puissance Jct \\ existe un -aleph «^ tel
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§ 6. Espaces abstraits et ensembles ordonnés.

Dans ce §, on confrontera la classe des ensembles ordon-.
nés avec différentes classes d'espaces abstraits considérés dans
le livre cité de M. M. Fréehet.

La terminologie est celle du même livre de M. M. Fréchet1).

T h é o r è m e 1. En considérant chaque intervalle d'un
ensemble ordonné E comme voisinage de tout point qui lui ap-
partient., on obtient, par définition, l'espace ordonné E, qui est
un espace accessible et complètement normal.2)

Remarque. Deux espaces ordonnés semblables sont toujours
homémorphes; mais, deux ensembles ordonnés semblables ne
sont pas nécessaierment hornéomorphes. Si, par exemple, E dé-
signe l'ensemble des nombres réels, on sait (voir la déf. 3.6)
que E coïncide avec l'ensemble F des points isolés de Pensem-
bles w E et, par conséquent, bien que semblable à lui, l'ensem-
ble E ne peut pas être homéomorphe avec F.

D'autre part, deux ensembles ordonnés homéomorphes ne
sont pas nécessairement semblables; exemple: les types oo -{- 1
et œ + 2.

Cependant, on peut prouver sans peine ceci:
Chaque homéomorphie entre deux ensembles ordonnés

connexes, G, //, est une transformation par similitude de G soit
sur H soit sur l'ensemble ordonné à sens inverse de celui-ci;
autrement dit: la correspondance transformant G en H est con-
stamment soit croissante soit décroissante.

Le théorème 1 permet d'énoncer un grand nombre de
théorèmes établis pour les espaces accessibles. On ne mention-
nera que ce

Théorème 2. Les quatre hypothèses suivantes sur un en-
semble ordonné non-vide E sont logiquement équivalentes:

a). E est non-lacurmire;

1) E. A. p. 289.
2) Pour la terminologie, voir E. A. p. 289, Le théorème l 'est dû

M. H. Tietze (Math. Ann. 88, p.' 312).
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P). Tout sous-ensernble infini de E a un point (f accumu-
lation maximée dans E\x)

y). 3^ étant une famille monotone non-vide quelconque
de sous-ensembles fermés non-vides do £, on a /7cS^ DO
(voir le théorème 3*5);

ô). E possède la propriété de Borel-Lebesgue1) (voir le
théorème 3#6).3)

En combinant l'inclusion <5 -> a du théorème précédent avec
le théorème 3'4 on obtient ce

T h é o r è m e 3. Pour qu'un ensemble ordonné non-vide
possède la propriété de Borel-Lebesgue, il faut et il suffit qu'il
possède la propriété de Lebesgue-Khintehine et qu'il soit limité
(Déf. 17 et 3*2).

T h é o r è m e 4. Pour qu'un espace (V) de M. Fréchet £*,
puisse être considéré comme un ensemble ordonné sans altérer
l'opération de dérivation des sous-ensembles de E, il faut et il
suffit qu'il existe une famille monotone saturée d'ensembles,
S-"j telle que ^J^&' — E est jouissant de la propriété que la
famille J cr soit une famille de voisinages définissant E,

en considérant tout élément de J^ comme voisinage de tout

point qui lui appartient.4)
Ce théorème est une conséquence immédiate des définitions

1*9 et des théorèmes 4*4 et 4*5).

T h é o r è m e 5. Pour qu'un espace ordonné E soit ho-
méomorphe d'une classe (L) de M. Fréchet, il faut et il suffit
que tout point de E ait un caractère au plus dénombrable 5).
Tout ensemble ordonné qui est une classe (L) est aussi une
classe (S)1).

3) Le théorème 2 est dû à M. P. Alexandrôff et Urysohn (foc. cit.
(2-5) p. 8 et suiv.).

4) Pour la terminologie, consulter le § 4.

5) Un point a de E sera dit avoir un caractère au plus dénombrable,

s'il existe une famille au plus dénombrable c3^~ d'intervalles de E telle que
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En omettant la démonstration du théorème 5 parce qu'elle
ne présente aucune espèce de difficultés, remarquons que c'était
justement à partir de la notion de grandeur qu'a pris naissance
la notion de limite qui peut être considérée comme fondamen-
tale en Analvse. D'autre part, le théorème 5 nous montre que
la classe des ensembles ordonnés qui sont une classe (L) de
M. Fréchet est bien restreinte, et alors, il serait très naturel
d'envisager des classes (L) généralisées où la puissance de suites
de points déclarées comme divergeantes ou convergentes ne
jouerait aucun rôle. On verrait alors que tout ensemble ordonné
serait une classe (S) généralisée, celles-ci étant définies comme
des classes (L) généralisées dont tout ensemble dérivé est
fermé6).

X désignant le type ordinal de l'ensemble des nombres
réels, on a ce

T h é o r è m e 6. Les quatre types ordinaux X, 1-f-X, X~f-1
et $ ^1-j-X-j-l, sont les seuls types ordinaux connexes distan-
ciables 7).

Si E est connexe, distanciable et limité, il est, d'après Pin-
clusion a» (3 du théorème 2, compact en soi, donc aussi sé-
parable.8)

Alors, d'après le théorème de Cantor (voir § 12D), le type
de E est &. De même, on voit que si E est anti-limité con-
nexe et distanciable, son type ordinal est X; etc.

Le m m e 1. p. étant un type ordinal quelconque, le type
Xp. est distanciable.

Par définition, Xp. est le type ordinal de l'ensemble E des
complexes (m, x) ordonnés alphabétiquement (définition 1*15),
m, x parcourant respectivement un ensemble M de type p. et l'inter-
valle (0,1) des nombres réels. Alors, Cl-=(nt\xl), ( /=1 , 2), étant
deux complexes différents de E on s'aperçoit qu'il suffit de poser

Q ( C 1 , C 2 ) = 1 si m1-* m* et q(C\C2) = \x1-xi\ s>ïm1 = m%

6) vo i r E. A. p. 1^4.

7) Une classe distanciable veut dire une classe ( © ) de M. Fréchet .

8) Tout ensemble distanciable compact est séparable (E. A. p. Î2 ) .
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pour obtenir un ensemble ordonné distantie9) de type ordinal Xji.—

a étant un ordinal quelconque, on va prouver ce

L é m m e 2. Pour qt l'un type ordinal de la forme Xa* soit
distanciable, il faut et il suffit que a soit ou bien de première
espèce ou bien tel que t a —to (voir la déf. 2.2 et 5*2).

Tout d'abord, a étant de seconde espèce et tel que roc> tu,
on prouve sans peine que chaque intervalle gauche de Xa*
est confinai avec le nombre régulier ra , et par conséquent,
aucun point de Xa* ne serait à on caractère au plus dénom-
brable5). Or, X** étant supposé distanciable, aucun point de
Aa* n'a un caractère non dénombrable comme on le vérifie sans
peine. Autrement dit, si Xa* est distaneiable, a n'est pas un
nombre de seconde espèce tel que TCC > tu.

Prouvons la réciproque: si a est de première espèce, ou de
seconde espèce tel que TOC = O>, le type Xa* est distanciable. On
se contentera de la prouver pour le cas où TCC—eu. Soit

(1) fr<p2<- • < •?»< . . -> a

une suite d'ordinaux croissant .< a et ayant a pour borne
supérieure.

Il s'agit alors de distancier l'ensemble E des complexes

( a 0 , . . a%. .\<a, les a§ parcourant l'intervalle (0,1). On posera,

pour tout AsE«*, %(A, A) — Q. Ensuite, A 1 , A 2 étant deux élé-

ment différents de E, on posera Q (A1, A2) =r — -, n étant le pre-

mier indice F tel que ^(A1,A2) ^ pv (voir la définition-5.1).
On voit aisément que l'ensemble ordonné /:«* devient un

espace distancié, Ea , et que de plus la condition triangulaire de
M.. Frechet, prend cette forme particulière:

(Q) Q {A1, A2}* max. (Q (A2, A"), e (A*, A1));

(voirie lemmeS.l)
II s'agit de prouver que £a* et Ea sont homéonîorplies;

pour cela, il suffit de prouver ces deux points:10)

9) ö (A, B) veut dire „distance AB„.

10) E. A. p. 173.
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l-er.A — (o0..a^. .)s<a étant un point quelconque de
tout intervalle (A1 A2) de ./:<**. contient une sphère S (A, r) de

n étant un entier tel que le nombre ordinal (3n de la suite
(1) soit supérieure au plus grand des nombres ordinaux cp (A1 A2),

y (À A1) et cp(/M2), considérons la sphère S] A, ~-r-=-); on voit

qu'elle coïncide avec l'ensemble LVo'-^pJ^a* et quelle fait par-

tie de l'intervalle (.41 A2) de £«* (voir la déf. 5*3).

2-me./l==(a0.. a%. . ) $ < a étant un point quelconque de E^ la

sphère S(A,—^T) de £Œ contient un intervalle de £"<**. conte-

nant le point /l .
En effet, al

o , (/=1,2), étant deux nombres réels entre
Pn-f-l

0 et 1 tels que a1--: <aR <a2 , désignons par A*, (/=»!, 2),
PH-J-1 P M + I Pn-f-l

les complexes qu'on obtient en remplaçant dans le complexe
A, le nombre ao par les nombres ai. respectivement. Il est

Pn-H Pw-f-1

clair que A1 < A < A2 et que l'intervalle (.41 A2) de £«* fait partie

de la sphère SIA, —-H de £ a .

Remarquons, enfin, que, par un raisonnement analogue, on

peut prouver que le type (tü*-|-tu)u>* (voir le lemme 5.3) est celui

d'un ensemble ordonné E qui peut être distancié en posant re-

spectivement Q (A A) = 0, Q {A1, A2) -— / >ii/i2| i -I > Po u^ tout

point A de f et Hout couple de points différents A1, A2 de £!.
O?est la définition de la distance déjà connue dans le cas de
Vespace à zéro dimensions Go de "II. Baire12). Celui-ci est sem-

U) La sphère S(A, r) de Ea ayant A pour centre et r pour r&yon est
l'ensemble de tous les points X de i^« tels que p[A, X) < r.

i2) Voilà la définition de l'espace GQ de Baire. M étant im ensemble
dénombrâble quelconque (ordonné ou non-ordonné), soit 2ï l'ensemble des
suites (ou complexes de rang eu) w t , m2 . . . mi . . ., les mi parcourant indé-
pendamment M. On posera, M1, M2 étant deux points différents de 31:

}o'fl/*,Af2)= (M1M2) e t p ^ ' ^ ^ 0 , pour tout iVe î l . ^voir R. Bai^e?
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blable au type (o)*4-u))<»*, un résultat qui se déduit aussi çiu
lemme 5'3 et du fuit que l'espace Go de Baire est homéomorphe
de l'ensemble des nombres irrationnels.

Remarquons que le type euc* n'est pas homéomorphe de
l'espace Go. En effet, on prouve aisément que ojœ* = t+X.13)

Enfin, on prouve facilement que le type ( H X) VÔX est con-
nexe, localement distanciable14) (donc aussi un espace (E) de
M. Fréchet1) sans être distanciable.

Problème. Caractériser la classe des types ordinaux distan-
ciables.

Dimension des ensembles ordonnées.

Les symboles dim E, dE désigneront respectivement la
dimension d'Urysohn-Menger15) de E et le type de dimension
de M. Fréchet ou le type topologiquj de £\16) De même, x
étant un point de E, on désignera par dim, E la dimension
d'Urysohn-Menger de E dans le point x.17)

E étant un ensemble non-vide, on a ce

T h é o r è m e G. a. dimE=0 ou 1 c'est-à-dire dim E<2.

b. Pour que dim £ = (), il faut et il suffit que E soit to-
talement non-connexe (voir la déf. 1 ' 12).

c. Pour que dim. E—l pour tout xeE, il faut et il suffit
qu'aucun intervalle non-vide de E ne soit totalement
non-connexe.

Math. 32, p. 97—-175 et M. Fréchet E. A, p. ILS). C'est dans l'espace Go (ou
dans ua modèle cie G$) et non dans l'ensemble des nombres réels que M.
N. Lusin expose ses recherches sur les ensembles analytiques, projectit's etc.
(N. Lusin, Ensembles Analytiques, Paris, 1930).

13) Voir G. M. p. 151.

1*) Un espace abstrait est dit localement distancié si pour tout son
point « il y a un voisinage de a qui est un espace distancié.

15) Pour la terminologie, voir C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa,
1933 p. 116 et suiv.

W) Voir E. A. p. 30 et suiv. aussi: Kuratowski, Ibid. p. 73,

17) Kuratowski, ibid. p. 116,
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La partie a du théorème 6 est une conséquence immé-
diate de la définition de dim E et du lemme 312; pour mon-
trer les parties b,~c du théorème, il est clair qu'il faut et il
suffit de prouver ce

L e m m e 4. x étant un point de E, pour que dinixE —i,
il faut et il suffit que x soit contenu dans une portion connexe
de E (voir la convention 1 * 2).

Prouvons le lemme 4. On peut, évidemment, supposer que
x ne soit pas une extrémité de E. La supposition que l'ensem-
ble. (.,,X]E ne soit confinai avec aucune portion connexe de E
bien que, par hypothèse, dimxE ~~1, veut dire que (voir le thé-
orème 3*8) pour tout point a s ( . ,*)#, il existe une portion droite
Px de [CI,X]E telle qu'elle soit le composant supérieur soit d'une
lacune soit d'un saut de \(I,X\E.

De même, sous la supposition qu'il n'existe aucune por-
tion connexe de E coïnitiale avec [*,.), on démontre, pour tout
&e(#,.), l'existence d'une portion P»C[x, b\ telle qu'elle serait
le composant inférieur soit d'une lacune soit d'un saut de [x, b]%.
Autrement dit, l'ensemble Pt + P2C(a,b) serait une portion* à
la fois fermée et ouverte de E contenant le point x. I/inter-
valie (ab) de E étant quelconque, cela voudrait dire exactement
que ~dittixE•••-(), contrairement à l'hypothèse.

Pour montrer que la condition de lemme 4 est suffisante,
il est manifeste qu'il suffit de prouver le

L e m m e 5. Pour tout point x d'un ensemble ordonné con-
nexe fi1, on a dimxE—l.

Oo lemme est évident parce que, A étant un intervalle
quelconque de E tel que xeA, il est manifeste que l'ensemble
A—A est composé soit d'un point soit de deux points de £ (voir
le lemme 3*12).

Remarquons que dim }va*:_-o pour tout ordinal a 'de se-
conde espèce. En effet, on prouve facilement que les
étant de seconde espèce, sont partout lacunaire.18)

18) En effet, on a ce théorème: E, a étant respectivement un ensemble
ordonné anti-lirnité non-vide et un nombre ordinal de seconde espèce, l'eTi-
semble Ea* est partout lacunaire.
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Que tf//it •&«*=() pour les a tels que xa=cu, c'est égale-
ment une conséquence de la forme particuliere (Q) de la con-
dition triangulaire de M. Fréchct19)

D'après le théorème précédent, le symbole dim E, E étant
un ensemble ordonné quelconque, ne pourrait avoir qu'une des
trois valeurs: —1,0 et 1. Il en est tout autrement du symbole
dE. En effet, I désignant le segment [0,1] des nombres réels,
on sait (voir le lemme 5*5) que les dla'\ a parcourant des ordi-
naux, sont deux à deux différents. Malheureusement, ils sont,
en généra], incomparables entre eux. Si Pon désigne par dEx || dE2

le fait que dE^ dE2 sont incomparables, on voit, par exemple,
que dl il dl^*.—

Considérons, enfin, le symbole tE (voir la définition 1*14).
On prouve facilement que // ( /*<^/P* si a<(3 sont deux ordi-
naux quelconques et, par conséquent, on pourrait poser £/a*=scc.
Mais pour les a finis, les tE&* ne coïncident aucunement avec
la dimension dRa de l'espace euclidien à a dimension (voir
E. A. p. 56 et suiv.)

Par conséquent, l'ensemble des tE différents est extrême-
ment riche. Il y en a qui sont incomparables, par exemple tœt

et X. On voit aussi que t\ = t(\ f A +1) sans qu'ils soient sem-
blables c'est-à-dire tels que /À = t ( i + l ;' 1). Mais, d'après
M. Banach20), si G, H sont deux ensembles ordonnés tels que
tG = t]H, alorsG = Ol + ö a ,G1G2 = 0, / fc=//1+//2 , / /1 / /2«=0 et
tGï=tHi, ( /=1, 2). (voir la définition 1 ' 14).

Problème: Soient Gu G2, Hu H2 quatre sous-ensembles d'un
ensemble ordonné jouissant des propriétés suivantes: G1G2=0,
HxH2=--0 et tQi = tHi, ( /=1, 2); en posant G^Gx + G2 et H^

I9) D'aileurs, on peut prouver ce théorème: Si pour tout triple de
points Ây (i = l, 2, 3) d'un espace distancié E, l'ensemble des distances
p(i4i^2) , p(A^A^), p (43-4.1)', ne se compose qu'au plus de deux nombres
différents, alors dim E—Q. Cela a lieu, en particulier, si l'équation triangu-
laire de M. Fréchet est de la forme

p(At, A2) ^ Max. (p(A*A»

'9) Fund. Math. 6, p. 236.
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^ / / j + 2̂» est-ce que les types ordinaux tG et tH soi)t mm*
parables^ et en particulier sont-ils égaux?21)

§ 7* Sur quelques puissances se rattachant à un ensemble
ordonné.

Pour la commodité du raisonnement, on admettra, dans ce §.,
Paxiome de Zermelo, ou ce qui revient au même, Thypothèse
qu'il n'y ait pas de puissances incomparables. E désignera,
comme toujours, un ensemble ordonne et pE sa puissance.

Il est commode de poser cette définition: Une famille d'en-
sembles sera dite disjoctive1) si les ensembles dont elle est com-
posée, sont, deux à deux, disjoints; de plus, la famille vide aussi
bien que chaque famille composée d'un seul élément sera dite
disjonctive.

1. Le signe p0E désignera la borne supérieure des pF, F
parcourant la famille des sous-ensembles bien ordonnés ou in-
versement bien ordonnés de E. (voir la définition. 1 8); pxE»dé-
signera la borne inférieure des p F, F parcourant la famille des
sous-ensembles de E partout denses sur E.

p±E(p2E) désignera la borne supérieure des pS^.S^
parcourant la classe des familles disjoctives de segments (d'in-
tervalles non vides) de E.

ps E désignera la borne supérieure des P&', & parcourant
la classe des familles de segments de E n'impiétant pas les
uns sur les autres; p5E désignera la borne inférieure des /?c^~,
^ parcourant la classe des familles d'intervalles déterminaat
Fespace ordonné E.

L e m m e 1. Les nombres pi E, (i = 0 , 1 , . . 5), sont par-
faitement déterminés et tels que pi E ^ p E.

Que les pi E soient bien déterminés, c'est la conséquence
du fait que „Pensemble" des nombres cardinaux est bien ordonné.

21) Le même problème se pose en considérant les types dimensionnels
de M. Fréchet des ensembles appartenant à une certaine classe d'espaces
abstraits (par exemple espaces distanciés, accessibles, etc). Le problème
semble assez difficile (cf. l'énoncé original du lemme de M. Ban ach et le
problème: si la réciproque du lemme de Banacli lui-même est vraie 1)

1) Cette.expression si suggestive est due à M. Fréchet. Dans la suite,
on en déduira d'autres.
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T h é o r è m e l.2) a. pdÈ=* pŒ, (/ = 0,1, . .5)

b. pivE=PiE, (/ = 0,l,2); pjvE = pE, (j = 3, 4,5);

c.• powE=poE, piwE=p E, ( / = 1,2,.. 5).

Démonstration. L'égalitó poE — p^jE. (j = a, ƒ, w), étant
évidente, considérons les autres cas. Le théorème étant banal
pour les E finis, on supposera que E est infini.

L'égalité p%lE^=p1E est une conséquence immédiate du
lemme 3*21. Que pj w E—pE> (j = 1 , . . 5), c'est une conséquence
de ce que E coïncide avec l'ensemble des points isolés de l'en-
semble wE (voir le théorème 3*11). Les égalités pijE—plE,
(/—1, 2; / ~- /, v), proviennent de-ce que, A étant un intervalle non-
vide quelconque de /£*, on a A E DO comme on le vérifie sans
aucune peine. Il nous reste encore à prouver que pi l E = p E
et'pivE ~-pEj pour / — 3 , 4, 5.

A ce but, prouvons tout d'abord ces deux lemmes:

L o m m e 2. E étant infini, on a p^E^^p^E.

L e m m e 3. Si E n'a aucun point d'accumulation bila-
térale, on a p^E~~pE.

Le dernier lemme étant évident, démontrons le premier
Soit alors ^ une famille infinie de segments S de E n'impL
étant pas los uns sur les autres. S étant un élément de c5 -̂,
soient S1 l'élément (éventuel) de 3^ contenant l'extrémité
gauche de S, et S2 l'élément (éventuel) de S7* contenant Vex-
trémité droite de S. Ceci étant, soient

(1) So, S4, . . Sep, .'. cp< ü)p,pü)p=/?(^3

les éléments de &'. Désignons par ^ 0 la famille des ^ d é -
terminés de la façon suivante: on posera so=^So\ les $£ étant
déterminés pour tout | < a , Sa désignera le terme du plus
faible indice dans la suite (1) ne coïncidant avec aucun des
s , s?, 5 ,̂ § < a . Il est clair que cS^ est une famille de <& telle

gue ^cS r^3.pcS r
0 = ^ r

0 .

2) Pour la terminologie et les notations, voir la section VI du § 3.
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Donc p S^^- p S^Q. Or, les éléments de S^o sont de seg-
ments deux à deux disjoints de E. On en tire, l'inégalité p$E >
> pAE étant absurde, que p3 E = p4 E.

A la suite du lêmtno 3,'on a /?4v E = pE parce que, d'une
part, pv E — pE, et d'autre v f n ' a aucun point d'accumulation
part,bilatérale. A la suite du lemmë% on a psvE—pivE, ou,
à la suite de p^vE — pE, psv E==p'E.

Prouvons que p5wE^= pE. Tout [d'abord, les points de E
étant isolés dans îvE\ on a pE^p5wE ^ pwE, Or, .on voit
que pu>Zf = pE, et, par conséquent, p5wÈ—pE.

Il s'agit encore de montrer que p&lE=.psE. Rappelons ce
résultat qu'on vérifie aisément: ^ étant une famille d'intervalles
déterminant E, la famille © de tous les intervalles non-vides de IE
dont l'ensemble des extrémités est égal à celui des éléments de &*,
est une famille d'intervalles déterminant l'espace IE. Or on voit
que /?©=pcS r . Si, en particulier, pS^^pxE (une telle famille
existe, comme on s'en apperçoit), on en conclut que p$lE ^ p5E,
donc p5l E = psE.

Ainsi, le théorème 1 est complètement démontré.

L e m m e 4. p désignant la puissance de l'ensemble des
sauts de E, on a p;sE—p\ E + $0.p, (i'=0,..5). (voirladéf. 3*5).

Corollaire a» Pour que p o s ^ > p o £ , il faut et il suffit que

b, Pour que p isE^>piE^ il faut et il suftit que
piE<p, (/ = 1,2, . . 5 ) . .

L e m m e 4/ E étant infini et sans aucun saut de seconde
espèce, on a PiSE = ptE} (/** 0 ,1 , . .5).

On se contentera de prouver que p^sE — ptE:
p étant la puissance de l'ensemble des sauts de E, jl suffit

de prouver, d'après le lemme précédent, que p1E^p. Il est
clair que, g désignant la puissance de l'ensemble Q de points
de E qui ne sont pas de points d'accumulation bilatérale de E,
on a p ^ q. Prouvons que jPi-E^g. Soient donc, F un sous-
ensemble de E partout dense sur lui et ayant la puissance



et a uil point quelconque de l'ensemble Q. Si a est isolé, po-
sons û '=a ; il est clair que a' s F. Si a n'est pas isolé dans &
et s'il n'est pas une extrémité de E, soit a' le point de E qui
précède immédiatement le point a si a n'est pas isolé du côté
droit, et qui succède immédiatement à a si a est un point
d'accumulation de E du côté gauche. L'ensemble E étant sup-
posé sans aucun saut de seconde espèce, on voit que le point
a' est isolé et par conséquent appartient à F. Autrement dit, à
tout point a de Q correspond un seul point de F, un point de
F pouvant correspondre au plus à trois points différents de Q.
On a donc SpF^g c'est-à-dire

L e m m e 5. On a pi S E ^ pi E. Si S E est infini, alors
—piE7 ( /=0,1, . .5). (voir la définition 3'5)

On se contentera de prouver que si pSE^#0, alors
E

Tout d'abord, on voit qu'on peut supposer que péE > x 0 .
De plus, à cause de l'égalité pélE-^p±E, on peut supposer que
E donc aussi SE est non-lacunaire.

Ceci étant, soit SF une famille non*dénombrable de seg-
ments [a,b] de E n'impiétant pas les uns sur les autres. En
supposant que a < b, désignons par ^Q la famille des segments
[a\ b'] de SE construits de la façon suivante: a' est le dernier
point de (., a]SE,s), b' est le premier point de [b ,.)SE. L'ensemble
E étant non-lacunaire, SE Fest encore et par conséquent, les
points a\ b' existent (sauf, peut-être, dans le cas où a ou b sont
des extrémités de E). Puisque j?4>v=N0> tout élément de <^0

correspond à une famille au plus dénombrable d'éléments de
S^; autrement dit, p 3^^ «0 . p S^Q donc pS^ =p^0. Or, les
éléments de < ~̂0 sont de segments de SE n'impiétant pas les
uns sur les autres. On en conclut que p±S E —p^E.

L e m m e Q.-p0E ̂  ptE.

C'est bien évident parce que, pour tout ensemble F bien
ordonné ou inversement bien ordonné, on a p0F^ptE~pE (voir le
lemme 3).

g) Le signe (. , a]SE représente Tensemble de tous le points de SE
succèdent pas, dans E, au point q.
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L e m m e 7. Pour chaque E infini Payant aucun saut de
seconde espèce, on ap2E**=pdE.

Tout d'abord, il est clair que p%E ̂  péE donc, à la suite du
lemme 2, aussi p2E^p3E. Prouvons que p2E^p3E. Soit &? une
famille infinie quelconque de segments [a, b]E deux à deux dis-
joints. S=[a, b}, a < b, étant un élément de Sr, désignons par S1

l'élément (éventuel) de cF'"contenant le dernier point (éventuel)
de(.,a)jB7, et par S2 l'élément (éventuel) de ^ contenant le
premier point (éventuel) de (a,. )j?.

Si alors

(2)
o,

sont les éléments de tSP", soit cS ô la famille des s% construits
comme suit:

Si au moins un des segments So = [a, 6], a < 6? 5J,1, S0
2

n;est pas un saut de E, soit 50 l'ensemble des points entre ses
extrémités; s'ils sont, tous, de sauts de E, s0 sera Fintervalle
composé du point a si' 6 n'est pas isolé (évidemment du côté
droit), du point & si a n'est pas isolé (évidemment du côté gauche
et égal à «S si a, b- sont isolés.

Les s s , £ < a , étant construits, soit Sy le premier terme
de la suite (2) qui n'était pas pris en considération lors de la
construction des 5g, pour les § <C a.

Alors, 5a sera construit, à partir de S r , exactement de la
même façon que Ton a défini s0 à partir de So,

On s'assure que les s§ ainsi constiuits sont d'intervalles
non-vides de E, deux à deux disjoints, et que leur famille S^Q

a la même puissance que la famille S^.

On en conclut que pzE^p3E et finalement p2E~p3E.

L e m m e 8. Pour tout ensemble ordonné infini, on a
p%E<p2E. Pour que p2E < p%E, il faut et il suffit que l'ensemble
A des sauts de seconde espèce de E soit tel que pA>p2E.
On a alors p A =j>2 E.

a. Par hypothèse, en a pE^ «0,. p%E <pzE. Supposons que
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En désignant par M l'ensemble ordonné qu'on obtient en
intercalant dans tout saut de seconde espèce cle£ un ensemble
de type ordinal X, on a, d'après le iemme précédent,
p^M—PsM. D'autre part, p2M==p)iE+^0pAzr=p2E1 parce que
par supposition pà <P>ÏE. Ensuite, p.óM = p3£+ N0 . />A — JP8ZS.

On aurait alors p3E--=^psM=^p2E et finalement psE^p2E
contrairement à P hypothèse. On a donc non pas pAKp^E mais

b. Par hypothèse, pA < A £ , pE^ N0.

M ayant la même signification que tout à l'heure, on a

Pi M = p2E+ xo.pà = pA; p3 M = ks0. jp8 £ == p3 £ .

A cause de ^ ^ - ^ ^ M, on en tire l'égalité voulue

j

Le mm e 9. Pour tout E infini, on a p$E —piE+péE.
D désignant l'ensemble des sauts de seconde espèce de £,

on va prouver tout d'abord que p5 E=p1 E -\-pD, En effet, soient
F un sous-ensemble de £ partout dense sur lui et de puis-
sance px £, G l'ensemble des extrémités de Z), H la réunion de
F et Q, ci^ la famille de tous les intervalles non-vides de E
dont les extrémités appartiennent à ƒƒ, alors il est facile de prou-
ver que 3^ est telle que, a étant un point et J un intervalle
quelconque de E contenant a, il existe un intervalle I de E
tel que /ÇJ et ae /scF. Or, p&^pF+pD.

Donc jpc^ -.Pi E-\~pD. On en conclut quei?5i?^ ptE4~pD.

Or, il est évident que p5E^p1E et j5E^pD. Finalement,

D'autre part, il est clair que pD<_p±E. Par conséquent
5E ^pt È

2. Il nous reste encore à trouver une relation plus étroite
entre j?cE et pE, d'une part, et entre pxE} p2E d'autre part ce
qu'on fera dans le chapitre II.

Toutefois, on va démontrer ce

*) Si Ton n'admettait pas l'axiome de Zermelo, la dernière conclusion
ne serait pas permise (voir la note 3*8),
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L e m m e 10. Si PiE=p2E pour tout ensemble ordonné
continu E, alors ptE = p.2E pour chaque ensemble ordonné E.

Il s'agit donc de prouver que l'égalité

(1) PiE

est vraie pour tout ensemble ordonné E si elle est vraie pour
tout E continu.

L'égalité (1) étant évidente pour des E finis, supposons que E
est infini. Déplus, à cause des égalitésjp» / I/2?=#.;i?pour / = 1,2,6)
d'une part, et du fait que l'ensemble IV E est non-lacunaire et
sans aucun saut de seconde espèce, d'autre part, on peut se bor-
ner à l'étude des E infinis, non-lacunaires et sans aucun saut
de seconde espèce. Soit donc E un ensemble ordonné infini, non-
lacunaire et sans aucun saut de seconde espèce. A la suite des
lemmes 2 et 7, on aura p2E=p/LE et p2sE—pésE.

L'ensemble E étant sans aucun saut de seconde espèce,
on a, d'après le lemme 4', ces égalités:

(2) Pi E = 2h s E et Jh E = Ih s E

On en conclut que p2E=p±sE.
D'autre part, sE étant continu, on a, par hypothèse,

pxsE = p2sE. A la suite des relations précédentes, on a donc
px s E =p2 sE = p±sE ^p± E —po E et en particulier p1sE = p2E.

La dernière relation, vu la relation (2), nous donne fina-
lement l'égalité cherchée.

L e m m e 10'. Si la borne supérieure p2 E est atteinte pour
tout E continu, elle est atteinte pour tout ensemble ordonné E.

Soit E un ensemble quelconque; en désignant par I l'en-
semble des points isolé de E, on a deux cas:

Premier cas; p I^p2E; il est clair alors que la borne
p.ÀE est atteinte parce qu'il suffit de considérer les éléments dé
I comme intervalles non-vides de E.

5) II va sans dire que le signe fyE veut dire 1(VE),

publications mathématiques IV,
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Second cas. $I<p2E. En posant F^=E—/, on voit que Pen-
semble S F est dense, et par conséquent, l'ensemble IV (F) est
continu. Par hypothèse, il y a une famille S2' d'intervalles non-
vides de IVF telle que p2lV'F=j?c^'. D'autre part on conclut
de proche en proche, que p%lV F=.p2V F=p2F^-])%E.

Or, chaque intervalle M de IVF contient un intervalle
non-vide Mo de l'ensemble F; si l'on désigne par M2 Pinter-
valle de E ayant les mêmes extrémités que l'intervalle Mo de F
et si Pon désigne par S^2 l a famille des M2, M parcourant les
éléments de cS27", on voit que S^z est une famille disjonctive d'in-
tervalles non-vides de E telle que p^^—pS^ et à la suite des
égalités précédentes: pSr

2=p2E.
Les deux lemmes précédents donnent ce

T h é o r è m e 2. Si, quel que soit Pensemble ordonné con-
tinu E, il existe une famille disjonctive & d'intervalles extraits
de E tels que jp 3^ = p± E, il en est de môme quel que soit
Pensemble ordonné.

Le problème si, pour des E continus, la borne supérieure
p2E est atteinte et si elle est égale à p1E, se réduit, comme
on le voit, à cette question: soient £ u n ensemble ordonné con-
tinu et cS2^ une famille d'intervalles déterminant E; existe-t-il
nécessairement une sous-famille disjonctive de cS^ ayant la
puissance p± E? (Problème sur la structure cellulaire de continus.
Cf. la note 11 dit Complément).

Cette épineuse question nous occupera dans la suite de
ce travail.



CHAPITRE II

ENSEMBLES ET TABLEAUX RAMIFIES.

En généralisant la notion de relation d'ordre introduite par
G. Cantor, on va définir la notion de relation de ramification en
s'inspirant de l'idée de subdivision (bipartition, tripartition, etc.)
qui intervient dans un grand nombre de démonstrations clas-
siques. On en déduira la notion d'ensembles et tableaux ra-
mifies.

§ 8. Généralités.

A. . D é f i n i t i o n d e s e n s e m b l e s e t t a b l e a u x
r a m i f i é s .

1. Relation de cotnparabUité W. Soient < une relation d'ordre
quelconque1) et > la relation d'ordre inverse de < ; comme d'ha-
bitude, == sera le symbole pour la relation de l'identité. Par
conséquent, si a — ô, les éléments a, b joueront partout le môme
rôle et chacun d'eux sera toujours remplaçable par l'autre; si,
par exemple a====b^ b^c, alors on aura a^c.

Remarquons que les relations < , > , = sont deux à deux
incompatibles,2)

1) Pour la terminologie, voir le § 1.

2) Deux relations binaires 1?̂ , 7?2 sont dites imompatihies si Ton n'a
jamais a 2?-j b et a R2 b.
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Ceci étant, la relation de comparabilité — qu'on désignera
par ^ — sera la somme logique*) des relations < , > , -~ ; autre-
ment dit, le signe a ^ b voudra dire que ou bien a < b ou bien
a> b ou bien« = &; on écrira: ^ = ( < + > + - - ) .

On voit que la relation ^ est symétrique c'est-à-dire:
si a ^ b alors b ^ a. Par conséquent, le si^ne a =& b pourra être
lu „a et b sont comparables (entre eux)".

On voit aussi que =̂  est une relation réflexive; seulement
elle n'est pas nécessairement transitive (Cf. le lemme 2).

Cela posé, on voit que le chapitre précédent était consacré,
au fond, non pas à l'étude de la relation d'ordre < , mais à la
relation de comparabilité et aux ensembles ordonnés, ceux-ci
étant définis comme des ensembles E dont tout couple de points
était comparable c'est-à-dire tels que: si asE, bsE, alors a =»&.

2. Relation de disjonction \\ . Une relation binaire symétrique
et anti-réflexive sera appelée relation de disjonction ou relation
disjonctive et désignée par le symbole (deux traits verticaux). A cause
de sa symétrie, le signe a || b pourra être lu „a et b sont dis-
joints", „séparés", „incomparables" etc.

Par exemple, la négation de la relation d'identiti est une
relation disjonctive Si //, B sont deux ensembles et si la phrase
„AB=^0 sans que A = B=OU est désignée par A || 5 , on obtient
de nouveau une relation de disjonction4).

Remarquons que les relations = et || sont entre elles in-
compatibles.2)

3. Relation de ramification *. Soient =̂  = (<-+•> + —)un6
relation de comparabilité et j| une relation de disjonction quel-
conques satisfaisant à la condition d'être incompatibles entre soi;
cela veut dire que les relations < et !| sont, entre elles, incom-
patibles. Alors la somme logique des relations ^ et [j sera dite
relation de ramification et désignée par * si la condition suivante

3) Soi t C 5 ^ une famille de re la t ions b ina i r e s ; la somme logique des re -
ations appartenant a r ^ sera la relation R définie comme suit : le signe

aRb voudra dire qu'il y a au moins une relation p appartenant a ^ telle
que aob. On voit que s i ^ ' est composée des relations deux à deux incompa-
tibles, les mots „au moins une" dans la phrase précédente sont remplacés
par „une et une seule".—

4) D'où l'expression „relation disjonotive" (voir la note 7*1).
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'est vérifiée: C : Si a < c et b < c alors a *& b c'est-à-dire: si
a<c et 6 <c, alors ou bien a—Eô ou bien a < ô ou bien a > ô ;
ou en paroles: deux éléments, ou points, précédant un même
point sont comparables entre eux.

Pour marquer la dépendance de la relation de ramification *
des relations élémentaires " " , < , > , || dont elle est compo-
sée, on écrira * -^ ( = , < ,> , |j ).

Une relation de ramification sera dite relation de ramifi-
GBlionjlégénérêe si la condition suivante est vérifiée:

C: Si c<tf, c<b alors a^b; c'est-à-dire: deux points
succédant à un même point sont comparables.

Par exemple, chacune des relations —, < f > et || est une
relation de remification dégénérée.

Remarque 1, Si Ton désigne par ~ une relation de clas-
sification quelconque (voir le § 1) et si Ton considère la somme
logique des relations ~ , <, > et || , celles-ci étant supposées
deux à deux incompatibles et liées entre elles par des condi-
tions simples et naturelles, on obtient-la notion de la relation
de ramification générale. Dans un travail particulier, on en mon-
trera la structure logique.

4. Ensembles ramifiés. Un ensemble de points, E, sera dit ra-
mifié relativement à une relation de ramification * = ( = , < , > , ||)
ou rangé par rapport à la même relation de ramification •*, si,
quel que soit le couple d'éléments a, b de E, on a a * b. Dans
la suite, on dira simplement que E est ramifié et on sous-en-
tendra toujours qu'il est ramifié par rapport à la relation * dé-
finie si-dessus (cf. la Note 1 du Complément).

Exemple: A étant un arbre généalogique, si a s A et b t A>
désignons, respectivement, par a ^^ b et Q \\ b les faits que a, b
sont respectivement en parenté directe ou collatérale; on voit
qu'alors A est un ensemble (et même un tableau [voir ci-après])
ramifié; toutefois, on convient que, dans A, il n'y pas de rela-
tion „ôtre époux" c'est-à-dire que tout élément de A peut, de
lui-même, avoir des descendants.

Dans la suite de ce §, la lettre E désignera un ensemble ramifié
quelconque.

On dira que E est un ensemble ramifié dégénéré si la re-
lation * par rapport à laquelle l'ensemble E est ramifié est dé-
générée; par exemple, tout ensemble ordonné est un ensemble ra-
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inifié'dégénéré. En particulier, on pourra parler des sous-ensem-
bles ramifiés et des sous-ensembles ramifiés dégénérés dhm ensem-
ble ramifié E: ceux-ci sont des sous-ensembles F de E pour les
points_«, b, c, d, desquels la relation * vérifie aussi la condi-
tion C. Les sous-ensembles F de E ne contenant aucun couple
de points incomparables seront dits monotones (ou ordonnés). Un
sous-ensemble F de E sera dit disjonctif (voir la note 7*1) si
pour aucun couple de points tf, b de F on n'a a < ô (ou #>ô): on
a, par conséquent, soit a -- b soit a II b; en particulier, un en-
semble de points sera dit disjonctif si pour chaque couple de ses
points a, b on a ou bien a — b ou bien a \\ b.

Il s'en suit que chaque ensemble monotone ou disjonctif
est ramifié et dégénéré; en particulier, l'ensemble vide et chaque
ensemble composé d'un seul point sont monotones, disjonetifs
et ramifiés et dégénérés.

La notion de sous-ensembles dégénérés d'un E jouera, dans
la suite, un rôle important.

L e m m e i. Si a II b, a < c, b <d, alors c || d,5)

II est évident qu'on peut se contenter de prouver que: si
« II &, «<c, &<d, alors c \\ d. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi.
On aura c * d donc soit c—.d soit c<id soit e> d.

A cause de la condition C, chacun de ces trois cas amène
à une contradiction comme on le voit aisément.

L e m me 2. Pour qu'un E soit dégénéré, il faut et il suffit
que la relation de comparabilité ^ soit transitive.

5. Définition fondamentale, a étant un point d'un ensemble
ramifié E, la portion a de E sera l'ensemble de tous les points
x de E tels que x non a, autrement dit c'est l'ensemble de
tous les points ô,c de E tels que b < Û < C ; la portion a de E sera
désignée par [Q]E OU [a]. II s'en suit que as[a]E.

Le mm e 3. Pour qu'un ensemble ramifié E soit dégénéré, il
faut et il suffit quey quel que soit le point a de E, la portion [a]
de E soit monotone.

5) Remarquons que a^c veut dire soit a < c soit a^c.
Dans la définition primitive de la relation de ramification *, le lemme 1

était une condition imposée à •»;' la simplification précédente est due à
M. J. Karamata.
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E étant dégénéré, supposons qu'il existe un point a de E
tel que [a] n'est pas monotone e'est-à-diro qu'il existe deux
points m, n appartenant à [a] et tels que m \ n. Il est clair que
a ne peut coïncider ni avec m m avec n. Alors, quatre éven-
tualités sont à envisager:

1° m < a , / / < a donc m non || n à cause de la condition C;

2° a^>m, a<Cn donc m non il n à cause de la condition C,

3° m<a, a<^n donc m<n à cause de la transitivité de <,

4° n < a, a<m donc n<^rnh cause de la transitivité de <.

On n'a donc jamais m II n contrairement à la supposition.
D'autre part, E étant ramifié et tel que [Q]E soit mono-

tone pour tout point a de E, on voit aisément que la condition
C est vérifiée.

L e mm e 4. a, b étant deux points d'un E dégénéré, alors
[à\E = [b]E ou [a}E || [Ö]E suivant que a non II b ou a || Z?.6)

On en déduit ce lemme qui nous montre la structure des
E dégénérés:

L e m m e 5. Chaque ensemble ramifié dégénéré est composé
d'une famille d9ensembles monotones deux à deux incomparables.*)

6. Intervalles, segments, portions, noeuds.
a étant un point de E, les symboles ( . , O)E, (., CI]E, (a, ,)E

et [CI9.)E sont définis exactement comme dans le § 1; ils por-
teront le même nom qu'auparavant. En particulier, l'intervalle
gauche a de E c'est-à-dire l'ensemble {^a)E est l'ensemble de
tous les points x de E tels que x<Ca; le segment droit a de E
est l'ensemble de tous les points b de E tels que a < 6.

On voit que [a]je= (. ,Û)JB+[O , .)-»•
La notion de portions droites et gauches de E est définie

comme dans le § 1.
Toutefois, il faut préciser le champ de validité delà notion

d'intervalles de E et, par conséquent, aussi celle de portions de E.

6) Deux sous-ensembles M, N d'un ensemble ramifié E sont dits incompa-
rables, ce qu'on peut désigner par M \\ N, si, quel que soit le point m de M
$t quel que soit le point n de JV, un a m\\n.
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L'intervalle ah ou ba de E qu'on désignera par (a9- b)g ou
(b O)E sera l'ensemble de tous les points x do h tels que
a<x<b si Û < 6 et Û > A * > Ô si a>/>.

On voit alors que la notion d'intervalle de £" ne sera dé-
finie que pour des points éventuels a, b de £ tels que soit û< 6
soit a > b.

La notion de portion de Ey les symboles [a, 6)/,;, [a, 6]$ et
(tf,#]i? sont définis comme dans le § 1.

Les intervalles gauches et droits de E et les intervalles
proprement dits de E peuvent être appelés, en commun, inter-
valles de E.

On aura fréquemment besoin de la notion d'un noeud de E:
soit a un point de E: l'ensemble de tous les points x de E tels
que (.,*).»= (. ,Q)E sera appelé noeud a de E et désigné par \CL\E •

L e m m e 6- a. Chaque intervalle (segment) de E est un
sous-ensemble monotone de E,

b. Chaque noeud de E est un sous-ensemble disjonetif de E.
7. Espaces ramifiés. Nous nous contentons de définir seule-

ment des espaces-tableaux ramifiés: la définition des espaces ra-
mifiés parraîtra ailleurs. Soit T un tableau ramifié quelconque
(voir ci-dessous); à tout point a de T on fera correspondre la
famille S^a de ses voisinages ceux-ci étant des ensembles

Or—( a , - )T, Z parcourant (x,a]T, x étant un point quel-

conque da T tel que x -- a; en particulier, si (. ,a)ir = 0, la fa-
mille c^rt sera composée du seul pointa. La détermination des
S^a pour les a de 1 implique la définition des points d'accu-
mulation des sous-ensembles de T\ on obtient ainsi un espace
bien déterminé qu'on désignera par eT?)

8. La notion de première, rangée de E. On dira que E a une
première rangée de points si, quel que soit le point a de E, l'en-
semble ordonné (. , <X\E a un premier point; alors, la première
rangée de E, qu'on désignera toujours par RQE, sera l'ensem-
ble des premiers points des segments (. ,#]#, a parcourant les
points de E.

7) Pour la définition exacte de la dérivation des ensembles à partir
de voisinages, voir E. A., p. 172. Quant à la définition de eT cf: la définition
originelle de Baire de son espace GQ (voir la note 6i2), aussi bien que la
définition des espaces bien ordonnés,
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L e m m o 7. Si E aime rangée Rö E d'éléments, premier colle-
ci est caractérisée comme un sous-ensemble disjonctif'r de E tel
que tout point de l'ensemble E—F soit précédé par un (et par
conséquent un seul) point de Fs).

D'une façon analogue, on introduit la notion de dernière
rangée de E: on dira que E a une dernière rangée di points s'il
existe un sous-ensemble disjcnctif F de E tel que tout point
éventuel de E—F précède au moins un point de F. Cependant,
on n'en aura pas besoin dans ee qui suit: nous la mentionnons
uniquement parce qu'elle nous permet d'introduire Iti notion
des bornes supérieure et inférieure d'un sous-ensemble non-vide
de E et, à partir de celle-ci, la notion de lacune de E; etc
(la définition d'une coupure de E est la même que dans le cas
des ensembles ordonnés) 9).

9. Tableux ramifiés. Rang. Un ensemble ramifié ou rangé sera
dit tableau ramifié ou ensemble bien rangé si chacun de ses sous-
ensembles non-vides a une première rangée d'éléments; l'ensemble
vide sera considéré aussi comme un tabl-au ramifié,

Exemple: tout arbre généalogique est un tableau ramifié
(voir la section 4).

Lena m e 8. Pour qu'un ensemble ramifié soit un tableau
ramifié, il faut et il suffit que chacun de ses sous-ensembles ordon-
nés soit bien ordonné.10)

Dorénavant, on ne s'occupera que des tableaux ramifias;
la lettre T désignera un tableau ramifié quelconque,

8) C'était notre définition primitive de RQ E: la définition du texte
est due à M. Fréchet .

9) Voici par ex., la définition de la borne supérieure relativement à
E d'un sous-ensemble non-vide F de E; soit tout d'abord Gj l'ensemble de
tous les points de F qui ne sont suivis par aucun point de F: soit ensuite
G% l 'ensemble de tous les points aaE — F tels que (. , Û)F^).{) et que, quel
que soit le point x de (. , a)E, on ait (x, Q)F Z) 0 ; alors, la première rangée
G de la réunion Gj-j-G2 sora dite borne supérieure de F; celle-ci sera dite
complète si F Q 2 (• • fl]A'» a parcourant les points de G. 11 est clair qu'on

a

peut avoir G--0 , et alors, FJ sera lacunaire. 11 est à remarquer qu'un sous-
ensemble, même monotone, de E, peut avoir une borne supérieure ayant
une puissance quelconque. Au contraire, la borne inférieure de tout sous-
ensemble monotone de E est composée d'au plus un point de E.

10) La seconde moitié de ce lemme est due h M. Fréohet qui l'emploie
comme définition des tableux ramifiés,

fy
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Remarquons que R0T désigne, diaprés la définition, la pre-
mière rangée d'éléments de T. Voici un procédé pour-bien ran-
ger un tableau:ramifié 7:

La rangé O de 7, qu'on désignera pari?07, sera la première
rangée de 7; supposons que les ensembles Ri T sont détermi-
nés pour tout |<Ccc et que 7 contient au moins un point qui
n'est contenu dans aucun des ensembles /?§ 7, .£<<*; alors la
rangés a de T qu'on désignera par Ra T sera la première rangée
de 7— HR$T c'est-à-dire /?«7-/?0(7--~I]#s7).

Le type ordinal (et non pas la home supérieure) de Vensemble
des nombres ordinaux a. tels que RaTDO, sera dit rang de 7
et désigné par y 7 ou y.

Noter que tout sous-ensemble monotone de 7 est bien or-
donné; par conséquent, les phrases „tableau monotone de rang
a*' et „ensemble bien-ordonné dont le type ordinal est a" veu-
lent dire la même chose.

L e m m e 9. Chacune des rangées de 7 est un sous-ensem-
ble disjondif de 7; si û est un point de RaT, ct<Ty7, Tinter-
valle (., a)r est un ensemble bien-ordonné de type ordinal a
ayant avec chacune des rangées R$ T, (f< a), un et un seul point
en commun. Tous les points d'un noeud quelconque de T appar-
tiennent à une même rangée de points de T.

10. Longueur et h rgeur de 7. Les nombres cardinaux pyT et
p r y 7 (voir le § 2) seront appelés respectivement longueur et
longueur réduite de T. Pour abréger, on désignera p RaT par
ma T ou même par ma. La borne supérieure des puissances
ma T sera appelée largeur de T et désignée par mT ou m.
Exemple: Désignons par 7 l'ensemble des types ordinaux des sous-
ensembles proprement dits de Fenscmble des entiers (positifs
et négatifs), les signes=, < , > , ayant la signification habituelle
(voir la déf.: 1*14); on a y 7~œ + 1 , ma 7 = Ipour tout a<co; la ran-
gée Rœ7 est composée de œ et tu*. (Cet exemple est dû à M,
Fréchet; voir son Arithmétique de Vinfini (Actualités Sel et in-
dustrielles, 144, 1934 p. 25).

Il est à peine nécessaire de rappeler que pT désignera la
puissance de 7; on a donc pT ^^maT. Si p 7 > ^ 0 , . 7 sera
dit infini; autrement, il sera fini, a<?T
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Le m m e: 10. Quel que soit le nombre ordinal a < y, ]$
rang yT est la borne supérieure des rangs des portions [a]r,
a parcourant les éléments de RaT.

L e m m e 11. Quel que soit le tableau ramifié infini T, on
a pT =

11. Classification des T. Le plus grand nombre ordinal de se-
conde espèce ne dépassant pas le rang y de T sera appelé pseudo-
rang de T et désigné par y' T ou y'. Autrement dit, le nombie
y' est défini par l'équation y = cuy'-]-/?, fl étant < tu,

Si, en particulier, y est de seconde espèce, on aura y ' ^ y.

T sera dit large s'il y a un a < y tel que rna^pz\\

T sera dit étroit si mT <^pxy' et si, de plus, mT<i^ dans
le cas où zx' = ^+h P' étant un ordinal quelconque.

Si T n'est ni étroit ni large, il sera dit ambigu.

Le tableau vide peut être considéré comme large. Du re-
ste, ce paradoxe ne nous occupera pas dans la suite. (Avec,
l'ensemble vide on peut faire, d'ailleurs, tout ce qu'on veut),
On vérifie que tout tableau fini est large; de môme, si yT<,tü.
T est large.

L e m m e 12. Pour tout tableau infini non-large 7, on a
pT=pxT (voir le lemme précédent).

Le m me 13. T étant un tableau étroit, il y a un a<^yT
tel que mT<Cpa.

T h é o r è m e 1. Pour qu'un tableau ramifié T soit ambigut,,
il faut et il suffit que mT=^ si ty / = a)[3+1 et mT^piy',
m^T<jnT pour tout a < y T si ty ' est un nombre inaccessible
(voir le § 2).

Que la condition soit suffisante c'est évident; prouvons donc
qu'elle est nécessaire.

Autant que T est non-large, on a niaT<Cvx\r pour tout
a < y donc mTKpx\f: -d'autre part, T étant non-étroit, on a

y'. Si ty' est innaeeessible, on en conclut que m^<,m
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et m^=zpx\\ Si ry' n'est pas inaccessible c'est-à-dire si
TT'J==tü

t3-{-l, (P^O), on voit que m^^ et par suite /77=*Np, sans

quoi on aurait m^^^i donc aussi ///a jT>Xp+i pour au moins
un cc<y, ce qui est absurde, T étant non-large.

La classification des tableaux ramifiés en tableaux larges,
étroits et ambigus se montrera très utile et naturelle.

12. Suites ramifiés. Un tableau ramifié T sera dit suite ramifiée
si. quel que soit le point a de 7*, la portion [a] de T a le même
rang que le tableau T lui même; c'est-à-dire si y \O\T — YT pour
tout a e T.

L e m m e 14. Pour qu'un tableau ramifié T soit une suite
ramifiée, il faut et il suffit que, quelle que soit la rangée R de
7*, on ait J T = 2 [°]T>

 a parcourant tous les points de /?.

Dans la suite, on aura besoin de ce

T h é o r è m e 2. T étant non large, T contient une suite
ramifiée non large S ayant le même rang que le tableau 7* lui-
même; si, en particulier, T est étroit, la suite 5 Test aussi.

Il est clair qu'on peut supposer que le rang y de T soit
un ordinal de seconde espèce c'est-à-dire qu'on ait y '=y. Cha-
que rangée R de T contient un poiut a tel que y [tf]r= y En
effet, d'après le lemrne 5, on a yT=boine sup. y[<v]r, # par-
courant les points de R. D'autre part, T étant non-large, on a
pR<ipry; par conséquent, on ne peut pas avoir y [ ] r<yrpour
tout point a de /?, parce qu'alors \T serait la borne supérieure
d'une suite de type < ry de nombres ordinaux < y ce qui est
absurde.

Ceci étant, soit S l'ensemble des points a de T tels que
y[a]r= yT; on vient de prouver que OC RaSCRa T pour tout
a<y7"; par conséquent, y5==yr.

Il s'en suit que «S est un tableau non-large et, en parti-
culier, étroit si T est étroit. Il s'agit encore de voir que S est
une suite ramifiée c'est-à-dire que y[a]* = yS pour tout poin*
a de Sf
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Supposons, par impossible, qu'il existe un point a de S
tel que r H ^ < r S = y 7 ; cela voudrait dire qu'il existe un nom-
bre a<CyT tel que Ra T ne contient aucun point de [a]s bien
que Y[-9]T = YT. Or, il est clair que, de plus, le tableau [a]r est
non-large et, par conséquent, Ra[a]r contient au moins un point
b de [a]r tel que J /[ô]j )=yD, D — [a]T; le point b appartiendrait
à 5 donc btRa[a]s; contrairement à la supposition que Ra [û]ar-0
c. q. f. d.

13. Noeuds de première et de seconde espèce. Suites totalement et
compléteront ramifiées. On sait qu'un noeud quelconque de T
appartient à une môme rangée do T; il est alors commode de
poser cette définition: Soit N un noeud quelconque de T; on
dira qu'il est de première ou de seconde espèce suivant que le
nombre ordinal a tel que NCRaT est de première ou de se-
conde espèce.

Une suite ramifiée sera dite complètement (totalement) rami-
fiée si chacun do ses noeuds (de première espèce) est composée
d'au moins deux points distincts.11)

Remargue 2. Les points de T peuvent, par la môme con
vention, être déclarés comme étant soit de première, soit de
seconde espèce.

On voit que pour qu'un T^)0 soit totalement ramifié, il
faut et il suffit que quoi que soit le point a de T, on ait ou
bien R0(a,.)T—0 ou bien pR0(a,.)T> 1.

L e m m e 15. Quelle que soit la suite totalement ramifiée
T, on a pRa T^pa pour tout a < y 7 \

En effet, a étant un point de RaT, désignons par a% le
point (unique) de R§ T tel que a$ < a pour tout £<a; soit
un point quelconque de R^r\T tel que a^<Car^4r\ et

il) Si chaque noeud de seconde espèce de T est composé d'un seul
point, on voit que la borne supérieure de chaque sous-ensemble monotone
non-vide de T est composée d'un point de T au plus. D'ailleius, on peut
prouver cette proposition: E étant un ensemble ramifié, il existe un ensem-
ble ramifié non-lacunaire E contenant E comme une partie partout dense
sur Ë e t jouissant de la propriété que la borne supérieure de chaque sous-
ensemble monotone non-vide de Ë est composée d'au plus un point cte J$
Par exemple, tout continu cyclique plan, cas réduit, de M. A. Denjoy est un
ensemble ramifié dense et non-lacunaire et tel que la borne supérieure de
chacun de ses sous-ensembles ordonnés non-vides est un point bien déterminé
(voir C. R. 197, 1933, p, 570).
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,11 clair que 0^4.1 II a's2+i si a > ^ § £ 2 < a. Or, T est une suite
ramifiée, et par conséquent; pour tout £<cc , il y a un point
ô|+i de Ra T tel que a i + i < ô ^ i . Puisque les a§+\ sont, deux à
deux, incomparables, les b^{ le sont aussi.

Si a est infini, il est clair que la puissance de l'ensemble
B des points 614.1, | < . c c , est égale à p a; étant donné que
BCRaT, on en conclut que pa^pR((T. La dernière relation
étant évidente si a est fini, le lemme est complètement démontré.

T h é 0 r è m e 3. a. Chaque suite (totalement) ramifiée dont
le rang est fini est large; en particulier, chaque suite finie (to-
talement) ramifiée est large.

b. Il n'existe aucune suite étroite totalement ramifiée.

c. Quelle que soit la suite ambigue totalement ramifiée S, le
rang y de'S est un nombre régulier c'est-à-dire tel que r y = y.

Les trois cas a, b et c peuvent être énoncés de la manière
suivante:

Quelle que soit la suite totalement ramifiée S dont le rang est
un nombre de seconde espèce, elle est ou bien large ou bien am-
biguë; dans le second cas, le rang de S est un nombre initial ré-
gulier. Le cas a étant évident, le cas/? étant une conséquence
Immédiate des lemmes 8 et 11, prouvons le cas c du théorème
c'est-à-dire que, S étant une suite ambigue totalement ramifiée
telle que y' = y, le rang y est régulier.

Supposons que t y < y ; on aurait pRryS^prx, ce qui est
impossible, la suite S étant non-large.

On aura besoin de ce

T h é o r è oie 4. Quelle que soit la suite étroite ramifiée S
dont le rang y est un nombre de seconde espèx, il y a un nombre
a < y tel que, pour tout peint a de RaS, la portion [a] de S soit
monotone; ce qu'on peut exprimer encore en disant que la suite donnée
S ne se ramifie plus du tout à partir de la rangée ROS.

Soit «S une suite étroite ayant pour rang un nombre or-
dinal y de seconde espèce.
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Pour aboutir à une contradiction, supposons que pour toui
a<f, il y a un point asRaS tel que la portion [a]^ne soit mo-
notone c'est-à-dire telle que m[a]s > 1.

Premier cas: y est régulier: Désignons par R0T l'ensemble
de tous les points a de Ro S tels que m [a]s > 1. Supposons que
les ensembles R§ T sont déterminés pour tout | < a , a étant un
ordinal quelconque < y . On va déterminer l'ensemble Ra T de
la façon suivante: si a est de première espèce, on posera

iah < a parcourant les points de /?«~i T, aa désig-

nant, pour un a donné, le plus petit nombre éventuel I te l que
ms[a]s>l.

Si ce est de seconde espèce, soit a' la borne supérieure
des nombres i> tels que RVS contient au moins un point de
l'ensemble 2/?> T. Puisque S est une suite étroite et y régu-

lier, il est clair que ct'<y. Alors, Ra T désignera Fensemble de
tous les points a de Ra, S tels que m[o]s > 1.

Il est clair que, dans les deux cas, pour tout a <y , on

a RaTDO. En posant T = 2 RaT, on voit que T est un ta-

bleau ramifié dont la rangée ec est RaT pour tout a < y. De
plus, on voit que, a étant un point quelconque de T, on a ou
bien (a, ,)T=0 ou bien ÏTÎQ (a, .)T:->'h On voit aussi que T est
étroit parce que, d^une part, y T = y 5 et, de Fautre, pour tout
a < y, il y a un nombre a0 tel que a <^ a0 < y et ma T ^ maQS,

Or, soit p un nombre quelconque tel que m.S <p £ < p y;
on peut supposer que [3 est de seconde espèce (voir le lemme
8*8); b étant un point quelconque de R{$ T, soit, pour tout
I «<•'?, Tà^le point: (déterminéd'une manière unique) de R§ f tel
que a^<b. Il est clair que ö | ^ - ^ i c'est-à-dire (a^,.-;) 3 0 et, par
conséquent, m{) (a$, .)T> 1.

Soit, alors, pour tout | < p donné, b$ un. point de
RQ(aç.,)T, 'distinct de'aç+\. 11 est claire que Fensemble E des
points bs, § <OL, est disjonctif et que p E - p j3> m S. Soit a la
borne supérieure des' nombres r\ tol^ que RVS contient au
moins un point de E; puisque pE^mS<pY, on aura a < y
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(y étaat régulier). Or, S étant une suite ramifiée, il est clair
que, quel que soit le point b$ de f il y a un point d$ de Ra+\S
tel que b^<d$. Les points b$ étant deux à deux incomparables,
les points d$ le sont aussi et on aurait ma\\ S^ pE donc
mn+\S> m S ce qui est absurde.

Autrement dit, la suppositien que pour tout a < y, il y ait
un point a*RaS tel que m[û]s*> 1 est impossible.

Second cas. y esi singulier c'est-à-dire tel que t y < y. S
alors a0 <[ a, . . < a ^ < , . . , £ < ry, est une suite de nombres
ordinaux croissants < y ayant y pour borne supérieure, on
considère tout d'abord la suite S;> •=-•=• £] Ra S qui vérifie les

conditions du cas précédent.

Si alors a,, est un des nombres es tels que [o]so est mo-

notone pour tout point a de Ra S0, il est clair qu'on a auss

m[a\s = 1 pour tout point a de Ra.S.

T h é o r è m e 5. Chaque suite ramifiée étroite a la même
puissance qu'un de ses sous-ensembles ordonnés (monotones).

S étant uno suite étroite, on a. tout d'abord, pS~pyS (voir
le lemme 8*12). D'autre part, il y a un ÖS S tel que la portion [a]s

soit monotone. En effet, si yS est un ordinal de première espèce,
a peut être n importe quel point de la rangée /?r_iS; si le
rang de S est de seconde espèce, l'existence de a résulte du
théorème précédent.

Ceci étant, il est clair que p[a]s--pS et le sous-ensemble
ordonné [a]$ répond aux conditions du théorème.

T h é o r è m e 5his. f lhaque tableau ramifié étroit a la même
puissance qu'un de ses sous-ensembles ordonnés. (C'e«st une
conséquence des théorèmes 2 et 5).

B. F a m i l l e s e t t a b l e a u x r a m i f i é s d' e n -
s e m b l e s .

Dans se qui précède, on a défini les ensembles et tableaux
ramifiés d'éléments quelconques. Si les éléments d'un ensemble



Ensembles ordonnés et ramifiés 81

ramifié sont eux-mêmes des ensembles, et si alors lea relations
< , > etj| veulent dire respectivement D („contient au sens
strict'4), C („contenu au sens strict'*)» et ,,ôtre deux ensembles
disjoints sans être vide tous les deux", on obtient la définition
de familles ramifiées d'ensembles et, ensuite, celle de tableaux
ramifiés d'ensembles. En même temps, on voit que la condition
C est, dans ce cas, remplie automatiquement. Voici la définition
précise:

1. Une famille d'ensembles sera dite ramifiée si les éléments
dont elle est composée sont ou bien deux à deux disjoints ou
bien tels que l'un d'eux contiendra l'autre comme sous-ensemble
proprement dit; ensuite, chaque famille d'ensembles composée
d'un élément au plus, sera dite ramifiée.

On voit que les familles monotones et disjonctives d'ensembles
sont deux cas particuliers des familles ramifiées d'ensembles.

Pour arriver à la notion de tableaux ramifiés d'ensembles,
il faut définir la notion de première rangée d'ensembles: on dira
qu'une famille ramifiée &' d'ensembles a une première rangée
d'ensembles s'il existe une (et par conséquent une seule) sous-
famille disjonclive ƒ de &' telle que tout élément éventuel de
S^—ƒ est contenu dans un (et donc un seul) ensemble appar-
tenant à ƒ.

Alors, la définition d'un tableau ramifié d'ensembles est
exactement la même que celle des tableaux ramifiés quelcon-
ques. Si, par exemple, T désigne un tableau ramifié de points,
la famille des ensembles (a,.)r et fa,-)*1, fl paicourant Tes t
un tableau ramifié d'ensembles. Si g' désigne un tableau ramifié
d'ensembles, les signes yg% /?(Xg% (A, .)-. si A e F, ?£Ro(A,.)~

si 4egf, etc. sont bien définis; par exemple A étant un ensemble
appartenant à g\ le signe (A,.) représente la famille de tous
les éléments A7 de r tels que AD X. Alors, il est clair que,
quel que soit l'élément ,4 de g*, ou a A J ][](J4, ,)g. et, en par-
ticulier A D 2 Ro {Ay .ïg,; de même n (., A)¥3 A,

2. Définition des tableaux ramifiés complets d1 ensembles:
Publications mathématiques IV.
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Un tableau ramifié g* d'ensembles sera dit complet si ces
trois conditions sont vérifiées:

I. La réunion des ensembles de g* est un élément de g*
c'est-à-dire 2 & s S";

IL Quel que soit Y ensemble A appartenant àg* et ayant
au moins deux points, on a / ^

III Quelle que soit la sous-faniille monotone ƒ de g*, la
partie commune des ensembles de ƒ est un élément de g* c'est-
à-dire Fl/sg* (sauf éventuellement, si FIƒ= 0).

Remarque 3. On voit que dans la condition II, on peut
supprimer la lettre RQ.

g* étant complet, on voit que la première rangée do g*
est constituée d'un seul ensemble, à savoir 2 g*; l'ensemble
vide est, en général, un élément de gr; on voit aussi que, quel
que soit l'élément A de seconde espèce de g* c'est-à-dire tel que
le nombre a vérifiant AeRa& et a > 0 est de seconde espèce,
on aTl(.-, v4)g. = /4; c'est une propriété utile parce qu'il s'en

suit l'unicité de la borne supérieure (éventuelle) des sous-fa-
milles monotones de g* (voir la note 11),12)

Lemme 16. 'g étant un tableau ramifié complet d'ensembles
chaque point de Vensemble 2 g* est un élément de g\

II est clair qu'on peut supposer que Fensemble 2gT est
composé d'au moins deux points; alors a étant un point de
2 ^ , il est clair que la famille 3^ des éléments X de S^ tels
que a e X est non-vide et monotone, et que, à la suite de la
condition III, l'ensemble F—néF est un élément de g* tel
que a e F. Si pF== 1, cela veut dire que a e g* et tout serait
démontré. Supposons que pF>\\ alors, à la suite de la: con-
dition H, la sous-famille disjonctive Ro (F,.) de g* contiendrait

un ensemble A tel que as A et A G F. Par conséquent, A serait
un élément de la famille \9^ définie ci-dessus et on aurait

12) Voir N. Lusin (Travaux de l'Institut Stekloff, tome V pp. 139-U7
où un tableau d'ensembles, ou mieux encore, un tableau ramifié de cribles
est donné (cf. ,tle problème des cribles'* ibid. p. 147).
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FQA ce qui est absurde. On a donc pF==l et par conséqueEt
a e g \

Le lemme précédent nous donne un moyen simple de
construire un tableau famifié complet contenant un tableau
ramifié donné. En effet, soit g* un tableau ramifié d'ensembles
quelconque; désignons par g- la famille-réunion d'ensembles
obtenus de la façon suivante:

a) Quelle que soit la sous-famille monotone f de gf, l'en-
semble FI f sera un élément de g* (il s'en suit que g* C g");

p) I/ensemble 2 ¥ aussi bien que tout point de l'ensemble

2 ¥ sera un élément de g".

Alors, on vérifie facilement que g* est un tableau ramifié
complet d'ensembles tel que g* C gf; en particulier, si g" est
déjà complet, alors g-=g\18)

3. Voilà un procédé pour avoir un tableau ramifié complet
d'ensembles. Soit M un ensemble donné quelconque de points;
A étant un sous-ensemble quelconque de M tel que pA > 1, on
désignera par ƒ (A) une famille disjonctive quelconque de vrais
sous-ensembles de A tels que zlf(A) — A. Ceci étant, désig-
nons par Ro g* la famille composée du seul ensemble M comme
élément. Supposons que les familles disjonctives Rc g- sont défi-
nies pour tout | < a et qu'il y ait au moins un point a de M
qui n'est un élément d'aucun/?i g', § <a; il s'agit de définir la fa-
mille Ra g*. Si a est de première espèce, RŒ g" sera la famille-réunion
des familles f (A),. A parcourant les éléments de /?ft—i g" tels que
pA > 1. Si a est de seconde espèce, Ra g* désignera la famille des
ensembles non-vides de la forme n Ad ••A§,J les A§ appartenant

13) Dans le procédé a), on reconnaît le procédé bien connu d'adjonction
d'éléments idéaux à une collection d'objets donnés; il était employé aiissi
dans la note 4*7 pour combler les lacunes d'un ensemble ordonné lacunaire;
dans la théorie des espaces et ensembles distanciés, le même procédé fournit
un moyen de compléter respectivement un espace ou un ensemble distancié
(voir G. M. p. 318 et M. Fréchet, Amer. J. of Math. 50, 1928 p. 66),
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à R$W et étant tels que A$ C FI Ao >-An, quel que soit FOP-

dinal £ < a.

Alors, en désignant par g* la famille-réunion de toutes
les familles disjonetives non-vides /?agf construites par le pro-
cédé précédent, on s'assure très facilement que gr est un tableau
ramifié complet d'ensembles extraits de M.

Remarque 4. Dans le cas où la famille f {A), pour tout
ACM tel que pA > i est composée de deux éléments dont l'un
se réduit à un point de M, on voit que le tableau ^° contenant
l'ensemble vide et tous les Atfî tels que p A > 1 aussi bien
que la partie commune de tous les Ae^ tels que pA > 1, est
une famille monotone saturée de sous-ensembles de M consi-
dérée par M.E.Zermelo dans sa célèbre démonstration que
tout ensemble de points peut être bien ordonné (voir le § 4 et
E. Zerraelo, Math. 65, 1908 p. 107).

C. S y s t è m e s d e c o m p l e x e s . R e p r é s e n t a -
t i o n de t a b l e a u x r a m i f i é s d ' e n s e m b l e s .

On sait que (cf. le § 5), a étant un ordinal, tout symbole
de la forme (a0 .. a% ) ^ a est appelé complexe de rang a (as sont

des éléments quelconques); soient i4*=(aj . . a* . .)$<aj-, (/= 1,2), deux

complexes différents c'est-à-dire tels que soit al=zea2, soit que
a1 = a2 mais on n'a pas a} — a? pour tout f <a1=?a2. Si A1 est

s s

une partie initiale de A2 sans que P? soit une partie initiale de A1, on
écrira AXCA2 ou encore A2D A1; si Ton n'a ni A1*** A2niA1c. A2 ni
A^CA1, on écrira/l1 I' A2. Alors, la somme logique des relations 2==,
C, D et vérifie la condition C et est une relation de ramification;
autrement dit, tout système S de complexes est un ensemble,
ramifié et même un tableau ramifié; on voit que la première
rangée de S est constituée de tous les complexes de S ne con-
tenant, comme partie initiale, aucun autre complexe de S.

1. Ceci étant, soit g* un tableau ramifié d'enstmbhs; pour des
raisons de simplicité, on supposera que g" ne contient pas l'en-
semble vide et que g* est complet (ou tout au moins qu'il n'y
ait pas d'ensembles disjoints X, Y appartenant à une rangée
Rai?, ci étant de seconde espèce, tels que (.,X) =(.', Y) );
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on va donner, généralisant un procédé de M. Lebesgue,14) une
représentation des ensembles de g* qui se montrera très utile.
On peut supposer que gr a au moins deux points; autrement,
une représentation serait inutile, celle-ci ayant pour but de
distinguer les éléments les uns des autres et de les rendre, si
possible, plus accessibles aux recherches poursuivies.

Y désignera le rang de §*; a étant un ordinal quelcongue
<Yf désignons par Aa un ensemble de points quelconque ayant
la même puissance que la famille Ra+\&; soit cpa-M une corre-
spond mce biunivoque entre les éléments de Aa et ceux de
Ra+\W- Si les familles Ra+l g*, (a < y g*), ont, toutes, la même
puissance, on peut prendre Ao = Ax = •. • = Aa = pour tout
a < y .

Pour commencer, l'ensemble 0 = 2 ? " ~ <lui est, d'après
la condition I de la définition 5 2 , un élément de g" et par con-
séquent l'élément unique de Ro gr — ne sera affecté d'aucun
indice, ou, pour employer un autre langage: „le complexe de
rang 0 sera l'indice de l'ensemble G--=^]g de g*. Supposons
que les éléments de Rt g* sont représentés par la notation
@a0 ••(*»/•••> Ôl < £)» P o u r tout ê < « et cela de façon que
(a\ ..aV0i}<a* S ^ 2° "a^ "\<l2 s u i v a n t <lue G*\ ...atn - • <?
?Ga>0,..a*c...> (*l<§\ f < l 2 ) , Pour tout a > fi < f < a.

Si a = y, l'application du procédé est terminé; supposons
que a < y et soit X un élément de Ra g*. On a deux cas:

I. a •» a o + l . L ensemble ^fsera désigné par Go t0 a

aa étant le point de l'ensemble Aa qui, en raison de la cor-

respondance <pa entre AQQ, Ra g-, correspond à l'ensemble envi-

sagé X, et Gao a e , (£ <a0), désignant Fensemble unique

14) Voir Journal de Math., 1, 1905, [>. 201). La „méthode de cortèges
d'indices" de M. Lebesgue a fourni des résultats très précieux dans la théorie
des fonctions réelles et des ensembles analytiques de Sousiin-Lusin (voir
R. Baire, loc, cit. G§13) et surtout le livre cité de M. Lusin. Voir aussi un mé-
moire de M. M, h, Kantorovitch-E.Livenson, Fund. Math. 18, 1932 pp. '214-279
et la littérature qui y est citée; cf. la notion des fonctions-ô* et fonctions-
f d de M. M. Sierpinski-Hausdorfï (ibidem).
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de Ra gr contenant l'ensemble X. Alors, .on ..voit qi e #a par-

courant les points de ,4«0, le signe O«0... ao~.... flcr parcourt les

éléments de Ra g*; et vice versa.

IL a est de seconde espèce. On posera X=OtioQ t a|..., (f< a), le

signe Oao a | étant l'ensemble (unique) de /?§+i W tel que

pour tout £ = cc.

On voit que Û | = Û ^ pour tout £ <£' <r\ <ct.
Ainsi les éléments de g* sont mis sous la forme

O</0 . . . a s . . . > (£ < a, a < y) ; en particulier, G = Gmïe=2^"-
Désignons par 5 (g3) le système des complexes (c'est-à-dire des
indices) (a0 . . . a$. . .)§<a> ( a <Y)> qu'on vient de construire-
On voit que chaque partie initiale, môme la „partie initiale
vide", de chaque élément de S (g") est un élément de 5 (g1) et
que les éléments de S (g") -et ceux d3 & sont dans une corres-
pondance biunivoque vérifiant ces conditions:

Soient ^ = G a (
0 . . . a*s...', (f< a% deux ensembles différentes

quelconques de g* ; alors

Si X1 ^ X2, on a (ax
0 . . a\ . . )s<cci l (a2

0.. a 2
s ) s < a ; et vice

versa 15).

Si XxX2^0, on a (a\. . a\)ï<ai\\(a
2
0. . a\ . .)ï<a:y1 et vice

versa.

La réciproque est encore vraie' si Ton a une famille
d'ensembles qu'on peut mettre dans une correspondance biuni-
voque avec les éléments d'un système de complexes et cela de
façon que les conditions écrites ci-dessus soient vérifiées, on
prouve facilement que S^ est un tableau ramifié d'ensembles.

Le procédé le plus simple de faire correspondre à un sy-
stème 5 de complexes A un tableau ramifié g" (S) d'ensembles
est le suivant: En désignant par (A,.)s l'ensemble de tous les
complexes K de S tels que A C K et par 1/4, .^l'ensemble (A, .)s

15) Bien entendu, on convient que le complexe vide 0 est une portion,-
j.mtj.aie de tout complexe non-vide A et par conséquent 0 Q A.
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augmenté de l'élément 'A, on voit que la famille g* (S) des en-
sembles (A, ,)s et [yt, .)#, A parcourant les éléments de 5, est
un tableau ramifié d'ensembles.

Soit enfin T un tableau ramifié de points (donc d'éléments
quelconques) tel qu'il fut défini dans la première partie de ce §;
désignons par S(T) l'ensemble des (., a)T et ( . ' ,« ]T, CL parcou-
rant les points de T; alors on voit que 5(7) est un système
de complexes jouissant de la propriété que, quel que soit le
complexe (a0. . a^. ,)s<cc de 5(7"), le complexe («0 • •

 arr -XKS e s t
aussi un élément de S (T) pour tout £<cx.

D'autre part, désignons par g* (7) la famille des ensembles
(a,.)T et [a, ,)T; on voit que g* (7) est un tableau ramifié d\n-
sembles qui est en rapport très simple avec le système 5(7) .

En somme, on peut dire que la théorie des systèmes de
complexes et la théorie des tableaux ramifiés d'éléments quel-
conques, et, en particulier, des tableaux d'ensembles, sont dans
une liaison très étroite; dans la suite, les raisonnements sur
des systèmes de complexes se montreront, quelques fois, avan-
tageux parce que ceux-ci sont facilement maniables.

2. Ordonnance naturelle de complexes. Soit 5 un système
de complexes; à cause de la simplicité on considérera seu-
lement les systèmes 5 tels que chaque partie initiale de tout
élément de S appartient encore à 5. Il s'en suit que
tout noeud de seconde espèce de 5 est composé d'un seul
élément, tandis que les complexes constituant un noeud de pre-
mière espèce de S ont, pour partie commune, un élément bien
déterminé de S. On voit alors, co qui n'influe aucunement la
structure de S, que les éléments de chaque noeud de S, peuvent
être supposés ordonnés alphabétiquement (voir le § 5); c'est ce
qu'on supposera dans ce qui va suivre.

On prouve facilement que 5 devient un ensemble ordonné
en convenant que, A* = (aj,. . a^. .)$<(X., ( /=1 ,2) , étant deux
éléments distincts quelconques de S, on pose A^^^A2 ou A2>Al

si ou bien AxCAl ou bien A1 II A2 et 01 <a^, <P étant le premier
indice § tel que &1 &$.
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OQ voit que la rrlotion cV^rdre ainsi obtenue (tout on dé-
pendant de l'ordre choisi dans chaque noeud) est um extension
clé la relation d'ordre C.

Ce mode d'ordonnance de S sera, appelé ordonnance natu-
relle de S parce que, par exemple, les nombres réels, dans leur
développement décimal, sont ordonnés de la même façon.18)

On n'envisagera que des S tels que R0(A,.)$ est infini
pour tout élément A de S et on supposera que les éléments de
Ro(A,.)s sont ordonnés de telle manière que le noeud RQ(A,'.)g
n'ait'pas un premier élément.

Ceci étant, soit a un nombre ordinal quelconque de se-
conde espèce entre O et yS; on va démontrer ce

L e m m e 17. a) L(s ensembles ordonnés (., a)^ et (., a]^ sont
denses et anti-limités1*').

b) L'inUrvale ordonné (. ? a) $ est partout dense sur RaS
donc aussi sur le segment (., cx]^.10')

Prouvons, par exemple, que (. , a)$ est dense: il s'agit (Je
prouver que, A{ = (a^.. a* . .)s<cc<., (' = 1, 2), étant deux éléments
distincts quelconques de (. , a)#, il y a, entre A1 et A2, au moins
un élément de (. , ct)#. On a ou bien AX<A2 ou bien 4 2 < 4 1 .
Supposons que Al<A2; cela veut dire que ou bien A1 C A2 ou
bien A1 || A2 et a}fi<df/:i q> étant le premier £ tel que a1 ^tefi. Si
A1 C A1, désignons par A un élément quelconque du noeud
R0(A

l , .)s précédant rélément (A1 a2 ),17) donc aussi l'élément
A2; si A1 11 A2, a]f<^a2, désignons par A un élément quelconque
de R0{A\ .)#. Dans les deux cas, on voit que AX<A<CA2 et
i4e(. , a)s. c. q. f. d.

Notre but est de prouver ce

I6j Ici l'ordre dans chaque noeud est naturellement supposé l'ordre
naturel des nombre* 0, 1, » . . . 9. Pour les nombres rationnels, on doit
prendre quelques précautions à cause de l'ambiguïté de leur développement
décimal. S'il s'agit seulement du type ordinal de l'ensemble des. nombres
rationnels, il est représentable, par exemple, par le type du système H^ qu'on
définira dans la remarque 9*1.

'ensemble (. , oc)sf==2 &ï8 est appelé Vinterval gauche a de S; le

segment gauche a de S' est par définition (. , oc]s~C » r 's)+^a^'.
17) Rappelons que {A1 a2

a) est le complexe de rang aj~j-l commentant
par A1 et finissant par a? (voir 1% g 5).
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T h é o r è m e 6. Pour que, quel que soit l'ordinal a de
seconde espèce entre 0 et y S, les ensembles ordonnés ( . , a) s

et Ra S soient partout denses l'an sur l'autre, il faut et il suffit
que S soit une suite ramifiée de complexes.

On se contentera de prouver que la condition est néces-
saire; il s'agit donc de prouver que, 5 satisfaisant aux condi-
tions énoncées dans le théorème précédent, S est une suite ra-
mifiée. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi; il existe alors un
complexe A de rang a de S et un ordinal cc0 entre a et y S tel
qu'il n'y ait aucun complexe de rang cc0 appartenant à S et
prolongeant le complexe A. On peut admettre que a0 soit le
premier nombre ordinal jouissant de cette propriété. On s'aper-
çoit aisément que <x0 ne peut pas être de première espèce; il
s'en suit, par hypothèse, que l'ensemble ordonné Ra0S est par-
tout dense sur l'ensemble ordonné (. , ao)$ lequel est, d'après
le lemme précédent, dense. Désignons par A1 = {A a'a), (/—1, 2)
deux éléments distincts quelconques de l'ensemble R0(A, .)#; on
a donc ou bien A1 < À1, c'est-à-dire al

a<ar ou bien A2 < A1

c'est-à-dire ol<ax
u. L'intervalle (A\A2) de (. , ao)$ ne pouvant

pas être vide, on en conclut qu'entre A1 et À1 il y a un élé-
ment, A0, de Ra0S: Si, par exemple, AX<A2, on aura A1<AQ<A1

c'est-à-dire (Aal
a)<CA° <(Aa§. On en déduit que A est une por-

tion initiale de A0.- D'autre part, A0 appartenant à Ra^S, A0 est
un complexe de rang cc0. On a donc construit un complexe, A°?

de rang a0 et tel que A C A{\ contrairement à la supposition.

§ 9. Descentes monotones et disjonctives.

Dans ce §, on étudiera des sous-eiïsembles F d'une suite
ramifiée quelconque S ayant avec chacune des rangées de S des
points en commun. En particulier, si F a un seul point en
commun avec chaque rangée de 5, on dira que F traverse S
ou que S est traversée par F. Si 5 peut être traversée par un
sous-ensemble monotone (disjonctif), on dira que S admet une
descente monotone (disjonctive). Si 5 n'admet aucune descente
monotone, on dira aussi que le rang de S n'est pas atteint
(ci la note 1O5),
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1. T h é o r è m e 1. Chaque suite ramifiée S : eut être tra-
versée par une suite ramifiée T ayant le même rang que la suite
S elle-même.

Si S admet une descente monotone, il n'y a rien à dé-
montrer; ce cas a lieu, en particulier, si le rang y de S est de
première espèce. En effet, a étant un point quelconque de Rr-\S,
il est clair que [ Û ] # est monotone, traverse 5 et a le même
rang que S.

Reste le cas où y est de seconde espèce et où S n'admet
aucune descente monotone.

Premier cas: y est régulier donc aussi initial régulier.

La suite 7 dont on parle dans le théorème sera construite
comme suit: On prendra n'importe quel point a0 de R0S. Supposons
que les points as sont définis pour tout £<a f ce étant un ordinal
quelconque < y; on va alors déterminer le point aa : si a est
de première espèce, aa sera n'importe quel point de Ra S tel que
«a—i<fl« . Supposons que a est de seconde espèce; soit Ta le tableau
des points a^ (£<a). Désignons par [3 le plus petit des rangsy[ a^ ] r a j

(£<cc); soit alors aa le point a§ de Ta ayant le plus faible indice et
tel que y ^ ] ^ — ( 3 . Il est clair que le point aa est déterminé
d'une manière unique. Soient ensuite a0 n'importe quel nombre
ordinal tel que cc + y7 Œ < cco<C yS et aa un point quelconque de
RŒQ Stel que tfa<aa().Ceei étant, le segment [ aa , flaol de S (c'est-à-

-dire l'ensemble de tous les points a de S tels que a^<_a S.aaQ) sera
considéré comme appartenant à l'ensemble à définir T; on voit,
en particulier, que les points an prolongeant les points a^, (£<a),
sont définis pour tout r\ tel que a < r\ <^ a0, de manière que
a^sR^S et an<aŒQ. Alors, en désignant par Ta0 le tableau des
points ag', (£<_ao)j on voit que le rang de Ta^ est supérieur à celui
de Ta. En posant T=^ Ta , on vérifie aisément que T est une

suite traversant S et ayant le môme rang que S.

Deuxième cas: y est singulier et initial; par conséquent
ry< y. Soit alors 0 = (3Q < fa< • • • < fit <• • • ? (f < ty), une
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d'ordinaux < y et ayant y pour la borne supérieure. En posant
5° = 2 Ra S, on voit que S0 est une suite ramifiée dont le rang

est TY et, par conséquent, on se trouve dans les conditions du
cas précédent. Soit alors T° une suite ramifiée de rang ty tra-
versant la suite 5°; on va déterminer une suite 7 dont on parle
dans le théorème: en désignant par a^ les éléments de 7° tels

que ap s Rg S
0 c'est-à-dire a^ s /?[3 S pour tout K r y , on obtiendra

la suite cherchée T en complétant la suite 7° de la façon sui-
vante: soit a un nombre quelconque < y ; alors il y a un et un
seul ordinal £ < t y tel que p§ < a <Pg + 1 ; si a = p s , tout est
fait parce que le point a* est déjà déterminé; supposons donc

que p s<cx<p s_|_1 ; alors le point aa sera déterminé de telle
façon que aasRaS et aa < #3 . En désignant par T Vert-
semble des points aa ainsi construits, on voit que T est une suite
ramifiée traversant S et ayant le rang y.

En modifiant légèrement le raisonnement précédent, on
prouve ce

T h é o r è m e 2. Chaque suite complètement ramifiée S
n'admettant aucune descente monotone peut être traversée par une
suite complètement ramifiée ayant le même rang que la suite S
elle-même.

2. Passons à la considération de descente monotone d'une
suite ramifiée S.

T h é o r è m e 3. Pour qu'une suite ramifiée S admette une
descente monotone, il faut et il suffit qu'elle contienne un tableau
étroit ayant le même rang que la suite S elle-même.

Que la condition soit nécessaire, c'est manifeste; il s'agit
de prouver qu'elle est encore suffisante. Soit donc S une suite
ramifiée contenant un tableau étroit T de rang yS; il s'agit de
prouver l'existence d'une descente monotone de 5.

D'après le théorème 8*2, le tableau étroit T contient une
suite étroite 5° ayant le rang y T donc le même rang que la



92 Geofges Kurepa

suite 5 elle-même. Or, d*après le théorème 8*4, la suite
S0 contient un point a tel que la portion [a]^0 est mono-
tone; par conséquent, l'ensemble D° = [aL0 effectue une descente
monotone dans S0. En désignant par D le plus grand sous-
ensemble monotone de S contenant l'ensemble D°, on voit que
D est une descente monotone de S (on voit que D est la ré-
union 2 ( . , a ] s , a P a r c o u r a n t D

Le théorème précédent justifie la notion des suites et ta-
bleaux étroits.

T h é o r è m e 4. Pour qu'une suite ramifiée S admette une
descente monotone, il suffit qu'une au moins des trois conditions
suivantes soit réalisée: a) S est étroite; b) y S est de première
espèce\ c) TyS—co.

Prouvons le cas c). S étant une suite ramifiée telle que
tyS — to, soient: (30 < Pi < • • • 3« < • • •, (n < a0? u n e s u ^ e d'ordi-
naux <Cï«S ayant y 5 pour borne supérieure, et apn une suite de
points tels que apn s Rpn S et a^% < a/?It+1 pour tout n<œ. En
posant D = 2 ( • ? afin 1 *S? o n voit que D est une descente mono-

n<co

tone de S.

3. Suites prototypes. Une suite ramifiée, S, sera dite pro-
totype (c'est-à-dire suite prototype de ramification) si [tout noeud
de S est composé exactement de deux points distincts.

T h é o r è m e de r é c i p r o c i t é : Pour qu'une suite prototype
S admette une descente monotone (disjonctive), il faut et il suffit
qu'elle admette une descente disjonctive {monotone);plus précisément:
si D est une descente monotone {disjonctive) de S, Vensemble D
composé des points a=^\a\^ — a, a parcourant D, est une des-
cente disjonctive {monotone) de S.1)

Supposons que D est une descente disjonctive de S et
soient a^tR^S, ( | < y S ) , les éléments de D; il s'agit de prou-

i) Remarquons qu'on peut construire une suite-prototype n'admettant
aucune descente monotone, et, par conséquent, aucune descente disjonctive
non plus.
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ver que l'ensemble des points a^= a§ | s ~ a^, (£<yS), est une
descente monotone de S. Pour le voir, il suffit de montrer que
les points a^, (f < yS), sont deux à deux comparables ce qui résulte
immédiatement de ce que, quel que soit a < yS, l'ensemble
Ro (S—2 [#£, .) s ) est composé du seul point aa.

D'autre part, S admettant une descente monotone, 5 admet
aussi une descente disjonctive parce que, tout d'abord, S est
complètement ramifiée et, puis, on a ce

L e mm e 1. Toute suite complètement ramifiée admettant
une descente monotone admet une descente disjonctive.

En effet, a 0 . . . aa.., (a < y), étant les éléments d'une des-
cente monotone de S tels que aa s Ra S pour tout a < yS, dé-
signons par a'a un point quelconque de |#Œ |s—oa\ on vérifie
que l'ensemble des points a'a, (a < yS), est une descente dis-
jonctivo de S.

4. Si 5 admet une descente disjonctive, cela veut dire que
S contient un ensemble disjonetif de puissance pyS dont les
points sont distribués, dans S, d'une manière très particulière;
à savoir de manière à traverser S. D'autre part, on a ceci:

Sous l'hypothèse que chaque suite complètement ramifiée
T contient un sous ensemble disjonctif de puissance pyT2), on va
prouver ce

T h é o r è m e 5: Chaque suite complètement ramifiée ayant
un noeud composé d'au moins trois points distincts, admet une
descente disjonctive. (Théorème sur la descente disjonctive).

Soient donc S une suite complètement ramifiée et a, 6, c
trois points distincts de 5 tels que (. , a ) 5 = (., b)g = (. ,c)s; on
a donc a || b, b jj c et a II c.

2) Cette hypothèse est logiquement équivalente à chacune des hypo-
thèses Pi, («=1, . . ., 12) du „Complément". Puisque nous ne savons ni
démontrer ni réfuter aucune de celles-ci, on pourrait croire qu'il serait plus
logique de reporter les raisonnements de cette section au Complément
(d'ailleurs on ne s'en servira plus au cours de ce Chapitre).

Qu'il soit remarqué que nous ne savons pas prouver ceci: Soit S une
suite complètement ramifiée ayant un noeud composé d'au moins trois
points distincts; si 5 contient un sous-ensemble disjonctif de puissance p y S*
la suite S admet une descente disjonctive.
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D'après le lemme précédent, on peut admettre que le rang
Y de 5 n'est pas atteint et est, par conséquent, de seconde espèce.

Ceci étant, il s'agit de déterminer un ensemble des points
aa deux à deux incomparables tels que da s RaS pour tout cc<y.

Soit cp le nombre ordinal tel que les points a, b, c soient
des éléments de R^S; soit ensuite b un point quelconque de

/?<H-o>[%; o n posera dr,= a, d<p+(0 = b et pour tout autre nombre
f inférieur à cp + œ, d^ sera un point quelconque de Pensemble
b% |s — ôg , bt étant le point de R^S tel que b^<b. On a ainsi

déterminé d0,.. d^.. Û^+Û,; il nous reste à déterminer des da pour
tout a tel que cp + œ < a < y S .

c étant un point de &?-[-«> [£"]s, soit y le rang de (c, .)s-
Alors, par hypothèse, la suite complètement ramifiée (c , .Js con-
tient un sous-ensemble disjonctif de puissance /?y; soient

(1) c 0 , c u . . c a , . .

les points de celui-ci.

Pour tout cc< y, on définira v(cc) par la relation cŒs /?V(a)Sï
on a donc cp+co<v(a)<y. Soit y0 la borne supérieure des or-
dinaux v(cc), (cc<y); il est clair que y0 - y-

Premier cas: Y o ^ y . Dans ce cas, on peut extraire de la
suite (1) une suite de points

tels que v ( a s ) < v(as+1) pour tout | < y ° , y° étant un ordinal

^ y tel que les v(a&) ont, pour f<y° , le nombre y pour borne

supérieure. Ceci étant, soient a un point de RcPi-M[c]s tel que u\\c
et u0 un point de RV(ao)[

ah-- Si alors u'i est le point de R^lu]
tel que ufi<u0, dv sera, pour tout r\ entre cp + co et v(a0) un
point quelconque de \u1]\s — u'] ; on posera rfV(a) = w0.

Dîme façon générale, soient § un nombre quelconque < y0

et u^t un point quelconque de Rv(a,L )tca ]s: s^ a^o r s n';
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un Ï] entre v(as) et v (ccs+i), est le point de Rn S tel que w +

on désignera par dn un point quelconque de | w1 |s — w ; on po-
sera rfv(aft,1) = ws+r I j e s nombres v(as), (f<y°), ayant y pour

borne supérieure, on voit que les points da sont définis pour
tout a < y et qu'ils constituent une descente disjonctive de 5.

Second cas: yo<Y- On a donc q> + œ < y o < y .
Soient u un point de R^^ [c]s tel que a \\ c et uQ un

point de RÏQ [u]s. Si wi est le point de Rn S tel que tt*?<tf0J

on désignera, pour tout r\ entre cp-j-œ et y0, par dn un point
quelconque de |a* | s— *\71 ; on posera dyQ=üQ. Enfin, si a est
entre y0 et y,^on désignera par da un point quelconque de

On voit sans peine que les points da, (a<y) , qu'on vient
de définir, effectuent une descente disjonctive de S.

5. Stf/te ramifiée a0. Soit //0 un ensemble ordonné quel-
conque ayant le même type ordinal que l'ensemble des nombres
rationnels, par exemple l'ensemble des nombres rationnels lui-
même; désignons par a0 la Jamille des sous-ensembles bien
ordonnés, bornés et.non-vides de Ho. Les éléments de G0 pouvant
être considérés comme des complexes, on a, en employant le
langage du § précédent, ce

L e m m e 2. c>0 est une suite ramifiée de rang non atteint œt.
Tout d'abord, rappelons que, d'après un théorème classique

de Cantor, quel que soit l'ordinal a<coJ, chaque portion de Ho

ayant au moins deux points contient un sous-ensemble ordonné
de type a; il s'en suit que a0 est une suite ramifiée de rang œ±. Si
G0 admettait une descente monotone c'est-à-dire si l'on avait une
suite d'éléments Aa s Ra a0 tels que Aa C Aa* pour tout a < a' < œv

on aurait, puisque pour des a infinis, Aa est de la forme
(aa

0 . . a
(*g. .)$<aj un sous-ensemble non-dénombrable bien ordonné

de //0, a"+\ < • • • fl"+î < • • •, (a) < a < o)t), contrairement à ce que
tout sous-ensemble bien ordonné de No est au plus dénombrable
(on a, en efiet, A)//O = NO).

Remarquons, en passant, que maQ=2pir(> .
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T h é o r è m e 6. Il existe une suite ambigue de r~ng tmn-
atteint œv

z)
En effet, considérons la'suite ramifiée G0 et faisons le pro-

cédé suivant: désignons par /?0 50 la rangée R{) tf0; supposons
que les sous-ensembles R§S0 de a0 sont construits pour tout
f <cc, a étant < œ1? et cela de façon que:

1° pR%S0^$0 pour tout £<cc;

2° f-fl étant un ordinal quelconque < a et A un élément
quelconque de R% So, l'ensemble R0(A,.)s0 des éléments B de
R%-L\ So tels cl l i e Ad B est un ensemble de puissance N0, ordonné
et n'ayant pas un premier élément.

On déterminera RaS0 comme suit: si a est de première
espèce, RaS0 sera la réunion des éléments des noeuds R0(A} .)aQ

A parcourant les éléments de Ra-\ 50; si a est de seconde espèce,
RaS0 sera n'importe quel sous-ensemble F de Raa0 jouissant
de ces propriétés: 1° pF-^x0; 2° Les ensembles ordonnés F et
(., ct)s = ]V]/?£ So

 s o n t partout denses l'un sur l'autre. La puis-
ï<cc

sance de l'ensemble (. ,a ) ? étant «0J l'ensemble ordonné Raa0

3) Ce théorème est dû à M. N. Aronszajn qui a bien voulu me com-
muniquer, vers la fin du mois de juin 1934, un exemple d'une suite ramifiée
ambigue de complexes construite par des considérations suivantes: q , r 2 , . .
rn ,. • étant la suite de l'ensemble R de tous les nombres raiionnels entre

0 et 1, posons cp ( r n ) = — pour tout n entre 0 et œ. On considère un sys-

tème A de complexes (o0, ..a§ . •)§<&, (oKœj), satisfaisant aux conditions sui"

vantes:

a) pour tout complexe (ao,..a§ . .)-g<a
 (^e A, les a^ appartiennent à

Rt sont deux à dtux distincts et tels que 2<ï>(clf§ )<oo;

b) a, a' étant deux ordinaux quelconques tels que 0<cr<cc'<aj, pour
chaque élément (aQ..a^ . .)§<<* c^e A- °t si petit que soit le nombre réel e>0
il existe un complexe («'0. ..a'g .. .)§<a' de J. tel que a'^ = a^ pour tout

et 2 q> («%/) < ; e ;

c) pour tout 0 < a < a^, l'ensemble des complexes (a0 ,. «g ..) de rang
a de A est dénombrable.

Par le procédé de l'induction complète, on s'assure que la construc-
tion de A est. possible. Il est clair que A n'admet aucune descente



Ensembles ordonnés et ramifiés &î

étant, d'après la seconde moitié du théorème 8*6, partout dense
sur l'ensemble ordonné (., a)0 o donc aussi sur (. ,a)s0, l'en-
semble RaSQ existe.

Ainsi, de proche en proche, on détermine des ensembles
/?g So pour tout £ < CÜJ. En posant S0^^R^ 50, prouvons que

So est une suite ramifiée ambigue de rang non-atteint œv On se
contentera de prouver que So est une suite ramifiée. Or, So est
un système de complexes ordonnables naturellement et jouis-
sant de la propriété que, quel que soit l'ordinal a de seconde
espèce entre 0 et <r1? les ensembles ordonnés RaS0 et (. ,a)s0

sont partout denses l'un sur l'autre; d'après le théorème 8*6, So

est bien une suite ramifiée, c. q. f. d.

Remarque 1. Soient /, m, n trois points quelconques ordon-
nés de telle façon que l<m<n: désignons par Hp, (3 élant un
ordinal quelconque, l'ensemble, ordonné alphabétiquement, des
complexes de rang œp définis comme suit: les éléments de Hp
sont de la forme (a0 . .. a$.. .)$< œ , , les an parcourant les trois

points /, m, n sous la seule condition qu'à partir d'un indice
(variable) cp on a a§ = m pour tout f tel que cp ̂  £ < a v (voir
la fin du § 5); en particulier, le complexe de rang a^ et de la
forme (m,..m..) appartient à tip.

Comme on a construit o0, So à partir de //0, on construit,
à partir de Hp , les suites ramifiées op, 5^ . Nous ne le fe-
rons pas.

Remarque 2. Par des raisonnements analogues à ceux qui
nous ont servi à la construction de So à partir de o0, on démontre
ceci: Chaque suite ramifiée S dont tout noeud do première espèce
est infini contient une suite ambigue s dont tout noeud de pre-
mière espèce est infini et telle que y$ = yS.

En particulier, ou construit ainsi, à partir de la suite (. , coj)̂
une suite ambigue s1 de rang œt qui est utvf tmément atteint
ce qui veut dire que, quel que soit l'élément A de sl9 la suite
(Af.)s admet une descente monotone,

publications matliéfflatit|iie$ 1Y, 7
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§ 10. Types de ramification Suites distinguées. Premier
problème miraculeux.

1. Deux tableaux 2\, T2 sont dits semblables, en signe
Ti — Ï2» si entre les points de Tt et ceux de T2 on peut éta-
blir une correspondance biunivoque conservant les relations re-
spectives entre les points de Tt et de 7'2; la dernière phrase
veut dire ceci: a3, bt étant deux points quelconques de •• Tt et
a2) b2 les points de T2 correspondant respectivement à 0 ,̂ bv

alors, on aura a2 = b2j 02<b2j o2^>b2 ou o2 II b2 suivant que re-
spectivement ax = bï9 ax<Cbl9 a1>b1 ou ax II bx\ et réciproquement.

Si Tx ^ T2 et si h est une similitude quelconque transfor-
mant les points de 2\ en points de T2, alors, quel que soit le
pr»int a de Tv on désignera par h(a) le point correspondant de
T2; de môme, F étant un sous-ensemble de T1? on désignera
par A (F) le sous-ensemble de T2 transformé de F; en particulier
on aura

27 étant un tableau ramifié, la propriété commune des ta-
bleaux semblables avec T, sera appelée type de ramification et
désignée par rT.

Si alors J\y T2 sont deux tableaux quelconques, on COHIT

prendra la signification des symboles rTx^rT2 (qui veut dire
la même chose quî rT2^>rT±\ rT^rT^rT^rT2ou rTx \\rT%

(voir la déf. 1*14 et la note (111)).

Remarque. Si T est un tableau disjonctif, on voit que rT
coïncide avec pT\ si T est monotone (c'est-à-dire bien ordonné),
le type de ramification rT coïncide avec le nombre ordinal tT;
par conséquent, la théorie des types do ramification contient,
comme cas particulier, la théorie des nombres ordinaux et car-
dinaux, à la fois.

L e m m e la. Deuxtableuax ramifiés semblables ont môme
rang.

b. Soit h une similitude transformant 72 en T2; si alors N
est un noeud quelconque de 7\ et si NCRa Tu alors h (N) est un
noeud de T2 tel que fi(N)ÇRa72t Par conséquent, quel que
soit l'ordinal a < y ï J ? on aura h(Ra Tt) = Rn T%.
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L e m m e 2. Soient ÏT
1? T2 deux tableaux réguliers1) quel-

conques; alors:

a. S'il existe une similitude h transformant l'intervalle
( . ,a ) r r en intervalle (. ,a)y2, a étant un ordinal de seconde
espèce inférieur à yl\ et yT2, la similitude h peut être pro-
longée d'une façon au plus jusqu'à une similitude des segments
(• ,c*]rr et (.,a]72.

b. Soit a un ordinal quelconque inférieur à y7 \ et yT2;
s'il existe une similitude entre Ra Tx et Rn T2, celle-ci peut être
élargie d'une façon au plus à une similitude entre les segments
(./ci] Ti et •(. , a ] r 2 . '

Le leinme précédent est une co..-séquence facile 4e cette

proposition: Soit h une similitude entre Tt et T2: a étant un

point quelconque de T, la transformation h coïncide, dans ( .,a\T >

avec la similitude des deux ensembles bien ordonnés ( . ,O]T et

2. Procédé a. E étant un ensemble ordonné, le signe G E
représentera le tableau ramifié de tous les sous-ensembles bien
ordonnés bornés non-vides de E. ceux-ci étant interprétés comme
complexes. On démontre facilement ce

L e m m e -3 . -E, F étant deux ensembles ordonnés sem-
blables, les tableaux ramijiés aEt o F sont aussi semblables.

-Puisque-l'ensemble des nombres rationnels est semblable
avec chacune do ses portions droites, on en déduit ce

L e m me 4. La suite ramifiée o0 .= oR} R désignant l'en-
semble des nombres rationnels,2) est homogène.3)

3. Suites ramifiées distinguées. Une suite ramifiée S sera
dite distinguée si ces quatre conditions sont simultanément vé-
rifiées:

1) G'est-à-dire tels que jüiaeun de leurs noeuds de seconde espèce n'a
qu'un seul point.

2) Dans ce qui suit, a 0 a u r a cons tamment la même signification.
3; On dira qu 'un t ab leau fou m ê m e un ensemble) ramifié T est homo-

gène si, quel que soit le point a de T, on a T2i(at .)T .
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1° y S est un ordinal initial et régulier;

2° S est ambigue et n'admet aucune descente monotone;

3° Chaque noeud de S est infini;

4° Borne sup. p | a \s = borne sup. p /?« S; en particulier, si
an S a<^\S

i, tout noeud de S a la puissance Xs .
Exemple: 50 désignant Ja suite ambigue considérée à la

fin du § précédent, on voit que J] Ra+l So est une suite distin-
CC<œ|

guée de rang o^.

Nous ne savons pas s'il existe une suite distinguée dont le
rang serait un nombre inaccessible. Au contraire, quel que soit
f ordinal (3, on peut démontrer l'existence d'une suite distinguée
de rang w^i- On rencontrera à plusieurs reprises des suites
distinguées.

4. Nous ne savons pas si toute suite distinguée de rang
cot est nécessairement semblable à un sous ensemble dt a0.

Le problème précédent est très intéressant et important;
en voilà un autre, plus difficile encore, qui occupe, à notre avis,
une place particulière dans l'ensemble des problèmes mathéma-
tiques concernant la théorie des ensembles.

Problème miraculeux 1 : Deux suites distinguées quelconques
de rang a\ sont-elles nécessairement semblables? (ef. les notes
(7) et (8) de l'Introduction et la fin de ce §).3')

Comme on' le démontre facilement, le problème précédent
est équivalent à celui-ci: Une suite distinguée quelconque de rang
(Oj étant donnée, est-elle nécessairement homogène? 4)

Prouvons ceci: La réponse affirmative au problème mira-
culeux 1 entraîne la proposition que toute suite distinguée de rang
œi admet une descente disjonctive.

En effet, en se servant de la proposition évidente:

3/) Voici le Second problème miraculeux: S\ , S% étant deux suites distin-
guées quelconques de rang toj, est-ce que les espaces-tableaux eSp e&% est homêb-
morphesl (cf. le § 8*A7). Remarquons que la réponse affirmative an Pr. mira-
culeux I en entraîne une au Pr. miraculeux II.

4) Voilà encore un problème: Démontrer l'existence d'une suite distin-
guée homogène.^)
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Si un tableau admet une descente disjonetive (monotone), tout
tableau qui lui est semblable en admet encore uney il suffit de
construire une suite distinguée particulière de rang <JO1 admettant
une descente disjonetive.

Par un procédé, i.ommé Vintercalation latérale (voir plus
loin la notion d'intercalation longitudinale), on va démontrer que:

Quelle que soit la suite distinguée S, il existe une suite dis-
tinguée Si ayant le rang y S associée à S d'une manière très sim-
ple et admettant une descente disjonetive.

En effet, soit S~" une famille de puissance pS de suites
distinguées, deux à deux disjointes, de rang y S et dont aucune
n'a un'élément en eornn.un avec la suite proposée S; entre les
éléments de ^ et ceux de S, on peut établir une correspon-
dance biunivoque qu'on désignera par Sa. voulant indiquer par
ceci qu'à Sa de S^ correspond le point a de 7 et au point a de
S, l'élément S,, de cS2^ Ceci étant, soit a un point quelconque de 5;
désignons par T„ le tableau qu'on obtient en ajoutant à la suite
5 la suite distinguée Sa de ^ de la façon que, quel soit le
point Sa de Sa on a o<sa et s« ö, pour tout point b de S —
— (->tf]s, ce qu'on peut écrire encore: ( . , Ö ] S < 5 « ; 5 — ( . , ö ] s .
On désignera par Sf' le tableau-réunion ^Ta

 a parcourant les
a

points de 5, l'ensemble Sf étant rangé d'une façon naturelle c'est-
à-dire: les Sa aussi bien que S conservant leur relation de ra-
mification primitive, ensuite, tf, b étant doux points quelconques
de Sf tels que a < b, on devra avoir aussi a < [b ,. )vo ; en par-
ticulier, a, a' étant deux points distincts de S, les deux sous-
tableaux Sa, S > de Sf seront incomparables: quels que soient
les points ô, b1 respectivement de Sa, Sn

f, on aura b II b'.

En posant St — Sf — 5, on prouve très facilement que St est
une suite distinguée de rang yS.

Or, la suite 5/ admet une descente disjonetive. En effet,
soient: F un sous-ensemble de 5 traversant la suite donnée S,
et D un sous-ensemble quelconque de ^Ro'Sa ayant avec eha-

a

cun des ensembles /?05«, (a parcourant F), un seul point en
commun. On prouve facilement que l'ensemble D constitue une
descente disjonetive de la suite distinguée 5. c. q. f. d.
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5. Gas de suites ramifiées dênombrables.

L e m m e o. Quelle que soit la suite ramifiée dénombrable Sj
il existe une suite ramifiée dénombrable 5° dé rang y«S-f*l ^ê^€

que S = (. jT5y5).
Le cas où y S serait de première espèce étant trivial, sup-

posons que y S est de seconde espèce. Prenons, tout d'abord, un
cas très particulier où il s'agit de l'ensemble tf des complexes
(av..an), n étant un entier positif quelconque, les an parcourant
les entiers positifs et négatifs. On voit que cr est une suite ra-
mifiée de rang (o dont chaque noeud a la puissance N0. Désig-
nons par s l'ensemble des complexes (a, a2... an,. . .), an parcou-
rants les entiers. On démont refacilement que les ensembles a,
5 sont or donnables naturellement, chacun partout dt-nse sur Vautre
et chacun sêparablc. Soit donc, en particulier, Ruw sous-ensemble
dénombrable quelconque de s partout dense sur s donc aussi
sur a. En désignant par c° l'ensemble des complexes de o+R,
on conclut, à la suite du théorème 8*6, que a° est une suite ra-
mifiée de rang œil et que /?o>^° R. Ainsi, le lemme est dé-
montré pour la suite er et, comme on le voit, pour toute suite
semblable à un sous-ensemble de <r, en particulier pour des
suites dênombrables de rang to, parce qu'on prouve aisément
que toute suite ramifiée dénombrable de rang i= co est semblable a
un sou s-ensemble de la suite ramifiée a considérées ci-dessus.

Beste le cas où yS est do seconde espèce et entre (o et (ùt.
ao<^ai^C"' étant une suite d'ordinaux <!y 5 tendant vers
yS, posons SQ==^iRa S; on se trouve dans les conditions du cas

n<fo

précédent et il existe une suite 50' de rang -œ -f-1 telle que
(. ,ü))so = 5o . En posant So^^S-j-S.^ .on prouve aisément que SQ

répond aux conditions du lemme.

T h é o r è m e 1. Quelles que soient les deux suites ramifiées

dênombrables 5 J ? S2 telles que y S 1 = y S 2 , p\ &|-s. — pS- ---No pour

tout cteSi , '(/^=1,2), on a Sx ~S2.

5} Si l'on dit que le rang d'un tableau T est proîongeable s'il existe un
tableau 1\ tel que yT0>YÏT et ï ~ ( . ,yT)T(), le lemme dit, en particulier, que
Je rang de tout tableau dénombrable est proîongeable. On peut démotrer ceci:
Pour que le rang d'un tableau soit proîongeable^ il faut et il suffit qu il soit
atteint. Par conséquent, le rang de a0 n'est pas proîongeable; celui'(Tune
suite distinguée quelconque non plus.



Ensembles ordonnés et ramifiés 108

Le cas où les ordinaux yS1? yS2 seraient de première
espèce pouvant être réduit à celui où ils sont de seconde espèce;
considérons le dernier cas. D'après le lemme précédent, il exi-
ste une suite ramifiée dénornbrable S? telle que yS9— yS;+ 1,
(• » Y ^ ) s ? = î» (' = ^»2)' e n particulier, en posant R^Ry^Sf, on
aura

Soient:

(1 ) a0, a1,. . an .. Jes points de Si numérotés une fois pour toutes;

(2) b*,b\..b».f „ „ „ 5 2 •„ * „ „

( 1 ) aOi ai,..ctn.. „ „ „ I \ i „ „ „ „ „

En posant A0=-aQ, E0=(.,A0)$xi B0 = bQ, FQ—^^BQ)^ ét-
en faisant se correspondre les noeuds /l0, fl0, on obtient une
similitude, qu'on désignera par h0, entre les points de Eo et ceux
de FQ: on aura h0 (£0) = PQ. Supposons que Ao,. .. An sont des
points de (1') et BOj... Bn des points de (2') tels que, en posant

correspondance biunivoque AJtB^ pour tout i ^ n, entraîne une
similitude h; transformant Ei en F; et que hi se réduit, sur £V~i,
à la similitude hi—ù on va alors construire les points An f i,
Bn+i et définir un prolongement de hn.

Premier cas: n est un entier pair ou 0: Soit J4?H-I l'élé- ^f>,.
ment du plus faible indice de la suite (1') distinct des éléments ^
J o , ..An; désignons par m le point aj du plus faible indice j
dans (1) tel que ajs ( . , An+i)Sl- En et | a' \S{ . £ n D 0 . Il est
essentiel de remarquer que m existe et est déterminé d'une manière
unique. Alors, m' désignant n'importe quel point de | m |S l . En,
Bnji sera le premier élément de (2') tel que hn{tn') <fin+1, le
signe hn(m') représentant le point de Fn correspondant, en vertu
de la similitude //n, au peint ni! de En. E!n faisant se corre-
spondre les éléments Ân+i, £ n + i , on voit, qu'on obtient une

a) On p e u t tou jours supposer , et c 'es t ce que nous ferons , que p \ a { o = î ,
p o u r t o u t a e R i f ( i = l , 2). '®{
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similitude hn+i entre les ensembles 2?n+i=s2?n-f-(., An+i)$u

Fn+i + Fn-{~ (• > fin+i).S2> prolongeant la similitude /?n.
Secund cas: n est impair; la construction est analogue à la

précédente avec la différence que les lettres A, B changent
leur rôle.

Dans les deux cas, les ensembles £ n + i, Fn+i sont donc
déterminés.

On aura ainsi:

/?0 C Ai C • • C hn C - •,

le signe AnCAn+i voulant dire que la similitude hn+i est une
extension de la similitude An. Par conséquent, x étant un point
de Su on aura un indice kx tel que hn (x) représente un môme
point de S2 quel que soit l'entier n^>kx. En posant h(x) — hn

(x) si n^kx, on s'aperçoit aisément que la transformation
h — h(x) est une similitude entre les suites ramifiées SJ5

52. c. q. f. d.
Comme conséquence facile du théorème précédent, on

a ceci:
a) Quel que soit Pordinal a < œ 1 ? toute suite ramifiée S

telle que y S = a>a, p \ a | s = pS = N0, est homogène.3) (cf. la
note (4)). .

b) Quelles que soient deux suites distinguées de rang œu

S1? S2y et quel que soit l'ordinal a<œ l 5 o n a ( . , a)Sj — (., a)tS2

(cf.' le problème miraculeux I).

§ 11. Nombres bT, b'T. Tableaux normaux.

Dans ce §, on étudiera le rapport entre un tableau ramifié
T et la classe de ces sous-tableaux dégénérés-, on définira deux
nombres b T et VT qui. dans la suite, interviendront fréquemment.
Dans ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, T dési-
gnera un tableau -infini quelconque.

1. bT désignera la borne supérieure des pF, F parcourant
la clmse des sou$-eiri$émbUs dégénérés de T,
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Les deux problèmes nous intéresseront:

Problème A: La borne supérieure bT est-elle, dans F,
atteinte, c'est-à-dire, existe-t-il un sous-tableau dégénéré de T
ayant la puissance &7?

Problème B: A-t-on nécessairement bT=pT?
On dira que T est normal s'il admet une réponse affirmative
aux problèmes A et B, autrement dit s'il a la même puissance
qu'un de ses sous-tableaux dégénérés.

L e m m e 1. Quel que soit le nombre cardinal k<pT, T
contient un sous-ensemble dégénéré 7* ayant la puissance k.

En effet, d'après le lemme 8*11, Tune au moins des éga-
lités a lieu: pT = mT, pT =.p\T, Si, par exemple, pyT = p T,
on aura k<p\T et il existe un a < y 7 tel que pa =k\ alors,
a désignant un point quelconque de RaT, il suffit de poser
Tfc = (. ,a]T. Si pT—mT, on voit qu'il existe une rangée R
de T telle que pR J> k, et Tk peut désigner n'importe quel sous-
ensemble de puissance k de R.

T h é o r è m e 1. Entre les nombres cardinaux bT et pT il
n'y a aucun nombre càrdinai; on a ou bien bT=pT ou bien bT,
pT sont deux nombres cardinaux consécutifs tels que bT < pT.
En particulier, si pT est de seconde espèce, on aura bT=pT.
(cf. le problème B ci-dessus).

Le théorème est une conséquence facile du lemme pré-
cédent.

2. Avant d'aborder les problèmes A, B dans leurs géné-
ralités, considérons deux cas particuliers où /?r = «0..ou «j.

a) Si pT = iï0, T est normal: T contient un sous-ensemble
dégénéré infini Ta.

Si 7 a une rangée infinie R (ce cas aura lieu, en particu-
lier, si yT< to), il suffira de poser R=Td. On peut donc sup-
poser que toute rangée de T est finie. Il existe alors un point
a0 de i?0 T tel que p [a0 , .)r = pT\ supposons qu'on a démontré
Fexistençe des points aQ < a% < • • <a n tels que aicR^T et
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p[üi, . ) T = N0 pour tout /<[#; on désignera alors par öfn+i un
point quelconque de R0(an,.)T tel que /?[an+i, .) = pT.

J/existence de an+\ étant évidente pour tout n < œ9 il suffit
de désigner par 7d l'ensemble des points aQ, «i, ••«„,•• (on voit
que 7d est une traversée monotone de 7).

b) pT = xv Le problème de savoir si tout T ayant la puis-
sance nt est normal est d'une importance considérable parce que,
comme on le verra plus loin, il est intimement lié au problème
bien connu de Souslin. Il s'agit donc de voir si 7 est normal,
e'est-à- dire 57/ contient un ensemble dégénéré non-dénombrable 7V.

On peut supposer que y7=ü> 1 : si y 7 < œv il y a une
rangée non dénombrable de 7, si y7>o> 1 , il suffirait de poser
Ta = (., a)T, a étant un point de Rœt 7, pour se convaincre que
7 est normal. Considérons la largeur mT de 7: On a soit
mT = $1 soit m7 = N0 soit /n7 < N0. Si mT— ^ly T a une ran-
gée non-dénombrable /? et on poserait /?^= 7^; si /^7 <^0, 7
serait étroit et, à la suite du théorème 8'5bis, 7 serait normal.
Reste enfin le cas où mT = $0. On peut aussi supposer que 7
n'admet aucune descente monotone parce qu'il est évident que
tout tableau ambigu admettant une descente monotone est normal

En désignant par 70 l'ensemble de tous les éléments a
de 7 tels que p[a,.)T<pT, on a ou bien pT0=pT ou bien
pT0 < pT. Si pT0 = p7 , on voit que Ro 70 est non-dénombrable
et alors il suffit de poser Td = R0T0; si p 7 0 < / ? 7 , on aura, en
posant 71==7— 70, pTt~pT et même /? [a, . ) T I = / ? 7 pour tout
point a de 7.

Puisqu'on a supposé que m7 = No et que y 7 n'était pas
atteint, on voit que T1 est une suite ambigue de rang non atteint wv

On prouve facilement ceci: Quel que soit le point a de Tu

il y a une rangée infinie (et forcément dénombrable) de la suite
(<*,.) ri.

Ceci étant, on va prouver que:

La suite T1 contient une suite distinguée S de rang œim

Pour commencer, on désignera par R0S0 la première rangée
infinie de 7X; soit a un ordinal œx et supposons que les sous-
ensembles disjopctifs et dénombrables R§S0 de Tx sont déter-
minés pour tout ! < a ; on va déterminer RaS0 comme suit: si
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a est de première espèce, on posera RaS0 = 2$aat<2,.)ri, ci
a

parcourant /?a_iS0, cca désignant Vindice de la première rangée
infinie de la suite ambigue [a9.)Ti. Si a est de seconde espèce,
on posera jRnS0^Rp Tv (3 désignant la borne supérieure des nom-
bres r] tels que R^ Tx contient au moins un point de 2 R$ $o*>

le dernier ensemble étant dénombrable, l'ordinal (3 est bien dé-
terminé et <œv Enfin, on posera S = ^Ra+i So; on vérifie

cc<cot

aisément que S est une suite distinguée de rang œ1 (voir le § 10*3)*

II s'agit de savoir si la suite distinguée 5 est normale ou
non c'est-à-dire si bS=tt0 ou tt±.

Pour que bS = x0, il faut et il suffit que tout sons-en-
semble non-dénombrable de S soit, à un sous-ensemble au plus
dénombrable près, une suite distinguée de rang yS.

Nous prouverons seulement que la condition est nécessaire.
Par hypothèse, &5=N 0 . Soit E un sous-ensemble non dénom-
brable quelconque de S; en particulier, E peut traverser S; il
s'agit de prouver que, en retranchant de E un sous-ensemble
au plus dénombrable de £, le reste est une suite distinguée de
rang y5. On se contentera de prouver seulement que la famille
des noeuds finis de E est au plus dénombrable. Pour cela, soit
M la réunion des ensembles \a\s—|Û|E, a parcourant les points
des noeuds finis de E. Soit, ensuite, F un sous-ensemble quel-
conque de M ayant avec chacun des ensembles \a\s—\CI\E, CL
parcourant les points de E tels que p|flJE<N0 , u n s e u ' P o i n t

en commun. On démontre que F est un sous-ensemble disjonctif
de S et que pF^zpS sipM—pSi on aurait donc bS = x1 ce qui est
incompatible avec notre hypothèse.

En somme, nous ne pouvons pas décider s'il y a une suite
distinguée anormale.

Par un raisonnement analogue à celui par lequel on a
prouvé que T contenait une suite distinguée, on prouve ce
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L e m m e 2. Toute suite ramifiée ambigue 5 n'admettant
aucune descente monotone contient une suite distinguée de
rang

3. Considérons maintenant un T quelconque et demandons-
nous s'il contient un sous-ensemble dégénéré Ta ayant la puis-
sance pT. On sera plus concis.

Désignons par 7^ l'ensemble de tous les points a de 7
tels que p[a, .)r<pT. Si pT0—pT, on mmpR0T0^pzpT. Si
pT est régulier, on pourra poser Td — RoTo parce que, comme on
s'en aperçoit sans peine, m0T0 = pT. Si pT est singulier et en
plus, pRoTo<CpT, il existe un ensemble de points a* e/?oro tels
que p[a\.)To<p[a\.)T0<--<p[a*J.)To<---, p[as

9.)r0<pT9

(£<TpT), les P[O,*,.)T0
 a y a n t pT pour borne supérieure.

Soit k°<kJ< • • • < * £ < • • •, (§<TpT), une suite de nom-
bres cardinaux < pT ayant pT pour borne supérieure. Détermi-
nons les tableaux Ek' comme suit: (30 étant le premier indice tel
quep[a^°? .)ro>*°> désignons par E° un sous-tableau dégénéré quel-
conque de \_a\ ,)TO ayant la puissance k° (voir le lemme 1): § étant
un ordinal < rpT, supposons que les ensembles dégénérés
E"1 C[a^, .)T0 sont déterminés pour tout T\<§ et que pEi'—k*1;
alors, en désignant par pè- le premier indice tel que p [a^, ,)TO > fèy

on prendra n'importe , quel sous-ensemble dégénéré FJ de
f, .)TO ayant la puissance kK En posant Ta=^Es

 9 on voit

que Ta est un sous ensemble dégénéré de To ayant la puis-
sance pT0=pT.

C'était dans le cas où pT0~pT. SipT0<[ pT, en posant
7\ = T—To, on aura pTî -—pT et p [a, .)n = pTx pour tout
asTv On a deux cas, suivant que pTi=px^i 0Ll pT1>pyTi.

Supposons, tout d'abord, que pT 1>py7 1 . Puisque pTt —
— ̂ maTv en posant Xi=\Tu il existera un cco<7 tel que

a<Yl
ma0^PrTi (voir le lemme 2*2/); en particulier, si pTx est ré-
gulier, T1 aura une rangée de puissance pTv En raisonnant sur
une suite des [Ö^.)TJ, (ê<^p71) les a1 appartenant à RŒoTv

On prouve aussi que le mot „ambigue** peut être barré.
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on construit, comme dans le cas précédent, un sous-ensemble
dégénéré de Tx ayant la puissance pTv Reste le cas où pTx^
~PTTV Si Tt est large, on raisonne comme tout à l'heure; le
cas où 7, est étroit ne présentant aucune difficulté (voir le théo-
rème 8#5bis), reste le cas où Tt est ambigu. On peut supposer
que yTx est initial et non-atteint parce que, dans les deux cas,
Tt contiendrait un sous-ensemble monotone de puissance py Tt—
==pTt et tout serait démontré. Puisque, quel que soit O87\
P[&,-)TI=PT et pT1=pyTl, on démontre que Tt est une suite
ramifiée. En tenant compte des hypothèses précédentes, Tx est
une suite ramifiée ambigue n'admettant aucune descente monotone
et ayant, pour rang) un nombre initial.

En tenant compte du lemme 2, on peut démontrer ce

T h é o r è m e 2. Tout T anormal contient une suite distinguée
anormale S telle que pyS = pzpT.

Ainsi, l'existence de tableaux anormaux se réduit à celle
de suites distinguées anormales. La question concernant leur exi-
stence reste ouverte (cf. le § 12 et le complément).

4. Nombre b'T. Si aeT, b s 7, le signe (a ^ b)? ou sim-
plement (a ^ b) sera appelé direction-élément de T si ou bien
a < &, (a,6) = 0 ou bien a^b, (0, . ) T — 0 ; c'est-à-dire si ou bien
b est un des successeurs immédiats de a ou, si a est un des
derniers points de T (c'est-à-dire (a,.)T3=0). Deux directions-
éléments (a ^ b), (a'^b') sont dites distinctes si l'on n'a pas à la
fois a=a\ b^b'; et non-radiales si elles sont, tout d'abord,
distinctes, et puis telles que ou bien a \\ a' ou bien, à la fois,
a non || a' et b non |] 6'; il s'en suit qu'on n'a pas alors a = a'.2).
Autrement dit, deux directions-éléments (a ^ 6), {a' ^ b') sont
non-radiales si ou bien a \\ a' ou bien a < a', b ^ a' ou bien
a' < a, b' ^ a. Ceci étant, b'T sera la borne supérieure des pF, F
rarcourant la classe des familles de directions-éléments de T celles-ci
étant deux à deux non-radiales.

La notion de directions-éléments de T s'impose d'elle-même:
elle nous indique un certain passage d'un point de T à un seul
de ses successeurs immédiats (éventuels). C'est ainsi qu'on gé-

2) D'où l'expression „non-radiales".
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néralise la notion de passage de n à n-f-1 qui nous est familier
dès les premiers éléments de Mathématiques (cf. Fhypothèse P%

du Complément).
Dans le cas de tableaux d'ensembles g* (voir le § 8fi),

b']§ admet une autre définition, plus concrète cVaill.urs.
§• étant un tableau d'ensembles, g-** sera la famille-réu-

nion qu'on obtient en adjoignant à g* tous les ensembles A—B,
les A, B parcourant g*.

On va prouver que b' g* coïncide avec la borne supérieure
des pS^, S^ parcourant la classe des sous-familles disjonctives de
la famille &d.

La proposition sera démontrée en deux pas:

1° Faisons correspondre à une direction-élément (A ^ B)
l'ensemble EAB, celui-ci étant soit A—B soit A suivant que
AD B ou A B. On voit que, ainsi, à deux directions-éléments
non-radiales de g" correspondent deux ensembles disjoints de g"d

(qui ne sont pas vides tous les deux).

2° D'autre part, à un élément non vide M de gfd faisons
correspondre la direction-élément (AM — Bu) de g* construit
comme suit: si Al eg"d—g", BM sera tel que X—BM = M, Xefô
(on voit que X, BM et A M sont déterminés sans aucune ambi-
guité); si M s g-, A M sera M, et B M sera soit M soit un élément de
la famille Ro (M, .)&* suivant que celle-ci est vide ou non. Alors, à
deux éléments disjoints non-vides de g"** correspondent, ainsi?

deux directions-éléments non-radiales de gr.
La notion de ô'g" interviendra effectivement dans le §

suivant.
A propos de ÔT, on peut poser deux problèmes analogues

aux problèmes A, B en y remplaçant bT par b'T.

L e mm e 3. bT ^ b'T^pT. On ne sait pas si le signe
d'inégalité peut intervenir. Si T est normal, on aura bT=b'T*=pT.

On aura besoin de ce

T h é o r è m e 3. Abstraction faite des T dont le rang est un
ordinal inaccessible? la borne supérieure b'T est atteinte.
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D'après ce qui précède, on se bornera au cas où T est une
suite ambigue quelconque ayant, pour rang, un ordinal initial sin-
gulier. Désignons pas E Fensemble de tous les points a de T tels
que le nombre a > 0 vérifiant asRaT soit de première espèce
et que p\ a | r = l .

a) pE~pT.

En effet, si pE<pT, en posant 5=7'— E, on démontre que
5 serait une suite ambigue totalement ramifiée dont le rang est
un nombre singulier (=y7n) ce qui est incompatible avec le
théorème 8*2.

b) Désignons par 3^ la famille des directions-éléments
(a ^ b) de T, b parcourant les points de E (par conséquent, a
est le prédécesseur immédiat de b); on voit que pSr=pE donc
pS^^pJ et que les éléments de S^ sont deux à deux non-
radiales.

5. Nous ne savons pas si, dans T énoncé du théorème pré-
cédent, le signe VI peut être remplacé par bT: pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit que tout T soit normal.

Prouvons que la condition est nécessaire; on se bornera au
cas de suites ramifiées ambiguës 5 de rang non-atteint qui est
un nombre regulier initial quelconque. On emploiera un procédé
appelé intercalation longitudinale.

a étant un point de 5 et a l'ordinal tel que aeRaS, dé
signons par Sa le tableau qu'on obtient de 5 en y intercalant,
entre le point a et le noeud Ro (a, .)s, un ensemble bien ordonné
Ea de rang œa : tout point de E précédera tout point succédant
à un point au moins de RQ (a , .)s et suivra à tout point de
(., û]s. Les Ea étant, pour des a distincts, deux à deux disjoints, on
posera Sj = 2 Sa -> (a s )̂> les points de Si étant rangés naturel-

a

lement. On prouve facilement ceci:

a) Après tout point de Si, il y a un point de S. Il s'en
suit qu'à tout sous-ensemble disjonctif de S* on peut faire cor-
respondre un sous-ensemble disjonctif de S ayant la même puis-
sance que lui-même,
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3) Si est une suite ambigue n'admettant aucune descente
monotone; on a mSi=^mS, yS* = œyS, pSi = $rs = bSi.

Le rang de S* est donc singulier. A la suite de l'hypo-
thèse, Si contient un sous-ensemble dégénéré E ayant la puis-
sance ÖSz = NyS-

Or on a pR0E = p\S. En effet, le rang y S étant, par sup-
position, régulier, on a xpE^--\S\ puisque, d'autre part j)[a,.)j/<j?£*,
pE=y£[a,.)#, on aura pR0E^p\S. L'ensemble R0S étant dis-

jonctif, la suite 5 contient, d'après a), un sous-ensemble dis-
jonctif de puissance R0E; on a donc puissance p Ro S=PYS} et
la suite E est normale, c. q. f. d.

6. Pour terminer, démontrons que
L'identité (éventuelle) UT = p T entraîne Videntité bT=pT

(la réciproque est évidente).
On peut supposer que T est une suite distinguée. Alors, en

faisant correspondre à une direction-élément (flO) de T un
point quelconque de |6 | r—6, on voit qu'à deux directions-élé-
ments non-radiales de T correspondent, ainsi, deux points incom-
parables de T. c. q. f. d.

§ 12 Retour aux ensembles ordonnés.

A. N o t i o n de d é v e l o p p e m e n t c o m p l e t d ' u n
e n s e m b l e o r d o n n é .

1. Dans la section B du § 8, on a défini des tableaux
ramifiés complets d'ensembles comme des tableaux ramifiés f*
d'ensembles vérifiant ces conditions:

1° L'ensemble ^ S " e s t u n élément de g";

2° X étant un élément quelconque de & tel que pX>%,
alors 2 / ? 0 (X , . ) f=X;

3° La partie commune de chaque sous-tabieau monotone
non-vide de g* appartient à g" (sauf éventuellement si celle-ci
est vide).

Dans le cas qui nous occupe actuellement, on considérera
des tableaux ramifiés de portions (et non pas de sous-ensembles
quelconques)i d'un ensemble ordonné £\
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Nota t ion . 3^ étant une famille d/ensembles quelconques,
la famille de tous les éléments de S^ ayant au moins deux points
sera désignée par tySF.

Dans la suite, sauf mention expresse du contraire, E dé-
signera un ensemble ordonné quelconque.

Chaque tableau ramifié complet D de portions de E tel que
E soit un élément de E sera appelé développement complet de
Vensemble ordonné E.

Prouvons tout d'abord ce

L e m öi e 1. Quel que soit Vensemble ordonné E tel qu&
PQEKÜ-,1) le rang y de chaque développement complet de E est
tel que y <T

En effet, supposons qu'il existe un développement complet
D de E tel que y û > a ) ^ i bien que j ? 0 £ ^ ^ . En désignant
par F un élément quelconque de Rœ^{ D, soit, pour tout £<üty+i,
£i l'élément (unique) de R% D tel que E$ D F. 11 est clair que
E§ D £Vf Î et que l'ensemble E$—E*+i est composé, pour tout
Ç<œp±u de deux portions disjointes P|, P'§' (dont l'une peut d'ailleurs
être vide). Soient alors a^ a^ deux points quelconques appartenant
respectivement à P^ P'^ (si, par exemple, P§ = 0, il est clair
que c4=0); en désignant par P' et P" l'ensemble des points dif-
férents a't et û£ respectivement, pour tout l<oo/?+i il est clair
qu'au moins Fun des ensembles P' et P" aura la puissance
N/î+i' Si7 par exemple, pP' = ^ + p cela voudrait dire que P' est
un sous-ensemble bien ordonné de E et de puissance ^ + 1 ; par
conséquent, PoE^^^t contrairement à l'hypothèse.

2. D étant un développement complet de £*, on a donc
] £ D = £\ De plus, X étant un élément quelconque de \J/Z), i ly a
une famille disjonctive f(X) de portions non-vides de X telle quq

i et

2° Quel que soit l'élément Y de f(X), il n'y a aucun élé-
ment Z de D tel que XDZD Y. On voit que f{X)=R0(X,.)D.

Pour la terminologie, voir le § 7,
mathématiques |y,
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Dans la suite, on emploiera constamment la notation j (X)
dans le sens qu'on vient d'indiquer.

Or, la famille disjonctive f(X) petit être ordonnée de la
manière suivante: A, B étant deux éléments distincts de f(X),
on posera A^B dans f(X) suivant que la portion A de E est,
dans E, à gauche ou à droite de la portion B de E.

Dans la suite, on sous - entendra toujours que f(X) est
ordonné de la façon indiquée et, par conséquent, la notation
tf(X) pour le type ordinal de f(X) s'explique d'elle même.
On voit alors que, quel que soit l'élément X de \J/Z), on a
1 <itJ(X) ^ tX (le symbole tX désignant le type ordinal de
l'ensemble ordonné X\ celui-ci est, d'ailleurs, une portion de Ey

v étant un type ordinal et E un ensemble ordonné, une
famille cS27" d'ensembles sera dite v-partition complète de E ou
encore développement complet de E suivant le type y, si S-* est
un développement complet de E satisfaisant à la condition que,
quel que soit l'élément X de ^ 3^, le type ordinal tf(X) est
identique avec le type v; si, par exemple, v = 2,3, on parlera
d'une bipartition ou d'uni tripartition complètes de E.

B. T r i p a r t i t i o n c o m p l è t e d ' u n e n s e m b l e
o r d o n n é d e n s e . S o l u t i o n d ' u n p r o b l è m e d e
M. S i e r p i n s k i .

Soient E un ensemble ordonné dense quelconque et D
une tripartition complète de E.2) On va spécialiser la représen-
tation, indiquée dans le § SB, des éléments de D.

1. Soit {l, m,n} un ensemble ordonné composé de trois points
absolument quelconques /, m, n tels que / < m </z (par exemple
/ = 1 , m = 2, /z = 3); on va construire un système, S(D), décom-
plexes (ao..ö£..) de la façon suivante:

Le complexe vide sera l'indice de l'élément E qui est, com-
me on sait, l'élément unique de RQ D; autrement dit, E ne por-
tera aucun indice dans la représentation qu'on va construire.
Le complexe vide (c'est-à-dire, l'indice de E) sera un élément
de S(D) où il constituera „la première rangée'4 RoS du système
à construire S (D).

2) A propos de l'existence de £), voir le § 8J5 et la section C qui
suivre,
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Supposons que les éléments8) de la famille R$D sont mis
sous la forme E^0^a ^ , les(a0 . . an, )n<<% constituant'•'un sys-
tème Rt S de complexes tels que an soit /, m ou n pour tout
x\<§ et tout |<cc, a étant un ordinal inférieur au rang yZ3 du
tableau ramifié D, et cela de façon que les conditions suivantes
soient vérifiées:3)

> (/—1,2) étant deux éléments quel-

conques de l'intervalle (., O)D tels que

£ i = t f , alors ( a j . . ÛJ . . ) g < Œ i = (a*.. û | . . ^ par con-

séquent, a1 = cc2;
(I) £ i§ f i - , alors («J.. flJ. . ) ï < Œ i ^ ( f l;.. ^ . .)%<a;

&E>=0, alors (a j . . a j . . ^ II («0
2 • • a j . .) ,<„/)

On va désigner les éléments de la famille Ra D; les indi-
ces ainsi obtenus constitueront le système i?aS. Soit donc X
un élément quelconque de Ra D; on a deux cas:

1° a est de première espèce. Si • alors Eia a \ est
S ' ' 'S<a—1

l'élément de Ra—iD contenant Fensemble considéré X, on po-
sera X = EOQ a t(l , aa—\ étant ou bien le point / ou bien le point

m ou bien le point n suivant que A" est le premier, le second ou le
troisième élément de l'ensemble ordonné f (E\a a \ ).

v ° ' " t ' ' ; 5 < a i

2° a est de seconde ezjpèce. On posera X = E f
1 ó'

les points (£+[ étant déterminés par la condition que E.

est Télément y de RVD tel que YDX pour tout r\ < f. Dans
Jes deux cas, le système des complexes construits (a0 . . a%. .)s<cc
sera désigné par /?aS.

La construction précédente étant possible pour tout a <\D1

on voit que les éléments de D sont représentés sous la forme
)' les indices (à0.. at. . ) s < a , (a<yl>), par-

Pour la terminologie et les notations, voir le § 8,
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oourant le système S{D) défini par la réunion des complexes
des systèmes partiels RaS, (a<yD). De plus, on voit que la
correspondance entre les éléments de D et ceux de S(D) est
biunivoque et satisfait aux conditions (I) quels que soient les
éléments EY et E2 de D.

Remarque 1. Le système S(D) qu'on vient de construire
ne contient aucun complexe de rang yD? autrement dit, le rang
du tableau ramifié S(D) de complexes construits est non pas

l mais

Notons encore une fois, que les éléments du système S(D)
sont de la forme (a0.. a-^. .)§<;a, (^ < Y^X les a% étant /, m ou n-

Or, D étant un tableau ramifié complet d'ensembles, d'après
le lemme 8*17, tout point de l'ensemble 2/J qui est, dans notre
cas, identique avec E, est un élément de D. Par conséquent,
aux points de l'ensemble ordonné E correspond par les trans-
formation (1) un système partiel du système construit S(D); en
le désignant par S°(D),on v o ^ ( l u e 5°(D) est parfaitement dé-
terminé et caractérisé par cette condition: S° (D) est le système de
tous les complexes (ao..a%..) extraits du système S(D) qui ne
sont une partie (portion) initiale d'aucun autre complexe de S (D).

En particulier, i4* = (al
0.. a\. .)s&< , (/=1,2), étant deux comple-

xes appartenant à S°(D), on voit qu'il existe un nombre ordinal
cp = cp(^M2) tel que a^ = a^ pour tout |<cp tandis que aq

x et av
2

sont deux points distincts de f ensemble ordonné {/, m, n) des
points /, m, n. On a donc ou bien a^Ka^2 ou bien a

2. Le système S°(D) peut être ordonné alphabétiquement;
autrement dit, A{~(a\... a(§.. .)$<«. , (*" = 1, 2) étant deux élé-
ments distincts quelconques de S°{D), si l'on convient que le
signe Al<A2 ou A2>Al voudra*dire que ai

<p<a2rP dans {/, m,n},y
désignant le nombre ordinal cp (A1, A2), on s'assure que 5° (D)
devient un ensemble ordonné.

Résumons: b étant un point quelconque de E, désignons
par k(b) le complexe du système S°(D) défini par b — Eh(b)\

3') Rappelons que la rang yD d'un tableau ramifié D est le type
ordinal (et non pas la borne supérieure) des nombres a tels que BaD > 0.
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alors, k(b) établit une correspondance biunivoque entre les ensembles
E et S°(D); de plus, le système S%D) peut être ordonné alpha-
bétiquement. Or, on voit que la correspondance k(b) est une simili-
tude des ensembles ordonnés E et S°(D) c'est-à-dire que, si b^c
dans £*, alors h {b)^k(c) dans S°(D). Ceci est bien évident si F on
regarde la façon dons on a construit les complexes du sy-
stème S\D).

Ceci étant, supposons que l'ensemble E soit encore tel
que p0E<ï<pi); alors d'après lelemme précédent, on a T^^^-f t*
D'autre part, d'après la remarque 1, le système S(D) (donc
S6(D) non plus) ne contient aucun complexe de rang
Désignons par S"l(D) le système des complexes de rang
et de la forme (Am .. m . . .)4), A parcourant les complexes appar-
tenant à S°(D). Il est clair que le système Sm(D) peut être
ordonné alphabétiquement et que les ensembles S°(D) et Sm(D)
sont semblables. Par conséquent, les ensembles ordonnés E et
Sm(D) sont semblables.

Or, l'ensemble Sm(D) est un sous-ensemble de l'ensemble
///?.fi défini à la fin du § 5 5).

Autrement dit, E étant un ensemble ordonné dense tel que
Vensemble E est semblable à un sous-ensemble de Vensemble

défini a la fin du § o 5).
Soit maintenant E un ensemble ordonné infini quelconque;

en désignant par E° l'ensemble ordonné qu'on déduit de E
en comblant les sauts éventuels de E par des ensembles or-
donnés de type r|, on voit que E° est un ensemble dense tel
Q.ue EQE° et pQE°=p0E. On en conclut ce

L e m me 2. 3 étant un nombre ordinal et E un ensemble
ordonné quelconques tels que p0E<^^, l'ensemble E est sem-
blable à un sous-ensemble de l'ensemble Hp+\ défini à la fin
du § 55).

Par conséquent, sous la même hypothèse, on a

Or, d'après la corollaire 5*1, on a pH^\ <^ 2 ^; on en déduit,
en prenant p0E = fy, ce

*) Si -A=O0 a£)f<a, il va sans dire que le signe (Ain . . , m) veut
dire (ÛQ . , . a i . . . m . . . m . . .)•

5) Voir aussi la remarque 9*1,
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T h é o r è m e 1. Quel que soit l'ensemble ordonné E, on m

Remarque 2: Le théorème précédent redonne, en particu-
lier dans le cas où poE<xOj la réponse affirmative au problème
suivant de M. Sierpinski: „Un ensemble ordonné (linéairement)
dont tous les sous-ensembles bien ordonnés (croissants ou dé-
croissants) sont au plus dénombrables, a-t-il nécessairement une
puissance non-supérieure à celle du continu?" (Fund. Math. 2, p.
28, problème 12). P. tJrysohn en a donné la réponse affirma-
tive; d'apiès une remarque de M. F. Hausdorff, la solution du
problème aussi bien que le théorème précédent lui-même se
trouvent implicitement dans le livre cité: G, M. (Voir, P. Ury-
sohn, Fund. Math. 5, 1924, p. 14 et vol. 6, 1925, p. 278).

C. ^ - p a r t i t i o n s c o m p l è t e s d e s e n s e m b l e s
o r d o n n é s c o n t i n u s . E n s e m b l e s o r d o n n é s
n o r m a u x .

E désignera un ensemble ordonné continu quelconque; D
sera une ^-partition complète quelconque de E.

1. A propos de l'existence de D, faisons tout d'abord cette
remarque'. Soient E, F deux ensembles ordonnés continus tels
que EQF\ il existe une et une seule famille disjonctlve ƒ (JE) de
portions non-vides Ea de E vérifiant ces conditions:

1° A tout point a de F- correspond un élément Ea de f{E)
tel que asEa\

2° a parcourant les points de F, on a ^Ea — E.

On peut alors dire que f{E) est une décomposition de E
suivant F. On voit facilement que, pour un point donné a de F, la
portion correspondante Ea est déterminée comme suit:

Si a est le premier point de F, Ea est la portion gauche
de E située à gauche de l'ensemble (a,.)? des points de F qui
sont à droite de a;
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Si a est le dernier point de F, Ea est la portion droite de
E située à droite dePensemble (. ,a)F des points de F qui sont
à gauche de a;

Si a n'est ni premier ni dernier point de F, Ea est la por-
tion de E située entre les ensembles (. , C ) F et (a, .)F.

Ceci étant, appliquons ce procédé: à chaque segment S d'un
ensemble continu E tel que pS>l, on fera correspondre un en-
semble cp(S)C5 dont le type ordinal est égal à -01; de plus, dé-
signons par j (S) la décomposition de 8 suivant cp(S), c'est-à-
dire f (S) est une famille disjonctive de portions de E chacune
contenant un et un seul point de cp (S) et étant de plus telles
que 2f(S)=S.

Désignons par R0I) la famille composée de l'ensemble E
lui-même; supposons que les familles R$ D d'ensembles sont
définies pour tout £<cc et qu'il y a au moins un point de E
qui n'est un élément d'aucune des familles R% D et que les fa-
milles \|/ Ri I) sont composées des segments de E, pour tout
£ < a ; définissons la famille RaD comme suit:

Si a est de première espèce, RaD désignera la famille-
réunion des familles f (S), S parcourant les éléments de la-fa-
mille tyRa-iD, c'est-à-dire RaD = T£'f(S), SetyRa-iD; si a

s
est de seconde espèce, Ra O désignera la famille des ensem-
bles FI EQt .Eç, les.E $ étant tels que E$ s Rç D et E§ C U Eo.. En.

<
En désignant par yD le type ordinal de l'ensemble des

ordinaux a tels que RaD DO, on posera D = ^' RaD (voir la
a<yD

note 1-2).

2. D est une ^-partition complète de E sur laquelle on va
raisonner.

D étant un développement complet de E, tout point a de E est
un élément de D; par conséquent, as E étant donné, le nombre
v(a) tel que l'ensemble composé du point a appartient à Rv(a)D
fiât parfaitement déterminé; de plus, il.est clair que v(a)>0.

Désignons par Ex l'ensemble de tous les points a de E
tels que le nombre v(a) soit de première espèce, et par E2 l'en-
semble des points a de E tels que v(a) soit un ordinal de ag-
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eonde espèce. Il est clair que Ei et E2 sont deux sous-ensem-
bles disjoints de E (dont l'un peut être vide) et que E^E^—M,

Ceci étant, désignons par F2 l'ensemble des extrémités
des segments de E appartenant au tableau ^D. On voit que,
si tyD est infini, Fensemble F2 et la famille tyD ont une mêm§
puissance.

Orr Vensemble F2 est partout dense sur l'ensemble E2.

En effet, soit a un point de E2 et / un intervalle de E
contenant le point a; il s'agit de prouver que / contient un
point de F2. Remarquons, tout d'abord, que, a étant un élément
de D, la famille éF des éléments de tyD contenant le point a
est telle que a = ric3r. Par conséquent, il y a au moins un
élément de S^ c'est-à-dire un segment de E qui est entière-
ment contenu dans l'intervalle /.

D'autre part, considérons la famille tyD, et soit 5 un élé-
ment quelconque de \)'D; d'après la convention ci-dessus, <p(S)
désigne un sous-ensemble de 5 ayant le type ordinal $; par
conséquent, l'ensemble cp(S) estséparable c'est-à-dire p1<p(S)=H0*
désignons par cpo(#) n'importe quel sous-ensemble dénombràble de
cp (5) partout dense sur Vensemble cp(S).

Ceci étant, posons / 7 i = 2 ^0(^)5 S parcourant les éléments

de ty D. Tout d'abord, l'ensemble Ft est partout dense sur l'en-
semble 2 ^ ^ ) ' ^ parcourant tyl). D'autre part, l'ensemble

s
2cp(S), parcourant ^ D , est partout dense sur l'ensemble Ex

s
défini plus haut parce que, tout point de E\ appartient à au
moins un cp (S). Il s'en suit que Vensemble F1 est partoutdense
sur Vensemble Ex.

En posant, F=F1 + F2, on obtient ce résultat:

Vensemble F est partout dense sur l'ensemble considéré E.

Or, on voit que pF1^t<0 .p\]/D et que pF2^(pi'D)2. O E
en conclut que/?F=« o .p >|/ D, et, par conséquent, ptE<£ ttq .

L e m m e 3.
Tout d'abord, en désignant par irdj) la familie
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semblés distincts A, B et A—B, les A, B parcourant ^ D , rap-
pelons que b' \\r D signifie la borne supérieure des p^', SF par-
courant la classe des sous-familles disjonctives de tyaD. On
démontre facilement ce

L e m m e 4: p2 E^ Ko. b
1 <\rD.

Passons à la démonstration du lemme 3; on peut sup-
poser que tyD est infini. Puisque, évidemment, p2E^p1EJ le
lemme 3 sera vrai toutes les fois que b' ty D=p^ D. Or, d'après
les résultats du § 11, la dernière égalité aura lieu toutes les
fois que les nombres y ^ / > , pty D ne sont pas respectivement
de la forme cu^+i, fy+i, ((3 ;>0). Supposons maintenant que
y \]/jD = œ/?+i, p>]/D = fy+i> (P^>0), et admettons, pour aboutir
à la contradiction, qu'il existe un sous-ensemble G de E ayant
la puissance <fy+i et partout dense sur E. Le tableau
D étant complet, tout point de G est un élément de D. Puisque
pG<fy-i_i, il y a un nombre a tel que G C (. , a)D. Si Ton dé-
signe alors par A un segment quelconque de E appartenant à
RaD, on voit qu'aucun intervalle de E contenu dans A ne corr
tient aucun point de G, ce qui est incompatible avec l'hypo-
thèse que G est partout dense sur E. c q. f. d.

Corrollaire L Toutes les fois que b' ty D =pirD, on aura

Bref, le problème si l'on a identiquement ptI
iJ = p2E se

ramène au problème si l'on a identiquement b' T=p f pour tout
tableau ramifié infini (la réciproque est encore vraie: voir l'in-
clusion P5 -> P3 du Complément).

3. En s'appuyant sur les résultats du § 11, les lemmes
3 et 4 de ce § et le lemme 710, on obtient la proposition sui-
vante dans laquelle E désigne un ensemble ordonné quelconque:

T h é o r è i n e 2. On a on bien p^E=p2E ou bien p2Ey ptE
sont deux alephs consécutifs tels que p2E<prE; dans le dernier
cas on a

Résumons quelques résultats de ce § et du § 7;
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T h é o r è m e 3. Pour tout ensemble ordonné infini E tel
que p±E = p2E on a p0E <ptE =p2E <pBE =j>éE = p§E<
<pE <2PQE; si, en plus, E est dense, $zE=pzE.

4. Un ensemble ordonné E sera dit normal s'il existe une
famille disjonctive d'intervalles non-vides de E ayant la puis-
sance p^E. Dans le prochain §, on confrontera les notions de:
tableaux ramifiés et ensembles ordonnés, normaux; pour le mo-
ment, voilà un résultat qui découle du théorème 11'3 et des
lemmes précédents:

L e m m e 5: Si ptE est singulier, E est normal.

D, S u r l e c o n t i n u l i n é a i r e e t u n p r o b l è m e
de S o u s l i n .

1. L'un des premiers résultats fondamentaux de la théorie
des ensembles ordonnés était le

Théorème de Georg Cantor*):

a) Deux ensembles ordonnés, denses, anti-limités et dénom-
brables sont semblables, et ont, par conséquent, le même type
d'ordre r\ que l'ensemble des nombres rationnels;

b) Deux ensembles ordonnés connexes, anti-limités et sépa-
rables sont semblables, et ont, par conséquent, le même type ordinal
X quel ensemble des nombres réels*);

c) Deux ensembles ordonnés partout lacunaires, anti-limités,
denses et dont chacun a une infinité dénombrable de lacunes,
sont semblables, et ont, par conséquent, le même type ordinal i
que l'ensemble des nombres irrationnels.

3) Ges. Abhandl. p. 310.

*.) Problème: Existe-t-il une famille c ^ d'ensembles ordonnés tels que
l'ensemble E des types ordinaux tF, F parcourant cS?" soit un ensemble
ordonné du type X? La question analogue se pose aussi pour des types
dimensionnels de M. Fréchet d'ensembles appartenant à une certaine classe
d'espaces abs traits,
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Théorème sur le continu mathématique. E étant un en-

semble ordonné, soient A{ les hypothèses suivantes:

A0. E a le même type ordinal que l'ensemble des nom-
bres réels x tels que 0 <_ x < 1;

A1. E est continu et irréductible 5);

i4?. Ë est continu et tel que i>;£=rto> ( ' = 1, 5);

/ l 3 . .E est continu et distanciable;

A*. E est dense, limité, distanciable et complet 6);

A5. E est dense, distanciable et compact en soi.

Les propositions A0, A1, A2
V A?, Az, A1, A5 sont, deux à deux,

logiquement équivalentes, et, par conséquent, chemine d'elles carac-

térise le type ordinal & du continu linéaire.

Le théorème sera démontré par ce schome de conclusions

A*-+ A*-+ A*+ Â\+ A\+ A*-* Ax->A0-± A5

A6 -> A*. Tout d^abord, E étant compact en soi, il est
limité. Il s'agit alors de prouver que,s ous Fhypothèse A5, E est
complet. E étant compact en soi, toute suite de points de E satis-
filisant au critère de convergence de Cauchy est convergente
parce qu'elle admet un seul point d;accumulation.

Ai -> i43. Il s'agit de prouver que E est non-lacunaire. Sup-
posons, par absurde, que Ê — A-\-B, ADO, BDO, que 4̂ soit à
gauche de /?,et que A n'ait pas un dernier point ni B un premier.
Soit an, {n — 1, 2, . .), une suite strictement croissante de points
de A confinale avec A {E étant distanciable, il est clair qu'une
telle suite de points an exista). On vérifie aisément que les

5) Un E cont inu es t irréductible si tou t sous-ensemble cont inu de Ë
est semblable à E.

6) C'est-à-dire: chaque suite de Cauchy de points de E est convergente
(a un et un seul point d'accumulation appartenant à È). (Voir E. A. p. 1-4)



124 Georges Kurepa.

points ava2,.. sont tels que, s étant un nombre réel quelcon-
que, il y a un entier k tel que la distance entre an et an> soit
< e quels que soient les entiers 'n, n' dépassant k. Par consé-
quent, E étant complet, la suite de Oaucliy ah #2, . . converge-
rait vers un point a de E. 11 est évident que a serait soit le
dernier point de A soit le premier point de fi, contrairement à
notre supposition.

;43-> A\. C'est une conséquence du théorème 6'6.

Que A\ -> Al -> A\% c'est évident.

A2
X -> A1. Prouvons que E est irréductible. En effet, E étant

séparable, chacun de ses sous-ensembles l'est aussi; en particu-
lieur, tout sous-continu t de E est séparable et, à la suite du
théorème de Cantor, semblable à E.

L'inclusion A1 -> A0 est une conséquence du fait que tout
ensemble ordonné continu contient un continu séparable, ce qu'on
vérifie aisément.

Enfin, l'inclusion A0 •+ Ah est évidente.

2, Désignons par A\ l'hypothèse que E est un ensemble or-
donné continu tel que piE = $Of (/ = 2, 3, 4); il est clair que
A\-> A\~> A\-+ A\-> À\ mais on ne sait pas si A\-> A\ ou, ce qui
revient au même, si A\-+ A2

{; c'est précisément le célèbre pro-
blème de Souslin dont voici l'énoncé originel:

„Un ensemble ordonné (linéairement) sans sauts et sans
lacunes possédant cette propriété que tout ensemble d'inter-
valles7) (contenant plus d'un point) n'impiétant. pas les uns sur
les autres est toujours au plus dénombrable, est-il nécessaire-
ment un continu linéaire (ordinaire)?" (Fund. Math. 1, 1920, p.
223, problème 3).8)

D'après les résultats des deux derniers § §, :Vhypothèse que
tout tableau ramifié de puissance N\ est normal (ou ce qui re-
vient au même que toute suite distinguée de rang œ± admet une

7) Nous dirions „de segments" .
8) Pa r l an t du problème de Souslin, M. W . Sierpinski écrit „. ... et ce

problème semble t rès difficile" (N. T. p. 153).
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descente disjonetive) entraîne la réponse affirmative au problème
de Soaslin (dans le § suivant, on verra que la réciproque est
encore vraie). Remarquons que la réponse affirmative au pro-
blème miraculeux, I ou II, du § 10 entraîne la réponse affirmative
au problème de Souslin (nous ne savons pas si la réciproque
est vraie).

Pour plus de détail, voir le Complément.

A cause de l'inclusion As~> A0, il suffirait, pour obtenir la
réponse affirmative au problème de Souslin, de prouver que
sous Phypothèse A%, H est distanciable (ou même, comme on
peut le démontrer, une classe (S) de M. Fréchet,9)

3. Pour terminer, énonçons ce

T h é o r è m e de H u n t i n g t o n10). Pour qu'un ensemble
E soit isomorphe de l'ensemble R des nombres réels11), il faut
et il suffit que ces conditions A, B, C soient vérifiées:

A) II y a une relation d'ordie < par rapport à laquelle E
est ordonné, connexe et anti-limité;

B) II y a un mode de composition + entre les couples
des points de E par rapport auquel t est un groupe abélieil
(additif);

C) En désignant par z le zéro12) du groupe E relatif à la
composition + , alors: quels que soient les points a, b de E
tels que a^z et b^z, on aura

Remarques. 1° L'analyse de la démonstration de M. W. Hun-
tington10) du théorème précédent montre que les nombres réels

9) E. A. p. 214.

10) T rans . Am. Math. Soc. 6, 1905, p. 17-41.

11) C'est-à-dire tel que, entre E et 11, on ait une similitude par rapport
à laquelle l'addition (et, par conséquent, les autres opérations élémentaires
aussi) des nombres soit invariante.

12) C'est-à-dire l'élément (unique) x de E tel que, quel que soit le
point a de E, on ait x+a=a-{-x=a; d'après la théorie générale des groupes
z existe et est bien déterminé.
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sont des symboles très commodes pour désigner et distingue?
des points de différents ensembles (intervenant dans les Mathé-
matiques classiques); dans l'état actuel de la Science, ils ne
suffisent plus à ce but; pour remédier à cela, on a introduit des
ensembles ordonnés, ramifiés, etc.

2° En analysant les démonstrations de théorèmes de TAna-
lyse concernant les fonctions continues réelles, on se rend compte
que, presque toujours, on se sert seulement de la propriété A)
de l'ensemble des nombres réels. Par conséquent, on aura un
gi*and nombre de propriétés des fonctions continues réelles qui
seront valables pour des fonctions continues dont les arguments
et valeurs appartiennent à un ensemble ordonné connexe
quelconque.

3° En introduisant, dans sa Thèse, la notion d'espaces di-
stanciés, M. M. Fréehet a fait jouer aux nombres réels non-né-
gatifs un rôle nouveau13): d'organiser les sous-ensembles d'un
ensemble E de points: c'est-à-dire d'exprimer, Fêtant un sous-
ensemble de E, la proximité d'un point de E de l'ensemble F
et de définir ainsi les points d'accumulations de F. L'analyse
de la théorie des espaces distanciés montre qu'un rôle analogue
peut ôtre joué par des points de n'importe quel groupe abélien
ordonné (condition A et B)u) ou même par des points d'un en-
semble ordonné quelconque ayant un premier point15).

C'est dans cette direction aussi bien que dans celle de voir
les liens entre les notions de groupes et d'espaces abstraits**)
que nous publierons prochainement un travail17).

13) Voir E. A. 61.

14) Voir \V. Krull Journal fur Math. 167, 1932, p . 160496.

15) Coin p. la note (2*15) et la notion des espaces pseudo-dis taneié
dans la Note aux C. R. 198, 1934 p. 1563.

1°) et rapprocher ainsi les idées de E. Galdis et M. Préchet ,

17) Cf. D. van Dantzig, Math. Ann., 107, 1932, p. 587—626.



COMPLEMENT AUX RESULTATS PRECEDENTS.

Dans ce qui suit, T désignera, sauf mention expresse du
contraire, un tableau ramifié quelconque.

1. Tout T est un ensemble partiellement ordonné1). Or, on
sait que, quel que soit Fensemble partiellement ordonné E, il
y a une extension de Tordre partiel de E et cela de façon que
E devienne un ensemble ordonné2). En Voilà un pour un T quel-
conque: on ordonne, tout d'abord, tout noeud de 7, ensuite, on
ordonne naturellement*) l a famil le d e s s e g m e n t s {.,a]r, a p a r -
courant T: soit < • la relation d'ordre ainsi définie; on pose,
enfin, a, b étant deux points distincts quelconques de T, a .§? b
suivant que ( . ,#]r .§* ( . ,#]T. On vérifie que < • est une relation
d'ordre dans T et qu'elle élargit la relation primitive < (ordon-
nance naturelle de T.'s)

On désignera par oT une ordonnance naturelle quelconque
de T. Il est très intéressant d'étudier les quantités pt{oT) et

1) La somme logique d'une relation de eomparabilité et d'une rela-
tion de disjonction celles-ci étant, entre elles, incompatibles, s'appelle refafr
tiott, d'ordre partiel. Un ensemble E est dit partiellement ordonné si entre
tout couple de ses points, il subsiste une relation d'ordre partiel (Voir G.
M. p. 139). Il s'en suit que la classe d'ensembles ramifiés coïncide avec la
classe d'ensembles partiellement ordonnés E vérifiant cette condition: a étant
un point quelconque de E, Vensemble ( . , a)E des points de E précédant le
point a est un sous-ensemble ordonné de E.

2) Voir Edward Szpilrajn, Fun4. Math. 16, 19^0, p. 38$,

3) Voir le § 8,
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L e r a m e 1. 5 étant une suite ramifiée distinguée quelcon-
que, quelle que soit l'ordonnance naturelle*) oS de S, on aura
p1(oS) = pS.

En effet, supposons l'existence d'un sous-ensemble F de S
partout dense sur oS et tel que pF<^ oS. Puisque pyS^pS, il y a
un cc<yS tel que FC( . ,a )s . Soient, alors, x, y deux points
non-consécutifs quelconques de oS appartenant à un noeud de
(a,.)g. On voit que tout point entre x et y succède à tout point
de ( ., x)s = (-,y)s et appartient, par conséquent, à [a,.)s. D'autre
part, l'intervalle (x, y)os•• n'étant pas vide, il contient un point
z de F, celui-ci étant partout dense sur 5. On est ainsi arrivé
à une contradiction.

2. Considérons, en particulier, une suite distinguée S
dont le rang est œ^+i, (j3^>0). Tout noeud de S ayant la
puissance fy, on peut ordonner naturellement S de manière que
les points de tout noeud de S aient un même type ordinal, t, de
puissance .Hp; en désignant par S(T) l'ensemble ordonné ainsi
obtenu, on comprendra la signification de S(œ/?), S(a#), etc.

Corollaire 1. Quelle que soit la suite distinguée 5 telle que

L e r a m e 2. Soit S une suite distinguée de rang œ^+i; si
j)25(l + œ )̂̂ -=:j>25(ci)̂ ), 5 contient un sous-ensemble disjonctif de
puissance pS=kSy f l .

Tout d'abord, il est évident que, quel que soit le type or-
dinal t de puissance fy et ayant un premier point, on aura
p2S(r) = pS', en particulier, /?2S(l-f- œ*) = /7S. Supposons, d'autre
part, que p2 S(œ}) — p S, et soit S? une famille disjonctive
d'intervalles.non-vides.de 5 (eu*?) ayant la puissance pS =. üp±\\
on va prouver l'existence d'un sous-ensemble disjonctif F de 5
ayant la puissance p^^pS. On peut admettre que les élé-
ments de 3^ jouissent de cette propriété:/es deux extrémités a>
b de tout intervalle (a, b) de S (œ)) appartenant à cS^ sont deux
points d'un même noeud de S. En effet, si a, b n'appartenaient

4) II serait intéressant de savoir si le mot „naturelle" pourrait être
;-clé même, a4-on p^oSj^mS- pour toute ordonnance de &T
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pas à un noeud de S, on aurait ou bien a < b ou bien a > b.
Supposons que a < 6 ' ; soit b' le point du noeud R0(a , Os tel
que b' ^ b; celui-ci étant du type tuj, il contient un point, Û',
précédant, dan?; S(co|), le point b'. En remplaçant alors l'inter-
valle initial (a, b) par l'intervalle (a', b') de S (œ!j), on s'aper-
çoit que l'hypothèse de tout à l'heure n'a rien de restrictif. Ceci
étant, soit F un sous-ensemble quelconque de la réunion 2 ^
contenant un seul point de tout élément de S?. IA nsemble
ordonné S(œj*) étant, comme on le voit, dense, il est clair que
pF^pS^', donc 2} F^PS. Ainsi, tout est démontré parce que,
comme on le voit, F est un sous-cnsrmble disjenctif de S.

On démontre facilement ce

L e m ni e 3. 5/ j>2 S (a?p. ) ~ pS, y S = co^+t, on aura, quelle
que soit £ ordonnance naturelle*) oS de la suite distinguée S,

Or, il clair que p2S(w,$)=pS si S contient un sous-
ensemble disjonctif de la puissance pS c'est-à-dire si S est. un
tableau normal. On a ainsi ces deux propositions :

" T h é o r è m e 1. Pour qu'une suite ramijiée distinguée S
scit normale, il faut et il suffit que toute ordonnance naturelle
de S soit un ensemble ordonné normal.

T h é o r è m e 2. Po.ir qu'une suite ramifiée distinguées
soit normale, il faut et il suffit que p2 (oS) ait une même valeur
quelle que soit l'ordonnance naturelle oS de S (Principe d'inertie
d'ordonnance de S).

Problème miraculeux III: Soient Sx$ S.2 deux suites distinguées
quelconques de rang œr; r\ désignant le type ordinal de tensemble
des nombres rationnels, est-ce qie les ensembles ordonnés SxU\)i
S2 (i)) sont nécessairement semblables'0)? (cf. les problèmes miracu-
leux I et II du § 10-4).

5) On démontre ceci: pour que la réponse au problème miraculeux III
soit affirmative, il faut et il sufit que, quelle que soit la suite distinguée S
de'rang coj , l'ensemble ordonné SU]) soit homogène (c'est-à-dire .semblable
à chacun de ses intervalles). Par conséquent, la réponse affirmative au pro-,
blême précédent en donne aussi une à celui-ci de M. F. Hausdoriï: Démontrer
Vexistence à1 un ensemble ordonné homogène E tel que p$E = N0 et pË — «^

Publications mathém?iti^Uf$ jy. f
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Problème de rétraction. Soient T un sous-tableau quelcon-
que traversant 5 et a un point de T\ si azRaS, on définira
l'ordinal ST (a) par a s RsT{a) T; il est clair que, pour tout a < y S ,
on aura ST(OC) ^ a.

L e m m e 4. Pour qu'une suite distinguée S soit normale,
il faut et il suffit qu'il existe un sous-tabteau T de S traversant
S et tel qve ST(CC), (a<yS), soit une fonction rétractante®).

Prouvons que la condition est suffisante et, en particulier,
que, si 7 traverse 5 de telle manière que ST(CX), ( a < y S ) , soit
une fonction rétractante, le tableau 7 a une rangée de puissance
pyS. En effet, d'après le corollaire 2*2, il y a un ensemble d'or-
dinaux <CyS ayant yS pour borne supérieure, dans Jes points
duquel la fonction Si (a) prend une même valeur, soit a0. Alors
pRa0T=pYS=pS parce que yS est initial et régulier.

3. Désignons par Pi, .(/== 1, 2, . . ,12), les hypothèses (ou
propositions) suivantes:

Py Quel (|iie soit le tableaux ramifié 71, la borne supé-
rieure bJ est atteinte dans 7, c'est-à-dire T contient un sous-
cnsemble dégénéré ayant la puissance bT (Hypothèse ou Postulat1)
de ramification))

P2: Tout tableau ramifié infini a même puissance que Fun
de ses sous-ensembles dégénérés?) (Principe de réduction)]

(Ber. (1. Ges. d. Wiss. zu Leipzig. 58, 1900. p. 15(5); le dernier problème
devient bien plus difficile si l'on exige que ptE — XQ. Nous y reviendrons
dans ua travail sur les ensembles ordonnés homogènes (le „théorème sur
les continus homogènes" de ma Note aux C. R. 198, 1934, p. 703. est faux;
par conséquent, dans le „théorème sur le continu linéaire"-(Ibidem), l'hypo-
thèse Ai doit être barrée) .

6) Voir le § 2.

7) Cf. ce Postulat sur lequel est bâtie l 'Analyse classique: La borne
supérieure de tout ensemble borné de nombres réels est un nombre réel
bien déterminé.

8) On voit que l 'hypothèse P 2 est équivalente à l 'hypothèse P 2 ' que
voici: Pour qu'un T non-dégénéré soit infini, il faut et il suffit qu'il ait même
puissance qu'un de ses sous-tabieaux dégénérés (cf. la définit on suivante de
R. Dedekind: un ensemble est dit infini s'il a même puissance que l'un (Je
ses sous-ensembles proprement dits),
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P3: T étant un tableau ramifié infini quelconque, il y a
une famille de directions-éléments de 7 deux à deux non-radia-
les et ayant la puissance pT (Principe de passage ramifié ite
n an hl)9);

P4: g" étant un tableau ramifié infini quelconque d'ensembles,
la famille &d a môme puissance que rune de ses sous-familles
disjonctives10) (Proposition fondamentale sur les tableaux ratfii-
fiés d'ensembles;

P5: Quel que soit l'ensemble ordonné infini E, il existe
une famille disjonctive d'intervalles non-vides de E ayant la
puissance p±E (Problème de la structure cellulaire d'ensembles
ordonnés11);

PQ: S étant une suite distinguée quelconque, toute ordon-
nance naturelle de 5 est un ensemble ordonné normal (Premier
principe dInertie d'ordonnance naturelle de S);

P7: 5 étant une suite ramifiée distinguée quelconque, le
degré de cellularité11) de toute ordonnance naturelle de S est

9) Voir le § 11-4.
10) &*d désigne là famille des ensembles distincts qu'on obtient en

adjoignant à gr les ensembles A—'B; A, B parcourant les éléments de g* (cf.
ma Note des C. R., 199, 1934 p. 112).

11) Soient E un espace de la classe \V) de M. Fréchet et ç^~ l m e

famille quelconque de voisinages déterminant E (?j£~ s'appelle base cellu-
laire de E; base ponctuelle de E s'appelle tout sons-ensemble de E partout
dense sur E); on convient que tout voisinage contient tout point auquel il
est attaché. Alors, p% E désignera la borne supérieure des ^(g^ (g parcou-
rant la classe des sous-familles disjonctives de r ^ . On voit quey^^ii une
valeur bien déterrai né ne dépendant pas du choix particulier de C5^- Si Ton
désigne par p]E la borne intérieure des pF, F parcourant la -famille des
sous-ensembles de AV. partout denses sur E (les q nanti tés p}E, p2Fj sont
appellées respectivement degré de séparabUité |Fréchet]'et degré de cclhthirUé
de E), on a ce Problème di la structure cellulaire d'espaces abstraits: A-t-on, pour
tout espace E de la classe (V), pxE--=~-p2EÏ (cf. la Note de* G. R , 198, 1934
p. 884 ligne 12 en remontant ou il faut supprimer partout l'indice). Si E est
un espace distancié, on peut prouver que P\F^p%E et que la borne p2E est
atteiriie. Si E est un ensemble ordonné infini, on ne sait r as s'il y en a
d'anormaux, c'ost-à-dire tels que P\Eyp2E. (On voit que la définition pré-
cédente de p^E coïncide, d a n s e n cas, avec celle du § 7).
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une même quantité identiquement bien déterminée12) (Second
principe d'inertie);

P8: Toute suite ramifiée, distinguée S a môme puissance
que l'un de ses sous-ensembles disjonctifs;

P9: Toute suite ramifiée distinguée admet une descente
disjonctive;

Pi0: S étant une suite ramifiée distinguée quelconque, il
y a un sous-tableau 7 de S traversant 5 et tel que Sr(a),
(cx<yS), soit une fonction rétractante (Pour les notations et ter-
minologie, voir ci-dessus);

P n : 5 étant une suite ramifiée quelconque, il y a un sous-
tableau T de 5 ayant la puissance pS et ne contenant aucune
suite distinguée de rang yS;

P12: Soit T un tableau ramifié quelconque, dont le rang
est un ordinal initial et régulier; si la puissance de tout sous-
tableau disjonetif de T est <p\T, 1(3 tableau T admet une des-
cente monotone18) (cf. le théorème de réciprocité du § 9).

T h é o r è m e f o n cl a m e n t a i . Les hypothèses Pu P2,.. P j 2

sont, logiquement, deux à deux équivalentes.

On va démontrer que Px-+ Pz-+ • •-> P\z'-+ Pf

P\-> I\ (voir les sections 4 et 5 du § 11).

J°2+ P3-+ ̂ 4 (c'est évident).

P4 -> Pb (voir le § 12 C, section 2).

I/inclusion P5-> P6 est un cas particulier de P*-» P&-

P6-> P7. C'est un cas particulier de P5-> P6.

Pour P7-> P8, voir le Ibéorème 2.

1?) La dernière phrase veut dire ceci: si la borne p%{oS) est atteinte
pour une ordonnance naturelle oS de S, il en sera de même pour toute autre.

13j rapprocher l'hypothèse P^ du Principe fie la descente infinie de
Permat-Lusin en considérant des descentes d'ordre a quelconque, a n'étant
pas nécessairement < œ + l (Voir P. Tannery-Ch. Henry: Oeuvres de-Fer-
mât, t. H, 1894 p. 431 [lettre de Fermât à Carcavi] ; et N. Lusin, 0. H. 198
1934, p. 1119).
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Quant à P8 P9, voir le théorème 9*5.

IYinclusion P9-> P10 est évidente parce qu'il suffit de dé-
signer par T l'ensemble des éléments d'une descente disjonc-
tive quelconque de S.

Pxo-> PiV En effet, si P l o est vérifiée, on conclut, à la suite
du lemrae 2*2, que T a une rangée de puissance pS vérifiant
l'hypothèse Pu.

L'inclusion Pu ~> P,2 peut être prouvée comme suit: P J I - > P 8

(voir § 11-2), P8^Po (c'est évident) et P2^P12 (lerame 2*2').

Enfin, en ce qui concerne Pw+'P-i, voir le § 1T3.

T h é o r ô m e 3. Chacune des hypothèses Pi, (/ = 1 . . 12)
entraîne cette

Hypothèse (Q): Quel que soit te tableau ramifié infini F,
la puissance de la famille de tous les sous-ensembles dégénérés
de T est supérieure à celle de Tu).

Sous l'hypothèse Pu la puissance de la famille en question
est, en effet, égale à 26T = 21'T et est, par conséquent,

T h é o r è m e 4. L'hypothèse (Q) et l'hypothèse (G) de
G. Cantor (voir le § 2) entraînent, dans leur ensemble, chacune
des hypothèses Pi (/==1, . . . ,12).

Problème 1. A-t-on (G) -> (Q)? et, par conséquent (G)-> Pi,
( / = ! , . . 12)?

Problème 2. A-t-on Pt -> (Q)?

4. Suites distinguées de seconde espèce15). S sera dit suite
ramifiée distinguée de seconde espèce, si Ton a ceci:

1° 5 est une suite ramifiée non-lacunaire 16) dont le rang
est un ordinal régulier et initial;

•U) Cf. l ' inégalité classique de Can ton 2pT>pT.

15) Les suites dist inguées définies dans le § 10\3 et considérées jusqu'à
présent étant de première espèce.

16) Un tableau est non-lacunaire si l a 'borne supérieure de tout sou$-
easemble bien ordonné de T ayant le type ordinal < Y ^ est non-vide.
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2° Tout noeud de S est infini et de puissance <pY$'> si
=5=0)3 + 1, la puissance de. tout noeud de S est égale à K3.

5 ayant la même signification, on prouve que:
•.a) j > S = 2 2**1; en particulier, si yS^œ^ + i, on aura 5

b) Quel que soit le point à de 5, le rang de (a, .)s est
atteint;

c) II y a une suite ramifiée S0 telle que y S0 ~ v \ S + l
j ? S ô = i S et ( . ,Y5)so=S.

On en déduit facilement ce

T h é o r è m e 5. Pour que 2' ^ = Kp+1, // /uf/f <tf // sw#ft
9«'/i existe au moins une suite ramifiée distinguée S de seconde
espèce de rang o^+i, et un sous-tableau T de S traversant S de
telle manière que S=]£] [Ö]S .

En terminant, nous exprimons la conviction que l'hypo-
thèse de Cantor (G), et l'hypothèse de ramification (PJ ne sont
pas abordables par des méthodes et principes connus de la
Théorie des ensembles. Sont-elles logiquement équivalentes
entre elles? ou, sont-elles deux cas particuliers (et très
intéressants par leur structure logique) d'un même principe, irré-
ductible aux axiomes et principes usuels17)?

17) Comparer ces deux énoncés particuliers:

Pour que le problème de Souslin
admette une réponse affirmative, il
faut et il suffit que toute suite rami-
fiée distinguée de rang œt admette

' une descente disjonctive.

Pour que'2^0 = Nj il faut et il suf-
fit qu'il existe au moins une suite
distinguée S de seconde espèce de
rang cuj et un sous-table au T de 8
traversant S de manière que S =

asT

Remarquons ceci: La réponse affirmative, soit an premier, soit au second,
soit au troisième problème miraculeux/entraîne la réponse affirmai ivo au pro-
blème de Souslin (nous ne savons pas sila réciproque subsiste). La réponse
affirmative au problème de Souslin entraîne cette proposition: Toute famille
non-déuombrable de sous-cnscmlrcs bien ordonnés bornés de Vepsemble des nombres
rationnels, contient une famille non-dénombrable dont aucun couple d'éléments
n'est en relation d;inclusion au sens strict. On ne sait pas si la réciproque est
vraie! Il en serait ainsi si l'on pouvait prouver que toute su te distinguée de
rang UÎJ est semblable à un sous-ensemhle de la suite a0 que nous avons définie
dans le § 10'2 (lemme 4).
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Remarques (ajoutées après l'impression de tout ce qui
précède).

1°. Quant au problème que nous avons posé à la fin du
§ 4, voir aussi M. A. Praenkel (Enseignement Math., 1935, pp.
32—51).

2° M. E. Zerrnelo {Fund. Math., 25, 1935, p. 136.) consi-
dère aussi des tableaux ramifiés (voir encore l'Ouvrage cité de
M. N. Lusin aussi bien que M. K. Menger, Dhnensionstheorie,
1928, pp. 60—73).

3°. Il nous semble que le Premier problème miraculeux
(donc le second aussi) pourra être résolu par l'affirmative en
se servant des fonctionnelles de M. D. Hubert (loc. cit. en
Note 2*12), celles-ci nous permettant de définir d'une manière
uniforme et close18) toute suite distinguée de rang o)J?S<J9); dans
se cas, le plus grand sous-ensemble dense en soi, A, de Pespaçe-
tableau eS (v. Je § 8 • A' 7) se prêterait à des considérations
intéressantes.

4°. 11 semble qu'en partant, en particulier, d'une suite dis-
tinguée de rang col7 S, ou pourrait définir, en imitant la défi-
nition de l'opération (A) de Souslin—Lusin (où on se sert de la
suite ramifiée a+s de rang to + 1 du § 10'5), une certaine opé-
ration qui permettrait de rapprocher l'hypothèse de l'existence
d'une S anormale de l'hypothèse que 'vient de formuler M. N, Lusin
et d'après laquelle tout ensemble de nombres irrationnels ayant
la puissance is\ e<st un complémentaire analytique (v. Fund. Math.,
25, 1935, pp. 109—131). Dans cet ordre d'idées, une définition,
due à M. Alexandroff, des complémentaires analytiques, jouerait
un rôle important (v. Recueil Math., Moscou, 31, 1923 pp .
310—318).

Par exemple, les fractions continues

1

[aQ, a% . . . parcourant les entiers >0) , font un sçiïème de représentation
uniforme et close de la totalîto des nombres irrationnels entre 0 et 1.,

i®) Au sein de la théorie de^ Ensembles de Cantor-Zennelo,
pareille représentation des S nous semble n'avoir aucun sens.



NOTATIONS1)

( . ,a) , ( . , 4 (a9b)t [a,b], (a, .) , [a , . ) : 1*5 ot 8 ' 4 * 6 ; [a] :
8*4 - 5 ; ( . , a ) T , ' ( . , a ] T : W8'16'; bT: 11-1; ô ' 7 : i l ' 4 ; yT: 8 ^ 9 ;
r'TiS'A'lù eT: 8'A'7; f(X): 12\4'2; <p{Al A*): ;Vj; t ^ ;
1 2 ' / M ; /^ : 5*5 et la Rem. 91 ; ƒ£, LE: 3- VII; ^ 7 : 871-10;
pE:Nlml; piE, (/ = 0,l,--5): 7-1; # a r : 8 v l - 9 ; sE%SE: 3VJI;
a0: 9'5; o£: 10 -2; 2 ^ , 2 ' c ^ : AM'2; gra: 11 ' 4; ta: 2/4 et 2fl;

, wE: 3 • VIL

INDEX1)

Ambigu (Tableau), 8A-11.
Alphabétiquement ordonné, 1*15.
Anti-limité, 1*7.
Atteint (Rang) 9.

bipartition (complète), 12*À'2.
5ornc supérieure (et inférieure), 1*7.
Borné supérieurement (et intérieure-

ment), 1*7.

Coextensif, 1*13.
Complet (Développement), 8 B*2.
Complètement ramifié, 8'A-13.
Complexe de points, 5*1

Coïnitial, 113.
Confinai, l l ^ .
Connexe (et mutuellement —), 1*9.
Continu, 1*12.
Coupure, 1 10.

Dégénéré (Ensemble ramifié), 8*A'4.
Degré (de cellularité), NC'll, (de sépa-

rabilité). NC-11.
Z>c^e, 1-9, (en soi), 1/9, (Partout), 1*9.
Descente (dijouctive, monotone), 9.
Développe wen t cojn pi et, 12* A'1.
Disjonctif, 8-A-2 et 8-A4.
Disjonctive (Famille), 7*1.
Distinguée (Suite ramifiée), 10 3 et C*4*

i) Les numéros renvoient aux sections des §§ où figurent les défini-
tions des expressions et symboles considérés; ainsi, par exemple, mT: 8"A* 10
voudra dire que l a . définition de mT se trouve dans le numéro 10 de la
section A du § 8. De plus, si la définition de X se trouve dans la Note, q
du § jp, on écrira Xi Np'q. Enfin, la lettre C désignera 1Ö Complément,



Ensemble (disjonctai), 8*A:4, (ordonnée),
1*4, (bien ordonné), 1*8, (parti-
element ordonné), NOl, (ramifié),
8*A/4 et NO1 ; (ramifié dégénéré),
8-A-4.

Espace, (ordonné). 1*9, (-tableau), 8*A*7.
Etroit (Tableau), 8 'All .

Vumille (disjonctive), 7*1, (monotone),
4-1, (ramifiée), 8\B 1.

Fermé (Ensemble), 1/9.
Fonction réfractante, 23.

Homogène (Tableau), NI0 3.
Hypothèse (de Cantor), 2 B, (de ramifi-

cation), O3, (P>, Î==1, . . . , 12
et (Q)), C*3, (du continu), 2*11

Inaccessible (Nombre), 2A.
Induction (linéaire, complète), 3'IV.
Inertie (d'ordonnance), C'2 et les hypo-

thèses Po, P7.
Incompatibles (Relations), N8'2.
Incomparable, 1/14 et 8*A* 1.
Initial (Nombre), 2A2.
Isolé, 1-9,
Intercaîation (latérale), 10*4; (longitu-

dinale), 11-5.
Intervalle (( . , a), (a , .), (a, &,)), ' 1*5

et 8'A-6, (( . , a)r), N816'.

Lacune, 110, (intérieure), l'IO.
Lacunaire, 1*10, (Partout), 112.
Large (Saut), 4.3, (Tableau), 8'A'll.
Largeur (d'un tableau) 8*A10.
Limité (Ensemble ordonné), 1*7.
Longueur, longueur réduite, 8*xV10. |

Monotone (Ensemble, Famille), 4 i et I
8-A-4.

Noeud, 8-A-6, 8'A'13.
Nombre (ordinal, cardinal), 2*A, 2B,

(initial, régulier, singulier, inac-
cesible), 2-A*2.

Normal (Ensemble ordonné), 12*0-4,
(Tableau), 11*1.

Ordre (Famille), 42.
Ordonnance (alphabétique), 1*15, (natu-

relle), 8'O2, C l .

Portion, 1*6, 8\A*5, (élémentaires), 1-6.
Principe, (de l'induction linéaire, com-

plète), 3-IV.
Propriété de Lebesgue-Khintchine, 3.IV.
Pseudo-rang y'T (d'un tableau), 8'A* 11.
Procédé a, 10-2.
Problème (miraculeux, I, 11, III), 10*4,

NI 0'8' et 0-2, (de la structure
cellulaire des espaces', NC'll.

ïiami/ié, ( V. Ensem blesN.
Rang, 8\V9, (non-atteint), 9 et NIO'5.
Rangée, 8-V8 et 8'A*9.
Relation (de classification), 1% (de

comparai)ilitô), 8*A*1. (de dis-
jonction), 8Ak2, (d'ordre, d'ordre
i-nverse\, 1/4, (d'ordre partiel),
NC1, (de ramification [dégéné-
rée]), 8\V3.

Saut, 1-11, (large), 4-3.
Saturée (Famille). 4"4.
Semblable, l'14, 101.
Séparalrte N55.
Somme de relations, N8*3,
Suite ramifiée, 8*A*12, (distinguée),

10-3, C-4, (a0), 9-5, (prototypes)
9-3.

Tableau ramifié, 8*A"9, (d'ensembles),
8-B.

Totalement (ramifié), 8*Ai3.
Type (d'ordre), 1*14, (de ramification),

101, (— limite d'un nombre), 2,
Traverser (un tableau), 9,
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