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NOUVELLES RECHERCHES

LES SURFACES REGLEES

Par E. ANGLADE

Professeur agrégé au Lycée de Béziers.

CHAPITRE [

Equations fondamentales. Conséquences.

Une surface réglée est engendrée par une droite mobile glissanl sur une courbe
fixe qui sert de directrice. Il est évident que l'on peut prendre pour directrice une
courbe quelconque coupant toutes les généralrices; mais I’étude sera d’autant plus
simple que la courbe sera mieux choisie et il faut ajouter qu'un choix heureux,
quand on oriente les recherches dans une cerlaine voie, peul cesser de convenir
dans d’autres circonstances.

11 existe sur chaque surface une courbe, la ligne de striction('), donl les propriétés
sont particuliéremenl importantes. A chacun de ses points on associe un élément
qui détermine la répartition des plans tangents sur la génératrice corvespondante. On
reconnait le paramétre de distribution (*).

Comme les deux éléments que nous venons de signaler jouent un rdle de tout
premier ordre, il est naturel de rapporter les surfaces a leur ligne de striction. On se
rendra compte par la suite que ce procédé entraine de grandes simplifications et
permet de pousser (rés loin I'étude des surfaces réglées.

(*) La ligne de striction est simultanémenl le lieu du point central d’'une génératrice
variable et le licu du pied de la perpendiculaire commune a deux génératrices infiniment
voisines (L. Biancnu. Lezioni di Geomelria differenziale, 3¢ édition, nouveau tirage en quatre
volumes, 1927, t. 1, p. 385. Nous désignerons désormais cet ouvrage par les lettres L. B.).

(*) Le paramétre de distribution k tire son importance du fait que les normales a une
surface réglée, menées le long d’une génératrice, engendrent un paraboloide hyperbolique
équilatere dont le paramétre est précisément K (L. B, t. 1, page 391).
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1. — Notations.

Nous désignerons par :

x, y. z, lescoordonnées d'un point M de la ligne de striction (C);

X, Y, Z, les coordonnées d’un point de la surface réglée (S);

%, B, v, les cosinus direcleurs de la langente & la courbe (C);

a, b, c, les cosinus directeurs de la génératrice (G);

A, 1, v, les cosinus directeurs de la génératrice du cone (E) supplémen-

taire du cbéne directeur (D);

v, larc de la ligne de striction;

¢, Parc de la courbe (X¥) décrite par le point dont les coordonnées sont
a, b, ¢;

v, larc de la courbe (T) décrite par le point (n, w, v).

Les sens positifs peuvent étre fixés arbitrairement sur (C), (G) el (¥). La tangente
) . . da db dc
a la courbe (X) aura pour cosinus directeurs —, —, —,
de de’ ds
Nous dirigerons la génératrice du cone (E) de telle sorte que le vecteur (X, ., v)
forme un triédre Lrirectangle direct avec les deux autres vecteurs (a, b, ¢),

da db dc
(E;“ de’ dc>'

Dans ces condilions

a b c
da db de |
do ds de | = 10
PA P v
et,
a b c
()\ s V) = da dl) dC
ds de ds
Par suite
a b c

(dx, dp., dv) = da db dc
(z) dz) &)
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Cette relation prouve que
E adi =o.

Comme

AR
2 rdh =o,
on voit que les courbes (T) et (¥) ont leurs tangenles paralléles. I est possible
de choisir sut (T) le méme sens positif que sur (). C'esl ce que nous ferons
désormais.
Cetle convenlion nous permet d’écrire les relations fondamentales
da di db dy. dc dy

() =2 =

—(—1-;:77-’ ds dz’ ds dz’

que nous utiliserons fréquemment.

I1 faut observer cjue ces considérations, uliles’pour une surface quelconque, n’ont
plus leur raison d’étre pour une surface réglée & plan directeur. En effet, Ta
courbe (T) se réduit & un point(*).

2. — Condition pour qu’une courbe (C) soit la ligne de striction
d'une surface réglée (8).

Nous supposons que les coordonnées x, y, z, d’un point de (C) et les cosinus
correspondants a, b, ¢ sonl exprimés en fonclion d’'un méme paramétre. La sur-
face (S) a pour équations

\ =« + au, Y=y +bu, Z=2z+4cu.

N

u représente la mesure algébrique de la portion de généralrice comptée a partir

(*) On voit ce qui distingue les notations que nous adoptons de celics de Beltrami (Sulla
flessione delle superficie rigate, Annali di matematica, t. VII, 1865). Nous introduisons
systématiquement la ligne de striction, le cone supplémentaire du cone directeur, ainsi
que les arcs s et <.

Les conventions actuelles sont légéerement différentes de celles que I'on trouvera exposées
dans l'article suivant :

E. AncLADE. Ligne de striction el paramelre de distribulion, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1931.
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de (C). En un point de (8), les paramétres directeurs du plan tangenl sont les
coefficients du tableau

a b

dr +uda dy + udb dz + udc )

Par suite, Ies cosinus directeurs du plan asymptote sont définis par I’équation sym-
bolique

a b ¢
(N wyv) =1 da db de
de de de

qui mel en évidence le role joué par le cone supplémentaire (E).
Le point central est défini par la relation

a b ¢
Oy ey v) X | de du dy . db dz Iy d¢e | =0,
R PR P P P
qui s’écrit eacore
~ da dx
ot Y=

(C) sera donc la ligne de striction si

(2) ) dadz =o, (Y

ce qui exprime que les tangentes aux pownls correspondants des courbes (C) et ()
da db dc
ds’ ds’ ds
du plan central, on voit que (2) traduil aussi une propriété qui résulte de la défini-
tion méme de la ligne de striction : le plan cenlral doit contenir la tangente a la
courbe (C).

dotvent étre rectangulaires. Mais comme , soni les cosinus directeurs

(*) Cette relation est identique a celle qui caractérise les congruences isotropes et de
laquelle on déduit, en particulier, le théoreme de Ribaucour (L. B., t. 2, p. 463) .

« En menant, par le cenlre d’une sphére, des paralléles aux géneratrices d’une congruence
wsolrope, on réalise une correspondance par éléments orthogonaux, enlre celte sphére el la
surface moyenne de la congruence. »



NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SURFACES REGLEES. 5

3. — Le cone directeur et la ligne de striction suffisent a déterminer
une surface réglée.

On peut se demander jusqu’a quel poinl la ligne de striction (C) et le cone direc-

‘teur (D) déterminent une surface. La relation (2) va nous permettre de préciser
cette importante question.

Les coordonnées x,y, z, d'un poinl de (C), peuvent étre exprimées en fonc-
tion de V'arc v, tandis que «a, b, ¢, peuvent s’écrire en fonction de I'arc 5. Toul

ie probléme revient a calculer v en fonction de &, c’est-d-dire & chercher la distri-
bution des génératrices le long de la courbe (C).

La relation (2) prend la forme
Al da dx —o0
i ds dv T

-ou
F(v, a):: o.

‘Cette derniére équation peut admettre plusieurs racines v = f(s). Les surfaces

véglées qui admettent (C) pour ligne de striction et (D) pour coéne directeur sont
parfaitement déterminées.

4. — Autres formes de la condition (2).

1°) Si a, b, ¢, sonl définis, dans un triédre fixe, par les formules

a = sinwcosy, b =sinwsiny, € =cosw,

la condition (2) prend la forme

(3)  w'[cosw(x' cosy + ¥ sing) — 2’ sinw] 4+ L' sinw(y' cos Vb — x'sin) =o,
d’apparence compliquée, mais qui conduira, malgré cela, a des résultats fort curieux.

Dans cette derniére expression, ', y’, z', o', ', désignent des dérivées prises par
rapport & un méme paramétre.

2°) Dans certains cas, il peut étre intéressanl de fixer la direction de la généra-
trice par rapport au triédre de Serret-Frenet relatif au point M de la ligne de

striction. Désignons par o', 8', y', les cosinus directeurs de la normale principale
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et par o', 8", 4", ceux de la binormale. En introduisant 1'angle ¢ que fait le plan
osculateur avec le plan central el Pangle 6 (*) que fait la génératrice avec la tangente-

4 la courbe (C), nous trouvons,

a = %08 § 4 sin H(a'cos ¢ + " sin v), b="%cos0 + sin0( cos ¢ + 5"sing),

= ycosh + sinO(y' cosy + +"sin ),
et, en différenliant,
da=(Ae+Ba' + Co")dv, db=(AL+BY +C8"dv, de=(Avy+By +Cy")dv-

Dans ces formules, A, B, C, désignenl les expressions

. . db cos g > ___d(sinfcosg) cos 0 sin 0 sin ¢
A_—-——sme(%-{— ") B = o + o+ T ,
C— d(sinfsinv) sinfcose
- dv T

R et T représentent les rayons de courbure et de Lorsion de la ligne de striction.

La condition (2) qui peut s’écrire
Z ada = o,
devient
<in 6 do + cos;) o
m —_ —_— ) = 0.
< dv R

Pour 6 = o, la surface est développable. Ce cas étant éliminé, il reste

&) do " cosec o
( dv R —
cos ¢ N -
En observant que — R est la courbure géodésique de (C), on met en évi-

dence le théoréme de Bonnet(®) :

-
(*) Désignons par Mg l'axe qui complete un triédre trirectangle direct avec la tan-

gente MT a la ligne de striction (C) et la normale au plan central. ¢ est’angle dont il
faut faire lourner la normale principale de la courbe (C) pour 'amcuer a coincider avec
laxe 1\—4_; Le sens positif des rolations est défini par le sens adopté sur la tangente MT.
0 est compté positivement dans le sens direct défini par la normale au plan central.
() G. Darsoux. Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 3, p. 311, 1894.
O. BoxxET. Mémoire sur la théorie générale des surfaces (Journal de I'ficole Polytech-

nique, 32° cahier, p. 70; 1848).



NOUVELLES RECHERCHES SUR LLS SURFAGES REGLEES. 7

« Une ligne tracée sur une surface réglée peut étre, soit une géodésique, soit la
ligne de striclion, soit une lrajectoire coupant les génératrices sous un angle constant.
Si deux quelconques de ces propriétés lui appartiennent, il en est de méme de la
troisiéme. »

3°) Les relations évidentes

\1 da Y . da

a— =0, A——=0o0

- ds do ’

jointes & la condition (2),

o — ==0,

do

montrent que les vecteurs (a, b, ¢), (&, w, v), («, 8, v), sont complanaires. En fai-
sant intervenir I'angle 9, on peut écrire

(5) a==acosh—sinl, t=>bcost—upsin0, y=ccosf—vsing,

Nous définissons ainsi la position occupée par la tangente a la ligne de striction

da db dc
8 1 t"d f 3 'l ,b, N " 3 7 |>» )\’ s .
dans le triédre formé par les vecteurs (a c) <dc aa dc) s s v)
Les relations (5) auront de nombreuses applications en raison de leur grande
simplicité.

5. — Calcul du paramétre de distribution.

La formule qui donne le paramétre de distribution(*) devient, avec les notations
que nous avons adoptées et en tenant compte des relations (2) et (5),

1 Yadx I Yao dv’
)
K — Yadx YXdx* | | ¥aa Yao® __ sin*6dv’
- de  dy dz T a B ¥ T sinbdvds
da db de
da db dc —Zd_a_ E Es‘- dvdG
a b c a b c

K prend la forme définitive

., dv
(6) K:sme-CT‘—.

" (*) E. Vessior. Lecons de géométrie supérieure, p. 103, 1919.
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11 est aisé de se rendre comple que le signe de K est indépendant des directions-
choisies sur la génératrice et la ligne de striction. Il caractérise le sens dans lequel
tourne le plan tangent quand le poinl de contact se déplace sur MG.

L'expression (6), d’aspect simple, est particuliérement apte & s’introduire dans
les calculs. Nous allons le montrer sur deux exemples.

En éliminant dv entre les relations (4) et (6) nous oblenons

K d(cos 0)
@) oSy =t

da

équation de forme intéressante liant entre eux des éléments fondamentaux de (8).
Pour 9 = o, la ligne de striction est asymptotique et la formule précédente devient

. K d(cos 6)
(7 bis) ETH P

D’autre part, le plan tangent en un point de coordonnées curvilignes (u, v) est

défini par
X —x—au Y—y—bu Z—z—cu
a b ¢
= o,
da des 44 db ds de ds
Trr e T wm TT'mw

ou, en vertu de (5),

u%% Ma(X — )+ sino Y

d
d‘:_(x—w):o.

Mais, en remarquant que

ds  sinf
dv~ K’
I'équation du plan tangent devient
®) uS‘)(\—~x)+Kyili(K~a‘):0 ")
i i (s '

La forme simple de celle équalion nous permettra de faire apparaitre certaines-
propriétés des congruences W dont les nappes focales sont des surfaces gauches.

(*) «, y, z sont les coordonnées du point d’intersection de la genératrice et de la ligne-
de striction.
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Enfin, pour terminer, signalons une propriété des congruences isotropes de
Ribaucour.

On sait(*) que toules les surfaces appartenant & une congruence isolrope et
contenant une méme génératrice ont, pour cette génératrice, le méme paramétre
de distribution. Dans ces conditions, la relation (6) qui peut s’écrire

da
sinf =k —,
dv
prouve que :
Dans- une congruence isolrope, une génératrice coupe la ligne de slriction de toule

surface qui la contient, sous un angle 0 donl le sinus est proportionnel au rapport
ds

des éléments linéaires orthogonaux des courbes (X) et (C).

6. — Surfaces a cone directeur de révolution.

Prenons oz pour axe du cone et ulilisons la forme (3) de la condition fonda-
mentale. L’angle o étant constant, cette équation se réduit &

y'cosy —x'sin Y = o,
ou,

dy
a8

On met ainsi en évidence une propriété importante de ces surfaces :

La génératrice MG et la tangente a la ligne de striction sont dans un méme plan
paralléle a U'axe du cone directeur.

Ce résultat peut aussi bien s’énoncer :

Le plan central d’une surface & coéne directeur de révolution enveloppe un cylindre
(K) ayant la ligne de striction pour directrice el une paralléle & I'axe du céne direc-
teur pour génératrice. La génératrice de la surface réglée coupe sous un angle
constant la génératrice du cylindre(*)

(*) L. B., t. 2, p. 463.

On trouvera dans I'ouvrage de M. G. DarBoux (Surfaces, t. [, p. 479 el suivantes, 1914),
Iexposé de curicuses propriétés établies par Ribaucour (Eiude des élassoides, Mémoires
couronnés et Mémoires des savanls élrangers publiés par ’Académie royale de Belgique, in-4°,
t. XLIV, 1881).

(*) Réciproquement, ’équation (3) prouve que si une surface a cone directeur de révo-
lution d’axe (3) est tangente a un cylindre de génératrice paralléle a (3), la ligne de striction
est la courbe de contact.
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Ce qui précéde fournit un moyen de construire ces surfaces. On les obtient en
menant, le long d’'une courbe (C) d’un cylindre, des tangentes & ce cylindre égale-
ment inclinées sur la génératrice.

Il faut aussi remarquer que tout ce que nous avons dit peu} étre étendu aux

7

surfaces & plan directeur. Il suffit de supposer » égal a —-)—

La droite MG reste patalléle & la
tangente NS & une hélice (H) tra-
Q() cée sur le cylindre (K) dont on
désigne la section droite par (A).
S Nous représenterons par i Parc de
I'hélice et par s l'arc de (3).
T On voit immeédiatement que

A % dv sin (0 + 8) = ds,
(C) ————'/ et,

dh sin v = ds.

¥» Dong, en divisant par ds, 1'on peut
N écrire,
/ dv dh
—si 0) = —— si .
(H] P sin(w + 6) 7o sinw

ds
est le rayon de courbure R _de I'hé-

(0} - R/ Dans cette derniére relation, i’-l—

Fic. 1. lice. De plus, en vertu de (6), on
peut poser

dv K

ds ~ sinb’

Nous obtenons ainsi,

K . .
e sin (o +6) =R_sino,
ou,

(9) R = K(cotg 9 + cotg »).

Pour toute surface (S) & cone directeur de révolution (D), on peut tracer sur le
cylindre (K) une hélice (H) dont le cone directeur des tangentes est précisément (D).
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Le rayon de courbure de celle hélice s’oblient en multipliant le paramétre de distribu-
tion de la surface (S) par la somme des cotangenles des angles 0 el » dont on
connait la signification géométrique.

On peut aussi énoncer cette propriété sous la forme suivante :

Pour une surface & céne direcleur de révolution, l'expression

R

H
— —colg 0
K 8

conserve une valeur constanle lorsque la génératrice MG varie. Cetle constanie est la
cotangenle de la moitié de I'angle au sommet du céne (D).

Si la surface (S) admet un plan directeur, 'hélice (H) vient se confondre avec
la section droite (A) du cylindre (K). La relation (9) s’écrit, dans ce cas,

(9 bis) R = Kcolgo.

Le rayon de courbure de la seclion droite d’un cylindre (K) s’oblient en multipliant
le paramétre de dislribution d’'une surface (S) a plan directeur, dont le plan central
enveloppe (K), par la cotangente de Uangle que fait la généralrice de (S) avec la ligne
de striction.

L’expression K cotg 6 a la méme valeur pour les génératrices correspondantes
des surfaces & plan directeur déduites d’'un méme cylindre (K).

Un cas particulier intéressant se présente quand le cylindre (K) est de révolu-
tion. R = est constant. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si une surface a plan directeur posséde un cylindre (K) de révolution, le para-
mélre de distribution reste proportionnel a la tangente trigonométrigue de U'angle 9.

I1 peut aussi se produire que la courbe (C) soit une hélice d’'un cylindre (K)
quelconque('); cotg 6 et colg » sont alors deux constantes. Par conséquent :

St une surface & cone directeur de révolution ou a plan directeur touche le cylin-
dre (K) suivant une hélice, le paramétre de distribution est proportionnel au rayon de
courbure de la ligne de striction.

(*) On suppose que la tangente a I'hélice fait un angle constant avec la génératrice du
cylindre.
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7. — Sur une propriété des hélices.

L’équation (3) s’est considérablemenl simplifiée en supposant o constant. Elle
nous a montré que par une courbe (C) donnée a I'avance on pouvait faire passer
une infinité de surfaces & cone directeur de révolution. Il suffisait de choisir arbi-
trairement 'angle o et le cylindre (K) passant par (C).

Celte équation se réduit encore, en supposant que la projection de MG sur le
plan xoy est confondue avec la normale a la projection de (C). Cela sera réalisé
pour

x'cosy +y'siny =o.
L’équation (3) prend la nouvelle forme
{10) T = (y cosb —a'sin ),

Le paramétre qui intervient dans les dérivalions est quelconque. Nous avons donc
le droit de choisir 'arc s de la projection de la courbe (C) sur zoy. Dans
ces conditions (*)

"= cos 1, x' = —sin,
el I’équation (10) devient
ds
bis do == —d{,
(IO ) o dz (‘P

La courbe (C) étant connue, les valeurs de x, y, z, ¥, sont parfaitement déter-
minées en fonction de s. L’équation (10 bis) permet de calculer » etde déterminer
ainsi les surfaces admettant (C) pour ligne de striction.

L . ds
Le calcul est particuliérement simple lorsque e esl une constante A, La
courbe (C) est une hélice. On (rouve

o=AY,

4 une conslante additive prés qu’il est inutile d’introduire puisque 'angle ¢ est
compté a partir d’'une droite ox arbitraire dans le plan xoy.

Une hélice (C) est donc la ligne de striclion de toute surface engendrée par une
droite MG remplissant les conditions suivantes :

(*) Les deux équations

x' = sin ¢, ¥y = —cos ¢,

conduisent aux mémes surfaces.
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1> MG glisse le long de (C) en restanl dans le plan mené par la normale prin-
-cipale MN parallélement & Uaxe (3) du céne directeur des tangentes;

2> MG fait avec Uaxe (3) un angle proportionnel & I angle que fait MN avec une
droite fixe du plan xoy normal a (3);

3° Le coefficient de proportionnalité est la langenle du demi-angle au sommet du
cone directeur des tangentes a la courbe (C).

Il faut observer que Pangle o doil étre porté dans un sens parfaitement
déterminé.

Quand I'hélice est circulaire, la génératrice MG rencontre I'axe de celle courbe.
La construction géométrique que nous venons d’indiquer ne conduit alors qu’a une
seule surface réglée; mais cette surface est de nature intéressante. Sa ligne de
striction est une hélice civculaire. De plus, elle admet une directrice rectiligne.

Nous nous bornerons & 'exemple que nous v nons de traiter, sans avoir épuisé
tout ce que I'équation (1o bis) peut donner.

8. — Surfaces réglées réciproques.

On sail que la ligne de striction (C) d’une surface réglée (8) est le lieu du pied
de la perpendiculaire commune a deux génératrices infiniment voisines. Cette per-
pendiculaire MR est dirigée suivant la génératrice (A, @, v) du cdne supplémentaire
du cone directeur.

La relation (2), vérifiée le long de la ligne de striction de (S), peut s’écrire

Al da

%— =0
des

Mais, en vertu de (1), la relation précédente entraine :

Nous établissons ainsi la proposition suivante :
La perpendiculaire commune & deux génératrices infiniment voisines d’'une surface
réglée (S) engendre une sur.face réglée (S') ayant la méme ligne de striction que (S).
Nous dirons que (S) et (8') sont deux surfaces réglées réciproques. Les cones
directeurs sont réciproques. De plus, les deux surfaces sont tangentes le long de leur
ligne de striction commune. Pour le prouver, il suffit d’observer que le plan central
de la surface (8) a les mémes cosinus directeurs que le plan central de (S).
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L’existence des surfaces réciproques peut aussi s’établir simplement en partant.
de I'équation (4),

do + cos o
dv R

= 0.

Celle équation, vérifiée pour une courbe (C) et une génératrice MG, I'est encore,.
pour la méme courbe et la méme valeur de ¢, si 'on augmente 6 d’une quantité
constante w. Soit (Sw) la surface obtenue.

Toutes les surfaces (Sw), déduites d'une méme surface (S), sont tangentes le
long de leur ligne de striction commune.

N T
En donnant & w la valeur - la surface (Sw) correspondante est précisément

la surface (8') déja envisagée.
Enfin, remarquons que toute surface (Sw), relative & une surface & plan direc-
teur, admet un céne directeur de révolution. La surface (S') est alors un cylindre.

9. — Relations entre les paramétres de distribution.

Soient (S) et (8') deux surfaces réciproques. Pour la surface (S8), le paramétre-
de distribution est défini par

dv
K=sin§—.
sin R
Celui de la surface (8') est
dv
K = 6§ —.
cos 7
Nous en déduisons les relations
K dr
(11) = tg 6 7a"
et,
(12) dv® = K*ds* + K*d=*.

Nous pouvons donner immédiatement une interi)rétation géométrique du dernier
résultat.

Les éléments linéaires ds el d des cones directeurs de deux surfaces réciproques,
multipliés par les paramélres de distribution correspondants, sont les cétés de l'angle
droit d'un triangle rectangle dont U'hypoténuse est I'élément linéaire de la ligne de stric-

tion commune.
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, dr
La formule (11) peut aussi s’interpréter aisément. 11 suffit de remarquer que o

G
représente la courbure géodésique de la courbe (¥) découpée sur la sphére de rayon

ain par le cone directeur de la surface (S). C’esl ce que nous allons d’abord établir.

Toul point de (¥) a pour coordonnées a, b, c. Par conséquent, les cosinus direc-
da db dc
ds’ ds’ ds
d, m, n, les cosinus directeurs de la normale principale et par ¢, le rayon de
«courbure.

teurs de la tangente a cetle courbe sont Nous désignerons par

Nous avons déja vu au n° 1 que I'on pouvait écrire, sous forme symbolique,

a b ¢
Oy py v) = da db de
da ds ds

On en déduit,

a b C|lds

l m n d<

dh dp dvN 1
(FJ’ dz’ 'J?> L
da db dc

On voit immédiatement que la direction ——, , —, estsimultanément per-
ds’ do ds

pendiculaire au plan central des deux surfaces réciproques et a la normale
principale de la courbe (X). Ce plan et cette normale sont donc paralléles.

En introduisant 1’angle ¢ que fait la normale principale avec la normale a la
sphére (‘) qui contient (¥), on peut écrire

(13) l=—(acosc+isine), m=—(bcoss+psine), n=—(ccosc+vsine).
En tenant compte de (1), nous voyons que

a b c ds

d

da db dc)_ e
ds’ ds’ ds

~
&
e

acosc+isine bcose4psine ¢cosc4vsine

En multipliant par

<da db dc\ a b c
do"dc’dc>_“ 3 " vl
-on trouve

sin e dz
o el

(*) On suppose cette normale dirigée vers le centre.
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d
-d—T est bien la courbure géodésique de la courbe (X) tracée sur la sphére de-
G

rayon un.

La formule (11) peut, & présent, se traduire par la proposition :

Le rapport des paramétres de distribution de deux surfaces réciproques (S) et (S8')
est égal au produit de la courbure géodésique de (Z) par la tangente de I'angle que
JSait la généralrice de (S) avec la ligne de striction.

11 ne faut pas oublier que, sur la sphére qui la contient, la courbe () a pour-
courbure normale

cos ¢
Po

=1

La formule (14), gui donne

i e

. peut donc se transformer en
o]
([5) —— = lgc.

Puisque les géodésiques d’une sphére sonl les grands cercles, la torsion géodésique-

1 de

t,  ds
de la courbe (Z) est nulle. Cela prouve que

I de

t,  ds’

d . 4
T]- est nul lorsque —[ii est constant., Par suile, (X) est une courbe plane et le cone-
¢

T

directeur est de révolution.
Nous observons aussi, puisque nous avons introduit simultanément les courbes.

(¥) et.(T) dans cette étude, que (T) a pour courbure géodésique g;?— C’est une
T

conséquence de la réciprocité signalée au n° 8. On metl ainsi en évidence la
propriété :

Les courbes sphériques (X) et (T) ont des courbures géodésiques inverses.

Ces deux courbes ont les tangentes(*), les plans osculateurs, les normales prin-
cipales et les binormales respectivement paralléles.

Cette propriété ne caractérise pas les courbes (Z) el (T). Deux courbes qui se-
correspondent par transformation de Combescure (*) la possédent aussi.

(*) Voir au § 1.
(*) Pour la définition de la transformation de Combescure étendue aux courbes, voir-
L. B., t. 1, p. Ho.
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dr . . . .
Supposons que e soit une certaine fonction de s que nous représenterons
¢

par f(s). On sail que
dr

L’angle ¢ est donc déterminé, & K= prés, en fonction de 5. Le rayon de courbure
de () pent étre déduit de la relation

COS ¢

4]
heal

D’autre part, toutes les courbes d’une sphére ayanl une torsion géodésique nulle,
on peut écrire
I de

i, ds'

Les rayons de courbure et de torsion de (X) étant connus en fonction de s, cette
courbe est déterminée i un déplacement prés. M. G. Darboux (*) a montré que
la solution de ce probléme dépend d’une équation de Riccati.

La courbe ainsi définie est bien sphérique, puisque la condition (*)

est vérifiée.

De plus, le rayon R, de la sphére osculatrice qui contient () est défini par

2 2 2 d?" :
Bc——?o"*‘ta'('ga_) .

On montre aisément qu'il est égal & un,

En prenant pour ¢ une autre détermination, on n'apporte aucune modification a
la courbe (X). En effet, le sens positif de la normale principale change en méme
temps que le signe de o,.

Le cone directeur (D) qui a son sommet au cenlre de la sphére osculatrice et qui
passe par (I) est donc défini, a un déplacement prés, par I'équation inlrinséque

dr
oo =)

(") G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, t. 1, p. 27 et suivantes, 1914.
(®) L. B., t. 1, p. 41.
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10. — Propriétés des surfaces (Sw)

Passons & 'étude des surfaces (Sw) que nous avons fail apparaitre au n° 8.
La génératrice d’une telle surface a pour cosinus directeurs

a, =acosw + rsinw, b, =bcosw + psinw, ¢, =ccosw -+ vsinw.
De méme
L,=Acosw —asinw, p,=pcosw—bsinw, v, =vcosw—csinw.

On en déduil

d (7
da, = ﬁ-(dccosw+d-r sinw), db = %;(dccosw-l-dr sinw), d¢,=...;

! db
dn, = tl{t (drcosw—dssinw), dp, = p] (drcosw —dssinw), dv,=...,
el, par suite,
(16) ds, = drsinw + dscosw, dr, = drcosw —dssinw.

Le résultat fourni par les équations (16) peut étre facilemenl interprété. Dans

ce but, considérons le vecteur dont les composantes, sur les génératrices MG, et MR,

do dz
) \ L _— . T
des surfaces (Sw) et (S w), sont o et ot Ses projections sur les génératrices

, d d
MG et MR, des surfaces réciproques (S) el (8'), sont _d% et 71’% Ce vecteur est

donc indépendant de I'angle w. Ainsi, nous voyons que :

d=
"71')‘ s
pour toules les surfaces réglées qui admeltent la méme ligne de striclion el qui sonl
langentes le long de cetle ligne.

d
Levecteur (V) dont les composantes sur MG el MR sont E)G— et est le méme

On sait que le vecteur (V) est construil dans le plan central de la surface (S) et
qu’il est, par conséquent, paralléle au plan normal & la courbe (Z).
La binormale & cette courbe a pour cosinus directeurs les coefficients du tableau

da db de
ds ds ds ,
—(acose + rsine) — (bcose + wsine) —(ccosc 4 vsine)

dans lequel ¢ désigne l'angle que nous avons introduit au n°g.
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Les paramétres directeurs du vecteur (V) peuvent s’écrire

ads + idr, bds 4 ndz, cde + vdr.

La condition pour que le vecteur el la binormale soient perpendiculaires est donc

ads +) dx bhds + pd~ cds 4+ vd=
da db de o
ds ds de :
acosc + Asine bcose 4 wsine ccosc 4+ vsine

En multipliant par

da db de
de ds ds | b

on obtient la relation définitive

dz

P

vérifice en vertu de (15).

Par suite, le vecteur (V) est paralléle aux normales principales des courbes (X)
el (T).

La caractéristique du plan central est 'intersection des plans

2%(X—x):0’ E(Gdc ~{—)\d1)(X—w):_—-o.

Elle a pour paramétres directeurs

‘g —ad, wds — bdx, vde — cdr.

Elle est perpendiculaire au vecteur (V) el, par suite, paralléle aux binormales de
() el (T).

Les diverses surfaces (Sw), déduites de (8), ont le méme plan central. Comme
les courbes (Ew) ont leurs tangentes perpendiculaires a ce plan central, on voit
qu’elles se correspondent par transformation de Combescure(’). Leurs normales
principales ont la méme direction paralléle au vecteur (V).

(*) Réciproquement, si deux courbes (X,) et (23,), de la sphére de centre O et de rayon
un, se correspondent par transformation de Combescure, si deux surfaces (S,) et (8,), de
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Ce vecleur a la méme longueur pour toules les surfaces (b%) déduites de (S).

On peut écrire
da, \* dt,\*  [de\* dz\?
7 (&) + (&) =(7) + (@)

relation que les équations (16) permettent de vérifier immédialement. En tenant
compte des valeurs trouyées pour K et K' au début du paragraphe g, nous oblenons

. Sin*(6 + w)  cos’(0 + w) sin®6  cos’0
(17 bis) S A N S
ce qui montre que :
L'expression
sin*0  cos®o
= X

a la méme valeur pour loules les surfaces (Sw> de méme ligne de striction et tangentes
le long de cetle ligne.
I1 est évident. dans ces condilions, que cette expression doil pouvoir s’exprimer
en fonction de ¢ sans que § intervienne. Un calcul trés simple va nous le montrer.
Posons, comme au n° 4,

a = «cosf + sinb(a'cos v 4 o"sin g},

b=18cost 4 sin6(f' cosc + B"sing),
) Y ¥ 1

¢ =ycosh + sinO(y' coso 4 y"sing).

En tenant compte de la relation

do + cosy
dv R
nous trouvons,
da db dc
- —— ' 3o, — = Af Be", — =AYy + BY",
) o Ax + Ba e AR + B o v+ By

méme ligne de striction, ont des cOnes directeurs de sommet O passant par (Z,) et (%,),
et si les points correspondants de (Z,) ct (X,) sont ceux que 'on constiruit en menant par
O les paralleles aux génératrices de (8,) et (8,) issues d'un méme point de la ligne de stric-
tion, ces surfaces ont le méme plan central.

Pour le montrer, il suffit d’observer, comme nous 'avons déja fait, que les plans cen-
traux de (8,) et (S,) sont normaux aux tangentes des courbes (X)) et (X,). Ces tangentes
étant paralléles, les plans sont confondus.
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avec
o . 1 de cos 6 sin g 2 . . (1 du) cos b sin o
A=sing 51n6<—i;—-?1;>+—r— s B= —cos«s {sinb T W R

On voit donc que

do\* -~ \1 da>2__§, 1 dy cos f sin ¢
<?E>‘“}-J 3 *‘/S‘"O(T dv>+ R

\

2

kS . .
En remplagant 6 par 0 4+ —, cette relation devient
2

d~ >2 .
(&) =
Par conséquent

ds\? d=\? 1 do\® sin*g
(8) (&) + (&) =(F-F) 55

ce qui peul aussi s’écrire

1 do sinfsing )*
Y el 4 Db O S
cos (1‘ a R

. sin*0 cos* 0 ] do\* sin*yg
{18 bis) = : :

TR T\T T @) TR

C’est bien ce que nous voulions établir.

11. — Introduction de la torsion géodésique et de la courbure normale
relatives a la ligne de striction.

La formule (18 bis) peul élre facilement inlerprétée. Il suffit d’observer que, sur

sin ¢ I do , 1
t — — —— représentenl la courbure normale . et la tor-

la surface (8), =T o

n
T
sion géodésique T de la ligne de striction (*).
g9
L’équation (18 bis) prend la forme

{19) sin*0 n cos™ 1 n 1
19 72 EalTe) T
K [N R; T
do . . £ gg. .
(*) Dans la formule —TL = % — g5 dui donnc la torsion géodésique, il suffit de rem-
g9

Pplacer 0 par ¢ — -;—— el ds par dv. (E. Vrssior, Lecons de géomélrie sapérieure, p.-3a.

AHermann, 1919.)



22 ®. ANGLADE.

sin’ 0 cos®
EG
carrés de la courbure normale et de la torsion géodésique relatives & la ligne dg-

Sur toute surface réglée, l'expression est égale a la somme deg

striction. .
Lorsque la ligne de striction est une géodésique, la relation (1g) devient

sin®0 cos’@_._ 1 + I
KU KT TR T

2 2 6
Enfin, si la surface (S) admet un plan directeur, la quantité (%) = .C_(;_;’__ est

nulle et (1g) s’écrit

sin®*§ 1 " I
K* R; T;'

1 I .. .
Pour calculer les éléments N et o quis introduisent naturellement dagps

n 9

I'étude précédente, nous pouvons poser, comme nous 'avons déja fait a plusjemrs-
reprises,

a = 7 cos § + sin 6(«' cos ¢ + «" sin v),

b =@cos0 4 sin6(f cos v 4 B"sin¢),

¢ =vycosf+ sinb(y cos v +- ¥"sin 9).

D’antre part, on voit aussi que,

A= —asinl 4 cosf(«' cos ¢ + ' sing),
p= —Bsinf 4 cos6(8 cos 9 + B”sing),

v = — ysinf + cos 6(y' cos v 4 v"sin g),

ce qui entraine

. C .
= f'sing —B8"cosg, — =vy'sing—y"cosg.

da s " db
(II)E’-_LSIHM‘J'—'QC cosg, o= ds

. da . A
En dérivant 7. bpar rapporl a v, il vient
G

’

(5 4 PV atnn + oo — ey 4 g 12
_(R+T>sm.—}—Tcos‘? (¢'cosy + smgo)dv,

a de I dr
—— /\—-—-
dv dv

équation qui peul s’écrire

La+4+ M+ +Na"=o0
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avec
ds d= sing
L = 00— —sinf — — ——,
cos 0 —- 5"{ 7 Y

. ds dx 1 de
= cos 3| sin 0 — 4r o Zr
M cosy(sm) e + cos 0 T + dv>

d?>

N — i . do S0 de +
=sing (sm 0 .c_h“v —+ co o T )

Par ce procédé, on peut former le systéme d’équations
La + Mo + No" = o, Li 4+ WB + N§g" = o,

<quivalent au systéme

L=o, M=o, N =o,
et qui se réduit &
i d d= d d T
«(20) Slg?:cosegg—sinom, TII‘-———C—I%:sine_—(-lg-qLcosO-d—v—.

On peut encore écrire ces formules

sin g . 1 1 I do sin®6  cos®f
== ] §0( — — — —_——— e e ——— —_—
(a1) R S eos (\ N 1{’) : T K K
et, en éliminant K/,
1 cotg b
bi —_ == —_
(a1 bis) N R, T,

Nous obtenons ainsi les éléments que nous voulions calculer.
Les équations (21) peuvent aussi bien se former par dérivation des expressions

<onnant les cosinus a, b, c. Les calculs sont moins simples, mais on est conduit

A la troisiéme relation

do cos g
—_— —_— == 0
dv R ’

qui deéfinit la courbure géodésique de la ligne de striction. Nous P'avons déja trou-
vée au § 4.

Les équations (21) rappellent, par leur aspect, les équations d’Euler et de
O. Bonnet (*) relatives & la courbure normale et & la torsion géodésique d’une courbe

(*) G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, t. 2, p. hoo, 1915 (Gauthier-Villars et C'*).
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tracée sur une surface quelconque. Mais il est évidenl que 'analogie ne peut pas étre-
poussée plus loin puisque K et K’ ne sont pas indépendants de 6.

o) o Sl ot
K’ K K’
conservent leur valeur quand on passe d’une surface (S) & une surfuce (Sw)

s . . /1
Enfin, observons que les expressions smOcmOu\——

Les équations (20) permettent d’éerire

(22) ds sin 0 n cos ) d= cosh sin
22 — T — —_— _—— - —_
dv T R’ dv I R 7’

9 n g n

et, par suite,

cos 0 Sin b

d= T, R,
des ~ Sin®  cos®
T, "R,
ou,
R, (2 6
dr . Ta °
(23) TR, '

q

La courbure géodésique, en des points homologues des courbes sphérigues (Zu),
est une fonction homographique de la tangente de I'angle 9 correspondant (*).

12. — Quelques conséquences de 'équation (4).

L’équation considérée est

db + sy o
dv R

Nous allons V'utiliser pour chercher les surfaces réglées dont les génératrices cou-
pent la ligne de striction sous un angle constant.
Pour que cela se produise, il faut el il suffit que la ligne de striction soit une

dioite (—;{— = 0> ou une géodésique non rectiligne <., = %) de la surface (*).

. . e d
(*) La 1elation (23) est, en réalité, une relation involulive liant TIi et tgh.
I3

(*) Cest unc conséquence du théoréme de Bonnet que nous avons signalé au n° 4. Voir
aussi : Piroxpixt  Studu relativi specialmente alle superficie gobbe, Journal de Battaglini,
1885, p. 304
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Toule surface a ligne de striction recliligne (A) peut donc élre engendrée par une
droite coupant (A) sous un angle constant.

D’autre part, soit une droite prise dans le plan rectifiant d’une courbe (C). Si elle
coupe la courbe sous un angle constant, elle engendre une surface admeliant (C) pour
ligne de striction. C’est ce qui se produit, en particulier, pour la binormale.

Pour cette derniére calégorie de surfaces, le paramétre de distribution prend une
forme trés simple susceptible de conduire A d’importantes applications géométriques.

Comme la ligne de siriction est une géodésique de la surface réglée, I'équa-
tion (22) s’écrit

ds sin0  cosf

T TR

et donne pour expression du paramélre K

cos 0 sin6
R T

K=sin6:<

Nous conserverons celle derniére relalion sous la forme

sin0  cosf  sin6 ()

(24) K R T

Si la surface est engendrée par la binormale de la ligne de striction, nous
voyons que

(24 bis) K=T.

Le paraméltre de distribulion de la surface des binormales d’'une courbe (C) est
égal au rayon de torsion de cette courbe.

D’autre part, la relation (24) prouve que :

Si 0 et K sont constants, la ligne de striction est une courbe de Bertrand, puisque

sa torsion el sa courbure vérifient une relalion linéaire. St 0 est égal a %, la ligne de
striction est une courbe a torsion constante.

Tout ceci donne le moyen de construire, & I'aide des courbes de Bertrand et des
courbes & lorsion constante, des surfaces 4 paramétre de distribution constant.
L’angle 0 devra étre droit si la torsion est constanle. Si la relation qui caractérise la
courbe de Bertrand est

a b
RTT

=c,

(*) Une relation identique est donnée par Bianchi (L. B., t. 1, p. 406) et par M. G. Dar-
boux (Legons sur la théorie générale des surfaces, 3¢ partie, p. 313, 1894).

o~
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il suffira de choisir 6 de telle sorte que (*)

lgh =

2
~.

La formule (23) devient

R
— —tgh
d= T 8

%tg@%— 1

Lorsque la ligne de striction est une géodésique d’une surface réglée (S), la courbure

R
géodésique de (Z) est une fonction homographique du rapport T

R N dx . .
T est constant en méme lemps que Ta Cela ne peut se produire que si la
G

courbe (C) est une hélice. Les surfaces correspondantes admettent un cone directeur
de révolution de méme axe (ue le cone directeur des tangentes a la courbe (C).

13. — Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique.

Pour que la ligne de striction (C) soil une asymptotique, il faut que 3 = o (.
La relation (4) s’écril
dv )

d0+-ﬁ—:0

dv

Or, R est I'élément linéaire de Vindicatiice des langentes de la courbe (C).

A une conslante prés, la mesure de Uangle 0 est opposée a celle de Uarc de cette indi-
catrice.
La formule (22) devient

do sin 0

(25) w T

(*) Cu. Biocug (Sur certaines surfaces réglées, Comptes rendus, t. CVI, p. 829, 1888) a
montré que cette génératrice est paralléle & la binormale de la courbe de Bertrand associée.

(*) La relation ¢ = = se rameéne a ¢ = o en changeant le sens de la normale au plan
central.

() L B, 1. 1, p. 387.
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Le parameétre de distribution est donc, en vertu de (6),
K=T.{®

8i la ligne de striclion (C) esl une asymplotique de la surface (S), le paramélre
de distribution est égal au rayon de torsion de (C).

Ce parameétre est le méme pour toutes les surfaces (Sw) déduites de (S).

Si la ligne de striction n’est pas nne géodésique, la condition (4, § 4) permet
&’écrire la relation (21 bis, § 11) sous la forme

1 1 0| 9 dy
T R8T T

qui montre que

sin 6 sin ¢ = constante-

est la condition nécessaire et suffisante pour que le parametre de distribution soit
égal au rayon de torsion de la ligne de striction.

En observant que sin6sin ¢ est le cosinus de ’angle que fait la génératrice avec
la binormale, on peut énoncer :

Pour que le paramétre de distribution soit égal au rayon de lorsion de la ligne de
striction, il faut et il suffit que la génératrice décrive un cone de révolution autour de
la binormale.

La condition sin § sin ¢ = constante est évidemment vérifiée lorsque la ligne de
striction esl une asymptotique.

. dr \ L
L’expression de PP donnée au n° 11, devient ici
G

d
ds

]

(26) =colg 9.

La courbure géodésique de () est égale & la cotangente de U'angle 0 que fait la
génératrice avec la ligne de striction.

Nous verrons plus loin, sur I’équation des lignes asymptotiques, que (26) carac-
lérise bien les surfaces que nous étudions dans ce paragraphe.

Considérons maintenant le vecteur (V) que nous avons introduit au n° 1o. Nous
avons montré qu’il admet les paramétres directenrs

ads + idx, bds + wdr, cde + vdr.

(") L. B, t. 1, p. 3g2. Cetle relation n’a un sens que si la ligne de striction n’est pas une
droite.
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Or, les cosinus directeurs de la tangente MT & la ligne de striction s’écrivent,
en vertu de (5),

@ ==acosb—hsinb, f=0bcost—psinod, v=ccosfh—vsinb.

Pour que (V) et MT soient normaux, il faut el il suffit que
\
Za(adc + kdr) = o,

ou que,

dr-—col ]
de gh.

Nous relrouvons la condition (26).
Le vecteur (V) est normal a la ligne de striction et, puisqu’il est contenu dans le
plan central, il esl dirigé suivant la normale principale.

Nous avons déja dit, au n° 10, que ce vecteur esl paralléle & la normale princi-
pale de (X). Les normales principales au.x courbes (C) et (X) sont donc paralléles.

Le plan central est normal 4 la tangente de la courbe (Z). Par suite :
La tangente @ la ligne de siriction est paralléle a la binormale de (X) (*).

14. — Surfaces réglées a ligne de striction circulaire.

Les équaltions de la ligne de striction étant

v . v
w:RcosE, y=Rsm—R—, z=o,
les cosinus direcleurs de la langente s’écrivent
.0 4 v
o= — sin — = cOS — Yy =o.
B > h R ’ (

(") On trouvera dans L. B., t. 1, p. 388, une construction qui fait intervenir les géodé-
siques de la développable ayant la ligne de striction pour aréte de rebroussement.
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En tenant compte des valeurs de «, §, v, données par les formules (5), on peut
poser

. v . v . .
-——smT{—_:acosO——)\smO, cos—ﬁ-zbcose——ysmﬂ, ccosbh—vsinl=o.

La derniére de ces équalions donne

c
Sin6 = ——— COS 0 = —— (e==1)

\/c‘ + v’, \/c" + v’,

et, par suite,

.V ne—av v by —pc

SN — =— & —/—/———0or, COS ~— =—/— & ————r,

R \/cz+v: R \/C,+V,

<e qui prouve qu'une surface a ligne de striction circulaire esl définie en méme
temps que le cone directeur. Les équations d’une telle surface sont

{a7) X:sﬂu—l—au, Y =:R
Ve + v Ve + v

rc—-av

+bu, 7 =cu.

1l esl facile de vérifier, sur ces équations, que la ligne de striction est bien
circulaire.

Si I'on observe que

da db . e da\? db\*
'zl";'—-——(bv—}k('), B——;_-()\c—av), cC 4+ v —-<-(—t—“—> + %) ,
-on peul attribuer aux équations (27) la nouvelle forme
S Rdb .
{27 bfs)X:——R——_L—+all, Y:%—i—bu, Z=cu.
Vda* + db* Vda' + ab’

Ainsi, on ne fait inlervenir que les cosinus a, b, ¢, donnés en méme lemps que le
cbne directeur.

Si 'on donne pour a, b, ¢, les valeurs

a = sin o sin £, b=sinwcost, ¢ =cosSw,
la surface correspondante est définie par
X==cRcosl+ usinwsinl, Y= —:Rsin! + usinwcost, Z=ucosw.
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Ces équations, dans lesquelles ( est le paramétre, définissent ’hyperboloide de-
révolution

Y =7 I’,g“m = R*.

Suivant le signe de =, on fait apparailre I'un ou l'autre des deux systémes de
génératrices ().

Une méthode analogue, dans le détail de laquelle nous n’entrerons pas, montre-~
que les surfaces

. p /dbN*? db
— I — = —pn—110 =
X . (da) +au, Y p In + bu, Z cu,

ont pour ligne de striction la parabole

Yy =apx, z=—o.

15. — Détermination d'une surface connaissant K, cotgb, a, b, c,
en fonction d'une méme variable.

Nous avons déja vu que les cosinus directeurs de la langente a la ligne de stric-
tion s’écrivent

v =acosh —isind, 8=1>bcosb—usinog, v=1ccosh—vsinb.

D’autre part, la formule (6) qui donne le paramétre de distribution permet de poser

(*) Si 0 est constant, de la formule
ccosf—vsinb=o

on déduit

Cela prouve que le cone directeur est de révolution autour de oz.

L’hyperbolowde de révolution est la seule surface donl la ligne de striction est un cercle qui
coupe les généralrices sous un angle constant (E. Awicurs, Equations générales des surfaces
réglées dont la ligne de striction satisfait & certaines condilions. Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, p. 77, t. 8, 1889).
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Les équations de la ligne de striction

r,—_—/adv, )Zfﬁdv, ZZ/"\’dv’

prennent la forme,

28) :f K (a cotg b — ) ds, y:fK(bcoth——p.) ds, z =/ K (¢ cotg b — v) .
On trouve donc, pour la surface,

(28 bis) X::au-{—fK(acoth——)\)dc, Y:bu—{—/K(bcotgG—-——y.)dc, = ....

Réciproquement, il est possible de montrer que cette surface réglée (28 bis) cor-
respond bhien aux éléments que nous avons choisis par avance et que les équations (28)
sont celles de la ligne de striction ().

Les éléments K, cotg 6, etlescosinus a,b,c, suffisent adéterminer une surface
réglée.

. dx
Pour que la ligne de striction soit une asymptotique, il faul que o= cotgb.
G

En tenant compte de cetle relation, établie au n° 13, les équations (28 bis) deviennenl
(29) X=au +fK(ad~c—)\dc), Y=bu +/K(bd*c——y-dc), L=....

Sous cette nouvelle forme, elles définissent toutes les surfaces dont la ligne de striction
est une asymplolique.

Nous avons vu, au n° 13, que pour de telles surfaces la ligne de striction (C)
a un rayon de torsion égal & K. Pour obtenir les équations des courbes & torsion

(*) 1l est intéressant de comparer la méthode que nous avons suivie pour délterminer
ies surfaces (28 bis) avec ccelle qui est adoptée par Minding (Voir L. B., (. 1, p. 394).

Minding se donne 0, M, N, en fonction de l'arc v de la direcirice. Silon veut que la
directrice soil la ligne de striction, il revient au méme de fixer K et cotg en fonction
de v. Mais l'inlroduction de la variable v oblige & exprimer les cosinus directeurs de la
génératrice de la surface a 1'aide de la méme variable, ce qui complique considérablement
le probléeme.

Signalons enfin une méthode trés inléressante, exposée par M. E. Vessior dans ses

Legons de géométrie supérieure (p. 109, 191g). La directrice choisic esl une trajectoire ortho-
gonale des géndratrices.
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L . " .
conslanie T il suffit donc de remplacer, dans (28), K par la constante T el cotg ¢

d= L
par ——- Ou trouve ainsi
G

(30) x:'l‘/(ad'c-—)\dc), y:'l‘/(bd'r—-p.dc), Z:::T/(Cd'r——vdo‘).

Ces équations, rapprochées de celles que 'on donne habiluellement, nous per—
meliront de mettre en évidence quelques résultats iniéressants.

16. — Surfaces a paramétre de distribution constant. Courbes de Bertrand.
Courbes & torsion constante.

Les équations des surfaces a paramétre de distribulion conslant s’écrivent

31 X::au-ka(acotgG—)\)dc, Y:bu—{—Kf(bcoth—p.)dc, Z=....

Si 6 esl constant, la ligne de siriction est une courbe de Bertrand (n° 12) définie
par la relation

sin 0 cos H sin 6

T TR T K

11 suffira de faire varier le cone directeur (a, b, ¢) pour obtenir toutes les cour-
bes de Bertrand de la méme famille.
Ces courbes ont pour équations

w:K(coth/adc—/%dc), y=K<cotg0fbdc—fgdc>, z2= ...,

ou, en posanlt Kcotgt=m, K=n,
(32) x:mfadc-—n/)\dc, y=mfbdc—~n/pdc, z:m/cdc—nfvdc.(‘),

(*) Ce sont, a un signe prés, les ¢quatiogs indiquées par M. G. Darboux (Legons sur la
théorie générale des surfaces, t. 1, p. 63, 1g14). 11 les fait apparaitre en utilisant les formules
de Serret qu’il retrouve 4 l'aide de considérations cinématiques.

On trouvera dans la Géomélrie différentielle de M. Bianchi (1. 1,p. 62 & 68, 1927), 'exposé
des propriétés remarquables qui caractérisent les courbes de Bertrand.
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Nous avons montréan n° 12 que pour § = — le paramétre constant K est égal

w3

a T. Les équations (32) deviennent,

(33) a’:—T/Zrlc, _::—'rfy.dq, z::—'l‘fwlq.

Edles définissent alors les lignes « torsion constante T.
En lenant compte des relations

. bdc db _cda adc _db bda
MY T B R A PR

on trouve,
(33 bis) .ac:'l‘f(cdb———bdc), y:T/(azlc—cda), z:T/(bda~adb).

Ces formules font intervenir le cone directeur des binormales, comme celles qui
sont données par M. G. Darboux dans l'importanl ouvrage que nous avons déji
signalé & plusieurs reprises.

Comparons maintenant ces résullals a ceux qui ont été oblenus a la fin du para-
graphe précédent.

Si M el M’ sont deux points correspondants des courbes

C) r = 'l‘fadv, y = T/bd‘:, z= ’I‘fcdr,
() J;-_—_ry/‘/\da, y:——'l‘/y.dc, 3:——’1‘/vdc,

les formules (30) font immédialement voir que le milien de MM’ décrit une

courbe (C") de torsion constante égale a %

C’est une propriété remarquable de toutes les courbes (C) et (C'), de méme tor-
sion constante, dont les cones directeurs des tangentes sont supplémentaires (*).

On peul observer que (C) et (C') ont leurs normales principales paralléles i la
tangente A lindicatrice de courbure (X) relative & (C). Nous avons vu, par
ailleurs (*), que la normale principale de (C") esl paralléle a celle de (£). Par suite,
la courbe (C") a sa normale principale perpendiculaire a celles des courbes (C) et (C').

\rant de terminer ce paragraphe, observons qu’il existe une construction simple

des surfaces & parametre de distribulion constant.

(*) On peut ¢étendre cetle propriété aux courbes a torsion variable.
(®) Se reporter au n° 13.
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En effet, la caractéristique du plan asymplole est paralléle & la génératrice. Cest la
droite d’intersection des plans

E M\ —x) =o,

\1 flﬁt dv N .
] —

\ —2) — — L% == 0.
dc( ) dz e ©

Réciproquement, si 'on meéne, dans le plan osculatenr (P) d’une courbe (4),
une paralléle a la tangente, cette paralléle décrit une surface (S) qui admet précisé-
ment (P) pour plan asymptote ().

Puisque la surface (S) el la courbe (A) onl le méme cone directeur, la seconde

. . g s
équation peul s’écrire

r
A

R,

Al du . )
En désignant par n la distance qui sépare la génératrice de la tangente a
la courbe (A), nous obtenons
T,
R’

n=——NKh

Par suilte, une surface & parameétre de distribution constanl est engendrée par une
droile du plan osculateur d’une courbe (A). Cette droite doil étre menée parallélement

\ . . . . T
a la tangenle, & une dislance proportionnelle a T{—‘—

A

Le point de la courbe (\) est & Uintersection des plans (°)

da d
Y . . . \1__. o ' . A N ) r .
Y=o =o, M=\ —n)+Nigh=o, Man—u) o= (N 1gh) =o.

Lorsque K’ el 0 sonl constants, les résultats du paragraphe 12, appliqués i la
surface réciproque (8'), montrent que la ligne de striction (C) est une courbe de
Bertrand géodésique de (S). La normale au plan central est simultanément la nor-
male principale des deux courbes (C) et (A). Ainsi:

Toutes les fois que (C) est une géodésique de (S) el que W' est constant, (A) est
une courbe de Bertrand.

(*) Pour que le plan asymptote soit osculateur & unc hélice, il faut et il suffit que la
surface possede un cone directeur de révolution.
(2) Ta et Ry représentent les rayons de courbure el de torsion de (A).

() L’expression —%ﬁ—- N %o estégale a Ktgh (5 9).
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17. Surfaces réglées a plan directeur.

Soit xoy le plan divecteur. Nous pourons poser

a=cosg, b =sing, c=o.

Les cosinus de la généralrice du cone supplémentaire sont lous nuls, sauf v qui est
égal & un. Les formules (28 bis) deviennent

(34) V:ucosa-l—fKCOLgGCOSGdc, Y:usinc-{—chotg()\incdc, Z:—/K(l:,

et définissent ainsi les surfaces a plan direcleur.

Si Kcolgt est constant, la ligne de striclion est tracée sur un cylindre de révo-
lation d’axe oz (*). C’est le cylindre (K) envisagé au n* 6.

En prenanl pour Kcolgf el K des expressions convenables, les quadratures
inlervenant dans les formules (34) s’explicitent.

Par exemple, pour (= —j:— on trouve des conowdes droils. Parmi eux, Uhélicoide

guuche a plan directeur s'obtient en donnant an paramétre de distribution une

valeur constante. D'une facon générale, 0 el K étant conslants, les surfaces sont
des hélicoides.

18. — Surfaces a directrice rectiligne.

Soient

X=x+ au, Y=y+ bu, 7T=z+cu,

les équations d’une Lelle surface.
L’axe oz sera une directrice rectiligne s’il esl possible de trouver une valeur
de u qui annule simultanément X el Y. Cela se produira si

(*) Cela peut s’élablir sur les équations (34) ou bien sur la formule (g bis) du n° 6.

On trouvera, exposées dans un article de M. A. BunL (Journal de Vlathématiques pures el
appliquées, g° série, t. VIII, p. 52, 1929). de curieuses propriétés des lignes asymptotiques
de ces surfaces.
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kn désignant par m la valeur commune des deux rapports, on voil que I'on peut

poser, pour la ligne de striction,

x=ma, y:

Il reste & déterminer la valeur de z.

mb.

Elle sera donnée par la troisiéme équation (28)

si les deux autres ont la forme que nous venons d’indiquer.

Nous devons donc avoir

da dm
¢ tg 6 — W) =m— _
K(acotg— 1) =m P +a P
¢
K(bcoLgO—rL):nlﬂ—kbdl]l.
' ds ds
Ces équations sont vérifiées pour
. K dc 1 d (Kde|] ¢
35 = —— e —— ——
(35) m= T e WA LA

et les équations (28 bis) s’écrivent

a/u—}-i(—--%—), Y:b(

\ v ds

B rmefar B [

Les conoides obliques s’obtiendronl en remplacant a, b, ¢, par les expressions

a=pcose + p'sing, b =qcoss+ q'coss, ¢ =rcoss + sing,

dans lesquelles (p, ¢, r), (p', ¢', r"), désignent les cosinus de deux droites rectan-
gulaires du plan direcleur.
Les surfaces (36) a cone directeur de révolulion peuvent aussi s’obtenir trés

simplement. 11 suffit de poser

a=pcosw + (p'cost + p"sinl)sin o,
b=gcosw + (g cost + ¢"sinf)sino,
c=rcosw + (rcost+ r"sinl)sinw,
o élant une conslante el { une variable. (p, q, ), (p', ¢, ), (p", ¢", "), dési-
gnent les cosinus directeurs des arétes d'un Lriédre trirecltangle. C’est la premiére
aréte qui est 'axe du cone de révolution.
Les équations (36) mettent bien en évidence la ligne de striction el ne contien=
nent qu'une seule quadrature qu’il sera aisé de faire disparaitre en choisissant

convenablement k.
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La premiére des relations (35) correspond, pour les surfaces & direclrice rectili-
gne, a une propriété (ue on peut ¢noncer :

Dans toute surfuce a directrice rectiligne (A), le paramétre de distribution est
égal, au signe prés, au produit de la distance m qui sépare (A) de la ligne de stric-
tion par le rapport des cosinus des angles que font, avec la directrice, la normale au
plan asymptole el la normale au plan central.

La seconde relation (35) s’écril, en tenanl compte de la premiére,
dlogm lc

i
= (vcolgl + ¢):

37 -

ds

Elle exprime une propriété géomélrique inléressante qui lie la distance m aux
angles que fail la directrice (A) avec la généralrice, la normale au plan central et la
normale au plan asymptote.




CHAPITRE 11

Formules de Frenet. Introduction des distances d’un point fixe
aux plans fondamentaux.

Dans I'étude des courbes gauches on se sert le plus souvent des formules de
Serret-Frenet dont il est inutile de souligner 'importance. Cependant, ce ne sont pas
les seules relations que 1’on puisse utiliser. En particulier, le géométre italien Cesaro
a introduit systématiquement les distances ('un point fixe aux faces du triédre prin-
cipal lié & la courbe (*).

Les formules valables pour 'aréle de rebroussement d’une développable peuvenl
étre étendues A la ligne de striction d’'une surface gauche. Nous allons montrer qu’on
peut établir, pour une telle surface, des équations tout a fait semblables & celles de
Serret-Frenet et Cesaro.

19. — Extension des formules de Frenet aux surfaces gauches.

Nous poserons, dans tout ce qui suit,

K ‘el
0) e =

sing’ cosf’

K et K' étant les paramétres de distribution de la surface (S) el de sa réci-
proque (8).
En vertu des relations utilisées au début du n° g, nous pouvons aussi bien écrirve

. v _dv ()
(l bls) p—-%, [——E .

di
a db fﬂ de la

Nous désignerons par a', b', ¢, les cosinus directeurs , ——, ,
ds’ ds’ ds

normale au plan central.

(*) Cesiro. Lezioni di geomelria intrinseca, chap. 1x et x, Napoli, 1896. Voir aussi L. B.,
t. 1, p. Go.

(*) Les surfaces a plan directeur sonl définies par I'équation Lf —o0.
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On voit immédiatement que

da ds db . ds de _ ,ds
Y T d S
ou,
da a db b’ de c
*) T O wm o e

, b/ , A o v
a,6,c)=
( ) b .
Par conséquent
dd  db' dc’> e b de | h o v ds
dv dv T dv )T b ¢ | dv a b ¢ ldv’
ou,
L da a Py b’ b ® de’ ¢ v
W G=—(t+1) F=-(G+%) F—(E+1)
Les relations
dr _ d) dx dp.  dp dz dv  dv d-
de~ dr dv’  dv dr dv’  dv dr dv’

deviennent, en tenant compte des formules (1) dun° 1,

” G e ¥ o
A" dv — t’ v~ t’ dv ~ t°

Les formules (A), (A", (A"), el celles de Frenet sont bien analogues.
D’ailleurs, si la surface est développable, son triédre principal se confond avec
celui de I'aréte de rebroussement (C). De plus, dans ce cas,

=R, t=T.

-0

Les relations (A), (A'), (A"), deviennent celles de Frenet relatives a la courbe (C).
Ces derniéres ne sont qu’'un cas particulier de celles que nous avons élablies.
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20. — Equations 'intrinséques d'une surface gauche.

Les équations de Serrel, c’est-a-dire les équations générales (A), (A"), (A"), dans-
lesquelles on fait § == o, montrent qu’il suffit de se donner R el T en fonction de
larc de Varéle de rebroussement pour que la développable correspondante soit
définie ('). Cela laisse prévoir que les équations

(2) e=J), t=yg({), 0=h(v),

dans lesquelles » représente I'arc de la ligne de striction, déterminent une surface
gauche & un déplacement prés.

Considérons deux surfaces réglées (8S) el (S,) satisfaisant aux équations précé-
dentes. Nous allons montrer qu’'elles sont égales.

Déplacons la surface (S,) de facon & superposer les généralrices MG et M, G,
qui correspondent & la méme valeur v, de la variable v el faisons coincider les
triedres principaux (*).

Pour v = v,, nous pouvons écrire

0

a =a, b,=29, c,=¢c,
a =d, b =10, ¢, =¢c',
h =1, v, = u, v, =
Le systéme différentiel linéaire du paragraphe 19,
i m dm (l+n> dn _ m
dv o’ dv ot/ dv —t’

admet les solutions

@, a, », (a4, a, ),
(b, b', }L), (b“ b’n 5"“4)’

€, W, (e, e v,

égales deux & deux pour v = v,. D’apres ce que V'on sail sur les systémes différen~

(*) Equations intrinséques d’une courbe gauche. L. B., t. 1, p. 16.
(*) Le triédre principal d'une surface a son sommet au point central. Ses arétes sont :
la génératrice, la normale au plan central et la normale au plan asymptote.
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tiels du premier ordre, on peul affirmer que ces solutions sont identiques. Par
conséquent, les égalités

a,=a, b =0b, ¢ =c,.
r T ! r ! ’
a‘:a, b':[), c,=¢,
)\4:)\, w, = &, v, =V,

subsistent pour toules les valeurs de v.
Apres le déplacement envisagé les cones directeurs se superposent.
La relation

Kk = ¢sin¥,

monlre que les deux surfaces ont le méme pwramétre de distribution. Par suile, les
équations (28 bis) du paragraphe 15 définissent la méme surface. Les surfaces (S)
et (8,) se superposent par un déplacemenl conyvenablement choisi.

Il devient possible d’énoncer la proposition suivante :

Deux surfaces réglées qui vérifient simullanément les équations (2) sont égales (*).

Désormais nous désignerons les équalions (2) sous le nom d’équations intrin-
séques des surfaces gauches.

Il reste & démontrer qu’a loul systéme d’équalions inlrinséques on peut effecti-
vement fairve correspondre une surface.

Les équations (28 bis) du paragraphe 13 montrenl que le probléme se raméne a
la recherche du cone directeur de 1a surface, tous les autres éléments étant fournis
par les équations (2).

[l fant donc déterminer Lrois solulions
(av aly}‘)" (b’b'r }’-)y (Cy C’, V),
du systéme différentiel linéaire

dl m dm n\ dn m

(! _
®) T w o \TtT) T T

h

En outre, ces solulions doivent remplir les conditions

a".’ + a/‘l + )\2 j— ,’2 + bl? + 2 J— C‘Z + (_I'l + 2 — l s
() & ’

( ab + d'b' + v =ac +a'c +xrv="bc + b'c' +uv=o,

pour ¢u’elles puissent représenter les cosinus directenrs des arétes d'un triédre
trirectangle.

On sait (*) que ces solutions sont délerminées par leurs valeurs initiales el que

(*) La méthode suivie pour établir cette proposition est analogue a celle qu'a utilisce
M. Bianchi (L. B, t. 1, p. 17) & propos des équations intrinséques des courbes gauches.
(*) L. B., t. 1, p. 18 et Théorie générale des surfaces, p. 27 et suivantes, L. 1, 1914.

6
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les conditions (4) sont véritiées, quelle que soit la valeur attribuée & v, si les
valeurs initiales les satistont. Il suffiva donc de choisir, comme valeurs initiales, les
cosinus directeurs des atéles d’un Lriédre trirectangle direct.

M. G. Darboux a établi que la recherche des solutions de (3) se ramenait alors a
Uintégration d’'une équation de Riccati. Nous n’entierons pas dans le détail de
cet important probléme. On se reportera aux ouvrages de MM. Bianchi et Darboux
pour en trouver la solution compléte.

Une fois ce poinl précis¢, formons les équations de la surface. On déduitl des
équations intrinséques

dc:—_-f%, K = f(v) sin¥, 6= h(v).

Les formules (28 bis) du paragraphe 15 prennent la forme
\=au+ / (acosl—sinb)dv,

(AG) Y:bu—}—f(bcose—y.sinﬂ)dv,

VA ~cu+f(ccosf)—~vsin6)dv,

et représentent une surface (S) donl laligne de striction a pour élément linéaire dv.
11 esl aisé de prouver, en s’aidant des équalions (3) vérifiées par le cone direc-
teur, que la surface (8) admel les équations intrinséques données en (2).
On peut conclure :
Les équations intrinséques

?:f(v)7 t:g(v), Ozh(v),

définissent une surface réglée, a un déplacement preés.

Ces résultats sont obtenus par une méthode semblable & celle qui est utilisée
pour les courbes gauches. Mais il existe une voie beancoup plus rapide.

Le systéme

(2> \G::f(v)' t=9(), O:h(v),

peul étre remplacé par

(2 bis) do = B2 A= SO .

JON ds — g(v)’
. , . . dr .
Les deux premiéres équations fournissent la valeur de oo en fonction de o.
G

Le cone directeur est donc défini & un déplacement prés (§ g).
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En utilisanl la variable v, les cosinus directeurs de la génératrice s’écrivent

sous la forme générale
a,=pa+pb+pec, b,=qa+4q'b+q'c, c,=ra+rb+rec.

a, b, ¢, correspondent & un cdne particulier.el les constantes (p, ¢, r), (p'. ¢', 1),
", ¢", r"), sont les cosinus directeurs des arétes d’un triédre irirectangle direct.

S’il exisle une surface d’équations intrinséques (2), clle sera définie par ()
S,) X, =pX+pY+p'Z, Y,=qgX+¢Y+J7Z, Z =rX+7Y 417,
avec

X:au—l—/(acose—)\sino}dv,
S) /Y:bd—%—f(bcosf)——-y.sin(i)dv,

Z=cu+ f(ccosf)—vsine) dv.

Toule surface (S,) se déduil de (S) par déplacement. \insi, lout se raméne &
vérifier que la surface (S) remplil les conditions (2).

Le cone directeur a été choisi de telle sorte que

_ b )
Sy’ ds — g@)’

do

Par suite, puisque v esl arc de la ligne de striction (C),

de
e=S0),  l=p=gv).

Enfin, on voil sur les équalions de (8) que la génératrice fail avec (C) Vangle 0.
Celtle nouvelle méthode monire bien que les équations (2) définissent une surface
réglée, & un déplacement prés.

21. — Surfaces (H).

r. . . 9
Nous désignerons ainsi les surfaces pour lesquelles —‘t- et 6 sont des constantes.

. o . . R o . )
Pour 0 = o, la relation _t_ =c* se raméne & — =c" et deéfinil une dévelop-

T
pable ayant une hélice pour aréte de rebroussement (*).

(") 1l suffit de porler a,, b,,¢,, 0 = h(v), h = f(v)sinf0, dansleséquations (28 bis).

§ - -,
() L. B, t. 1, p. 22. La relation —’l‘— = c'* caractérise les hélices.
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d- .
= —— montre que les surfaces (H) onl un céne directeur de

La relation
de

o~ I'(\

révolution.

Lorsque 'angle 4 esl constant, la ligne de striction est une géodésique (§ 12). La
relation (23) du paragraphe 11 s’écrit

R g0
o d= T 8
! 4z~ R ’
,—l,-tgﬂ—f—l

R s . L.
el prouve que T est constanl en méme temps que -‘t— el 6. La ligne de striction

d’une surface (H) est une hélice tracée sur le cylindre (K) introduit au paragraphe 6.
Réciproquement, si la ligne de striction (C) est en méme temps une hélice et une
géodésique, on est en présence d'une surface (H).
En effet, "angle 6 esl constant sila courbe (C) est une géodésique (*). De plus

— esl aussi constant puisque (C) est une hélice. Par suite, en vertu de (7), £

T l
esl invariable.

La courbe () est un cercle. Comme la normale au plan central est paralléle &
la tangente & ce cercle, on peul énoncer :

La normale au plan central d’une surface (H) est perpendiculaire & l'axe du coéne
directeur.

C’est une propriété que I'on peut rapprocher de celle de la normale principale
d’une hélice quelconque.

Sans nuire a la généralité du probléme qui se pose & propos de la recherche des
surfaces (H), on peut supposer que le cone directeur a pour axe oz. Soit 2o
I'angle au sommet. On peut écrire, en introduisant la variable w,

a=-sinwsinw, b=sinwcosw, c¢= cosw, do=sinodw;

L=coswsinw, p=coswcosw, v=—sino, dr=coswdw.
Dans ces conditions,

8

= colg ».

~|o

Pour définir la surface, il suffit de se donner ¢, { et 6 en fonction de w.

(*) Voir au paragraphe 12.
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L’angle constanl « devra vérifier la relation (8). Les formules (28 bis, & 13)
«deviennent

N =>sinw Lu sinw + sin(w — 0)/ ¢sinw dw\l,
(9) { Y =sinw Lu cos w + sin(w — 0) fp cos w dw] y
7 — ucos o + sin v cos(w —0) f cdw.

Ce sont les équalions des surfaces (H). Les quadratures qu’elles contiennent
s'explicitent pour un choix convenable de la fonction ¢.

Un cas intéressant se produit chaque fois que les trois éléments ¢, ¢, 6, sonl
constanls. Les relations (22) el (22 bis) du paragraphe 11 s’écrivent

sin 6 cos 0 cos 0 sin 6 I

I
»(IO) r]w R i ?! rr R - I .

-el prouvent que la courbure et la torsion de la ligne de striction restenl invariables.
Par suite :

Les surfaces pour lesquelles ¢, t, 0, ont des valeurs constantes sont des hélicoides
gauches.

La réciproque s’élablit immédialement, & I'aide des équations (10).

22. — Surfaces (B).
Nous appellerons surfaces (B) celles qui remplissent les conditions

n
A11) ——{-7: I, 6 — conslante,
o

analogues & celles qui caractérisent les courbes de Bertrand (*). On peut écrire la
premiére de ces conditions :

(11 bis) dv = mds + nd~.
Comme
dv = ,K das,
sin 6

(*) Les courbes de Bertrand correspondent aux relations
m n
'F + TIT =1,

-qui ne sont qu'un cas particulier de (11).

6 =o,
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les équations (28 bis), si souvent utilisées, deviennent

/
\Xwau—l—f(acos&——%sine)(mds+ndr),
(12) Y::bu+/(bcose—gsim;)(ln(lc+nd-t),

z :cu—l—/(ccosewvsin(j) (mds + ndr).

On n’aura aucune difficulté pour montrer qu’elles définissent les surfaces (B) véri-
fiant les relations (11).

Puisque le cone directeur esl arbitraire, il existe une infinité de surfaces (B) qui
satisfont aux mémes relations.

Le théoréme de Bonnet (‘) prouve que la ligne de striction est une géodésique.
Par suite, les formules (22) el (22 bis) du paragraphe 11 prennent la forme

cos 0 sin 0 I

, — —_—

T R t’

sin 6 + cos
T R

o |-

Elles permettent de remplacer les relations (11) par les relations équivalentes

mcosH —nsin6 msin6 4 ncos6

(14) 6 = constante, m T =1,

qui montrent que la ligne de striction est, en méme temps, une géodésique et une
courbe de Bertrand.

Ceci indique qu'une surface (B) est engendrée par une droite qui glisse le long
d’une courbe de Bertrand (C), en la coupant sous un angle constant 6 et en restant
dans le plan rectifiant.

Comme l'angle 6 esl arbilraire, la courbe (C) délermine oo' surfaces (B) tan-
gentes le long de leur ligne de striction.

On sait (°) que la normale principale d’une courbe de Bertrand (C) est normale
principale d’'une courbe (C,) de méme espéce. \ une surface (B) de ligne de stric-
tion (C) on peut donc faire correspondre oo* surfaces (B,) de ligne de striction (C,).
Les plans centraux de (B) el (B,) sont paralléles et les lignes de striclion ont la
méme normale principale.

(‘) Voir au paragraphe 4.
(*) G. Darsoux. Théorie générale des surfaces, t. 1, p. 21, 1914. L. B, t. 1, p. 62.
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Les résultats établis dans ce qui pirécéde permettent d’afficmer que les équations
L= f(a cos § — i sin0) (mds 4 ndr),
{15) y = /(bcosO—«y.sinﬁ)(mdo-+ndr),

z :f(c cos O — v sin0)(mds + ndx),

déduites de (12), sont celles des courbes de Bettrand. Elles sont diftérentes de

celles que nous avons ¢tablies au paragraphe 16. Cest que le cone directeur n'est
plus le méme.

N étant fixé arbitrairement, il suffit de donner & m el n les valeurs

m=Bsin® + Acdso, n=Bcost—Asinb,

pour que les courbes (15) vérifient la relation

| =

A
i—i-v

=1

-

Les équations des courbes de Bertrand peuvent donc s’écrire,

.l':»/‘a(\dc—}—Bdr) .L:f)\(Adr—Bdo')
(8= o) y:fb(Adc—{-Bdr) ou,<o:-}) y:/‘}k(AdT—BdG).
/

p :/c(Adc+Bdr) p :/ y(Ads — Bds)

En utilisant la transformation de Combescure, on aboutit aux formules obtenues
pour 6 =o.

Le résultat du paragraphe 16 peul forl bien se retrouver en choisissant pour 6
une valeur comprise entre o et = et telle que

B
tog ) — —.
8V=7%

n est alors nul et I'élément d+ n’intervient plus dags les quadratures.
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Pour terminer ce paragraphe, ohservons que les équations (15) fonl intervenir
les courbes de Bertrand (C,) et (C,) définies par,

£, = / a(mds + ndx) £, = — f (mds + ndx)

(C) “vl:/b(mdc-}—ndr), (C,) yQ:—f!L(IndG+ndT).
|

z, :/c(nltls+lld~:) 7, = — /v(llzda+ndt)

\ \

En des points homologues M, et M, les normales principales sont paralléles et les
langentes perpendiculaires.

Les homothétiques des courbes (15) sonl des courbes de méme nature. Il en
résulle que les équations

£ =Mz, + Nux,, y = My, + Ny,, z=Mz, + Nz,
représentent une courbe de Berlrand, quelles que soient les constantes M et N.
Le point M, qui divise M M, dans le rapport constant k a pour coordonnées

X, >~I{xz _ yx—kyz

z,—kz,
1 —h Y

€Xr = , =

1—k 1 —k

Ce qui précede mel en évidence la proposition :

Tout point qui parlage le seqment M,M, dans un rapport constant, décrit une
coyrbe de Bertrand.

De plus, la présence des deux constanles arbitraires M el \ explique que o
puisse remplacer les courbes (C)) et (C,) par des homothéliques, sans que la pro-
priété énoncée cesse de subsisler.

Pour n=o0, ((,) et (C,) ont respectivement la courbure el la lorsion constan-
les. Les résullals précédents démontrent la nouvelle proposition (*) :

Si deux courbes ont leurs cones directeurs supplémenlaires, si U'une esl a torsion
conslante et U'autre a courbure constante, lout point partageant dans un rapport cons-
tant le segment M, M, qui relie les points homologues, décrit une courbe de Bertrand.

Les hélices, qui <onl des courbes de Bertrand particuliéres, possédent des
propriélés analogues. Mais la méthode suivie ne saurail leur convenir, en raison de
la forme de la seconde des relations (14). Une étude direcle esl nécessaire.

Les considérations du paragraphe 21 prourent que les hélices ont des équalions
générales de la forme

(16) .1::si11(<.>—0)f9 sinwdw, y=sin(w—0) /;coswdw, z:cos(<»~—0)/pdw..
4

(*) Ce mode de génération peut étre ¢tendu & toute courbe de Bertrand donnée. La
méme remarque sera valable pour les hélices.
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En faisant intervenir les hélices

M) == sinmf\osinwdw, Yy, = sin o)_/;coswclw, z‘:comofpdw,
(H,) :)cﬁzﬁcos(o/‘psinwdw, y,z—cos«)/‘pcoswdw, z, = sin m/pdzl),

dont les cones directeurs sonl supplémenlaires el qui correspondent aux valeurs

T
f=o0 et 6= . de Pangle 0. on peul poser :

xr = x,cos + x,sinl, Yy =1y,cos0 + v,sin0, z=2zc080 4 z,sin0.

Comme les homothétiques de ces courbes sont encore des hélices, on voil que les
équations

xr = Mz, + Nzx,, y = My, + Ny,, z= Mz, + Nz,

représentent une hélice quelles que soient les conslantes M el N.

Par’suite :

Si lon considére les hélices (H,) et (H,) |ou des homothétiques], loul point qui
divise M, M, dans un rapport constant décrit une hélice.

M, et M, sonl les points homologues de (H,) et (H,).

23. — Extension des formules de Cesaro aux surfaces gauches.

Cesaro a introduit dans I'étude des courbes, les distances d’un point fixe aux faces
du triédre de Serret. Celle méthode conduil & de nombreux résultats. Nous allons
Pappliquer aux surfaces gauches.

Nous désignerons par m, n, p, les distances d’un point fixe, que nous prendrons
pour origine des coordonnées, aux Lrois plans fondamentaux (') de la surface. Des
expressions des coordonnées d’un point de la ligne de striction

(17) ®=ma+na' + pi, y=mb+nb + pu, z=mec + nc' + pv,

on tire

(17 bis) m:}:aac, n:Za’x, p:Ekx.

(1) Nous désignons ainsi le plan normal a la génératrice, le plan central et le plan
asymptote. Les distances sonl compliées positivement, & partir de I'origine, dans les sens
choisis sur les normales & ces plans.



(20)

5%6) E. ANGLADE.

En dérivanl par rapport & v el en tlenanl compte des formules (A), (A"), (A") du
paragraphe 19, on obtient

dm dn 7 m dp n
- ..|_ ?), ___l__

n
18) —_— — 0, —_——— — — —sinh.
(18; dv 6 - cos dv ( w -1 "

Dans ce caleul, les cosinus «, 6, v, de la langente a la ligne de striction sonl rem-
placés par les valeurs obtenues au paragraphe 4.

Pour 0 =o0, les plans fondamentaux se réduisent a ceux de larvéle de rebrous-
semenl. Les équations (18) sont alors identiques a celles de Cesaro (V).

La seconde équation joue un réle particuliérement important. Elle exprime que
la courbe (17) est laligne de striction. En effet, la condition (2) du paragraphe a

peut s’écrire

S‘ y da da' d. ta dm ‘a dn ) dp | o
2 )My Ty TPy Ty o T
ou,

dn n de + dr o

T TP T

Cetle relation es} identique & celle que nous avons envisagée. Nous la conserverons
sous la forme

(19) dn + mds + pd~ = 0(*).

Par suite :
La surface

N=ma+na +pr+au, Y=mb+nb'+pp+bu, Z=mc+nc +pv+cu,

admel lu courbe (17) pour ligne de striction si la condition (19) esl vérifiée.
Dans ces conditlions, pour déterminer une surface, il suffit de se donner «, b, ¢,
n, p, en fonction d’'un méme parameétre et de calculer m dans (1g).

Toute surface a donc des équations de la forme

- dn d nal 4 b Y——(u dn  dr bt nb 7o
_<u——-d?—PE;>a+la+P y Y= 7a Pdc) +nb+pu, L—=....

*) L. B., t. 1, p. bo.
(*) Pour une surface a plan directeur, elle se réduita dn + mds = o.
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a4. — Une surface est déterminée quand on connait m, n, p, 0,
en fonction d'une méme variable.

La démonstration esl idenlique a celle que 'on donne a propos des courbes

gauches.
. T 1 , . o
En éliminant — el 7 entre les équations (18), il vienl
2]
1 d m? nz 2
(21) mcosO—pSino:_.__(__j_ﬂ_)_

dv ’

formule qui se traduit par I'énoncé :

La distance d’un point fixe O a la normale au plan central menée par le point M
de la ligne de striction (C), se projetle sur la tangenle @ la courbe (C) suivant un
segment égal @ la demi-dérivée, prise par rapport a larc v. du carré de la dis-
tance OM.

La méme propriélé subsiste pour les surfaces développables :

La distance d'un point fixe O @ la normale principale, menée par le point M ’une
courbe (C), se projette sur la tangente suivant un segment égal @ la demi-dérivée du
carré de OM prise par rapport a Uarc de (C).

Une fois ce résultal ¢tabli, revenons au probléme qui nous occupe.

Des formules (18) et (21) on déduit :

1L ﬂ—cosﬂ), —I—:—I—<—Lili+sinf)>, dv = d(m” + n +,p) .
: ¢ n\ dv a2(mcosO -psinb)

C’esl un systéme équivalent a (18), si mcos0—psin0 el n sont différents de o.
Comme 0 esl connu en fonction de la méme variable, nous sommes ramenés aux
équations intrinséques du paragraphe 20, a condition cependanl que m®+ n*+4 p* ne
soit pas une constante.

La surface est donc déterminée a un déplacement preés.

Pour n = o, le plan central passe par un point fixe et enveloppe un cone. Les
équations (18) deviennenl

dm dp

—— = cos¥, —J—::~—sin0,
v

dv

3

-+

N."'B
I
(o}

o

Les deux premiéres sont en général incompatibles, & moins que m el p ne soient

convenablement choisis. Dans ce dernier cas il y a indélermination, car c’esl seule-

ment le rapporl % que 'on peul calculer.
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La formule (21) prouve que si les conditions

mcos0—psinl =o, m* 4+ n® 4 p* = conslanle,

ne sont pas réalisées simullanément, il n’existe aucune surface gauche ayant les
éléments donnés. Mais si ces deux ielations sonl vérifiées, la ligne de striction est
tracée sur une sphére. Les relations (18) se réduisent & deux et il y a encore une
indélermination que 'on peut lever en se donnant v en fonction de la variable déji
introduite.

En se donnanl m, n, p, en fonclion de l'arc v, on est conduil a un probléme
qui admet plusieurs solutions. C’est ce qu'indique l'équation (21) qui fournit
pour 0 deux valeurs comprises enlie — = et + =. Il exisle donc deux surfaces

convenables dans le cas envisagé.

25. — Calcul de K, K, 0, pour une surface définie par les éguations (20).

En tenant compte de la relation (1g)
dn + mds + pdr =o,
on peut prendre pour ¢quations de la ligne de striction
w:ma—%—na’—%p)\, y =mb + nb' +pu., z=mec+ nc + pv.

Les relations (5) du paragraphe 4 permettent de poser

Sxdx
costdy = N adz, inodo = — Y ndz, lg = — ——C
v Z x sin Z oz g S do
Nous trouvons ainsi
. ndt —dp
) cosbdv =dm—nds, 0dv=ndr—dp, lgh =
(22) s sin T Ip g P
et, par suite, les formules que nous voulions établirsont :
dt dp . dm de
= n—-———, K'—=——n—-o.
(23) K=n ds ds d= " d=

26. — Surfaces dont le plan asymptote reste tangent a une sphére.

L'origine des coordonnées étant au centre de la sphére de rayon R,, on aura les
surfaces cherchées en posantl p = R, dans les équations (20).
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Le paramétre de distribution prend la nouvelle forme

d=
l\_‘_n—d—g—'

dl est égal au produit de la courbure géodésique de (¥) par la distance du cenlre de
Ao sphére au plan central.

N . R . d=
Quand le cone directeur est de révolulion, e est conslant. Dans ce cas, le
G

paramélre de distribution est proportionnel a la distance du centre de la sphére (O)
au plan central.

D’autre part, le plan asymptole est langenl & une développable dont laréle de
rebroussement (A) est une hélice (§ 16). Cetle developpable esl circonscrite & la
sphére (O) le long d'une coutbe (3). () esl une développante sphérique de Uhélice (A).

Pour que I'une des surfaces étudiées soil formée par les binormales de la ligne

-de striction (G), il faut et il suftit que 6 = Z . Les équations (22) donnen! alors
2

dm

En portant cette valeur de n dans la relation (19), on obtient 1’équation diffé-
renlielle

dm d=
=0

,.(2!0 -(l—G!_ + m + Rs da

)

qui fournit m et dont 'intégration ne présenle aucune difficulté si le cdne directeur
est de révolution.

T

——— . d=
Toujours pour 0:;—, il faut observer que Ta est le rapport du rayon de
G

torsion au rayon de courbure de (C). On peut donc écrire

Al

T
K=n—.
llR

De plus, le plan normal & la ligne de striction est tangent & une sphére. En effet, il
-occupe la position du plan asymptole de la surface.
Pour R, = o, on trouve les surfaces

. dn , o dn , . dn) o
X-a(u——m>+na, Y._b<u——d—6>+nb, Z.._c<u———t§ +nc,

-dont le plan asymptote passe par un point fixe. Tous les résultats précédents subsis-
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tent, mais 1'équation (24) esl d’intégration plus facile. Elle admel la solution
générale

m = A cos(s + @),

T

dans laquelle A el ¢ sonl des constantes arbitraires.

27. — Surfaces dont le plan central reste tangent & une sphére.

Soit R le rayon de la sphére. Les ¢qualions
(20) X = a<u—p%~1~\ +Ra +pr, Y= b(u—p?f—) +Rb +pu, Z=..,
G/ G

définissent les surfaces cherchées. On les obtient en posant n = R dans les équa-
tions (20).

Pour R = o, le plan central pas~e par un point fixe.

La condition (19) se réduit &

m _dr
' de

Soil P le plan asymplote et Q le plan normal & la génératiice mené par le point
central. Nous pouvons énoncer la proposition :

St le plan central reste tangent ¢ une sphére de centre O, la courbure géodésique
de (X) est opposée au rapport des distances du point O aux plans () et P.

En particulier, ce rapport est conslanl quand le cone direcleur est de révolution.
Dans ce cas, le plan central enveloppe un cylindie (k) dontl nous avons montré
Iexistence au paragtaphe 6. 11 est circonscril a la sphére O. Par suite :

Si le plan central d’'une sarface a cone directeur de révolution est lungenl & une
sphére, le cylindre (W) est de révolution.

28. — Développables.

Pour qu’une surface soit développable, il faul el il suffil que 6 = o0, ou que, en
verlu de (22),

__dp

(26) n

C’esl la troisiéme formule de Cesaro.
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La relation (19) devient
- _ ap\ ()
(27) m=— <P + W)

Par suile, les développables onl pour équations

{28) N\=a u—iij—<p+ dp>
ds d

Une développable esl déterminée quand on connait, en fonction d’une méme
variable, la distance de 'origine au plan osculateur el les cosinus directeurs de la
tangente a Uavéle de tebroussement (C), définie par :

. )
+aJi+pA, )

dr

dc< +-——-> ]+b———+pU, 7Z=..

u—

dx I , dp dx d’p .
(29) .Jc_._p/\+a d(& p+ ~>, y= pu+b——bg—<p+—;l-r,—>, z =,

(a, b,¢), (a,0,c), (h, n,v), 1eprésentent les cosinus directeurs de la tangente, de
la normale principale et de la binormale.

La premiére des relations (22) s’éeril
(30) dv = dm — nds,

et permel le calcul de I'arc de la courbe (C). Elle donne aussi

. dm o dm do
(30 bis) B—Tl_a_—n’ = p P L o

Les équalions (29) vonl nous permettre de résoudre des problémes, classiques
pour la plupart, mais qu’il est intéressant d’aborder en ulilisanl une méthode ana-
logue & celle qui esl suivie pour les surfaces réglées.

29. — Transformation de Combescure.

Combescure a monlré (°) qu'il ¢tail possible d’associer & téut systéme triple
orthogonal d’autres systémes de méme 1eprésentation <phérique. En des points

2
O] z TI: désignera, quelle que soit la variable, la dérivée seconde de p par rapport
aYarc .
(*) E. CoMBESCURE. Sur les déternunants fonctionnels el les coordonnées curvilignes, Annales
de I’Ecole Normale Supérieure, t. IV, 1™ série, 1867.
G. DamrBoux. Théorie générale des Surfaces, t. 4, p. 289, 1925.
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homologues, les tangentes aux courbes d’intersection des surfaces de ces systémes
sont paralléles.

Avec L. Bianchi (‘) nous dirons que ces courbes, de méme indicatrice de cour—
bure, sonl transformées de Combescure.

Cet auteur introduit des équations de la forme

ac:faf(v)dv, y:fbf(v)dv,— z:fcf(v)du,

qui définissent les courbes (C') que on peul déduire de (C). Ces équations con-
tiennent des quadratures qu’il est difficile de faire disparaitre.

Cel incomvénient ne se présenle pas avec les équations (29). Si la courbe (C) est
donnée, les cosinus a, b, ¢, sont parfaitement déterminés. 11 suffira de faire varier
Uexpression de la distance p de Yorigine au plan osculateur pour oblenir toutes les
courbes (C').

Les équalions (29) donnent, sans quadrature, la solulion du probléme qui se pose
a propos de la transformalion de Combescure.

De (30 bis) on tire

R d=
T de’

I

ce qui prouve que le rapport des rayons de courbure el de torsion est un invarianl de
la transformalion. En effet, le second membre ne dépend que du cone direcleur des-
tangentes.

30. — Courbes (C) dont les binormales sont paralléles
. aux tangentes d'une courbe (C,).

Désignons par (z, 8, v), («, §, ), (", 4", +"), les cosinus direcleurs de la
langenle, de la normale principale et de la binormale de (C)).

Pour oblenir les contbes cherchées, il suffit de poser dans les équalions (29)

a:z", b:i(jﬂ’ C:Y”; (l’:——z', b’:—(ﬁ', cv:__.‘,f; "/\:1’ :J':B’ v=.

En désignant par 5, et 7, les arcs des indicalrices de (C,), on Lrouve les équalions

- dp , ds, &p\ o dp ol ds, *p n
(3[) .ZE——pZ—{——JG—IZ—dT’ <p+‘:-l?'>0(, VV-—-P‘J+TG)IJ —-—’]—; <[)+Ef—)x‘$, Z=...

T
1

dans lesquelles la fonclion p est arbitraire.

) L. B, t. 1, p. Ho.
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La relation

dr  ds,
de ~ dr,
permet d’écrire
R T,
T R,
ou encore,
(32) RR, =TT,.

Ce résultat peul s’énoncer :

Soit une courbe (C) dont les tangentes sont perpendiculaires aux plans osculateurs

d’une courbe (C,). En des points homologues, le produit des rayons de courbure est
égal au produit des rayons de torsion.

Ces deux courbes ont des cones directeurs supplémenlaires. Par suile :
St la tangenle d'une courbe (C) est perpendiculaire au plan osculateur de (C,).
réciproquement la tangente de (C,) est normale au plan osculateur de (C).

31. — Courbes (C) dont les normales principales sont paralléles
aux tangentes d'une courbe (C)).

La tangente & la courbe (C) devra étre paralléle au plan normal de (C)).
En désignant par « l'angle qu’elle fait avec la normale principale, on peut écrire

a=32cosw -+ o"sinw, b=18'cosw + #"sin v, c=+vcosow + y'sinw,
et, en différentiant,
da = —acosods, + o sinw(dr, —do) +"cos o(do —dr,), db=.., de=....
La normale principale aura pour cosinus directeurs «, 8, vy, si
(33) dTl =do.

Ce résultat s’énonce :

L’angle que fait la langente de la courbe (C) avec la normale principale de (C,) a
méme mesure que Uarc de Uindicatrice de torswon de (C,) ().

(*) L’égalité (33) entraine » = t,, si l'origine est convenablement choisie sur 'indica-
trice de torsion.
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Nous pouvons donc poser

(34) a=d'cosr, + o"sinr,, a =ua, XA =o' sint, —a"cosT,,

et, par suite,

da = — acos t,ds,, dh = —asinrt,ds,,

ce qui entraine

de = — cos 7,ds,, dt = —sinr,ds,.

Ces derniéres relations montrent que

La tangente & la courbe (C) fait, avec la normale principale de (C,), un angle
dont la tangente trigonométrique est égale au rapport des rayons de courbure et de

torsion.

Considérons une surface (S) dont le cone direcleur est confondu avec celui des
tangentes & la courbe (C) et supposons que la ligne de striction soit une asympto-

tique. La tangente & cette ligne a pour cosinus directeurs(*)

acosf —Arsinb, bcost — wsin0, ccosf—vysing,

ou, en vertu de (34),

@' cos(8+ w) + o’ sin(8+ ), 8 cos(@+ w)+ B’ sin(8+ w), vy cos(6+ w)+y"sin(04 w).

Mais les relations (35) et (26, § 15) qui s’écrivent

%:cotgﬂ, -g—;—::tgw,
prouvent que
cotgh =tg o,
ou que
cos(f +w)=o0.

Les cosinus directeurs de la tangente & la ligne de striction sont donc, au signe

prés, ceux de la binormale de (C)).

etc.,

(*) Voir au § 4, formules (5).
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Ce résultat met en évidence la proposition :

Si (S) est une surface & ligne de striction asymptotique et si son coéne directeur est
celui de la courbe (C), la tangenle d la ligne de striction est paralléle a la binormale
de (G,).

En remplacant ds,, dr,, o, a, @/, &, etc., par les valeurs obtenues, les équa-
tions (29) deviennent

_ I " * dp | ! d ! dp > Z 1 "
@ = plsing, —alcos ) sinz, ds, 8 (p tom T, do\sin<, ds, /) (o cos =, + asin),
. g dp | I d < ! dp , v
— p(8' s yr e — — &' cos 9 .
36) < y = p(&'sint, —B"cosr) sins. ds, lg T, ?p + Sine. ds \sin=, o, (' cost, + p'sint))
. v o dp 1 d 1 dp )
[ o' o ) o o U
z =p sm-r‘—(cos‘r,)—sinT‘ ds — g, ip+ sinrl—dc<sinr, d6’>§({CObT4+ y'sint,),

et déterminent toutes les courbes (C).

Le calcul de =, fait intervenir une quadralure. 11 faut aussi observer que la fonc-
tion p et l'origine de I'arc <, sont arbitraires.

32. — CGourbes (C) a normales principales paralléles aux binormales de (C,).
Celte fois le plan rectifiant de (C) doit étre paralléle au plan osculateur de (C,).
En désignanl par o l'angle des tangentes aux deux courbes, nous obtenons

(B7) a=uacosw + o sinw, a' =d, A= asinw —a'cos w, etc.,

et, en différentiant,

da = — 2(do 4 ds,) sin 0 + o« (dw + ds,) cos © —a" sin o dx,, db—=. de = ...

dr= a(dw+ds)cos wto'(do4ds)sine +a"coswdr,, dp=.., dv=....
La normale principale de la courbe (C) sera paralléle & la binormale de (C)) si
do 4+ ds, = o0,

ou,

o=--5,().

(*) L’origine est arbitraire sur V'indicatrice de courbure de (C,).
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La tangente & une courbe (C) faif, avec la tangenle de la courbe correspondante
(G,), un angle dont la mesure est opposée a celle de U'arc de l'indicatrice de courbure
de (C,).

Dans ces conditions, on voil aisément que

(38) {l-ll = —colg w,
G

ou,

(38 bis) —,[l:f- = —cotgw.

Le rapport des rayons de courbure et de torsion de la courbe (C) est opposé a la
colangente de l'angle que font les tangentes des courbes (C) et (C,).

Soil une surface (S) & ligne de slriction asymptotique et donl le cdne directeur
esl celui de la courbe (C). Les cosinus directeurs de la tangente & la ligne de strie-
tion sonl :
2c0s(w 4 0) + o' sin(w 4+ 6), Bcos(w +6)+ 8'sin(o + 0), ycos(w + 6)+ y'sin(w + 6).

Or, les relations

dr

_d__zcotge, _T_z-——cotgm,
G

do

prouvent que

sin(w 4+ ) = o.

La tangenle & la ligne de striction est paralléle a celle de la courbe (G,).

La ligne de striction de la surface (S) et la courbe (C,) se correspondent par
transformation de Combescure.

Les équations des courbes étudiées se formenl en suivant la méme méthode

(qu’au paragraphe précédent.

33. —- Courbes dont le plan osculateur reste tangent a une sphére (*).

Soit O le centre de celte sphére et R son rayon. Les courbes (C) cherchées
s’obtiennent en posanl p = R_ dans les équations (29) qui prennent la forme par-
ticuliérement simple

d
(39) ac:]{(k———ai), y:_Bs<y.—b—g—:—>, z:m(v——cfﬁ).

") L. B, t. 1, p. 62
E. Goursar, Cours d’analyse mathématique, t. 1, p. 587, exercice n°® 12, 1927.
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La formule (26)

smontre que le plan osculateur reste langent & une s phére de centre O, & condition que
de plan rectifiant passe par le point O. Les courbes (C) sont les géodésiques du cone
enveloppé par le plan rectifiant.

D’autre parl, la relation (27) devient

dr
(40) m=—= — B‘HT:’
ou,
. R m
(4o bis) TSR

Le rapport des rayons de courbure et de torsion est proportionnel a la distance du
centre de la sphére au plan normal a la généraltrice.

Les courbes (C) parlagenl cetle propriété avec celles qui vérifient I'équation
différentielle (*)

&p
7= Tr=Ek.
De (30) on déduit la relation
(41) v =m + cte

qui caraclérise les courbes (C). Elle peut s’écrire

. - v
(41 bis) - =—Tq Tote

8

Pour toule géodésique d’'un céne, le rapport % est une fonction linéaire de Uarc.

Cette propriélé caractérise les géodésiques du cone (*) et, par suite, les courbes
dont le plan osculatleur reste tangent a une sphére.

La développable donl laréle de rebroussemenl esl la courbe (C) touche la
sphére O suivant une courbe (3). Deun plans tangents & la sphére O, menés en
deux poinls infiniment voisins N et ' de (8), se coupent suivant la tangente MT &

2
(*) Cette équation se déduit de la rclation m = — gl(p + Q)

do d=2
(*) Voir L. B., t. 1, p. 33.
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Ia courbe (C). Cette tangente est perpendiculaire an plan NON' et coupe (3) & angle-
droit. Par conséquent :

La courbe (), suivant laquelle le plan osculateur touche la sphére (O), est une
développanle de (C). La tangente & (3) est donc paralléle & la normale principale de
(G). La courbe (3) et l'indicatrice de courbure son! transformées de Combescure.

Le plan rectifianl relatif au point M de (C) passe par O Sa caracléristique est
donc MO. Ce que nous avons déja dit au § 1o, & propos du plan central, nous per-
met d’énoncer la proposition :

Si M est un point d’'une géodésique (C) d’'un céne de sommet O, la droite OM est
paralléle & la binormale de Uindicatrice de courbuire de (C).

34. — Surfaces rectifiantes circonscrites a la spheére.

Pour que la surface rectifiante d’une courbe (C) soit circonscrite & une sphére
de centre O, il faut et il suffit que n soil une constante R,.
L’équation (26) devient

p=-R +A, (A = cle),

et permet d’énoncer :

Pour que le plan rectifiant reste tangent & une sphére de centre O, il faut et il
suffit que la dislance du point O au plan osculateur soit une fonction linéaire de l'arc
de lUindicatrice de torsion.

La formule (27) se réduit a

Pour que la surface rectifiante de la courbe (C) satisfasse d la condition imposée,

il faut et il suffit que le rapport T soit opposé au rapport des distances du point O

aux plans normal el osculateur.
La formule (30) peut s’écrire

dv =dm — R ds,
ou

(42) v=m— R,s + cte.

Elle exprime aussi une propriété caractéristique des courbes étudiées. On peut
I’énoncer :
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L’arc v, compté & partir d’une origine convenable, s’obtient en retranchant de la
distance du point O au plan normal, le produit du rayon de la sphére par la mesure
de l'arc de Uindicalrice de courbure,

Soil N le point de contact du plan rectifiant et de la sphére (0). La droite carac-
téristique MN est paralléle a la binormale de lindicatrice de courbure.

Cette propriété, comme celle que nous avons énoncée au paragraphe précédent,
est une conséquence immédiale des développements du paragraphe 1o.

Les courbes (C) sonl définies par les équations

I\
x:()\—aéjz—)(‘rﬂ\-ﬂ—A)—Fa’B\.
dr
3) y— <p~—b:l—a—>(rl{‘+A)+b'Ra,
dr
= (v———c—-—)(TB‘-{-A)-}-C’R‘,
ds

dans lesquelles il suffit de poser R, = o pour obtenir les formules (39).
Désignons par (C)) et (C,) les courbes

- dr ' - < dr ’ . dx .
(Cl) .1;‘_-;<)\-—-a—a§>+a, y,=r y.—-b—gc—>+b, Z‘—T(VMCF;‘>+Cy

dr dr dr
() w,_)\—aa—;, y”_—y“—_b_d?’ Z=yv—C—m.

Les équations (43) prennent la forme
x=Rx +Ax,, y =Ry, + Ay,, z=1R,z, + Az,.

Soient M', et M’, les points homologues des courbes (C') et (C',) homothétiques de
(C) et (C,). Tout point qui divise M',M', dans un rapport constant I, décrit une
courbe (C) dont la surface rectifiante est tangente ¢ une sphére.

En faisanl varier le nombre %, on obtienl des courbes qui se correspondent par
transformation de Combescure..

35. — Courbes sphériques.

Ce sont les courbes dont le plan normal passe par un point fixe. Elles sont défi-
nies par la condition

m=—=—o,
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ou par la suivante ;
d’p
@ =

qui donne

p =R cos(t + 9).

v et R, sont des constantes arbitraires.
L’équation (26) devient
n= —R sin(zr 4+ 9),

et permet d'écrire les équations (29) sous la forme

x =R [Acos(r + ¢) — a'sin(z + ¢)],
(44) y = R [mcos(t + ¢) — ' sin(r 4 9)],
s=R[vecos(r + 9) —c sin(z + @)].

© se calcule par une quadrature.
Supposons R, positif. Le rayon OM, orienté vers 'extérieur de la sphére, a pour
cosinus directeurs

rcos(t+o)—a'sin(r+¢), wmcos(r+9)—0b'sin(t+¢), vcos(z+o)—c'sin(r+ 7).

La binormale fail avec le rayon un angle ayant méme mesure que l'arc de lindica-
trice de torsion compté & partir d’une origine convenable (*).
Désignons par (C,) et (C,) les courbes

(G) a«,=2Arcost—a'sint, y,=upcost—b'sint, z,=vcost—c'sint;

(C,) x,=4asint+4a'cost, vy, =psint+ bcost, z,=vsint+ c'cosr.

Les équations (44) peuvent aussi bien <’écrire
(44 bis) x = Mwx, + Nux,, y = My, 4+ Ny,, z= Mz, 4+ Nz,,

M et N élant des constanles arbitraires.

Soient M', et M', les points homologues de deux courbes homolhétiques de (C,) et
(C,). Tout point qui partage M',M', dans un rapport constant décrit une courbe
sphérique.

Ce résullal rappelle ceux que nous avons déja obtenus dans d’autres paragraphes.

Il s’explique aisément si I'on observe que le triangle reclangle M, OV, est invariable.

(*) E. Vessitor, Legons de géomélrie supérieure, p. 115, 1919, On trouvera dans cet ouvrage
1

une formule (0'_—_ T

) qui peut conduire au méme énoncé.
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36. — Heélices.

Au paragraphe 29 nous avons élabli la relalion

R d=

T ds
qui montre que les hélices s’obtiecnnent, en partant des équations (29), en supposant

le cone direcleur de révolution.
I’axe oz esl arbitraire; on peul le diriger suivant I'axe du cdéne. Les cosinus

(a, b, ¢), (h, w,v), (a,¥,c), sécrivenl, comme au paragraphe ar,

a — sinwsinw, b =sinwcosw, C == COs w»;
a' = cosw, b= —sinw, ¢ =o;
A= coswsinw, " == COS w COS W, v=—sin o.

On trouve aussi
de = sin o dw, dt = coswduw.

En portant ces expressions dans les équations (29), on oblient, pour les hélices :

o dp . d*p
£ = s <cos w— —sinw dw’)’
) d, d
45 v [ dp P )
(45) y — <sm w— + cosw Tt )
I d*p
= s <p+ dw* |}’

La simplicité de ces équations, ainsi que I'absence de toute quadrature, semble
les désigner spécialement en vue des applications.
Pour une hélice quelconque, la relalion (30)

dv = dm — d das
dr
entraine
(46) v::m——p—R—+cle.

L’arc d’'une hélice est une fonction linéaire des distances d'un point fixe au plan

osculateur et au plan normal.
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Réciproquement, si l'arc v est de la forme
v=m+ bp + cte,

on peut affirmer que la courbe (C) est une hélice.
En effel, la relation

dv = dm—flﬂdm
dr

comparée a la précédente, prouve que
dr R I
ds T b’

Les hélices circulaires s'obtiennent en imposant au plan rectifiant la condition
de rester tangent & une sphére de centre O. Pour que cela se produise, il faut et il
suffit que n soit constant. Désignons par R cette constante. La condition précé-
dente équivaut a

p=Rt+4cte, ou, p=R wcosw+ cte.

La distance m, fournie par (27), s’écrit

el permet de donner la formule (30) sous la forme

R
dv = — ——dw
SN w

qui nous montre que p et m sont des fonctions linéaires de U'arc de Uhélice.
Réciproquement, supposons que

m=av + b, p=av +§.

La relation (30)

dv = dm——dp—(—{i—,

entraine
R dr o

T ds  a—1-

Toute courbe pour laquelle m et p sont des fonctions linéaires de I'arc est une
hélice.
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Mais cette hélice m'est pas nécessairement circulaire. En effet, la relation
(21, § 24) s'écrit

m:d(m +n +p)’
dv

ou,

il(L,). = 2Mm — d(nla + pz)

dv ) dv ’

ce qui prouve que n n’est constant que si I'on a simultanément
o =a(1 —a), aff=b(1 —a).
Ces conditions entrainent

SHRES

a
a

C . m s
et montrent, en particulier. que le rapport ? doil étre constant.

37. — Hélices sphériques.

Nous avons montré, au paragraphe 35, qu’il suffit de remplacer p par l;expres—
sion R cos(t + ¢), pour obtenir les courbes tracées sur la sphére de rayon |R|. En
particulier, cette substitution transforme les équalions (45) en celles des hélices
sphériques.

Pour ¢ = o, on trouve

x =R (coswsinwcost —coswsint), y=R(coswcoswcost+ sinw sinr),

z=—R sinwcos~.

Aux diverses valeurs de ¢ correspondent des hélices qui se déduisent les unes
des autres par rotation autour de oz.

Les deux premiéres équations peuvent s’écrire
- , W . g (O
\ x = R,| cos’—sin(w — 1) — sin* —sin(w + 1) |,
2 2
47
L ® . W
=R, [cos‘ — cos(w — t) — sin*—cos(w + 7)].
2 2
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Fn posant

{ —COS w . w
48 R=R,cosw, r=R ————, 7=wcosw, ¢ =awesin’

—, 0=23wcosw,
s
2 2

ces équations deviennenl celles de I'épicycloide (')

(49) =R+ r)sing —rsin(d +¢), y=(R 4 r)cos¢—rcos( + ¢), (% = %)

Une hélice sphérique se projette sur an plan normal & l'axe du céne directeur sui-
vant une épicycloide(*).

Réciproquement, on peul, a I'aide des relations (48), lransformer des équations
de la forme (49) en équalions de la forme (47) qui caractérisent les hélices spheé-
riques.

Ainsi, nous retrouvons le théoréme connu :

Toute épicycloide engendrée par un cercle de rayon r, roulant sur un cercle fixe de
rayon R, estla projection d’une hélice tracée sur la sphére de rayon (R + ar).

La relation (46), relative & une hélice quelconcue, s’écrit a présent

"

u:—p-—ﬁ—l—cle.

L'arc d'une hélice sphérique est une fonclion linéaire de la dislance du cenire de la
sphére au plan osculateur.
Réciproquement, & l'aide des formules

__4dp

dv = dm — ndos, n.-?i?,

on n'aura aucune difficulté pour prouver que toule courbe sphérique dont l'arc est

une fonction linéaire de p est une hélice.

(") Henwt Poincari, Cinémalique el mécanismes, p. 65, 18gg (Carré et Naud).

(*) Cramraut et BernouiLir (Mémoires présentés a U Académie des Sciences en 1732) ont montré
qu'unc hélice sphérique peut étre considérée comme une épicycloide engendrée par un point
d’un grand cercle qui roule sans glisser sur un petit cercle de la méme sphérc. On peut
donner une démonstration cinématique tres simple de cette propriété.
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38. — Heélices tracées sur une quadrique de révolution (*).
Soit
«(50) =a(x+y)+b
Iéquation d'une lelle quadrique, autre que le paraboloide
(50 bis) x*+y'—ahz=o0

que nous éludierons a part.

Les équations d’une hélice placée sur la quadrique (50) seronl déterminées
quand on connaitra p en fonction de w. Kn portant les expressions (45) de
x, v, z(*) dans la relation (50), on Lrouve I'équation différentielle

1 a
(51) (p+p")=——=—p"+p") +0b,

sin® o cos’ »

dont les solutions vérifient aussi la nouvelle équalion formée par dérivation :
(51 bis) (P +p") (1 —atg’e)p"+pi{=o.
Les fonctions p définies par
pm + pl — 0’
sont de la forme

p=Acos(w+ )+ B

mais ne peuvent convenir, car elles donnent & «, y, z, des valeurs constantes.
Il reste donc a intégrer

(1 —atg’o)p”"+ p=o.

Plusieurs cas doivent étre envisagés suivant le signe de (1 — a tg® o).

(*) Pironpini, Journal de Crelle, t. 118, p. 61, 1897.
E. Cesiro, Rendiconti di Napoli, p. 73, 1903.
G. ScHEFFERS, Leipziger Berichte, p. 369, 1go2.
(®) On veut que oz soit en méme temps l’axe du cone directeur et 'axe de révolution.
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Si (1 —atg®w)>o0, on se trouve en présence d’un ellipsoide ou d’un hyperbo-
loide dont la demi-ouverture du cone asymplote est supérieure & «. La solution
est alors

p=Acos(rw+ 9), (;‘:-—_I__—_— ,
\/I—atgzw

et ne peut convenir que si elle vérifie I'équation (51). On trouve la condition
\"= ——cos’w(1 —atg’w),
a

qui prouve que ¢ est la seule constante arbitraire. A ne peut éire calculé que si
a et b sont de signe contraire; il faut que la quadrique soit un ellipsoide ou un
hyperboloide & une seule nappe. L’hyperboloide & deux nappes et le céne de révolution
ne contiennent aucune hélice si Uangle » n’est pas suffisamment grand.

Le cas (1—atg®w)< o ne peut étre envisagé que pour un hyperboloide (ou un-
cone) dont la demi ouverture du cone asymplole est inférieure & o .

On trouve

I ()

\/Ct lg, w—1

et, en portant dans (51),

AB ———-Zbgcosz o(atg’ o —r1).

Une seule des deux constantes A et B est arbitraire. De plus, ce calcul montre
que les hélices peuvent étre déterminées quelle que soil la nature de Ihyperboloide si o
est suffisamment grand.

Si la quadrique se réduit & un cdne, 'une des constantes est nulle. La solution
de I'équation différentielle se réduit a

p:Ae’W, I‘:i——_l—_—_—-__ .
\/atg‘w—— Iy

11 ne reste plus qu’a rechercher les hélices ilracées sur le paraboloide. Leur équa—
tion diftérentielle est

- I ” ne 2h LAgp—
(52) oo PP P+ = (p +p) =,
ou, en dérivant, =

h 2
(52 bis) @ +p" <p" + _c_os£> =o0
1N w
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Seule la solution

h cos* w

D=——w+Aw+ B

28in

peut convenir. Il faut qu’elle vérifie la relation (52), ce qui a lieu pour

B — sinoi ) <hc‘os*w>2_A_,§.
2h cos® © { sin

En résumé, langle o n’est soumis & des restriclions que sur Uhyperboloide & deux
nappes et le cone de révolution.

La variation de la constante arbitraire se traduit par une rotation autour de oz.
Chaque valeur de « détermine une hélice, & une rotation preés.
On peul montrer que, réciproquement, aux fonctions

p=Acosrw, p=Ac*+Be, p=\ev, p=Aw'+ Bw+C,

les équations (45) font correspondre des hélices tracées sur des quadriques.

Les résullats obtenus au paragraphe 37 par une autre méthode, se retrouvent en
posant a = —1, b= R; , dans les équations relatives a I'ellipsoide.

Les hélices tracées sur lellipsoide el 'hyperboloide & une seule nappe (*) corres-
pondent & une expression de p tout a fail analogue & celle qui détermine les hélices

sphériques. Il semble que cela doive entrainer une similitude dans les propriétés.
En portant

p=Acosrw

dans les équations (45), on trouve

r . .

T = (rsin w cos rw — cos w sin rw),
COS »

y = (rcoswcos rw + sinw sin rw),
COS »

A

? = ————(1—r")cosrw,

sin w

(*) L’hyperboloide & une nappe conlient deux sortes d’hélices.. On considére seulement
celles qui ont tous leurs points & distance finie.
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ou,
Ar {(r 4 1) sin (w — rw) — ( — r)ysin (w + rw) |
=—{f(r+nDsin(w—rw)—(—r .

2c0sw ! b
Ar

y =——{ @+ 1)cos(w—rw)—( —r)cos(w + rw) {,
2 COS w

Z = — — 1 —r*)cosrw.
Slnm( ) °

Supposons que I'hélice soit tracée sur un ellipsoide de révolution. Pour que cela
se produise, il faut et il suffit que r soit inférieur A un. En posant, dans ces condi-
lions,

Art _Ar(i—n)

cos o | 2.COS »

0=arw, s =w({ —r),

on raméne les deux premiéres équations a la forme

x=(R+¢)sing—esin(0 +9), y=(R+s)cose—ccos() + 9), (—?— :—I:—>
?

On prouve ainsi que :

Toute hélice tracée sur Uellipsoide de révolution, et dont le céne directeur a méme
axe que cetle quadrique, se projette sur un plan normal a cet axe suivant une
épicycloide.

Pour que 1'hélice soit tracée sur un hyperboloide & une nappe, il faul et il suffit
que r>1. Par suile, on se rend immeédialement comple que les équations précé-
dentes sonl celles d’'une hypocycloide.

Si une hélice tracée sur un hyperboloide de révolulion aulour de oz posséde un
cone direcleur d’axe oz et si lous ses points sont a dislance finie, elle se projelle sur
le plan xoy suivant une hypocycloide.

39. — Héelice cylindro-conique.

On désigne ainsi (*) toute hélice tracée sur un cdne de révolution de méme axe

que le cdne directeur. Nous avons monlié au paragraphe précédent que ces hélices
sonl caraclérisées par la relation

(53) p= \ew,

dans laquelle A et r sont deux constanles arbitraires.

() L. B, t. 1, p. 25,

Voir aussi les Mémoires indiqués a propos des hélices tracées sur une quadrique de
révolution.
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Les équations (45) prouvenl aisément (ue la varialion de A peunt indistinclement
s’interpréter comme une homothétie de centre O ou une rotation autour de oz.

Les diverses hélices cylindro-coniques (C) déduites de I'une delles par rotation
autour de oz sont homothéliques par rapport au sommel du cone qui les contient.

Toutes sont donc égales & celle que I'on obtient en posant

p=ev,

Les équations (45) s’écrivent

/ .
L= (cos w — rsinw) e,
COS »
r .
y=— (sinw + rcosw)em,
COS »
I 2
7= (r4+r¥)ew,
SN o

et montrent que :

Toute hélice cylindro-conique est tracée sur un cylindre dont la section droile est
une spirale logarithmique.

Ces mémes équations permettent d’établir que T’hélice coupe sous un angle
conslant les généralrices du cone de révolution qui la contient. C’est une propriété
connue que nous n’établirons pas. L’hélice cylindro-conique s'élale suivant une spirale
logarithmique, quand on développe le céne ().

Les formules (26), (27) et (30) du paragraphe 28 deviennent

2 2
r r(r 4+ r
n— = erw | m:——cotgw<1+—————>em, dv:~——————-—Le”U dw,

COS ©» cos® » Sin o Cos w

et mettenl en évidence la propriété :

Les distances m, n, p, sont proportionnelles a U'arc v, complé & partir da point
asymptotique de I'hélice.

Réciproquement, si

m=—Mpv, n= Nv, p = Pv,

la courbe correspondante est une hélice cylindro-conique. En effet, le raisonnement -

(*) En réalité on obtient, dans un méme angle =, des arcs de spirale logarithmique
homothétiques entre eux. Il faudrait, pour réaliser la spirale complete, faire tourner les
arcs 1, 2, 3, ..., d’angles respectivement égaux a «, 22, 3a, ..., autour du point
asymptotique.

10



74 E. ANGLADE.

de la fin du paragraphe (36) montre que la courbe est une hélice. De plus, la
relation

__dp
T de’
entraine
N
—FT
v=—Ae |, (A = cte),
ou,
N
—P-cosm w
v=2A,e , (A, = cte).

Il est donc possible d’attribuer & p I'expression de la forme (53) :

N
—Ccos W w

p=APe

C’est la relation qui caractérise les hélices cylindro-coniques.
I1 faut observer qu’il n'est pas permis d’atiribuer & M, N, P, des valeurs arbi_
traivres. La relation (21, § 24), étendue aux courbes, donne

M+ N P*=M.
Si cette condition est satisfaite, les équations

r* + cos’ o rsino sin w cos @
1\]:—-—-—“—-, \I:——__:" P:———T-—
P+ I+ 147

’

déterminent’ «, r, et, par suile, 'hélice elle-méme.




CHAPITRE 111

Lignes asymptotiques des surfaces réglées.

On sail que celte question dépend, en général, d'une équation de Riccati. De
nombreux cas particuliers ont é1é Lrailés. Signalons surloul le résultat de M. Emile
Picard qui ramene & une seule quadrature la recherche des asymploliques de loule
surface réglée dont les généralrices apparliennent & un complexe linéaire (Traité
d’ Analyse, t. 1, seconde édition, 1gor1, p. 440).

Diverses formules ont éL¢ données, dans le méme ordre d’idées, par L. Rally
(Applications géométriques de ' Analyse, 1897, p. 156).

M. A. Buhl en revenant, dans le Journal de Mathématiques pures el appliquées
(9° série, t. VIII, 1929, p. 45), sur les Théses de Docloral de Paul \ppell et de
M. Emile Picard, & I'occasion du Jubilé scientifique de ces deux illusires géometres.

est aussi revenu, trés naturellement, au méme sujet.

ho. — Equation des lignes asymptotiques (*).

Dans ce qui suit, nous poserons :

! ’
a,_da . da . dx , Az

de’ T de’ w—d_c’ YT de

Des équaltions de la surface
X=x 4+ au, Y=y bu, 1=2z+cu,
on dédnit

dX = (x' + d't)ds + adu, &*X = (2" + a"u)ds* + 24" dudes + (&' + a'u)d’s,

ey

(*) E. ANGLADE, Ligne de striction et paramétre de distribution (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 1931). On retrouvera dans cet article les divers résultats exposés dans
le chapitre IIT.
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Les lignes asymptotiques sont définies par

X N M
du du u
N N M | =o,
dc Jdo do

d’X aY 4z

équation difféientielle que I'on peut écrire

a a a a a
' du 2 2 ’ 2 12 ——
(1) 2| @ p +lx'|+u<|d|4+]|x +u'|lad|=o,
’ /
a! xll { m'/ a” ) a”

en éliminanl les solulions évidentes que sont les génératrices.

En remplacant «, y, z, par les expressions (28 bis) trouvées au paragraphe 15,
on obtient

du . dr dh LAt
(2) AKQ?+K<cot06—%>——uE—u—%—o.

Cette ¢quation de Riccati, de forme purement géoméirique, rappelle celle que
donne M. Vessiol dans ses Lecons de Géomélrie supérieure (p. 116, 1919), en rappor-
tant la surface réglée & une trajectoire orthogonale des génératrices.

On en déduit, en particulier, le théoréme de Paul Serret (*) :

Le rapport anharmonique des poinls ot quatre asymptoliques coupenl une généra-
trice variable est constant.
hr. — Lignes asymptotiques des surfaces a plan directeur.
L’équation différentielle (2) se réduit &
du ) dK
2K—+ K*colg0 —u—— —=o,
ds de

puisque dt = o. Elle admel la solulion générale

(3) 2u+wif\/ﬁcotgedc=o.

(*) PauL Sceret, Théorie nouvelle géométrique et mécanique des courbes a double courbure,
p. 165, 1860.
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La recherche des asymptotiques d'une surface & plan directeur ne dépend que
d’'une quadrature.

Ce résultal est bien en accord avec le théoréme énoncé par M. Emile Picard dans
sa thése ().

La formule (3) monire que deux asymptoliques non rectilignes (P) et (P,) déter-
minenl sur une génératrice variable (G) un segmenl dont le carré est proportionnel
(u—u,)
—

Pour un choix convenable des fonctions K et 6, la quadrature (3) peul s’expli-
citer :

au paramétre de distribulion. En effet, I'expression esl une constante(®).

1°. — Posons, par exemple,

K=—

colghh = —mcose m = cte).
cos’s’ g ’ ( ’

Les équalions (34, § 17) deviennent
X = ucose + ms, Y = u sin ¢ — m log(cos ), Z=1tgs,

el les lignes asymptotiques sonl définies par

m
2u 4+

(c+A)=o, (A =cle).

cos s
2. — 8i l'on prend
m
K=—5¢", colgh = — —,
G
on trouve la surface
X = ucosc+ m(ssins +coss), Y=usinoc+m(sine—oscoss), Y =—,
qui admet les lignes asymptotiques
21+ me(s + A) =o.

3°. — Enfin, les relations

m

K = — cos®s cotgh =— —
, g oo’

(") E. Picarp, Application de la Théorie des Complexes linéaires o Uétude des surfaces el
des courbes gauches (Annales de 'Ecole Normale, 2° série, . 6, p. 329, 1877).

(*) Paul SErrET, Théorie nouvelle géomélrique el mécanique des courbes & double courbure,
p. 167, 1860.
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entrainent

. . . | sina2¢
X =ucoss + msing, Y —using —mcosa, A:—<c+ >
2 2

2u+mcnsa.flogtg<%+%>+ \-‘zo.

Pour cette surface, le produil K colg 6 est conslant. La ligne de striclion est
tracée sur un cylindre de révolution (*).

Les exemples pourraient étre mullipliés.

42. — Cas ou la surface a plan directeur admet un parameétre de distribution

constant.
La solution (3) s’écrit
(4) 21(—&—](./:00!;;'0:[5:0.
Elle est de la forme
u=f(s)+ A.

Par suite (%) :
Les lignes asymptotiques des surfaces & plan directeur dont le paramétre de distri-
bution est constant découpent des segments égaux sur les génératrices.
Réciproquement, pour que cette propriété soit vérifice, il faut que

u=f()+ \

soit une solulion de (2) quelle que soil la conslante A. Cela ne peul se produire que
si les coefficients de u* et de u sont nuls. Ces deux conditions

dw dlog K

— =0 — =0
ds ’ ds ’

expriment que les surfaces étudiées dans ce paragraphe sont les seu'es qui possédent
la propriélé envisagée.

(") Voir au paragraphe 17.
(®) M. E. \Essior propose, dans ses Lecons de Géomélrie supérieure, un exercice sur cette
question.
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Citons, par exemple, les hélicoides & plan directeur que 'on lrouve en posant
cotg 6 = cle,
et, en particulier, I'hélicoide minimum (6 = i;—) La quadrature qui figure dans (4)

s’explicite. On obtient
au + Kscolg0 + A =o.

Citons aussi la surface

colgh =g

d’équations
X =ucos s+ K(coss + ssins), Y =usins + K(sinec—ncoss), Z=—Kag,
el dont les lignes asymptoti'ques sont définies par

hu+ ke + A =o.

Comme au paragraphe précédent, on pourrait donner de trés nombreux
exemples.

43. — Lignes asymptotiques des surfaces a directrice rectiligne.

Ces surfaces sonl définies (§18) par
. ., K
X =a(u+ m), Y = b(u+ m), Z=clu+m— | —ds,
v
& condition de désigner par m l'expression

K de
m-—-—-—m,
v do

En observant que

-8st une solution de I'équation différentielle (2), nous sommes amenés & poser

U= ——m
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pour obtenir I'équation linéaire

dp (dlog]\ am d= 1 ds
>2s TP\, “K"'d?) Kaw

que la relation

dr  dv

de ~ dc
permet d’écrire

dp d K 1 d=
v Hr g (loe ) + g =0

Elle admet la solution générale

®) zp\/_]{—i-v/vii/}(.so.

La recherche des lignes asymptoliqgues d’'une surface & direcirice rectiligne ne-

dépend que d'une quadrature.
C’est encore une vérification du théoréme de M. Picard.
Toutes les fois que le parameétre de distribution sera constant, (5) se transfor-

2pK+v/~d—T:o.
v

mera en

44. — Conséquences.
Aucune quadrature ne subsiste dans le cas ot la surface est un conoide droit ow
obligue. C’est une conséquence de la relalion

dt=o0.

L’intégrale générale (5) prend la forme géométrique exirémement simple

. _
—=A VK.
; Vv

Désignons par N un point du conoide et par N' le point ot la genéralrice issue
de N rencontre la directrice. Lorsque N décril une asymptohique, la distance NN"

reste proportionnelle a la racine carrée du paramélre de distribution.
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Plus généralement, considérons deux asymptoliques (P) et (P,) d’une surface
A directrice rectiligne et supposons que les valeurs correspondantes de la constante

arbitraire qui intervient dans (5) soient \ el A . Nousvoyons immédialement (ue
2(p—p)VEK +v(V —\)=o0.

K(p—-p) . . . .
Le rapport -(1—%—17—‘-’—)— est donc invariable quand la génératrice décril la sur-
v
Sface réglée.
Dans celle expression, v représenle le cosinus de 'angle que fait la directrice
avec la normale au plan asymplote.
Les conoides ne sonl pas les seules surfaces pour lesquelles la quadrature (H)

disparait (*). Pour le montrer, remplacons le paramétre de distribution par Vexpres-
sion

B
m, (B = cte),

dans laquelle « 1eprésenie une fonction de v. Les lignes asymptotiques sont défi-
nies par la relation de forme plus simple

apB -+ ow’c'f adv =0,

qui s’explicile si o esl bien choisi (*).

T
Par exemple, pour «=— —-, on lrouve
v
K=B-,
o
'),pB:c’<-l—+A>, (A =cte).
s v

La quadratare (5) s’explicite pour toule surfuce & direclrice rectiligne dont le

paramélre de distribution esl proportionnel ¢ —.
¢

On obtienl ainsi une catégorie de surfaces extrémement étendue, puisque le cone
directeur reste arbitraire.

(*) Voir sur ce sujet 'article de M. A. Buhl (p. 50) déja signalé au paragraphe 18.
dF
(*) D’une facon générale, il suftit de prendre 2 = %()V—)-

11
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45. — Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique.

u=o0 doit &tre une solution de I'équation (2). Pour que cela se produise, il
faut et il suffit que

d=

— ==colg 0.
de ©

Nous retrouvons la condition (26) du paragraphe 13.
Le terme indépendant de w disparait dans I'équation de Riccati qui se trans-

forme en
du dlog K W de
99— — U ——— —— —— == O
ds ds K do

C’est une équalion de Bernouilli qui admel U'intégrale générale

(6) 2\/E+u/§%:o.

La recherche des lignes asympltoliques ne dépend encore que ’une quadrature.
Si le rayon de torsion de la ligne de striction est constaut, la solution précédente
sécrit (*)
2K 4 u(x+ \)=o.
Mais, le calcul de t exige toujours une quadrature.

Enfin, observons (ue si A et A, sont les conslantes arbitraires qui déterminent
les asymptotiques (P) et (P,), la relation (6) permet d’écrire:

2<\L~«;l—> \/I{-—F A—A\ =o.

u .
On en déduit la propriété :
. A 1\’ . .
L’expression K (—— — ——> est tnvariable quand la généralrice décrit une surface
u u,
dont lu ligne de striclion est une asymplolique.
. . . s . 1 1 . .
En particulier, si K est constant, I'expression (E_ ——> reste invariable.
u
0

C’esl ce qui se produit pour les hélicoides réglés contenant leur axe.

(") K est constant en méme temps que T (§ 13).
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46. — Surface des binormales d’une courbe a torsion constante.

Lorsque le paramétre de distribution est conslant, I'équation (2) se réduit a

du dr d+
—— i U( —_— _ %—-—: .
) a2k 7 + K <col,, ) dc> = o

Pour l'une des surfaces étudiées, K est égal au rayon de lorsion T (§ 12) et

Pangle 6 est droil. L’équation (7) peut donc s’écrir

du

2T —=u" 4+ T,
e +
et est vérifiée par
T4+ A
u="TIg + .
2

Il ne subsisle qu'une quadrature qui sert au calcul de ~.
L’équation de Riccati est devenue beaucoup plus simple en raison de la constance
du parameétre K et de la valeur particuliére atiribude & 6.

47. — Lignes asymptotiques des surfaces (R).
Nous appellerons surfaces (R) celles dont les paramélres K et K' sont simulla-

nément constanls.
kn tenaut compte de la relation

établie au paragraphe g, on Lrouve que ces surfaces sonl caractérisées par les équa-

/Xzau+K’fad-r—Kf7\dc,
Y:bu—l—K’/bdr——K/ wds,
\Z:(‘ll-]—-K'/CdT—Kfvdc.

tions
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Considérons les courbes a torsion constlante

(C,) .L“:N/ad‘r, ’v‘:N‘/‘bdr, z,:N/('dr,
(,) :c,:Pf)\dc, .v%:l’/y.dc, z,:P/ vds,

donl les points homologues sont représentés par M, el M, .

(N =cte),

(P = cte),

Les surfaces (R) sobtiennent en partant des courbes & torsion constante (C))

et (C,) donl les cones direcleurs sont supplémentaires. 1l suffit de mener, par le

point M qui divise MM, dans un rapport constant, une paralléle ¢ la langente & lune

de ces courbes. Le lieu géométrique de M est la ligne de striction de la surface ainsi

délerminée.

Les hélicoides réglés sont les surfaces (R) qui admellent un cdne directeur de

révolution. Dans ce cas, les courbes (C,) el (C,) sonl des hélices circulaires. La

généralion précédente esl encore applicable.

L’équation différentielle (7) peul s’écrire

d !
T ST S AL LA
o ds

d ds
ou,

d
2K — o L K(K —K)).
d=

On sail en calculer l'intégrale. u s’exprime simplement en fonction de = (*).

Par suite :

La délermination des asymptoliques d’une surface (R) se raméne & une seule

quadrature.

Cette quadrature, qui intervienl dans le calcul de =, s’explicite si la surface est

un hélicorde. C’est bien ce que nous avons déja trouvé dans quelques cas parti-

culiers.

(") 11 faut envisager deux cas suivant le signe de K (h — K').




CHAPITRE TV

Déformation des surfaces réglées.

La déformation des surfaces gauches a é1¢ éludi¢e d'une maniére trés compléte.
La pluparl des résullals obtenus sur ce snjet sont exposés dans les ouvrages de
Bianchi et dans ceux de MM. Darboux et Gambier (). Nous en reprendrons 1'étude,
par la méthode que nous avons appliquée jusqu’ici, en nous bornant au cas de sur-
faces réglées applicables avec correspondance des généralrices.

Nous utiliserons, sans démonstration préalable, les résullats ¢tablis par K. EKlia
Levi(*). Ce géometre a monti¢ que denx surfaces isométriques & courbure lolale
négative sonl toujours applicables; mais, ainsi que U'indique M. Gambier (Mémorial,
f. XX\I, p. 49), il faul supposer réalisée une continuilt¢ dans la distribution des
plans tangents.

48. — Elément linéaire.

Les équations (28 bis, § 13) donnenl immédiatement

) ngzdu“’+chothdudc—k(—%—ka’)dc’.

Cette forme cuadralique peul encore s'écrire

u*sin®
(2) dAS* = du’ 4 2c0s 6 dudv +<( + l——i—i—‘;———) dv*,
s - . . A 0
a condilion de remplacer ds par I'expression équivalente —dv.

(*) L. B., t. 1, p. 377.
G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, t. 3, p. 293, 18¢94.
B. GaumBier. Applicabilité des surfaces étudiée au point de vue fini, Mémorial des
Sciences mathématiques, f. XAXI, 1928.
B. GamBier. Déformation des surfaces étudiées du point de vue infinitésimal, Mé¢morial,
fasc. 26, 1927,
{*) E. E. Levi. Reale Accademia delle Scienze di Torino, 1907-1908.
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Si la surface

X, =2, + au, Y, =y, + bu, L=z +cu,

n’est pas rapportée & sa ligne de striction, il suffira de poser (§ 2),

da dx
— o \NY 2o
o= ds ds
pour oblenir Tes équations
da dox, \\ da dx, —
\-—~<(E‘—QZ%E~>+(IU, Y——-(:}"—bz‘%m—)-}—bu, Z——...,
qui conduisent & la forme quadratique (2).
49. — Conditions pour que deux surfaces gauches soient applicables.

Soient (S) el (S,) deux surfaces applicables. L’élément linaire de (S) est donné-
par la formule (2).
La surface (8,), rapportée & la directrice (C,) qui correspond & la ligne de stric—
tion de (8), a pour équations
X=uwx,+a,u, Y, =y, + bu, L, =z +cu.

1

Son élément lindaire
de da, dx da \?
2 __ e ( y 4o 1 1 1 2 1 \2
dS2 = du® 4 2c0s 0, dudv + [: + 2n 5 ( E —_dci i > +u <Tv > ](ZL

doil &tre identique & (2).
Par suite,

" da, dr, o
& ods dv T

La courbe (C,) vérifie la condition (2, § 2). Les lignes de striction se correspondent
dans la déformation (*).
D’autre patt, il faut que

do, = zds, (e==1).

1

") L. B., t. 1, p. 387.
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Lorsque les génératrices (G) et (G,) engendrent les surfaces (S) et (S,), les paralléles
qu'on leur méne par l'origine décrivent des arcs égaux sur les courbes (X) el (X,).

Il est possible, par une déformation convenable, de placer le cone directeur de
(8,) sur celui de (S), de maniére @ superposer les génératrices homologues.

La relation ds, = =ds peul étre interprétée différemment. Elle exprime que

lVangle de deur génératrices infinument voisines se conserve au cours d'une défor-
mation.

Enfin, la condition

cos 0, = cos 0,

équivalente &
6, =<0, (' ==41),

{raduit une propriété que 'on pourait prévoir a priori. En eflel, en déformanl une
surface, I'angle de deux courbes ne change pas.

Tous ces résullals, rapprochés de la formule (6, §5), montrent que les parameélres
de dislribution W\ el K, sont égaux ou opposés (K, = <<'K) ().

Réciproquement, considérons deux surfaces (8) el (S,) telles que les équalions
K, (s,) = «K(0), 0,(s,) = £'6(0),
soienl satisfailes pour

s, = ¢e'q(?).

Les deux snrfaces onl le méme dS* el sonl applicables.

Les sens positifs sur (¥) et sur (¥,) sont arbitraires. Sans rien changer i la

S

généralité du probléme. nous les supposerons tels que 1'on ail

Dans ces conditions, on peul énoncer :

Pour que deux surfaces soient applicables, il faul et il suffit que les équations

(3) 64 (Gq) - EO(G)’ K’i <Gl) = EK(G)7
soient une conséquence de légalité c = s, , les arcs o el s, élant comptés a partir de
deux points homologues de (X) el (¥)).

*) L. B, t. 1, p. 391.

(*) On prendra pour origines, sur (X) et (¥,), deux points déterminés en partant de
deux génératrices homologues de (8) et (S,).
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Si 0, K, 0,, K,, sont conslants et ’ils vérifient les ¢qualions (3), les surfaces-
(8) el (S,) sonl applicables; mais les origines des ares 5 el 5, sonl arbilraires. Cela
signifie qu’il est possible d’appliquer (S) sur (8)) d'une infinil¢ de fagcons différentes.

On peut donc énoncer la proposition :

Si deux surfaces (S) el (8,) sont applicables, 4 et K élant constants, on peul les
superposer d'une infinilé de [acons différenles en fuisunl glisser Uune des lignes de
striclion sur Uaulre.

En particulier, une surface (S) de la calégorie précédente glisse sar elle-méme
d'un mouvement conlinu (*) si cela se produil pour la courbe de Bertrand qui sert de
ligne de striction (s 14).

50. — Recherche des surfaces gauches applicables sur une surface donnée.

Soil une surface gauche (8) donl on a exprimé le paramétre de distribution K
el Pangle 0 en fonction de 5. Soil un cdne arbitraire (D) donl nous représenterons
les cosinus directeurs de la génératrice par a(s), b(s), c(s).

Les résullats élablis an paragraphe précédent prouvent que Jes surfaces gauches-

applicables sur la surface (S), sont définies par les équations (%)
X =au+ f K(ucolgh—:2)ds,
) Y=bu-+ [K(bCOIgO—sy.)(lc,

Z:czl+/K((' colg 0 —zv)ds,

que Von oblient en remplacant, dans (28 bis, § 13), K par ch et 0 par <0.

On obtiendra loutes les surfaces cherchées en déformant le cone directeur (D),
en déplacant Vorigine des arcs s et aussi en changeant le sens posilif sur la
courbe (). Par suile :

Il exisle une infinité de surfaces applicables sur (S) qui admellen! le méme cone
directeur que (S).

IKlles sont distincles, si le cone directeur est quelconque. Mais, si le cone direc-
teur est un cone de révolulion {ou ~e réduit & un plan), un changement d’origine
sur (¥) équivautl a un déplacement. Les diverses surfaces (e =4 1) el (e = —1)

sont respectivement ¢gales (§ 20).

(Y On peut appliquer & cet exemple de déformation continue, la théoric générale que
I'on trouvera dans .. B., t. 1, p. 343. R

(2) Comme dans la méthode suivie par Mivping (Leber die Biegung gewisser Fléichen,
Journal de Crelle, t. 18, 1838), loule surface applicable sur (S) est définic en partant de son
cone directeur.
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Il wexisle que deux surfaces plan directeur applicables sur une surface donnée.
Elles sont symétriques par rapport & ce plan directeur.

En posant ==+ 1, puis :=—1, dans les équations (4), on trouve les
surfaces

X:a1z+/k(<;colg0~x>da,
S) Y:blt+/l\(bcotg0—ry)dc,

Z:czc+/K(ccotg0—v)dc.

X::au—ka(acolgf)—{—)\)dc,'
{S_) Y:blL+/K(bcolg0+p.)dc,
Z:cu+/K(«-c0tge+v)dc,

qui sont applicables et dont les génératrices homologues sont paralléles (*). Ce sont
les génératrices paralléles qui coincident aprés la déformation .

(8) n’étant pas applicable sur une quadrique, les équations (4) donnent toules
les surfaces gauches applicables sur (8) (°).

Supposons a présent que (S) soil applicable sar la surface du second degré (Q)
dont nous désignerons les systémes de droiles par (D,) el (D). Pour oblenir loutes
les surfaces gauches (8,) déduites de (S) par déformaltion, on appliquera les for-
mules (4) & la quadrique (Q) en partant soil du systéme (D)), soil du systeme (D,).
Les génératrices de (8) et (8,) ne se correspondent que si ces deux surfaces sonl
déduites du méme systéme de droiles de (Q).

On peul trouver, par la méthode que nous venons de signaler, loules les surfaces

réglées applicables sur une quadrique.
51. — Déformation continue.
Dans une déformation continue, le paraméire K et I'angle 6 conservent leur

signe. C’esl une conséquence des résullats établis au paragraphe 4g.
Réciproquement, si K el 9 ont la méme expression en fonctlion de ¢ pour deux

(*) E. BrLtravi. Sulla flessione delle superficie rigale, Annali di Matematica pura cd
applicata, pubblicati da B. Tortolini, p. 105, 1865.

(*) O. Boangr. Mémoire sur les surfaces applicables, Journal de I'icole Polytechnique,
XLHe® cahier, p. 44, 1867.

112
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surfaces (8,)) el (8,), on peul passer de I'une & laulre par une déformation réglée
continue.

Soient (D,) el (D,) les cones directeurs des surfaces (8,) et (S,). Nous désigne-
rons par (¢°) el (¢°,) les génératrices de (D,) et (D,) qui correspondent & ¢ = s,.

On peut imaginer un cone (D,) dont la forme el la position dépendent d’un
parameétre m. Supposons que pour m = m, el m = m, ce cdne occupe les posi-
tions (D)) et (D,) el que la génératrice s = s, soil celle (ui se superpose & (g°)) et
a (g°). Supposons, d'autre parl, (ue les dérivées

da b NG da N N 3a 0 e

il ’ ~
dal s de dm T am’ dm7 dsdm’ dsdam’ dedm

existent el prennent des valeurs finies dans loul le domaine décril par le point

(s, m).

La relation symbolique

a b ¢
()‘7 o, V) == da ab e
Q6 e do
entraine
da ¢
—_— — a b ¢
A% du dv ) m dm  om
. = -+
dm’ dm’ dm da. W Ya o 30 e
de  ds de dedm  Jdedm  dedm

, e, hYA v . .
et prouve que les derivées ~ ——., existent et reslenl finies dans le méme

O
xm’ dm’ dm

domaine.

Soient (Sn) el (Sm4-3m) les surfaces détinies par (4) el dont les cOnes directeurs
sont (D) et (Dm4sm). En déplacant (S,) par lranslation, on peul faire coincider
les points homologues 5 = s, des lignes de slriction (Cw) el (Cn+sm). Dans ces
conditions, on obtienl

- LIV dp Z
Ymdsm — Ym =23m K — + ¢, | colg 0 — T—I—EH do,

W T\ d )
5 K { [ o 120 dv zd
Sm— Zm = oM g, ) colgh — | — + ¢,
l\Zm-e-am Zm ol s ( on + A £ S + { G,
en désignant par s,, ¢,, ..., des quantités infinimenl petites en méme temps

que 3m.
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Si K el colgt conservenl des valeurs finies dans tout 'intervalle de variation de
o, 'ensemble des valeurs absolues des nombres

admel une borne supérieare M. Par suite :

[@n+5m — am| <M (s —6)3m|, |ymism—yn| <M|(c—s5,)3m],

|Zm4sm—2m| <M |(s — 5.} 3]

Considérons, sur les courbes (Cm4sm) el (Cn), les deux régions homologues
définies par

Js —s,| <TA.

Les points homologues de ces régions sont a une dislance inférievrre & AM|dm]|. 11
suffira de choisir

r4

pour que celle distance reste inférieure & un nombre « donné a priori.

Les points de la courbe (Cn435m) tendent vers leurs homologues de (Cn) lorsque
3m tend vers o.

Par conséquent :

La surface (Smysm) tend vers la surface (Sn) lorsque le coéne directeur (Dpysm)
tend vers (Dm).

En faisant varier m de m, & m,, on obtient une suile conlinue de surfaces (Sn)
applicables les unes sur les anires avec correspondance des génératrices.

On peut donc passer de (S, a (S,) par une déformalion réqlée continue si
K, () = K(s), 6,(s) = 0(s).

Toul ceci prouve que les surfaces (S4;) déduites de (4) sonl applicables par
déformation réglée continue. La méme remarque est valable pour deux sur-
faces (S—:).

Par contre, il ne sera jamais possible de superposer une surface (Si;) a une
surface (S—,) sans passer par I'intermédiaire de surfaces non réglées. En particulier,
deux surfaces gauches symétriques par rapport & un plan (ou par rapporl & un

point) sont applicables par une déformation conlinue non réglée.
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52. — Conséquences.

Considérons une surface (8) pour laquelle k el 6 sonl des conslanles. En pre-
nant pour coéne direcleur (D) un cone de révolntion, on trouve les hélicoides appli-
cables sur (8).

On peut écrire, comme au paragraphe 21,

a=sinosinw, b=sinwcosw, c¢= Ccosw, ds=—sinw.dw,

A=coswsinw, pw=coOSwcCOSwW, v=—Silo.

Les hélicoides ont pour équations :

\ =sino| asinw — —sin(w —6)cosw |,
sinf

, . K . .
(H,) Y =sinw Lu cosw + e sin(w — 6) sin w],

Z —ucosw +

—— cos(w —0)sinw . w,
sin

X =sinw| asinw ——
sinf

sin(w + 6) cos w] ,

K -
(H_) Y =sinw [u cosw + : sin(w + 6) sin wJ R

sin 0

K .
Z —=ucosw +——cos(w +0)sinw.w.
sinf

L’angle o esl arbitraire. Toule surface pour laquelle K et 6 sont constanls est
applicable sur une infinité d’hélicoides réglés.

La courbe de Bertrand qui joue le réle de ligne de striction sur (S) se déduit de
Uhélice par déformation continue d' un hélicoide (H,) (*).

Cette déformation de (H,) donne loutes les conrbes de Berirand de la méme
famille.

(*) L’hélicoide (H,) défini par » = 0 admet une direclrice rectiligne. Ainsi, toute
courbe de Bertrand peut se déduire d’'une droite (A) par déformation continue d’un
hélicoide ayant (A) pour ligne de siriction.
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= .
Sion prend o égal & (~ + 0) , on obtient
2

X:COSGLH sin w — cosw |,

sin w] ,

sind

D

(H)

. K
Y =coshH| ucosw 4+ —
sinf)
7 = —usinh,
. K cos 26
\ =cosb| usinw — ———cosw |,
|in 0
' . Kcosaf .
(HL) Y = cos O[u cosS W + ————sin w] ,
sinf
(Z:—-—uciuf)—gl{cos’ﬁ.w.

(H',) est un hyperboloide de révolution. Ainsi :

Toute surfuce pour laquelle 0 et W sont conslanis est applicable sur un hyperbo-
loide de révolution & une nappe el sur un hélicoide qui a ses génératrices paralléles a
celles de I hyperboloide ().

Kn particulier, loul hélicoide réglé est applicable par déformation continue sur
I'hiyperboloide de révolution. Ce résullat est une vérification du théoréme de Bour (%).

Ce qui précede montre que (°) :

Toule courbe (e Berlrand se déduil du cercle e gorge de Uhyperboloide de révolu-
lion par déformation conlinue de cetle surface.

Les surfaces (11',) el (H'_,) n’exislent plus dans le cas d'une surface formée par
les binormales d’une courbe a lorsion constante.

En prenant o = Z les ¢quations (H)) el (H_,) deviennent celles des hélicoides
2

A plan direcleur applicables sur (S) :

\X:—:usinw—«Kcothcosw, gX:usinw—Kcotg‘)cosw,
(H) 'Y =ucosw + kcolgbsinw, H",) {Y=ucosw + Kcotglsinw,
Z =Kw, ?Z:—I&w.

() G. Darsoux (Surfaces, t. 3, p. 298, 1894) donne cet exemple de correspondance par

génératrices paralléles.

() Bour. Mémoire sur la déformation des surfaces, Journal de I'Ecole Polytechnique,
3¢° cahier, p. 82.

11 est question du théorcme suivant :

Une surface heélicoidale est toujours applicable sur une surface de révolution.

(®) E. LAGuERRL. Sur une propriélé de Uhyperbolowde de révolutlion, Bulletin des Sciences
mathématiques et astronomiques, 1. 2. p. 279, 1871.

Cette propriét¢ peut aussi s’obtenir, ainsi que la construction indiquée par Bioche /§ 12),
en utilisant la transformation complémentaire (L. B., t. 2, p. 445).
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Pour 6 = —, on obtient deux hélicoides minima symétriques par rapporl au.

SRR

plan xoy.

Par suite :

Toule surface (S) formde par les binormales d’une courbe a torsion constante esl
applicable sur Uhélicoide minimuam et sur l'alysséide.

L’hélicotde formé par les binormales d'une hélice circulaite (C) esl applicable,.
par déformation réglée conlinue, sur la surface des hinormales d’une courbe dont la
torsion est égale a celle de (C). Donc :

Toute courbe & lorsion conslante se déduit de I'hélice circulaire par déformalion de-
la surface formée par les birormales de celle hélice.

53. — Propriétés des surfaces sur lesquelles la ligne de striction
est une géodésique.

La ligne de striction esl une géodésigue si 'angle 6 est conslant.
En posant

a=sin 0 sin w, b —=sin 0 cos w, c= cos 6,

== c0s 0 sin w, v =c0s 0 cos w, v=—sino,

la surface (S4.) que 'on déduit de (4) admel oz pour ligne de striction.

La ligne de striction peut élre rendue rectiligne par une déformaltion continue.

En particulier, toule surface formée par les binormales d’'une courbe gauche se
{ransforme ainsi en un conoide droit.

La relation (21 bis, s 11), écrile pour les poinls homologue~ des lignes de slric-
tion de deux sutfaces (8,) et (8.) obtenues par déformation continue de (S),
enlraine

1 colgh 1 colgh 1
—K_ — R(V) ! rl‘(") - F{(e) vl~($) :
" q n q,

On en ddéduit 1a relation

I I . I I le 0
— —_ — — lo
R R® |\ T T® =
n n q 9

qui s’écrit, lorsque la ligne de siriclion est géodésique,

T T T 1
— )i (= ) = —tz 0.
(R,, R, > ) <Tq Te> c
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Elle met en évidence la propriété suivante :
En déformant une surface (S) dont la ligne de striction esl une géodésique, on
oblient une suile continue de surfaces applicables sur (S). L’expression

1 I>_<l |>
(w-w):&-=

-a la méme valeur constante pour les dwers couples de surfaces de cetle suite.

54. — Déformation qui transforme une courbe donnée en ligne asymptotique.

Nous avons montré (§ 9) (ue le cone direcleur était défini, & un déplacement
pres, par Péquation intrinséque

dr )
%—?(6)-

Cette équation détermine la configuration d’une surface gauche applicable par
déformation continue sur une surface donnée (S).
Si 'on veul que la courbe « = f(s) soil une asymptotique, il faul et il suffit que
I’équation
du

ak
2 ds

d
+ K*? (colg!)-« 7

usc

1> dK , U=
—_———— U — =0

ds das

admette la solution u = f(s).

On trouve la condition

df R dK
‘ — = 0ol — f——
dr 2k ds + Keolg b —f da

ds K+ f

Il existe une seule surface, applicable sur (S) par déformation continue, pour
laquelle la courbe u = f(s) est une asymptotique.

Iin changeant les signes de 0 el K, on obtiendrait une seconde expression de
dt . . - .
o aui conviendrail & une surface applicable par déformation réglée continue sur
ac

une surface symétrique de (S).
La ligne de striction devienl asymptotique pour

T
= colg 0.

ds

Il n’existe qu'une seule surface, déduite de (S) par déformation réglée.continue,
-dont la ligne de striction est une asymptolique.
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Soient (8,) et (8,) deux surfaces pour lesquelles cotg O a la méme expression en
JSonction de 5. Sion les déforme de facon a rendre asymplotiques les lignes de slric-
tion (G,) et (C,), leurs cones directeurs deviennent éyaux.

55. — Introduction du rayon de courbure et du rayon de torsion
de la ligne de striction.

La premiére des équalions (20, § 11)

dz K sin g
< — — coto ) — ——
®) ds Y T Raiw e
jointe a la condition (4, § 4)
dy
(6) c0s y = —R—,

montre qu'a toule fonction R de la variable s on peut associer deux expressions.
e d=
différentes de ——.
de

Réciproquement, & ces deux expressions correspondent deux surfaces (S,) et (S,)
applicables sur la surface donnée (S) el pour lesquelles R esi bien de la forme-
choisie. C’esl une conséquence immeédiate des équations (3) et (6).

Une szizj’ace (8S) étant donnée, il exisle deux surfaces (S,) et (S,), applicables sur-
(S) par déformation réglée continue, pour lesquelles le rayon de courbure de la ligne
de striction posséde, en chaque point, une valeur fixée a priori (*).

Les lignes de striction des surfaces (8,) et (S,) sont distinctes. Iin effet, la for-
mule (21 bis, s 11) enlraine

1 dy 1 colg 0 sin o

) T TR R

La relation (6) définit denx fonctions ¢ opposées. Dans ces conditions,

T T n’ont pas, en général, la méme expression.
1 2

Deux cas particuliers intéressanls se présentlent naturellement.

. d0
IEakn
On retrouve la condition pour qu’une courbe d’unc surface devicnne, apres déformation,.
égale & une courbe donnée (L. B., t. 1, p. 369g).

(*) ¢ ne pourra étre calculé dans (6), pour I'éliminer dans (5), que si

==
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L’expression
dv  colg 6sin g
dv R
s
esl nulle pour § = — el pour ¢ =0 (ou ¢ = =).
2

Dans le premier cas, la surface (8) esl formée par les binormales d'une courbe
(C). Les deux courbes (C)) et (G,) sonl égales, ainsi que les surfaces (S,) el (8,).

L’équation W = [(s) délermine une seule surface (S,) applicable par déformation
réqlée continue sur une surface (S) formée par les binormales d’une courbe (C).

Pour v =o (ou 9 = =), la ligne de striction esl une asymptotique. Ge cas se
produil si

dv
do

R| ==

1’équation
dv
R=+—
— db
ne détermine qu une surfuce applicable sur une swrface donnée. Sa ligne de striction
est en méme temps asymptolique.
Les relations (7) el (20, § 11) peuvent s’écrire

. dy do 1 "1
(7 bis) o teolg g g - = o — -,
dx K 1 do
—— T s . ‘. J— 6
®) do sin® § (']‘ rlv> 8.9,

dx . . o .
el permettent de calculer T connaissanl K, 0, T, en fonction de .
G

Le changementl de variable

t=1tg —

transforme (7 bis) en une équation de Riccati dont I'intégrale dépend d’une cons-
tante arbitraire. Par conséquent :

Une surface (S) étant donnée, il exisle une infinité de surfaces (S,) applicables sur
(S) par déformation réglée continue et lelles que la ligne de striction ait, en chaque
point, une torsion fixée a priori.

I est donc possible de transformer la ligne de striction en ligne & courbure ou
a lorsion conslanle.

13
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Ces résultats sont aussi la conséquence d’une formule irés générale que l'on
obtlient par la méthode de Beltrami (). On peul représenter cette formule par

1 1 d |
¥l () ] =<

Elle esl véritiée par une courbe quelconque au cours ('une déformation reglée.

Nous terminerons ce paragraphe en observant que les égalités (5) et (8) donnent
S d= .., S s . . s
immédiatement To si l'on connail, soil la courbure normale, soil la lorsion géodé-

G
sique, en fonction de s.
Chacune des équations
R, = F(s), T,=G(),

ne détermine quwune surface applicable par déformation conlinue sur une surface
donnée.

56. — Introduction de la courbure totale.

La courbure totale esl fournie par la formule (*)

P (12, 12)

- A
qui fait inlervenir le symbole de Riemann (12, 12) et le discriminant A de la forme
quadratique
2 T2 0
d8* = du’+ 2 cos 6 dudv + <1 + E-%——) dv*.
On lrouve
K!

Y. R—
(uz+ Kt)?

Le long de la ligne de striction, la courbure totlale est minimum et égale &

(9) k, = —

Cette relation lie le parameétre de distribution & la courbure totale k,. Cette der-
niére étant invariable au cours d'une déformation, on voit que la méme propriété

devait nécessairemenl appartenir au paramétre de distribution.
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57. — Torsion géodésique des trajectoires orthogonales des génératrices.

La torsion géodésique d’une coutbe varie, en général, quand on déforme la sur-
face qui la contient. Les trajectoires orthogonales des généralrices fonl exceplion &
cette régle.

Soit une surface rapportée a un systéme de coordonnées orthogonales formé des
courbes « ==cte, 8 = cte. On sail (*) que ces courbhes onl pour lorsion géodésique

T 1D
2 VT
et pour courbure normale
1D 1D
o G o E°
La relalion
DD” —_ 'D/i
k=
EG
peut s’écrire
1 1
=1k.
Pa?% + tuta ¢

Si les courbes B = cte sont des asymplotiques, cetle équation se réduil &

I

— — If
t;
Si, de plus, ces courbes g == cle sont les généraliices d'une surface gauche, la
relation précédente reste vérifiée au cours d’une déformation réglée.
La torsion géodésique d’'une lrajectoire orthogonale des génératrices resle inva-

riable au cours d’une déformation réglee.

Tout ce chapitre ne conslitue qu’'un aperc¢u rapide des propriétés de la déforma-
tion des surfaces gauches. Il suffit de se reporter aux admirables ouvrages de

* L.B., t. 1, p. 297.
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Darboux et Bianchi pour se rendre comple de I’étendue des connaissances acquises
dans ce domaine.

Citons plus particulierement L. Bianchi dont on connail les remarquables
travaus sur la déformation des quadriques. 1L ulilise une transformation (Bg) par
congruences (W) ("), parlaitement analogue a la transformation de Biicklund. Cette
analogie est surtoul mise en évidence par Iintéressante notion de « facettes formant
un ensemble stratifiable » (*).

Une transformation (B,), appliquée & une surface réglée (S) oblenue par défor-
mation d'une quadrique (Q). définit, par Vinlermédiaire d’une équation de Riccati,
oo' surfaces réglées (8,) applicables sur (S) par déformation réglée conlinue.

(S) et (8,) sonl les nappes focales d'une congruence (W). Mais. les points focaux
ne sont pas ceux qui se correspondent dans la déformation. La loi d’applicabilité

dépend de Uaffinié d'Ivory entre quadriques homofocales.

(") Lutet BiancHi. Lezioni di geomelria differenziale, volume 1II, 1gog.
(*) L. B., t. 3, p. 266, 1927.




CHAPITRE V ~

Congruences (W).

Comme nous venons de 'indiquer, les congruences (W) donl les nappes focales
sont des surfaces gauches onl acquis un intérdt considérable depuis les travaux de
L. Bianchi sur la déformation des quadriques.

Dans ce nouveau chapilre, nous allons nous efforcer de faire apparailre quelques
propriétés de ces congruences (*).

58. — Conditions pour que deux surfaces gauches (S) et (S,)
soient les nappes focales d'une congruence (W).

Soient I et I, deux poinls pris sur les génératrices MG el M, G, des suifaces
{8) et (8,). Cherchons les conditions & vérifier pour que le segment FF, soil tan-
gent aux deux surfaces.

Il faul et il suffit que le plan langent en F passe par F, el que celui que l'on
lrace en I, passe par F.

Ces plans tangenls onl pour équalions (8, § 5)
\ 5 '
u }J,\(x—xuk Ea(x—x)zo,
u, Wou,(X—a)+k, Y al(X —x) =o.

Comme les coordonnées des poinls F el F, s’écrivenl

() X =x + au. Y=y+bu, 7Z = z+4cu,

F) X,=w,+a,u, Y, =y, +b,u, Z,=1z,+cu

(*) On trouvera dans L. B. (t. 3, p. 43, 1927) une étude des congruences (W) les plus
générales.

Nous n’étudierons que les congruences (W) qui ont pour nappes focales des surfaces
gauches dont les génératrices se correspondent
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on trouve les conditions
R : \
u E Mae,—x+a,u,)-+K Z a'(x, —x+a,u)=o,

ud_z)\,(ac—oc1 + au) + K,Ea;(m—x, +au) =o,

qui peuvent se mettre sous la forme
/ _
\ uu, Z na, +u }_: Wx,—x) + Ku, E aa, + K E‘a’(ac1 —x%)=o0,
(SO R
( ua, 2 a4+ u, Z e —x)+ Ku Ea:a + KiZa:(m’—wl) =o.

Elles élablissent sur MG et M,G, deux correspondances homographiques.

Soient I, et I, les points de M,G, qui correspondent & un méme point
I de MG. Les relations (1) expriment que I et I’ doivent étre confondus. En
général, les surfaces (S) el (8,) élanl quelconques, ainsi que les génératrices MG et
M,G,, on ne peul lrouver que deux poinls I donl les homologues coincident.

Mais, si les deux relalions homographiques définissent la méme correspondance,
on pourra tracer une infinité de segments I'F, tangents aux deux surfaces le long
de MG el de M,G,. Cela se produira si

}:,)\a, E)\(w,—x) K Ea'a, K Ea’(w,—-w)
@ = . .
2 ha K, E a,a E »(x—x,) K, E a (r—uwx,)

Désignons par ¢ el £, les variables qui délerminent les posilions de MG el de
M,G,. Les condilions (2) ne fonl intervenir que ces deux variables. S'il est possible

de trouver une solution de la forme

t, =72,

qui les vérifie simullanément, on peut affirmer (*) que la congruence des droites
FF, est une congruence (W). \insi:

Pour que deux surfaces (S) el (S,) soient les nappes focales d’une congruence (W)
dans laquelle les asymptoliques rectilignes se correspondenl, il faul et il suffil que les
équations (2) admettenl une méme soluation de la forme {, = < (!).

Avant de donner une inlerprétation géométrique des conditions (2), nous allons.-

monlrer que 'une des nappes focales peut élre choisie arbitrairement.

*) L. B, t. 3, p. 20, 1909.
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59. — Surfaces (S.) dérivées d'une surface gauche (S).

Soil” FF, un segmenl de droite langent a la surface (8) au point F. 8i X, Y, 7,
-sonl les coordonnées de F, les coordonnées \,, Y , Z , de I, peuvent s’écrire

h).¢ X B N oY M M
A — X | — . e —_— _ 7 =7 —_— —_—
3) \, =X+ Du+mbv Y, \+lbu+mbv, Z, - /+lau+mbv

En prenant pour [ el m des fonclions convenables des variables u et v, le point
I?, décrit une surface quand I se déplace sur (8).

Nous appellerons surface (S.) toule surface réglée qui dérive de (S) par celle
construction et donl les généralrices correspondent a celles de [S).

Pour que F, engendre nune dioite lorsque F décrit M(;, il faul et il suffit que les
cosinus directeurs

o\,

Qi
(sx,>=+<n,\=+ 0L, \*
ou wu /) du

D 1
o
75‘\,3-’+ n,>’ VA%
du du du
YA
du

\/ o\,\~’+<o\1>z+<bz, "
(Iu/ u -D—u—>

soient indépendants de u. Cetle condition se traduil par les équalions

~—
i

2X, 4 )7,

N du J NU 2 u
—_— ] — = o, — = 0 — — = o,
“ u \ \/y du\ '/ T du VA

~

dans lesquelles




X 2 dm sin 6 om am )Y Y/
1 r : ‘ 1
— =al 1+ + cos b )+a (u———}-m — Asinff — = ... —
du < du  du > K du w’ u T du
»X, >l + *m o) +a sin 0 ‘/u *m am S sin 6 Xm o Y, >7Z,
—L =q| — + —cos a' —— — + 2 —asing —, —t=.
Ju u dut K \ n et Todut

>l

du’
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Elles peuvent étre remplacées par I'équation symbolique

®X, Y, 3Z,
*) o’ au’ aw’ , <3x’ )Y, M2,
5 — [ = , —
AN, Y, VA du T’ du
u u du

qui contient une fonction & i déterminer,
De (5) on déduil

et, par conséquent,

Dans ces condilions, pour que F, décrive une droite en méme lemps (ue F, il
faul et il suffit que les coefficients du tableau (5) soient simultanément nuls. Nous
obtenons ainsi les condilions définitives

), X >, Y NG/ )z
2T ' du du P

(6)

Les expressions
X=ux 4 au, Y=y+ bu, /=z+cu,
donnent, pour les coordonnées de F,,

in6
X‘:x—l—au—l—la—|—m<acos()—7\sine+ua’Slz >, Y=y+bu+.., Z=...

Par suite

kn posant

2

du Ju

i>m j AJ) om ‘ sin 0 ¥m om P dm
+au’ cosO0—Fk {1+ 4+ ——~cosf ), M=—+—u——-+2 —hk{t—+m
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les équations (6) prennent la forme
La +Ma' + N = o, Lb+ Mb + Nw=o, Lc+ Mc¢' 4+ Nv=o.
Elles forment un systéme ¢quivalent au systéme
L=o, M=o, N =o,

que Uon peul remplacer par

3*m N N ! N}
(7 —-—’zl.",——”i, 2.{'_1":]{‘”1, :/f‘<l+~—3.
/

On trouve immeédiatement

I l___—~\u“-|—Cu+D

®) m:Au+B’ \u—+B

en désignant par A, B, G, D, des fonclions arbhitraires de v.

Ainsi :

Pour que le point F, décrwe une surface (Sx), il faul el il suffit que 1 el m soient
des fonclions de la forme (8).

6o. — Recherche des congruences (VW) dont les nappes focales
sont des surfaces gauches.

On obtient ces congruences en déterminant les surfaces (S<) tangenles au seg-
ment FF,. Cest un probléme qui dépend de 'équation

X,—X Y, —Y 7, —7
)X, 2Y, )7,
(9) u u du =o.
X, Y,  Z,
w N v

Avec L. Bianchi (*) nous écrirons

)X, X N C oY, Y 2,
_-_)u =L a +MTU_+<DI+D m)a', ——Du ~L$l—+..., Tu = ...,
2X, X X . soY, Y )2,
W = Py Ty, A DU DIme, SR =P,

*) L. B., t. 3, p. 7, 1909.
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en désignant par L, M, P, Q, les expressions

d ' d
L:\—l+3“31+3l2§m+[, M= 'I§l+g'2§m,
u 1) I NI} [ 2 2
_bl |1 2| 2 2 _m 12 2 2
w (1 Sl+% e fm Q—V 2§l+§2%m+1

D’autre part, o, 8, ', sont les cosinus directeurs de la normale & la surface (8).

L’équation (g) devient

oX Y A
l m o =
u u u
X oY hY/
L M l ! =o.
(DI + D'm) ) v w ©
p Q (D'l 4+ D"m) o' g v’
On peut la metire sous la forme équivalente
1 m ) l
(10) L M [ =o,
l DII
P Q (—n‘l— + ”]3,—>

a condition d’observer que D = o dans la seconde forme quadratique fondamentale

Ddu* + 2D'dudv + D"dv*.

2 , calculés dans la forme quadratique

Les symboles de Christoffel 2

dS* = du® + 2 cosbdudv + (l +E—SKX—?-—?—> dv*,

ont une valeur nulle.
Par suile, (10) se développe suivant I’équation

“)L l\ I D D<l +l D" {1 2%_522] l< l+D”> {2 2 D' (13}

bv(m/ <m+ﬁ>bu 7n_> m| D | 2 { 2 5] m\m D +3 1§ D o
Les autres symboles de Christoffel ont pour valeur

y 1 22__110050 1 2) u (2 2§_Eu’+l"u"‘+Gu+,H 52 zé_l{u’—{—Suﬁ—T

| 1§77 T @WK 2T WK 0y uw + K* e VT u + K*
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en posant

sin® 6 K'cos 0 6o K*¢'
E= —— F = —_— , G = — y He=e— —
K K sin 6 ' ! sin 0’
i 0 K’ < () 20/
R:Ocotglm—K—, S=cos 0, T =K*0'colg 6.

De plus, I'équation différentielle des lignes asymptotiques fournit

o — sin 0 d<
K ds’
D’ \ K’
e Sutg, (=1
dr
= in0 0——).
g sin <c0tg d';>
dK
Dans ce qui précéde, on désigne par K’ et 6' les dérivées d_& , %«9_
v v

En multipliant les deux membres de (r1) par (u* + K*) el en lenanl compte de
(8), on forme Yéquation équivalente

(12) u' + '+ 20+ Ju+o=o0

dans laquelle ¢, 4, 2, 4, ¢, désignent les expressions

r, C:——C&—O—A(QB‘{—C—}—R)——«?B,
dv
dC .
n = —El—v———C(zB—{—C—l—R)J(-A(S—I-eK)——fB%—eD+E+ecos0,
dA
2= fl;-—D(2B+C+R———f)+K’<AC+2AB—~6B—%>—&—A(T+fK“)
v
—gB—C(S +¢K*) +F 4 fcos0,
L= K’(fl—g-zBC—CZ—fB>+gK’f\—C(fK’+T)+D(g——S)+G+gcosO,
dD :
\p: K’%—K%[QBD+CD+9(B+C)]—D1+H.

La condition (12) sera vérifiée pour loutes les valeurs possibles de u si

-

::O, ’I‘—:O. E::O, =0, ‘{):0,
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Mais toules ces équations ne sonl pas dislincles. Elles se réduisent aux Lrois

suivantes

%—[}——A(28+C+R)+6B——o
dC
(13) § 7= —CaB+ G+ R)+ A(K +8)—/B+eD+ E+ecost =o,

db T H
— 3+ C — — —=o0.
e l)(o] +C 4 = > g(B+ C) + o

C’est ce que laissaienl prévoir les résullats du paragraphe 58.

L’une des fonctions A, B, C, D, reste arbitraire. A chaque surface (S) on peut
donc assocter une infinité de congruences (W). Chacune de ces congruences udmet
pour nappes focales la surface (S) et une deuxiéme surface prise dans l'ensemble des

surfaces (Sx).

61. — Propriétés de ces congruences.

Soienl (8) et (8,) les nappes focales d'une de ces congruences. Sur la surface (S),
nous désignerons la générattice, la normale au plan central el la normale au plan
asymplole par MG, M\ et MR. knfin, nous représenlerons par d la longueur du

~>
vecleur MM, délerminé par les points centraux de (S) el (8)).
Le~ équations (2) formenl un systéme qui peut éire remplacé par

{

. cos(MM,, MR} . cos (MR, M,G,)

K = !
cos(MK .M >G,) . COS (\TT] , M R,)
s _
- ko MM, MR) . cos (VLR MG)
‘ cos(M':\I,, \‘TE) . CON (NT?} M R)
K cos(MM. WN,) . cos (M R,MT(,,)
L K, cos (M—RlI , \R) . cm(M'le, \ZE)

Ainsj :
Le paramétre de distribution de (8,) s’obtient en multipliant la projection du

-
vecteur MM, sur la normale au plan central de (S) par le rapport
—> —>
cos(M,R, , M G)
—> — —> —>
cos(M,N,, MG) . cos (M,G,, MR)

qui ne fait intervenir que les cénes directeurs (D) et (D,).
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Lo K ,
La comparaison des deux valeurs de o donndées par (14) nous conduit a la

1
nouvelle relation

(15) cos(\’l_ﬁ, , Niii) . cm(l\?[t} . Mjl’%‘) _ COS(VEEIQ, MTI:,) . cos(Md:G“ 1\7er)

cos (M, M) . cos (MG, WN.)  cos(WM,, MN,) . cos (M. G,, MN)

qui ne fait intervenir que les cines dirccteurs (D), (D,) el la direction du vecleur MM, .
Si (8,) el (8,) sonl des surfaces qui déterminent avec (S) deux congruences (W),

la premiére des relations (14), appliquée aux conples de généralrices homologues
MG, M G, et MG. W G/, permel de poser

coa(M‘El,, \Iji) . co~(l\7l>l{, MT?J,) gy Cos (\fﬁ:, '\/]ZT‘.Q . cos(\iT%, M?E,)
prey — 1 1

(16) DlM. . e . —> — —> -
cos(MN, M,G,) . cos (MG, M| R,) cos(MN, M,G)). cos (MG, W'R!)

Ces relations exprimenl des propriétés lrés générales valables, en particulier,
dans une transformation (By).

62: — Application a la transformation (By).

Soit (S) une surface gauche applicable sur une quadrique. Au moyen d’une
transformation (B.) on peut lui associer une surface (8,) applicable sur (8) par
déformation véglée conlinue('). (8S) et (8,) sonl les nappes focales d'une con-
gruence (W).

Soit M, G, la génératrice de (8,) homologue de MG. Quand on applique (8,) sur
(S)., M, G, occupe la position W' G" dont I'homologue sur (S,) est M’ G',. Les para-
métres de distribution K, et K' sonl égaux.

En vertu de (14), on peut écrire, en désignant par d el d' les dislances des
points centraux correspondants,

>

K — d coa(ﬁ‘l,,\m) cos(l\‘l‘ll’\,,M )

1

cos (M—TN,, ’\Z?}) . oS (M—,E1 , MT{)

K — — cos(l\ﬁ]; , M_rl{:) . CO8 (M_’I{', M?(»;")

cos(l\ﬁ\”, M?’w:) . COS (MT(E' ,MTE’,)

* L. B., t. 3, p. 26, 1909.
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Par suite :

cos ()—lT\I,, N—IT?.) . cos(MTTi, , ﬁ?}) , cos(MA’Rl", M?ﬁ'.) . cos(l\fﬁ{', MTG’)
() d re—— e + d LA

cos(M‘N,, MG). cos(Ml(i‘, M?() cos(MT&', \/ITE}") . cos (\m’, M:T{’l)

Telle est la formule que nous voulions établir.

63. — Nouvel aspect des conditions que doivent remplir les surfaces gauches
qui servent de nappes focales & une congruence (W).

Soient P el P, les poinls ou les généralvrices MG el M, G, coupent les plans

asymplotes des surfaces (8,) et (S). Nous poserons

=|

b=y, MP, =

'R

el nous désignerons par :

1°) 1, m, n, lescosinus directeurs de M, G, dans le triédre principal (*) de (8);.
2) 1, m, n, lescosinus directeurs de MG dans le triédre principal de (8,);
3) 2, €, o, lescoordonnées de P, dans le premier (riédre;

) %, %, o, les coordonnées de P dans le second triédre;

5°) u el u, les mesures algébriques des segments porlés par les généralrices MG
et M,G,, les origines respectives étant P el P,.

Les équations de (S) el (S,) prennent la forme :

g X==ux +az +ad +ula+ma, +n1),
Y=y +0b3 + b +ulb, +mb +np),
( Z == Zl + (‘124 + C'a Ci + u(llcg + rnic'l + n| Va)’

g X,=x+ai+al+u(la++ma + nr),
(S, Y, =y +b624+bC+u,(b+ mb + ny),
ZZ, =z4+ci+cC+ulle+ me 4 nv).

Les plans tangents sont définis par
K Yo (X—az)+ @+ Y r(X—z)=o0,

K, W (X =) + (g, +5) B W (X —a) =o0.

(*) Voir au paragraphe 20.
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Comme au paragtaphe 58, nous sommes amenés & considérer les relations
homographiques
K +mu)+u+en =o,
K, + mu) + u(u, +¢)n,=o,

qui doivenl définir la méme cotrespondance sur les bases PG, P,G,.

Pour que cela se produise, il faul el il suffit que

(18) K,m, 4+ ¢n =o, Km+4¢n=o, ;—L‘: 12;

Ces conditions pourtaient aussi se déduire de (14) par de simples considéralions
géométriques kn patliculier, elles montient que le paramétre de distribution de (S)
s'oblient, au signe pres, en multipliant la longueuar de la porion de génératrice de (8)),
comprise enlre le pownt cenlral M, et le plun asymplole de (S), par le rapporl des
cosinus des angles que faut M, G, avec la normale au plan asymplote et la normale au
plan central de (8)

En introduisant les plans centraux, par une méthode analogue a celle que nous
venons de suivie, on obtiendiait des formules beaucoup plus compliquées sans

apporter de résultal essentiellement nouveau.




CHAPITRE VI

Applications des formules fondamentales du chapitre I
a la théorie générale des surfaces.

Les formules (4, § 4) et (24 bis, § 12) ont élé élablies en supposanl connus les
principaux poinls de la théorie des courbes gauches el la notion de plan tangent a
une surface. Elles permetlenl de délerminer aisément les éléments les plus impor -

tants qui interviennent dans I'étude d’une surface quelconque.

64. — Courbure normale et théoréme de Meusnier.

Soit une surface quelconque (R), d’équations
x=f(u,v), y =g(u, v), z = h(u, v).

On représentera par A, w, v, les cosinus directeurs de la normale. Supposons-
qu’une droite MG glisse sur une courbe (C) de (R) en restanl dans un plan normal
A la surface (R) el langenl & la courbe (C). Cette droile décril ainsi une surface
gauche (S). Cherchons la condition que doit remplir MG pour que la ligne de
striction soit précisément (C).

Nous désignerons par s l'arc de (C) et nous supposerons que MG fail un
angle 0 avec la langenle MT & cetle courbe.

Les cosinus directeurs de MG s’écrivenl

ly

. dx . ‘ . dz
a=7%xsin 64 —cosb, b==wsin0+4+—=-cosl, c=vsinb+ ——cosb.
ds s ds

La condition (2, § 2)

W dadr = o
>

devienl

o E dndr

ds ~—  ds’
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ou,

do Ddu® + 2D'dudv + D"dv?
(1) -+ 2 3 ;- — O
ds Eduw* + aFdudo + Gdv

Dans cette derniére relation, nous avons posé

ds* = Eduw’ +~ 2 Fdudv + Gdv* ,
— E didx = Ddu* + 2D'dudv + D"dv*.

La relation (4, § 4), qui s’écrit

do 4 cos ¢

ds R
entraine
() cos ¢ Ddu’ 4 2D'dudv 4 D" dv®

R =~ FEde*+ 2Fdudv + Gdv* -~

o désigne I'angle que fait le plan osculateur de (C) avec le plan normal & la
surface (R).

La formule (2) est celle qui donne la courbure normale d’une courbe (C) tracée
sur une surface (R). On en déduit le théoréme de Meusnier.

65. — Courbure géodésique.

Supposons que la génératrice MG glisse le long d’une courbe (C) d’une surface
(R) en restant, cette fois, dans le plan tangent.

L’angle (MG, MT), que nous représenterons toujours par 4, sera complé posi-
tivement dans le sens défini par la direction positive de la normale & la surface (R).

Cherchons encore la condition & remplir pour que la surface gauche (8), décrite
par MG, admette (C) pour liéne de striction.

La tangente MT a pour cosinus directeurs

dx dy dz
ds’ ds’ ds’

Ceux de la normale & la courbe (C), contenue dans le plan tangent de (R), sont
les coefficients du tableau

dx dy dz
ds ds “ds
A " v

15
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La direction de la génératrice est donc définie par
do dy dz

dr dy dz> -

= ol ds ds ds
(a,b,c)= COSG(ds’ds T + sin ‘

A W v

Par suite
dx dy dz
(&) (%)
{da, db, dc):cos(j[ (Z—f ds) ds ds

,d(dy ( J+bm‘) <

S dx dy dz 2
? dac dy dz> do.

y. v

dx dz
i ds d? ds ds ds ds | —
“+ sin 0 s 4 {cosh sin e<ds I @ S
di dw woy
La condition
1 em—
}J dadx = o
prend la forme
dx dy dz
. dx dy dz
0 — — — —_
de . ds d(ds> d<ds> d<d8>
A :J‘ v
équivalente & :
dx ‘dy dz

do 1 ) .

Telle est la condition cherchée.
Si on la rapproche de (4, § 4), on voit que

dx dy dz
€08 © I
o la . 2 3
m | T d'y dz
A . v

Cette fois, ¢ représente I'angle que fait le plan osculateur de la courbe (C) avec
le plan tangent & la surface (R). L’angle « que fait la normale principale de la

courbe (C) avec la normale & la surface a pour valeur (")

T
(.D:f.lD—'—.
2

(*) Le sens positif des rotations est le sens direct défini par MT
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Par suite
) dx dy dz
sin o 1
—_— 2 2 d?
%) R IS d*x d’y z
X n v

v

Nous retrouvons I'expression courante (‘) de la courbure géodésique d’une courbe
tracée sur une surface. On sait (*) que le second membre ne dépend que des coeffi-
cients de la forme quadratique

ds* = Edu’® + 2 Fdudv 4+ Gdv*.

, , , ) d0 .
Par conséquent, au cours d'une déformation, 5 comsene la méme valeur. Si
as

la surface (R) se déforme en entrainani, dans chaque plan tangent, la génératrice
correspondante de (S), la nouvelle surface (S') oblenue posséde pour ligne de stric-
tion la déformée de (C).

On retrouve ainsi la proposition due a M. Darboux (*) qui en a tiré une explica-

tion géométrique de la méthode utilisée par Weingarten dans la recherche des sur-
faces admettant un élément linéaire donné.

66. — Théoréme d’Enneper-Beltrami.

Les normales 4 la surface (I}), mences le long de la courbe (C), engendrent une
surface (S). Pour que la courbe (C) soil la ligne de striction de (8S), il faut et il
suffit qu’elle soit asymptotique sur (R). C’est une conséquence immeédiate de (1, § 64).

Le paramétre de distribution de (S) a une valeur définie par

ds*
«17‘2 = —.,
h ds*
Or, nous pouvons écrire (*)
do* = — I, ds* + h, Y d)dz,

en désignant par k, et h, la courbure tolale el la courbure moyenne relatives a la
surface (R).

(") E. Vessior. Legons de géomélrie supérieure, p. 30, 1919.
(®) Méme ouvrage, p. 31.
(*) G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, t. 4, p. 343, 1925.
B. GaMBier. Déformation des surfaces étudiées du point de vue infinitésimal, Mémorial
des Sciences malhématiques, fascicule 26, 1927, p. 47.
*) L. B., t. 1, p. 225, 1927.
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Le long de (G)

dedxzo.

Dans ces conditions
1
K = — —,
k

1

Comme la ligne de striction est une trajectoire orthogonale des génératrices.
Pon a aussi (*)

K=T.

1
T = —_——
i\/ K,

Nous obtenons ainsi la formule de laquelle on déduit le théoréme d’Enneper-
Beltrami.

Par suile

Remarquons aussi que la relation (g, § 56) donne

en désignant par k, la courbure totale de (S) le long de (C).

Les deux surfaces (R) et (S) ont la méme courbure totale le long de la ligne
asymptotique (C).

Les quelques pages de ce chapitre ont montré, dans un domaine élémentaire, le
role que 'on peut attribuer & la géométrie réglée dans ’étude de> surfaces quelcon-
ques. Signalons, & ce propos, les belles recherches de G. Keenigs(*) et le remarquable
ouvrage que vient de publier M. Lucien Godeaux(’).

(*) Formule (24 bis, s 12).
(*) La géométrie réglée et ses applications, Gauthier-Villars, 18g5.
Sur les propriétés infinitésimales de Uespace réglé, Annales de I'Ecole Normale Supé-
rieure, 1882.
(*) La théorie des surfaces et Uespace réglé, Actualités scientifiques, n® 138, 1934, Hermann.

(Cet ouvrage comprend une riche bibliographie sur la géométrie projective diffé-
rentielle)
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M. Lucien Godeaux donne une synthése attrayante de ses récents travaux de géo-

métrie projective différentielle. Nous indiquerons seulement qu’il utilise la repré-

sentation de I'espace réglé sur une hyperquadrique (Q) d’un espace linéaire 4 cing

dimensions, ainsi que les propriétés d’une suite de Laplace (L) autopolaire par rap-

port & (Q). Les propriétés de cette suite conduisenl naturellement & celles de la

quadrique de Lie, des directrices de Wilczynski el du quadrilatére de Demoulin.

en

10.

11.

12.
13.
14.

15

Toutes ces questions ont fait 1'objet d’'un grand nombre d’études ot I’'on trouve,
particulier, les noms de MM. Demoulin, Finikoff, Rozet et Tzitzeica.
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