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PREMIÈRE THÈSE

SUR LA TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES HOMOGÈNES

Préface. Les propriétés d'un espace homogène dans lequel opère un
groupe transitif de Lie expriment simplement les propriétés de ce groupe. Il
serait intéressant de savoir les relations entre la topologie d'un tel espace et
les propriétés de son groupe de structure. Nos connaissances à ce sujet sont
encore très incomplètes. Cependant, dans ses recherches concernant les
groupes simples et les espaces homogènes symétriques, M. E. Cartan est arrivé
à des résultats remarquables qui font connaître certaines de ces relations. Un
des résultats les plus surprenants ramène la détermination des nombres de Betti
d'un espace riemannien symétrique clos à un problème purement algébrique
concernant le groupe linéaire d'isotropie de cet espace. Il existe une classe
d'espaces riemanniens symétriques clos qui sont réalisés par des variétés algé-
briques complexes. Dans ce mémoire nous nous proposons d'étudier les
propriétés topologiques des espaces de cette classe. La méthode indiquée par
M. E. Cartan pour calculer les nombres de Betti revient, pour ces espaces, à
décomposer certains groupes linéaires en groupes irréductibles. Ce sera l'une
des méthodes employées. Comme les espaces considérés ont des définitions
géométriques simples, nous avons cherché une deuxième méthode, qui utilise
des procédés habituels à la topologie, à savoir les déformations et les subdivi-
sions en cellules. Par cette deuxième méthode on peut déterminer d'une façon
élémentaire les bases d'homologie et les groupes de Poincaré. Nous étudierons
ainsi tous les espaces de la classe considérée et nous appliquerons la deuxième
méthode à certaines autres familles de variétés algébriques. Nous démon-
trerons par la topologie certaines formules de géométrie énumérative, en
particulier une formule importante due à H. Schubert.

Pour faciliter la lecture de ce mémoire, nous rappelons dans la première sec-
tion quelques notions et quelques résultats qui jouent un rôle fondamental dans
les travaux déjà mentionnés de M. E. Cartan. En ce qui concerne la topologie,
nous renvoyons à un ouvrage de M. S. Lefschetz: "Topology" (voir l'index
bibliographique). Au sujet des propriétés classiques des variétés étudiées, on
trouvera des renseignements très complets dans un article de C. Segre: Mehrdi-
mensionale Raume.

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma profonde reconnaissance à M. Elie
Cartan et à M. Salomon Lefschetz qui ont bien voulu montrer de l'intérêt
pour mon travail. Leurs critiques et leurs suggestions m'ont grandement aidé
au cours de mes recherches.
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I. Généralités sur les espaces homogènes1

1. Définitions et propriétés générales. Un espace homogène du type le plus
général est un espace topologique dont le groupe des homéomorphies est

1 Voir E. Cartan, a et b. Pour les titres complets des articles et des ouvrages cités
voir l'index bibliographique.
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transitif. Dans la suite nous réservons le nom d'espace homogène à une
variété topologique à n dimensions qui est transformée transitivement par un
groupe fini et continu G. Ce groupe sera appelé le groupe de structure de l'espace
et nous supposerons que c'est un groupe fini et continu de Lie.

Soit E un tel espace homogène, G son groupe de structure et g le plus grand
sous-groupe de G qui laisse invariant un point O de l'espace, g est un sous-
groupe fermé dans G. En outre g ne contient pas de sous-groupe invariant
dans G, si aucune transformation de G ne laisse fixes tous les points de E. G est
supposé connexe. Le groupe g s'appelle groupe d'isotropie ou groupe des rota-
tions autour de 0.

A un point M arbitraire de E on peut faire correspondre l'ensemble Sg de
toutes les transformations de G amenant O en M. On les obtient en effectuant
successivement une transformation arbitraire de g et une transformation particu-
lière S qui amène O en M. Réciproquement étant donné un groupe G, soit g
un sous-groupe fermé dans G. L'ensemble de G et de g peut servir à définir
un espace homogène E dont les points correspondent aux ensembles de trans-
formations Sg de G. Il y aura une correspondance ponctuelle entre les points
de E et les points de la variété du groupe G. Un point de G a pour image un
point unique M de E, mais un point M de E correspond à un ensemble de
points Sg de G. Un voisinage du point M dans E se compose des images
des ensembles sSg, où s est un élément arbitraire d'un voisinage Vo de l'élément
unité dans G. Ainsi un voisinage du point 0 se compose des images des ensem-
bles sg. Supposons que les paramètres dans une région autour de l'élément
unité de G soient des paramètres canoniques. Chaque transformation dans
cette région est alors représentée d'une manière et d'une seule par le symbole
eiXi + e2X2 + • • • + enXn + en+1Xn+1 + • • • + erXr. Le sous-groupe g, qui
est fermé dans G, est un groupe de Lie et nous supposerons que sa partie con-
nexe contenant l'élément unité est engendrée par Xn+i, • • • , Xr-i, Xr. Si Fo

est suffisamment petit, tout élément s de \\ est le produit d'une transformation
bien déterminée de g par une transformation bien déterminée t de Fo représentée
par eiXi + e2X2 + • • • + enXn. Cela veut dire que la variété sg coupe l'hyper-
plan en+i = eM2 = • • • = er = 0 en un seul point t à l'intérieur de VQ. Le
point P qui représente dans E l'ensemble sg est en correspondance biunivoque
avec le point t de paramètres (ely e2, • • • , en). Tout autre point de G corres-
pondant au point P est représenté d'une manière et d'une seule par un produit
tg. Donc la région de G qui a pour image sur E un voisinage V'o suffisamment
petit de O e&t le produit topologique de Vo et de g.

Une transformation T de G fait correspondre au point M, image de Sg, le
point M', image de TSg. En particulier S~l transforme le voisinage VoSg du
point M en un voisinage S"1 VQSg du point 0. Les points de ce dernier voisinage
sont encore en correspondance biunivoque avec des points t de paramètres
(ei, e2} • • • , en). En revenant au point M par la transformation S, on voit
qu'un voisinage Vo de M a pour image dans G le produit topologique de Vo

et de g. Cette propriété a lieu pour un voisinage suffisamment petit d'un
point quelconque de E; mais, en général, la variété de G n'est pas globalement
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le produit topologique de E et de g. E est un espace de décomposition pour
la variété G. Les propriétés d'un espace homogène ne traduisent ou ne révèlent
que des propriétés de son groupe de structure. Cette remarque s'applique en
particulier aux propriétés topologiques. L'existence même de ]a décomposition
de la variété G qui fournit l'espace homogène E est une propriété topologique
de G, qui permettrait peut-être d'arriver encore à de nouveaux résultats.

2. Groupe de Poincaré d'un espace homogène. Le groupe de Poincaré
de l'espace homogène E dépend d'une façon assez simple des propriétés de
l'ensemble de G et de g.

Toute courbe dans G a pour image une courbe dans l'espace homogène E.
Tout arc OM dans E peut être recouvert par un nombre fini de voisinages Vo

dont chacun a pour image dans G une région qui est le produit topologique de
ce voisinage avec g. On obtient alors sans peine un arc continu IS dans G
qui a pour image l'arc OM. On peut aussi trouver dans G deux arcs voisins
ayant pour images dans E deux arcs voisins donnés. Si l'on déforme l'arc OM
d'une façon continue en laissant les points O et M fixes, on peut définir une
déformation correspondante de l'arc IS, I restant fixe et S se déplaçant en
général sur l'ensemble Sg. Etant donnée dans E une courbe fermée orientée C
partant de O et y revenant, il lui correspond dans G une courbe orientée allant
de l'élément unité / à un point J de g.

Le sous-groupe g peut se composer de plusieurs parties connexes g^ gi, • • •, Qi.
La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C soit réductible à O
par déformation continue est qu'il lui corresponde dans G une courbe IJ qui
soit déformable en une courbe située sur g0, le point I étant fixe et J pouvant
se déplacer d'une façon continue sur g. Le point J se trouvera alors nécessaire-
ment sur 0o. On peut alors définir dans la variété de G un groupe T isomorphe
au groupe de Poincaré de l'espace E. Une courbe allant de / à un point Ja

de la variété ga représente un élément du groupe. Soient deux courbes IJa

et IJp. Si S est le point général de la courbe IJ$, le point SJa décrit une
courbe JaJy allant du point Ja au point Jy = JpJa. La courbe composée de
IJ'a et JaJy représentera le produit des deux éléments de r correspondant à
IJa et IJ 0. L'élément unité du groupe sera représenté par toutes les courbes
IJo qui sont déformables en des courbes situées sur gQ, en supposant I fixe et Jo

mobile sur g0. Le groupe r a pour sous-groupe invariant le groupe r0 repré-
senté par les courbes ƒ Jo. Le groupe quotient r / r 0 est isomorphe au groupe
quotient g/gQ. En particulier, si g est connexe le groupe T se réduit à Fo. Si le
groupe G est simplement connexe, Y se réduit à g/g0.

Si G n'est pas simplement connexe, on peut considérer la variété simplement
connexe de recouvrement de G C'est la \anété d'un groupe G. gQ a pour
image dans G une variété g0 formant un sous-groupe de G. g0 n'est pas néces-
sairement connexe. Si g'Q est la partie connexe de g0 contenant l'élément
unité, le groupe discontinu go/g'o est isomorphe au groupe To. Si g est le plus
grand sous-groupe de G recouvrant g, le groupe T est isomorphe au groupe
quotient g/g'o
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3. Espaces homogènes orientables et non orientables. Considérons un

point P infiniment voisin de 0. Il définit un vecteur infiniment petit OP ou
une direction issue de 0. Le point P se déduit de O par une transformation
infinitésimale dXi + • • • + enXn bien déterminée et les quantités eh e2, • • - , en

peuvent être considérées comme les composantes du vecteur OP. Etant donnés

n vecteurs infiniment petits OP\, OP2, • • • , OPn, nous dirons que le simplexe
OP1P2 " - Pn est de sens positif lorsque le déterminant \e{\)\ des composantes
de ces vecteurs est positif. Si le déterminant a une valeur négative, le simp-
lexe est dit de sens négatif. Etant donnée une courbe allant de 0 à M, on peut
la considérer comme image d'une courbe dans la variété G allant de l'élément
unité ƒ à un élément S. La courbe IS définit un déplacement continu le long
de la courbe OM amenant le simplexe OP1P2 • • • Pn en un simplexe MQ1Q2
• • • Qn. Soit en particulier une courbe fermée (C) passant par 0. On peut
lui faire correspondre dans G une courbe allant de 7 à un élément R qui appar-
tient à g. Le déplacement le long de la courbe (C) amène le simplexe 0P\P2

• • • P n en un simplexe OQ1Q2 • • • Qn. Un point P correspondant à une trans-
formation infinitésimale s est amené au point Q correspondant à la transforma-
tion Rs ou (RsR~x)R. Le point Q est donc défini par la transformation
infinitésimale RsR"1 qui se déduit de s par une opération du groupe adjoint
linéaire de G. Lorsque R varie d'une façon quelconque dans g, cette opération
engendre un sous-groupe du groupe adjoint linéaire. Comme elle laisse invari-
antes les transformations infinitésimales de g, les variables e1} • • • , en sont
transformées entre elles suivant les transformations d'un groupe linéaire 7. Ce
groupe indique simplement comment le groupe g transforme entre eux les
vecteurs infiniment petits d'origine 0. Nous l'appellerons groupe linéaire d'iso-
tropie. Si le déterminant de l'opération de 7 correspondant à R est positif, le
simplexe OQ1Q2 • • • Qn a le même sens que le simplexe primitif. Si ce déter-
minant est négatif, le déplacement le long de la courbe fermée (C) ramène le
simplexe au point 0 avec un sens opposé.

L'espace E sera orientable lorsque le déterminant de y est toujours positif. Il
sera non orientable lorsque ce déterminant n'a pas son signe constant. En particu-
lier si g est connexe, le déterminant de 7 ne peut pas changer de signe et l'espace
E est orientable. Ainsi la variété d'un groupe est toujours orientable.

Le groupe 7 est en relation avec d'autres propriétés de l'espace E. Rap-
pelons que l'existence dans E d'une métrique riemannienne invariante par G
revient à l'existence d'une forme quadratique définie positive en ei, e2y • • • , en

invariante par le groups 7.

4. Les invariants intégraux d'un espace homogène à groupe fondamental clos.2

Un invariant intégral de degré p de l'espace homogène E est une intégrale ƒ12
de degré p dont l'élément Î2 est invariant par G. 12 est une forme extérieure
%Alll2...%p [dxix dxH • • • dxtp] dont les coefficients Ailt2...tp sont des fonctions

2 Voir E. Cartan, b.
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uniformes des coordonnées xh x2, • • • , xn d'un point M dans l'espace E. Les
produits extérieurs [dxtl dxt2 • • • dxlp] sont les composantes d'un p-vecteur formé
de p vecteurs infiniment petits d'origine M.

La forme 12 sera complètement déterminée par sa valeur 12° au point 0, soit
12° = 2A°t2.. ipldx^dx^ • • • dxlp]. On peut considérer comme composantes d'un

vecteur infiniment petit OP soit les différentielles correspondantes dxi, • • • , dxn,
soit les paramètres «i, co2, • • • , œn de la transformation infinitésimale
wiXi + co2X2 + • • • + conXn qui amène 0 en P . Les wt sont des formes
linéaires indépendantes par rapport aux dx%. Donc 12° peijt se mettre sous la
forme 2J3lll2 ..lp [^nœ%2 • • • utp\. Une transformation R du groupe des rotations

g amène le vecteur OP de composantes <at en un vecteur OP' dont les compo-
santes wt se déduisent des w% par une transformation du groupe linéaire 7. Le
fait que 12° est invariant par g se traduit par l'égalité:

2Blil2. Xp [œtl <âH • • • œlp] = 2£ll72 . lp [w^ col2 • • • cotp]

c'est-à-dire la forme 2£4ll2. . lp [wM co», • • • colp] est une forme extérieure à coefficients
constants invariante par le groupe linéaire 7.

Réciproquement toute forme extérieure 25 î l l2>. ,p[w„w4 • • • u1p] à coefficients
constants invariante par 7 définit un invariant intégrale 12 de l'espace E.

Donc la recherche des invariants intégraux de Vespace homogène E revient à la
recherche des formes extérieures 'LBlll2...lp [wtlcot2 • • • œlp] invariantes par le groupe
linéaire 7.

Si le groupe de structure G de l'espace E est clos on a deux théorèmes impor-
tants démontrés par M. E. Cartan:

a) Toute intégrale de différentielle exacte est équivalente à un invariant intégral.
b) Tout invariant intégral équivalent à zéro est la dérivée extérieure d'un invariant

intégral dont le degré est moindre d'une unité.
Les intégrales que l'on considère sont des intégrales multiples ƒ12 régulières3

dans tout l'espace. Rappelons qu'une telle intégrale ƒ12 est dite intégrale de
différentielle exacte, si la dérivée extérieure 12' de 12 est identiquement nulle.
L'intégrale ƒ12 est dite équivalente à zéro, si la forme 12 est la dérivée extérieure
d'une forme II dont le degré est moindre d'une unité. Plusieurs intégrales de
différentielles exactes sont dites linéairement indépendantes, lorsqu'aucune
combinaison linéaire de ces intégrales n'est équivalente à zéro.

Il résulte des théorèmes (a) et (b) que, &i l'espace E admet en tout np formes
invariantes de degré p, linéairement indépendantes au sens algébrique ordinaire,
et si vp de ces formes sont à dérivée extérieure nulle, le nombre d'intégrales de dif-
férentielles exacte s linéairement indépendantes de degré pest égal à vp + Vp-i — np-i.

Un espace homogène E dont le groupe de structure est un groupe de Lie
forme une variété analytique sans singularités. Il en existe par suite une sub-
division polyédrale définissant une multiplicité (en anglais "manifold") du point

3 Voir G. de Rham, a.
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de vue de la topologie combinatoire.4 G étant clos, l'espace E forme une variété
analytique close à n dimensions dont une subdivision polyédrale fournit un
complexe analytique fini. Cette variété rentre dans la catégorie des variétés
closes au sujet desquelles M. G. de Rham a démontré le résultat fondamental
suivant :5

Le nombre d'intégrales de différentielles exactes de degré p linéairement indé-
pendantes est égal au nombre de Betti relatif à la dimension p.

La considération des invariants intégraux fournit ainsi une méthode pour
déterminer les nombres de Betti d'un espace homogène à groupe fondamental
clos. Soit Rp le nombre de Betti relatif à la dimension p. On a: Rp =
vv + Vp-i — Wp_i. Cette méthode se simplifie dans le cas des espaces homo-
gènes symétriques.

5. Les espaces homogènes symétriques.6 Un espace homogène E qui a
G pour groupe de structure et g pour groupe d'isotropie au point O est dit
symétrique s'il existe une transformation ponctuelle o-0 de cet espace ayant les
propriété suivantes:

1. oo est involutive.
2. O est un point invariant isolé pour <r0.
3. oo est une automorphie de G.
4. La partie connexe de g contenant la transformation identique est le plus

grand sous-groupe continu de G dont toutes les transformations sont invariantes
par 0-o. L'existence d'une "symétrie" <r0 par rapport au point O entraîne
l'existence d'une symétrie analogue par rapport à un point quelconque de
l'espace et toutes ces symétries sont transformées entre elles par le groupe G.

Les résultats rappelés au §4 se simplifient ici en vertu du théorème suivant:
Tout invariant intégral d'un espace homogène symétrique est une intégrale de

différentielle exacte.
Donc si l'espace homogène symétrique E est clos, le nombre d'intégrales de

différentielles exactes linéairement indépendantes de degré p, ou encore le nombre
de Betti Rp, est égal au nombre d'invariants intégraux de degré p linéairement
indépendants dans le sens algébrique ordinaire. On connaîtra les nombres de
Betti si l'on sait trouver le nombre d'invariants linéaires du groupe linéaire yp

qui indique comment les formes extérieures [elv eti • • • elp] sont transformées par
le groupe linéaire d'isotropie y.

y étant un groupe clos, il existe une forme quadratique définie positive
invariante par y et par suite une métrique riemannienne à ds2 défini positif
invariante par G.

La détermination des espaces riemanniens symétriques se ramène à la déter-
mination de ceux que sont dits irréductibles. Pour un espace irréductible, le

4 Voir au sujet de cette subdivision- S. Lefschetz, a, p. 364-366. S. Lefschetz and
J. H C. Whitehead, a B O Koopmanend A. B. Brown, a.

5 G. de Rham, a, chap. III, p. 73.
6 Voir E. Cartan, a, b et c.
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groupe 7 est irréductible dans le domaine réel des variables eu e2, • • • , e».
Laissons de côté les espaces riemanniens symétriques ouverts qui sont tous
homéomorphes à l'espace euclidien. Les espaces symétriques irréductibles clos
se répartissent en deux catégories. La première catégorie comprend les espaces
des groupes simples clos.7 La deuxième catégorie8 comprend les espaces dont le
groupe de structure G est un groupe simple clos, le groupe aVisotropie g, ou au
moins sa partie connexe contenant l'élément unité, étant le plus grand sous-groupe
continu de G dont toutes les transformations sont invariantes par une automorphie
mvolutive de G.

Pour les espaces de la deuxième catégorie, deux cas peuvent se présenter.
Dans le premier cas, le groupe linéaire d'isotropie est un groupe linéaire simple
ou semi-simple et irréductible même dans le domaine complexe des variables
eh e2, • • • , en. Dans le deuxième cas, le groupe linéaire 7, qui est toujours
irréductible dans le domaine réel des variables e\, e2, • • • , en, est réductible dans
le domaine complexe de ces variables. Il transforme entre elles n/2 variables
Ui, U2, • • • , un/2, combinaisons linéaires à coefficients complexes des ei, e2, • • • , en,
ainsi que les n/2 variables üh û^ • • • , w*/2, combinaisons linéaires de e]f e2, • • • , en

à coefficients complexes conjugués des précédents. Le groupe 7, opérant sur
ces nouvelles variables, laisse invariante la forme d'Hermite

U1Ü1 + U2Û2 + • • • + Unf2Ûn/2

et contient toujours le groupe à un paramètre uk = e^ui. 7 sera le produit
direct de ce groupe à un paramètre et d'un groupe simple ou semi-simple y'.
Les espaces correspondant à ce deuxième cas forment une classe d'espaces
riemanniens symétriques clos qu'on peut considérer comme analytiques complexes.
Considérons particulièrement les espaces de cette dernière classe.

Pour déterminer les nombres de Betti d'un tel espace, il faut déterminer le
nombre d'invariants linéaires du groupe yp qui indique comment 7 transforme
les formes extérieures [elYel2 • • • elp], ou [u%ï • • • ulaûla+l • • • ûlp] avec les variables
u% et û%. Une combinaison linéaire de ces formes n'est invariante par la trans-
formation

u'k = elOuk

_/ -%eûkUk = e~wUk

que si elle se compose de formes ayant autant de variables uk que de variables
ük. En particulier il n'existe pas de forme extérieure invariante de degré impair.
Donc les nombres de Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls.

Considérons alors les formes extérieures de degré 2s, combinaisons linéaires
des formes [utx • • • u%8 ûn • • • û3s]. Elles sont transformées par y' suivant un
certain groupe linéaire 72\. Le nombre de formes de degré 2s invariantes par
7, c'est-à-dire le nombre d'invariants linéaires du groupe y'2 8 , est égal à la valeur

7 Voir E Cartan, d.
8 Voir E. Cartan, e.
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moyenne du caractère de y2a* On voit que le caractère de y2 s est le produit des
caractères des groupes linéaires y'8 et y"8 qui indiquent comment y' transforme
les formes [ult u%2 • • • ul8] et [ütl ül2 • • • ü%8\. Donc le caractère de y2a est égal
au carré du module du caractère de7 s . Pour en trouver la valeur moyenne,
on peut décomposer le groupe linéaire y"8 en groupes linéaires irréductibles. Si
Ton obtient k groupes linéaires irréductibles non équivalents entre eux, ces
groupes figurant respectivement v± fois, v2 fois, • • • , vk fois dans la décomposition,
la valeur moyenne du carré du module du caractère de 7 s est égale à

v\ + A + ... + "L
C'est aussi le nombre de Betti R2s.

En particulier y[ est irréductible et par suite les nombres de Betti R2 et
Rn-2 sont égaux à l'unité.

Abstraction faite de deux espaces exceptionnels correspondant à un groupe
simple de type exceptionnel, cette dernière classe d'espaces symétriques clos
comprend les espaces suivants:

L'espace projechf complexe.
L'espace des variétés planes à p dimensions de l'espace projechf complexe à n

dimensions.
La quadrique complexe non dégénérée.
L'espace des variétés planes à p dimensions génératrices de la quadrique complexe

à 2p dimensions.
L'espace des variétés planes à p dimensions qui appartiennent à un complexe

linéaire non dégénéré de l'espace projectif complexe à 2p + 1 dimensions.
L'étude des espaces de cette classe sera l'objet principal de ce mémoire.

Nous appliquerons la méthode que nous venons de rappeler et qui conduit à
des problèmes intéressants concernant certains groupes linéaires.10 Comme
tous les espaces de cette classe ont une définition géométrique très simple, il
sera intéressant d'étudier leur topologie aussi par une méthode plus directe qui
donne des renseignements plus précis et qui s'applique à un grand nombre
d'autres variétés algébriques.

II. Les variétés de Grassmann considérées comme des espaces
homogènes symétriques

6. Le groupe de structure et le groupe d'isotropie. L'ensemble des variétés
planes à k dimensions d'un espace projectif complexe à n dimensions définit
une variété algébrique V appelée variété de Grassmann. En définissant chaque

variété plane à k dimensions par l'ensemble de ses f , J coordonnées plûcker-

iennes homogènes pWl %k, on obtient une représentation biunivoque de la

9 Voir pour la théorie des caractères- H Weyl, a.
10 Au sujet de l'application de cette méthode à l'espace projectif complexe, à l'espace

des droites de l'espace projectif à 3 dimensions et à la quadrique complexe, voir E Cartan,
b et g.
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variété V par une variété algébrique sans singularités de l'espace projectif à

( h 4. i ) ~ 1 dimensions. (Nous désignons par ( j* J le nombre de combinaisons

b à b de a éléments.) La variété V est connexe, car elle est transformée transi-
tivement par le groupe projectif complexe, qui est connexe.

La variété V peut être considérée comme un espace homogène symétrique clos.
Considérons en effet le groupe hermitien elliptique, c'est-à-dire le groupe pro-
jectif G

(1) x[ = 2 al3 x„ (i, j , = 0, 1, . •. , n)

qui laisse invariante la forme d'Hermite x0 x0 + xx xx + - • • + xn xn. Si A est
la matrice de la transformation (1) et À* la matrice imaginaire conjuguée
transposée, on a: A À* = 1. Nous pouvons supposer | A | = 1. Les trans-
formations infinitésimales sont:

ÔXi = S <XtJ X], ŒtJ -f- ÔLj% = 0 .

Nous désignerons toujours par [k] une variété plane à k dimensions. Soit la
variété plane [k]o définie par les équations Xi+i = xu+2 = - • - = xn = 0. En
appelant y0, yly • • • , yq les n — k dernières variables xk+i, xk+z, • • • , xn, le plus
grand sous-groupe g de G qui laisse invariante la variété plane [&]o a pour
équations:

x\. = S <v i x3 (h ƒ = 0, 1, • • • , k)

(s)
y'., = 2bt.tyt (i,ï = 0, 1, . . . , q)

C'est aussi le plus grand sous-groupe continu de G qui soit invariant par
l'involution:

x'o = xo, x[ = Xi, . • • , x[ = xk, i/o = — 2/o, 2/i = — 2/i, • • • , y'q = - yq.

Cette involution est une automorphie involutive de G. L'ensemble de G et de g
définit donc un espace homogène symétrique clos.

Chaque transformation infinitésimale de G se décompose d'une manière et
d'une seule en une transformation infinitésimale de g et une transformation
infinitésimale de la forme:

ÔXj = — S ûtf yi (i = 0, 1, • • • , q)

èyt = S ut, xf (j = 0, 1, • • • , k)

Celle-ci transforme la variété [&]0 d'équations y0 = yi = • • • = yq = 0 en une
variété [k] d'équations:

(2) yt = <*a Xj.

Les (k + 1) (n — k) paramètres complexes œt] peuvent être considérés comme
les coordonnées complexes de cette variété plane. Les équations de toute
variété plane [k] voisine de [k]0 peuvent se mettre sous la forme (2). Le groupe
G est donc transitif dans la variété de Grassmann V au voisinage de l'élément
[k]0. Les transformés de [k] par le groupe clos G engendrent une variété close
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V', qui devra être une région de V n'ayant pas de frontière dans V. Par suite
V' est confondu avec V. La variété de Grassmann V peut donc être considérée
comme l'espace nemannien symétrique clos défini par G et g.

Sous forme symbolique, les équations de g s'écrivent :

Or') = (a) (x)

(y') = (6) (y)

avec les conditions: (a) (â)* = 1, (b) (&)* = 1, | a | . | b | = 1. Soit (co) la
matrice des paramètres «„. Etant donnée la transformation infinitésimale

{by) = (co) (x),

cherchons sa transformée par une transformation de g. On aura:

W) = 0>) (Sy) = (6) («) (*) = (b) («) (o)-» (x').

La transformation infinitésimale cherchée est donc définie par la matrice («'):

(«') = (6) («) (a)-i = (6) («) (à)*.

La matrice (co) est donc transformée comme la matrice dont les éléments sont
les produits y% xv Posons

(a) = e* fa), (b) = ^ (60,

les matrices (a{) et (6]) étant unimodulaires. On aura: e«<*+i><H-»<«+i>* = 1.

(3) (w') = é^^rt (bx) (œ) (fiO* = ^ (&,) (co) (âO*.

Le groupe linéaire d'isotropie est le groupe linéaire y qui opère sur les paramètres
œtJ et o)tJ et qui est définie par l'équation (3). Il est du type considéré à la fin
du §5. Le groupe linéaire qui opère sur les œtJ seuls est le produit de groupe
d'équation (co') = et9 (co) et du groupe y" défini par:

(co') = (60 (co) (âO*

Désignons par gfc et Qq les groupes linéaires unimodulaires unitaires opérant
respectivement sur les variables x0, • • • , xk et sur les variables y0, • • • , yq.
Le groupe y" est identique au groupe suivant lequel sont transformés les produits
yt Xj lorsque les variables x} et yx subissent respectivement les transformations des
groupes $ketqq.

7. Détermination des invariants intégraux et des nombres de Betti.
Déterminons les invariants intégraux de l'espace nemannien symétrique réalisé
par la variété de Grassmann V. D'après le §5, il suffit de déterminer les formes
extérieures à coefficients constants des variables co,, et w„, ces formes étant
invariantes par y. Il n'y a pas de forme extérieure invariante de degré impair,
c'est-à-dire les nombres de Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls. Pour
chercher les formes invariantes de degré 2s, nous décomposons en groupes
irréductibles le groupe y[ qui opère sur les formes extérieures [<atül • • • œtsJs]
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lorsque les variables o)t] subissent les transformations de y". Nous employons
la méthode des poids dominants de M. E. Cartan.11

y" est une représentation linéaire irréductible du groupe semi-simple §k X fis,
produit direct de $k et de gg. Nous considérons le sous-groupe abélien de y"
correspondant aux transformations infinitésimales:

àxj = X, x„ (j = 0, 1, . . . , k)

&y% = M» y%, (i = 0, 1, • • • , q)

où les X,- et les /x» sont imaginaires pures et satisfont aux relations / . X, = 0
3

et 2J M» = 0. Par rapport à ce sous-groupe abélien, la variable x3 est de poids

X„ y% est de poids ^ et wt] est de poids X, + nt. La variable [wtlJl • • • ul83s\ est
de poids \3l + • • • + \]8 + /xtl + • • • + MIS- Ce poids est une forme linéaire
à coefficients entiers:

II (X, /x) = m0 Xo + • • • + mk Xfc + n0 Mo + • • • + nq nq

où m0 + mi + • • • + mk = no + ni + • • • + nq = s. Le poids n (X, n) est
dit plus haut qu'un autre poids II ' (X, JU) défini par des entiers m'3 et n[ lorsque:

m3 — mk ^ m3 — mk, (j = 0, 1, • • • , k — 1)

nl - nq ^ n[ - nq, (i = 0, 1, • • • , q - 1),

l'une au moins de ces conditions étant une inégalité. D'après un théorème
fondamental de M. E. Cartan, tout groupe irréductible Fs contenu dans ys est
complètement déterminé par sa variable dominante. Pour qu'une variable u,
c'est-à-dire une combinaison linéaire de formes extérieures [œll3l • • • colg3j, soit
la variable dominante d'un groupe irréductible Fs, il faut et il suffit que le poids
de u soit plus haut que le poids de n'importe quelle variable transformée de u.

Au lieu de considérer seulement les transformations des groupes unitaires
9̂  et oc, appliquons aux variables x3 et y% les transformations des deux groupes
linéaires unimodulaires à coefficients complexes arbitraires. Les produits x3y%

subissent alors les transformations d'un groupe semi-simple yfn. C'est le groupe
à paramètres complexes qui a la même structure que le groupe unitaire 7".
Toute représentation linéaire F de y" peut être élargie en une représentation
linéaire r ' de 7" ' . Si r ' est irréductible, r l'est également, et réciproquement.12

Appliquons donc aux variables cotJ les transformations du groupe y'". Pour
que u soit une variable dominante, il faut et il suffit que son poids soit plus
haut que le poids de toute variable transformée. Il suffit de considérer les
transformations infinitésimales de y1" qui correspondent aux transformations
infinitésimales jy df/dx3 et yx> df/dyt. A une variable de poids n elles font corres-
pondre une variable de poids n + \' — X, ou II + JU»' — M»- Ainsi pour que

11 Voir E. Cartan, ƒ et H. Weyl, a.
12 Voir H. Weyl, a, p. 289-290.
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u soit variable dominante, il faut et il suffit que les transformées de u par
Xj> df/dXj ou y%> df/dyt soient identiquement nulles lorsque j ' < j ou i' < i.

Soit u une combinaison linéaire de formes extérieures [œtl3l • • • œt8U]. Pour
que u soit une variable de poids n(X, /z), il faut et il suffit qu'elle ne soit composée
que de formes extérieures de poids II(X, /z). Si II(X, /x) est le poids dominant
d'un groupe irréductible T8, on a:

Î»O è Wi ^ • • • è w<k, no ^ Wi ^ • • • ^ nqf

car en permutant les X; entre eux et les n% entre eux, on obtient encore des
poids de rs. En permutant convenablement les œl3 dans chacune des formes
extérieures [œn]l • • • w1rt8], on peut d'abord écrire les ra0 variables œt] dont l'indice
j est égal à 0, puis les wi variables œtJ dont l'indice ^ est égal à 1, etc. On
arrangera les variables «„ qui correspondent à une même valeur de j de telle
façon que leurs indices i soient rangés par ordre croissant de gauche à droite.
u aura alors la forme suivante:

u =

Dans cette expression, P(() désigne une permutation P à effectuer sur les indices
ii, i%, • • • , i9, et aP est un coefficient dépendant de la permutation P. Nous
allons ranger les termes de cette expression dans un ordre bien déterminé.
Prenons d'abord les termes dans lesquels le premier indice i a la plus petite
valeur. Parmi ceux-ci prenons les termes dans lesquels le deuxième indice i a
la plus petite valeur. En continuant la sélection d'après le même principe, on
arrive finalement à un terme bien déterminé, qui sera pris comme premier
terme. Le deuxième terme sera obtenu de la même façon parmi les termes
restants. On voit qu'on pourra ainsi ranger tous les termes.

Soit Ko • • • wîmoo ̂ i^+ii • • • ] Ie premier terme. Nous allons montrer qu'il
est égal à la forme extérieure

[cOooWio * • • COjno-ioCOojCOii • • • « O T l - l l • • • ] ,

que nous designons par v. Soit ih le premier des indices iif - - - , imo tel que
ih > h — 1. Posons ih = p et appliquons la transformation infinitésimale
yh-\ df/dyp. La variable transformée de u doit être identiquement nulle. Or
c'est la somme des termes qji'on déduit des termes de u en remplaçant par
h — 1 un quelconque des indices i qui est égal à p. En particulier, en rem-
plaçant dans le premier terme de u l'indice ih par h — 1, on obtient une forme
extérieure qui ne peut figurer qu'une fois dans la variable transformée de u.
Par conséquent il n'y a pas d'indice ih tel que ih > h — 1. Ce raisonnement
montre que le premier terme de u est égal à v. Or v est une variable dominante
de poids II(X, /i). Donc u — v est une variable dominante de poids II(X, /x).
Ainsi le deuxième terme de u devrait être un multiple de v, c'est-à-dire la
variable u se réduit simplement à la forme extérieure v.

A tout ensemble d'entiers (ra0, mu . • • , mfc), tel que

m0 + mi + • - • + mk = s, q+l = n — k}tmo^mi^...£>mk^O
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correspond une variable dominante, [woo îo • • • coTOo_i0co0i • • •]> et par suite un
groupe irréductible T8 bien déterminé. A deux ensembles distincts (m0, mu -.. ,
mk) et (raó, m[i • • • , m[) correspondent deux groupes irréductibles r8 et v'8 qui
ne sont pas équivalents. Donc la valeur moyenne du carré du module du
caractère de y"s est égal au nombre de ces ensembles d'entiers (m0} rnh • . . , mk).
Donc:

THÉORÈME. Etant donné Vespace riemannien symétrique réalisé par la variété
de Grassmann V, le nombre de ses invariants intégraux de degré 2s est égal au nom-
bre d'ensembles de k -f-1 entiers (wo, mi, • • • , mu) tels que m$ + m\ + • • • + mk = s
et n — fc ̂  wio è Wi ^ • • • ^ î f t&èO. Ce nombre est aussi le nombre de Betti Ru
de la variété V.

Pour connaître les variables qui sont transformées par le groupe T8 corre-
spondant aux entiers (w0, mi, • • - , mk), on peut utiliser le schéma (m0, wii, • • • ,
mk) qui caractérise d'après M. H. Weyl,13 la représentation linéaire irréductible
du groupe ç̂  de poids dominant moAo + m{Ki + • • • + mk\k.

1 2 • ra0

m0 + 1 • • m0 + mi schéma (m0, mi, • • • , mk)

Le schéma définit un certain arrangement des s premiers nombres entiers
Dans la première ligne nous écrivons les mo premiers nombres, dans la deuxième
ligne les m\ nombres suivants, etc. Le coefficient n% du poids dominant de F«
est le nombre d'entiers contenus dans la ^lême colonne du schéma. En échangeant
les lignes avec les colonnes, on obtient un deuxième schéma qui caractérise la
représentation linéaire de Qg de poids dominant nOMo + WiMi + • • • + nqnq.
T8 est équivalent au produit des deux représentations linéaires correspondant
à ces deux schémas.

Soit P une permutation des nombres du schéma (m0, mu • • • , mk). Soit A
une permutation par laquelle les nombres de chaque colonne sont permutés
entre eux. Soit B une permutation par laquelle les nombres de chaque ligne
sont permutés entre eux. Si P peut se mettre sous la forme AB (on effectue
d'abord la permutation J5, ensuite la permutation A), nous posons eP = signe
de la permutation A; sinon eP = 0. Si P peut se mettre sous la forms BA,
nous posons €p = signe de B, sinon e'P = 0. Les variables du groupe Y8 sont

alors les quantités ^ €PP(,) [wllH • • • cotsj. On a en effet:

On en conclut que les quantités 2J €p t̂f) ^ i " * * w»«^ s o n t transformées entre
p

18 Voir H. Weyl, a.
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elles par les opérations de Ts qui correspondent soit aux transformations de $kt

soit aux transformations de $q. Par suite ces quantités sont bien transformées
entre elles par le groupe Ts.

Le groupe r s étant clos, il laisse invariante une forme d'Hermite définie
positive. En remplaçant dans cette forme d'Hermite les produits ordinaires
par des produits extérieurs, on obtient une forme extérieure invariante par y.
La forme d'Hermite est déterminée à un facteur constant près, car il n'y a
qu'une forme extérieure invariante par rs. L'invariant intégral le plus général
est défini par une combinaison linéaire arbitraire des formes extérieures in-
variantes qui correspondent aux différents groupes rs.

Ainsi l'invariant intégral de second ordre est défini par 2 [w„wtJ]. Il est facile
d'en donner l'expression explicite en fonction des coordonnées plùckeriennes
paoai ak- Le groupe hermitien elliptique G transforme les variables paoai ajc

suivant un groupe linéaire irréductible clos, qui laisse invariante une certaine
forme d'Hermite. Comme chaque terme de cette forme doit avoir un poids nul
par rapport aux transformations infinitésimales ôxt = \xt, où i = 0, 1, • • • , n
et où les Xi sont imaginaires pures, on trouve que la forme d'Hermite invari-
ante est 2paottl . ak paoa, a/. Imposons aux variables paQax afc la con-
dition 2paottl.. ajbpaoai ak = 1. L'invariant intégral du second degré sera
J2[dpaoai ...akdpaoai. . «J. On en déduit un invariant intégral de degré 2s, à
savoir ƒ Ç2[dpaQai . ak dpaQai aJ) s . En général il y aura encore d'autres invari-
ants intégraux de degré 2s.

Si V est l'espace projectif [n] lui-même, c'est-à-dire si k = 0, on obtient ainsi
tous les invariants intégraux. On a R2s = 1. On peut imposer aux coordon-
nées xo, • • -, xn la condition 1>xlxl = 1. L'invariant intégral de degré 2s sera

VÉRIFICATION. Donnons une vérification des résultats précédents en utili-
sant un théorème14 de topologie dû à M. S. Lefschetz. D'après ce théorème,
le nombre de points fixes d'une déformation d'une multiplicité orientable Vn

est égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré multipliée par (— l)n. La variété
de Grassmann V est une multiplicité orientable, parce que c'est une variété
algébrique sans singularités, on encore parce que le groupe d'isotropie g est
connexe. D'après les résultats précédents, la caractéristique d'Euler-Poincaré
est égale à la somme des nombres de Betti R2s. C'est le nombre d'ensembles
d'entiers (m0, mh • • • , mk) tels que n — k ^ m0 è m\ ^ • • • ^ mk = 0. En
remplaçant m% par l% = mx + k — i, on obtient les ensembles d'entiers (Zo, Zi, • • • , U)
tels que n ^ h > h > • • • > h è 0. La caractéristique d'Euler-Poincaré est

donc égale a u ! j )•

D'autre part, le groupe projectif complexe étant connexe, toute transformation
projective de [n] est une déformation de [n]. Etant donnée une transformation

14 Voir S. Lefschetz, a, p. 272.
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projective générale, le nombre de points fixes est n + 1 et le nombre d'éléments

[k] fixes e s t ( jL T i )• ®n retrouve bien la valeur de la caractéristique d'Euler-

Poincaré. Cependant il reste à démontrer que tout élément fixe doit être
compté avec Tordre de multiplicité égal à + 1 . Ceci résulte du théorème général
suivant :

THÉORÈME. Etant donné un groupe continu de Lie G opérant transitivement
dans une variété analytique complexe V, les transformations de G étant définies
par des équations analytiques par rapport à des variables et des paramètres com-
plexes, tout point fixe isolé d'une transformation de G doit être compté avec un
ordre de multiplicité égal à + 1 .

En effet, soit O un point fixe isolé d'une transformation T de G. Un système
de paramètres canoniques de G sera fourni par un système de r paramètres
complexes eh • • • , er. Supposons que les r — n dernières transformations
infinitésimales de base engendrent le groupe d'isotropie relatif à 0. L'ensemble
des n paramètres complexes ei, e2, • • • , en constitue un système de coordonnées
pour un voisinage v0 de 0. (Voir §1.) Dans v0 la transformation T est repré-
sentée par des équations linéaires par rapport aux variables eh e2j • • • , en.
Pour définir la multiplicité du point fixe 0, on considère le produit topologique
Vo X vo, c'est-à-dire le domaine défini par le système de coordonnées eu e2, • • • ,
£n, e[, er

2y • • • , e'n. Dans ce système de coordonnées, la transformation T et la
transformation identique sont représentées par des variétés planes complexes
qui se coupent seulement au point e% = e[ = 0. L'indice de Kronecker de ce
point d'intersection est égal à -\-l, ce qui prouve le théorème énoncé.

III. Etude directe de la topologie des variétés de Grassmann15

8. Démonstration d'un lemme. Comme les variétés de Grassmann ont une
définition géométrique très simple, il est naturel d'étudier leurs propriétés topo-
logiques sans passer par l'intermédiaire des intégrales de différentielles exactes.
On peut chercher à les décomposer en cellules. Il n'est pas nécessaire d'arriver
à une subdivision en simplexes] en ce qui concerne l'homologie et l'homotopie,
des cellules d'une espèce plus générale peuvent remplir le même rôle que les
simplexes. L'intérieur des cellules que nous aurons à considérer sera homéo-
morphe à l'intérieur d'une sphère ordinaire, mais la frontière ne sera pas néces-
sairement homéomorphe à la surface de cette sphère. L'emploi de cellules de
cette espèce est justifié à cause du lemme suivant :

LEMME. Etant donnés un complexe K et un sous-complexe L dans K, si K-L
est homéomorphe à une cellule ouverte, toute chaîne sur K, de dimension inférieure
à la dimension de K-L, peut être déformée dune façon continue en une chaîne sur L.
Pendant la déformation les points de L peuvent être maintenus fixes.

L'expression llcellule ouverte'1 désignera toujours un ensemble de points

15 On trouvera un résumé de cette méthode et l'indication des variétés auxquelles nous
l'avons appliquée dans une note des Comptes Rendus. C. Ehresmann, 6.
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homéomorphe à l'intérieur d'une sphère ordinaire. Les complexes considérés
sont formés de simplexes. Si L est un sous-complexe du complexe K, nous
appelons i£-voisinage de L l'ensemble des simplexes de K dont la frontière a
une partie commune avec L. Soit NK ce i£~voisinage. K-NK est l'ensemble
des éléments de K qui n'ont pas de partie commune avec L. K-N% est un
complexe fermé, NR est un ensemble ouvert. Le i£-voisinage est dit normal,
si tout simplexe de K qui a tous ses sommets sur L est situé entièrement sur L.
Si le i£-voisinage n'est pas normal, on peut considérer le complexe dérivé K'
de K et le üC'-voisinage de L sera normal.16 Nous pouvons donc supposer
dans la suite que le ^-voisinage de L est normal.

Si K-L est homéomorphe à une cellule, toute chaîne sur K-L est déformable
en une chaîne sur NK, à condition que la dimension de la chaîne soit inférieure
à celle de K-L. Soit, en effet, Cp une chaîne sur K, c'est-à-dire Cp est l'image
continue et uniforme d'une chaîne formée de simplexes à p dimensions.
D'après le théorème fondamental17 de la déformation des chaînes sur un com-
plexe, la chaîne Cp peut être déformée en une sous-chaîne de K. Cette opéra-
tion effectuée, nous supposerons que Cp ne contient pas tous les simplexes de
K-L, ce qui a lieu en particulier si p est inférieur à la dimension de K-L. Il
existe alors un point O de K-L qui est extérieur à Cp. Considérons l'homéo-
morphie représentant K-L sur l'intérieur d'une sphère S. Il existe une sphère
S' intérieure à $ et contenant à son intérieur l'image G du point O ainsi que
l'image de l'ensemble fermé K-NK. On effectue alors la déformation suivante
de l'image Cp de la partie de la chaîne Cp intérieure à K-L: Les points de Cp

extérieurs à S' et situés sur S' sont laissés fixes. Les points de Cp intérieurs à
S' sont déplacés le long des rayons issus de O et sont finalement projetés sur S'.
Après cette déformation la chaîne Cp se trouvera complètement à l'intérieur
detf£.

Dans le raisonnement précédent, on aurait pu considérer aussi bien le K'-
voisinage NK,y où K' est une subdivision normale de K. Nous supposerons
donc Cp déformé en une chaîne sur NK>. Il existe une déformation continue du
complexe K qui réduit NK> à L et qui réduit par suite Cp à une chaîne sur L.
En effet, comme le X-voisinage de L est normal, tout simplexe Eq de NK a en
commun avec L un simplexe E'q, bien déterminé. Pour faire la subdivision
normale de K, nous introduisons un sommet M à l'intérieur de Eq et un som-
met M' à l'intérieur de Eq,. Les points M sont les sommets des simplexes de
NK,. Le segment rectiligne M M' est bien défini à l'intérieur du simplexe Eq.
Faisons correspondre à tout point M le point M' correspondant tandis que les
sommets de K-NK se correspondent à eux-mêmes. Nous définissons ainsi une
transformation barycentrique du complexe K' et les segments M M' définis-
sent une déformation barycentrique qui réduit NK, à L. Seuls les simplexes de
NK-L subissent une déformation; en particulier les points de L restent fixes.

16 Comparer S. Lefschetz, a, p. 91.
17 Voir S. Lefschetz, af p. 86.
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II existe donc bien une déformation continue satisfaisant à l'énoncé du lemme.
En particulier la frontière de la cellule ouverte K-L est toujours connexe.

Le fait qu'une chaîne contenue dans un voisinage NL de L peut être déformée
en une chaîne sur L, a été démontré par M. S. Lefschetz18 avec des hypothèses
moins restrictives. Il suffit de supposer qu'il existe une métrique dans K et
que K et L sont clos et localement connexes. Le lemme démontré ici est
valable si l'on suppose de plus que K-L est une cellule ouverte. Mais nous
n'aurons qu'à considérer le cas où K et L sont des complexes.

9. Conséquences du lemme. Soit K un complexe formé de simplexes. Les
points d'un simplexe qui n'appartiennent pas à la chaîne-frontière de celui-ci
seront appelés points intérieurs du simplexe. L'ensemble de plusieurs simplexes
sera considéré comme une cellule lorsque l'ensemble de leurs points intérieurs
est homéomorphe à l'intérieur d'une sphère. Les simplexes qui composent une
telle cellule forment une multiplicité combinatoire ouverte, en vertu d'un
théorème de M. E R. van Kampen. La frontière de la cellule sera aussi
composée de simplexes. On peut fixer une orientation de la cellule, ce qui
détermine en même temps une orientation de ses simplexes de dimension maxi-
mum La cellule orientée définit alors une chaîne bien déterminée, somme de
ses simplexes orientés, et par suite une chaîne-frontière bien déterminée.

Supposons que le complexe K puisse être considéré comme un assemblage de
cellules du type considéré satisfaisant aux conditions suivantes: 1. Tout point
de K est intérieur à une cellule et une seule) 2. La f routière de chaque cellule est
un ensemble de points formé par la somme d'un certain nombre de cellules de
dimension inférieure. Désignons par Ep les cellules orientées à p dimensions ou
également les chaînes de simplexes définies par ces cellules orientées. Comme
la chaîne-frontière d'une cellule El

p est un cycle orienté, elle contient toute la
chaîne définie par une cellule Ep_x, dès qu'elle en contient un simplexe. D'une
façon plus précise, les chaînes-frontières des cellules Ex

v sont des combinaisons
linéaires des chaînes Ep_ly ce qu'on écrit sous la forme:

(1) E^Ztf-'E^.

Soit Kp le complexe formé par toutes les cellules de K dont la dimension est
inférieure ou égale à p. Le lemme du paragraphe précédent entraine alors la
conséquence suivante:

a. Toute chaîne Cp sur le complexe K peut être déformée d'une façon continue en
une chaîne sur le complexe Kp.

Le preuve par induction est évidente.
En particulier tout cycle Tp sur K peut être déformé en un cycle sur Kp.

Une nouvelle déformation de ce cycle fournit ensuite un cycle formé de sim-
plexes de Kp D'après une remarque déjà faite, le cycle sera déformé en une

18 Voir S. Lefschetz, a, p 92-94.
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combinaison linéaire des chaînes E%
v plus des simplexes dégénérés le cas échéant.

Donc:
b. Tout cycle Tp est homologue à une combinaison linéaire des cellules E p.
Soit rp un cycle homologue à zéro. Il existe une chaîne Cp+i telle que:

Cp+i —> Tp. Supposons Tp déformé en une combinaison linéaire de cellules E p.
D'après le lemme, nous pouvons laisser fixes les points de rp et déformer Cp+Ï

en une chaîne Cp+1 sur Kp+i. Nous pouvons supposer que Cp+1 est formé de
simplexes de Kp+\. Comme Cp+l est un cycle (mod Kp), en d'autres termes
comme sa frontière est sur Kp, Cp+l sera une combinaison linéaire de cellules El

v+l.
L'homologie Tp ~ 0 sera une combinaison linéaire des homologies S /x̂ ? Ep ~ 0.
Par conséquent:

c. Les bases d'homologie, les nombres de Betti et les coefficients de torsion s'obtien-
nent simplement par la réduction des systèmes de relations (1) à la forme canonique
habituelle.19

Les considérations précédentes permettent d'étudier la structure topologique
d'un grand nombre de variétés algébriques. Rappelons que toute variété
algébrique, réelle ou complexe, admet une subdivision en simplexes.20 Un
domaine ouvert d'une variété analytique sera appelé une cellule analytique,
s'il est homéomorphe à l'intérieur d'une sphère et si sa frontière est composée
d'éléments analytiques. L'ensemble d'une cellule analytique et de sa frontière
peut être subdivisé en simplexes de telle façon que le complexe formé par cette
subdivision admet un sous-complexe recouvrant exactement la frontière. Donc
le lemme du paragraphe précédent s'applique et toute chaîne Cq sur la cellule
analytique à p dimensions peut être déformée en une chaîne sur la frontière
de la cellule, à condition que q soit inférieur à p. Comme nous n'aurons qu'à
considérer des variétés algébriques, il sera commode d'utiliser l'expression
ucellule algébrique" pour désigner un domaine ouvert d'une variété algébrique, ce
domaine étant homéomorphe à une cellule ouverte et sa frontière étant composée
d'éléments de variétés algébriques. Un point sera considéré comme une cellule
algébrique de dimension zéro.

Etant donnée une variété algébrique V, supposons qu'on sache trouver un
système de variétés algébriques contenues dans V et fournissant une subdivision
de V en cellules algébriques Ep. Cette subdivision devra satisfaire aux con-
ditions suivantes: 1. Tout point de V appartient à une cellule E et une seule;
2. La frontière de chaque cellule El

p est la somme d'un certain nombre de cel-
lules de dimension inférieure à p. Il existe dans ces conditions un complexe
formé de simplexes recouvrant la variété V et tel que chaque cellule algébrique
Ep soit subdivisée par un sous-complexe de ce complexe. Alors le lemme du
paragraphe précédent est applicable et le complexe formé des cellules algébriques
Ep jouit des propriétés a, b et c.

19 Ceci est à rapprocher d'un résultat de topologie combinatoire qui indique dans quelles
conditions un agrégat de cellules peut être traité comme une cellule unique dans le calcul
des nombres de Betti et des coefficients de torsion Voir A. W. Tucker, a.

20 Voir B. L. van der Waerden, a.
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Les variétés algébriques considérées ici peuvent être supposées réelles ou
complexes. En ce qui concerne les variétés algébriques complexes, on arrive
ainsi à des propriétés topologiques particulièrement simples. Une cellule algé-
brique complexe a un nombre pair de dimensions réelles; sa frontière, qui est
par hypothèse formée de parties de variétés algébriques complexes, sera au plus
à 2p — 2 dimensions réelles, si la cellule est à 2p dimensions réelles. Une
cellule algébrique complexe définit donc un cycle. On sait qu'une variété
algébrique complexe V est toujours orientable et qu'il existe une orientation
naturelle bien déterminée pour V et pour toute variété algébrique contenue
dans V.21 Supposons que par un système de variétés algébriques complexes
on sache décomposer la variété V en cellules algébriques complexes E\v. La
structure topologique de F sera alors très simple et très particulière. Chaque
cellule E\v définira un cycle orienté bien déterminé. Tout cycle r2p+i sur V
pourra être déformé en un cycle r2'p+1 sur le complexe K2p défini par l'ensemble
des cellules algébriques dont la dimension est inférieure ou égale à 2p. Ce
cycle T2P+1 est uniquement formé d'éléments dégénérés; donc tout cycle T2p+i
est homologue à zéro. Il n'y aura aucune homologie liant les cycles algébri-
ques définis par les cellules E\v. Donc ces cycles formeront une base mimma du
groupe oVhomologie relatif à la dimension 2p et il n'y aura pas de coefficients de
torsion.

Une cellule algébrique à une dimension complexe a pour frontière un point
unique. Donc si la variété V est connexe, le complexe de ses cellules algébriques
n'a qu'un élément EQ, formé par un point unique. Toute courbe fermée dans
V peut être réduite à ce point par déformation continue. Le groupe de Pomcarê
se réduit à Videntité.

Un exemple classique d'une variété algébrique de cette nature est fourni par
Vespace projectif complexe [n]. Il suffit de considérer une suite de variétés planes
[n — 1], [n — 2], • • • , [2], [1], [0] satisfaisant aux conditions:

[n] 3 [n - 1] 3 • • • 3 [p] 3 [p - 1] 3 -. . 3 [2] 3 [1] 3 [0].

Les cellules algébriques sont [p] - [p - 1]. Si [p] a pour équations

Xp+l = Xp+2 = ' " = Xn = 0

une chaîne C8, où s ^ 2p + 1, peut être déformée en une chaîne sur [p] par la
déformation homographique :

x[ = x% (i = 0 ,1 , . . . ,p)

\x\ 0' = P+
le facteur X variant d'une façon continue de 1 à 0; par une petite déformation
préalable il faudrait pourtant faire disparaître les points d'intersection éventuels
de C8 avec la variété plane d'équations: x0 = xi = • • • = xp = 0.

21 Voir S. Lefschetz, a, ch. VII.
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Nous allons \ oir que la réduction en cellules algébriques réussit pour un grand
nombre de variétés algébriques; en particulier l'étude de la topologie des variétés
de Grassmann devient par là d'une simplicité extrême.

10. Les bases d'homologie des variétés de Grassmann. Nous considérons
la variété V de tous les [k] d'un espace projectif complexe [n]. Pour éviter les
confusions, nous représentons par {k} une variété plane [k] qui est considérée
comme élément générateur d'une certaine variété. Introduisons les symboles
de Schubert [a0, ai7 • • • , ak]. Etant données k + 1 variétés [a0], [aj, • • • , [ak]
satisfaisant aux conditions:

0 S a0 < ai < • • • <akg: n, [a0] C [aj CZ •. • C [ak] <Z [n],

le symbole [a0, ai, • • • , ak] représente la variété des {k} contenus dans [ak] et
ayant en commun avec [at] une variété plane à i dimensions au moins. Les
variétés [a0, ah • • • , ak] seront appelées variétés fondamentales de Schubert.22

Ainsi [0,1, • • • , k] représente un élément {k} unique; la variété F elle-même
a pour symbole [H — k, n — k — 1, • • • , n].

La variété fondamentale [a0, ai, • • • , ak] est une variété algébrique contenue
dans V. On montre facilement que sa dimension complexe est a0 + aL + • • • +

ak —^t—1. La variété [at] qui intervient dans la définition de [a0, ai, • • • , ak]
2

est parfaitement déterminée, sauf dans le cas où aHi — a% = 1. Un {&} sera un
élément singulier de la variété [ao, ai, • • • , ak], s'il coupe l'un des [aj suivant un
[i + 1], pourvu qu'on ait al+x — ax > 1. Le lieu des éléments singuliers sera
composé d'un certain nombre de variétés fondamentales dont les symboles
s'obtiennent à partir de [a0, ai, • • • , ak] en exprimant que l'élément {k} coupe
suivant un [1 + 1] Tune des variétés [a%\ pour laquelle a»+i — at > 1. Par
exemple, le lieu des éléments singuliers de [1, 3, 4, 6] est composé de [0, 1, 4, 6]
et [1, 2, 3, 4]. Une variété fondamentale moins le lieu de ses éléments singuliers
est une variété homogène transformée transitivement par un groupe projectif de
l'espace [n]. Les seules variétés fondamentales qui n'ont pas d'éléments singu-
liers sont les variétés de tous les {k} contenus dans un [m], ou les variétés de
tous les {k} contenus dans [m] et passant par [r]. Ce sont des variétés de
Grassmann; la variété des {k} contenus dans [m] et passant par [r] est, en effet,
en correspondance biunivoque avec la variété des [k — r — 1] d'un espace
[m - r - 1].

Ceci étant, nous allons montrer que la variété V peut être décomposée en
cellules algébriques par un système de variétés fondamentales de Schubert.
Prenons dans [n] une suite de variétés planes [?i — 1], [n — 2], • • • , [1], [0] satis-
faisant aux conditions:
(1) W D [ n - l ] D [ n - 2 ] D . . O [1] 3 [0]

22 H. Schubert, aet b; C. Segre, a, p. 795.
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et considérons toutes les variétés [a0, al} •. - , ak] définies à l'aide des [at] de cette
suite. Démontrons par récurrence la règle suivante :

La variété [a0, ai, • • • , ak] devient homéomorphe à une cellule ouverte, lorsqu'on
en retranche toutes les variétés fondamentales dont les symboles se déduisent du
symbole [a0, aj, • • • , ak] en y remplaçant un des nombres a» par a% — 1. Si un
symbole obtenu de cette façon n'a pas de sens, on le néglige.

Supposons la règle démontrée pour les variétés fondamentales engendrées par
des {fc — 1} et montrons qu'elle est alors également vérifiée pour les variétés
fondamentales engendrées par des {fc}. Comme elle est vérifiée pour k = 0
(espace projectif), elle sera démontrée pour tous les cas.

Considérons la variété [a0, au • — , ak]. Un élément général {k} de cette
variété rencontre [a0] en un point M et coupe suivant un {k — 1} un hyperplan
général [n — 1]'. Nous pouvons choisir l'hyperplan [n — 1]' de telle façon qu'il
satisfait aux conditions suivantes: [ao] est coupé par [n — 1]' suivant [ao — 1];
les variétés [a0 + 1], [a0 + 2], •••,[?? — 1] de la suite (1) sont coupées par
[n — 1]' respectivement suivant des variétés [a0]', [a0 + 1]', • • • , [n — 2]' dis-
tinctes des variétés planes de la suite (1). L'élément {fc} de [a0, ai, • • • , ak]
correspond d'une façon biunivoque à l'ensemble d'un point M de [a0] et d'un
{k — 1} de l'hyperplan [n — 1]', pourvu que {fc} ne rencontre pas la variété
[a0 — 1]. L'élément {k — 1} n'est pas arbitraire dans [n — 1]'. En effet, si
{k} coupe [at] suivant un [i], il coupe [at — 1]' suivant un [i — 1]. Réciproque-
ment, si {k} coupe [at — 1]' suivant un [i — 1], il coupera [at] suivant un [i], à
condition que le point d'intersection M de {A:} et de [a0] ne soit pas sur [a0 — 1].
Donc les {k} qui ne rencontrent pas [a0 — 1] correspondent aux {k — 1} de la
variété [ai — 1, a2 — 1, • • • , ak — 1]' — [a0 — 1, a2 — 1, • • • , ak — 1]', définie
à l'aide des variétés planes de la suite [a0 — 1], [a0]', [a-o + 1]', • • • , [n — 1]'.
Or par hypothèse la variété [ai - 1, a2 - 1, • - , a* — 1]' se réduit à une cellule
ouverte lorsqu'on en retranche toutes les variétés dont le symbole se déduit du
symbole [at — 1, a2 — 1, • • • , ak — 1]' en remplaçant un des nombres ax — 1
par ax — 2. Lorsque {k — 1} décrit cette cellule ouverte pendant que M décrit
la cellule ouverte [a0] — [a0 — 1], l'élément {k} déterminé par l'ensemble de
{k — 1} et de M engendre une variété homéomorphe au produit topologique des
deux cellules ouvertes; c'est-à-dire {&} engendre une cellule ouverte.

La cellule ouverte ainsi engendrée par {k} est la variété [a0, au • • • , ak] dont
on a enlevé les variétés suivantes: 1°. La variété [a0 — 1, ai, • • • , ai] pour
laquelle le point M se trouve sur [ao - 1]. 2°. Les variétés des \k} qui coupent
l'hyperplan [n - l ] r suivant les {fc - 1) générateurs des variétés
[fll - 1, a2 - 1, • • • , a% — 2, • • • , ak - 1]', où i est l'un quelconque des indices
1, 2, . . . , * , le point M étant arbitraire sur [a0]. Si {fc - 1} coupe [a0 + s]'
suivant un [r], l'élément {fc}, déterminé par {fc - 1} et un point M extérieur
à [a0 - 1], coupe [ao + s + 1] suivant un [r + 1] Donc la variété
[ax - 1, a2 - 1, ••• , a» - 2, ••• , ak - 1]' correspond à la variété
[ao, a], a2, • • • , at - 1, • • • , ak] engendrée par des {fc}. Certains symboles qu'on
serait ainsi conduit à écrire peuvent ne pas avoir de sens Par hypothèse, nous
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n'avons pas à tenir compte des symboles [ai — 1, a2 — 1, • • • , ax — 2, • • • , ak — 1]'
qui n'ont pas de sens. Si a0 = oi — 1, le symbole [a0, ai — 1, • • • , ak] n'a pas
de sens. On voit qu'il suffit de le remplacer également par zéro.

Le raisonnement précédent suppose que ao > 0. Il reste à considérer le cas
d'une variété [a0, «i, • • • , ak], où ar = r et ar+i > r + 1. Soit [n — r — 1]' une
variété qui ne coupe pas [ar] et qui coupe [ar + 1], [ar + 2], • • • , [n — 1] suivant
des variétés [0]', [1]', • • • , [n - r - 2]'. Tout {k} delà variété [a0, ah • • • , a*]
est bien déterminé par son intersection avec [n — r — 1]'. Cette intersection est
un élément {k — r — 1} engendrant la variété

[ar+1 - r - 1, • • • , a, — r - 1, • • • , ak — r — 1]'

définie à l'aide des variétés de la suite [0]', [1] ' , • • • , [n — r — 1]'. Comme la
règle énoncée est vérifiée pour cette variété engendrée par des {k — r — 1}, on
voit qu'elle est encore vérifiée pour la variété [a0, ah • • • , ak]. Ceci prouve la
règle dans tous les cas.

D'après cette règle, V ensemble des variétés fondamentales [a0, ah • • • , ak] fournit
une subdivision de la variété de Grassmann V en cellules algébriques. Nous avons
un complexe de cellules algébriques auquel nous pouvons appliquer les résultats
du §9.

La variété V est une multiplicité orientable à (k + 1) (n — k) dimensions
complexes. Chaque variété fondamentale [a0} ah • • • , ak] définit un cycle avec
une orientation bien déterminée; ce cycle sera représenté par le même symbole
[a0, au - • - , ak]. Nous pouvons énoncer les théorèmes:

THÉORÈME. Tout cycle F2s ou F28+i sur la variété V peut être déformé en un
cycle qui recouvre complètement un certain nombre de variétés fondamentales

k(k 4- 1)
[a0, ai, • • • , ak], où a0 + ai + • • • + ak —^-—- ^ s. En particulier, la

variété V est simplement connexe.
THÉORÈME. Les cycles algébriques [a0, ai, • • • , ak], à s dimensions complexes,

forment une base minima du groupe d'homologie pour la dimension 2s. Il n'y a
pas de coefficients de torsion. Les nombres de Betti relatifs aux dimensions
impaires sont tous nuls.

11. Intersection de deux cycles de dimensions complémentaires. Nous
dirons que deux cycles sur la variété de Grassmann V ont des dimensions
complémentaires, lorsque la somme de leurs dimensions est égale à la dimension
réelle de F, c'est-à-dire égale à 2(k + 1) (n — k). Ainsi deux variétés
[a0, ai, • • • , ak] et [b0, bh • • • , 6A] sont de dimensions complémentaires lorsque:

(1) «o + ai + • • • + °>k + h + 6i + • • • + h = (k + l)n.

Etant données deux variétés [a0, ai, • • • , ak] et [a0, ai, • • • , a*]' dont les sym-
boles sont composés des mêmes nombres, il existe une transformation projective
de [n], et par suite une déformation continue, qui transforme la première variété
en la deuxième. Ces deux variétés définissent toujours des cycles algébriques
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homologues. Soient [a0, ah • . . , ak] et [60, 61, • • • , 6A] deux variétés fonda-
mentales de dimensions complémentaires. Par une transformation projective,
amenons la variété [a0, ah - • • , ak] en une position telle que les variétés
[oo], • • • y [Qd aient des positions générales par rapport aux variétés [60], • • • , [6A]
qui servent à définir [60 61, • • • , 6A]. Pour qu'il existe alors un élément d'inter-
section de [a0, « ] , - • • , ak] et de [60, 61, • • • , 6A], il faut qu'il existe un {k} qui
coupe [a%] suivant un [1] et qui coupe [6A_J suivant un [A: — i\. Or les variétés
[1] et [k — 1] ont un point d'intersection sur [k\ ; donc [a.] et [6A-I] ont un point
d'intersection. Comme [at] a une position générale par rapport à [&A-J, il en
résulte que ax + 6A_I è n. Mais en vertu de l'équation (1) on a alors
a, + bk-i = n, quel que soit 1, et le symbole de la variété [60, 6b • • • , 6A] est
[n — ak, • • • , n — ah n — a0]. Réciproquement les deux variétés [a0, aÏ7 • • • , ak]
et [n — ak, > • > ,n — ah n — a0] ont un élément d'intersection et un seul, si l'on
a donné à la première variété une position générale par rapport à la deuxième.
Cet élément d'intersection est l'élément {k\ déterminé par les k + 1 points
d'intersection [al] - [n — a,]', en supposant que [a,] et [n — a,]' servent à
définir respectivement les deux variétés fondamentales considérées.

Le cycle d'intersection de deux cycles quelconques sur une multiplicité a été
défini par M. S. Lefschetz.23 Dans le cas de deux cycles de dimensions complé-
mentaires, on peut définir le nombre algébrique de points d'intersection ou Vindice
de Kronecker des deux cycles. Si A et B sont deux variétés algébriques de
dimensions complémentaires contenues dans la multiplicité K formée par une
variété algébrique sans singularités, l'ordre de multiplicité d'un point d'inter-
section isolé de A et de B est le nombre algébrique de points qu'il représente
quand on évalue l'indice de Kronecker des cycles algébriques A et B. Rappelons
que cet ordre de multiplicité est positif lorsque K, A et B sont des variétés
complexes.

Soit M un point d'intersection isolé de À avec B, les variétés il, B et K étant
supposées complexes. M admet dans K un voisinage formé par une cellule
analytique complexe E, dont les points sont définis par un système de coordon-
nées complexes uh u2, • • • , ua- A l'intérieur de E, les voisinages de M sur les
deux variétés A et B sont des domaines de variétés complexes qui sont repré-
sentées par des variétés analytiques complexes a et 6 dans le domaine des
coordonnées uly u2, • • • , ««. Si le point M est un point ordinaire de a et de 6,
c'est-à-dire s'il admet sur chacune des deux variétés sécantes un voisinage
formant une cellule analytique complexe, l'ordre de multiplicité de M est égal
à +1 , à condition que M soit le seul point d'intersection des deux plans tan-
gents en M aux variétés a et 6. Dans le cas général on fera subir à 6 une
petite déformation définie par une translation arbitraire dans le domaine des
variables uh u2i • • • , ua. Après cette déformation, les variétés a et 6 se coupe-
ront en h points d'intersection voisins de M et tels qu'en chacun de ces points

23 Voir S. Lefschetz, a, ch. IV.
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l'intersection sera du type simple qu'on vient de considérer. L'ordre de multi-
plicité de M sera alors égal à h.

Ceci posé, il est facile de démontrer d'une façon rigoureuse que Vindice de
Kronecker des deux variétés fondamentales [a0, ai, • • • , ak] et [n — ak, • • • , n — ai,
n — a0] est égal à + 1 . Désignons comme au §6 par x0, Xi, • • • , xk, y0, yh • •. , yq

les coordonnées homogènes des points de [n], et soit [k]0 la variété définie par les
équations: y0 = yi = • • • = yq = 0. Un élément {k} voisin de {k}Q a pour
équations :

(2) 2/x = wtJar,
\J = 0, 1,

C'est l'élément défini par k + 1 points Po, Pi, • • • , PK, le point P3 ayant pour
coordonnées

Xj- = 1, x3> = 0 , yt = cot, (ƒ •£ j).

Les équations (2) sont valables tant que {k} ne rencontre pas la variété
[n — k — 1] d'équations: x0 = XK = • • • = xi = 0. Les (& + l)(n — &)
quantités cot/ forment un système de coordonnées complexes pour la cellule
ouverte [n — k, n — k + 1, • • • , n] — [n — k — 1, n — k + 1, • • • , n].

Considérons une variété [a0, ah • • • , ak] contenant l'élément {k\0. Nous sup-
posons que {k}o est un élément général de cette variété c'est-à-dire que son
intersection avec la variété [ar] qui intervient dans la définition de [a0, au • • • ,ak]
est une variété plane à /* dimensions exactement. Par une transformation pro-
jective de [n] laissant invariant l'élément {&}0, on pourra amener les variétés
[ar] en coïncidence avec les variétés suivantes:

[ak] ymo = 2/(mo+D = • • • = yq = 0 ak = m 0 + k

[ak-i] xo = y m i =5 y^rm+D = • • • = yq = 0 a^-i = m\ + k — 1

[ak-r] xo = Xi = • • • = xr-i = ymr = 2/(mr+i) = • • • = yq = 0 afc_r = mr + k — r

[ao] #o = # i = • • • = #fc-i = ymk = 2/imjt+i) = • • • = yq = 0 ao = wu

Les inégalités ra ^ afc > a^_i > • • • > ai > a0 ^ 0 entrainent les inégalités
n — k ^ m0 ^ m\ ^ • • • ^ % H . Soit {&}un élément général de [a0, au • • •, a j
défini par les équations (2). La condition que les variétés planes {&} et [ak-r]
se coupent suivant une variété plane à k — r dimensions entraine œt] = 0 pour
tous les ensembles d'indices i et j vérifiant les inégalités % ̂  mr, j ^ r. Dans
l'espace des variables complexes a>t3, la variété [a0, ai, • • • , ak] est donc repré-
sentée par une variété plane dont les équations sont:

œtJ = 0 pour i ^ m3:

Ceci prouve, en passant, que la dimension complexe de la variété [a0, ax, • • • , ak]
est

• • + mk = ŒQ + ai -f- • • • -\- ak —



2/o

xk = 2/o

= Xk = 2/o

= s* = 2/o

= 2/i =

= 2/i =

= 2/i =

= 2/i =

' • • = 2/(mfc-l)

• • • = 2/c^-i

' • • = 2A»r

• • • = 2/m.

= 0

> = 0

= 0

= 0.
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Considérons main tenant la variété d 'éléments {k} ayan t pour équat ions:
cotJ = 0 pour i <m3. C'est une variété fondamentale de symbole [n — akj • • • ,
n — ai, n — a0] définie par les variétés planes suivantes :

[n — a0]

[n - ai]

[n — ak-*r] xr+i =

[n — a*;] #1 =

Les deux variétés [a0, ah • •. , ak] et [n — afc, •. - , n — o l f n — a0] sont repré-
sentées dans l 'espace des variables &„ par deux variétés planes qui n 'on t qu 'un
point d' intersection, œ%j = 0; c'est le point représentatif de l 'élément {k}0.
Cet élément doit donc être compté avec l 'ordre de multiplicité égal à + 1 dans
l ' intersection des deux variétés. Comme il n 'y a pas d 'au t re élément d ' inter-
section, l'indice de Kronecker des deux variétés est égal à + 1 :

[ao, ai, • • • , ak] • [n — ak, • • - , n — ai, n — a0] = + 1 ,

en désignant par AB l'indice de Kronecker de deux cycles A et B.
Pour chaque dimension 2s nous avons une base minima du groupe d'homo-

logie formée par R2s cycles fondamentaux [a0, ah • . . , ak], où a0 + ai + • • • +
k(k 4- 1)

ak ^—^-—- = s. La matrice des nombres d'intersection des cycles

fondamentaux de dimension 2s avec les cycles fondamentaux de dimension com-
plémentaire est égale à la matrice-unité, à condition d'écrire ces cycles dans un
ordre convenable. Soit r2s un cycle quelconque sur V. On a l'homologie:

(3) T2s ~ S(n — ak, - • • , n — ah n — a0) [a0, au • • • , ak].

Le coefficient (n — akj • • • , n — ah n — a0) dans cette homologie est le nombre
d'intersections de T2, etde[n — akj • • • , n — aiy n — a0]:

(n — ak, • • • , n — ai, n — a0) = r 2 s-[^ — ah • • • , n — ai, n — a<J.
Soit r 2 s , un cycle de dimension complémentaire, s' = (k + 1) (n —•k) — s.
On aura:

T'2a, ~ S(a0, ai, • • • , a*)' [n — ak, • • • , n — ai, n — a0],

où: (a0, ai, • • • , a*)' = r ^ • [a0, ai, • • • , a j .

Le nombre d'intersections de r2g et de r2 a , sera:

(4) I V r28 , = S(n - afc, - - • , rc - ai, n - a*)(a*, a,, • . . , a*)'.
En particulier si T2s est le cycle défini par une variété algébrique A, les coeffi-
cients (n — ak, • • • , n — au n — a0) sont des nombres positifs. H. Schubert,
qui les a déjà considérés dans ses recherches de géométrie énumérative, les a
appelés les degrés (en allemand Gradzahlen) de la variété A, Si l'on a deux
variétés algébriques A et JB de dimensions complémentaires, les degrés de A
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étant les nombres (n — a*-, • • • , n — ai, n — ÜQ) et ceux de B étant les nom-
bres (a0, ai, • • • , a^', le nombre d'intersections de A et de JB sera:

(4)' AB = S(n — ak, • - • , n — ah n — ao)(ao, ah • • • , a*)'.

Cette formule constitue une généralisation du théorème de Bézout. En effet,
soit V l'espace projectif complexe [n]} qui est un cas particulier des variétés de
Grassmann. Si A(ü) est une variété algébrique contenue dans [n], de dimension
complexe s, on a l'homologie: A{8) ~ (n — s)[s]. Le nombre (n — s) est le
degré de A d'après la définition ordinaire de cette notion. Soit J5(n_s) une
variété algébrique à n — s dimensions complexes. On a: B(n-s) ~ (s)'[n — s],
ou (s)' est le degré de B(n-.s). Il en résulte: ^.(S)-J5(n_s) = (n — s)(s)f, ce qui
constitue le théorème de Bézout.

Considérons aussi le cas particulier des variétés de droites. V est la variété
des droites de [n], A(S) et B^ sont des variétés algébriques engendrées par
des droites. Supposons s + s' = 2n — 2. Alors les formules précédentes
deviennent :

A(s) ~2(n - q,n - p) [p, q], p + q = s

Bisf) ~ 2(p, tf)' [n - g, n - p]

ii(.) • 5(8') = S(n - q} n - p) {p, q)1.

Un complexe de droites, c'est-à-dire une variété algébrique A^n-v contenue dans
F, n'a qu'un degré: A(2ra_3) ~ (0, 2) [n - 2, n], où (0, 2) = A(2n-3)-[0, 2].
Si (0,2) = 1, A (2n-3) est un complexe linéaire. Une surface réglée, c'est-à-dire une
variété £(D, a aussi un seul degré; c'est le nombre (n — 2, n) = l?i-[n — 2, n].
Le nombre de droites communes à A{2n-z) et Ba) est égal au produit de leurs
degrés.

Les bases oVhomologie de la variété des droites de Vespace projectif [3] sont:

[2, 3] Rs = 1
[1, 3] R, = 1
[0, 3] [1, 2] i?4 = 2
[0, 2] i?2 = 1
[0, 1] Ro = 1.

Considérons deux congruences de droites A m et J5(2). On a:

Aw - ( 0 , 3 ) [0,3] + (1,2) [1,2]

5 ( 2 ) - ( 0 , 3 ) ' [ 0 , 3 ] + (1,2)'[1,2].

Le nombre de droites communes sera:

Aw-Bw = (0, 3)(0, 3)' + (1, 2)(1, 2)'.

Cette égalité constitue le théorème de Halphen relatif aux congruences de droites.
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12. Remarque au sujet du problème des caractéristiques de Schubert. La
formule (4)' du paragraphe précédent exprime un résultat de géométrie énuméra-
tive déjà obtenu par Schubert.24 Cependant le raisonnement de Schubert ne
peut pas être considéré comme rigoureux, car il ne s'appuie pas sur une définition
précise et générale de Tordre de multiplicité d'un point d'intersection et il
manque de précision en ce qui concerne une certaine déformation de variétés
algébriques.

Rappelons que la topologie fournit une interprétation et une justification du'
calcul symbolique de Schubert.25 Elle permet aussi de montrer que le problème
des caractéristiques pour une variété algébrique sans singularités admet tou-
jours une solution.

Etant donnée la variété de Grassmann V engendrée par les [k] de l'espace
[n], les bases d'homologie pour les cycles algébriques sont fournies par les
variétés [a0, ai, • • • , GA]. Soit A(s) une variété algébrique à s dimensions con-
tenue dans V. Elle définit un cycle algébrique A(s). La relation (3) du para-
graphe précédent entraîne une égalité symbolique de Schubert:

A(s) = S(n — dfc, • • • , n — ai, n — ao)[ao, Ol> " * " > a^m

Cette égalité fournit la solution du problème des caractéristiques. Les différentes
variétés [a0, ah • • • , ak] ne sont liées par aucune égalité symbolique de Schubert.
Dans une variété de Grassmann Végalité symbolique de Schubert A^) = £(s) et
Vhomologie A(8) ~ Bis) sont donc deux relations équivalentes.

13. Remarque à propos d'un théorème de M. F. Severi. Nos résultats
topologiques sont à rapprocher d'un théorème démontré par M. F. Severi.
Considérons la variété de Grassmann engendrée par les {k\ de [n] et soit Tr

(rf)

sa représentation à l'aide des coordonnées pluckenennes pH%l %k dans l'espace

projectif [r], oùr = ( ^ ) — 1. Pour la dimension complexe eu — 1, la base
\k + 1/

d'homologie est formée par la variété [n — k — 1, w — k + 1, • • • , n] dont
l'équation peut se ramener à p0l k = 0. C'est une section hyperplane particu-
lière de \\d). Soit C une section de Vw par un [r - 1] général. La variété
[0, 1, . . . , k — 1, k + 1] est représentée sur Vid) par une droite. Donc
C.[0,1, . . . }k - l,k + 1] = 1 et par suite C ~ [n - k - 1, n - k + 1, • • • , n].
Un complexe algébrique, A(d-i), est une variété algébrique à d — 1 dimensions
complexes contenue dans V{d). On aura A(d_i) ~ XC, où X est le degré du
complexe. D'après un théorème de M. S. Lefschetz,26 cette homologie entraîne
l'équivalence algébrique A&-i) ü XC Ainsi C forme la base minima de Severi,

24 Voir H. Schubert, a. Une autre démonstration se trouve dans F Severi, c. Il y a
de nombreux travaux de géométrie énumérative concernant les variétés fondamentales de
Schubert. On pourra consulter à ce sujet C Segre, a

25 Voir B. L van der Waerden, a. Voir également F. Severi, b.
26 S. Lefschetz, 6, p 25 et 48.
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et les complexes de degré X forment un système continu complet. Comme le
nombre de Betti relatif à la dimension 1 est nul, la variété V(d) est régulière et
par suite A(d_i) et \C sont des variétés génériques d'un même système linéaire.
Donc les complexes algébriques de degré X forment un système linéaire complet qui
contient évidemment le système linéaire des intersections complètes de V^ par
les hyper surf aces de degré X de [r]. Dans son mémoire consacré aux variétés
de Grassmann, M. F. Severi27 démontre une propriété plus précise, à savoir que
tout complexe algébrique est l'intersection complète de F(d) par une hypersur-
face de [r]t

IV. Etude des autres familles de variétés algébriques de la classe considérée

14. La quadrique complexe non dégénérée à n dimensions complexes. Nous
nous proposons de montrer comment notre méthode élémentaire permet
d'étudier la topologie des variétés algébriques qui sont classées au §5 avec les
variétés de Grassmann comme fournissant des espaces homogènes symétriques.28

Rappelons quelques propriétés classiques d'une quadrique non dégénérée Qn

appartenant à un espace [n + l].29 En supposant n = 2p ou n = 2p -f 1,
la quadrique Qn contient une infinité de variétés planes à p dimensions, mais ne
contient pas de variétés planes de dimension supérieure à p. Si n = 2p + 1,
ces génératrices planes à p dimensions forment une seule famille continue. Si
n = 2p, les génératrices planes à p dimensions forment deux familles distinctes.
Deux génératrices [p] et [p]' de même famille se coupent suivant une variété
plane à p — 2s dimensions. Deux génératrices [p] et [p]' qui n'appartiennent
pas à la même famille se coupent suivant une variété plane à p — 2s — 1 dimen-
sions, s est un entier tel que p — 2s ^ — letp — 2s — 1 ^ - 1 . On convient
de considérer une intersection nulle comme une intersection de dimension —1.
En général, deux génératrices [p] et [p]' de même système (de systèmes dif-
férents) ont un point commun si p est pair (impair), et n'ont pas de point
commun si p est impair (pair).

Soit O un point de la quadrique non dégénérée Qn. Soit [n] l'hyperplan
tangent en 0. [n] coupe Qn suivant un cône Qn-i de sommet 0. Soit [n]; un
hyperplan ne passant pas par 0 et coupant [n] suivant [n — 1]'. Par projection
centrale de centre 0 on met Qn — Qn-\ en correspondance biunivoque avec la
cellule ouverte [n]r — [n — 1]'. Donc Qn — Qn_i est une cellule algébrique ouverte.

Soit [k] une génératrice plane de Qn. Supposons k < p. [k] admet une
variété conjuguée [n — k] qui coupe Qn suivant une quadrique Qn-k-i', celle-ci
est k + 1 fois dégénérée et admet [k] comme lieu de ses points doubles. Soit
0' un point de Qn-i-i non situé sur [k]. L'ensemble de 0' et de [k] détermine
une génératrice [k + 1] dont la variété conjuguée est une variété [n — k — 1],

27 Voir F. Severi, a.
28 Les résultats relatifs aux quadriques complexes sont connus. Voir E. Cartan, g et

B. L. van der Waerden, b.
29 Voir C. Segre, a.
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Qn est coupé par [n — k — 1] suivant une quadrique Qn-k-^ Tout point de
Qn-k-i — Qn-k-2 correspond d'une façon biunivoque à une droite de [n — k]
qui passe par 0 ' et qui n'est pas située dans [n - k - 1]. Donc Qn-k~i - Qn-k-2
est une cellule algébrique ouverte.

Supposons n = 2p + 1. Prenons une génératrice [p] de Q2p+i et considérons
dans [p] des variétés [p - 1], .. - , [1], [0] telles que [p] 3 [p - 1] 3 . •. 3 [1] 3 [0].
Nous faisons correspondre à une variété [k] de cette suite la quadrique Qn-k-i,
intersection de Qn par la variété conjuguée de [k]. Si k = p, Qn-P-i se réduit
à [p]. On a ainsi une suite de variétés:

Q2p+i 3 Q2p 3 • • • 3 Qp+1 3 [p] 3 [p - 1] 3 . . . 3 [1] 3 [0].

La différence entre deux variétés successives forme une cellule algébrique
ouverte. Ces variétés forment les bases d'homologie. Il n'y a pas de coefficients
de torsion. L'indice de Kronecker [k]-Qn-k est égal à 1.

Supposons n = 2p. Considérons sur Q2p la suite des variétés planes:

[p] 3 [p - 1] 3 . . . 3 [1] 3 [0].

A une variété [k] de cette suite nous faisons encore correspondre une quadrique
Qn-h-i. Pour k — p — 1, Qn-k-i se réduit à deux génératrices [p] et [p]', de
systèmes différents, qui se coupent suivant [p — 1]. Les bases d'homologie sont
encore formées par Q2p, Qv_i, • • • , QP+i, [p], [p]', [p - 1], • • • , [1], [0]. Remar-
quons qu'il y a deux variétés de base pour la dimension p. Il n'y a pas de
coefficients de torsion. On a encore: [k]-Qn-k = 1 pour k 5* p. Si p est impair:
[p]-[pY = 1, bHp] = [p]'-[p]' = 0. Si p est pair:

[p]-[p] = [P] '-[P] ' = i, IPUPY = o.

15. La variété des génératrices planes à p dimensions d'une quadrique
complexe non dégénérée Q2p. Considérons sur la quadrique complexe non
dégénérée Q2p les génératrices planes à p dimensions appartenant à l'un des
deux systèmes de génératrices à p dimensions. Elles engendrent une variété
algébrique V à p{p + l)/2 dimensions complexes. Un élément quelconque de
V sera designé par {p}. Nous nous proposons de subdiviser V en cellules
algébriques.

Supposons d'abord p = 2. Les points de Q4 représentent les droites com-
plexes d'un espace projectif [3]. Une génératrice plane de Q4 représente les
droites de [3] qui passent par un point ou les droites de [3] qui sont situées
dans un plan. Les éléments {2} de la variété V sont donc en correspondance
biunivoque avec les points de [3]. Cette remarque conduit aux résultats sui-
vants: Soit {2}o un élément particulier de T\ C'est une variété plane [2]0 con-
tenue dans Q4. Prenons dans la variété [2]0 une droite [1] et un point [0] sur
cette droite. Tout élément {2\ de Va un point en commun avec [2]0. Con-
sidérons la variété des éléments de Y qui rencontrent la droite [1]. Nous la
représentons par [1, -, •]. La variété des éléments de V qui contiennent le
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point [0] sera représentée par [0, -, •]. Représentons par [0, 1, 2] l'élément
particulier {2}0 et par [2, -, •] la variété totale V. On reconnait alors que
[2, -, •] — [1, -, •] est une cellule algébrique ouverte. Il en est de même pour
[1, -, •] ~ [0, -, . ] e tpour [0 , -, •] - [0,1,2].

Passons à l'étude du cas général. Considérons sur la quadrique Q2p une
variété plane [p]0 formant un élément particulier {p}0 de la variété V lorsque
p est pair, et n'appartenant pas à V lorsque p est impair. L'intersection d'un
élément {p\ de V avec [p]0 a toujours un nombre pair de dimensions; en général ce
sera un point. Introduisons dans [p]0 une suite de variétés [p — 1], [p — 2], • • •, [0]
telles que :

(1) Mo 3 [p - 1] Z> [p - 2] 3 . . . 3 [0].

Considérons 2% + 1 variétés de cette suite: [a0] C [aj C ••• (Z [a2,]. Le symbole
[a0, ai, a2, • • • , a2l, -, • •] représentera la variété des éléments {p} de V qui
coupent [a,] suivant une variété à s dimensions. Dans le symbole nous mettons
p — 2i points à la suite du dernier nombre a2l pour indiquer que l'élément gé-
nérateur est une variété plane à p dimensions. La variété V elle-même est rep-
résentée par [p, -, • • • • ] . Nous allons démontrer le lemme suivant:

LEMME. La variété [a0, ai, • • • , a2l, •, • •] devient une cellule algébrique
ouverte lorsqu'on en retranche les variétés représentées par les symboles qu'on
obtient en diminuant d'une unité un quelconque des nombres du symbole donnéy ou
en remplaçant, dans le cas où a2i < p — 1, fes deux premiers points qui suivent
a2î par p — 1 et p. Tout symbole qui n'a pas de sens devra être remplacé par zéro.

Le lemme est bien vérifié pour p = 1 et p = 2. En le supposant exact pour
une quadrique Q2p-2, nous allons le démontrer pour une quadrique Q2p.

La quadrique Q2p appartient à un espace [2p + 1 ] . Soit [2p]f un hyperplan
ne passant pas par le point [0] de la suite (1). L'hyperplan tangent à Q2p au
point [0] coupe [2p]' suivant une variété [2p — 1]'. L'intersection de Q2p avec
[2p — 1]' est une quadrique non dégénérée Q2p-2. Soit {p} une génératrice de
Q2p appartenant à la variété Tr. Si {p\ ne passe pas par [0], la projection stéréo-
graphique de centre [0] lui fait correspondre d'une façon biumvoque une variété
plane {p)r de Thyperplan [2p]'. {p}f coupe [2p — 1]' suivant une génératrice
{p — 1}' de la quadrique Q2p_2. {p — 1}' engendre un des systèmes de gé-
nératrices de Q2p_2. Tout {p\ ' appartenant à [2p]' et coupant [2p — 1]' suivant
une telle génératrice {p — 1} ' correspond à une génératrice {p} ne passant pas
par [0].

Les variétés de la suite (1) sont coupées par [2p — 1]' suivant des variétés
[p- l]0 ', [ p - 2]', . . . , [0]' telles que:

(2) [p- l]0' 3 [p - 2 ] ' 3 . . . 3 [ 0 ] ' .

Considérons la variété [a0, ah • • • , a2l, -, • •] et supposons a0 > 0. Les {p}
de cette variété qui ne contiennent pas [0] se projettent suivant les {p}' de
[2p]' qui coupent [2p — 1]' suivant des génératrices {p — 1}' de Q2p_2. Ces
génératrices {p — 1}' engendrent la variété [a'o, a[, • • • , a2l, -, - • ] ' définie à
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l'aide des variétés de la suite (2), le nombre a[ étant égal à o, - 1. Nous
pouvons appliquer le lemme à la variété [a'Q, a'l9 ••• , a'2l, -, • • ] ' . Celle-ci
devient une cellule algébrique ouverte A lorsqu'on en retranche les variétés in-
diquées dans l'énoncé du lemme. Il reste à démontrer que les {pj ' de l'hyperplan
[2p]' qui coupent [2p - 1]' suivant les éléments {p — l j ' de A forment une
cellule ouverte.

Les nombres o0, alf • • • , a2t sont des nombres de la suite 0, 1, • • • , p — 1;
désignons par b0, bu • • • , b3 les autres nombres de cette suite. Considérons
sur Q2p-2 une génératrice [p — l]"0 qui coupe [p — l]ó suivant une variété [j].
Nous choisissons [p — 1]J de telle façon que [j] appartienne à la variété fonda-
mentale de Schubert de symbole [b'o, b[, • • • , &,'] définie à l'aide de variétés
de la suite (2). Nous supposons que [j] occupe une position générale dans
[°o, b[} • • • , b'3\. Les variétés [p — l]ó et [p — 1]J sont des génératrices de
Q2p_2 qui n'appartiennent pas au même système, car leur intersection est à
j = p — 1 _ (2i + 1) dimensions. Soit {p — 1}' un élément quelconque de
la cellule ouverte A. Montrons que {p — 1} ' n'a pas de point commun avec
[p — 1]Q. On voit d'abord que {p — l j ' n'a pas de point commun avec [j\;
sinon {p — 1 j ' appartiendrait à une des variétés-frontières de la cellule A. Soit
[2p — 2 — j] la variété conjuguée de [j] par rapport à la quadrique Q2p-2. Les
variétés [2p — 2 — j] et {p — 1} ' ne peuvent pas appartenir à un même hyper-
plan de l'espace [2p — 1]', comme leurs variétés conjuguées n'ont pas de point
commun. Donc l'intersection de [2p — 2 — j] et {p — 1} ' est à p — 2 — j = 2%
dimensions; c'est précisément l'intersection de {p — l j ' avec [p — 1]Q. La
variété [p — l]"Q appartient à [2p — 2 — j]. Il en résulte bien que {p — 1} et
[p — l]'ó n'ont pas de point commun.

Soit [p]"Q une variété contenue dans [2p]' et coupant [2p — 1]' suivant [p — 1]J.
Soit {p}' une variété plane à p dimensions contenue dans [2p\' et coupant
[2p — 1]' suivant {p — 1) ' . L'intersection de {p}' avec [p]"0 est un point non
situé sur [p — 1]Q. Par conséquent, la variété des \p}' est homéomorphe au
produit topologique de la cellule ouverte A par la cellule ouverte [p] J — [p — 1]J.
Par projection stéréographique de centre [0], il lui correspond sur Q2p une variété
d'éléments {k} qui forme bien une cellule algébrique ouverte. On voit facilement
que la frontière de cette cellule est formée par les variétés indiquées dans l'énoncé
du lemme.

Si a0 = 0, on vérifie le lemme en remarquant que la variété des génératrices
{p} de Q2p qui passent par le point [0] correspond d'une façon biunivoque à la
variété des génératrices {p — l j de Q2p-2-

Nous dirons que les variétés [a0, ah • • • , a2t, • , • •] sont les variétés fonda-
mentales de V. En vertu du lemme, elles subdivisent V en cellules algébriques
complexes. Elles forment donc les bases d'homologie pour les dimensions paires.
Les nombres de Betti pour les dimensions impaires sont nuls, et il n'y a pas de
coefficients de torsion.

Donnons explicitement les bases d'homologie pour la variété V engendrée par
les génératrices {3} d'une quadrique Q6.
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On reconnait que F a la même dimension et les mêmes constantes topologiques
que Q6. V et Q6 sont effectivement homéomorphes. On connait, en effet, une
correspondance biunivoque entre les points de la quadrique Q6 et ses généra-
trices de l'un des deux systèmes de génératrices à 3 dimensions.30

Remarquons qu'on pourrait remplacer les symboles [a0, • • • , a2l, -, • •] par
des symboles légèrement différents. Soit [p]i une génératrice de Q2p coupant
[p]o suivant la variété [p — 1] de la suite (1). [p]0 et [p]i sont des génératrices
de systèmes différents. Considérons la suite de variétés planes:

(1)' [p]x =3 [p - 1] =3 • • • => [1] Z3 [0].

Si {p} est un élément de V, son intersection avec [p]i est nulle ou a un nombre
impair de dimensions. Prenons 2i variétés appartenant à la suite (1)':
[a0] Cl [ai] C • • • C [a2l_J. Le symbole [a0, ai, • • • , a2%-i, • , • •] représentera la
variété des éléments {p} qui coupent [a8] suivant une variété à 5 dimensions.
La variété V elle-même serait ainsi représentée par [ •, , • • • ] , où figurent seule-
ment p + 1 points. Nous dirons qu'un symbole est de première ou de seconde
espèce, suivant qu'il contient 2i + 1 ou 2z nombres. Toute variété fonda-
mentale est représentée par un symbole de première espèce et par un symbole
de seconde espèce. Ces deux symboles contiennent les mêmes nombres inféri-
eurs à p; le nombre p figure toujours dans l'un des symboles et ne figure pas
dans l'autre. Par exemple, [0, 2, 3, -, •] et [0, 2, 3, 4, •] représentent la même
variété; de même [1, 3, 4, -, •] et [1, 3, -, -, •] représentent la même variété.
Le lemme s'énonce de la même façon quand on emploie des symboles de
seconde espèce.

La dimension complexe de la variété [a0, au • • • , aSJ •, • • ] est égale à

^ ?"—- — (p — a0) — (p — ai) — • • • — (p — a,). En effet, cette expression

diminue d'une unité quand on remplace un des nombres a2 par at — 1 ou quand
on remplace deux points qui suivent a8 par p — 1 et p. D'autre part elle prend
toutes les valeurs entières de p(p + l ) /2 à 0. Remarquons qu'on peut associer
à toute variété [a0, ai, • • • , as, -, • • ] la variété [b0, bi} • • • , bty -, • • ] telle que
les nombres a0, ai, • • • , a8} b0, &!,••',&< soient, à l'ordre près, les nombres de

30 Ceci est lié à l'existence d'un parallélisme absolu dans l'espace elliptique réel à 7
dimensions. Voir: F. Vaney, a.
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la suite 0 , 1 , • « • , p. Les deux variétés sont de dimensions complémentaires
et les deux symboles seront dits symboles associés.

Démontrons le théorème suivant :
THÉORÈME. Etant données deux variétés fondamentales de dimensions complé-

mentaires, leur indice de Kronecker est égal à 1 lorsqu'elles sont représentées par
deux symboles associés; sinon il est égal à zéro.

Soient [a0, ah • • • , as, -, • •] et [bo, bh . . . , bt, -, • •] deux symboles associés,
le premier étant de première espèce. Considérons les variétés planes de la
suite (1) ainsi que leurs variétés conjuguées par rapport à Q2p; soit [2p — k] la
variété conjugée de [k]. Nous avons alors une suite de variétés planes:

(3) [2p + 1] 3 [2p] 3 . . . 3 [p]Q 3 [p - 1] 3 . . . 3 [0].

Montrons que les éléments {p} de la variété [a0, ah • • • , as, •, • • ] appartien-
nent à la variété fondamentale de Schubert définie par le symbole

[a0, ah • • • , as, n — bt, • « • , n — bu n — bQ]

à l'aide de p + 1 variétés de la suite (3); nous avons posé n = 2p + 1. En
effet, comme un tel élément {p\ coupe [aj suivant une variété à i dimensions,
il coupe la variété conjuguée [2p — at] suivant une variété k(p(i) dimensions, où
çp{i) = p — at + i. On a: <p(i) — <p{i + 1) = a»+i — a% — 1. La différence
<p(j) — <£>W indique combien des nombres b0, bi, • • • , bt sont compris entre a, et a».
Si dans le symbole [aQj ah • • • , a8} -, • • ] tous les nombres de a3 à a% sont des
nombres consécutifs, on a <p(i) = <?(,;)• Soit at un nombre du symbole
[a0, ai, •• . , as, -, • •] tel que at + 1 soit égal à un nombre 6,/ du symbole
[h, 6i, • • • , 6f, -, • •]. L'élément {p} coupe [n — &t'] suivant une variété à <p(i)
dimensions. Remarquons que ip(i) = p — (at — i) = p — i'. Il en résulte
bien que {p} fait partie de la variété fondamentale de Schubert de symbole

[a0, ah • • - , as, n — bt, - • - , n — bi, n — b0].

De même les éléments {p} de la variété [b0, bh • • • , bt, •, • • ] font partie d'une
variété de Schubert de symbole [b0, b\, • • • , bt, n — a8, • • • , n — au n — a0].
Si [b0, 6i, . . . , bt, -, • •] est de seconde espèce, il faut considérer à la place de la
suite (3) l'ensemble des variétés de la suite (1) ' et de leurs conjuguées par rapport
à Q2p. En déplaçant la génératrice [p]0, nous pouvons donner à la variété
[a0, a1} • • • , a8, •, • • ] une position générale par rapport à la variété
[bo, bi, - • • ,bh -,-•]. Ces deux variétés sont alors contenues dans deux variétés
de Schubert qui ont un élément commun. On reconnait que cet élément
commun appartient à QiP. Donc l'indice de Kronecker des deux variétés
associées est bien égal à 1.

Soit [CQ, CI, . . . , cr, -, • •] une autre variété fondamentale dont la dimension
est complémentaire à celle de [a0, a±, • • • , a8, -, • •]. Nous supposons que les
variétés planes qui servent à définir [c0, d, • • • , cr, -, • -] appartiennent à une
suite [p]' Z> [p - 1]' Z> • • • 3 [0]', où [p]' est une génératrice qui n'a pas de
point commun avec [p]Q. Si r + s > p - 1, les deux variétés
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[a0, ai, • • • , a8, -, • •] et [c0, ch • • • , cr, -, • •] n'ont pas d'élément commun;
sinon [a8] et [cr]' auraient un point commun, ce qui est impossible. Supposons
s + r ^ p — 1; d'où r ^ t. Comme [bQ, bh • • • , bt, -, • •] et [c0, ci, • • • , cr, -, • •]
ont la même dimension, on a :

p - b o + p - b i + ••• + p — &« = p — co + p — C i + • • • +p — cr.

Au moins un des nombres c0, Ci, • • • , cr est donc inférieur au nombre de même
rang de la suite bQ, 61, • • • , bt', soit c% < b%. Alors les variétés [n — bt] et [cx]'
n'ont pas de point commun. Donc les variétés [c0, cu ••• , cr> -, ••] et
[a0, ai, • • • , a8, n — &*, • • • , n — 61, n — b0] n'ont pas d'élément commun.

Du théorème ainsi démontré il résulte que tout cycle r2fc de la variété V
s'exprime par une homologie de la forme :

T2K ~ S (60, 61, • • • , bh -, . •) [a0, ai, - - • , a,, -, • •],

où (60, 61, • • • , bt, -, • •] est l'indice de Kronecker de T2k avec la variété fonda-
mentale associée à [oo, ax, • • • , a,, -, • •].

16. L'espace des variétés planes à p dimensions qui appartiennent à un
complexe linéaire non dégénéré d'un espace projectif à 2p + 1 dimensions
complexes. Soit C un complexe linéaire de droites défini dans l'espace projectif
complexe [2p +1] . Nous supposons que C est non dégénéré. Les droites de C
qui passent par un point M remplissent un hyperplan [2p], qui est appelé
hyperplan conjugué de M. A une variété [1] est associée une variété conjuguée
[2p — i\; c'est la variété commune à tous les hyperplans conjugués des points
de [i\. Si 1 < p, il y a des variétés [i] qui sont contenues dans leurs variétés
conjuguées. Nous disons qu'une telle variété [i\ appartient au complexe; toute
droite de [i] est alors une droite du complexe. Une variété [p] qui appartient
au complexe est confondue avec sa conjuguée. Soit Y la variété des [p] qui
appartiennent au complexe. Les propriétés de V ressemblent à celles de la
variété des génératrices à p dimensions d'une quadnque Q2P.

31 Désignons par
{p} un élément quelconque de V et soit [p]0 un élément particulier de V. Nous
allons démontrer le lemme suivant:

LEMME I. La variété V devient une cellule algébrique ouverte lorsqu'on en
enlève tous les {p} qui rencontrent [p]o.

La démonstration se fait de nouveau par induction. Soit O un point de [p]0

et soit [2p]o Thyperplan conjugué de 0. [2p]o contient [p]0. Tout {p} qui ne
rencontre pas [p]0 coupe [2p]0 suivant une variété {p — 1} qui ne rencontre
pas [p]o. Soit {p + lj la variété conjuguée de {p — 1}. Les éléments {p}
qui passent par {p — 1J sont les variétés planes à p dimensions qui passent par
{p — 1} et qui sont contenues dans [p + 1 j . Considérons une variété [p — l]0

contenue dans [p]0 et ne passant pas par 0. La variété [p + l]0, conjuguée de

31 Pour les propriétés classiques d'un complexe linéaire, voir C. Segre, a.



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 431

[p - l]Oj coupe [2p]0 suivant [p]0. {p + 1} et [p + l]0 se coupent suivant une
droite passant par 0. Tout élément {p} passant par {p - 1} coupe [p + l]0

suivant un point et correspond ainsi d'une façon biumvoque à une variété [p]'
passant par [p - l]0 et contenue dans [p + l]0. Les éléments {p} qui passent
par [p - 1} engendrent une cellule ouverte lorsqu'on enlève l'élément qui passe
par 0. Le lemme sera donc démontré quand on aura montré que les variétés
{p — 1} qui ne rencontrent pas [p]0 forment une cellule ouverte.

Considérons dans [2p]0 une variété [2p - l]0 qui coupe [p]0 suivant [p - l]0.
Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p — l]0 engendrent un
complexe linéaire non dégénéré C". Par projection centrale de centre 0, toute
variété {p — 1} dans [2p]0 qui appartient au complexe C et qui ne rencontre
pas [p]0 se projette sur [2p — l]0 suivant une variété {p — 1}' qui appartient
au complexe C' et qui ne rencontre pas [p — l]0. Par hypothèse, les variétés
{p — 1}' engendrent une cellule algébrique ouverte. Les variétés {p — 1}
qui se projettent suivant une variété {p — 1}' donnée et qui ne passent pas
par 0 engendrent une cellule ouverte. On peut les mettre en correspondance
biunivoque avec les variétés [2p — 1] qui sont déterminées par {p — 1} et
[p — l]o. Donc les {p — 1} qui ne rencontrent pas [p]0 engendrent bien une
cellule ouverte.

Le lemme se démontre directement pour p = 1 en appliquant les réflexions
précédentes; il est donc prouvé quel que soit p.

Considérons dans [p]0 une suite de variétés planes:

[p]0 D [ p - l p - O [l]0 3 [0]0.

Le symbole [o0, ah • • • , a&, •, • •], où 0 ^ a0 < aL < • • • < a8 ^ p, représentera
la variété des éléments {p} de 7 qui coupent [al]0 suivant une variété à i
dimensions. On a ajouté p — s points à la suite de a8, pour indiquer que
l'élément générateur est à p dimensions.

LEMME II. La variété [aOy ah • • • , as, -, • •] devient une cellule algébrique
ouverte lorsqu'on en enlève Vensemble des variétés représentées par les symboles
qu'on obtient en diminuant d'une unité un des nombres du symbole donné ou en
écrivant le nombre p à la suite de a» si as < p. Tout symbole qui n'a pas de sens
est remplacé par zéro.

Nous raisonnons de nouveau par induction par rapport à p. Le lemme se
vérifie immédiatement pour p = 1. Soit [2p]' une variété plane qui coupe
[ao]o suivant [a0 - l]0 et les variétés [aQ + l]0, [a0 + 2]0j • • • , [p]o suivant des
variétés [<*>]', [aQ + 1 ] ' , • • • , [p - 1]'. Considérons un élément général {p} de
la variété [a0, alf • • - , a,, • , • • ] . Il est déterminé par un point M de [ao]o et
une variété {p - 1} contenue dans [2p]'. Nous supposons que M n'appar-
tient pas à [oo - l]o. L'hyperplan conjugué de M coupe [2p]' suivant une
variété [2p - 1]'. Les droites du complexe C qui sont contenues dans [2p - 1]'
engendrent un complexe linéaire C'. La variété {p—1} appartient au
complexe C" et engendre, pour un point M donné, la variété de symbole

[ai — 1, a2 — 1, • • • , as — 1, -, • • ] '
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définie à Paide des variétés [ai — 1]', [a2 — 1]', • • • , [a8 — 1]'. Par hypothèse
on peut appliquer le lemme à la variété [ai — 1, a2 — 1, • • • , a8 — 1, -, • • ] ' .
Faisons décrire à M la cellule ouverte [ao]o — [a0 — l]o. A deux points M\ et ikf 2

correspondent deux hyperplans conjugués qui coupent [2p]' suivant des variétés
[2p — 1]( et [2p — 1]2. Celles-ci ne contiennent pas le pôle I de l'hyperplan
[2p]\ Les variétés {p — 1} dans [2p — 1]( et [2p — 1]2 peuvent être mises en
correspondance biunivoque par projection centrale de centre I. La variété
[a0, ai, • • • , a8, -, • •] dont on a enlevé les éléments qui rencontrent [a0 — l]o
est donc le produit topologique de [ao]o — [ao — l]o par la variété
[ai — 1, a2 — 1, • • • , a8 — 1, -, • • ] ' . Le lemme résulte de cette propriété.

Nous dirons encore que les variétés [a0, ai, • • • , as, -, • •] sont les variétés fonda-
mentales de V. Elles subdivisent V en cellules algébriques et forment par suite
les bases d'homologie.

L a d i m e n s i o n c o m p l e x e d e V e s t (p + 1) (p + 2 ) / 2 . E n r a i s o n n a n t c o m m e
a u §15, on t r o u v e q u e la d i m e n s i o n c o m p l e x e d e [a0, a i , ••• , as, -, • • ] e s t

(p + l H p + 2) ( p + 1 a ) { p + 1 a ) ( p + 1 a )

Soient b0, 6i, • • • , 6f les nombres de la suite 0 , 1 , • • • , p qui ne figurent pas
parmi la suite a0, au - • - , as. La variété [bQ, bi, • • • , bt, •, • • ] sera dite asso-
ciée à [a0, ai, ••• , a8, • , • • ] . Deux variétés associées sont de dimensions
complémentaires. On montre comme au §15 que Vindice de Kronecker de deux
variétés associées est égal à 1. Si deux variétés de dimensions complémentaires
ne sont pas des variétés associées, leur indice de Kronecker est nul. Par consé-
quent tout cycle T2k s'exprime par une homologie de la forme :

T2k ~ 2(6o, 6i, • • • , bh • , • ')[oo, ai, • • - , a., - , • -],

les notations étant les mêmes qu'au §15.
Il y a une analogie frappante entre la variété des génératrices {p + 1} d'une

quadrique Q2p+2 et la variété des éléments {p} appartenant à un complexe linéaire
de l'espace [2p + 1]. Dans les deux cas, toute variété fondamentale est définie
par un ensemble d'entiers (a0, ai, • • • , as) tels que 0 g a0 < ai < • • • < as ^ p;
le nombre p + 1 qui peut figurer dans les symboles des variétés fondamentales
du premier cas ne joue pas un rôle essentiel. Les invariants topologiques
ordinaires (nombres de Betti, coefficients de torsion, groupe de Poincaré) sont
les mêmes. Cependant les deux variétés ne sont pas homéomorphes. Soit, en
effet, le cas p = 1. La variété des génératrices {2} d'une quadrique QA est
homéomorphe à l'espace projectif [3]. La variété des droites d'un complexe
linéaire de [3] est homéomorphe à une quadrique Q3. On voit facilement que les
variétés [3] et Qs ne sont pas homéomorphes. Il suffit de considérer dans les
deux cas l'intersection avec lui-même du cycle de base à 2 dimensions complexes.



TOPOLOGIE DE CERTAINS ESPACES 4 3 3

17. Application de la méthode des invariants intégraux. Il est intéressant
de retrouver certains des résultats précédents par la méthode des invariants
intégraux32 du §5.

Considérons la quadrique Q2p d'équation:

(1) *o 2/0 + xi 2/i + •. . + xp yp = 0.

Soit {p}0 la génératrice x0 = xx = . . . = xp = 0. Les génératrices [p] voisines
de {p}o sont représentées par:

u y%y atj + a]t = 0.

La variété V des génératrices {p} de même système que {p}0 est transformée
transitivement par le groupe projectif G qui laisse invariantes la quadrique (1)
et les relations yt = xt. G est équivalent au groupe orthogonal à paramètres
réels et à 2p + 2 variables. Le groupe d'isotropie g relatif à l'élément-origine
{P\Q est défini par:

(x') = (a) (x)
(g) (a) (a)* = 1

(2/0 = (fi) (y)
V peut être considéré comme Vespace riemannien symétrique défini par G et g, la
symétrie par rapport à l'élément {p}0 étant définie par:

(x') = — (s), (y') = (y)-

Le groupe linéaire d'isotropie y opère sur des variables complexes œtJ et sur
les variables complexes conjuguées «„. On a cot] + <a,% = 0. Les «„ se trans-
forment comme les formes extérieures [xt x,]} en supposant que les variables
XQ, XI, • • • , xp subissent les transformations du groupe unitaire (x') = (a) (x),
où (a) (a)* = 1. Aux transformations unimodulaires de ce dernier groupe
correspond un groupe linéaire y" opérant sur les œl}. On est de nouveau con-
duit à décomposer en groupes irréductibles le groupe y's ' qui opère sur les formes
extérieures [wljjl • • • colsJs]. En répétant les raisonnements du §7, on obtient
facilement les variables dominantes de ces groupes irréductibles. Considérons
le tableau des variables œt] qui s'obtient en gardant dans la matrice (cotJ)
seulement les éléments placés au-dessus de la diagonale principale. Etant
donné un ensemble d'entiers Zo, h, • • • , h tels que p ^ U > h > • • • > h > 0
et tels que l0 + h + • • • + h = *, prenons les Zo premiers éléments de la
première ligne du tableau des w„, puis les h premiers éléments de la seconde
ligne, etc. Le produit extérieur de tous ces éléments, [coOi wO2 • • • w0/0 coi2 o>i3 • • • ],
est une des variables dominantes cherchées. Toute variable dominante s'obtient
ainsi. Donc:

32 Pour ce qui concerne les quadriques complexes, voir E. Cartan, g.
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THÉORÈME. Le nombre d'invariants intégraux de degré 2s, ou le nombre de
Betti RÏS, est égal au nombre d'ensembles d'entiers (Zo, h, • • • , h) tels que:

p ^ l0 > h > • • • > k è 0, lQ + h + - • • + h = s.
Considérons de même le complexe linéaire défini par l'équation:

(2) [xoyo] + [xiyi] + • • • + [xpyp] = 0.

La variété Xo = X\ = • • • = xp = 0 est une variété {pjo appartenant au com-
plexe linéaire. Soit \p\ une \ariété quelconque appartenant au complexe
linéaire. Les variétés {p} voisines de {p\0 sont représentées par:

x x = ^ a 1 } yJy aXi = a]t.
3

La variété W engendrée par les {p} est transformée transitivement par le groupe
linéaire G qui laisse invariants le premier membre de l'équation (2) ainsi que la

forme d'Hermite y . xxxx + 2J yxy%. Le sous-groupe g qui laisse invariant

{p}o est de nouveau défini par:

(xO = (a)(x), {y') = (â)(y), (a)(fl)* = 1.

Le groupe linéaire d'isotropie y opère sur des variables complexes uti et wl7

telles que coî; = co,z. o)ZJ est transformé comme le produit xt x} lorsque les varia-
bles xt subissent les transformations du groupe {x') = (a)(x), où (a)(â)* = 1.
On peut encore considérer le tableau des coi; obtenu en supprimant dans la
matrice (œX]) les éléments placés au-dessous de la diagonale principale. On
trouvera par la même règle les variables dominantes appartenant aux groupes
y'/ et on a le même théorème que dans le cas précédent, les entiers (Zo, h, • • • , h)
satisfaisant maintenant aux conditions: p -\- 1 ^ l0 > h > • • • > h ^ 0,
lo + h + • • • + h = s.

V. Les propriétés topologiques d'une classe de variétés ayant comme
élément générateur une figure formée de plusieurs variétés planes

18. Définitions et propriétés générales. Les raisonnements des paragraphes
précédents peuvent s'appliquer à une classe étendue de variétés algébriques
qu'on peut considérer comme des généralisations des variétés de Grassmann.
L'exemple le plus simple est fourni par la variété des éléments linéaires de
l'espace projectif complexe [n], en appelant élément linéaire l'ensemble d'un point
et d'une droite passant par ce point. On peut considérer plus généralement
l'ensemble d'une \anété [a] et d'une variété [0], où l'on suppose a < fi et
[a] CI [/S]. Cette figure peut être prise comme élément générateur d'une variété
et sera représentée par le symbole {a, 0\. Ainsi un élément linéaire est repré-
senté par {0, 1}. On peut encore considérer des variétés ayant comme élément
générateur la figure formée par k + 1 variétés [ao], [ai], • • • , [<XK] telles que:

a0 < ai < • • • < m; [a0] CI [ai] C • • • C [a*] C [n].
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Un tel élément générateur sera représenté par {a0, ah • • • , ak}. Remarquons
que chaque élément {aQ, ah • • • , <xk} définit aussi une variété fondamentale de
Schubert.

Soit V la variété de tous les éléments {a0, ah • • • , ai} contenus dans [n], les
nombres a0, ai, • • • , ak étant des nombres donnés. D'après le théorème fonda-
mental de la géométrie projective, il existe une transformation homographique
de [n] qui transforme un élément arbitraire {a0, ah • • • , ak} x en un autre élément
arbitraire {a0, <*i, • • • , a* }2. La variété V est donc transformée transitivement
par le groupe projectif de [n]. En raisonnant comme dans le cas des variétés
de Grassmann, on montre que V est aussi transformée transitivement par le
groupe hermitien elliptique. Y définit donc encore un espace homogène clos
ayant pour groupe de structure le groupe hermitien elliptique. Mais cet espace
homogène n'est pas symétrique.

La dimension complexe de V est égale à

(a0 + l)(ai - a0) + (ai + l)(a2 - ai) + • • • + (ai + l)(w - aA).

La caractéristique d'Euler-Poincaré de V s'obtient encore en appliquant le
théorème de M. S. Lefschetz. Une homographie générale de [n] laisse fixes
les n + 1 sommets d'un simplexe non dégénéré. Le nombre d'éléments
{a0, ai, • • • , aji} qui sont fixes par l'homographie est égal à

Ce nombre est égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré, car en vertu du
théorème démontré à la fin du §7, chaque élément fixe doit être compté avec
une multiplicité égale à 1.

19. La variété des éléments {a, 0} de [n]. La variété de tous les éléments
(a, 0) de [n] est une variété algébrique V contenue dans le produit topologique
de la variété des éléments {a} par la variété des éléments \p\ de [n]. Con-
sidérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1], [n — 2], • - - , [1], [0]
telles que:

(1) [n] 3 [n - 1] 3 [n - 2] 3 . . . 3 [1] 3 [0].

Elles déterminent les variétés fondamentales [a0, aly - • • , aa] engendrées par
des éléments {a} et les variétés fondamentales [b0, bh • • • , bp] engendrées par

des éléments {0}. Le symbole K°' ?h " ' ' ?" h \ représentera la variété
|_°o> Oj, • • • , oa , • • • , u / 3 j

des éléments {a, 0! définis par l'ensemble d'un {a} appartenant à [a0, «i, • • • , aa]
et d'un {0} appartenant à [60, &i, • • • , W- P o u r Que M et {0} puissent être
des éléments généraux des variétés [a0> «i, • • , ««] et [60, &i, • • • y M> il faut et
il suffit que tout nombre ax soit égal à un nombre b, dont l'indice j est supérieur
ou égal à i. Lorsque cette condition est satisfaite, le symbole considéré sera
dit irréductible et représentera une variété irréductible que nous appellerons
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variété fondamentale. Lorsque cette condition n'est pas satisfaite, le symbole
est réductible et représente, en général, la somme de plusieurs variétés fonda-
mentales. Soit, en effet, at le premier nombre de la première ligne du sym-
bole qui ne figure pas parmi les nombres b3 de la deuxième ligne. Supposons
a» compris entre b} et b,+i et soit {«,/?} un élément de la variété défini par le
symbole donné. Si l'intersection de [aj et de {a} ne se trouve pas entière-
ment dans [b3], la variété {/?} coupera [at] suivant une variété [j + 1]. Ceci
montre qu'on peut remplacer le symbole donné par la somme des deux symboles
obtenus en remplaçant soit a% par bJf soit bj+i par ax. Cependant lorsque b3 = a»_i,
il faudra remplacer a% par b, et diminuer d'une unité un ou plusieurs des nombres

[~2 3 "I [~2 3 "I [~l 2 ~]
qui précèdent at. Ainsi ' doit être remplacé par ' + '
Si les symboles obtenus ne sont pas irréductibles, on applique la même opéra-
tion jusqu'à ce qu'on arrive à une somme de symboles irréductibles.

Nous allons montrer que les variétés fondamentales fournissent une subdivi-
sion de V en cellules algébriques. Pour éviter des longueurs, nous supposerons
que V est la variété des éléments {1, 6} de l'espace [n] ; on reconnaîtra immédia-
tement que le raisonnement est général. Soit , 0 ; l , , , , le symbole

L&o, (h, o2, b3, ah b5, b6 J
d'une variété fondamentale F Nous choississons dans [n] une variété [n — 2]'
qui ne rencontre pas les droites générales de [a0, a j . Il faudra donc que [n — 2]'
coupe [a0] suivant [a0 — 1] et [ai] suivant une variété [ai — 2]' qui n'appar-
tient pas à la suite (1) mais qui est contenue dans [ai — 1]. Alors [n — 2]'
contient [b0] et coupe les variétés [b2], [b3], M , M suivant des \ariétés [62 — 1]',
[&, _ i ] ' , [6B _ 2]', [6fl - 2]'. Soit {1, 6} un élément de la variété F. Il est
composé d'une droite {1} et d'une variété {6}. Nous supposons que la droite
{1} n'appartient pas à [a0, ai — 1] + [a0 — 1, a j . Il s'en suit que {1} ne
rencontre pas la variété [n — 2]'. L'intersection de {6} et de [n — 2]' sera
une variété {4j qui appartient à la variété [b0, b2 — 1, h — 1, h — 2, 66 — 2]'
définie à l'aide de [60], [&2 - 1]', [h - 1]', [65 - 2]', [66 - 2]f. Réciproquement,
l'ensemble d'une droite {1| appartenant à [a0, ai] — [a0, ai — 1] — [a0 — 1, a j
et d'un élément {4} de la variété [b0, b2 — 1, 63 — 1, 65 — 2, 66 — 2]r détermine
un élément {1, 6} appartenant à la variété F. Donc si l'on enlève de F les
éléments {1, 6[ dont la droite {1} appartient à [a0, ai — 1] + [a0 — 1, ai],
on obtient une variété qui est le produit topologique de la cellule ouverte
[a0, a j — [a0, ai — 1] — [a0 — 1, ai] et de la variété [b0, b2 — 1, b3 — 1, 65 — 2, 66 — 2]'.
Pour faire de cette dernière variété une cellule ouverte, il faut en enlever
des variétés ayant pour symboles [b0 — 1, b2 — 1, h — 1, 60 — 2, be — 2]',
[b0, b2 - 2, • • • ] ' , • • • , [bo, b2 - 1, b3 - 1, b5 - 3, b6 - 2]', . . . . Les variétés
planes qui servent à définir ces symboles sont les intersections des variétés de
la suite (1) avec la variété [n — 2]'. Les éléments {6} qu'on a enlevés de cette
façon sont les éléments des variétés représentées parles symboles obtenus à partir
de [b0, a0, b2, b3, au b5, b6] en diminuant d'une unité un des nombres b0, b2, b3, b5, b6.
Une circonstance exceptionnelle se présente lorsque b2 — 1 = a0 ou b5 — 1 = ai.
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Si b2 — 2 = 60, on n'a pas à considérer le symbole obtenu en remplaçant b2 par
b2 — 1. Mais si 62 — 1 > b0 + 1, il faut remplacer a0 et b2 par a0 — 1 et a0.
Ce qui précède permet d'énoncer, pour tous les cas, la règle suivante:

La variété fondamentale F de symbole \^°' ül , _ _ _ \ devient une cellule
[_0o, a0, o2, o3, ah o5, o6 J

algébrique ouverte lorsqu'on en enlève les variétés représentées par les symboles qui se
déduisent du symbole de F en dimiunant d'une unité un des nombres de la première
ou de la deuxième ligne. On ne garde que les symboles qui ont un sens et on les
décompose en symboles irréductibles.

On reconnait que notre raisonnement est tout à fait général; la même règle
s'applique donc dans le cas des variétés fondamentales engendrées par un élé-
ment {a, 0} quelconque. Par conséquent:

Les variétés fondamentales] , °\1} ' ' ' ' a , subdivisent la variété V en cellules
L°o, 0i, , 0/3 J

algébriques et fournissent les bases d'homologie. Il n'y a pas de coefficients de
torsion et les nombres de Betti R2s+i sont nuls.

M. E. Cartan a bien voulu m'mdiquer une autre manière de représenter les
variétés fondamentales et de définir les cellules algébriques correspondantes.
D'après ce qui précède, on voit que la dimension complexe de la variété

o, i, • • • , a e g t ggaje à 2J (a» — i) + 2j (°J — j)y où i = 0, 1, • • • , a,
tandis que j ne prend que les valeurs des indices des nombres b\ qui ne figurent
pas dans la première ligne du symbole. La variété est complètement définie par
l'ensemble des nombres (a% — i) et {b} — j), c'est-à-dire par fi + 1 nombres entiers
dont les a + 1 premiers ne dépassent pas n — a. et sont rangés par ordre non
décroissant, tandis que les fi — a nombres suivants ne dépassent pas n — p et

[2 4 7

l' 2 S 4 6
définie par le système d'entiers (2, 3 | 1, 1, 2); sa dimension est égale à 9. La
cellule ouverte correspondante est définie de la façon suivante: Considérons les
sommets Ao, Ai, • • • , An d'un simplexe de référence, les p + 1 premiers points
définissant la variété [p] de la suite (1). Formons le tableau suivant :

2 + 1 points
3 + 1 points
1 + 1 points
1 + 1 points
2 + 1 points.

Dans chaque ligne nous évitons d'écrire les derniers points des lignes précé-
dentes. La droite de l'élément {1, 4} qui engendre la cellule ouverte est définie
par les points A2 + (AQAO et A, + (A*AiAz). La variété {4} correspondante
est définie par les points précédents plus les trois points Ai + (Ao), Az + (Ao)
et 4 6 + (Ao^s). Ici (AtAjAk) représente une combinaison linéaire à coefficients
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arbitraires des points Alf A,, Aj,. Les derniers indices des différentes lignes du

[2 4 1

i ' o Q A a •1, Z, ô, 4, o j
II est facile d'obtenir Vindice de Kronecker de deux variétés fondamentales de

dimensions complémentaires. Soient
VaQj au • • • , aa 1 t Va'o, a[, • • • , a'f
[_b0, 6i, — , 6«, — , op] |_feó, &i, — , &«,

les symboles irréductibles des deux variétés considérées. Donnons à la deuxième
variété une position générale par rapport à la première; c'est-à-dire nous sup-
posons que les variétés [b t ] qui servent à définir la deuxième variété fondamentale
ont une position générale par rapport aux variétés [6,] qui servent à définir la
première. Pour qu'il y ait un élément {«,/?} commun aux deux variétés il faut
qu'on ait, d'après un raisonnement déjà fait à propros des variétés de Grassmann:

a0 + aa ^ n, ax + a'a^ ^ n, • • • , aa + a'o è n

&o + b'fi è n, bi + 6^-i è w, • • • , bp + b'Q è n.

En particulier, si la deuxième variété fondamentale a pour symbole

[ n — aa, -. - , n — a0

n - bfi, , n — bh n -

il y a un élément et un seul commun aux deux variétés. Les nombres a3 etb3

devront être supérieurs ou égaux aux nombres correspondants dans le symbole

«>• '"» ° I Or quand on a deux variétés fonda-
[_n — 6/3, , n - Oi, n — DoJ
mentales Fi et F2, définies à l'aide des variétés planes de la suite (1), Fi est
contenu dans F2 lorsque les nombres du symbole irréductible de F2 sont supérieurs
ou égaux aux nombres correspondants du symbole irréductible de Fi. Dans
ces conditions, les deux variétés Fi et F2 ne peuvent avoir des dimensions égales
que lorsque leurs symboles irréductibles sont identiques. Donc le symbole
d'une variété fondamentale ayant un indice de Kronecker non nul par rapport à

[«o, • • • , a* 1 . A . l~n — aa, • - • , n — a0 ~

, , ne peut être que ' '
Montrons que:

[flo, • • • , «a ~\[n - aa, -- ,n — a0 1 = 1

Pour cela nous considérons seulement l'exemple des variétés:

[oo, ai 1 e t Vn - ai, w - a0 1

&o, ao, 62, bz, ai, 65, &6j L71 — b&,n — 65, n — a\,n — bz,n — 62, w — ao, n — 60J
On verra que le raisonnement est général. Nous avons considéré une variété
[n — 2]' coupant [a0] suivant [a0 — 1] et [ai] suivant une variété [ai — 2]' con-
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tenue dans [ai - 1]. La variété des éléments {1, 6) de K°' ö l , . . . 1
|_Oo, Oo, 62, O3, Oi, 0 5 , 0 6 J

dont la droite ne rencontre pas [n - 2]' est alors le produit topologique de
[oo, ai] - [ao - 1, a j - [a0, ax - 1] par une \ ariété [60> 62 - 1, h - 1,65 - 2, 66 - 2]'
définie dans [n — 2]'. Nous pouvons aussi considérer une variété [?i — 2]"
coupant [n - a j suivant [n - ai - 1] et [n - a0] suivant une variété [n - a0 - 2]"
contenue dans [n — a0 — 1]. Alors la variété des éléments {1, 6} de

[ n - ahn - aQ 1

7 7 , , , , , dont la droite ne
n — o6, n — 65, n — ah n — bh n — b2, n — a0, n — 60J

rencontre pas [n — 2]" est le produit topologique de
[n — ah n — a0] — [n — ax — 1, n — a0] — [n — ah n — a0 — 1]

par une variété [n — fc6, n — h, n — 63 — 1, n — b2 — 1, n — 60 — 2]" définie dans
[n — 2]/r. Par une transformation homographique, nous pouvons amener

[ n — ah n — a0 "I . .

, , , , , en une position géné-
n — fa, n — 65, n — ah n — oh n — o2, w — a0, n — o 0 j

raie par rapport à , °' 1 , 7 , 7 de telle façon que [n — 21
en coïncidence avec [n — 2]'. Nous indiquons par un indice inférieur égal à 1
tout ce qui se rapporte à la variété qu'on a déplacée. Nous pouvons supposer
que les variétés [n — ai — 1] et [n — ao — 2]" viennent en coïncidence avec des
variétés [n — ai — l]i et [n — a0 — 2]J de [n — 2]' telles que [aQ — 1] et
[n — a0 — 2]i ne se rencontrent pas et telles que [ai — 2]' et [n — ai — l]i ne se
rencontrent pas. Alors les deux variétés fondamentales considérées ne peuvent
avoir aucun élément d'intersection {1, 6} dont la droite {1} rencontre [n — 2]'.
En ce qui concerne l'indice de Kronecker des deux variétés, il suffit donc d'en
considérer les parties engendrées par des éléments {1, 6} dont la droite ne ren-
contre pas [n — 2]'. Les deux variétés dont il faut chercher l'indice de Kronecker
sont donc le produit topologique de [a0, ax] — [a0 — 1, at] — [a0, ai — 1] par
[60, 62 — 1, 6s — 1, ft5 — 2, 6e — 2]' et le produit topologique de

[n — ai, n — ao]i — [n — ai — 1, n — ao]i — [n — ai, n — a0 — l]i

par [n — &6, n — 65, n — 63 — 1, n — b2 — 1, n — b0 — 2]^
La variété totale des éléments {1, 6} dont la droite ne rencontre pas [n - 2]'
est le produit topologique de la variété des droites qui ne rencontrent pas
[n - 2]' par la variété des {4) de [n - 2]'. De tout cela il résulte que l'indice
de Kronecker cherché est égal à + 1 , car l'indice de Kronecker de [a0, a j avec
[n — ah n — ao]i est égal à + 1 et l'indice de Kronecker de [bOf b2 — 1, 63 — 1,
fc5 _ 2, h - 2]' avec [n - 66, n - 65, n - 63 - 1, n - b2 - 1, n - b0 - 2][
est égal à + 1 .

Soit T2s un cycle sur V de dimension 2s. On aura l'homologie:
_ (n - a t t , • • • , n - a* \ f"oo, • • - , « « "1
r" ~ S \n _ bfi9 , n - h) IK , W '
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le facteur ( , a ' ' ° , ) étant l'indice de Kronecker de r2, et de
\n — bp, , n — 60/

[ , a' ' ° , . Ceci résout en même temps le problème des caracté-

ristiques de Schubert et donne le nombre d'intersections de deux cycles quelconques
de dimensions complémentaires.

2 0 . L a v a r i é t é d e s é l é m e n t s {a0, au ••• , ak) c o n t e n u s d a n s [n]. C o n -
sidérons le cas d'un élément générateur {a, /?, 7} composé de trois variétés
planes {a), {/?}, {7}. Soit V la variété de tous les éléments {a, ft, 7} de [n].
Considérons de nouveau une suite de variétés planes [n — 1], • • • , [1], [0]
telles que:

(1) [n] 3 [n - 1] Z> • - • 3 [1] Z> [0].

En prenant dans cette suite a + 1 variétés [at], 0 + 1 variétés [b3] et 7 + 1
variétés [ck], le symbole

(2)

, aa

CQ, CI ,

O ^ O o < a i < ••• < aa ^ n

0 ^ 60 < h < - • • < bp ̂  n

représentera la variété des éléments {a, fi, 7} composés d'un élément {a}
appartenant à [a0, ah • • • , aa], d'un élément {0} appartenant à [60, 61, • • • , bp]
et d'un élément {7} appartenant à [c0, Ci, ••• , cy]. Pour que les éléments
{a}, {p} et {7} qui composent l'élément général {<x, 0, 7} de la variété (2)
soient des éléments généraux de leurs variétés respectives, il faut et il suffit que
tout nombre a% soit égal à un nombre 63, où i ^ ,;, et que tout nombre b7 soit
égal à un nombre c*,, où j ^ k. Lorsque ces conditions sont satisfaites, le
symbole (2) sera dit irréductible et la variété qu'il définit sera appelée variété
fondamentale. Cette variété fondamentale moins le lieu de ses éléments
singuliers est transformée transitivement par un groupe projectif continu, un
élément {a, 0, 7} étant dit singulier lorsqu'un de ses éléments composants,
{a}, {/3}, {7}, est singulier dans sa variété respective. Les variétés fonda-
mentales sont par suite des variétés algébriques irréductibles. Lorsqu'un
symbole n'est pas irréductible, on peut le remplacer par un ou plusieurs sym-
boles irréductibles en procédant selon les indications du paragraphe précédent.

Considérons dans V toutes les variétés fondamentales qu'on peut définir à
l'aide des variétés planes de la suite (1). Elles définissent une subdivision de V
en cellules algébriques. On a, en effet, la règle suivante:

Si (2) est le symbole irréductible d'une variété fondamentale, on considère tous
les symboles qu'on peut en déduire en diminuant d'une unité un des nombres
at, bj ou Ck. On décompose les symboles ainsi obtenus en symboles irréductibles.
La variété fondamentale (2) dement une cellule algébrique ouverte lorsqu'on en
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enlève l'ensemble des variétés fondamentales représentées par ces symboles irré-
ductibles.

Pour prouver la règle, il suffit de remarquer que la variété qui reste, après
l'enlèvement de ces variétés-frontières, est le produit topologique d'une cellule
algébrique engendrée par des éléments {a, 0} et d'une cellule algébrique engen-
drée par des éléments {7 — p — 1} d'une certaine variété [n — & — 1]'. E n
ce qui concerne Vindice de Kronecker de deux variétés fondamentales de dimensions
complémentaires, on montre encore que:

, aa

h,
Co, , Cy

n - aa,

n — bp,

n - cy,

, n -

,n - 60

n —

Si les symboles de deux variétés fondamentales ne se correspondent pas de
cette façon, l'indice de Kronecker correspondant est nul. Donc si r2« est un
cycle sur V, on a l'homologie:

• • • , aa

b«,

Co, Cy

les notations étant analogues à celles des paragraphes précédents. Ceci résout
en même temps le problème des caractéristiques de Schubert.

Il est bien clair qu'on a des résultats tout à fait analogues dans le cas de la
variété des éléments {aQ, ai, • • • , ak} contenus dans [n].

A ti tre d'exemple, donnons les bases d'homologie de la variété des éléments
{0, 1, 2} contenus dans [3].

Ru

_O,2,3J

l_0,2,3_

"3
1,3

LO,1,3J

"3
0,3

_O,1,3J M
Rt = 5

Rt = 6
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'0
0,2

.0,2,3_

"0
0,1

.0,1,3_

"0
0,1

_0,l,2_

"0
0,3

.0,1,3_

"0
0,2

_0,l,2_

"1
0,1

.0,1,3.

"1
0,1

.0,1,2.

"1
1,2

.0,1,2.

2
0,2

.0,1,2.

# 2 = 3

Ro - 1

La somme des nombres de Betti est toujours égale à la valeur de la carac-
téristique d'Euler-Poincaré qui a été déterminée au §18.

21. Remarque sur la topologie du groupe de la géométrie hermitienne
elliptique. Les variétés de Grassmann et les variétés plus générales qu'on
vient d'étudier sont transformées transitivement par le groupe hermitien ellip-
tique G et peuvent donc être considérées comme des espaces de décomposition
de la variété de G. Il ne semble pas facile de subdiviser la variété de G en
cellules et de déterminer de cette façon les invariants topologiques de G.33

Cependant on arrive à une représentation assez concrète de cette variété en
considérant la variété V des éléments {0, 1, • • • , n — 1} de l'espace projectif
[n]. Nous supposons que G est le groupe projectif de [n] qui laisse invariante
la forme d'Hermite rr0 #o + #i #i + • • • + xn xn. Nous prenons comme élément-
origine de V l'élément {0, 1, • • • , n — l}0 composé des variétés [a] d'équations
XK = 0 pour k > a, a étant un des nombres 0, 1, • • • , n — 1. Le sous-groupe
g qui laisse invariant l'élément-origine a pour équations:

(i) xK = xk 0,1, . . . ,n) .

La variété de g est homéomorphe à un tore à n dimensions (produit topologique
de n cercles).

La topologie de V est connue. A chaque point de V correspond dans G une
variété homéomorphe à un tore à n dimensions. A un domaine suffisamment
petit de V correspond dans G le produit topologique de ce domaine par le tore
à n dimensions. G n'est pas intégralement le produit topologique de V par le
tore à n dimensions; car s'il en était ainsi, le groupe de Pomcaré de G serait
infini. Or M. E. Cartan a démontré34 que le groupe de Poincaré de G est le
groupe cyclique d'ordre n + 1, le groupe simplement connexe G localement
isomorphe à G étant le groupe linéaire unimodulaire de la forme d'Hermite
XQXO + • • • + Xn Xn-

A l'aide des résultats du §2, nous pouvons vérifier que V est simplement

33 Une formule théorique pour le calcul des nombres de Betti a été donnée par M. E.
Cartan, 6, p. 218-222.

34 Voir E. Cartan, d.
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connexe. A g correspond, en effet, dans G un groupe connexe g également
homéomorphe à un tore à n dimensions. Il en résulte que toutes les variétés
algébriques considérées jusqu'ici sont simplement connexes, car, après un choix
convenable de l'élément-origine, leurs groupes d'isotropie, qui sont connexes,
contiennent toujours le groupe d'isotropie g de V.

La variété^ V peut aussi être considérée comme un espace de décomposition
du groupe G, à tout point de V correspondant encore dans G un tore à n
dimensions.

22. Remarques finales. Toutes les variétés algébriques que nous avons
étudiées dans ce mémoire sont des variétés rationnelles. Chacune d'elles con-
stitue, en effet, une cellule algébrique dont l'intérieur admet une représentation
birationnelle et biumvoque sur l'espace euclidien tout entier. Il est probable
que certaines des propriétés topologiques rencontrées sont des propriétés com-
munes à toutes les variétés rationnelles. En particulier, il serait intéressant
de savoir si pour toute variété rationnelle sans singularités les nombres de
Betti relatifs aux dimensions impaires sont nuls et s'il n'y a pas de coefficients
de torsion. On démontre facilement que toute variété rationnelle sans singu-
larités est simplement connexe. D'une façon plus générale:

Deux variétés algébriques sans singularités qui se correspondent par une trans-
formation birationnelle ont des groupes de Poincaré isomorphes.

Ceci résulte du fait que l'ensemble des points fondamentaux (c'est-à-dire des
points dont chacun correspond à une infinité de points) constitue une variété
dont la dimension complexe est inférieure à d — 1, d étant la dimension com-
plexe des variétés données.

Il faudrait aussi étudier la topologie des nappes réelles des variétés de Grass-
mann et de leurs généralisations. On a immédiatement une subdivision de ces
variétés en cellules algébriques réelles. Les variétés analogues aux variétés
fondamentales introduites ici fournissent les bases pour l'homologie (mod 2).
Pour certains cas il est facile de déterminer les nombres de Betti et les coeffi-
cients de torsion. Nous développerons ces résultats dans un autre article.

La méthode que nous avons employée permet d'étudier encore d'autres
variétés algébriques. Elle conduit a des solutions simples et rigoureuses de
certains problèmes de géométrie énumérative. Elle s'applique en particulier
à la variété des coniques ou des quadriques de l'espace projectif [n].


