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AVANT-PROPOS

¥our qu’un ensemble P d’objets de nature quel-
' conque puisse étre considéré comme un « espace », il est
nécessaire de s’étre donné non seulement les éléments
ou « points » de ’ensemble P, mais aussi d’avoir pré-
cisé certaines relations de proximité ou de situation
de ces points les uns par rapport aux autres. Pour donner une
forme précise a cette idée, nous considérerons un « espace » comme
défini si 'on s’est donné d’une part ’ensemble P de ses points,
et d’autre part une opération K, appelée dérivation, faisant cor-
respondre 4 tout ensemble E de points de P, ’ensemble E'=K (E)
des points qui seront considérés comme infiniment voisins de ’en-
semble E. L’ensemble E’ sera dit le dérivé de E ou ’ensemble des
« points d’accumulation » de E. Si on laisse indéterminés dans une
mesure plus ou moins large ’ensemble P et opération K, I'étude
de 'espace envisagé fournira les propriétés communes a toute une
classe d’espaces quand on fait abstraction de leurs différences ;
d’oul le nom d’espace abstrait donné dans ce cas au systéme (P, K).

L’objet de cet ouvrage est Pétude des propriétés des espaces
abstraits les plus généraux, c’est-a-dire de ceux ou 'opération K
est soumise a des conditions aussi peu restrictives que possibles.
Parmi ceux-ci nous nous occuperons principalement des espaces (¥)
Introduits par M. FrRiécueT au moyen de la notion de famille
de voisinages attachée a chaque point de I’espace. On peut égale-
ment définir un espace () comme un systéme (P,K) dont on sup-
Pose seulement qu’il satisfait aux deux conditions suivantes, « la
Propriété pour un point a d’étre infiniment voisin d’un ensemble E
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ne doit dépendre que des éléments de E distincts de a », et « tout
point infiniment voisin d’une partie d’un ensemble est infiniment
voisin de cet ensemble ». Ces deux conditions paraissent si naturelles
qu’il semble qu’un systéme (P,K) ne satisfaisant pas a ces condi-
tions, ne mériterait plus guére le nom d’espace.

Le lecteur trouvera dans cet ouvrage un exposé d’ensemble des
propriétés des espaces (V). Nous ne prétendons pas, il est vrai,
avoir passé en revue dans les pages qui vont suivre, tous les résul-
tats se rattachant a la théorie des espaces (V) et qui ont pu étre
publiés. Nous avons dit nous borner & un certain nombre de ques-
tions importantes que nous avons traitées a fond et qui cons-
tituent par leur variété une vue d’ensemble des propriétés de ces
espaces.

M. FrEcHET, puis MM. CHITTENDEN, TYCHONOFF et VEDENIs-
SOFF, etc., avaient déja étendu aux espaces (V) beaucoup de pro-
priétés d’espaces moins généraux tels que les espaces accessibles,
les espaces de HAusDORFF et les espaces distanciés. Nous avons
pu compléter leur travail sur un certain nombre de points se rat-
tachant en particulier aux notions d’ensemble connexe et bien
enchainé et & la notion de transformation continue. De plus nous
avons été amené a constater qu’'un grand nombre de propriétés
des espaces abstraits plus particuliers que nous venons d’énumé-
rer, propriétés qui ne s’étendent pas, ou ne s’étendent qu’en se
compliquant beaucoup, aux espaces (0) les plus généraux,
s’étendent cependant sous une forme simple aux espaces ()
satisfaisant a la condition suivante :

) L'opération de fermeture E = E + E’ est telle que E = E.

Les simplifications dues & la réalisation de cette condition «) se
font sentir dans toutes les parties de la théorie des espaces (V),
mais principalement dans toutes les questions se rattachant a
la notion d’ensemble compact (ensembles qui généralisent les
ensembles euclidiens bornés). En particulier, nous avons pu for-
muler, dans les espaces (V) vérifiant «), diverses conditions simples
qui sont d la fois nécessaires et suffisantes pour que chaque fonction-
nelle semi-continue supérieurement sur un ensemble E atteigne un
mazimum sur E. Ces conditions sont nouvelles & notre connais-

sance, méme dans le cas plus particulier des espaces accessibles
et des espaces de Hausporrr.
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La condition E = E n’est pas absolument nouvelle car elle
avait déja été envisagée par M. C. KuraTowskr (}). Nous croyons
toutefois avoir mis en évidence Iimportance vraiment fonda-
mentale de cette condition dans la topologie des espaces abstraits.
En particulier, nous avons indiqué pour la premiére fois le role
simplificateur de cette condition dans la théorie de la compacité
et le fait qu’elle permet dans ce cas de diminuer le nombre des défi-
nitions admises. Nous n’avons d’ailleurs fait presque aucun usage
du Mémoire (3) de M. KuraTOowsKI qui s’était posé des problémes
différents des notres.

Dans un autre ordre d’idées, nous nous sommes également
occupé des espaces (V) ou la dérivation est distributive (), ¢’est-a-
dire ou (E + F)' = E’ + F’'; cette étude nous a conduit a plu-
sieurs résultats qui sont nouveaux a notre connaissance, du moins
dans les espaces trés généraux que nous envisageons. Cette condi-
tion de distributivité est loin de jouer 'important role simplifica-
teur de la condition E = E ; toutefois nous avons pu constater
que les espaces (v¥) satisfaisant & la fois & ces deux conditions
jouissent de presque toutes les propriétés des espaces accessibles
de M. FricHET, tout en étant plus généraux et d’une définition
plus simple.

Nous consacrons le VIIIe Chapitre de cet ouvrage a 'étude des
ordres de séparabilité. La question avait déja été abordée par
M. Haratom: dans le cas des espaces distanciés (*); nous 1’avons
reprise & aide de définitions différentes et en nous plagant dans le
cas beaucoup plus général des espaces (V). Ces nouvelles définitions
ont d’ailleurs ’avantage de fournir dans les espaces distanciés des
résultats plus simples que ceux de M. Haratom1. Nos recherches
sur les ordres de séparabilité ont abouti, entre autres résultats
nouveaux, a la définition pour tout espace (¥) d’un nombre car-

() «Sur I'opération A de I’Analysis situs » Fund. Math., t. 11, p. 182-199.

'(") La plupart de nos propres résultats concernant la condition E = E avaient
déja été obtenus et communiqués & M. FrEcHET quand celui-ci nous a fait con-
naitre ce Mémoire.

¢) -Ces espaces ne sont autres que les espaces (9) satisfaisant & la deuxiéme
condition proposée par M. F. Rigsz pour la notion de point d’accumulation
(« Sfcetigkeitsbegritf und abstrakte Mengenlehre. » Auti del IV Congresso inter-
nazionale dei Matematici, Roma, vol. 11, p. 19).

(*) « Uber hoherstufige Separabilitat und Kompaktheit » Japanese Journ. of
math., vol. VIII, 1931, p. 113-141.
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dinal transfini ., appelé ordre de cet espace. Alors beaucoup de
propriétés des ensembles euclidiens ou intervient le nombre car-
dinal ¢, des ensembles dénombrables — et en particulier diverses
formes du théoréme de CANTOR-BENDIXSON — s’étendent sans
changement aux espaces (V) les plus généraux a la condition d’y
remplacer n, par I’ordre N;- Nous avons méme obtenu une géné-
ralisation du théoréme de CANTOR-BENDIXSON qui fournirait dans
Pespace euclidien des résultats intéressants a la condition d’ad-
mettre que ’hypothése du continu ne soit pas exacte.

Enfin, pour ce qui est du maximum des fonctionnelles continues
et semi-continues sur un ensemble abstrait, nous avons pu établir
que plusieurs théorémes fondamentaux indiquant les cas ou ce
maximum existe et ou il est atteint, ne sont que des cas parti-
culiers de I'invariance d’une certaine propriété (propriété que peut
avoir un ensemble d’étre ce que nous appelons compact en soi au
sens large) relativement a toute transformation continue. Il y a
la4 un exemple intéressant de propositions d’Analyse fonctionnelle
qui ne sont que des cas particuliers d’un théoréme plus simple
d’Analyse générale.

Il nous a paru avantageux de diviser cet ouvrage en deux Tomes:
le Tome I comprend I’étude des ensembles ouverts, fermés, denses
en soi et clairsemés, ainsi que des propriétés de connexion ; le
Tome I1 comprend I’étude des notions de compacité et de sépara-
bilité, ainsi que des transformations et fonctionnelles. Ces deux
Tomes présentent des différences assez tranchées non seulement a
cause des sujets traités, mais aussi 4 cause des modes de raisonne-
ment employés. C’est ainsi que beaucoup de propositions emprun-
tées & la théorie des nombres cardinaux transfinis et inutiles a
Pintelligence du Tome I, interviennent presque constamment dans
le Tome I1 et nous ont paru devoir étre résumées au début de ce
dernier Tome.

A ce propos, nous tenons a prévenir le lecteur que nous admet-
tons 'axiome de ZERMELO avec toutes ses conséquences. D’ailleurs,
et nous ne sommes pas le seul, nous avons le cerveau fait de telle
maniére que cet axiome, con¢u comme un simple axiome d’exis-
tence, nous apparaisse comme tout a fait évident, d’une évidence
du méme ordre que celle du principe de non-contradiction.

Nous ne saurions trop insister sur 'intérét que présente pour
la philosophie des mathématiques, la théorie des espaces abstraits
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les plus généraux. De méme que I’Analyse vectorielle traite des
propriétés communes aux champs de forces, de vitesses, de tour-
billons, aux champs magnétiques et électriques, etc., de méme
I’étude des propriétés des espaces abstraits les plus généraux four-
nit le substrat commun & un grand nombre de théories analyti-
ques et géométriques. De plus, comme ces propriétés doivent étre
démontrées en faisant appel & des hypothéses aussi peu restric-
tives que possibles, d’autant moins restrictives que ’espace est
plus général, et que lintuition géométrique, tout en jouant un
grand role dans la recherche, doit alors étre absolument éliminée
dans Pétablissement de la preuve, ’étude des propriétés envisa-
gées et de leurs démonstrations est débarrassée de beaucoup d’élé-
ments inutiles et permet de mieux pénétrer ce qu’il y a en elles
de vraiment essentiel.

~ On trouverait une bibliographie trés compléte des publications
se rapportant aux espaces abstraits, du moins de celles antérieures
41928, ala fin de ’Ouvrage de M. FRECHET : « Les espaces abstraits
et leur théorie considérée comme introduction & I’Analyse générale »
(Paris, Gauthier-Villars, 1928). Nous aurons fréquemment 1’occa-
sion de renvoyer a cet ouvrage que nous désignerons par 1’abré-
viation E. A.

Avant de terminer cette trop longue introduction, nous tenons

a exprimer nos sentiments de bien vive reconnaissance 8 M. Frg-
CHET, le créateur de la théorie des espaces abstraits, pour I'intérat
qu’il a bien voulu porter & nos recherches et pour les précieux con-
seils par lesquels il les a guidées.

Antoine APPERT.
(Versailles, décembre 1933.)




NOTE SUR LA DISPOSITION TYPOGRAPHIQUE
EMPLOYEE

Nos Chapitres et nos § seront numérotés avec des chiffres ro-
mains : Chapitres I, II, II1, ..., § I, § II, § III, ... Quand nos ren-
vois ne feront pas mention du Chapitre, il s’agira toujours de ren-
vois & P'intérieur d’un méme Chapitre.

Nos théorémes seront numérotés avec des chiffres arabes 1), 2),
3), ..., le numérotage commencant par 1) au début de chaque
Chapitre.

Comme nous démontrerons beaucoup de résultats déja obtenus
par d’autres auteurs, nous croyons utile de signaler par un * les
résultats qui sont nouveaux a notre connaissance.

Enfin nous devons prévenirlelecteur que, toutes les fois que nous
énoncerons une définition ou un théoréme sans indiquer dans
I’énoncé méme a quel espace cette définition ou ce théoréme s’ap-
plique, il sera toujours sous-entendu qu’il s’applique a I’espace (V)
le plus général. D’ailleurs cette convention n’interviendra effecti-
vement qu’a partir du Chapitre V.




TOME 1

ENSEMBLES OUVERTS, FERMES,
DENSES EN SOI, CLAIRSEMES. CONNEXION

CHAPITRE 1

LES ESPACES TOPOLOGIQUES ET LES ESPACES (v)

Notre but dans ce Chapitre est d’une part de définir les espaces
topologiques qui peuvent &étre considérés comme les espaces abs-
traits de généralité maxima, et d’autre part de définir les espaces
(V) dont la généralité est encore telle qu’ils contiennent comme
cas particuliers tous les espaces abstraits dont 1'étude ait paru
Jjusqu’ici présenter quelque utilité. Pour cela il sera bon de rappe-
ler quelques notions élémentaires de théorie des ensembles ; ¢’est
¢e que nous ferons dans les § I, II et III qui vont suivre.

§ L. Notations. Soient E, F, G,..... des ensembles dont les
éléments sont des objets de nature quelconque.

Pour exprimer qu’un objet p est élément d'un ensemble E nous
ecrirons avee M. G. PeEano

pekE.

Nous aurons & considérer des ensembles dont les éléments sont
fux-mémes des ensembles ; dans ce cas, au lieu de dire « ensemble
d’ensembles », nous dirons souvent « famille d’ensembles ».

.Quand deux ensembles E et F ont les mémes éléments nous
dirons qu’ils sont identiques et nous écrirons
E=F.

A. Appggr,
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Si E et F ne sont pas identiques nous écrirons E 5= F.

Nous désignerons par (a) I’ensemble formé d’un seul élément
qui est 'objet a.

Nous désignerons l’ensemble vide par 0. La relation E £ 0 si-
gnifie que I’ensemble E contient au moins un élément.

Si tout élément de ’ensemble E est élément de 'ensemble F,
nous écrirons

ECF ou FDOE.

Nous dirons alors que E est un sous-ensemble de F ou est con-
tenu dans F ou est une partie de F ; nous dirons alors aussi que
F contient E. La relation E C F est appelée inclusion.

Il sera commode pour la généralité de certains énoncés, de consi-
dérer 'ensemble vide comme un sous-ensemble de tout ensemble.

§ II. Opérations sur les ensembles. — Considérons des ensembles
E, F, G,...

L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent & 'un au
moins des ensembles E, F, G,... est appelé somme de ces ensembles
et sera désigné par ‘

E+F+G-+--.

L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent & la fois &
tous les ensembles E, F, G,... est appelé produit de ces ensembles
et sera désigné par

EFG-..
ou encore par
E.-F.G---..

Nous désignerons aussi ce produit par la locution « ensemble
commun ou partie commune aux ensembles E, F, G,..... »

L’ensemble de tous les éléments qui appartiennent A un ensemble
E sans appartenir & un ensemble F est appelé différence de ces
deux ensembles et sera désigné par

E—F.

Deux ensembles E et F sont disjoints §’ils n’ont aucun élément
commun, ¢’est-3-dire si EF = 0.
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§ III. Complémentaire d’un ensemble.
définition :

P — E = complémentaire de E par rapport & P.

Dans les développements qui suivront, nous aurons constam-
ment & considérer des sous-ensembles E, F, G,..... d’un certain
ensemble P donné une fois pour toutes. P sera Uensemble des élé-
ments ou points d’un certain espace ; E, F, G,... seront des ensembles
de points de cet espace. Alors, quand nous parlerons de complé-
mentaires, il s’agira toujours, sauf mention expresse du contraire,
de complémentaires par rapport & P, c’est-d-dire par rapport &
Pespace tout entier.

Nous poserons pour tout ensemble E de points de P :

Si E C P on pose par

C(E) = P — E = complémentaire de E.

Pour tous les sous-ensembles de ’ensemble donné P on a les
propriétés suivantes :

E.CGE) =0, C[C(E)] = E.

On a les théorémes classiques suivants, dont la démonstration
est immédiate :

Le complémentaire d’un produit est la somme des complémen-
taires des facteurs.

Le complémentaire d’une somme est le produit des complémen-~
taires des termes de cette somme.

La relation E C F équivaut &

C(E) D C(F).
On a l'identité
E—F=E.C(F),
d’ou
C(E — F) = C(E) + F.

Toutes ces propriétés nous serviront souvent dans la suite.

§ IV. Les espaces topologiques. — On peut considérer un espace
abstrait comme défini si I'on s’est donné d’une part 'ensemble P
de ses « points », et d’autre part une opération

E' = K(E)

faisant correspondre 4 chaque sous-ensemble E de P I’ensemble
E’ des points qui seront considérés comme infiniment voisins de
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E. L’ensemble E’ sera dit le dérivé de E ou I’ensemble des points
d’accumulation de E ; opération K sera appelée lopération de
dérivation.

Notre but est de formuler la conception d’un espace abstrait
dont la généralité soit en quelque maniére maxima. Pour cela on
pourrait songer a laisser tout a fait arbitraires ensemble P et
Popération K ; mais il nous a semblé qu’il y a deux conditions
telles que, si elles n’étaient pas réalisées, les points de E' = K (E)
ne correspondraient plus en rien & la notion intuitive de points
infiniment voisins de E. Ces conditions sont les suivantes :

a) L’ensemble E' (qui est un sous-ensemble de P et qui peut étre
vide) est défini et unique pour chaque sous-ensemble non vide E de P.

b) Pour qu'un point a appartienne ¢ E' il faut et il suffit que
E — (a) soit non vide et que a appartienne a [E — (a)]'.

Cette condition b) peut s’exprimer d’une maniére intuitive en
disant que la propriété pour un point a d’étre infiniment voisin
d’un ensemble E ne doit dépendre que des éléments de I’ensemble
E — (a) supposé non vide.

Ces remarques nous ameénent & adopter (*) la définition sui-
vante d’un espace topologique, entendant par espace topologique
P’espace abstrait le plus général :

Un espace topologique est un systéme (P, K) constitué par un
ensemble arbitrairement choisi P (qui est I’ensemble des « points »
de Pespace) et par une opération E’ = K (E) dont on suppose
seulement qu’elle satisfait aux conditions a) et b).

Il nous sera commode d’introduire dans les espaces topologiques
le dérivé de ’ensemble vide ; ce dérivé devra étre considéré comme
oide en vertu de b).

§ V. L’intérieur d’un ensemble. — Nous adoptons la définition
suivante dans P’espace topologique le plus général :

Un point a est intérieur & un ensemble E s’il appartient & E tout
en n’étant point d’accumulation d’aucun sous-ensemble de C(E).

L’intérieur d’un ensemble sera I’ensemble des points qui lui sont
intérieurs.

Cette définition apparait comme une traduction trés naturelle

{Y) Avec M, Frécuer (E. A., p. 167-168).
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de la notion intuitive d’ « intérieur ». Elle peut s’exprimer par
Pidentité :

(intérieur de E) = E — (somme des dérivés des sous-ensembles de C(E)).

Remarque. — 1l résulte de notre définition que, dans tout espace
topologique, on a la propriété suivante :

Tout point intérieur a une partie d’un ensemble est intérieur a cei
ensemble.

Autrement dit Phypothése que
ECF
entraine que
(intérieur de E) C intérieur de F.

§ VI. La condition 10 de F. Riesz (}). — Nous appellerons
ainsi la condition suivante :

10 de F. Riesz. Pour deux ensembles quelconques E et ¥
Uhypothése que E CF entraine que E' C F'.

Puisque nous considérons les points d’accumulation d’'um
ensemble comme les points infiniment voisins de cet ensemble,
nous pouvons exprimer la condition 1° de F. RiEsz sous la forme
intuitive suivante : tout point infiniment voisin d’une partie d’un
ensemble est infiniment voisin de cet ensemble.

Dans un espace topologique vérifiant la condition 1°de F. RiEsz
notre définition de I'intérieur d’un ensemble peut s’exprimer par
Pidentité suivante plus simple que celle du § précédent :

(intérieur de E) = E — [C(E)].

§ VII. Les espaces (V) (?). — Par définition un espace () est
un systéme (P, K) ou Popération de dérivation K satisfait a la
econdition suivante :

v) Il est possible d’associer @ chaque point a de P une famille
§V..§ d’ensembles Va de points de P de telle maniére que :
La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point a soit point

(1) Pour les conditions de M. F. Riesz, voir E. A., p. 181.
() C’est & M. Friécuetr (E. A., p. 172-173 et p. 179) que sont dis Vintre-
duction des espaces (V) et presque tous les résultats de ce Chapitre I.
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d’accumulation d’un ensemble E de points de P est que chaque Va
conttenne au moins un point de E distinct de a.

Les V. seront appelés les voisinages de a ; la famille §Va§ sera
la famille des voisinages de a.

Il résulte de cette définition qu'un espace (V) est bien défini si
Pon s’est donné d’une part ’ensemble P de ses points, et d’autre
part si 'on a associé a chaque point a de P une famille arbitraire-
ment choisie de sous-ensembles de P, ces sous-ensembles étant
considérés comme les voisinages de a. La donnée des voisinages
détermine en effet 'opération de dérivation.

Remarque 1. — On constate sans peine que la condition ¢)
entraine les conditions @) et b) imposées dans tout espace topolo-
gique. Les espaces (V) sont donc certains espaces topologiques.

Remarque 11. — Nous considérons 'opération de dérivation K
comme l'essentiel du concept d’espace. Nous sommes donc amené
& considérer deux espaces (V) comme identiques s’ils sont composés
des mémes points et si Popération K est la méme dans ces deux
espaces, cecl méme dans le cas ou cette opération serait définie
par lintermédiaire de familles de voisinages différentes.

Par exemple, dans I'espace euclidien & trois dimensions, prenons
pour voisinages de chaque point a les sphéres de centre a. Alors
la définition habituelle des points d’accumulation des ensembles
de points de I'espace euclidien nous sera fournie par la condition
¢). Mais la méme définition des points d’accumulation sera obte-
nue en prenant comme voisinages d'un point quelconque a les
cubes de centre a, ou les ellipsoides de centre a, etc...

Nous dirons que deux familles de voisinages d’un point a, § Va}
et t Wa{, sont équivalentes si elles définissent la méme opération de
dérivation des ensembles.

Nous donnerons au § IX une condition nécessaire et suffisante
pour que deux familles de voisinages d’un point a soient équiva-
lentes.

Remarque 111. — Soit {Va} une famille de voisinages de a.
Nous obtenons évidemment une famille équivalente en remplagant
chaque Va par Vo + (a). Nous pouvons donc supposer sans incon-
vénient que chaque point a appartient & tous ses voisinages. C’est
ce que nous supposerons toujours dans la suite.
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§ VIII. Identité des espaces (V) et des espaces topologiques
vérifiant la condition 1° de F. Riesz. — Donnons-nous un espace
topologique (P, K) vérifiant la condition 1° de F. RiEsz, et soit a
un point quelconque de cet espace. Posons

§ I, { = famille de tous les ensembles I, auxquels a est intérieur.

Je vais montrer que { I } peut étre considérée comme une famille
de voisinages de a au sens de la condition ¢). Soit en effet E un
ensemble quelconque de points de I’espace considéré ; nous avons
deux cas possibles :

10 cas : a est point d’accumulation de E.

Je dis qu’alors tout I. contient au moins un point de E distinct
de a. En effet dans le cas contraire il existerait un I. vérifiant

[E — (a)]+ L, = 0.

Or nous devons avoir, en vertu de la condition b) imposée &
tout espace topologique,

a € [E—(a)].

Donc a serait point d’accumulation d’un sous-ensemble de
C (Ia), et, par conséquent, a ne serait pas intérieur a I contraire-
ment & ’hypotheése.

20 cas : a n'est pas point d’accumulation de E. Posons alors

I =C(E) + (a) ;
on a
G(I) =E — (a),
(intérieur de I) =1 — [E — (a)].

a appartient & I, et, en vertu de la condition b), @ n’appartient pas
a [E — (a)]’ ; done a est intérieur & I. Par conséquent ’ensemble
I = C (E) 4+ (a) est un Is qui ne contient évidemment aucun
point de E distinct de a. Donc ’hypothése que a n’est pas point
d’accumulation de E entraine l'existence d’un L. ne contenant
aucun point de E distinct de a.

Nous concluons de 'examen des deux cas 1° et 20 que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que a soit point d’accumulation
d’un ensemble E de points de 'espace considéré est que tout Ia
contienne au moins un point de E distinct de a. Nous pouvons
donc énoncer le théoréme suivant :
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Tout espace topologique (P, K) satisfaisant a la condition 1° de
F. Riesz est un espace (V), et on peut y prendre comme famille de
voisinages d’un point quelconque a la famille fIaE des ensembles 1a
auzquels a est intérieur.

Réciproquement tout espace (V) est un espace topologique véri-
fiant la condition 1° de F. RiEesz. On voit en effet de suite que la
condition ¢) implique que tout point d’accumulation d’une partie
d’un ensemble est point d’accumulation de cet ensemble.

Nous pouvons donc conclure qu’il y a identité entre un espace
(V) et un espace topologique vérifiant la condition 1° de F. Riesz.

§ IX. Familles de voisinages équivalentes.
théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles gV.;
et { Wa! de voisinages de a soient équivalentes est que tout voisinage
Ve contienne un voisinage Wa et réciproquement.

Il est bien entendu dans cet énoncé que le point « appartient
par hypothése & tous ses voisinages Va et Wa.

Démonstration. 1) Supposons remplie la condition, tout Vs con-
tient un Wa et réciproquement. Si alors tout Wa contient un point
de E distinct de a, il en est de méme pour tout Vs ; et réciproque-
ment si tout Ve contient un point de E distinct de a, i! en est de
méme pour tout Wa. Les familles } Va{ et {Wat sont par consé-
quent équivalentes.

2) Supposons au contraire que la condition, tout Va contient
un W, et réciproquement, ne soit pas remplie. Alors il existe, par
exemple, un Va, que je désigne par Va?, ne contenant entiérement
aucun Wa. Alors tout Wa contient au moins un point de C (Va?), et
ce point est nécessairement distinct de a.

Ainsi, relativement & l'opération de dérivation définie par la
famille { Wa{, @ est point d’accumulation de C (Va°) ; au contraire,
relativement & Popération de dérivation définie parla famille § Ve },
a n’est pas point d’accumulation de C (Va°). Les familles {Va% et
{ Wa!{ ne sont donc pas équivalentes.

Démontrons le

C. Q. F. D.

§ X. Relations entre les notions d’intérieur et de voisinage.
* Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour que, dans un
espace (), une famille } Va} d’ensembles Va puisse étre considérée
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comme une famille de voisinages de a est que les deux conditions sui-
vantes soient remplies :

1) a est intérieur & chaque V.

2) Pour tout ensemble E auquel a est intérieur il existe un Ve
appartenant entiérement d E.

Cette condition est intéressante car les points intérieurs & un
ensemble ont été définis en termes ne faisant intervenir que 'opé-
ration de dérivation.

Démonstration. — Posons comme plus haut :

{ Is} = famille de tous les ensembles Lo auxquels a est intérieur.

Nous avons vu que § Ia{ peut &tre prise comme famille de voisi-
nages de a. Donc une condition nécessaire et suffisante pour que
$ Va! puisse étre considérée comme une famille de voisinages de «
est que § Va} et § I} soient équivalentes, c’est-a-dire que les deux
conditions suivantes soient remplies :

10 Tout V. contient un la.

20 Tout I. contient un Va.

La condition 2° est identique & 2). D’autre part, si 1) est réali-
sée, tout Vs contient un Is qui est Vo lui-méme, donc 1° est vraie.
Inversement, si 1° est réalisée, tout Va contient un ensemble
auquel a est intérieur ; or nous avons vu que tout point intérieur
a une partie d’un ensemble est intérieur & cet ensemble ; donc a
est intérieur & chaque Vq et 1) est vraie. Par conséquent la condi-
tion 1) est équivalente & 1°. C. Q. F. b.

On déduit immédiatement de ce théoréme les corollaires suivants :

Dans un espace (V), chaque point a est intérieur & chacun de ses
voisinages.

Ainsi toute famille de voisinages de a est nécessairement
extraite de } I § On peut done dire que la famille § Io | des ensembles
ls auxquels a est intérieur, constitue la famille de voisinages de «
la plus ricke possible.

Dans un espace (V), la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un point a soit intérieur a un ensemble E est qu’il existe un voi-
sinage de a appartenant entiérement a E.

La condition est nécessaire en vertu du théoréme démontré a
Pinstant. Réciproquement, si un voisinage V. de a appartient &
E, a est intérieur & une partie Va de E, donc a est intérieur &4 E
par conséquent la condition est bien suffisante.




CHAPITRE 11

ENSEMBLES OUVERTS ET FERMES DANS LES ESPACES (V),
LA CONDITION «)

Notre principal but dans ce Chapitre est d’introduire une con-
dition que nous appellerons la condition o) et dont la réalisation
apporte d’importantes simplifications aux propriétés des espaces
(V).

§ I. Quelques définitions dans un espace (V). — Nous adoptons
dans un espace (V) les définitions suivantes qui généralisent d'une
maniére naturelle les définitions usitées dans 'espace euclidien.

a) Un ensemble E est fermé si E’ C E. Cette définition implique
que I'espace entier et ’ensemble vide sont fermés.

b) L’ensemble de fermeture d’un ensemble E est

E=E+E.
¢) Nous avons déja défini la notion d’intérieur. Un point a est
intérieur & un ensemble E §’il existe un voisinage de a appartenant
entiérement & E (Chapitre I, § X).
Nous avons vu que dans un espace topologique vérifiant 1° de
F. Rigsz, c¢’est-a-dire dans un espace (V), on avait I'identité

(intérieur de E) = E — [C(E)],
d’ou résulte I'identité
C(intérieur de E) = C(E) + [C(E)] = C(E).
d) Un ensemble E est ouvert si
E = intérieur de E.

Cette définition implique que I’espace entier et ’ensemble vide
sont ouverts. On peut dire aussi qu’un ensemble E est ouvert si
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chaque point de E est intérieur & E, autrement dit si, pour chaque
point a de E, il existe un voisinage de a appartenant entiérement
a E.
La relation
E = intérieur de E

équivaut a

C(E) = C(E),
c’est-a-dire &

[C(E)] CC(E).

Par conséquent, dans un espace (V), le complémentaire d’un
ensemble ouvert est un ensemble fermé et réciproguement.

e) Un point est extérieur & un ensemble E ¢’il est intérieur &
C(E). On a l'identité

(extérieur de E) = G(E) — E' = C(E).

f) Un point est frontiére d’un ensemble E, et aussi de G(E),
3'il n’est ni intérieur ni extérieur & E.

Il est équivalent de dire qu’un point a est frontiére de E, ou
appartient a la frontiére de E, si chaque voisinage de a contient
au moins un point de E et au moins un point de G(E). On a
Pidentité

(frontiére de E) = C(intérieur de E) - C(extérieur de E)
=E.CE) = E-[CE)] + E'-C(E).

§ II. Sommes d’ensembles ouverts, — Théoréme. — Dans un
espace (V) toute somme d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert.
En effet soient O des ensembles ouverts et soit S leur somme

S = x0.

Soit @ un point quelconque de S ; a appartient & un O ; donc a
est intérieur & cet O ; or nous savons que tout point intérieur &
une partie d’un ensemble est intérieur & cet ensemble ; donc a est
intérieur & S. Par conséquent S est ouvert. €. Q. F. D.

Application : Soit E un ensemble quelconque de points d’un
espace (V). La somme O de tous les sous-ensembles ouverts de E
est un ensemble ouvert qui peut étre vide ; nous poserons

O = le plus grand sous-ensemble ouvert de E.
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Tout point de O est intérieur & O et par conséquent intérieur a
E ; on a donc

O Cintérieur de E CE.

Par conséquent la condition nécessaire et suffisante pour que
O = intérieur de E

est que l'intérieur de E soit ouvert.

§ I1I. Produits d’ensembles fermés. — Théoréme. — Dans un
espace (V) tout produit d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

Nous allons déduire cette proposition du théoréme analogue du
§ II en nous servant des complémentaires. Soient F des ensembles.
fermés et £ leur produit. Comme le complémentaire d’un produit
est la somme des complémentaires des facteurs, nous avons

C(2) = =C(F).

Les C(F) sont ouverts comme complémentaires d’ensembles
fermés ; donc G(£) est ouvert en vertu du théoréme du § II, done
2 est fermé. C. Q. F. D.

Application : Soit E un ensemble quelconque de points d’un
espace (V). Le produit F de tous les ensembles fermés contenant
E est un ensemble fermé contenant E. Nous poserons

F = le plus petit ensemble fermé contenant E.
On a, en tenant compte de la condition 1° de F. Rigsz,
FOFDE.
D’ou
FDOE.
On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour que
F = E est que E soit fermé.

§ IV. La condition «). — Nous appellerons ainsi la condition
suivante susceptible d’étre imposée & l'opération de dérivation
dans un espace (V) :

a) Tout ensemble de fermeture E=E + E' est fermé.

11 serait facile de constater que I’espace euclidien et presque tous
les espaces abstraits importants étudiés jusqu’a ce jour (espaces
accessibles de M. FrEcHETs, espaces de Hausdorff, espaces distan-
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ciés etc.), sont des espaces (V) vérifiant «). Nous verrons que les
espaces (V) vérifiant «) jouissent de propriétés particuliérement
simples et élégantes et qu’on peut leur étendre un grand nombre
de propriétés d’espaces moins généraux.

Tenant compte de nos définitions ainsi que du résultat obtenu
ala fin du § III nous voyons que * la condition «) équivaut, dans un
espace (V), a Pune quelconque des deux identités suivantes congues
comme ayant lieu quel que soit 'ensemble E :

E—E
E = le plus petit ensemble fermé contenant E.
Remarquons encore que, dans un espace (V) vérifiant «), la fron-
tiére d’un ensemble E peut se mettre sous la forme d’un produit
de deux ensembles fermés (§ I, f).

Par conséquent, * dans un espace (V) vérifiant ), la frontiére d’un
ensemble quelconque est un ensemble fermé.

§ V. La condition «,). Tenant compte de Iidentité sui-
vante obtenue plus haut dans un espace (V) :

C(intérieur de E) = C(E),

et tenant compte du fait que, dans un espace (V), le complémen-
taire d’un ensemble ouvert est un ensemble fermé et réciproque-
ment, nous voyons que :

* Dans Uespace (V) le plus général la condition a) est équivalente
4 la suivante :

o). L'intérieur d'un ensemble quelconque est ouvert.

Cette condition «;) peut s’exprimer par 'identité :

(intérieur de E) = intérieur de l'intérieur de E.

En vertu du résultat obtenu & la fin du § II, nous voyons aussi
que, *dans un espace (0), la condition o,) [et par conséquent la con-
dition )] équivaut a Uidentité suivante :

(intérieur de E) = le plus grand sous-ensemble ouvert de E.

§ VI. La condition «,). — Nous appellerons ainsi la condition
suivante qui porte directement sur les familles de voisinages :

a,) Pour tout point a et tout voisinage Va de a, il existe un voisi-
nage Wa de a tel que, pour tout point b de Wa, il existe un voisinage
Vs de b appartenant entiérement @ Va.
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Dans cette condition chaque point appartient par hypothése &
tous ses voisinages, comme nous le supposons toujours (}). L’inté-
rét de cette condition «,) provient du fait que, dans 'espace (V)
le plus général, elle est équivalente a «). Cette équivalence sera
démontrée au § suivant.

Remarque. — Tenons compte du fait que, dans un espace (¥),
un point a est intérieur & un ensemble E s’il existe un voisinage de
a appartenant entiérement & E ; nous voyons alors que la condi-
tion «y) peut se mettre successivement sous les deux formes sui-
vantes qui lui sont équivalentes dans un espace (V) :

Pour tout point a et tout voisinage V. de a, il existe un voisi-
nage Wa de a tel que

W, C intérieur de V,.

Ou finalement :
Pour tout point a et tout voisinage Va de a on a :

a € intérieur de 'intérieur de V,.

§ VII. * Equivalence de «) et de «,) dans un espace (V). — Théo-
réme. — Dans un espace (V) ou l'intérieur d’un ensemble quel-
conque est ouvert, les familles de voisinages vérifient nécessaire-
ment «y).

En effet, considérons un espace (V) ou I'intérieur d’un ensemble
quelconque est ouvert, et soient, dans cet espace, un point a et
un voisinage Va de a. Alors l'intérieur de Va est ouvert. D’autre
part, dans un espace (¥), chaque point est intérieur & chacun de
ses voisinages. On a donc :

a € intérieur de V, = intérieur de I'intérieur de V,.

Par conséquent les familles de voisinages vérifient «,).
C. Q. F. D.

Théoréme réciproque. — Dans un espace (V) ou les familles de
voisinages adoptées vérifient «,), 'intérieur d’un ensemble quel-
conque est ouvert.

En effet, soit un espace (V) ou les familles de voisinages adop-
tées vérifient a,), et soit un ensemble quelconque E de points de
cet espace. Nous avons deux cas possibles :

(1) Cette condition («,) avait été considérée par M. Frécuer (E. A., p. 184).
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10 cas. L’intérieur de E est vide.

Alors Vintérieur de E est ouvert.

20 cas. L’intérieur de E n’est pas vide.

Soit alors @ un point quelconque de l'intérieur de E. Il existe
un voisinage V. de a tel que

V. CE.

Or nous savons que tout point intérieur & une partie d’un
ensemble est intérieur & cet ensemble ; on a donc :

intérieur de V, C intérieur de E,
intérieur de 'intérieur de V, C intérieur de 'intérieur de E.

En vertu de ;) on a

a € intérieur de I'intérieur de V,,
d’ou
a € intérieur de I'intérieur de E.

Donc 'intérieur de E est ouvert.
C. Q. F. D,

On peut condenser en un seul énoncé les deux théorémes pré-
cédents en disant que, * dans un espace (), la condition a,) équi-
vaut & la condition «;). Nous avons donc le théoréme suivant :

* Dans Despace (V) le plus général les trois conditions ), a,), as)
sont entiérement équivalentes.

Autrement dit, tout espace (V) satisfaisant 4 I'une quelconque
de ces trois conditions, satisfait nécessairement aux deux autres.

Remarque. — Nous venons de démontrer ’équivalence de la
condition «) qui porte directement sur 'opération de dérivation,
et de la condition «;) qui porte directement sur les familles de
voisinages. Si done «,) est vérifiée pour un certain choix des familles
de voisinages, «;) ne cessera pas d’étre vérifiée si 'on remplace ces
familles par des familles équivalentes relativement & 'opération de
dérivation.

§ VIII. Le probléme de M. Tumarkin. — Ce probléme consiste
dans la question suivante :

A quelle condition I'opération de dérivation dans un espace (V)
doit-elle satisfaire pour que P'on puisse y adopter des familles de
voisinages exclusivement constituées par des ensembles ouverts ?
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M. Tumarxin (*) a démontré que les espaces (V) satisfaisant &
cette condition sont ceux qui vérifient o).

Le résultat précédent est une conséquence des deux théoréemes
suivants :

Théoréme. — Si dans un espace (V) on peut adopter des familles
de voisinages exclusivement formées d’ensembles ouverts, cet
espace (¥) vérifie «).

En effet adoptons dans cet espace (V) des voisinages qui soient
tous ouverts, et considérons alors dans cet espace un point a et un
voisinage Va de a. Nous pouvons écrire :

a € V, = (intérieur de V,) = intérieur de l'intérieur de V,.

Donc les voisinages adoptés vérifient «,) ; donc notre espace (V)
vérifie ).

C. Q. F. D.

* Théoréme réciproque. — Soit un espace (V) vérifiant ), et soient,
dans cet espace, un point a et une famille admissible } Va ' de voisi-
nages Va de a ; on peut alors prendre comme famille de voisinages
de a équivalente a la précédente, la famille §Va} des ensembles

U, = intérieur de V,

et les U sont tous ouverts.

En effet tout d’abord, puisque «) équivaut & «;), les ¥a sont
tous ouverts. Il nous reste donc & démontrer I'équivalence des
deux familles § Va{ et {0}, et pour cela il nous faut montrer que
tout Va contient un Vs, et que tout Ve contient un Ve.

D’abord tout Va contient un V. & savoir l'intérieur de Va.

Réciproquement donnons-nous un

Q, = intérieur de V,.

Puisque «) équivaut a «,), la famille §Va§ vérifie ap); done, en
vertu de la seconde forme de la condition «,) donnée au § VI, il
existe un voisinage Wa appartenant a la famille { Va} tel que

W.. C (intérieur de V,) = 9,.

Donc tout s contient un ensemble de la famille § Va.

C. Q. F. D.

() Voir E. A., p. 187.
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Le dernier théoréme entraine le corollaire suivant :

* Dans un espace (V) vérifiant «), la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un point @ soit point d’accumulation d’un ensemble
E est que tout voisinage de a contienne d sor intérieur au moins
un point de E distinct de a.

A. APPERT. 2



CHAPITRE III

COMPARAISON DE LA CONDITION « TOUT ENSEMBLE DE
FERMETURE EST FERME » AVEC LA CONDITION « TOUT
ENSEMBLE DERIVE EST FERME »

§ I. Les conditions 2° et 3° de F. Riesz.
ainsi les conditions suivantes :

20 de F. Riesz. — Tout point d’accumulation de la somme de
deux ensembles est point d’accumulation de l'un au moins de ces
deux ensembles.

3o de F. Riesz. — Tout ensemble n’ayant qu'un seul élément
n’a pas de point d’accumulation.

Remarquons que l’ensemble des conditions 1° de F. Riesz
(définie au Chapitre I) et 2° de F. Riesz équivaut, comme on le
voit sans peine, & I'identité

Nous appellerons

(E+F) =E +F.

Comme tout espace (V) vérifie 1° de F. RiEsz nous voyons que
la condition 2° de F. Riesz équivaut dans un espace (V) & U'identité
ci-dessus c’est-da-dire d la distributivité de U'opéraiion de dérivation.

§ II. La condition 3). — Nous appellerons ainsi la condition
suivante (*) :

B) Tout ensemble dérivé est fermé.

Cette condition est & rapprocher de notre condition :

@) Tout ensemble de fermeture est fermé.

«) et (3) sont toutes deux vérifiées dans de nombreux espaces
abstraits (espaces euclidiens, espaces distanciés, espaces acces-
sibles). Nous allons démontrer que :

(1) Etudiée par M. Frécuer (E. A., p. 183).
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* Les conditions «) et 3) chevauchent dans lespace (V) le plus
général.

Nous entendons par la qu’un espace (V) peut vérifier «) sans
vérifier 8), et qu’un espace (V) peut vérifier 8) sans vérifier a).
Ceci résulte des deux exemples su vants.

§ III. * Exemple d’un espace (V) vérifiant «) sans véritier ). —
Appelons espace (¢,) un espace (¥) formé des points

cee A2y By, Qoy Qiysoy Ay, e

ou n peut prendre toutes les valeurs entiéres > 0, <0 et = 0.
Pour compléter la définition de Pespace (8,) nous attachons &
chaque point a, deux voisinages, I'un (a@,) + (ap—,), l'autre
(an) + (an4q).

On voit sans peine que tous les voisinages adoptés dans Ies-
pace (8,) sont des ensembles ouverts. Par conséquent ’espace
(8,) vérifie «).

Ceci posé, dans 'espace (8,), la condition nécessaire et suffi-
sante pour que a, soit point d’accumulation d’un ensemble E est
que E contienne A la fois les deux points a,—, et @,4+;. Considé-
rons alors I’ensemble

e = (&) + (@) + (ay)
on a
¢ = (@) + (a),
e = (aa).

On n’a pas ¢’ C €', donc e’ n’est pas fermé et I’espace (8;) ne
vérifie pas ().

Remarque. — L’espace (8,) vérifie évidemment la condition 3°¢
de F. Riesz, mais il ne vérifie pas la condition 20 ; en effet a, par
exemple est point d’accumulation de (a;) 4 (a3) sans étre point
d’accumulation ni de (a;) ni de (ay).

§ IV. * Exemple d'un espace (V) vérifiant (3) sans vérifier «). —
Appelons espace (8;) un espace (V) formé des trois points a, b, ¢
et ol nous définissons les voisinages de la facon suivante :

nous attribuons & ¢ un seul voisinage V., = (¢),
nous attribuons & b un seul voisinage V, = (3) + (¢)
et nous attribuons 4 a deux voisinages Vi = (a) + (b) et V2=/(a)+ (¢).
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Si alors nous désignons par E un ensemble non vide quelconque
de points de I'espace (8;), nous n’avons que sept cas possibles :

1) E = (a), alors E' =0,
2) E = (b), alors E =0,
3) E=(o), alors E'= (), et E'=0,
4  E = (a) + (b), alors E' =0,
5  E = (a) + (c), alors E'= (), et E' =0,
6) E = (b) + (c), alors E =(a)+ (), e E =0,

7) E= (a) -+ (b) -+ (C), alors E = (a) -+ (b)’ et E = 0.

Dans chacun des sept cas ci-dessus, E est fermé ; done I’espace
(8,) vérifie 3).
Par contre on a dans le cas 3)

E=(), E+E=(0)+(), ([E+E)=/(aq+ (),

done, dans ce cas, E 4+ E’ n’est pas fermé. Par conséquent Pes-
pace (&;) ne vérifie pas «) et ne vérifie donc ni «;) ni «,).

§ V. Cas des espaces (V) vérifiant 2° de F. Riesz. — Nous allons
démontrer que, * dans un espace (V) vérifiant la condition 2° de
F. Riesz, la condition (3) entraine la condition «), mais que a) n’en-
traine pas f3). Ceci résulte du théoréme et de I'exemple suivants :

* Théoréme. — Si un espace (V) vérifie 2° et 3) il vérifie ).

En effet, soit dans un tel espace un ensemble quelconque E.
En vertu de 2° la dérivation est distributive, de sorte que I'on a

(E+E)Y=E +FE
et on a en vertu de f3)
E+E =E,
d’ou
(E+EYCE+E.
C. Q. F. D.

Exemple. — Appelons espace (8,;) un espace (V) dont les points
sont les éléments d’un ensemble donné quelconque P (comprenant
plus de deux éléments), et ol nous attribuons & chaque point a
un voisinage unique

V. = P = espace entier.

On vérifie sans peine que cet espace (8;) est un * exemple d’espace
(V) vérifiant 2° de F. Riesz et a) sans vérifier B).

On peut remarquer que ’espace (&;) ne vérifie pas 3° de F. RiEsz.
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§ VI. Sur un cas d’équivalence de «) et de ). — THEOREME. —
* Dans un espace (V) vérifiant 2° et 3° de F. Riesz la condition f3)
équivaut a la condition ) et par conséquent ausst d o) et d o).

En vertu des résultats obtenus au § précédent et au Chapitre II
il nous suffit de démontrer que, dans un tel espace, ) entraine f3).
Soit donc un espace (V) vérifiant 20, 30 et «), et soit un ensemble
quelconque E de points de cet espace.

On a, en vertu de la condition 1° de F. RiEsz vérifiée par tout
espace (),

E'C (E+ EY

et on a, en vertu de =),

(E+EYCE-+E,
d’ou
(1) E'C E+E.

Soit @ un point quelconque de E” ; nous avons deux cas pos-
sibles :

ier cas : a n’appartient pas & E.

Alors a appartient nécessairement & E’ en vertu de (1).

2¢ cas : a appartient & E.

Posons alors

F=E — (a),
d’odt
E=F + (a).

En vertu de 2° la dérivation est distributive, de sorte que nous
avons

E =F + (a).
Or (a)’ est vide en vertu de 3°, on a done
EI — FV’
E =F.

Ceci posé, la relation (1) a lieu quel que soit 'ensemble E ; done
elle a lieu aussi pour ’ensemble F, autrement dit

FFCF+F.

Or le point @ appartient & E’' = F”, et le point a n’appartient
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pas & F ; donc le point @ appartient & F' = E’. Ainsi dans le 2¢
cas comme dans le 167 cas le point ¢ appartient & E'; done E” C E'.
¢c. Q. . n. (Y

§ VII. Sur diverses classes d’espaces (¥v). — M. FricHET a
appelé espaces accessibles (®) les espaces (V) vérifiant les conditions
20 et 3° de F. Riesz et la condition f3).

D’aprés le théoréme précédent on voit que I'on obtient une
définition équivalente a la précédente en y remplagant la condition
B) par la condition «) sous 'une queleonque de ses formes.

La suite de cet ouvrage nous permettra de constater que
presque toutes les propriétés importantes des espaces accessibles
peuvent s’étendre aux espaces (V) vérifiant seulement les condi-
tions 2° de F. Riesz et «). Il est donc intéressant de remarquer
que 'exemple des espaces (&) et (8,) envisagés plus haut montre
que * la classe des espaces (V) vérifiant 2° de F. Riesz et o) est effec-
tivement plus générale que celle des espaces accessibles mais effec-
tivement moins générale que celle des espaces (V) vérifiant a).

() On doit & M. Fricuer la démonstration de I'équivalence des conditions
B) et 2,) dans le cas d’un espace (V) vérifiant 20 et 3° (« Sur la notion de
voisinage dans les ensembles abstraits » Bull. Se¢. math., t. XLII, 1918, p. 138-
156). On lui doit aussi une démonstration directe de I'équivalence de §) et de

1) dans le méme cas («American journ. of math.» vol. L, janvier 1928, p. 59).
® E. A, p. 185.




CHAPITRE 1V

ETUDE DE LA DEUXIEME CONDITION DE F. RIESZ

Notre principal objet dans ce Chapitre est de mettre la condi-
tion 2° de F. Riesz sous diverses formes intéressantes en elles-
mémes et dont plusieurs seront utilisées ultérieurement.

§ I. La condition 20, — Nous avoas vu au début du Chapitre
précédent que la condition 2° de F. RiEsz A savoir :

20 Tout point d’accumulation de la somme de deux ensembles est
point d’accumulation de 'un au moins de ces deux ensembles.

Equivaut, dans un espace (¥), & I'identité suivante

(E+F)=FE +F,

c’est-a-dire & la distributivité de Uopération de dérivation.

§ II. La condition (2°),. — Nous allons démontrer que, * dans
un espace (), la condition 2° de F. Riesz équivaut d la suivante :

(2°),. L’opération de fermeture est distributive, autrement dit on
a Videntité

() E+-F=E-+F.
En effet, considérons d’abord un espace (V) vérifiant 2°. Dans
un tel espace on a J'identité
(E+Fy=FE +F,

d’ou résulte évidemment I'identité (1).

Réciproquement considérons un espace (V) ou la relation (1) a
lieu quels que soient les ensembles E et F. Soit alors a un point
quelconque de (E + F)’, nous poserons

e=E—(a), f=F—(a)
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Par hypothése la relation (1) est vérifiée aussi pour e et f, autre-
ment dit :

(2) e+f++f)=(+€e)+F+T[).

Tenant compte de la condition b) imposée par nous au Chapitre I
a tout espace topologique (et qui est vérifiée dans tout espace (V)),
nous voyons que @ € (¢ 4 f)';or an’appartient nidenia f ; donc,
en vertu de (2), a € ¢’ 4+ f'. Si nous tenons encore compte de la
condition b), nous voyons que a € E' 4+ F'. Donc

(E+F) CE +F.
Donc¢ notre espace (V) vérifie la condition 29°.

C. Q. F. D.

§ III. La condition (2°),. — Nous venons de voir que, dans
un espace (V), la condition 2° de F. Riesz équivaut & I'identité

(1) E+F=E<+TF.

Remplagons, dans cette identité, E par C (E) et F par C (F) ;
Pidentité (1) devient

Ay C(EF) = C(E) + CB).

Ceci posé, rappelons I'identité vraie dans tout espace (V) et qui
nous a servi si souvent :

C(intérieur de E) = C(E).
Tenant compte de cette identité, (1)’ devient :
C(intérieur de EF) = C(intérieur de E) + C(intérieur de F),
ou bien :
(3) (intérieur de EF) = (intérieur de E)(intérieur de F)

Nous concluons de 14 que la condition 2° de F. Riesz équivaut,
dans un espace (V), & Pidentité (3). Autrement dit, * la condition
20 de F. Riesz équivaut, dans un espace (), d la sutvante :

(20),. L’intérieur de tout produit de deux ensembles est le produit
des intérieurs de ces deux ensembles.

On obtient évidemment une condition équivalente & (2°); en y
remplagant les mots « deux ensembles » par les mots « nombre fini
d’ensembles ».
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§ IV. La condition (2°),. Nous allons démontrer que, dans
un espace (V), la condition 2°de F. Riesz équivaut @ la suivante (*) :

(29);. Pour tout point a et tous voisinages Va et Wa de a, il existe
au moins un voisinage de a appartenant entiérement & la fois a
Va et Wa.

Démonstration. — 11 nous suffit de démontrer I'équivalence,
dans un espace (), des conditions (2°), et (20),.

1) Considérons d’abord un espace (V) vérifiant (2°);. On a dans
un tel espace pour tout point a et tous voisinages Va et Wa de a :

(intérieur de V,W,) = (intérieur de V,)(intérieur de W,).

Comme, dans un espace (V), chaque point est intérieur & chacun
de ses voisinages, a est intérieur 3 la fois & Vs et & Wa ; done

a € intérieur de V,W,.

Dongc il existe un voisinage de @ appartenant entiérement au
produit Vs Wi ; autrement dit notre espace (V) vérifie (29),.

2) Réciproquement considérons un espace (¥) ou les familles
de voisinages adoptées vérifient (2°);. Soient alors, dans cet espace,
deux ensembles quelconques E et F, et soit @ un peint arbitraire
du produit

(intérieur de E) (intérieur de F).
Alors il existe deux voisinages Ve et Wa de a tels que
V.CE e W,CF.

En vertu de (2°), il existe un voisinage Va de a tel que
v, C V.W. C EF,

donc a est intérieur & EF ; par conséquent :
(intérieur de E)(intérieur de F) C intérieur de EF.

Or nous savons que, dans un espace (V), tout point intérieur &
une partie d’un ensemble est intérieur a cet ensemble ; nous avons
donc aussi :

(intérieur de EF) C (intérieur de E) (intérieur de F).
(*) Cette forme de la condition 20 de F. Riesz a été obtenue par M. FRECHET

(« Sur la notion de voisinage dans les ensembles abstraits » Bull, sc. math.,
t. XLII, 1918, p. 138-156.)
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D’ou finalement :
(intérieur de EF) = (intérieur de E) (intérieur de F),

Nous en concluons que, dans un espace (¥), (2°), entraine (2°),.
C. Q. F. D.

§ V. La condition (20),. Nous allons donner & la condition
20 de F. Riesz une cinquiéme forme qui est en relation intime
avec la « propriété de Hedrick généralisée » dont nous nous occu-
perons plus loin. Cette forme est la suivante :

(20),. St a est point d’accumulation d’un ensemble F, et si a est
en méme temps intérieur a un ensemble E, alors a est point d’accu-
mulation du produit FE.

Nous allons démontrer que, * dans un espace (), les conditions
20 de F. Riesz et (2°), sont équivalentes.

En effet considérons d’abord un espace (V) vérifiant 20, et
soient, dans cet espace, deux ensembles quelconques E et F. On a

F = FE + FC(E).
D’olt en vertu de 2°
F' C (FE) + [FC(E)].

Soit alors @ un point appartenant & la fois & F' et & I'intérieur
de E ; a n’est pas point d’accumulation de FC (E), et par consé-
quent, en vertu de la relation ci-dessus, on peut écrire :

a € (FE)'.

Nous avons donc démontré que, dans un espace (¥), 2° entraine
(2°),.
Réciproquement, considérons un espace (¥) vérifiant (2°),. Par

hypothése on a dans un tel espace, quels que soient les ensembles
Eet F:

1) F' . (intérieur de E) C (FE)'.

Soient, dans cet espace, deux ensembles quelconques A et B ;
posons :

F=A +B, E = C(A).
La relation (1) devient :

(A + B) - C(A + A') C [BC(A)].
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On en déduit en tenant compte de la condition 1° de F. RiEsz :

(A+B)-CA+A)CB
d’od

2) (A+B)Y CA+A'+B.
Ceci posé, soit 2 un point quelconque de (A + B)’, posons
A] = A— (.’E).

Comme la relation (2) a lieu quels que soient les ensembles A et
B, on peut écrire :

(A, + BY CA, + A, +B.

En vertu de la condition ) imposée & tout espace topologique
on a ze(A, + B)’, et comme z n’appartient pas & A,, on a
z € A’ + B’. Tenant encore compte de la condition b), nous
voyons que x ¢ A’ + B’. D’ou finalement

(A +BY CA'+B.
Nous avons donc démontré que, dans un espace (V), (29),
entraine 29°.
C. Q. F. D.
On peut résumer les résultats obtenus depuis le début de ce

Chapitre en disant que, * dans un espace (), les cing conditions 2°,
(20);, (29),, (2°); et (20), sont équivalentes.

§ VI. La propriété de Hedrick généralisée. — On peut envisager
une condition distincte de la condition (2°), mais de forme ana-
logue en adoptant () la définition suivante :

Un espace (V) posséde la propriété de Hedrick généralisée si,
pour tous les sous-ensembles E ot F de cet espace, on a la relation
suivante :

F' . (intérieur de E) C [F - (intérieur de E)]'.

Le principal intérét de la propriété de HEDRICK généralisée
consiste, nous semble-t-il, en ceci que cette propriété permet de
caractériser 'importante classe des espaces (V) vérifiant & la fois
les conditions 2° de F. RiEszet «). Nous allons en effet démontrer
le théoréme suivant :

(1) Avec M. Frécaer E. A, p. 211-212.
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* Dans un espace (V) la propriété de Hedrick généralisée équivaut
@ Uensemble des conditions 2° de F. Riesz et o).

En effet considérons d’abord un espace (V) vérifiant 2° et «).
Dans cet espace (2°), est vérifiée, autrement dit on a quels que
soient les ensembles E et F :

F' . (intérieur de E) C (F - E)'.
En vertu de «) I'intérieur de E est ouvert, autrement dit :
(intérieur de E) = intérieur de I'intérieur de E.

Ceci posé, remplagons dans (1) E par Pintérieur de E ; (1) étant
vraie quel que soit E ne cessera pas d’étre vraie ; on a done :

(2) F' . (intérieur de E) C [F - (intérieur de E)]'.

Nous avons donc démontré qu’un espace (V) vérifiant 2° et «)
vérifie nécessairement la propriété de Heprick généralisée.

Réciproquement considérons un espace (V) vérifiant la propriété
de HEDRICK généralisée. Dans cet espace on a par hypothése la
relation (2) ci-dessus quels que soient les ensembles E et F ; on
en déduit en tenant compte de la condition 1° de F. RiEsz :

F’ . (intérieur de E) C (F - E)',

autrement dit notre espace (V) vérifie (2°), et par conséquent 2°.
D’autre part faisons dans (2)

F = C(intérieur de E).
(2) devient
[C(intérieur de E)] - (intérieur de E) = 0.

L’intérieur de E est donc ouvert et par conséquent notre espace
(v) vérifie «). Nous avons donc démontré que, dans un espace
(), la propriété de HeEprick généralisée entraine les conditions
20 et «).

C. Q. F. D.

§ VII. Sur deux propriétés des ensembles ouverts et fermés, —
Considérons les deux propriétés suivantes :

P Toute somme d’un nombre fini d’ensembles fermés est un
ensemble fermé.

Pu. Tout produit d’'un nombre fini d’ensembles ouverts est un
ensemble ouvert.
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En prenant les complémentaires on constate sans peine que,
dans un espace (V), p: entraine pp et py entraine p,. Autrement
dit p; et pp sont équivalentes dans un espace (¥). Nous allons
démontrer le théoréme suivant :

* Dans un espace (0) vérifiant 2° de F. Riesz les propriétés p; et
Pu sont vrates.

En effet, il nous suffit de démontrer que p; est vraie dans le
cas de deux ensembles fermés. Soient donc E et F deux ensembles
fermés. On a

E' CE, FCF
et on a en tenant compte de 2° :
E+F CE +FCE<+F.

Donc E + F est fermé
C. Q. F. D.

Premiére remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que
* les propriétés p: et pa ne s’étendent pas d espace (V) le plus général.

Pour cela prenons comme espace (V) I’espace (&) étudié au
§ III du Chapitre III.

On vérifie de suite que, dans cet espace, les deux ensembles
E = (a,,) et F = (a,4,) n’ont aucun point d’accumulation et
sont par conséquent fermés. Par contre ’ensemble

E+F= (a,.__i) -+ (dn+1)

admet a, pour point d’accumulation et n’est donc pas fermé.
L’espace (8,) est donc un espace (V) ne vérifiant pas la propriété
D1, et il en résulte que l'espace (8,) ne vérifie pas non plus la
propriété pq.
Deuziéme remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que
* les propriétés p: et py S'étendent cependant d certains espaces (V)
ne satisfaisant pas a la condition 2° de F. Riesz.
Pour cela, appelons espace (8,) un espace (V) formé des points
cvery Gegy By Gpyenvvnnee y Qnyereenens , n prenant toutes les valeurs entiéres
>0, = 0 et << 0, et ol on attribue & chaque point a,» deux voisi-
nages :
Wi, = (@) + (@nt1) + (@nsa),
Wi, = (@u_1) + (@2) -+ (@n44).

On voit de suite que ces voisinages ne satisfont pas a la condi-
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tion (2°),. Donc I'espace (8,) ne vérifie pas la condition 2° de
F. RiEsz.

Nous allons déterminer tous les ensembles ouverts de I'espace
(8;). Pour cela remarquons que si E est un ensemble ouvert de
(8,) et si a. € E, alors un voisinage de aa appartient 4 E, et par
conséquent any, € E. Il en résulte que tout ensemble ouvert de
Pespace (8,) (en dehors de ’espace entier et de I’ensemble vide)
est nécessairement de la forme :

) E = (an) + (@nt1) + (@np) + = oo + (Gnyp) + - -+

p prenant toutes les valeurs entiéres > 0 ; et on vérifie de suite
que tout ensemble de la forme (1) ci-dessus est ouvert.

Ceci posé, on vérifie immédiatement que le produit d’un nombre
fini d’ensembles de la forme (1) ci-dessus est encore de la forme (1).
Donc P'espace (8,) jouit de la propriété pn et il jouit par consé-
quent aussi de la propriété p.




CHAPITRE V

LES ENSEMBLES DENSES EN SOI ET CLAIRSEMES
DANS LES ESPACES ()

Dans les quatre Chapitres précédents nous avons défini diverses
olasses trés générales d’espaces abstraits. Nous allons maintenant
commencer 1’étude systématique des propriétés des ensembles de
points de ces espaces. Le principal objet de la suite de ce travail
sera d’ailleurs I’étude des ensembles appartenant soit & Pespace
() le plus général, soit & un espace (V) vérifiant la condition que
nous avons appelée «).

Afin de simplifier le langage nous nous soumettrons, jusqu’a la
fin de cet ouvrage, & la convention suivante : toutes les fois que
nous énoncerons une définition ou un théoréme sans indiquer dans
Pénoncé méme & quel espace cette définition ou ce théoréme
s’appliquent, il sera toujours sous-entendu qu’ils s’appliquent a
Pespace (V) le plus général. Toutes les fois qu'une définition ou un
théoréme ne s’appliqueront qu’a un espace (V) particulier, men-
tion en sera faite explicitement dans chaque énoncé.

Pour faciliter la tdche au lecteur nous précisons que nos § seront
numérotés comme plus haut avec des chiffres romains: § I, § I,...;
mais que nos théorémes seront numérotés avec des chiffres arabes :
1), 2), 3),..., le numérotage commencant par 1) au début de chaque
Chapitre.

§ 1. Définitions. — Nous adoptons les définitions suivantes () :

Un ensemble E est dense en soi 8’il appartient & son dérivé E’.

Un ensemble E est parfait 8’il est fermé et dense en soi, autre-
ment dit 8’il est identique & son dérivé.

(1) Admises par M. Frécrer (E. A., p. 174).
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Un ensemble E est clairsemé s’il ne contient aucun ensemble
non vide et dense en soi ().

§ II. Sur le plus grand sous-ensemble dense en soi d’un en-
semble.

1) Toute somme S d’ensembles E chacun dense en soi est un
ensemble dense en soi.
En effet soit a un point de S ; alors il existe un E tel que
aeE CE,
Or
ECS,

d’ot, en vertu de la condition 1° de F. RiEsz :

EI C SI,
d’ol
ae¥.

Done tout point de S appartient & S'.
C. Q. F. D.

Soit alors E un ensemble quelconque de points d’un espace (%) ;
posons :

D = somme de tous les ensembles denses en soi appartenant a E.

En vertu de 1), D, qui peut étre vidé, est un ensemble dense
en soi appartenant & E. Nous dirons avec M. HAusDoORFF et
M. FrEcHET que D est le plus grand sous-ensemble dense en sot de E.

On a, en tenant compte de 1° de F. RiEsz :

DC D CE,
d’ou
D C EE.

Si EE’ est dense en soi, ce qui n’a méme pas lieu pour tout
ensemble linéaire, on a D = EE’. Dans le cas contraire D n’est
qu’'une partie de EE’,

Nous avons les deux théorémes suivants (%) :

(1) Cette définition des ensembles clairsemés coincide avec la définition des
« separierte Mengen » de G. CAnTOR et avec celle des « zerstreute Mengen »
de M. Hausporrr; mais le nom d’ensemble « clairsemsé » est dit & M. DENJoY.

(2) Les théorémes 2) et 8) sont dus, dans ’espace (V) le plus général, &
M. SierpinNski et & M. Frécuer (E. A., p. 227).
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2) Tout ensemble E est la somme de deux ensembles disjoints, V'un
dense en sot et Vautre clairsemé (Pun ou autre pouvant étre vide).
On a en effet

E=D + (E—D).

Si E — D contenait un ensemble non vide H dense en soi,
D + H serait dense en soi en vertu de 1) et D ne serait pas le
plus grand sous-ensemble dense en soi de E. Donc E — D est
clairsemé.

C. Q. F. D.

Supposons E fermé ; on peut alors écrire en tenant compte de
10 de F. Rigsz :

DCDCECE,
D CD"
donc D’ est un sous-ensemble dense en soi de E; donec D' C D,
et par conséquent D est parfait. Nous avons donc la proposition
suivante :

3) Tout ensemble E fermé est la somme de deux ensembles dis-
joints, Uun parfait et Vautre clairsemé ('un ou Uautre pouvant étre
vide).

Remarques sur les théorémes 2) et 3). — Posons E = la droite
euclidienne, et 80it @ un point quelconque de E ; on peut écrire :

E =[E —(a)] + (o).

E — (a) est dense en soi et (a) est clairsemé. Nous voyons ainsi
que, méme dans le cas euclidien, il y a en général plus d’'une ma-
niére de décomposer un ensemble E en une somme de deux
ensembles disjoints, I'un dense en soi et ’autre clairsemé ; autre-
ment dit la décomposition dont Uexistence est affirmée par le théo-
réme 2) r'est pas en général unique.

Par contre nous allons voir que, * dans le cas trés général des
espaces (V) vérifiant 2° de F. Riesz, la décomposition dont Dexis-
tence est affirmée par le théoréme 3) est unique. Ce résultat est une
conséquence du théoréme suivant :

* 4) Soit, dans un espace (V) vérifiant 20 de F. Riesz, un ensemble
quelconque E. §’il existe une décomposition E = P 4 Q, P étant
parfait et Q clairsemé (Pun de ces deux ensembles pouvant étre vide),
alors P est nécessairement le plus grand sous-ensemble dense en
soi de E,

A. APPERT. 3
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Démonstration. — Soit, comme plus haut, D le plus grand sous-
ensemble dense en soi de E. On a

P CD,
d’ou
D=P+ (D—P)
On peut écrire en tenant compte de 2° de F. Riesz :

D—PCDCD CP + (D—Py =P+ (D—P),
d’ou
D—PC((D—P),
de plus
D—PCQ.

Sidone D — P n’était pas vide, Q contiendrait ’ensemble D — P
non vide et dense en soi contrairement & I’hypothése. D — P est

donc vide et par conséquent P = D.
C. Q. F. D.

§ III. Sur la fermeture d’un ensemble dense en soi,

5) Si un ensemble E est dense en soi, alors E = E' = un en-
semble dense en sot.

En effet par hypothése E CE’, d’ou en vertu de la condition
10 de F. RiErsz

El C E”’
donc E’ est dense en soi. De plus
E=E +E =E.
C. Q. F. D,

Nous déduisons immédiatement de 5) la proposition suivante :

*6) Dans un espace (V) vérifiant U'une au moins des deux condi-
tions «) ou f3) (définie au Chapitre III), st un ensemble E est dense
en soi, alors E = E' = un ensemble parfait.

§ IV. Sur certaines propriétés des espaces denses en soi. — Con-
sidérons les deux propriétés suivantes :

Pm. Tout point est point d’accumulation de tout ensemble
auquel il est intérieur.

Pw. Tout ensemble ouvert est dense en soi.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

*7). Dans un espace (V) dense en soi et vérifiant 2° de F. Riess,
les propriétés pm et pw sont vraies.



PROPRIETES DES ESPACES ABSTRAITS LES PLUS GENERAUX 35

En effet, en vertu de la forme (2°), de la condition 2° de F. Riksz
(Chapitre IV, § V), on a, quels que soient les ensembles E et F,
la relation suivante :

F'. (intérieur de E) C (FE)'.
Faisons ' = espace entier ; cette relation devient :
(intérieur de E) C E'.

Autrement dit pyx est vraie, et par conséquent pw est vraie.
C. Q. F. D.

Remarques. — * Les propriétés pm et pw S'étendent d certains
espaces (V) denses en soi mais ne vérifiant pas la condition 2° de
F. Riesz.

En effet 'espace (8,) défini au § VII du Chapitre IV est un
espace (V) dense en soi mais ne vérifiant pas 20 ; de plus on voit
de suite que dans (8,) chaque point est point d’accumulation de
chacun de ses voisinages ; donc Pespace (&) vérifie pm et par
conséquent pry.

Mais * il existe des espaces (V) denses en soi o0& ni pix Ri pw ne
gont vérifides.

En effet I'espace (8,) défini au § III du Chapitre III est un es-
pace (V) dense en soi. Dans cet espace I’ensemble E = (a,) + (a,)
est ouvert, mais E’ = 0 ; par conséquent ni pm ni py ne sont
vérifiées dans I’espace (8,).

Remarquons enfin que dans un espace (V) qui n’est pas dense
en soi les propriétés pm et pw ne peuvent étre vérifiées. Nous
savons en effet que I’espace entier est un ensemble ouvert c’est-
a-dire identique & son intérieur.




CHAPITRE VI

LES PROPRIETES DE CONNEXION DANS LES ESPACES (v)

Nous étudierons dans ce Chapitre les ensembles bien enchainés
et connexes ainsi que les continus appartenant & un espace (9).

§ 1. Définitions. — Nous adoptons les définitions suivantes (*):
Deux ensembles E et F sont mutuellement enchainés si

EF +~ EF 4+ E'F = 0.
Deux ensembles E et F sont mutuellement connexes si

EF + E'F 0.

Un ensemble G est bien enchainé si, quels que soient les en-
sembles E et F non vides, distincts et tels que G = E 4 F, les
ensembles E et F sont toujours mutuellement enchainés.

Un ensemble G est connexe si, quels que soient les ensembles
E et F non vides, distincts et tels que G = E + F, les ensembles
E et F sont toujours mutuellement connexes.

Il sera commode, et d’ailleurs compatible avec les définitions
précédentes, de considérer comme bien enchainé et connexe tout
ensemble réduit & un seul point.

§ II. Remarques sur les définitions précédentes. — Il résulte
évidemment de nos définitions que deuz ensembles mutuellement
connexes sont mutuellement enchainés, et que tout ensemble con-
nexe est bien enchainé. Mais on sait que les réciproques de ces deux
propositions n’ont méme pas lieu dans P’espace euclidien.

En tenant compte de la condition 1° de F. Riesz on obtient
immédiatement la proposition suivante (?) :

() Qui sont les définitions admises par M. Frécuer (E. A, p. 175).
{*) Parmi les propositions démontrées dans ce Chapitre VI, les théorémes
1), 2), 8), 6), 10), 28), 24), 25), 26), 30), 32), 33), sont diis & M. Frécuer dans
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1) Si deux ensembles e et f sont mutuellement connexes (enchai-
nés) et st e CE et f CF, alors E et F sont aussi mutuellement
connexes (enchainés) ().

Démontrons maintenant les propositions suivantes qui nous
seront utiles dans la suite :

2) On obtient des définitions éguivalentes aux définitions,
données au § I, d’'un ensemble bien enchainé et d’un ensemble
connexe en y remplacant les mots « ensembles E et F distincts »
par les mots « ensembles E et F disjoints. »

En effet soit G un ensemble tel que, quels que soient les ensem-
bles E et F non vides, disjoints et vérifiant

G=E -+ F,

E et F soient toujours mutuellement connexes (enchainés).
Considérons alors une décomposition

G=e+f

ol e et f sont non vides et distincts mais pas nécessairement
disjoints. L’un au moins des ensembles e ou f est différent de G ;
nous pouvons supposer par exemple que e Z G. Alors

G=e+ (f—e),

e et (f — e) étant non vides et disjoints. Alors, par hypothése,
e et (f —e) sont mutuellement connexes (enchainés), et, par
suite de la proposition 1),il en est de méme pour e et f. L’équiva-
lence annoncée en résulte.

C. Q. F. D.

3) Sitout couple de points d’un ensemble G appartient @ un sous-
ensemble connexe (bien enchainé) de G, alors G est connexe (bien
enchainé).

P'espace (V) le plus général. Quelques autres propositions, en particulier 15),
19), 21), 22) et 28), ont été démontrées par M. FrEcHET dans le cas des espaces
accessibles et seront étendues par nous & des cas effectivement plus généraux.
(Pour les résultats obtenus par M. FrEcHET, consulter par exemple E.A., p. 175-
176, p. 228-229. et p. 243-244).

() Dans cet énoncé les parenthéses signifient que ’on a une premiére propo-
sition vraie en supprimant partout le mot « enchainés » entre parenthéses,
et une deuxi¢me proposition vraie en rempla¢ant partout dans la premiére
« connexes » par « enchainés ». Nous emploierons souvent ce procédé des pa-
renthéses pour condenser deux définitions, deux propositions et méme deux
démonstrations en une seule.
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En effet s0it G =E 4 F, les ensembles E et F étant non vides
et disjoints ; soient de plus @ un point de E et b un point de F.
Il existe alors un ensemble g connexe (bien enchainé) contenant
aet bettel que g C G.Ona

g = gE + gF,

gE et gF étant non vides et disjoints. gE et gF sont donc mu-
tuellement connexes (enchainés), et il en est de méme pour E et F
en vertu de 1). Donc G est connexe (bien enchainé).
C. Q. F. D.

4) Deux ensembles E et F fermés et disjoints ne peuvent étre ni
mutuellement connexes ni mutuellement enchainés.
On a en effet :

ECE FCF, EF=0
d’o
EF + E'F + EF = 0.
C. Q. F. D.

5) Deux ensembles E et F ouverts et disjoints ne peuvent étre
mutuellement connexes, mats ils peuvent étre mutuellement enchainés,

On a en effet F C C(E). En vertu de la définition d’un ensemble
ouvert, les points de E ne sont points d’accumulation d’aucun
sous-ensemble de C (E) ; donc EF' = 0. On montrerait de méme
que E'F = 0. Donc E et F ne sont pas mutuellement connexes.

Par contre deux ensembles E et F ouverts et disjoints peuvent
étre mutuellement enchainés ; il suffit pour le voir de prendre
pour E et F les intérieurs de deux cercles du plan euclidien exté-

rieurs I'un a I'autre et tangents.
C. Q. F. D.

§ III. Les continus. — Commengons par démontrer les pro-
positions suivantes :

6) Il y a identité entre un ensemble fermé bien enchainé et un
ensemble fermé connexe.

En effet il nous suffit évidlemment de démontrer que tout en-
semble fermé bien enchainé est connexe. Soit donc G un ensemble
fermé et bien enchainé, et soit G = E -+ F, les ensembles E et F
étant non vides et distincts. On a :

EF' + EF + E'F = 0.
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Tenant compte de la condition 1° de F. R1Esz, nous voyons que :

EFCG CG=E +F.
D’out
E'F CEF + EF.
On peut donc écrire
EF + EF = EF + EF + E'F 0.
Donc G est connexe.
C. Q. F. D.

*7) Tout ensemble G fermé et non connexe est décomposable en
une somme de deux ensembles E et F non vides, fermés et disjoints.

En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides,
disjoints et non mutuellement connexes. On a :

EF' =0, EF =0
et en vertu de la condition 1° de F. Rigsz :

ECGCCG=E+F
FCG CG=E+F.
D’ou
E CE
F' CF.
C. Q. F. D.

Nous déduisons de 6) et de 7) en tenant compte de 4) le résultat
fondamental suivant :

*8) Il y a identité entre un ensemble fermé bien enchainé, un
ensemble fermé connexe et un ensemble fermé indécomposable en
une somme de deux ensembles non vides, fermés et disjoints.

Nous appellerons continu un ensemble fermé bien enchainés (*).

D’aprés le théoréme précédent il est équivalent, dans un es-
pace (), de définir un continu comme un ensemble fermé connexe,
ou comme un ensemble fermé indécomposable.......

(1) Dans une de nos Notes précédentes (Comptes rendus de U'Acad. des sc.,
t. CLXXXXVI, p. 1205, séance du 24 avril 1933) nous avions appelé « continu »
un ensemble fermé bien enchainé et contenant plus d’'un point. Nous croyons
devoir supprimer cette derniére restriction qui est une source de complications
inutiles.
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Application d Uespace entier. — Appliquons les résultats précé-
dents au cas de 'espace (V) tout entier qui, nous le savons, est
3 la fois ouvert et fermé. En vertu des résultats précédents il est
équivalent d’admettre qu’un espace (V) est bien enchainé, ou
bien qu’il est connexe, ou bien qu’il est un continu.

Nous allons démontrer les propositions suivantes :

9) Tout espace (V) qui n’est pas un continu est décomposable
en une somme de deux ensembles non vides, disjoints et tous deux
d la fois ouverts et fermés.

En effet tout espace (V) qui n’est pas un continu est décompo-
sable en une somme de deux ensembles E et F non vides, fermés
et disjoints ; E et F sont ouverts comme étant chacun le complé-
mentaire d’un ensemble fermé.

C. Q. F. D,

10) Pour qu’un espace (V) soit un continu il faut et il suffit qu’il
ne contienne aucun ensemble d la fois ouvert et fermé, en dehors de
Pespace entier et de 'ensemble vide.

En effet, supposons qu’un espace (V) contienne un ensemble E
non vide, distinct de ’espace entier et & la fois ouvert et fermé ;
alors le complémentaire C (E) de E est aussi non vide et a la fois
ouvert et fermé ; E et C (E) ne sont donc pas mutuellement con-
nexes en vertu de 4) ; donc I'espace (V) considéré n’est pas con-
nexe. Notre condition est donc bien nécessaire. D’autre part
notre condition est suffisante en vertu de 9).

C. Q. F. D.

§ IV. Les ensembles ouverts connexes et ouverts bien enchainés.
— Tout ensemble ouvert connexe est évidemment un ensemble
ouvert bien enchainé. Mais la réciproque de cette proposition n'a
méme pas lieu dans le cas euclidien. 11 suffit pour le voir de con-
sidérer ’ensemble G somme des intérieurs de deux cercles du plan
euclidien extérieurs 'un & 'autre et tangents. Cet ensemble G est
ouvert et bien enchainé mais n’est pas connexe.

Nous allons démontrer les deux propositions suivantes analogues
a7):

*11) Dans un espace (V) satisfaisant d la condition 2° de F.
Riesz tout ensemble G ouvert et non connexe est décomposable en
une somme de deux ensembles E et F non vides, ouverts et disjoints.
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En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides,
disjoints et non mutuellement connexes. On a :

C(E) = F + C(G).
D’olt en tenant compte de la condition 2° de F. Rigsz ¢
[GE) CF +[Ca).
G étant ouvert, on a
[GG) ] CCG) CCE);
de plus on a EF’' = 0, d’ou F’ C C(E), d’ou finalement
(CE) C G(E).

E est donc ouvert, et on montrerait de méme que F est ouvert.
C. Q. F. D.

* 12) Dans un espace (V) satisfaisant d& la condition 2° de F.
Riesz, tout ensemble G ouvert et non bien enchainé est décomposable
en une somme de deux ensembles E et F non vides, ouverts, non
mutuellement enchainés et disjoints.

En effet il existe deux ensembles E et F de somme G, non vides,
disjoints et non mutuellement enchainés. On montrerait de la
méme maniére que pour la proposition 11) que E et F sont ou-
verts.

C. Q. F. D.

On déduit sans peine des résultats précédents, en tenant compte
de 5), les deux théorémes suivants :

* 13) Dans un espace (V) satisfaisant & la condition 2° de F.
Riesz il y a identité entre un ensemble ouvert connexe et un ensemble
ouvert indécomposable en une somme de deux ensembles non vides,
ouverts et disjoints.

* 14) Dans un espace (V) satisfaisant @ la condition 2° de F.
Riesz il y a identité entre un ensemble ouvert bien enchainé et un
ensemble ouvert indécomposable en une somme de deux ensembles
non vides, ouverts, non mutuellement enchainés et disjoints.

Remarque. — Les propriétés d’ensembles exprimées par les
propositions 11), 12), 13) et 14) ont été démontrées en supposant
vérifiée la condition 2° de F. Riesz. Nous allons montrer sur un
exemple que * ces propriétés ne s’étendent pas & Uespace (V) le
plus général.

En effet, reprenons I'espace (8,) envisagé au Chapitre III. Dans
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cet espace l'’ensemble G = (a,) + (a,) est ouvert ; d’autre part
les deux ensembles (g,) et (@;) ne sont ni mutuellement connexes
ni mutuellement enchainés ; donc G n’est ni connexe ni bien en-
chainé. Or il n’y a qu’une maniére de décomposer G en une somme
de deux ensembles E et F non vides et disjoints, ¢’est de poser:

E = (ay), F= (ai)

et E et F ne sont pas ouverts.
C. Q. F. D.

§ V. Relations entre les propriétés de connexion et la ferme-
ture d’'un ensemble,

* 15) Si U'ensemble G est connexe (bien enchainé) et st H C G',
alors G + H est aussi connexe (bien enchainé).

En effet soit G 4+ H = E + F, les ensembles E et F étant
non vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles :

1er cas : on a EG 2 0 et FG = 0.

Alors EG et FG sont deux ensembles & la fois non vides, dis-
joints et de somme G ; donc EG et FG sont mutuellement con-
nexes (enchainés). Par conséquent, en vertu du théoréme 1), E et
F sont aussi mutuellement connexes (enchainés).

2¢ cas : on a EG = 0.

Alors ECHCG¢

et G CF,

d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. Riksz,
G CF;

on en déduit que
ECF

d’out EF Z0

donc E et F sont mutuellement connexes et mutuellement
enchainés,

3¢ cas: on a FG = 0.

On montrerait comme dans le 28 cas que E et F sont mutuelle-
ment connexes et mutuellement enchainés.

Nous voyons ainsi que, dans tous les cas possibles, E et F sont

mutuellement connexes (enchainés). Donec G + H est connexe
(bien enchainé).

C. Q. F. D.
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Le théoréme 15) entraine immédiatement que si un ensemble
G est connexe (bien enchainé), son ensemble de fermeture
G =G + G’ est aussi connexe (bien enchainé). Nous allons méme
démontrer le théoréme plus précis suivant :

*16) Si un ensemble G est bien enchainé, alors G = G + G’
esl connexe.

En effet s0it G 4 G’ = E 4 F, les ensembles E et F étant non
vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles :

1er cas : on a EG 2 0 et FG = 0.

Alors EG et FG sont deux ensembles & la fois non vides, dis-
joints et de somme G ; donc EG et FG sont mutuellement enchat-
nés, autrement dit

EG(FG) + (EG)YFG + (EG)(FG) £ 0;
d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. RiEsz,
EF + EF + EFG =0;
or G CE+F
d’ou E'FG CEF + EF;
nous avons donc
EF + EF =0,

autrement dit E et F sont mutuellement connexes.
2¢ cas : on a EG = 0,

Alors EC(G

et GCF,

d’ou, en tenant compte de la condition 1° de F. RiEsz,
G CF;

on en déduit que E CF,

d’ou EF Z0;

done E et F sont mutuellement connexes.
3@ cas :ona FG = 0.
On montrerait comme dans le 2¢ cas que E et F sont mutuelle-
ment connexes.
Nous voyons ainsi que, dans tous les cas possibles, E et F sont
mutuellement connexes. Donc G + G’ est connexe.
C. Q. F. D.
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Il y a lieu de remarquer que cette proposition 16) devient une
conséquence immédiate de 15) dans le cas d’un espace (V) ol
tout ensemble de fermeture est fermé, c’est-a-dire d’un espace (V)
satisfaisant & la condition «). Nous savons en effet que tout en-

semble fermé bien enchainé est connexe. D’ailleurs 15) entratne
immédiatement que :

*17) Dans un espace (V) vérifiant la condition «), 'ensemble de
fermeture d’un ensemble bien enchainé est un continu.
Nous allons maintenant démontrer la réciproque suivante de

15), réciproque qui supposera il est vrai, contrairement a 15), la
réalisation des conditions 2° de F. Riksz et ) :

* 18) Dans un espace (0) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz
et a), st Uensemble G + H est bien enchainé et si H C G, alors
G est bien enchainé.

En effet, nous pouvons écrire

G=G+G=G+H+GCG
= G + H + (certains points d’accumulation de G + H);

done, en vertu de 15), G est bien enchainé. Ceci dit posons
G = E 4 F, les ensembles E et F étant non vides et disjoints. On
a en vertu de 2° de F. Riesz

G=E +TF.

E et F ont un point commun, car, dans le cas contraire, E et F
seraient deux ensembles & la fois non vides (puisque E et F sont
non vides) disjoints, fermés en vertu de «) et mutuellement en-
chainés puisque G est bien enchainé ; et ceci est impossible comme
nous ’avons vu au théoréme 4). Nous pouvons donc écrire

EF =EF + EF + EF + E'F %0,
et, comme par hypothése EF = 0, les ensembles E et F sont
mutuellement enchainés ; donec G est bien enchainé.
C. Q. F. D.

On déduit immédiatement des résultats précédents que :

* 19) Dans un espace (V) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz
et a), pour qu'un ensemble soit bien enchainé il faut et il suffit que
son ensemble de fermeture soit bien enchainé.
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En vertu de la condition «), cette proposition 19) peut se mettre
sous la forme suivante:
* 20) Dans un espace (V) vérifiant les conditions 2° de F. Riesz et

a), pour qu'un ensemble soit bien enchainé il faut et il suffit que son
ensemble de fermeture soit un continu.

Remarque. — Considérons I’espace (¥) formé des quatre points
ay, ay, a3, a4, et o on choisit les voisinages de la fagon suivante :
a, a pour voisinage unique (a,) + (@),
@, a pour voisinage unique (a) + (as) + (as),
a; a pour voisinage unique (a;) + (as) + (as),
a, a pour voisinage unique (a;) + (a).

Cet espace (V) vérifie la condition 2° de F. RiEsz mais ne satis-
fait pas & «). On vérifie sans peine que, dans cet espace, 'ensemble
G = (a;) + (a,) n’est pas bien enchainé, tandis que

G = (@) + (as) + (@) + (a,) = espace entier
est bien enchainé et méme connexe. De plus G est formé; G
est par conséquent un continu.
Nous voyons ainsi que les conditions suffisantes pour qu’un

ensemble soit bien enchainé, énoncées dans 18), 19) et 20), * ne sont

méme pas suffisantes dans tous les espaces (V) vérifiant la condition
20 de F. Riesz.

§ VI. Sur quelques propriétés de connexion lies a la condi-
tion 3¢ de F. Riesz. — Rappelons que la condition 3° de F. Riesz
s’énonce de la manidre suivante :

3° Tout ensemble réduit & un seul élément a un dérivé vide.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

* 21) Dans un espace (V) vérifiant la condition 3° de F. Riesz,
tout ensemble bien enchainé et contenant plus d’un point est dense
en sot.

En effet, soit, dans un tel espace, un ensemble G bien enchainé
et contenant plus d’un point. Soit @ un point arbitraire de G.

Alors (a) et G — (a) sont deux ensembles non vides et mutuelle-
ment enchainés. On a donc, puisque (a)’ est vide en vertu de 3°,

(@) [G—(a)] =0
d’ou a € G—()] CG.
On en déduit que GCG C. Q. F. D.
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On déduit immédiatement de 21) la proposition suivante :

* 22) Dans un espace () vérifiant la condition 3° de F. Riesz,
tout continu contenant plus d’un point est parfait.

Remarque. — Nous allons montrer sur un exemple que * les
propriétés 21) et 22) ne s’étendent méme pas d tous les espaces (V)
vérifiant les conditions 2° de F. Riesz et x).

En effet considérons I’espace (V) formé des deux points a et b
et ol on attribue au point a 'unique voisinage V. = (a), et au
point b I'unique voisinage Vo = (b) + (a). Cet espace vérifie les
conditions 2° de F. Riesz et «). On constate sans peine que, dans
cet espace, I’ensemble

P = (a) + (b) = espace entier
est bien enchainé et est méme un continu. Et cependant
P’ = (b) ;’'ensemble P n’est donc ni dense en soi ni parfait.
C. Q. F. D.

§ VII. Les sommes d’ensembles connexes et d’ensembles bien
enchainés.

23) 8i G et H sont deux ensembles chacun connexe (bien enchainé),
et si de plus G et H sont soit non disjoints soit mutuellement con-
nexes (enchainés), alors G 4+ H est connexe (bien enchainé).

En effet posons G + H = E 4 F, les ensembles E et F étant
non vides et disjoints. Nous avons trois cas possibles :

1er cas : Nous supposons EG = 0 et FG = 0.

Alors EG et FG sont deux ensembles non vides, disjoints et de
somme G ; donc EG et FG sont mutuellement connexes (enchai-
nés) ; par conséquent, en vertu du théoréme 1), E et F sont aussi
mutuellement connexes (enchainés).

2¢ cas : Nous supposons EH = 0 et FH = 0.

Alors EH et FH sont deux ensembles non vides, disjoints et
de somme H ; donc EH et FH sont mutuellement connexes (en-
chainés) ; par conséquent E et F sont aussi mutuellement con-
nexes (enchainés).

3¢ cas : Nous supposons que ni le 1€ cas, ni le 28 cas ne soit
réalisé. Ce 3¢ cas se subdivise en quatre autres qui sont les seuls
possibles et que nous numéroterons I, II, III et IV :

Cas I:0na EG=0et EH = 0.

Ce cas est irréalisable puisque E est non vide et appartient
4G 4 H.
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Cas Il : On a FG = 0 et FH = 0.

Ce cas est irréalisable puisque F est non vide et appartient &
G+ H.

Cas III : On a EG = 0et FH = 0.

Alors ECHCE
FCGCF
d’ou E=H e F=0G.

Ce cas est donc irréalisable si G et H sont non disjoints, puisque
E et F ont été supposés disjoints. Si au contraire G et H sont
disjoints, ils sont par hypothése mutuellement connexes (enchai-
nés) ; donc E et F sont mutuellement connexes (enchainés).

Cas IV :On a FG = 0et EH = 0.

Alore ECGCE
FCHCF
d’ou E=G e F=H.

Les conclusions sont les mémes que dans le cas III.

Nous voyons ainsi que, dans tous les cas possibles, E et F sont
mutuellement connexes (enchainés); donc G + H est connexe
bien enchainé). C. Q. F. D,

On déduit facilement de 23) le théoréme suivant :

24) Soit (%) une famille d’ensembles chacun connexe (bien
enchainé) ; st deux ensembles quelconques de la famille (F) sont
toujours soit non disjoints soit mutuellement connexes (enchainés),
alors la somme S des ensembles de la famille (F) est connexe (bien
enchainée).

En effet soient a et b deux points quelconques de S. Alors a
appartient & un ensemble G de la famille (%), et b appartient &
un ensemble H de la famille (7). L’ensemble G 4+ H est connexe
(bien enchainé) en vertu de 23). Ainsiaet bappartiennent toujours
& un sous-ensemble connexe (bien enchainé) de S. Donc, en vertu
du théoréme 3), S est connexe (bien enchainé).

C. Q. F. D.

§ VIII. Les composants d’un ensemble. — Soit G un ensemble
non vide appartenant & un espace (¥), et soit a un point de G ;
posons :

ga = somme de tous les sous-ensembles de G qui sont chacun

connexe et contiennent chacun le point a.
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ga contient le point a et est connexe en vertu de 24) ; g peut
d’ailleurs se réduire au seul point a. On peut dire que gs est le
plus grand sous-ensemble de G qui soit connexe et contienne le
point a.

Nous dirons avec M. FrREcHET (*) qui emprunte lui-méme cette
définition & M. HAUsDORFF, que ga est le composant de G relatif au
point a de G.

Ceci posé, s