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PREMIERE THESE.

ETUDE

SUR LA

DETERMINATION D'UNE FONCTION DISCONTINUE

PAR SA DERIVEE UNILATERALE

Introduction.

1. Parmi les recherches que les analystes ont poussées dans tous les
champs de la théorie des fonctions de variable réelle, aucune étude
approfondie et complete des fonctions continues a droite en tout un
intervalle, c’est-a-dire des fonctions F(a) qui, pour tout point , d’un
intervalle ab, satisfassent & la condition

lim F(z)=F(z,),

T > Lo+ 0
n’a été faite jusqu’ici.

Yai récemment publié quelques recherches qui mettent en lumiere
les principales propriétés de ces fonctions, par rapport a leur dériva-
bilité unilatérale. Dans les Annali di Matematica pura ¢ applicata
(4° série, t. 9, 1931) j’ai montré que, par 'extension facile d’un théo-
reme fondamental de M. Denjoy ('), 'on tire d’importantes consé-

(1) A. DENIOY, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, (Journal de
Mathématiques pures et appliquées, t. 1, 1915, p. 149).
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quences et j'ai démontré quelques propositions relatives a I’ensemble
des points de discontinuité. Dans les Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo (t. 55, décembre 1931) j’ai analysé un exemple particulier
de fonction continue a droite, en trouvant effectivement les ensembles
des valeurs de la variable pour lesquelles les théorémes démontrés
dans le Mémoire précédent sont vérifiés. Dans cette étude je me suis
par hasard rencontré avec M. Laberenne qui a étudié (') des fonclions
continues a droite du méme type mais plus générales, du point de vue
de I'intégration suivant Riemann. Dans les Rendiconti della R. Acca-
demia Naz. dei Lincer (6° séric, vol. XIII, fasc. 11-12-13, mai,
juin 1931) j’ai poussé plus loin un résultat précédemment obtenu (*),
en démontrant que, st P est un ensemble parfait quelconque contenu en
ab et s¢ U'ensemble des points de P ou ¥(x) est discontinue par rapport
a P est dense en P, alors I’ensemble des points de P ot 'on a

D, F(2z)— D, F(x)=wn ()

est, lui ausst, dense en P. Dans le présent travail (§ 111, n° 1) cette pro-
position sera complétée. J’ai démontré aussi, en utilisant la condition
nécessaire et suffisante bien connue donnée par M. Baire (*) pour
qu’une fonction soit ponctuellement discontinue, que si F(x) est déri-
vable a droite en tout a~b, alors sa dérivée droile est unc fonction de
premuére classe, c'est-a-dire limite d’une suite de fonctions continues.
De cette derniere proposition je donnerai une autre démonstration plus
compléte dans un article publié dans la Mathematische Zeitschrift (*),
en donnant un procédé pour la construction effectice d’une suite de
Jfonctions continues bilatéralement et dérivables a droite en a=b

o(@), 9u(@)y oovy (@), ...,
telles que
lim ¢, (z) =F (=), Izi;riD+ ¢u(2) =D, F(2x)

n> o

(1) Bollettino dell’ Unione Mat. Ilaliana, année XI, ne 1, 1évrier 1932.

(2) dnnale di Matematica, loc. cit., n® 3, p. 253.

(3) Jindique d’une fagon générale, par Do F(x) la dérivée droile de F(z) (si elle
existe), par D F(x), D F(x)les nombres derivés droils (supérieur et inférieur) de F(x),

(#) Legons sur les fonctions discontinues ( Collection Borel, 1905), p. 98.

(%) Bd. 36, Heft, 3-4, p. 377-393.



— 3 _

et que D F(x) soit limite de quotients différentiels des respectives ¢,(x),
quel’on peut avsément déterminer. Dans ce méme Mémoire je démontrerai
aussi que, dans le cas ou la fonction F(x) continue a droite en a=b
n’est pas dérivable & droite mais ou les fonctions-nombres dérivés a

droite D, F(x), D, F(x) sont finies en tout a~b, on peut construire une
suite de fonctions bilatéralement continues

(@), (), ooy Gul®), ...,
telles que

lim ¢, (z) = F(x), lim D, ¢,(z) =D, F(x), lim D 9,(x) =D, F(z),
n> o n> o > o -

en tout a-b; je démontrerai aussi que, toujours dans le cas ou les
fonctions D, F(z), D, F(x) sont finies en tout a~b, elles sont de la

seconde classe en a~b, c’est-a-dire limites de suites de fonctions de la
premuére classe.

2. Il se pose maintenant le probléme de la recherche d'une primi-
tive d’une dérivée droite donnée. Il est bien connu que, pour le cas des
fonctions bilatéralement continues, ce probléme a été complétement
résolu par M. Denjoy ('), avec le procédé de totalisation qu’il a ima-
giné. Le probleme analogue, dans notre cas, peut étre exactement
énoncé comme il suit :

Etant donnée une fonction f(x), dérivée droite en a=b (d’une fonc-
tion continue & droite inconnue), en trouver une primitive, c’est-a-dire
une fonction F(x) continue @ droite et dérivable vers la droite en a=b,
telle que :
D, F(z)=f(=).

La premiere question qui se pose & ce propos est celle de I'indéter-
mination du probléme ou de la classe des fonctions F(x). On voit tout
de suite que I'indétermination est bien plus vaste que pour le cas des
fonctions continues bilatéralement, car on peut seulement affirmer,
en général, que F(x) est déterminée a une fonction additive prés, ayant
une dérivée droite nulle en tout a=b.

(Y) Mémoire sur la totalisation des nombres dérivés non sommables (Annales scienti-
JSiques de I'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. 33, 1916, p. 127).
THESE T. VIOLA. 1
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3. Le présent travail découle de ’étude de ce probléme. Quoique
n’ayant pas obtenulasolution quej'avais espérée, je présente plusieurs
questions préliminaires qui pourraient étre utiles a des études ulté-
rieures. Il m’a semblé d'abord nécessaire d’approfondir, plus que je ne
I’ai fait dans les travaux précités, la nature de I'ensemble des points
de discontinuité d’une fonction continue a droite et dérivable vers la
droite ou précisément & dérivée droite nulle. Dans ce but je présente
une étude soigneuse des’ « ensembles clairsemés droits | gauches] », ¢’est-
a-dire des ensembles tels que tout sous-ensemble contient un point
isolé du coté droit [ gauche]. Cette étude est conduite exactement sur
les traces de celle, analogue, de M. Denjoy (') sur les ensembles clair-
semés, c’est-a-dire tels que tout sous-ensemble contient un pointisolé.

Au deuxiéme paragraphe du présent Mémoire j'examine plusieurs
questions relatives aux fonctions a dérivée droite nulle.

Au dernier paragraphe j’étudie essentiellement le dit probleme de
la recherche d’une primitive et-je montre la possibilité de le résoudre
presque partout en a~b. 1l en reste exclu un ensemble E de mesure nulle
(non dense en tout a=b), mats la fonction trouvée est telle que ses nombres
dérivés a droite en B différent de moins d’un nombre arbitrairement
donné e > o de la dérivée droite donnée (E étant indépendant de ¢).

Nous croyons que ces pages mettront bien en évidence les grandes
difficultés que le probléme présente, et nous serions tres heureux si
cette étude pouvait suggérer I'idée décisive et finale que nous n’avons
su trouver. Pour faciliter des recherches ultérieures nous avons cru
utile de ne pas négliger certains détails que I’on trouvera par exemple
aux n® 3, 11, 13, du paragraphe I1I.

Je dois ma plus profonde gratitude a ceux qui ont rendu possibles
cesrecherches, augouvernementitalien qui m’a donné les moyens pour
mon long séjour a Paris et surtout & M. Arnaud Denjoy qui a voulu me
guider avec une bienveillance dont je conserverai le souvenir pour
toute ma vie.

(1) A. DeNsoy, Sur les ensembles clairsemés (Proceedings of the Section of Sciences de
la Koninklijke Akademie van Wetenschappen. Te Amslerdam, 1920, vol. XXII, Part. 2,
n° 6-10, p. 882). Voir aussi M. FrécHET, Les espaces abstraits (Collection Borel, 1928,
p. 65, 174, 267); N. Lusin, Legons sur les ensembles analytiques (Collection Borel, 1930,
p. 104-I11).
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I. — Les ensembles clairsemés droits [gauches].

1. Appelons dans un ensemble E linéaire point isolé du cdté droit
[gauche], ou point isolé droit [ gauche], un point de E, extrémité
gauche [droite] d’un intervalle totalement étranger a E.

Un ensemble E sera dit clairsemé droit| gauche ] si tout sous-ensemble
de E contient un point isolé droit [ gauche].

2. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble E soit
clairsemé droit | gauche | est que E soit non dense sur chaque ensemble
parfait P lorsqu’on néglige les points de P . E qui sont extrémités gauches
[droites] des intervalles contigus de P.

a. La condition est nécessaire. — En effet, si elle n’était pas satisfaite,
il existerait un sous-ensemble E, de E partout dense sur I’ensemble Q
qu'on obtient d’une portion P, de P (') lorsqu’on néglige les extré-
mités gauches | droites] des intervalles contigus a P,. Tout pointde E,
serait limite de Q du coté droit [gauche ], donc aussi limite de E, du
coté droit [ gauche |. Il y a contradiction.

b. La condition est suffisante. -- En effet, soit E, un sous-ensemble
quelconque de E. 11 faut montrer que E, a des points isolés du coté
droit [gauche]. Si K, a un point isolé¢ bilatéralement, c’est fait.
Sinon E, est dense en lui-méme. Soit P son dérivé (parfait). E, est
partout dense sur P. Par hypothése E, est non dense sur P lorsqu’on
néglige les extrémilés gauches [droites] des intervalles contigus.
Donc E, contient des extrémités gauches [droites| d’intervalles
contigus a P. Ces points sont isolés droits [gauches] dans E,.

3. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il soit possible
d’affecter a chaque point a d’un ensemble E un intercalle i(a) duquel a
soit Uextrémité gauche [ droite], de maniére qu’aucun point de la droite
ne soit intérieur a une infinité d’intervalles i(a), est que l’ensemble E sott
clairsemé drout [ gauche] (*)

(1) Py est 'ensemble des points de P contenus dans un intervalle.
(2) Voir A. DENsoY, Sur les ensembles clairsemés, loc. cit.
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a. La condition est nécessaire. — Eu effet, si E n’est pas clairsemé
droit [gauche], il existe un ensemble parfait P surlequel I'ensemble E,
des points de E qui ne sont pas extrémités gauches [droites] d’inter-
valles contigus 4 P est dense. Soit @, un point quelconque de E,. Il ya
a l'intérieur de /(a,) des points de P, donc aussi des points de B,.
Soit a, un point quelconque de E, a 'intérieur dei(a,). Il y a, al'inté-
rieur de la partie commune aux intervalles i(a,), i(a,), des points de P,
donc aussi des points de E,. Soit @, un point quelconque de E, al'inté-
rieur de cette partie. Ayant choisi le point a,, on observera que, &
I'intérieur de la partie commune aux intervalles i(a,), i(a,), ...,
i(a,), il y ades points de P, donc aussi des points de E,. Soit @,,, un
point quelconque de E, & I'intérieur de cette partie. Les points «,,
Agy ..., Q) Gy, ... forment une suite croissante [décroissante] dont
la limite est un point « de P qui est intérieur & une infinité d’inter-
valles i(a) (').

Remarque. — Pour déterminer un de ces points « qui sont intérieurs
a une infinité d’intervalles /(«) nous avons fait une infinité dénom-
brable de choix arbitraires. Voila de quelle maniére il est possible de
régulariser ces choix. Etant donné un nombre £ >0 quelconque, on
peut avoir deux cas : ou il y a une infinité d’intervalles i(a) de lon-
gueur 2 £, ou il y a seulement un nombre fini.

1° S’il'y a une infinité d’intervalles (a) de longueur 2 £, soit m un
point limite des extrémités gauches |droites] de ces i(a). Tous les
points a droite [ gauche] de m et suffisammet pres de m (c’est-a-dire
tels que & — m < k) sont intérieurs & une infinité de (a).

2° S’il yaseulement un nombre fini d’intervalles ¢(a) delongueur 2&
(et cela quel que soit k), les points de E, sont tout au plus une infinité
dénombrable. Alors il est évident que les choix sont possibles (en
admettant que cet ensemble soit effectivement ¢énumerable).

b. La condition est suffisante (*). -—— Supposons que E soit clairsemé

(1) Un raisonnement de M. Denjoy (Journal de Mathématiques, 7¢ série, t. 1, 1915,
p. 149) montre que I'enscmble des points « de P qui sont-intérieurs & une infinité d’inter-
valles i(a) forme un résiduel de P, ¢’est-d-dire le sous ensemble de P qui reste quand on
exclut de P successivement une infinité dénombrable d’ensembles non denses en P.

(2) Voir Annali di Matematica, loc. cit., n° 8, p. 256.
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droit [gauche ]. Soit E, I’ensemble des points de E qui sont limites 2 E
du coté droit [ gauche]. Soit « un nombre ordinal quelconque. Si « est
de premiére espéce, soit E, I'ensemble des points de E,_, qui sont
limites & E,_, du coté droit [ gauche]. Si « est de seconde espéce, soit
E, 'ensemble des points communs a tous les E,, de rang inférieur d «.
Chacun des E, contient tous les ensembles suivants. Je dis que tous les
E, sont nuls & partir d’un certain rang de «.

En effet E,., est contenu dans "ensemble E, dérivé de E,. Donc
I’ensemble E, contenant E,, , contient tous les ensembles E, d’indices
supérieurs a . Comme E, est fermé, E, contient tous les ensembles E;,
si A > a. Done, d’aprés un théoréme connu, il existe un rang 3 tel
que By > Ej, si 3'< (3, ettelque By =By, =. . .E étant situé dans E,
pour 2 > a, E; estsitué dansle dérivé E; de E,. Donc I’ensemble Ej est
nécessairement nul, car s’il n’était pas nul, il serait parfait, puisqu’il
coincide avec un ensemble Eg , contenu dans son dérivé Es. Or il est
impossible que Hs soit parfait, parce que Es,, serait en ce cas-la non
dense en Ejg.

Eg étant nul, Es a un nombre fini de points ou est nul. En tout cas,
Es,, est nul.

L’ensemble E est dénombrable. Car, ’ensemble Q des points au
voisinage desquels un ensemble D est non dénombrable, est parfait, et
I’ensemble des points de D qui sont limites & Q du coté droit [ gauche ]
est partout dense sur Q.

Cela posé, nous envisageons pour un point quelconque a de E, deux
sortes de rangs. D’abord, E élant dénombrable, nous pouvons attri-
buer & @ un rang entier propre n. D’autre part, dans la suite des
ensembles E,, formée comme il a été expliqué, considérons ceux de ces
ensembles qui ne contiennent pas a. L’'un d’eux a un rang inférieur a
tous les autres, soit y ce rang. y ne peut étre un nombre de seconde
espéce. Car a, ¢tant situé dans E,, quel que soit y'< vy, serait dans E.,
siy était de seconde espéce. On peutdonc poser Y= ¢ +1.aestdans E;,
mais non pas dans E;,,. Donc, a est dans E; mais n’est pas point limite
du coté droit| gauche |. @ estun pointde E; isolé du coté droit [gauche].
Cela étant, o(n) étant une fonction quelconque de n tendant vers zéro
quand 7 croit, nous prenons pour i(a) un intervalle ayant pour
extrémité gauche [droite] a et une longueur /(a)inferieure d’une part
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a o(n), d’autre part & la distance de a a la partie de E; qui est située a
droite [ gauche] de a.

Je dis qu’un point quelconque £ de la droite n’est intérieur qu’a un
nombre limité d’intervalles i¢(a). En eflet, si & était intérieur 3 une

infinité d’intervalles ¢(a), soient a'"’, a®, ..., a, ... les extrémités
gauches [droites] de ces intervalles, iy Cay +vvy Op ... les ordres
analogues & ¢ correspondant & ces divers points, n,, ny, ..., n,, ..

leurs rangs dans le premier classement des a en suite unilinéaire, et
enfin /, la longueur de 7(a'). Puisque les n, sont distincts, n, croit

indéfiniment avec p, done 4,<< ¢(n,) tend vers zéro, donc & est point
limite des a'”.

Je considére deux cas :

1°Ily a dans la suite ¢,, ..., 5,, ... une infinité de termes égaux
a une méme valeur ¢. Alors £ est un point limite de points E;, ¢’est-a-
dire £ appartient a E;. Mais ceci est impossible puisqu’a chaque pointa
de E; nous avons fait correspondre un intervalle Z(a) qui ne contient
aucun point de E;.

2° Il n’y a pas dans la suite ¢,, 3,, ..., 5,, ... une infinité de
termes égaux. Nous pouvons supposer que telle suite soit toujours
croissante, car on se réduit tout de suite a ce cas en choisissant une
suite partielle. Chacun des «' appartient a tous les E; , avec ¢<p.
Done £ est un point limite de chacun des ensembles E; , c’est-a-dire il
appartient & chacun des E; . Mais ceci est impossible, pour la méme
raison que plus haut.

La condition est donc suffisante.

II. — Les fonctions & dérivée droite nulle.

1. Nous démontrerons au paragraphe III, n° 1 que 'ensemble des
points de discontinuité d'une fonction continue & droite et dérivable
vers la droite est clairsemé gauche. Cette propriété vaut en particulier
pour les fonctions & dérivée droite nulle. Une fonction F() a dérivée
droite nulle en a=b est constante sur chaque intervalle contigu a
I'ensemble de ses points de discontinuité, y compris 'extrémité gauche
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de ce contigu. Ces intervalles contigus forment un ensemble partout
dense en a=b. Si £ est un point de discontinuité isolé, il existe un

intervalle a8 tel que a < £ <Cf et un nombre positif w[=w(&)], dis-
continuité de F(x) en &, tels que, pour tout couple de points &', 2" tels
que

aga’'<g  ESHEH,

l'on ait
F(2") —F(z') =¢c.0,

avec e ==t 1.

Inversement, étant donné un ensemble clairsemé gauche quel-
conque, existe-t-il toujours une fonction a derivée droite nulle qui
I'admet pour ensemble des points de discontinuité? Pour résoudre ce
probléme il suffit de trouver un exemple particulier de fonction
semblable. C’est ce que nous allons faire.

ProsLiMe. — Etant donné en ab un ensemble E clairsemé gauche
quelconque, construire une fonction F(x) continue & droite et ayant la

dérivée droite nulle en tout point de a—b, discontinue en tout point de E
et continue hors de E.

Nous reprenons les notations du paragraphe I, n°3, et nous posons,
pour chaque indice transfini « de premiére espéce,

Ky=Ey_ —E, (K,=E—E,).

Posons en correspondance biunivoque les éléments £ de E, desquels
chacun appartient & un et un seul des K,, avec les termes d’une serie
absolument convergente (d’ailleurs quelconque) Zu (&), et indiquons
par ¢(&) la distance de & au point limite de E,_, plus voisin du coté
gauche. La fonction

Fe)= 3, u(®)3®)

aé&gx
est continue a droite en tout a—b. En effet, pour x> x,, on a

Fla)—F@)= 3 w(@)dE<(b—a) X )

K

x,<tSx r<tSax
done

lim [F(x)—F(z,)]=o.

X >y +0



— 10 —

De plus F(x) a la dérivée droite nulle en tout point de ab.
Démontrons-le en distinguant deux cas :

1°.x, isolé vers droite par rapport a 5. On a, pour z >z, et x — @,
suffisamment petit,

Fz) —Fz)= 3, u(@)d)=o.

.2‘,,<E§x

2° , point limite de E du coté droit. J'indique par o le plus petit
des indices des E, auxquels n’appartiennent pas les points £ de I'in-
——— I y . I
tervalle @, @, + 55 ( ouvert, c'est-a-dire x, <t <, + 2—)) La
suite o, o, ..., o}, ... ne peut étre croissante, donc, au moins i
partir d’un certain terme, elle est constante. Soit o sa limite.

Il s’ensuit que 2, est un point limite du coté droit pour chaque E,
avec « < «. D'autre part il existe un nombre entier n tel que chaque

. —— I . N pa—
point Ede xoxy + i appartient & un K, avec « <. Done, pour chaqueE

en x, &, +$. onac(£)<E—ax,. lls’ensuit, poure, <x <z, + —;—,L,

F(z)—Fla)= X u@3@)<(@—a) ¥ ul@),
r,<ESw B<EEY
d’ou
lim L =F(@)
X> o+ 0 xr — &,
De plus la fonction F(x) est évidemment discontinue en tout point
de E et continue hors de E.

Remarque. — Pour un indice quelconque o de premiére espéce, les
points & de K, qui apparticnnent a E,_, (indiquons-les par £,) sont
extrémités droites d'intervalles contigus 2 E,_,. Donc les nombres ¢(&,)
correspondants sont les longueurs des intervalles contigus 4 E,_, dont
les £, sont extrémités droites. E,_, contient E,. La série Z*¢(&,) des
longueurs ¢ relatives aux points £, qui sont contenus dans un méme
intervalle contigu a E;, ne peut pas étre supérieure a la longueur de
I'intervalle contigu. Donc, si l'extrémité droite de cet intervalle
contigu est un point £,.,, on a nécessairement

2" 6(8x) £ 0(Ear)-
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Donc les nombres 2(£) constituent une suite de nombres positifs
qui ne sont pas indépendants 'un de 'autre.

2. Sur les fonctions A dérivée droite nulle on peut se poser différents
problemes de plusieurs points de vue. Un de ces problémes, dans le
but de rendre moins particulier 'exemple du n® 1, peut étre formulé
dans les termes suivants : étant donnés en a b un ensemble B clatrsemé
gauche quelconque et pour chacun des points % qui le compose un nombre
positif | = w ()|, quelles conditions doivent étre satis/atles pour qu’il
existe une fonction F(x) a déricée drotte nulle en a b, dont U'ensemble
des points des discontinuités soit K et telle que sa discontinuité en chacun
des points £ soit précisément = o (E )? Ces conditions étant admises, cons-
trutre une telle fonction ¥ ().

N’ayant pas réussi a résoudre ce probléme, nous nous bornerons,
dans les numéros suivants, h quelques considérations préliminaires et
tres particulicres.

On voit d’abord tout de suite que, pour la continuité a droite de F(x)
en tout point de a b, il est nécessaire que, pour tout nombre positif K,
Pensemble des points & de E pour lesquels on a w(%Z)2K soit bien
ordonné de gauche a droite ().

Ceci revient & supposer que, pour toute suite décroissante £,, &, ...,
E4s ..., de points de E, 'on ait

lim » (&,) =o.
n
Si x, est la limite de cette suite, pour la dérivabilité vers droite en x,
il est aussi nécessaire que, ayant posé ¢,= £, — a, pour chaque valeur
de I'indice n, I'on ait
lim 2
">

3. Etudions le cas particulier o E est formé d’une suite croissante

-~

¢ ¢ [+
Gy G2y c ey Cno

(1) 11 est aussi nécessaire que cet ensemble soit fermé. Si les discontinuités sont
toutes de premitre espéce, cet enscmble est toujours fini.
(%) Voir Annali di Matematica, loc. cit.; n® 2, p. 251.

THI SE T. VIOLA.
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et de son point limite x,(< 6). Posons

0 (2y) = 0y, 0 () = 0p,

pour toutes les valeurs de n=1, 2,3, . ...

Il est évident que chacune des discontinuités w, peut étre arbitraire-
ment donnée. Au contraire I’ensemble de toutes les discontinuités w,,
w,(n=1,2,3,...) ne peut pas étre arbitrairement donné. On voit

par exemple tout de suite que la condition w,2limw, est nécessaire.
n>w

Mais elle n’est pas toujours suffisante : par exemple, si

Wan=a, [A— (2, b constantes arbitraires; a 2 b; n=1, 2,3, ...),

c¢’est la condition w,>a + b qui est nécessaire et suffisante.

Nous nous proposons la recherche de la relation nécessaire et suffi-
sante qui doit exister entre v, et la suite des ,.

A toute suite

Ely &y ey Epy

de nombres chacun égal & == 1, correspond une fonction

m

F(x):E € Wy,

n=—1

pour x tel que £,<x < &,.,. Cette fonction, qui est définie pour tout
x tel que £, < <, résout le probléme en tout I'intervalle E,x,. On
voit donc que, si le probleme est résoluble en tout a—b, il I'est d’une
infinité de maniéres [ méme indépendamment du choix arbitraire des
valeurs de F(x) en « et en 2, ], parce que la solution ne dépend pas
du choix d’un groupe fini quelconque de valeurs ¢,. Inversement, &

toute fonction F(a) qui résout le probleme en &, x,, correspond [a
une constante additive F(&,) prés] une suite {¢, | bien déterminée. On
voit donc que la possibilité de résoudre le probléme équivaut a celle

de trouver une suite {¢,} telle que l'oscillation de la série 28,1%
. n=l
soit Sw,.
A un autre point de vue le probléme proposé, dans ce cas parti-
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culier, n’est qu'un probleme sur les séries a termes réels et nous le
pouvons énoncer comme il suit :

a. Quelle est la limite inférieure U des oscillations des séries qui
ne different entre elles que par les signes des termes?

b. Cette limite inférieure est-elle un minimum atteint ?

c. Dans le cas affirmatif, construire une série dont 'oscillation soit
minimum.

Quelle que soit la fonction F(x) [la suite {¢,}], nous indiquerons

par Q(F) Doscillation de F(x) a gauche de z, [l’oscillation de la

série Zenw"] . On a pour Q(F) I'’expression
n=1
n+p

.
S

=n

QF)=  Tm |F()—F()|=ln

(2" ) > arg—0

(p variant indifféremment avec n).

4. Deux nombres positifs n, p étant donnés arbitrairement, consi-
dérons un groupe

€ny Entiy  cevy Enyp
de p + 1 nombres, chacun ==1. Indiquons par

V‘(”a[’»eﬁ) (/(:n,n+l,...,n+l))

la plus grande valeur absolue des

<_P:1>2<_P+_2> P —

Enth Ont+h—+ Enht Ontr o oo = Enthrk Onrhrky

que l'on obtient en choisissant de toutes les facons possibles les
entiers non négatifs A, £ tels que oA + £<p.

Soit A(n, p) le minimum de p(n, p,¢;) pour tous les 27+' choix
distincts des ¢, (k=n, n—+1, ..., n+p). Ces nombres A(n, p)
peuvent étre définis pour chaque couple de nombres entiers posi-
tifs n, p. Evidemment 'on a

pour p < p’ s
P
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Posons
pp,= lim A(n, p).
p>w

5. Nous voulons montrer de quelle facon I'on peut construire, pour
un indice n quelconque, une suite

Eny  Enviy Enias

de nombres chacun = =1, telle que I'on ait
h+k

V= max 2 E;H.]nwn—i»-m )
h, k quelcongue
m=h
c’est-a-dire telle que 'oscillation en E_,x, de la fonction correspon-
dante F(x) soit = ¢,. A tel but choisissons (ce qui est possible), pour
chaque entier p > o, un groupe

op) ‘P W) )
an 9 E/l+l’ E/z+2’ ey 8/l+/)

de p + 1 nombres chacun ===1 et tels que
p(n, pyell) =Mn,p) (k=o0,1,2,...,p),

c’est-a-dire que
i+/
.
_max Z el wnrr | =M (n, p).
i, ] quelconque
t+i§p A=z

Considérons ensuite le tableau

&y,
&y el
(1) ey e, &,
cy ey
gy el el oo &,
Voceey ey ey ey

et extrayons-en une suite unique
€ny  Enttr  Engay o aey ElH—/n

selon la loi suivante. Les nombres ¢/ (p=o, 1,2, ...) étant
chacun ===1, il y en a surement une infinité qui sont égaux entre
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eux. Soit ¢, cette valeur commune ('). Supprimons du tableau (1)
toutes les lignes qui ne commencent pas par ¢, et raisonnons d’une
maniére analogue sur la seconde colonne du tableau restant : ¢’est-a-
dire indiquons par ¢.., une valeur commune i une infinité de
nombre ¢/, (qui figurent dans ce second tableau) et supprimons
toutes les lignes dont le second élément est #EH.. Ainsi nous conti-
nuons indéfiniment.
S’il était
R
V= max 2 En—o-mwn—f-m y

h, k gqueleconque
m=h

il devrait exister un entier p > o tel que, pour chaque p > p, I'on ait
h+k

2 En+mc'-’n—+—m < )\(n>P)’

m=h

quels que soient A, £ non négatifs, avec 2+ £<p. Ceci est impossible
a cause de la définition méme de A(n, p). Sl était

h+k
Y
< max EnrmDn+m |y
h, & queleconque H[
m=h

il devrait exister un couple de nombres entiers positifs A,, £, tels que,

pour chaque p, I'on ait
Dy~ hy

7‘(”7[’) < 2 gu+m'J°n-1p-m .

m=nh

Il existe une ligne du tableau (1) (il en existe méme une infinité) a
laquelle appartient le groupe

Ell+/ln Ell+llj+17 ey £n+h,+hy

soit par exemple la ligne {¢/2,} (j=o, 1, 2, ..., p). Etant alors par
construction

p(n,piell)=»nMn,p) (J=0,1,2,...,p),

(1) S'il y en a une infinité pour chacune des deux valeurs, nous posons e, =-+1.
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il s’ensuit
hy+ky
)\(n, P) z 2 -snﬁ-mwn+m .
m=1y

Il y a contradiction. Donc
h+k

Pn— max 2 En+mDn+m|. C. Q. F. D.
h, k quelcongue
m=h

Ce raisonnement montre en outre que, pour chaque n, ¢, est la
limite inférieure des oscillationsen,_, x, de toutes les fonctions F(x),
c¢’est-a-dire la limite inférieure des expressions

-+ A

max 2 Ent+mWpirm
h, k quelconque
:h
pour toutes les suites €., €,iy €niay - .o
Il s’ensuit ¢,2 ¢,,, pour n < n'. Posons

limg,=V.
npw

Je dis que V=1U (n° 3, a). En effet, un nombre ¢ > o étant donné
arbitrairement, il existe des ¢, (zous les ¢, pour n suffisamment élevé)
telles que ¢, <V +¢. Pour un quelconque de ces ¢, I’on peut cons-
truire, comme nous l’avons vu tout a 'heure, une suite

{EII—FDL} (m:V,I,Z,...)
telle que
h=k
max Z EntmWnim | =9V +e,
h, & quelconque
. m=h
Mais I'on a
h+k h+k

lim Z EntmOnm | S max E Ent+mOn+m
> hy k quelconque

m=h m=h

(k variant indifféremment avec /),

donc U<V —+c. D’autre part, pour la définition de U, il existe une
suite {e,,} (m=1, 2, ...) telle que
h+k

l—irn Zsmwm <U+€
]

m=h

(k variant indifferemment avec A4).
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1l existe donc un entier n, tel que, pour chaque indice » > n, et pour
chaque p, I'on ait

plr, pyen) <<U--¢ (m=n,n—+1,...,0n-+p).

Done, pour chaque n > n, et pour chaque p, I'on a aussi
AMn,p)<U-—+eg, valU + ¢, VLU +e.

Donc V=U. ¢c. 0. F. D.

6. Nous avons montré au n° 5 de quelle maniére on peut construire
une suite de fonctions F(x), dont les oscillations a gauche de «,
forment une suite ayant U pour limite. Voila des limitations pour
cette limite inférieure U,

lim »,<U<2 lim ,.
n>w n>w

La premiére partie de cette relation est évidente. Pour la seconde
partie il suffit de montrer qu’il est possible de trouver une suite ¢,
€4y « .5 Eny ... dc nombres, chacun ==1, telle que

n—+p

Yo

k=n

lim
n> o

<2 lim w,
n>w

(p variant indifféremment avec n),
c’est-a-dire telle que
lim |F(£,) — F(5,)|<2 im o,
ny >

En effet, posons ¢, =1 et en général (pour tout A>1) g=1
si F(&_1)So, e=—1 si F(§,_,) > 0. Alors, pour tout 2>1, on a

— << F(Ep) Soogy
k étant le plus grand indice <A tel que F(%,_,) a signe contraire

a F(&,) (o étant considéré comme négatif). Il s’ensuit I’énoncé.

7. Voici quelques cas ou I'on peut répondre affirmativement aux
questions b, ¢ que nous nous sommes posées a la fin du n° 3.

1° Tous les w, sont égaux.
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2° 1l existe deux nombres a, b (a £ b) tels que, pour chaque n, 'on
ait w, = a ou w, = b. Soit en effet a > b. Si les termes w,= b se pré-
sentent selon des groupes dont chacun est formé d'un nombre pair de
termes consécutifs, 'on a U= a; et une série dont 'oscillation =U
peut élre obtenue en posant ¢,====1 selon que n est pair ou impair.
Dans I’éventualité contraire on peut distinguer trois cas : «. a22b;
B. a<<2b et une infinité de groupes impairs de termes w,= a alter-
nant avec les groupes impairs de termes w, = b; v. autres hypotheses.
Dans les cas o, § 'on a U=a-+b et une série dont 'oscillation
est = U peut étre obtenue de la maniére suivante : on imagine de
supprimer dans la suite {w,} tous les groupes qui sont formés d’un
nombre impair de termes consécutifs =& ct 'on attribue alternative-
ment les signes =1 séparément a la snile supprimée et a celle non
supprimée. Dans le cas y 'on a U=2a — b et la construction est la
méme que dans la premiére éventualité ().

3° Les w, sont tous multiples d’'un méme nombre, c’est-a-dire il
existe un nombre £ tel qu’a chaque indice n corresponde un entier
[,> o tel que w,=1,k. En effet, dans ce cas, toute série formée avec
les w, en oscillation qui est, elle aussi, multiple de ket par conséquent
la limite inférieure U de telles oscillations doit étre un minimum. Le
procédé que nous avons indiqué au n® 5 nous sert a construire une
série dont 'oscillation soit = U.

4° 1l existe, déterminée et finie, la lim w, = L. Si L = o la solution
np-»

est évidente (*). Supposons donc L > o et posons

~
W, = L+ (“ I)nﬂn, ZYM

n=1

étant une série i termes — o. KKtudions d’abord la fonction

n n n

]F( r) - 2 (_ ‘)m——l W,),= L Z (___ I)m—l _— E Non

m=1 m=1 m=1

(pour & tel que ¢,<x <<€,.y).

(1) 11 ne semble pas que ’on puisse donner un procédé semblable dans le cas ou
les w, peuvent prendre seulement un nombre fini, mais > 2, de valeurs différentes.
(?) Nous reviendrons sur ce cas (voir le n° 8).
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Pour » pair I'on a
F(z)=— ¥ n;

m=1

pour » impair, I'on a

F(z)=L — inm.

m=1
Soient &', " deux points quelconques (2’ << ") et
zné x' < En’+| § E_n’ § x' < Enrpte

Si n’, n” ont la méme parité, on a

[F(#) =) [=| D} mnl
m=n'+1
Si n’ est pair, n” impair, on a
[F(a) —F(@)|=L— ¥ nal.
Si n' est impair, n” pair, on a

AF(@) —F(a)|=|L+ X )

Donc on a

im |F(2)—F(a") =L+ Gm | ¥ nal.
> ry—0 n'>w

L >y —10 m=n'-+1
n" quelconque >n'

Donc l'oscillation Q(F) a gauche de z,, de la fonction F(x),
est=L + A, étant

n"

A= lim Z N | = lim 2 Nin— lim 2 TNm.
0> -

m=n'+1 m=1 m=1
n” qelconque > n'

Nous avons démontré (n° 6) que U<all. D’autre part, si pour une
quelconque F*(x) des fonctions a dérivée droite nulle avec les discon-
tinuités = w, aux points &, (n=1,2, 3, ...) il y a une infinité de
couples de points &,, £,., ou elle varie dans le méme sens [ ¢’est-a-dire
sil'on a

[F (2) — F(2") | = 0p—+ @pia, pour £, Sa' <&y, b S 2" <<lEnsa]s

THESE T. VIOLA. 3



— 920 —

alors on a Q(F*)>2L. Donc si A2L, il est impossible qu'une fonction
admettant les discontinuités w, données ait une discontinuité < 2L a
gauche de x,. Dans ce cas on a donc U= 2L.

Si 'on a & <L, la fonction F(a) construite selon la régle donnée
réalise en x, la discontinuité minimum : c’est-a-dire que l'on a
U=L-+2("). Mais il est facile de voir que, méme dansle cas A 2L,
il est toujours possible de construire une fonction qui réalise en x, la
discontinuité minimum, ¢’est-a-dire telle que ’on ait Q(F)=2L. A
tel but choisissons une suite «,, ®,, %,, ... de nombres chacun = =1,
de maniére que la série

©

2 am(ﬂgm—1 -+ 7)217:)

m=1

soit convergente [ ce qui est sirement possible, puisque

lim (Mam—y =+ Nam) = 0],
m-> o
et posons

%mNom—1= Nam—» AmNem=— Ny (m=1,2,...).

Je dis que la fonction

n
’

F(z)= 2 (— 1)m—t :—L’: Wy pour x tel que £,z <k, py

m=1

done ¢, = a,,,, pour m impair, ¢,=—a, pour m pair) est telle

2 2
que Q(F)=2L. Pour le démontrer, il suffit d’examiner les valeurs
prises par (@) en faisant varier n. Si n est impair, on a

F(z)=o,4, L — 2‘0',,,
2 =1

Si n est pair, on a

F(z)=— 2 N

(*) La condition X <{L n’exige pas que la lim w, existe, c'est-d-dire que l'on
o0 . L M
ait l]_;n nn= 0. Donc la fonction F(x) construite selon la régle donnée peut realiser

n
en 2y la discontlinuité minimum, méme dans d’autres cas.
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. 9, \ M
’

Done, en raisonnant d’une facon analogue a ce que nous avons fait

plus haut, on trouve

n"

Q(F)= li{n \ |F(2') — F(2")|=2L + l'im 2 Ny, |=2L ().
1"<1‘"ﬂ<‘ro e me=n’
n” quelconque > n'

c. Q. F. D.

On trouverait le méme résultat avec la construction du n° 6 ().

8. Avant de quitter la question dont nous nous sommes occupés
dans les derniers numéros, nous voulons ajouter une observation &
propos du cas 4°, n° 7. Pour L =o0, quelles valeurs limites ¥(x,— o)
peuvent étre prises par les fonctions F(a) qui résolvent le probléme ?
En d’autres termes : quelles peuvent étre les sommes des séries conver-

@

gentes Eenwn, dont les termes sont donnés en valeur absolue et tendent
n=1

vers 3éro ?

, . ’ 'z . , . -~
(’est un résultat démontré dans les éléments que, si la série an

n=1

est divergente, chaque nombre réel Kgo peut étre somme de telles
séries. En effet, si K> o, soient : ‘
n, le plus petit entier positif tel que
Emn> K,
n, le plus petit entier positif > n, tel que

ny ny
2on— X ongk,

n=1 n=ny+1

(*) 11 est vraisemblable que ce genre de procédé pourrait résoudre le probléme méme
dans le cas ol les w, ont deux valeurs limites et deux seulement. Mais on rencontrerait
tout de suite de graves complications.

(*) Nous avons donné la seconde construction comme type de raisonnement qui
pourrait servir pour résoudre des problémes plus compliqués (woir la note précédente).
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n, le plus petit entier positif > n, tel que

ny ng ng
~ .
2"311"‘ 2 W, + Z wn>K, ceey

n=t n=ny+1 n=ng—+1

Il suffit de poser ¢,=—+1 pour n<n,, ¢,=—1 pour n, < nsn,,
g,= —+ 1 pour n, < n<ny, etc. De méme si K < o.

Si la série an est convergente et siS est sa somme, on voit facile-

n=1

, . l

ment que les sommes des séries 2_5,,(0,, forment un ensemble par-
n=i

fait P, dont les extrémités sont en — S, +S. Si w,> Zw,,quel que

n-+1

soit n, alors P est partout non dense en — S+ S : les points de pre-

14 3 . v 4
miére espece de P sont les sommes des séries ZE" w, dans lesquelles

n=1

tous les ¢, sont égaux a partir d’un certain rang.

III. — Recherche d’une primitive d’une dérivée droite finie.

1. Le but de ce dernier paragraphe est la recherche d’une primitive
d’une dérivée droite finie donnée. Nous examinerons d’abord quelques
questions préliminaires.

Soit F(x) une fonction dont les nombres dérivés a droite sont partout
Jinis sur un intervalle a~b. L’ensemble 9T des points de discontinuité de
F(x) est clairsemé gauche en a=b ().

En effet il est déja connu que 9T est partout non dense en a=b (2).
Il suffit donc de démontrer que, si P est un ensemble parfait quel-
conque non dense en a b, 'ensemble des points de 9T appartenant
a P et qui ne sont pas extrémités droites d’intervalles contigus a P est
partout non dense en P.

(1) Les théorémes que j’ai donnés successivement au paragraphe 2, n° 5, p. 253 de
Particle cité des Annalt di Mat., au n° 1, p. 731 de la premiére des notes citées des Ren-
dicontv dei Lincei et 1o présent contiennent chacun le précédent comme corollaire.

(2) Annali di Mat., loc. cit. a la note (1).
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Soit, si possible, mn un intervalle partiel de a—b, contenant des
points de P et tel que I'ensemble des points de 9 appartenant a P et
qui ne sont pas extrémités droites d’intervalles contigus a P, est par-
tout dense sur la portion de P qui est contenue en mn. Soit 2, un de
ces points en mn et soit 5 un point de P limite vers la droite et situé &
gauche de x,. Posons

L'=lim F(x), L'= lim F(x),

L > Lo X2y

et indiquons par #/, 2" deux variables (4 droite de &) qui tendent
vers x, de maniére que
lim F(z)=1/, lim F(2")=L".

x> xy >,

On aura alors

fm DO _VoFE -y, Fe) PO _L—F@),
x> X — & Xy — E,. >y z — A Zo— E

Maintenant faisons tendre % vers @, — o. La différence

L F(z) L' —F()

ZXy— & Xy — &

tend vers co. On peut donc choisir trois valeurs @/, ’, & telles que la
différence
Fle) —F(E) Fa")—F(E)

x/___E 1,//__£

soit plus grande qu'un nombre positif A arbitrairement donné (*).
En répétant ce choix pour tous les points comme x, et en attribuant
successivement & A des valeurs indéfiniment croissantes, on construit
une suite d’intervalles de maniére que ces intervalles et les quotients
différentiels de F(x) correspondants se trouvent dans les conditions
d’un théoreme fondamental de M. Denjoy (*). Ce théoreme fonda-

(1) Le choix ’un point «’ qui soit aussi proche qu’on veut de xy et tel que F(z") soit
aussi proche qu’on veut de L' peut étre régularisé en utilisant la continuité a droite
de F(x). De méme pour 2", ’

(2) Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues (Journal de Mathéma-

tiques pures et appliquées, 1915. t. 1, p. 149). Voir aussi T. ViorA (Annali di Mat., loc.
cit., paragraphe 1, n°2, p. 245, et n° 7, p. 250).
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mental permettrait de conclure que 'ensemble des points de a=b o
l'on a D.F(z) — D, F(2) = o soit non seulement partout dense surla
portion de P qm est contenue en mn, mais aussi un résiduel de cette
portion, ce qui est absurde.

Remarque. — La démonstration que nous avons donnée peut étre
exactement répétée en prenant comme base non le continu, mais un
ensemble parfait Q quelconque. La fonction F(z) sera définie et con-
tinue a droite en Q; les nombres dérivés droits seront définis seule-
ment par rapporta Q ('); I'ensemble que nous avons indiqué par P
sera un sous-ensemble de Q, partout non dense en Q; ete.

Si F(x) a spécialement a Q, en chaque point (non isolé du coté
droit) une dérivée droite finie, I’ensemble des points de discontinuité
de F(x) est clairsemé gauche (évidemment il est situé sur Q). Pour
étre ramené au premier cas, il suffit de considérer F(z, Q)=F(=)
sur Q et linéaire sur tout intervalle contigu a Q.

2. 1l nous convient d’étudier une simple transformation a laquelle
il est possible de soumettre une fonction continue & droite quel-
conque, sans en altérer les nombres dérivés droits. Il nous semble
plus expressif, pour cela, d’adopter le langage géométrique : on le
traduira facilement, si 'on veut, en langage analytique.

Soit F(a) une fonction continue & droite quelconque en a=b. Soit
MNP un triangle quelconque, dont les sommets M, Naient I’abscisse a,
le sommet P I'abscisse b, comme dans la figure. Nous voulons cons-
truire une autre fonction continue a droite en a=b, soit ¥*(x), dont
les points représentatifs soient tous situés dans le triangle MNP et dont
les nombres dérivés droits coincident avec ceux de F(x) en tout a=b.

A cette fin, indiquons par Q le milieu de MN. F(x) étant continue a
droite en a, les points représentatifs de la fonction

(Q)+F(x)—F(a) (*),

(1) Si la discontinuité en x, est de premiére espeéce et si o est extrémité gauche dun
intervalle contigu a4 Q, il faudra prendre constamment, pour 'un ou I'autre des points 2,
2", le point x,.

(2) Une lettre majuscule entre parenthéses représente ordonnée du point représenté
par cette lettre sans parenthéses.
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dans tout un voisinage aa' i droite de a, sont contenus dans le
triangle MNP. Soient a, la limite supérieure de tels points @', et Q,
I’intersection de ’ordonnée en a, avec la droite QP. Posons

F(z) =(Q) + F(z) — F(a) pour alx <a.

De méme (en supposant a, < b) soit a, la limite supérieure des

Fig. 1.

+

a a, O,... Q... b

points a'>a, tels que les points représentatifs de la fonction
(Q))+ F(x)—F(a,), en a, a’ soient contenus dans le triangle MNP,
et soit Q, 'intersection de I'ordonnée cn a, avec la droite QP. Posons

I (2) = (Qi) + F(#) = F(a,)  pour a,Sx < a,.

Ainsi nous continuons indéfiniment. La suite {a,}(n=1,2,...) est
croissante : soit a, sa limite. Si a,=0, le probléme est résolu.
Si a, = b, soit Q, l'intersection de I'ordonnée en «, avec la droite QP.
Posons F*(a,)=(Q.) et, a partir du point a,, opérons de la méme
facon que nous I'avons fait & partir de a. Ainsi nous continuons trans-
finiment jusqu’a 4. En distinguant les discontinuités de F(x) en dis-
continuités de premiere et de seconde sorte, selon que F(x — o)
existe ou non, on voit facilement que les points a@,< b, pour lesquels
les indices p. sont des transfinis de seconde espéce, peuvent étre seule-

ment des points ou F(x) a des discontinuités de seconde sorte, ou
tels que

lim F(z)==co.
'l'>a},,—0
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Nous donnerons maintenant une premiére application de cette cons-
truction.

3. Soit F(x) une fonction continue a droite et dérivable a droite en
tout point de ab. Nous nous proposons d’éliminer de F(x) toutes les
discontinuités de seconde sorte, c’est-da-dire de construire une autre fonc-
tion continue a droite et dérivable & droite soit ¥ (x), en a=b, telle
que D, F*(x)=D.F(x) en tout point de a~b et que F(x — o) existe et
sott fini en chaque point de a=b.

L’ensemble des points x, de discontinuité de F(x) étant clairsemé
gauche, on peut attacher a4 chaque 2, un voisinage gauche i(x,) de
maniére que tout point de 'axe O ne soit intérieur tout au plus qu’a
un nombre fini d’intervalles () (§ 1, n° 3).

Soit (@} (n=1, 2, ...) la suite des points de discontinuité de
seconde sorte de F(a) en a=b et des points tels que lim F(x)= *oo.

P, —0

Nous supposons que les intervalles i(x, ) soient soumis a la condition
supplémentaire suivante. Les /(x,) avec r < n étant choisis, si @, est
intérieur & 'un d’eux, soit ¢(x;), i(x,) sera aussi complétement inté-
rieur & /(«;); dans le cas contraire /(2,) sera complétement extérieur
atous les i(x,), avec r << n. En ¢(.x, ) (voir la figure, ot l'onax,=x,)
choisissons deux points &', " (&' << x") tels que les points réprésen-
tatifs
A=[z,F(x")], B={[a" F(2")], C=[z,F(z))].

ne soient pas alignés ('). Construisons en x’a,, selon le n° 2, une
autre fonction, continue a droite et dérivable vers droite, soit o(x)

telle que
Di¢(z)=D F(x)

en tout 2"z, et dont les points représentatifs soient tous contenus dans
le triangle ABC. Ensuite posons

. | F(x) pour agz <" et pour & Sw < b,
@)= o(z) pour xSz < z,.

Continuons ainsi indéfiniment en modifiant successivement chaque

(t) Voir la note (1), p. 93.
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F.(x)(n=1, 2, 3, ...) dans I'intervalle ¢(w,.,) (ou plutot dans une
partie de cet intervalle) comme nous I'avons déja fait pour F(x) en
i(x,) et en indiquant par F,,,(x) la fonction que 'on obtient par
cette opération. De sorte que F,.,(x) ne différe de F,(x) qu’a l'inté-
rieur de i(x,.,). Toutes les transformations ultérieures laisseront

Fig. 2.

b(l’o)

F.(x) intérieure au triangle ABC pour 2’<x <z, : sur linter-
valle "z, U'oscillation de chaque F,(x)sera inférieure i celle de F, ()
[ qui dans le cas de la figure est 2F(x,) — F(2")].

Aucun point de I'axe Oz n'étant intérieur a une infinité d’inter-
valles (a,), il existe la li;n F.(x) =F*(x) en tout a=b. F*(x) salis-
fait aux conditions énoncées. En effet il est d’abord évident que F*(z)
est continue & droite et n’a pas de discontinuités de seconde sorte.
F*(x) est aussi bornée en tout a=b. Si x est un point de a=b qui n’est
pas limite vers la droite d’intervalles ¢(x,), il est également évident
que D.F*(z) =D, F(z). Si z est limite vers la droite d’intervalles
i(2,), soit i(x) un de ceux-ci, étant K >v, si F,(x) =F*(z) pour
n2v (voir la figure, @,=a,). Le quotient aux différences finies
F*(z)—F*(z)

x—x

» pour x tel que 2”"<ax < x,, est compris entre les

THESE T VIOLA. &
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rapports
Fg(z') — E‘K(x—'), Fg(2") — EK(-’;)’ Fg(z,) — EK(E)

x'—x x'—z ZLy— X

Ces trois rapports tendent tous, pour K oo, c’est-a-dire pour
@, x + 0, vers D, F(x). Donc D, F*(x) =D, F(x).
C. Q. F. D.

4. Soit F(«) une fonction continue a droite et dérivable a droite
en tout point de a~b, bornée et dont les discontinuités soient toutes
de premiére sorte. Si x, est un point de discontinuité de F(x), la
fonction
. F(x) pour z tel que az < 2°,
Fe)= F(z) — [F(zy) — F(x,— 0)] pour x tel que z,Sx<b
est continue en x, et a la méme deérivée droite que F(x) en tout a=b.

1l s’ensuit que, e > o étant donné arbitrairement, il suffit d’éliminer
toutes les discontinuités > ¢ (qui sont nécessairement en nombre fini)
pour obtenir une fonction qui ait la méme dérivée droite et dont les
discontinuités soient toutes <.

On pourrait méme tres facilement démontrer que, étant donnée une
fonction F(x) continue & droite et dérivable a droite en tout point de
a~b quelconque, il est toujours possible de construire une autre fonc-
tion F*() qui ait la méme dérivée droite et qui soit constante a ¢ prés.
Mais nous ne voulons pas nous arréter davantage sur ces questions.

5. Un raisonnement analogue & celui du n° 2 nous permettrait,
étant donnés arbitrairement en a—b une fonction F(x) continue &
droite, bornée et sans discontinuités de seconde sorte, et un
triangle MNP, dont les sommets MN aient ’abscisse b et le sommet P
I’abscisse @, de construire une autre fonction F*(z) continue &
droite, dont les points représentatifs seraient tous contenus dans ledit
triangle et dont les nombres dérivés droits seraient égaux a ceux
de F(x) pour tout xtel que @ <<.x < b. On peut se rapporter tout sim-

plement au n° 2, en appliquant cette construction & la fonction

® F(—a2) pour chaque z oit F(— ) est continue,
(@)= F(— & — o) pour chaque x ou F(— x) est discontinue,
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en —b—a, et au triangle P'M'N’ symétrique de PMN par rapport a
axe Oy. La suite analogue & {a,} est simplement infinie (A cause de
la continuité a droite).

La construction est évidemment la méme si le triangle MNP est
mixtiligne, étant précisément limité par deux courbes PM, PN (par
exemple deux paraboles), sortant du point P avec la méme tangente,

Fig. 3.

M

comme dans la figure. Alors la fonction F*(x) est dérivable a droite
en a et sa dérivée droite en a est égale au rapport directif de ladite
tangente.

Si 'on sait seulement que la fonction F(2) est bornée, continue
vers la droite et sans discontinuités de deuxiéme sorte ¢ [’intérieur
de a~b, c’est-a-dire si 'on ignore I'existence des limites F(a + o),
F(b — o), soit ¢ un point tel que a < ¢ <b. Soient R, S les points des

courbes PM, PN, dont I’abscisse est c. Le procédé du n° 2 peut alors
étre appliqué sur I'intervalle a~c, relativement au triangle PRS, en fai-
sant une suite simplement infinie d’opérations de droite & gauche. Le
méme procédé peut étre appliqué sur l'intervalle cb, relativement au
trapeze mixtiligne RSMN, en faisant une suvite simplement infinie
d’opérations de gauche a droite. Donc la construction de la fone-
tion F*() sur a—best possible aussi dans ce dernier cas plus général.
On peut méme préciser cette construction de facon a éliminer la dis-
continuité de deuxiéme sorte qui éventuellement pourrait subsister au
point b. En effet il suffit de remplacer, dans la suite des opérations
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qu’on effectue de gauche a droite sur cb, un triangle tel que RST (voir
la figure) au trapéze RSMN. Nous supposerons tacitement dans la
suite, toutes les fois que nous aurons besoin de constructions sem-
blables, qu'on aura soin d’éliminer la discontinuité de deuxiéme sorte
alextrémité droite de 'intervalle.

6. Venons maintenant au probléme central de notre étude, c’est-a-
dire a la recherche d'une primitive d’'une dérivée droite finie donnée.
Ce probleme peut étre exactement énoncé dans les termes suivants :

Soit f(a) une fonction finie, dérivée droite d’une fonction (inconnue)
F(x) continue a drotte et dérivable a droite en a b. Nous nous proposons
de construire une primitive de f(x), ¢'est-a-dire une fonction d(x) con-
tnue a droite et déricable a drotte, telle que D.®(x) = [(x) en a~b,
c¢’est-a-dire telle que la fonction F(x) — ®(x) soit, en tout a0, &
dérivée droite nulle.

D’aprés ce que nous avons vu, on ne restreint pas la généralité en
supposant que ®(x) soit bornée et ne posséde que des discontinuités
de premiére sorte.

7. La fonction inconnue F(x) est discontinue tout au plus sur un
ensemble clairsemé gauche en a~b. Dans chaque intervalle intérieur
& a~b il existe donc un intervalle partiel o~ ou F(x) est continue,
donc dans lequel f(x) est complétement totalisable et est la dérivée
droite de sa totale indéfinie ('). Par conséquent I’ensemble des points
au voisinage desquels f(x) est non totalisable, ou bien n’est pas la
dérivée droite de sa totale, cet ensemble est partout non dense en a~b.

8. Supposons d’abord que /() soit totalisable dans tout intervalle
partiel de a=b et que ’ensemble O des points de a=b ol la totale indé-
finie n’a pas f() pour dérivée droite soit réductible.

L’ensemble O = O + O’ est réductible, done clairsemé en ab. Enu-
mérons-le (en faisant exclusion, dans la numération, des points a, b
s’ils appartiennent 2 O) et enfermons chaque ¢, (n =1, 2, 3, ...) de
ses points dans un intervalle i(¢,) = (¢, — Cus €1+ B, ), de maniére que

(") A. DENvoy, loc. cit. & la note (1), p. 73.
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tout point de a=b ne soit pas intérieur & une infinité de tels inter-
valles (). D’autre part les nombres |¢, — ¢, | formant un ensemble
dénombrable D, I’ensemble complémentaire est partout dense. Soient
les nombres positifs ¢,, soumis & la condition supplémentaire sui-
vante :

A
lf(f'n) l an'“l" 6,21< "2',,';’

[, étant la distance de ¢, au plus voisin des points a, b, ¢, avec r < n;
et enfin les ¢, seront étrangers a D.
a-+b

Indiquons par T(x) la totale de f(x), avec T( 5

sons, selon le n° 5, une fonction T (), continue & droite et ayant les
mémes nombres dérivés droits que T(x) pour e <x <b, =T(x)
a-+ a+b
2 2
soient tous contenus a l'intérieur du triangle mixtiligne ayant un
a-+b

> = 0. Construi-

pour b <a < betdont les points représentatifs poura <a <

sommet en |a, o], les deux autres sommets sur I'ordonnée en

et les deux cotés curvilignes paraboliques exprimés par les équations
y=/[(a)(x—a)=x (x—a)’. En outre nous posons T (@) =o. Alors
on a

D, Ty(a)= f(a).

Pour chaque indice n=1, 2,3, ... posons £ =c,+ 0., s'il n’existe
aucun entier r(o <r<n) tel que ¢, <c, <k (I'égalité c,=E, est
exclue par une hypothese faite plus haut).

S'il existe, au contraire, de tels entiers r, indiquons par &, le plus a
gauche des £, correspondants et de ¢, S,.

Il est visible dés lors que, si ' << n et si (c,, c,+2,) et (c,, ¢, —+S,)
ont un point commun, (¢c,, ¢, 3, ) contient (¢,, c,+ ,) en totalité.

Ensuite, 4 partir de T, (), nous construisons une suite de fonctions
T.(x)(n=1, 2,3, ...)comme il suit : T, , () étant supposée définie
nous posons T,(x)=T, ,(x) pour alx<lc,, ou ,<x<b; pour
c,.Sx <&, lafonction T,(x) est construite de facon que tous ses points
représentatifs soient contenus a l'intérieur du triangle mixtiligne ayant
un sommet dans le point [c,, T,_,(¢,)], les deux autres sommels sur

(*) A. DEnyoy, loc. cit. & la note (1), p. 74.
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I'ordonnée en £, et les deux cotés curvilignes paraboliques exprimés
par les équations '

Y= Tn—1(cll) +f((3,,) (17 - C”) = (.Z’ - (‘”)2'

Cette construction doit étre effectuée selon le n° 5. Chaque T,() satis-
fait aux propriétés suivantes :

a. Elle est continue & droite pour tout  tel que oS < b;

b. Elle est dérivable a droite pour tout @ de ab qui n’appartient pas
4 0 ou qui est un ¢, avec r=n, et 'on ade plus D. T, (x) = f(x);

c. Elle est bornée dans tout intervalle intérieur a a—6 (ou ayant tout
au plus le point @ comme extrémité gauche);

d. Elle n’a pas de discontinuités de seconde sorte.

Il existe la lim T,(x) = ®(x), parce que chaque point  de a~b
ny>w

n’est intérieur qu’a un nombre fini d’intervalles 7(c,). En particulier,
I'on a pour chaque indice n=1, 2, 3, ..., ®(c,)=T,.(c,). La fonc-
tion ® (), ainsi que chacune des T,(2), n’a pas de discontinuités de
seconde sorte et est bornée dans toutintervalle intéricur a «—0 ou ayant
Pextrémité gauche en a. Je dis que ®(x) estune des fonctions primitives

de f(z). En effet, si 2 n’est pas limite vers la droite de points de O,

I'on a tout de suite D ®(x) = f(x) [ propriété (b)]. De méme pour un

point ¢, qui soit limite vers la droite de points ¢, on a D.®(c,)= f(c).

11 suffit en effet de considérer un de ces ¢, et d’étudier le quotient aux

PD(x)—D(cy)
x

— Ch

différences finies s pour & - ¢;,—+ o. Si, pour un x tel que
en<l & < &y, il n’existe aucun ¢, tel que ¢, < ¢, S <E,<E, ona

®(z) ="Ti(),

done
| @ (@) — [@(cr) + f(er) (x —cen) ]| =
= |Tu(@) — [Ta(en) + f(cn) (2 — en) | S (2 — cn)?,
(2) DM _fen|so—en

Si, au contraire, il existe des points ¢, tels que ¢,< ¢, < E,<E,
soient n, n,, ...., n, hles indices rangés par ordre de grandeur
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décroissante des i(c,,) contenant x. Puisque

i(en) < ilen) <o <i(en),
on a

<y <L e e L, < S B < < <y <y Sy

pP=

]llz(/l—(n,y [n,é(nl Cnyy feey lnpgcnl,"'clu
On a les relations suivantes :
Al 7 ((‘,'—'C )2
‘le(x) - I]n(('n) l < lf(cn) | ($—-— (‘u) -+ (JL‘ - (‘”)2< '2_11 S "_"—#’

(Cpy— Cn,)?
| Ty (n) — Ty (en) | < 2”,;‘ LS T

Ty @) = T (o) | < o g (= n)”

r)"n - oM

Done, puisque T,(c,) =T, (¢.),

I

. ) . 1 . 1 I .
‘Tn(x) - rm(x) l < (Cn“' Cna) <-2_n -+ 2n,—-—s> < (‘T ch) (211 + 2121—l>

De méme

| T(@) =T (@) | < (2 — en)* (g + 5—n’3>,

lTnz(x) T’la(x)l<(‘1'-ch)2<2ng + _2"—1.-:1>’

| To () — Ta(a) | < (@ — en)? <,,'n,, + ;;::)
Ensuite

| Ta(z) — Ta(en) |S1 f(en) | (2 —en) + (& — cn)?
®(x2)=T,(2), @ (cp) =Tu(cn).

Donc

|®(z)— ®(cr) — flen)(z—cn) | <(z— c;,)ﬁ( 1+ 2/11_ >§5(Jc— cn)?
22 = B _ fiey)|<5 (2 — ).

X — Chn

(3)

Pour & — ¢, -+ 0, les seconds membres des relations (2), (3) tendent
Vers zéro.

On a donc
D, ®(cr) =f(cn). c. Q. F. D,
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9. Nous reportant maintenant au cas général étudié au n° 7, si af3
est un intervalle a I'intérieur duquel f(x) est totalisable, ’ensemble
fermé des points de «f au voisinage desquels la totale indéfinie n’a
pas f(x) pour dérivée droite a en général un noyau parfait P ('). Dans
chaque intervalle a,b,(n=1, 2, 3, ...) partiel de 3 et contigu a P,

I

effectuons les constructions du n°8 de facon & obtenir une fonction
®,(x) al'intérieur et & 'extrémité gauche de E,l—b,l[(l)”(a,,) =o0]. Nous
pouvons supposer méme que ®, () ait, en a,b,, oscillation <b,—a,
(caron peut toujours satisfaire 4 cette condition en ajoutant éventuel-
lement une réduction du type indiqué a la fin du n° 4). La fonc-
tion G(z)=o0 sur P, =®,(x) en a,b,(n=1, 2,3, ...), continue
a droite en tout «f3, a la dérivée droite égale & f(x) en tous les points
de 23 qui n’appartiennent pas & P. Alors, si nous arrivons & considérer
ensemble des points de ab au voisinage desquels f(x) n’est pas
completement totalisable, cet ensemble aura lui aussi, en général, un
noyau parfait Q. Dans chaque intervalle c,d, contigua Q,’ensemble U
des points ou f(a) n’est pas completement totalisable est réductible.
Nous connaissons, dans chaque segment intérieur a c.d, et contigu
a U, sans que son extrémité gauche soit c,, la fonction continue
a droite G(«) définie il y a un instant. Nous pouvons répéter sur G (x)
des constructions analogues a celles du n° 8 (*) de facon a obtenir
une fonction H(x) a I'intérieur de chaque ¢,d,, nulle sur U, continue
a droite et telle que D.H(«x)= f(x) hors d'un ensemble qui est
encore parfait, pouvant étre obtenu en ajoutant a4 une suite d’en-
sembles parfaits les points limites de cette suite. Toutes ces construc-
tions peuvent étre effectuées de facon que H(x) soit dépourvue de
discontinuités de seconde sorte.

Donc, en résumé, nous connaissons une primitive de f(x) en tout ab,
exception faite tout au plus d’un ensemble parfait et non dense.

Nous passons maintenant a une propriété remarquable des fonc-
tions continues a droite et dérivables vers la droite, par rapport aux
ensembles parfaits et non denses.

(*) Voir I'exemple du ne 13. _
(%) Maintenant, dans ces constructions, U prend la place de O.
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10. F(x) étant, comme toujours, une primitive de f(x) en ab,
P un ensemble parfait quelconque non dense en ab, a,b,(n=1,2,3, .
les intervalles contigus & P, ¢ un nombre positif quelconque; je dis
que Uensemble A des points a,, o l'on a

F(b,) — F(a,)
bn“‘ an

— flan)| 2,

est clairsemé. En effet, si A n’était pas clairsemé, il existerait un sous-
ensemble parfait Q de P sur lequel A serait partout dense. L’ensemble
des points de discontinuité de F(a) étant clairsemé gauche en ab, il
existe un intervalle contenant une portion Q de Q, tel que F(x) n’a
pas en Q des points de discontinuité par rapport a Q. Les points
de A.Q sont tous des extrémités gauches d’intervalles contigus & Q.
Alors ('), sur un résiduel de Q, ’on aurait

| D, F(z) — D, F(z)|2e,

ce qui est absurde (voir le n° 13, 2°).

11. Rappelons (*) que, si o(x) est une fonction quelconque com-
plétement totalisable dans un intervalle mn, il est défini dans mn une
suite transfinie bien déterminée d’ensembles fermés C,, chacun des-

quels est contenu et non dense dans les précédents, selon les lois
suivantes :

1° G, coincide avec mn;

2° Pour chaque transfini w de premiére espéce, C, est I’ensemble
des points de C,_, dans I’entourage desquels ¢ (x) n’est pas intégrable
selon Lebesgue sur C,_,, ou la série £V, des oscillations de la totale
sur les contigus de C,_, (ot cette totale est supposée connue) n’est
pas absolument convergente ;

3° Pour chaque transfini u. de seconde espéce, C, est 'ensemble
commun A tous les C,, avec v < 1

La totalisation consiste alors & calculer la totale de o () successi-

(1) T. Viora, Annali di Mat., loc. cit., paragraphe 1, n° 7, p. 250.
(2) A. Dewoy, loc. cit., a la note (), p. 73.
THESE T. VIOLA. 5
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vement sur les ensembles C,_, — C,. Inversement, c’est la totalisation
méme qui peut servir i la définition de la suite transfinie d’ensembles
C, en mn.

Mais, de ce second point de vue, étant donné un ensemble quel-
conque K, fermé et non dense en mn, il est toujours possible de
changer dans le calcul totalisant la définition de cette suite d’en-
sembles fermés de maniére que K en fasse partie. Il suffit, en effet, de
commencer par calculer la totale de o() séparément sur chacun a,b,
des contigus a4 K. Quand on a obtenu les variations V,, de la totale sur
ces contigus, on continue le calcul & partir de K, c’est-a-dire que 'on
définit une nouvelle suite transfinie d’ensembles fermés K,, chacun
contenu et non dense dans les précédents, selon les lois suivantes :

r K= K;

2° Pour chaque transfini p. de premiére espéce, K, est 'ensemble
des points de K, ,, dans 'entourage desquels o(x) n’est pas inté-
grable sur K, |, ou la série W, des variations de la totale sur les
contigus de K, , n’est pas absolument convergente ;

3° Pour chaque transfini p. de seconde espéce, K, est ’ensemble
commun i tous les K,, avec v << ..’

Donc, une généralisation du calcul totalisant déja énoncée par
M. Denjoy lui-méme peut consister en ceci : que ce calcul peut étre

effectué i partirnon de tout I'intervalle d’intégration mn, mais a partir

d’un ensemble quelconque K fermé et non dense en mn, pourvu que
soient données des variations V, sur les contigus de K. Ces variations
V.. peuvent étre absolument quelconques (données d’un probléme ou
résultats d’autres calculs précédents) pourvu qu’elles satisfassent a
certaines conditions, comme o(x) doit satisfaire 4 certaines condi-
tions sur K.

Cette généralisation suggére alors, pour notre probleme de la
recherche d’une primitive d’une dérivée droite donnée, la question
suivante : si K est un ensemble fermé et non dense de ab et si Ion

connait, dans tout intervalle a,b, contigu a K, la valeur de
F(b,)—F(a,), de quelle maniere et jusqu’a quel point le calcul tota-
lisant sur K peut-il étre défini et quel en est le résultat?
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Iy

Nous ne répondrons pas 4 cette question, d’abord parce que nous
n’avons pas réussi a trouver une construction qui puisse donner les
valeurs F(b,) —F(a,) [ ou d’autres variations du méme type relatives
a une primitive quelconque de f(2)]; et aussi parce que, en faisant
ce calcul totalisant, on rencontrerait toujours la méme difficulté pour
chacun des ensembles fermés et non denses en K que I'on définirait.

Mais la question nous semble intéressante et d’autant plus utile
a poser que, dans le numéro suivant, nous en examinerons une autre
toute semblable.

12. Dans les hypothéses du n° 10, I’ensemble H des points de P
ou F(x) est discontinue par rapport a P est non dense en P. Je veux
construire en ab a partir de F(x) (que pour le moment je suppose
connaitre) une fonction ®(x), coincidant avec F(x) sur P, discontinue
aux seuls points de H et telle que, dans tout intervalle partiel o3 de ab
qui ne contient pas de points de H, 'on ait D, ®(x) = f(x) sur P.

A cette fin soient A, I'ensemble des points a, tels que

F(l)n) - F (an)
[)u — Qy

—f(“n)iz L,

et, pour chaque indice entier positif v, A, '’ensemble des points a,
tels que

I
V-+1I

S(an)

2

.

_I_ > {F(bn) — F(an) .
bn— a,

Indiquons par n, les indices de ces a,. Chaque A,(v2o0) étant clair-
semé (n°10), on peut renfermer chacun a, de ses points dans un
intervalle I(a, ) de maniére qu’aucun point de I’axe Owx ne soit inté-
rieur & une infinité d’intervalles I(a,) ("). Faisons ensuite corres-
pondre & chaque a,(n=1, 2, 3, ...) un intervalle 7, de longueur/,
ayant a, pour extrémité droite et tel que :

1° 7, soit entiérement contenu dans I(a,);

(1) A. DENvoY, loc. cit. & la note (1), p. 74. La construction des intervalles I(a,)
peut &tre, dans ce cas, simplifiée si ’on pose. comme premiere condition,

longueur de I(a,) < bp— a,

[ choix de la fonction ¢ (n) telle que lim 9 () = o].
n>«»
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2° Si F(x) est continue en a, par rapport a P et sia, est un a,, soit
F(b) —F(2)

I
bn,— X —flan)| <3
pour tout x de P en z,,.

Ceci posé, pour chaque n tel que

Fay) = F(b,) —F(a,)

2

bn'— QAn
nous choisissons en a@,b, un point c, tel que
F(b,) — F(ay) by

f(an) - ——bn_ . ‘(Cn_ an) << _I—l’

et posons
F(«) sur P;

C a<ple \( dans les intervalles a, b,

D(z)= linéaires P:gxg bl;ﬁ avec D@ (z) = f(a.) pour lesqu?ls sont dé-
pour finis les points ¢,

anlx by, dans les autres intervalles a,,0,,.

®(x) est évidemment continue a droite en tout a=b et discontinue

a gauche aux seuls points de H. De plus, pour chaque indice =n, si

I'on a D, ®(a,)=f(a,) par définition. Soit x un point de P limite

du coté droit de points de P, mais non de points de H. On a
O(z)—D(x) F(a)—F(x)

x'—x xr—x

pour tout ' de P a droite de «. Quant au quotient différentiel
Wpour «' a la droite de « et hors de P, 'on peut considérer
deux cas distincts :

1° o intérieur 4 un noib_re fini d’intervalles 7,. Pour &’ 4 droite
de x et dans un intervalle @, b, tel que « ne soit pas dans 7,, on a

O (2) — @ (2) =p(&) (' — 2) + h(2),
(') étant un nombre compris entre
Fbn) —F(z)  Fla)—F(x)

bp—x ap— &

h(a') étant tel que
F(b,) —F(an
|h(2) | < lf(an) - _(_171——-7,1@—)
‘ h(z') <! bn

z'—x na'—=x

ln
(cn——an) < ;I,-’
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On aa’'— x> 1,, et par conséquent

‘ h(a') ‘ . ,

- < —--»0 pour z'—>z-+o0,
Xr — X n

lim M,——M = lim p(2)=f(=),
AT+ 0 r —x X' 249

parce que les rapports
F(b,) —F(z) F(a,)—F(x)

b,— x a,—x

tendent, tous deux, pour &' & + o, vers f(x).

2° z intérieur 4 une infinité d’intervalles 7,. Toutefois, étant donné
un nombre entier positif v quelconque, x ne peut étre intérieur qu’a
an nombre fini d’intervalles 7, avec v <v. Donc, un nombre positif ¢
quelconque étant donné, pour tout ' a droite de «, suffisamment prés
de x et intérieur & un a,b, dont l'intervalle i, correspondant con-
tient &, on a

‘I’(Jv’)/*‘l’(x) _ RO =F@) o)
x'—x b, — x

Mais ¢ peut étre choisi arbitrairement petit. Par conséquent, si

&' — x -+ o en parcourant une suite d’intervalles a,b, telle que x soit

(1) Sile point [z, ®(x)] est compris entre les droites IIK, II'K, le quotient différentiel

& (2) — @ () ) F(b)—F(x) . ,
—— 7 ¢st compris entre Y e et f(an).
Fig. 4.
Few
Foo
H- ~"| Faw)
H
w Ay Cm On

F(b,)—F(x) of F(an) — F(.z:).

Dans le cas contraire, il est compris entre
n—x ap=— X
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intérieur a tous les ¢(a,), le quotient aux différences finies
wtend vers f(x).

X — X
Donc, en tout cas,
lim 2&2)—®(2)

7
I +0 xr —x

f(x). C. Q. F. D.

On voit aisément comment on peut trouver la fonction ®(x) par
totalisation d’une fonction qui est égale a f(«) pour tout « de P et
qui prend une valeur constante (ou successivement deux valeurs
constantes) dans tout intervalle contigu a P. Donc, et cecise rapproche
de la question du n° 11, dans toutintervalle o3 partiel de a=b qui ne con-
tient pas des points de H, f(x) est totalisable a partir de P et des valeurs
F(b,) — F(a,), et sa totale sur P est la primitive F ().

Aux numéros suivants nous appliquerons ce résultat.

13. Remarques :

1° Sur un ensemble parfait P, situé dans un intervalle 2§ ou f(x)
est totalisable, est-il possible que T () totale de f(.x) ait un au moins
de ses nombres dérivés droits différant de f(x) d’au moins K> o?

L’exemple suivant va montrer que la réponse est affirmative.

Soit P un ensemble parfait non dense, ayant mesure nulle et d’ail-
leurs quelconque ('); soient a,b, les contigus de P. Pour chaque
indice n(=1, 2, 3, ...) définissons en a,b, une suite décroissante de
points &, , (v =o, 1, 2, ...) selon la loi suivante :

|
Eno= bn; Eny="Eny—1— * (Enyyer — an)® (v=1,2,3, .. )

(£>>1e plus grand des a,b,).
On a limé§,, = a, pour chaque n. Ensuite, définissons en «,b, la

Vo

fonction auxiliaire

on(@) =k(x —Env) pour EnvSx <Enyv—y

(') Voir T. Viora, Annali di Mat., loc. cit., n° 14, 10, p. 265.
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(voir la figure). Enfin, nous définissons en o1 la fonction

o sur P;

F(x):{ On(2) pour a,<z<b, (n=1,2,3, ...).

Fig. 5.

On a
o sur P,

D.F(z)= k  hors de P,

T(ar:):fdvD*_F(ac)clm:k(ac—ot)—l—const.7 D, T(x)=k, entoutaB (!).

(*) Si I'on suppose m(P)>> o, alors on a D4 T(x) = & sur un ensemble ayant mesure
nulle, partout dense en P (et méme résiduel de P) el contenant tous les points a,.

On pourrait développer des cons'dérations métriques dont 'utilité nous semble, pour-
tant, trés douteuse. Nous nous bornons seulement & énoncer les deux résullats suivants :

1° Soient F(.r) continue & droite et dérivable vers la droite en ab; f(a)= D F(x)
bornée sur P (et | f(2)|<M sur P), P tant un ensemble parfait et non dense sur a~b.
Soient a, b, les contigus de P; z un point de P limite du edté droit et lel que, pour
chaque a, b, A droite de x et suffisamment prés de z, on ait

F(bn) —F (an) >(

byn— an

z) + e

P . - . . €
Alors I'épaisseur droite de P en x, si elle existe, est 2 Mo
20 Si f(x)est bornée en P; si, pour chaque n=1,2,3, ..., ona

M _.f(((n)

> ¢
bn—ay =7

et si en un point x de Plimite du ¢oté droit, ’épaisseur inféricure droite est 2m(0<n<1),
alors on a

1D+ 6 (2) —f(@)[S:t—m),  |D,G(z) —f(x)|<et—n),

étant G (x) =f f(@) de + (aZx)[F(bn) — F(an)] (lonction définie seulement en P).
(®%

On rencontrera plus loin (nos 14 et suivants) des fonctions semblables & G(.x).
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2° Le résultat du n° 10 peut étre, & un certain point de vue, précisé

davantage. En correspondance de chaque a,b, contigu a P, indiquons
par X,, 1, respectivement la plus petite limite et la plus grande limite
des differences

F(é) " F(an) . F(['n) _ F(“/t)

E—ap by— an

pour £ tel que @, <£<0,.On a

"‘f(a”) —_ M <1_;," )\n- OS_H“‘
bn"‘ Cn

Soient & un point de P; A () et w(x) respectivement la plus petite
limite de %, et la plus grande limite de 1, quand a,b, tend vers x;
¢(x) le plus grand de — A () et de p.(). Evidemment, ¢ () ne peut
pas étre négatif. ¢ étant un nombre positif quelconque, I’ensemble B,
des points « de P ou ¢(x)2¢, évidemment fermé, est partout non
dense sur P. En effet, dans le cas contraire, B. contiendrait une por-
tion Q de P. L’ensemble des points a, tels que — 7\,,> ou h, >

serait alors partout dense sur Q. F(x) étant continue a drmte pour
chacun de ces a,, on pourralt choisir un £, intérieur a a,Lb,,, tel que

t 4 (’n) - F(an.) . I‘ (bn) — F(all)

En — Qap bn — dy

g
> -
2

Alors, sur un résiduel de Q, I’on aurait

|D.F(2)—D.F(2)|2 2,

ce qui est absurde.

14. R étant un ensemble quelconque, nous dirons qu’un sous-
ensemble S de R est non dense en R, si dans tout intervalle contenant
des points de R il existe un intervalle partiel qui contient des points
de R, mais pas des points de S. Les points isolés de R appartiendront
nécessairement & R — S.

Soit, comme toujours, f(z) la dérivée droite (supposée finie) d’une
fonction (inconnue) F(«) continue & droite et dérivable vers la droite
en a~b (n° 6). K étant un ensemble fermé quelconque contenu et non
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dense sur a=b, a,b,(n=1,2,...) les contigus & K, supposons f ()
bornée en K. 1l existe alors I'intégrale de Lebesgue de /() sur K, que

nous indiquons par x)dx, et la série (aXb a,)(b,—a,) est
q P -

absolument convergente. Considérons la fonction (continue unilatéra-
lement)

f f(z)dx + (aZz) f(a.) (bn— an), si z est en K,
Fg(z)= (K)Z
Fg(a,) + f(an) (x — an), pour a,Lx <0, (n=1,2,3,...).

e étant un nombre positif quelconque, je dis que I’ensemble des points
de K, oul'ona

D Fx(z) — f(x)|>¢,  oubien |D.Fy(@) — f(2)|>¢,

est non dense en K.

En effet, si « est un point a,, on a D, F¢(a,) = f(a,) par construc-
tion. Donc, P étant une portion quelconque de K, si P posséde un
peintisolé x, on a D.Fy(x)= f(x). Si P ne contient aucun point
isolé, P est parfait. Nous savons (n° 10) que 'ensemble Q des points
de P au voisinage desquels il y a des points a, tels que

‘F(b,l) —Fla) o],

bp— ay

est fermé et non dense en P. Nous savons aussi (n° 1) que ’ensemble
R des points de P, au voisinage desquels il y a des points de disconti-
nuité de F(x) par rapport a P, est fermé et non dense en P.
L’ensemble S = Q + R est, lui aussi, fermé et non dense en P. Je dis
précisément qu’en chaque point @ de P qui est limite vers la droite de
points de P mais pas de points de S, on a

[D.Fx(2)— fa)|<e, | DiFy(x)— f(2)|<e.

En effet 'on peut définir (n° 12) dans un voisinage & droite de z, tel
que x<z'Sa (o étant le premier point de R & droite de ), une fonc-
tion ®(x"), égale a F(2') sur P, continue bilatéralement et telle que

D .@(2') = f(a')

THESE T. VIOLA. 6
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en chaque &’ de P. L’expression de la variation ®(2') — ®(x), pour z’
en P, est

P(a') —®(x)= | f(»)de~+ (x2') [F(br) — F(an)].
On a done .
|[F(2') — F(2)] — [Fx(#') — Fx(2) ] | = |[®(z') — ®(x) ] — [Fx (+') —Fx (@) ]].
Alors, si @’ est & gauche du premier point de S qui est a droite de ,
ona

[F(a') — F(a)] — [Fi(2') — Fa(2)]| < e(23a) (ba— an) S¢(a' — @),

Donc
F(a) —F(x) Fu(@)—Fa(2)| _,
x'— x x — x ’
|D,Fx(x)— f(2)[<e, | D Fy(2)— f(=)|<e

La proposition est complétement démontrée.

15. Toujours sous les hypothéses du n® 6, supposons f(x) bornée en

tout ab. Indiquons par U I’ensemble, fermé et partout non dense, des
points de a—b auxquels, ou au voisinage desquels, I'intégrale

I(x):—_f‘f(x)dx

n’a pas f(a) pour dérivée droite. La fonction Fy(x) (n°14)a sur Uses
nombres dérivés droits égaux & f(x) & « prés, en faisant tout au plus
exception d'un sous-ensemble U, de U, fermé et partout non dense
en U. Supposons U, vide. En correspondance de chaque intervalle a,b,
contigu a U, je considére le triangle mixtiligne dont un sommet est le
point [ a,, F (a,)], les deux autres sommets sont sur 'ordonnée en b,
et les deux cotés curvilignes sont représentés par les équations

.}’:Fu(azl) -+ .f(an) (‘I/. - alt) =+ (‘I’. - d")l'

Ensuite en a,b, nous soumettons la fonction 1(x) a une transformation
du type du n° 5, de facon a obtenir une fonction, soit o,(x), dont les
points représentatifs soient tous contenus dans ledit triangle mixti-



ligne. La fonction
| Fy(=x) en U,
Gi(x)*{ on(x) pour a,<<x<b,
est continue a droite en tout a—b et ses nombres dérivés droits coin-
cident avec ceux de Fy(x) en tout U. En effet, si z est un point quel-

conque de U et siz >a est un point quelconque hors de U(a, <2< b.),
on a

[[6i(2) = G (2)] = [Fe(2) — Fu(@)][ < (@ — an) < (2 — @)
Donc les quotients différentiels

G1(.z:\—-G1(5), Fu(z)—FU(:”.)

xr —x xr—x

ont les mémes valeurs limites pour x-»x + o. Par conséquent la
JSonction G, (x) a ses nombres dérivés droits égaux a f(x), exactement
hors de U et aux points de U isolés du coté drout, a e pressurU. G, (x) est
bornée et ses discontinuités sont toutes de premiére espéce et hors
de U.

L’ensemble des points de U ot G,(x) n’a pas f(x) pour dérivée
droite est de mesure nulle (').

16. Considérons maintenant le cas général ou I'’ensemble U, des
points de U auxquels, ou au voisinage desquels, on a

| D Fy(z) — [ (2)] >,
ou bien
[£)+FU(.7:)— f(x)|>s, pour z en U,

est £ 0. U, est fermé et non dense en U. De méme 'ensemble U, des
points de U, auxquels, ou au voisinage desquels, on a
. |D.Fy,(2) — f(@)| >,
ou bien
| D Fy () — f(z)|>¢, pour z en U,,

est fermé et non dense en U,. Ainsi ’on continue indéfiniment. Pour

(1) H. LEBESGUE, Lecons sur [’intégration, 1928, p. 189.
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chaque transfini A de premiére espéce, U, sera 'ensemble des points
de U,_, auxquels, ou au voisinage desquels, on a

|D. Fy,_, () — f(z)]| >,
ou bien

| Do Fy_ (2) — f(2)|>¢, pour z en Uy_,.

Pour chaque transfini A de seconde espéce, U, sera ’ensemble com-
mun a tous les U,, avec v<A. Chacun des ensembles U, est contenu
et non dense dans les précédents. Il existe donc un transfinibien déter-
miné u tel que U,520, U,y =0 (").

La suite transfinie d’ensembles U,, U,, ..., Uy, Uosrs ooy Uy, ooy | Uy
est dénombrable : & chacun d’eux il est donc possible d’attribuer un
rang entier propre n. Indiquons par o(n) une fonction positive quel-
conque de n, décroissante et tendant vers zéro quand n croit. Pour
chaque indice 2, renfermons U, dans un groupe fini 7, d’intervalles,
sans points communs deux i deux et tels que m(7,) —m(U,) < o(n),
n étant le rang correspondant 4 U,, que chaque intervalle de z, ait un
point de U, isolé du coté gauche pour extrémité gauche, un point exté-
rieur a U, pour extrémité droite.

17. Le procédé du n°® 15 nous apprend a construire, a 'intérieur de
chaque intervalle contigu a U,, une fonction G, () telle que :

a,. Aux points de U isolés du coté droit, comme aux points exté-
rieursa U, on a D, G,(z) = f(x);
b,. Aux autres points de U, on a

[D.Gi(2) = f(#) |6, |DiGu(@) — f(2)|<e;

¢,. G,(x) n’a pas des discontinuités de seconde sorte.

(') Nous avons abandonné les constructions du n° 8 et les observations du n°9, parce
que nous les considérons d'une importance sccondaire par rapport a I'idée directive que
nous nous proposons de suivre. Ces constructions et ces observations pourraient étre
intéressantes et utiles & d’autres points de vue, par exemple a celui que nous signalerons
au n° 19 (1 remarque). lei nous considérons une suite transfinie d’ensembles fermés,
chacun contenu et non dense dans les précédents, et il nous semble bien plus simple
d’opérer directement sur chacun d’eux plutot que séparément sur son noyau parfait et sur
sa composante réduectible.
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Ensuite nous définissons une suite transfinie de fonctions
G‘.’.(‘Z')v G3(JE‘), cr ey GL.)(.Z'), Gu)—&—l(x)a ] G)\(x), ] IGH(x)a G}H—l(x)'

Chaque G, () est définie a 'intérieur de chaque intervalle contigu
a U, (elle 'est en tout a=b, pour A de premiére espéce), ou elle satisfait
aux conditions suivantes :

a,. Aux points de U et aux points de chaque U,,, avec X' << A, isolés
du coté droit, comme aux points extérieurs a U, onaD, G, (x) = f(x);
b,. Aux autres points de U, on a

ID.G(2) — f(@)|Se, | DiGule) — f(2)|<e;

¢, G, () n’a pas de discontinuités de seconde sorte.
De plus, s¢ A est de seconde espéce,

d)\. On a
Gy (2) = lim Gy (2).
>N

Nous entendons par la que, a tout nombre ¢ > o arbitrairement petit,
il correspond un indice transtini 2 << A (% fonction de x et de <), tel
que | G, () — G, (2) | <, pour tout ' > % et < .

On construira G, (), pour un A quelconque de premiére espece, a
partir de la précédente G,_, (). qu’il faudra supposer connue et satis-
faisant aux conditions énoncées. Les régles sont les suivantes :

I, W % étant un quelconque des intervalles de la suite 7_,,
[_J)l_, la portion de U,_, contenue en w,_,v,_,, nous posons

Gu(x) =Fu,_ (2) — Fy_, (o)

\t/ 1)
IL

pour x en Up_,. yI~ étant un intervalle quelconque, partiel
de y;,_,v,_, contigu a U;_,, je considére le triangle mixtiligne dontun
sommet est le point [Y%", Gy (¥"™)], les deux autres sommets sont
sur ordonnée en ¢~ et les deux cotés curvilignes sont représentés

par les équations
y=G (i) + f(1) (@ — ¥ = (@ — Y

Ensuite en 'y ¢"~Y nous soumettons la fonction G,_, () 4 une trans-
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formatlon du type du n° 5, de maniére a obtenir une fonction,
soit o'~ (), dont les points representatlfa soient tous contenus dans
ledit triangle mixtiligne. Enfin, nous posons

Grl@)=gi~(x)  pour Yi<w <,

2, Aux points extérieurs aux intervalles de la suite 7, de méme
qu’a leurs extrémités droites, nous posons G, (2) = G, ().

‘Nous laissons au lecteur le soin de démontrer (ce qui est d’ailleurs
trés facile) que la fonction G, () ainsi définie satisfait effectivement
aux conditions énoncées.

Pour un indice 7 quelconque de deuxiéme espéce. supposons que
toutes les Gy, (), avec 1’ <7, soient connues et satisfassent aux condi-
tions énoncées. Soit pg un intervalle quelconque contigu a U,. Pour
chaque entier positif r(=1, 2,3, ...), posons

1
pPr=—p -+ W(Q—[’), q;':q“‘ (q P)

271

La suite { p, | est décroissante et tend vers p, la { .| est croissante et
tend vers ¢. Soit 2, le plus petit transfini tel que U, n’a pas de points

en p...q, .. 4, est de premiére espece. La suite {%,.| est non décrois-
sante et, pour chaque r, on a 2,< A. Soit n, le plus petit entier > o tel
que ¢(n,) < 5—(q—p). Soit 7, le plus petit transfini 22,, <24, tel”

que, pour chaque indice v tel que =,<v <7, le rang entier n corres-
pondant est >n, : je dis que G,(x)=G. (x) pour p,<x<gq,. Pour le
démontrer, supposons cette relation vérifiée pour tous les indices v/
tels que 7,Sv'< v et observons que :

a. Si v est de premiére espéce, G,(x) est obtenue en modi-
fiant G,_, () seulement & l'intérieur et aux extrémités gauches des
intervalles de la suite ¢,_,. Mais il n’existe aucun point de U,_,

en p,..,q, ., et d’autre part aucun intervalle de la suite z,_, ne peut con-
. . N 1
tenir un segment sans points de U,_, et ayant une mesure 2 z— (7 —p).

Donc aucun point de p,.g. (ni intérieur, ni au contour) ne peut appar-
tenir & un intervalle de la suite Z,_,. Donc¢

Gy(z) =Gy—y(2) =G () pour p,Sx<q,.
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B. Sivestde seconde espéce, on a, par hypothése,
Gy(z) = lim G, ()
Vv

a I'intérieur de chaque intervalle contigu a U,. p,., g, est entiérement
contenu dans un intervalle contigu a U,. Il s’ensuit1’énoncé.
On en conclut que la fonction

Gy(x)= 1121) Gy ()

existe et est égale a G.(x) en p.q, pour chaque r=ru,2,3,....
Les G (x) satisfaisant aux conditions énoncées, G,(x) y satisfait
aussi.

Ce que I’on vient de dire peut étre appliqué, en particulier, a lafone-
tion G, (). Posons F.(x) = G,.,(x). La fonction F.(«) est continue
vers la droite en tout b, sans discontinuité de seconde sorte et telle
que

D F.(z)= f(x) hors de U
et

|D.Fe(z) — f(@)|<e,  |D.Fe(x)— f(@)[<e  enU.

18. Exemples élémentaires :

o _fe pour x —=a,
! fla)= k pour a <x <<b.

La fonction que nous avons indiquée par G, (x) peut étre représentée

Fig. 6.

comme en figure (*) (qui est tout a fait semblable a celle dun° 13, 1°)

\

(1) Nous laissons au lecteur le soin d’interpréler ces figures et de vérifier sur elles les
constructions que nous avons décrites. Ces figures nous semblent aussi suffisamment
claires pour nous dispenser d’indiquer par des formules les propriétés auxquelles satis-
font les fonctions qui sont représentées par un trait plus marqué.
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(qui est dessinée pour £ =1) et est, déja elle-méme, une primi-

Figa 7.
aQ S E‘ ; EJ | . 22 . ix L
;_\'-: R’::E ' {
ﬂc\é;)‘ * @‘Qj? Hs ;
M N
6,8
_____ iy .‘4:- -
=4
EA E; E.:z E‘ ]’

tive ®(x), c’est-a-dire une fonction telle que

D .®(x)= f(x) pour alz <b.



Y

2° £, B, &y, ... suite décroissante — a,
o pour z —=¢, (r=r1,2,3,...),
flz)y=< Ky pour z —a,
ks en tous les autres points de a—b.

La partie supérieure de cette figure représente la fonction G, ().
Si |k |<e, ona G, (x)=F.(2). Si |k/| >¢, alors I'’ensemble U, est
formé du seul point @ et la partie inférieure de la figure représente la
fonction G,(«) (') qui est une primitive de f ().

A partir de ces simples exemples on pourra en former facilement
d’autres, semblables mais plus compliqués, pour lesquels le transfini
final p. soit un quelconque arbitrairement choisi.

19. Remarques. — 1° Les exemples que nous avons donnés, et
d’autres pareils que ’on pourra construire, ne doivent pas impliquer
que, si I’on construit une suite de fonctions F.(x), avec ¢ - o, cette
suite ait toujours une primitive ®(.r) comme limite. Ces cas sont trés
exceptionnels. Mais dans le cas général la difficulté devient grave jus-
tement ici et nous n’avons pas réussi a lavaincre. Un progres ultérieur
dans la solution du probléme devrait étre probablementatteint moyen-
nant une condition trés importante et de laquelle nous n’avons pas
tenu compte dans nos raisonnements : ¢’est la propriété, pour les fonc-
tions de premieére classe de Baire, d’étre ponctuellement discontinues
sur tout ensemble parfait. En effet nous avons démontré par ailleurs
(voir I'Introduction) qu'une dérivée droite finie est une fonction
de premiere classe, c’est-a-dire limite d’une suite de fonctions conti-
nues. En vue d’obtenirlasolution compléte en utilisant cette propriété,
nous avons essayé de construire une suite de fonctions
F.(z), Fe(x), ..., Fe(x), ... (eu>sn+1; n=r1,2,3,...; ’lLi;rlsn:o)
dont la premiére F. (x), selon lesrégles données au n° 16, etles autres
se succédant formées chacune par la précédente. Mais ces recherches,
trés longues et trés compliquées, n’ont pas été couronnées de succes

(*) Nous avons pris Vintervalle a—b tout entier comme intervalle Z;.

THESE T. VIOLA. 7
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et nous ne croyons pas utile de les décrire. La complication diminue
notablement si 'on essaye de résoudre le probléme d’abord seulement
sur un ensemble parfait (ou plus en général fermé) et non dense, c’est-
a-dire en faisant abstraction des valeurs qu'une primitive peut prendre
sur les contigus (en supposant que sur ces contigus une primitive ait
déja été trouvée). A ce point de vue le probleme pourrait donc étre
énoncé de la maniére suivante :

P étant un ensemble parfait et non dense contenu cn a b et f(x) la
dérivée drotte d’une fonction (inconnue) F(.x) continue a droite et déri-
vable vers la droite entout a=b, construire ex P une fonction H(x) conti-
nue a droite et dérivable vers la droite, telle que D . H(x)= f(x) en
tout P ().

La solution de ce probléeme est immédiate seulement dans le cas
ou f(x) est continue en P.

2° L'ensemble (qui est contenu en U) des points de a boi F.(x) n'a
pas f (@) pour derivée droite, a mesure nulle (*). En effet chaque Fy ()
a presque partout en U,, donc aussi en U, —U,.,, f(2) pour dérivée
droite. Donc cet ensemble est la somme d’une suite d’ensembles dont
chacun a mesure nulle.

20. Nous voulons maintenant étendre le résultat du n° 17 au cas
général ou la fonction donnée /' (x) n’est pas bornée, mais seulement
finie en tout a b.

Dans les Annali di Mat., loc. cit., p. 259 (§ 2, n° 10), j’ai démontré
que, en cette hypothese, si C est un ensemble quelconque fermé et con-
tenu en a~b, l'ensemble des points de C ou (c’est-a-dire a 'entourage des-
quels) f(@) n'est pas bornée sur C, est fermé et partout non dense en C.

(1) Naturellement H(z) étant définic seulement en P, en disant que I(z) est déri-
vable vers la droite et que D__H(2)= f(2) en tout P, nous entendons que, si z est un

point quelconque de P limite du ¢Olé droit, le quotient aux différences finies E(ﬁ:—l—_lz(—z—)
xr—x
tend vers /(r) pour & —» x 4 o en P. Aux poinls de P isolés du coté droit, I'on ne peut
pas définir ni la continuité ni la dérivabilité de H(z) du coté droit.
(2) Voir la fin du n° 15.



83 —

Indiquons alors par I, 'ensemble des points de a=b ot /() n’est pas
bornée, par M, I'ensemble des points de I, ou /(&) n’est pas bor-
née en I, etc. En général, pour chaque transfini A de premiére
espéce, indiquons par I, I'ensemble des pointsde N, , ot /(&) n’est
pas bornée en O, _, ; pour chaque transfini 2 de seconde espéce, indi-
quons par I, 'ensemble commun a tous les N, avec v< . Les
ensembles I, sont fermés, chacun contenu et non dense dans les
précédents. Ils forment donc une suite transfinie qui a un terme, ¢’est-
a-dire qu’il existe un transfini bien déterminé = tel que I .=£o,
:mm,, = 0.

Nous pouvons imiter les opérations du n° 17. Il est nécessaire de
préciser certains détails caractéristiques de ces opérations. Les
ensembles MM, — M, ., (A=1,2,...,0,041,. =) étant en infi-
nité dénombrable, a chacun d’eux il est possible d’attribuer un rang
entier propre n. Chaque I, — I, ., de ces ensembles peut étre ren-
fermé dans une suite j, d’intervalles, sans point commun deux a deux
et tels que :

1° Les extrémités de ces intervalles soient des points extérieurs
a My;

2° Les points d’accumulation de ces intervalles puissent étre seule-
ment des points de I, ;

3o Il n’existe aucun point de N, ., dans ces intervalles;

4° L’on ait m(j,) — m(M,— M., )< o(n) (n° 16), n étant le
rang correspondant & 1, — J,,.

Le procédé du n° 17 nous apprend a construire, a I'intérieur de
chaque intervalle contigu a 011, une fonction F.'(x) telle que

|D.F (@) — f(2)|<e, | DLFY (@) — f(@)|<e.
Ensuite nous définissons une suite transfinie de fonctions

F&(2), F(2), ..., FP(@), FO @), ..., Fd), ...,

F(2z), FI(a).

Chaque FM(z) de ces fonctions est définie 4 I'intérieur de chaque
intervalle contigu a I, et telle que I’on ait

| D, F () — f(@) | <2, | DLFD(2) —f(2)|<e.
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Pour construire F{"(x), si A est de premiére espéce, nous posons
I (@) =F¢= (2)

hors des intervalles de la suite j,_, et dans leurs extrémités droites.
¢,_40,—, étant un quelconque des intervalles de la suite j,_,, Mm,_, la
portion de J1t,_, contenue en ¢, ,5,_,, nous définissons, comme nous
I'avons déja fait plusieurs fois, & U'intérieur de ¢,_,5,_,, une fonction
F' (), =o0 pour x=r¢,_, et dont les nombres dérivés droits coin-
cident avec ceux de F!~"(x) hors de IN,_,, avec f(x) & ¢ prés
en JIL,_, en faisant tout au plus exception d’un ensemble partout
non dense en JIL,_,, exactement aux points de O, isolés du coté
droit. f(a) étant bornée en Jt,_,, la fonction F"'(x) pourra étre
transformée, a Iintérieur de 5,_,5,_,, selon les constructions du
n° 17 ('), et le résultat sera la fonction F/'(x).

Pour X de seconde espéce, ’on aura

FY(z)= lim F}(x)
N> —0

et I’on raisonnera exactement comme au n° 17.
La fonction
Fe(z) =FF(2)
sera telle que
| D, Fe(2) — f(a)|<e, | DiFe(@) — f(a)|<e
en tout ab.

21. L’ensemble des points de a=b ou les nombres dérivés droits de
la fonction F_(x) calculée au n° 20 différent de f(a), est partout non
dense en a“b. De plus ¢l a mesure nulle. En effet il est la somme de
I'ensemble des points extérieurs a N, ou F{'(x) n’a pas f(x) pour
dérivée droite, de I’ensemble des points de I1t, — I, ou F'(x) n’a
pas f(x) pour dérivée droite, ..., en général de I’ensemble des points
de O, — 0, ot F!™"(xr) n’a pas f(a) pour dérivée droite; ensuite
de I'ensemble des points de J,— I, ot F2*"(a) n’a pas f(x)
pour dérivée droite, etc. Chacun de ces ensembles a mesure nulle (*)
et par conséquent leur somme a aussi mesure nulle.

(1) En eflet, au n® 17, la condition pour f(z) d'élre bornée en tout a—b, étail excessive
dour effectuer ces constructions : il et été suffisant qu’elle le fat en U.
(%) Voir le n° 19, >°.
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22. En donnant 4 ¢ successivement des valeurs ¢, décroissantes et
tendant vers zéro, I’on peut construire une suite de fonctions

Fe(x), Fe(z), Fel(x),

Evidemment, un ¢>>o0 étant donné arbitrairement, chaque F, (),
avec g, < ¢, est aussi une F.(x). Quel que soit n, 'ensemble E, des
pointsde a=b ou F, () n’a pas f(«) pour dérivée droite, a une mesure
nulle (n° 21). Donc I'ensemble E= XE, a, lui aussi, mesure nulle.
E est, lui aussi, partout non dense en a0, car tout intervalle ou la
primitive (inconnue) F(z) est continue bilatéralement et /() est
bornée, ne peut contenir aucun des points d’aucun E,.

Nous avons donc complétement démontré la proposition plus impor-
tante de notre travail et que nous avons énoncée a la fin de I'introduc-
tion (n° 3). C’est la proposition suivante :

S (x) étant une dérivée droite finie donnée en a~b (d’une fonction
continue a droite et dérivable vers la droite en a=b), on connait un pro-
cédé pour construire en a~b une fonction continue a drotte F.(x) telle que

|D.Fo(2) —f(2)|<e, | DiFe(a)—f(2)]<s,

entout a~b et précisément D . F.(x) = f(x) presque partout en ab.
L’ensemble E des points de a=b ot F.(x) n’apas [ (&) pour dérivée droite
est de mesure nulle, partout non dense en a~b et indépendant de <.
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