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RECHERCHES SUR L’ULTRACONVERGENCE

Par M. Grorces BOURION

Introduction.

Etant donnée une série de fonctions analytiques qui converge uni-
formément dans un domaine D et y définit une fonction analytique
S (&), il peut arriver qu’une suite de sommes partielles de cette série
converge uniformément dans un domaine plus étendu; on obtient
alors une représentation de f(z) meilleure que celle d’ou I’on est parti,
en ce sens qu’elle reste valable dans des régions ou la série diverge.
C’est le phénomeéne de P'ultraconvergence.

Les premiers exemples sont, 4 ma connaissance, ceux qu’'a indiqués
Porter dans une Note relative aux séries de Taylor (). Porter remarqua
les rapports entre 1'étude de P'ultraconvergence des suites partielles
de polynomes-sections d’une série de Taylor et celle de la répartition
des zéros des polynomes-sections. R. Jentzsch, dans sa These inaugu-
rale, montra que les zéros des polynomes-sections s’accumulent autour
de tout point de la circonférence du cercle de convergence ; il montra
également que ce théoréme peut étre en défaut pour une suite partielle
de polynomes-sections, et forma des exemples d’ultraconvergence par
une méthode complétement différente de celle de Porter dont il ignorait
la Note citée plus haut. M. A. Ostrowski établit que, si une série de
Taylor & rayon de convergence fini présente des lacunes de largeur
relative bornée inférieurement, les polynomes-sections terminés aux

(*) Voir la Bibliographie & la fin de I'Introduction.
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lacunes convergent uniformément autour de tout point de la circonfé-
rence du cercle de convergence ou la fonction définie par la série est
réguliére; il prouva ensuite que toute série de Taylor dont une suite par-
tielle de polynomes-sections est ultraconvergente est de cette forme, &
une série de rayon de convergence plus grand prés. Il signala d’autre
part ce fait trés intéressant que, si la largeur relative des lacunes ang-
mente indéfiniment, les polynomes-sections arrétés aux lacunes con-
vergent vers la fonction dans tout son domaine d’existence. Reprenant
I’étude des zéros des polynomes-sections, il montra que le théoréme de
Jentzsch restevrai pour toute suite partielle de polynomes-sections, sauf
pourdes sériesayantlastructure « lacunaire » indiquée plus haut. Enfin,
il a établi dans un Mémoire plus récent [7] que le domaine d’ultracon-
vergence peut étre absolument quelconque avec les restrictions évidentes
d’étre simplement connexe et de ne point renfermer le pointa I'infini.

A peu prés al’époque olt Jentzsch retrouvait les phénomeénes d’ultra-
convergence dans les séries de Taylor, M. Harald Bohr, dans un article
consacré a la généralisation du théoréme de Schnee, formait une série
de Dirichlet 4 abscisse de convergence finie pour laquelle une suite de
sommes partielles converge uniformément dans tout le plan. M. V.
Bernstein, dans sa These et dans des travaux ultérieurs, a signalé
I'intérét de 'ultraconvergence dans les séries de Dirichlet: la fonction
définie par la série peut étre holomorphe dans un demi-plan qui
contient le demi-plan de convergence; pour une classe trés étendue de
séries — celles dont la suite des exposants a une densité maximum
finie — il existe une suite de sommes partielles qui représente la
fonction dans tout le demi-plan d’holomorphie, de maniére tout aussi
commode que la série elle-méme & l'intérieur de son demi-plan de
convergence.

Dans la premiére partie de ce travail, j'étudie les séries de Taylor
pour lesquelles une suite partielle de polynomes-sections admet, &
Pextérieur du cercle de convergence, une majoration meilleure que
celle qui est valable dans le cas général, et je montre que cette pro-
priété caractérise les séries qui ont une structure «lacunaire» au sens
indiqué précédemment. Ce théoréme contient celui de M. Ostrowski
sur les séries qui ont des suites partielles ultraconvergentes. Etudiant
les domaines de convergence, extérieurs au cercle de convergence de
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la série, d'une suite partielle de polynomes-sections, je montre, en
étendant un résultat de Jentzsch, qu’ils peuvent étre pris compléte-
ment arbitraires ainsi que les fonctions limites. J’aborde ensuite I’étude
des relations entre les domaines d’ultraconvergence des différentes
suites partielles, puis celle des relations entre les domaines de con-
vergence d’une suite partielle et la loi de croissance des degrés des
polynomes-sections qui constituent cette suite. J'établis ensuite la
continuitéde lastructure lacunaire par rapport au point autour duquel
on fait le développement en série de Taylor. Enfin, jem ontre comment
la possibilité d’appliquer & une série de Taylor certaines méthodes de
sommation est liée a la structure lacunaire de cette série.

Dans la seconde partie, je donne des résultats généraux sur 'ultra-
convergence pour une classe trés importante de séries de fonctions
analytiques. J’étends ces résultats aux séries de Dirichlet: 'ultra-
convergence, si elle se présente, n’est pas un phénoméne local, mais
permet de sortir du demi-plan de convergence par tout segment de la
droite de convergence sur lequel la fonction limite est réguliére.

La plus grande partie des résultats contenus dans ce travail ont été
publiés dans les Comptes rendus des séances de I’Académie des
Sciences (').

M. Montel a bien voulu s’intéresser 4 mes recherches et ses encou-
ragements m’ont été trés précieux ; je suis heureux de lui exprimerici
ma trés vive gratitude.
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PREMIERE PARTIE,
LES SUITES PARTIELLES DE POLYNOMES-SE‘CTIONS D'UNE SERIE DE TAYLOR.

A. — Le théoréme fondamental,

1. Notations. — ¥ a,x* désigne une série de Taylor dont le rayon

[
de convergence est égal a un; /() est la fonction analytique définie
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par la série dans son cercle de convergence, & est le domaine d’exis-

n

tence de f(x). s.(x) est le polynome-section Z(L,x"; je pose
0

ro(z) = f(2) — su{x), Tap(2) = Snqp(2) — sSn(2);

r, est donc défini dans &, r, , dans tout le plan. || est désigné par o.
Enfin, il sera commode d’utiliser la notation suivante : toute quan-

e, . ’ I I . .
tité qui tend vers zéro avec — <ou n—>, dans le domaine ou sur la ligne
A

que l'on considere, uniformément par rapport ¢ x a I'intérieur de ce
domaine ou sur cette ligne, sera représentée par ¢, () [ou ¢, (x)].
Ce symbole s’emploiera donc de la méme fagon que le symbole clas-
sique o(f); lasomme de deux ¢,(«) ou le produit d’un ¢,(x) par une
constante est encore un an(m).

Les formules sont numérotées par paragraphe; le renvoi & une
formule d’un paragraphe antérieur est fait de la maniére suivante : la
formule (3) du paragraphe 5 est désignée par (5.3).

Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie donnée a la
fin de I'introduction.

2. Majoration pour les polynomes-sections. — Nous allons majorer
1 . . . .. s T o
~log!s,(x)|. Soit 8 > 1, arbitrairement voisin de 1; d’aprés I'inégalité

classique de Cauchy-Hadamard,
(1) Tim|a, =1,
1

nous avons |a, "< 3 pour n assez grand : n>n(3); d’autre part,
1
(1) entraine 'existence d’'un nombre K21 tel que|a, <K quel que
soit n; on a par suite, pour » > n(3),
n(8) n

n
lsu(2)] € X lan|pr < D K¥pr+ Y &g,
0 0 0

[Kp]n|8)+-1
Kp—1

dp
89——1'

[sn(z)| < ~+ (dp)»

Supposons que « reste dans un domaine borné extérieur au cercle-

THESE G. BOURION. 2
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unité : 1<c < M; on déduit de I'inégalité précédente

U .. 1 [Kpjmon
IS/L('I')!<(OP) [69_1 +(ap)" I\p—l ’

d’ou, comme le second facteur reste borné (< ¢),

~ h
(2) ’lllog[s,l(x)|<logp+logo+ ’—i,

inégalité valable pour n>n(s), ¢21 et borné, et méme valable
pour ¢ >&' pourvu que ¢&' > 1.

8 peut étre pris arbitrairement voisin de 1, si 'on n’envisage que
les valeurs de n supérieures au n(3) correspondant; nous pouvons
donc mettre 'inégalité obtenue sous la forme

(3) ilog]sn(wﬂ<logp+€n(-L‘),

valable dans la région ¢ 21.

3. Majorations pour les restes. — 1° A Dintérieur du cercle de
convergence :
1
Soit encore ¢>>1, arbitrairement voisin de 1; on a |a,|'< ¢
pour v > n(8); done, si 3 <1 on a, dans p < v, pour = > n(3),

- < oy oy O‘\
Iru(a) | <X ta [p* < ) (3p)'=(3p)" - _Pap’
n1 -+
d’ou
I h
(1) 7 Jog| 7a(2)| <logp +logd +

ou & est une constante.
. . . .. 1
La méme majoration vaut a fortior: pour —log|r,,,|.
2° Dans un domaine A borné, complétement intérieur au domaine
de régularité & de f(x) et extérieur a o < &' :
On a, dans A, | f(2)|<M; or

I'IL:f—S/Lg
|7 1S 1+ su ] S2max M, js.(z)}];
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I LY c4z Py
on a donc pour --log|r,| une inégalité de méme forme que (2.2),

I
(2) '—Illog[r,,(x)|<logp+log3+%a

valable pour ¢ > 1 et tel que o8’ >1, > n(2).

3° Dans un domaine A’, qui n’a pas besoin d’étre intérieur au
domaine de régularité, mais qu’on suppose borné et extérieur a g <o/,
on a de méme

(3) 1 h

g log|r,,{a)| <logp + logd +

n-—+p

4° Dans tout domaine borné complétement intérieur a2 & :
Il suffit d’envisager le cas ou ce domaine est coupé par le cercle de

convergence; on prend alors dans la formule (1), =7, dans la
D ’ L . I I .
formule (2), ¢ =A(C>1), etI’on choisit v compris entre 5 et 7 n=r1;
alors, dans la partie du domaine comprise dans g <7, ona
/i —
’—Illog|r,l(z)[<logp+%log7\—|—£ pourn>n(\/7\);
dans la partie extérieure & p <7,
1 h'
;«llog[rn(x)]<logp+log7\+ - pour > n(d);
donc, dans le domaine entier,

4

(4) ~log| r, ()| < logp + log) + ,":{’

valable pour n > (%), A étant > 1 mais arbitrairement voisin de 1.
Ce résultat peut se mettre sous la forme suivante :

() ~log| 7 (@) | <logp + ea(2),

valable dans tout le domaine de régularité.

4. Supposons maintenant que Zavx" soit la somme d’une série
0
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. W » . '
lacunaire Zavx', présentant des lacunes de largeur relative bornée
0
inférieurement, et d’une série 4 rayon de convergence plus grand :
— 1
ay=ay+ a3”, hmia) ["=1,
1
m|a* ==, R>1,

R

ay =20 pour mp << v<ng (h=1,,3,...),

Quand, dans la suite, nous emploierons l'expression de série a
structure lacunaire, elle désignera toujours ume série pouvant étre
décomposée de cette maniére.

L’inégalité (2.3) peut alors étre améliorée pour la suite partielle {s,, }.
En effet, si nous posons

n n
s,‘;(.'zr):—__z ay Y, s (%) ::2 ayt z,
[ 0
nous avons
Suy == Shy—+ Sng s
or
Sn==s",,
d’ou, comme

X
e log| sy, | < logp + ey (),

1 mp
E{loglszx I< Y (logo -+ em ()],

- loglsiy | < 0u logp + e (),

n.

en désignant par 6, le rapport -

D’autre part, s, reste borné pour p <R, < Rj nous avons donc,
pour 1< < R,, une inégalité de la forme

1
(V) alog[s,,‘]<91. logp + &, (),



et par suite

I
(2) o 1og s | < logp - ew (),

ou 0 est inférieur a 1.
Notons également que I'inégalité (1) peut, en utilisant pour s,, la
majoration (2. 1), étre mise sous la forme suivante :
I . A IL TN
'Tlog|s,,l <G log[dp] + — pour 7, > N ()
A

my

8

N T \ . . - . .
(¢ supérieur & 1, mais arbitrairement voisin de ).

5. Nous allons montrer que, réciproquement, toute séric de Taylor
pour laquelle l'inégalité (2 .3) peut étre améliorée est une série & structure
lacunazre.

Supposons donc que I'on ait, dans un domaine @ extérieur au
cercle de convergence,

(1 o loglsn (2) | <U () +ew(2),

U(a) étant une fonction continue inférieure a loge dans @, et ¢, ()
tendant uniformément vers zéro dans @ (voir § 1) (*).

Tragons une circonférence I' : o =R, dont un arc mn soit intérieur
a @ (les points m et n étant eux-mémes intérieurs a @) (fig. 1);
loge — U(«) a sur mn un minimum positif /.

I
n—klogl su ()] — logp

est donc majoré par — /o + ¢, (@) sur mn, et par un ¢, () sur le reste
de I' et sur le cercle-unité.

Considérons la fonction harmonique, réguliére dans la couronne
1< ¢ <R, qui prend la valeur % sur mn, la valeur zéro sur le reste du
contour de cette couronne. Sur une circonférence I” intérieure & la

(1) Il serait aussi général d’écrire : o log | sn, | < U(a) a partir d’une certaine valeur

de A; mais I'inégalité (1) est d'un emploi plus commode.
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couronne : p=c, 1 < c<R, cette fonction a un minimum positif 3 logr,
r étant un nombre supérieur a 1. La fonction harmonique log|s, ()|

Fig. 1.

n’ayant dans la couronne aucune autre singularité que des infinis
négatifs, nous avons sur I,

1 -
o log| sp, | <<logp — 3logr + en ()
L
et par suite, pour £ suffisamment grand,
| Sne | < log ¢
ni Ogt ﬂll< b/‘""
Pour le coefficient a,(n<n,), nous avons la majoration classique de
Cauchy,
t n l é ¢~ max l Sny ]
p::v

De 'inégalité obtenue pour s,, résulte

1 n; c
—logla,!'<—logec+ —=log —
n gl no= s} —+ n o r?

et le second membre est négatif si

nyg log e )
n c ’
log =

(*) Il n’est pas possible que logrc2 soit négatif, car on aurait alors quel que soit n

1
1 . e -
a log | «y | £—logec < o, en contradiction avec lim | an |2 ==1.



Si nous prenons

¢’est-a-dire

c
lOgF
(2) ng << n<ng,
log -
nous aurons
I I
(3) ;loglau]<log;‘<o.

Les termes de Za,2" pour lesquels n vérifie I'inégalité (2) pour une
valeur au moins de % forment donc une série 2 rayon de convergence
supérieur & 1. Autrement dit, nous pouvons, en retranchant de la
série donnée une série & rayon de convergence plus grand, faire
apparaitre des lacunes a la fin des s,,.

6. Supposons maintenant que @ soit intérieur au domaine d’exis-
tence & de f(x). On peut le supposer borné et complétement intérieur
a 6. | f(x)| est alors borné dans @, et I'inégalité (5.1) est équiva-
lente &

(1) — log| ruy | <U() + e (2).
nj

Considérons alors une courbe de Jordan £, fermée, sans point
double, complétement intérieure a &, pénétrant dans @ et entourant
I'origine; nous la supposerons choisie de telle sorte que I'on sache
résoudre le probléme de Dirichlet pour 'intérieur de 2, et nous
introduirons la fonction harmonique /() qui a les propriétés sui-
vantes : [(x) est égale 4 U(x) en tout point de £ intérieur a @, et
alogg en tout autre point de £2; I(x)— logp reste réguliére a 'origine.
Des inégalités (3.5) et (1) valables, la premiére dans & tout entier, la
seconde dans @, résulte

1 .
ey log| ru, | < U(z) + & () .
a l'intérieur de £.
Considérons une circonférence (y):¢==c, intérieure a £ (donc
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c<1); loge —I(x) étant positif a I'intérieur de £ (puisque loge > U(x)
dans @) est supérieur sur (y) & une constante positive 3 logr (r >1);

g, 2.

on a done sur (), pour 7, assez grand,

! log|r 1 1 log <
e og| rn | <<logo —2logr—= OgF'

Or, pour un coefficient a, pour lequel n surpasse n,, nous avons la

majoration
fan| S max|r, |
p=c

ou

1, 1
; log| @, |$— loge + - log max |7y, |

p—,z
ou encore, d’aprés 'inégalité précédente,

1 n, c .
;loglan[<~logc+ " log;;,
le second membre sera négatif si

ny loge
n

. . C
rt — €S .
(c et a fortiori — est < I)
Si nous prenons
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c’est-a-dire

logp
(2) - nE> n(> nyg),
log;
nous aurons
1 i
(3) ;logﬂanﬂ<log;<o.

On peut donc de plus, dans ce cas, faire apparaitre des lacunes au
début des restes r,,.

7. Lethéoréme fondamental. — Interprétons de maniére plus précise
les résultats des deux paragraphes précédents, résumés par les deux
couples de formules (5.2) et (5.3), (6.2) et (6.3

8¢ pour une suite partielle | s, | de polynomes-sections, on a dans un

domaine 3 extérieur au cercle de convergence 'inégalité
1 -
(1) i loglsn (2) <ULr) 4 en (),

ou U(x) est une fonction continue inférieure a logo dans @ : on peut
indiquer deux nombres ). et r, h < 1, r > 1, NE DEPENDANT QUE DE (0 ET DE
LA roxcrioN U(x), de telle sorte que les termes a,x" de la série donnée
pour lesquels n appartient & lun des intercalles ).n, < n<n, forment une
série dont le rayon de convergence est au moins r.

St de plus @ est intérieur au domaine d’existence & de f(x), on peut
indiquer ). < 1 < N, r> 1, ne dépendant que de M et de U(x), tels que
les termes de la série donnée pour lesquels n appartient a Uun des inter-
calles hn, < n< N n, forment une série dont le rayon de convergence
est au moinsr(').

8. Revenons sur la démonstration de la seconde partie du théoreme
précédent; nous allons la modifier de facon a éviter 'emploi de la
courbe £. Donnons-nous le cercle (y): ¢ = ¢, ¢ <{1; tracons une suite

(1) On observera que dans ce cas, la suite | s,, | est ultraconyergente, d’aprés le pre-
mier théoréme de M. Ostrowski énoncé plus loin (§ 9); le domaine d'ultraconvergence
ne s’étend pas néeessairement jusqu’au domaine @.

THUSE G. BOURION. 3
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de cerclesG,, C, ..., C,completement intérieurs 2 &, tels que chacun
coupe le précédent, G, pénétrant dans @ et C, entourant (y) (/fig. 3).
Nous considérons la fonction harmonique «,, définie et réguliére
dans C,, qui prend les valeurs logz — U sur les arcs de C, intérieurs
a @ et la valeur zévo sur le reste du contour de C,.

Nous déterminons ensuite «,, harmonique et réguliéere dans C,, qui

Fig. 3.

prend les mémes valeurs que «, sur I'arc de C, intérieur & C, et la
valeur zéro sur le reste du contour de C,. De la méme facon, nous
déterminons successivement u,, ..., u,,, «, On vérifie de proche
en proche, & partir de logc — U > o0, que «,, u,, ..., u, sont positifs
dans les cercles C,, G,, ..., C, out nous les avons définis; «, a par suite
sur (y) un minimum positif 3logr, » étant un certain nombre supé-
rieur a 1.

D’autre part, on constate de proche en proche, a partir des inéga-
lités (6.1) et (3.5) vérifiées respectivement dans @ et dans &, que
Pon a dans dans C,

i ‘
e log| iy () | <logp — wa(w) -+ &n ().

En particulier, on a sur le cercle ()

-,}, log| ru (#)| <logp — 3logr + eu (),

et le raisonnement s’achéve comme au paragraphe 6.
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On peut transformer de la méme maniére la démontration du para-
graphe 5, pour éviter la résolution du probléme de Dirichlet relatif a
une couronne circulaire. On introduira pour cela une chaine de
cercles C,, C,, ..., C, tous extérieurs au cercle-unité, de telle sorte
que C, pénétre dans @, que C,(a>1) coupe C,_,, et que la circonfé-

rence (y) soit entierement recouverte par C,, C,, ..., C, et par @
(fig. 4).

On voit ainsi que le théoréme du paragraphe 7 peut se démontrer
par des considérations trés élémentaires : il suffit de faire appel au
théoréme sur le maximum d’une fonction harmonique, a P'intégrale
de Poisson et & la majoration de Cauchy pour les coefficients.

B. — La convergence des suites partielles de polynomes-sections.

9. Les théorémes de M. Ostrowski ('). — Les deux théorémes
de M. Ostrowski sur les séries de Taylor qui ont des suites ultracon-
vergentes de polynomes-sections se déduisent immédiatement, le
premier de I'inégalité (3.5), le second du théoréme fondamental.

Le pREMIER THEOREME : S la série La,x’ présente une infinité de

(1) A. OsTROWSKI, [1] et [3].
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lacunes de largeur relative bornée inférieurement : a, nul pour
n,<nlm, m,>hn, h>1, la sute {s,} converge uniformément
autour de tout point de la circonférence-unité o f(x) est réguliére.

Supposons f () réguliere dans un cercle () entourant un point a
Fig. 5.

m

7]

de la circonférence-unité, et méme dans un cercle un peu plus grand.
Sur Parc mgn de (), nous appliquons a r,, I'inégalité (3.5)

1
,—“log o (e)i << logp g, (),

d’ou

1 r
(1) ;ZIOQ’I'MMH<7103.0+em(w>;

sur ’arc mpn, I'inégalité (3.5) appliquée a r,, =r,, donne

L
(2) lelogirnlﬂ<]Og‘0+€m‘('l).v

Considérons la fonction «(x), harmonique et réguliére dans (v),
. I . .
qui prend les valeurs logo sur mpn et 5logp sur mgn; elle est infé-

rieure a logg a lintérieur de (y); elle est donc négative en a
(ou p=1); soit u(a)=—4h; on peut trouver un cercle (y,) de
centre a suffisamment petit pour que u(z) soit inférieure 2 — 24h
a l'intérieur de (y,). Comme les seules singularités possibles de
log|r, (x)| dans (v) sont des infinis négatifs, (1) et (2) montrent
que -nz—llogﬂr,,‘ﬂ est inférieur a u(x)+¢,, () dans (y); on a donc
dans (y,)

1

’mlogl ralz)|<—2h +en(x),



d’ol, pour m, assez grand,

%}Alogj ralz)l<<—h.
La convergence uniforme des s, dans (y,) en résulte immédiate-
ment (*).

Nous pouvons présenter autrement cette démonstration. Considé-
rons un domaine E, complétement intérieur 2 & (& peut étre recouvert
avec une infinité dénombrable de cercles; on peut former E, avec un
nombre fini de ces cercles); soit G,(x) la fonction de Green relative
au domaine E, et au point O, c’est-a-dire la fonction harmonique qui

. N 5 [ . s O I
est réguliere dans E, sauf & 1'origine ou la différence G\,(x)—logE

reste réguliére, et qui prend la valeur zéro sur la frontiére de E,. Si
nous cherchons a utiliser pour »,, la meilleure des deux majorations

(1) et (2), c’est-a-dire la seconde a l'intéricur du cercle de conver-
gence et la premiére dans le reste de E,, nous sommes amenés

N I N - . o
4 comparer ,—n—/‘loglr,,kl a la fonction ¢, (2) qui est harmonique
- I e I .y
dans E,, sauf a l'origine ou la différence ¢, — log; reste réguliere, et
. 1 .y .
qui prend les valeurs Xlogp sur la frontiére; cette fonction est

I 0 I
9, = ilogp — (1 — i) G,(x). Formons ;z—‘logjr,,/.] —¢,; cette fonc-

tion est harmonique et réguliére dans E,, sauf aux zéros de r,,, o
elle a des infinis négatifs, et peut-étre a I'origine; en tout cas, elle est
bornée supérieurement au voisinage de l'origine d’aprés Pinéga-
lité (2) et la définition de G,, elle ne peut donc y avoir d’autre singu-
larité qu’un infini négatif. Elle est majorée par un ¢,, () sur la fron-
tiere de E,, on a donc

I
mi

I

(3) log] ()] < 5 logp — (1= 7 ) Gu() + €0 ()

dans E,.
Considérons alors une suite de domaines E, emboités (E,( E,.,)
tendant vers & en ce sens que tout point % de & est intérieur aux E,

2

(1) Cette démonstration repose sur la méme idée que celle de M. Ostrowski.
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a partir d’une certaine valeur de I'indice : v>>v(&). Les fonctions har-
moniques G,(z) forment une suite croissante en tout point intérieur
a &; en effet, G,,,(x) — G,(x) est réguliere dans E, et positive sur le
contour. Les G, tendent donc uniformément soit vers —+ oc, soit vers
une fonction G(z) qui est la fonction de Green relative au domaine &
et 4 'origine. La premiére hypothése est inadmissible, car on dédui-
rait alors de (3), en y faisant croitre v indéfiniment, r,, =o en tout
point de &. La fonction limite G existe donc, et I'on a en tout point
de &
L

(3" x Log

1

(@) < logo— (1= 3) G(@) + o 0);

cette inégalité entraine la convergence uniforme des s, 4 I'intérieur
du domaine défini par

I
%logp—(r— Z)G(x}<o.

Ce domaine déborde du cercle de convergence par tous les arcs de
régularité de f(x); le résultat précédent est donc établi & nouveau et
de plus nous pouvons indiquer, connaissantle domaine d’existence &
et une borne inférieure de la largeur des lacunes, un domaineou il ya
nécessairement ultraconvergence. En particulier, comme nous pou-
vons remplacer au second membre de (3) ou de (3’)% par r%, nous

retrouvons un beau résultat de M. Ostrowski (*) :

Ve . P my.
St la largeur relative des lacunes augmente indéfiniment : n—‘ -> oC,
.

Uultraconvergence de la suite {s,,} s’étend a toutle domaine d’existence;
celui-ci est, par suite, @ un seul feuillet et simplement connexe.

Il ne semble pas possible, dans le cas général, de donner une pro-
.priété aussi simple du domaine d’existence; notre démonstration
montre toutefois qu’il n’est pas arbitraire. La fonction de Green rela-
tive a 'origine doit en effet exister, ce qui revient a dire que la repré-
sentation conforme (non forcément biunivoque) de & sur un domaine
stmplement connexe a un seul feuillet doit mener a la représentation sur

(') A. OsTtrowskl, [2], p. 335.
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un cercle et non a la représentation sur le plan pointé ou le plan com-
plet. Par exemple, il n’est pas possible que le domaine d’existence
d’une fonction définie par une série lacunaire soit le plan moins un
point de la circonférence-unité.

Le secoxo tHEOREME, — Toute série de Taylor qui posséde une suite
partielle ultraconvergente de polynomes-sections est la somme d’une
série du type précédent et d’une série a rayon de convergence plus grand
(série A structure lacunaire). C’est une conséquence immédiate de
notre théoréme fondamental : I'inégalité (7.1) est en effet vérifiee
dans la région d’ultraconvergence avec U(x) = o. (Dans ce cas parti-
culier, la démonstration du paragraphe 8 se simplifie Iégérement; le
domaine @ étant adjacent au cercle-unité, il suffit d’un seul cercle.)
Les précisions apportées a cet énoncé au paragraphe 7 ont été obte-
nues par M. Ostrowski dans le cas de 'ultraconvergence.

10. Eatension du théoréme fondamental. — Pour Ja démonstration
du théoréme fondamental, on peut remplacer I'hypothése : « I'iné-
galité (7.1) est vérifiée dans un domaine @2 » par des hypotheses d’ap-
parence moins restrictive. Si par exemple cette inégalité est vérifiée
sur un segment de droite ou un arc de cercle o extérieur au cercle-
unité, nous considérerons un second arc de cercle ¢’ de mémes extré-
mités, tel que le domaine M limité par o et o' soit extérieur au cercle-
unité (et intérieur & & si o est intérieur 2 &); nous aurons a U'intérieur
de @

;:L log|su,(2) | < Ui(2) + e (2),
Ui(z) <logp,

en désignant par U,(z) la fonction harmonique et réguliére dans @
qui prend les valeurs U(x) sur o et logp sur o; c’est une inégalité de
méme forme que (7.1) vérifiée dans un domaine, et nous sommes
ainsi ramenés au cas envisagé précédemment. Il suffit méme de sup-
poser I'inégalité (7. 1) vérifiée sur un ensemble de mesure positive de
points de o.

Supposons plus généralement cette inégalité vérifiée sur un certain
ensemble E, fermé et borné, extérieur au cercle-unité, U(x) étant
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continue sur E. Nous aurons alors sur E nonseulement U(z)<logp,
mais méme U(x) <logs — h, A étant une constante positive.
Tracons une courbe € (courbe analytique ou ligne polygonale par
exemple), fermée et sans point double, qui entoure E et soit exté-
rieure au cercle-unité; dans le domaine obtenu en retranchant de
I'intérieur de C les points de E, nous avons alors I'inégalité

7 Jog] su(2) | <logp — g () + euc (),

en désignant par ¢() la solution du probléme de Dirichlet généralisé
relatif &4 ce domaine, les valeurs données sur la frontiére étant 1 sur E
et o sur C. Si la fonction o(x) n’est pas identiquement nulle, nous
sommes encore ramenés au cas traité en premier lieu.

En d’autres termes :

Le théoréme fondamental reste exact st l'on suppose U'inégalité (7. 1)
vérifiée, non plus dans un domaine @, mais seulement sur un ensemble
Jermé E qui ne soit pas de capacité nulle.

11, Sur la convergence des suites partielles de polynomes-sections. —
D’aprés ce que nous venons de voir, la convergence uniforme
des s, a I'extérieur du cercle-unité¢ dans un domaine @ (méme non
connexe avec le cercle de convergence), ou sur un ensemble E fermé
et de capacité non nulle, exige que la série ait la structure indiquée
par le théoréme fondamental. Dans ces conditions, ou bien la fonction
S (x)ale cercle de convergence comme coupure; tout ce qu’on peut
alors affirmer est la possibilité de faire apparaitre des lacunes a la fin
des s,,; ou bien f(z) est réguliére sur certains arcs du cercle de con-
vergence; on peut alors faire apparaitre aussi des lacunes au début
des restes r,,, et la suite {s,, | est ultraconvergente.

Si 'on remplace I’hypothése de la convergence uniforme des s,,
dans @ par celle de la convergence simple, un théoréme bien connu
d’Osgood (') permet d’affirmer la convergence uniforme dans un
domaine A intérieur 3 ®. Le théoréme fondamental reste exact, & cect

(1) OsGoop, Ann. of Muth., 2¢ série. t. IIl, n° 1. Ce théoréme est établi dans les
Lecons sur les séries de polynomes de M. Montel (p. 108).
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prés que X, 7/, r ne peuvent plus étre choisis dépendant seulement
du domaine ®. Il est d’ailleurs facile de lever cette derniére restric-
tion. Tracons une circonférence C intérieure 2 . D’aprés un théo-
réeme d’Egoroff (Comptes rendus, 152, 1911, p. 244), on peut, en
excluant un ensemble A de points de C, ayant une mesure ¢ arbitrai-
rement petite, obtenir que la convergence soit uniforme sur I’en-
semble restant B(A + B=C); considérons alors la fonction U(x),
harmonique dans C, qui prend les valeurs zéro sur B et logg sur A;
dans C’ concentrique et intérieure a C, la fonction U est majorée par
une fonction continue U,, inférieure a log¢, qui ne dépend que de ¢
et non de I'ensemble A que 'on envisage ; ceci résulte immédiatement
de I'expression de U au moyen de I'intégrale de Poisson. On est ainsi
ramené au cas précédent.

Sil’on veut utiliser de maniére plus compléte les renseignements
fournis par la convergence dans @, on pourra faire un raisonnement
analogue pour un domaine A intérieur & @; on peut, pour cela, soit
utiliser la représentation conforme de A sur un cercle, soit recouvrir A
avec un nombre fini de circonférences analogues & C'.

L’hypothése de la convergence en une infinité dénombrable de points
extérieurs au cercle-unité est par contre insuffisante. Soit, en effet,
une suite de points ¥, ¥s, ..., Y. ..., et désignons par P,(x) un
polynome de degré n ayant les racines y,, y., ..., y. et tel quele
plus grand des modules des coefficients soit un; considérons la série

nin-A 1}

1+xP ()42 Pyz)+ 2" Pylr)+...+a > Pulx)+...;

développons formellement en série de Taylor; 4 cause du choix des
facteurs z, a°, 2°, ..., les termes provenant des différents P, ne se
mélangent pas. La série obtenue a donc une infinité de coefficients de
module 1, et aucun de module plus grand; son rayon de convergence
est 1. D’autre part, comme

(n—1n
5;:(714—1)_1: T+ P\(-L) +z! ]’,_,(x) +... Ltz ¢ P71—1(~L),

}

la suite partielle z 5, (H”“’E de polynomes-sections converge en chacun

des points y,.
Or il y a dans la série un coefficient de module 1, provenant

THESE 0. BOURION. 4
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(n—1)n tn(n9+l)—l,e[

de P,_,, dont le rang est compris entre
un autre, provenant de P,, dont le rang est compris entre
1; le rapport de ces rangs, inférieur

n(n—+1) et (n+1)(n-+2)
2
> tend vers 1. Il est donc impossible que la série ait la

 (nA41)(n+2)
(n—1)n
structure indiquée au paragraphe 7 (*).
12. Formation d’exemples. — Le procédé le plus simple pour
former des séries de Taylor dont une suite partielle de polynomes-

sections converge en dehors du cercle de convergence de la série peut

étre présenté sous la forme suivante : partons d’une série
A

=
E, An )"
o
n peuts

(1)
STV . ,

i(qu'on p apposer étre 'unité)

ent :

quiaun ra
my
k >7.>[.

XTOATY o n

et qui présente des lacunes de largeur relative bornée inférieurem
oy=o0 pour ni<nsny,

(epe, 2 0).

Considérons un polynome nul a 'origine :
P(r)=c,ar-+cp 2P+ ...+ c a7

ni

Formons
3 [Pl
0

si nous développons les puissances de P(x), la somme partielle E

0
et les termes suivants donnent respectivement des puissances de
d’exposants Sgn, et 2 pm,; st la condition %<7‘ est vérifiée, ce que

(t) Etant donnée une suite de points yv, on peut de méme former une série i rayon de
convergence nul pour laquelle une suite partielle de polynomes-sections est convergente
aux points yv; il suffit d'imposer au plus grand en module des coefficients de P, la valeur

(n+1)i(n+2}
n 2
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. Ot
nous supposerons, les puissances de z provenant de )_‘ ne se
[
mélangent pas avec celles qui proviennent des termes suivants.

La série

(2) Dl P(a)]”

a pour région de convergence uniforme la région P (x)| <1, qui est
d’un seul tenant ou non suivant le choix de P(z), et qui enferme en
tout cas un voisinage de 'origine. Autour de 'origine, (2) définit une
fonction analytique, & laquelle correspond une série de Taylor qui se
déduit de (2) par simple développement des puissances de P(x). Les
polynomes-sections de degrés gn (k=1,2,3, ...) de cette série
sont précisément les sommes partielles de (2); leur région de conver-
gence (R s'obtient alors en prenant la région du plan des x que
I’équation y = P(«) fait correspondre a la région de convergence des
e -

sommes partielles E o,y le cas le plus simple est celui ou 2 %, y"

0 =
a son cercle de convergence comme coupure; & comprend alors la
région |P(x)| <1 <plus, éventuellement, d’autres régions, séparées
de celles-ci, provenant des domaines de convergence, séparés

ni

Y . » T
de |y | <1, des Zo:,,y”; nous ne nous y intéresserons pas). Nous

obtenons done de‘a)s exemples ou il y a, soit ultraconvergence, soit a la
fois ultraconvergence et convergence dans des domaines non con-
nexes avec le cercle de convergence de la série.

Si ':—: - (cf. §9), ouencore si la série (1) admet son cercle de
convergence comme coupure, les fonctions représentées par la suite
partielle dans ces derniers domaines sont nécessairement différentes
de la fonction définie par la série de Taylor, puisque celle-ci a le
domaine d’ultraconvergence pour domaine d’existence.

Cette méthode est celle qui a mené aux premiers exemples d'ultra-
convergence (Porter) (). Elle s’applique encore si la suite de sommes

(1) PortER, [1]. Pour aussi Goursar. Cours d’Analyse, 4° éd., t. I, p. 284.
Y P
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ni
partielles 2 o, y" est ultraconvergente. Elle peut encore s’employer
[}

a partir d’une série 2 «,y" non proprement lacunaire, mais ayant

une suite ultraconvergente de polynomes-sections. La transformation
de Faber-Mordell (') appliquée par M. Losch a la démonstration des
théorémes d’Ostrowski () en est un cas particulier.

Il est facile de former une série pour laquelle la suite {s,,| est ultra-
convergente, { n,} étant une suite donnée d’entiers croissants telle que
mﬁ’% > 1. Je n’y insiste pas, car je donnerai plus loin un résultat
plus précis.

13. Construction d’une série pour laquelle une suite partielle de
polynomes-sections admet des domaines donnés comme régions de
convergence uniforme. — Soient @,, ®@,, ... les domaines donnés,
denx 3 deux sans points intérieurs communs; ils peuvent étre en
nombre fini ou non. On suppose que chaque @, est simplement
connexe et ne contient pas le point a 'infini (il peut 'avoir comme
point-frontiere). Aucune hypothése n’est faite sur la situation des @,
par rapport a I'origine.

Je vais montrer que ’on peut construire une série de Taylor dont une
suite partielle de polynomes-sections converge uniformément dans
chacun des 3, (et non pas dans des domaines plus étendus).

Dans le cas d’un domaine unique contenant I’origine, ce résultat a
été donné par M. Ostrowski (7).

Il suffit de construire une suite de polynomes P, (x), nuls en O,
telle que :

1° Dans tout domaine entiérement intérieur a 'un des @,, les P,
soient inférieurs 4 un en module, & partir d’un certain rang;

2° Dans tout cercle, arbitrairement petit, entourant un point-fron-
tiere de I'un quelconque des @, les P, prennent a partir d’un certain
rang des valeurs supérieures & un en module.

(1) FaBeRr, Sitzungsberichte der Bayr. Akad., 1904. t. 34; MomrbeLL, Journ. Lond.
Math. Soc., vol. 2.
(*) Loscu [1].



En effet, si I'on a une telle suite P,, on formera

(x) D [Pu(a)),

n=1

le nombre entier /, étant pris supérieur au degré de [P,—,(x)]"; le
développement formel en série de Taylor aura les propriétés
indiquées.

Construction des P, (x). — A chaque @, j’associe une fonction g, (x)
qui en effectue la représentation conforme sur le cercle-unité; sil’ori-
gine est intérieure au @, considéré, j'impose la condition ¢,(0)=o.
Je désignerai par A} le domaine, intérieur & @,, ot | ¢, ()| <1 — A,

Vo

et par I'; la courbe qui le limite.

Je considére les domaines A} pour v=r1, 2, ..., n. La fonction

| 1 '
o
3 n

U
M 3 ~ o : A . u
est, en module, supérieure a 1 sur I} " et inférieure a 1 sur I’} ™;
on peut construire une série de polynomes qui converge uniformé-

ment vers
T

[ 2 e (2)
(== —

n n

J 1
dans A} et vers zéro dans chacun des A}, p.=1an, p.5£v ('); je puis
donc obtenir un polynome pj”(«) qui soit, en module, supérieur a 1
1 1 1 5 1
n? ne

2 . . . -+ . 1 o .
sur I'; ™, inférieur & 1 sur I7 et 2 Py dans les Ay, =1 4an,

1. % v. En remplacant au besoin le polynome primitif par une de ses

puissances, je peux supposer
1 1

I o
Lp,‘,’“(x)]>l—|—z sar Iy
1

. ) Lyl
(2) Py <r— - s TR

(%) Poir P. MonTEL, Lecons sur les séries de polynomes & une wvariable complexe,
P 97
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Si Porigine est intérieure a I'un des domaines donnés, on peut

appeler @, celui qui la renferme; j’impose alors aux p,*'(x) la condi-
tion pi”(0)=o. [Soit un p," (x), v=£1, ayant les propriétés précé-
dentes et non nul en O; en le remplagant au besoin par une de ses

puissances, on peut supposer qu’il vérifie encore les inégalités (2)

I 1 I . . v
quand on remplace au second membre — par — + —, et qu’il est infé-
n n n-

. L1 s . .
rieur en module a Ax dans les Aj; pour 'annuler en O, il suffit de lui

1
fn?
a toutes les propriétés voulues. On raisonne de méme pour p\”, en
remarquant que la construction indiquée peut étre menée de telle

It I
sorte que p, (0>x<3_n7]'

Si l'origine n’est intérieure a aucun des domaines donnés, j'impose

n

encore la condition p{* (o) = o. Je considére pour cela un cercle D, ,,

ajouter une constante de module inférieur a .—; le nouveau polynome

1 1 1
, I ;. . n n 7
rayon au plu —, extérieur a ey Al
de centre O et de rayon au plus égal & -, ext A, A7, Ay, et
n -
je traite D, , comme ®,, ®@,, ..., @, en ce qui concerne la construc-
tion des p,".
Je puis alors prendre

P.(x) :2 pit(x) dans le premier cas,

v=1

Pu(x) :Z pd(x) dans le second cas.

v=0

La suite des P,(x) a les deux propriétés exigées.

Dans le cas out I'origine n’est intérieure 4 aucun des @,, il y a dans
tout voisinage de O des points ou |P,(x)| >1; ceci empéche la con-
vergence autour de O de la série (1) et a fortior: de la série de Taylor
qui s’en déduit par développement formel. Cette derniére a donc un
rayon de convergence nul.

14. Les domaines de convergence uniforme et les fonctions-limites.
— Les méthodes du paragraphe précédent, appliquées a la générali-
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sation d’un théoréme de Jentzsch ('), permettent de montrer que les
domaines de convergence uniforme (non connexes avec le cercle de
convergence si celui-ci n’est pas réduit a 'origine) des suites par-
tielles de polynomes-sections d’une série de Taylor sont complétement
arbitraires ainsi que les fonctions-limites.

D’une maniére plus précise je vais établir le résultat suivant :

Soient donnés des domaines ®@,, ®,, ... en nombre fini ou en
infinité dénombrable. On suppose que chaque @, est simplement
connexe et n’a pas le point 4 I'infini comme point intérieur; on sup-
pose de plus que I'origine n’est intérieure & aucun des @,. Soit encore
éventuellement un domaine simplement connexe @ contenant [’ori-
gine et n’ayant de point intérieur commun avec aucun des @,. Il n’est
pas supposé que les domaines @, soient sans points communs, ni
méme qu’ils soient tous distincts. Donnons-nous dans chaque ®, une
fonction analytique f,(2) qui y soit réguliere : on peut former une
série de Taylor telle qu’a chaque @, corresponde une suite partielle de
polynomes-sections qui converge uniformément vers f, dans @,, et non
dans un domaine plus grand; si I'on s’est donné un domaine @, on
peut exiger que cette série définisse au voisinage de l'origine une
fonction qui ait @ pour domaine d’existence et quiy soit représentée
par une suite partielle de polynomes-sections; sinon, le rayon de con-
vergence sera nul.

Si les @, se répartissent en familles formées de domaines (en
nombre fini ou non) deux & deux sans points intérieurs communs,
on peut facilement obtenir que la méme suite partielle corresponde a
tous les domaines d’'une méme famille (*).

DimoxsTrATION. — J’associe encore a chaque @, une fonction ¢,(x)
qui le représente sur le cercle-unité; je désigne par A} le domaine
intérieur & @, ou |9, ()| <1 — h, par I’ la courbe qui le limite,

(Y) R. JenNrzsch, [2], p. 2565 et 264. — Voici les différences avec 'énoncé du texte :
Jenlzsch ne se préoccupe pas d’avoir les @, comme domaines exacts de conyergence, ce
qui simplifie beaucoup la démonstration, mais masque la portée du résultat; d’autre part,
il n’indique pas le moyen d’obtenir un rayon de convergence fini, ct semble croire que le
cas géndral est celni du rayon de comyergence nul.

(2) Raisonnement analogue a celui du paragraphe précédent.
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par 4, une borne supérieure de | x| dans A%, par c;

une borne infé-

rieure; les mémes notations valent éventuellement pour @ avec

I'indice zéro. Je détermine ensuite les polynomes Q,, Q., .

faisant aux conditions suivantes :
(nj., est un entier supérieur au degré de x"jQ))

*
Si— Q< —l) dans AY:
puis _
-/‘____ Q |< 3
& ,) l( )]
< I
Z[ag_’)]nf
et 1 .
|, << p dans A7,
i
T Qg > 1 sur IT'y;
puis _
L T\ P
i /;E(l, /’)]
< 1
LT
et
[ Qy ' < —: dans AT,
-+
| Qg > 1 sur l{;,
puis )
fim Qi — w2 Qy— Qs < !
x (.l) ",
8 li([z‘S ]
1
J_
SR
et

L 4
Larna (), 1< 3 dans A%,
<«

kA
lamQ, > 1 sur T'%;

1
sur I';,

[
dans A?

., satis-

L}
dans A%,

4

]
dans A3,

4
e T
sur T'y%;

L . A .
pour Q, on considére A}® et f,, pour Q; A} et /,, etc.; on repart tou-
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jours de @, et I'on prend a chaque fois un domaine de plus, tout
comme dans la méthode classique du balayage; Ia possibilité de déter-
miner les Q, satisfaisant aux conditions énoncées se justifie comme au
paragraphe précédent.

Formons alors £2Q, : cette série converge uniformément dans @;
d’autre part, les sommes partielles arrétées a ceux des Q; qui ont été
calculés en faisant intervenir @, convergent uniformément dans @,
vers f,; dans les deux cas, ce sont la des domaines exacts de conver-
gence uniforme. Si nous développons formellement en série de Taylor,
la série obtenue a les propriétés annoncées (').

15. Formation d’une série de Taylor pour laquelle une suite {s,, |
converge untformément vers f(x) dans deux domaines distincts. — Je
considére un domaine @ jouissant des propriétés suivantes : le plus
grand cercle de centre O intérieur & @ est x| < 1; les points de @
intérieurs a |x|<2 forment deux domaines distincts, @, et ,;
@ = 2 n’est pas intérieur 4 M.

D’apres ce qui précede, je puis former une série Xb,2" pour laquelle

Fig. 6.

une suite partielle de polynomes-sections est ultraconvergente dans @,
® étant de plus le domaine d’existence de la fonction définie par la

(1) Les nj ont pu étre choisis de telle sorte que (degré de 27,Q;) : (degré de z7i—Qj—y)
croisse indéfiniment; d’aprés un théoréme de M. Ostrowski (§ 9), @ est alors le domaine
d’cxistence de la fonection définic par la série de Taylor.

THESE G. BOURION.

ot
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série [il n’est d’ailleurs pas indispensable d’avoir recours a cette cons-
truction; on peut partir d'une cassinienne |[P(x)|<1 qui ait la
forme voulue et appliquer la méthode du paragraphe 12]. Posons

] . , N .
a,=—= b, + —; Za,x" est une série pour laquelle la méme suite par-

o
tielle de polynomes-sections converge uniformément vers la fonction,
d’une part dans @,, d’autre part dans @,.

Il n’y a lieu d’attacher aucune importance particuliére au fait
que @, et 3, s’obtiennent en tronquant le domaine d’existence par

un cercle; on peut s’en convaincre en substituant 2 & un polynome
P(z) convenablement choisi.

16. Formation d’une série pour laquelle une suite donnée de poly nomes-
sections est ultraconvergente, une autre suite donnée ne U’étant pas. —
Si une suite {5, | de polynomes-sections est ultraconvergente, le
second théoréme d’Ostrowski montre que tonte suite {5, | quivérifie la
condition suivante est également ultraconvergente : 4 chaque m, on

peut associer un n; tel que leur rapport soit compris entre % et /i,
l

h étant un nombre qui dépend de la série et de la suite {n.}. Si, en
. . . N m
particulier, on peut associer a chaque m, un n, tel que le rapport EI

tende vers un, I'ultraconvergence de |s,, | entraine celle de {s,, |. Je
vais montrer que si cette condition n’est pas remplie, on peut former
une série pour laquelle la suite {s,, | est ultraconvergente, et non la
suite {s,,’ | :

m"n

8'tl existe un nombre 0 > 1 tel que pour une infinité de valeurs de j
Uintervalle (-m,, 0 tiei d mer

intervalle { zm,, 0, ) ne contienne aucun des n,, on peut former une

" laquelle 1 te {5, | est effect ¢ ultr T, l
séric pour laquelle la suite |5, } est effectivement ultraconvergente, la

L

sutte {s, | ne I’étant pas. La condition lim P
A

> 1 se trouve remplie
d’elle-méme.

Lemye. — Dans le développement de (x + x + 2. . . + a7), tous les
coefficients sont au plus égaux au coefficient médian (ou aux deux
coef ficients médians). C’est immédiat par récurrence; en effet, pour
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former la suite des coefficients de (1 +x ...+ 27)*' on part de la
suite des coefficients de (1 + « + ...+ «7) prolongée des deux cotés

par des zéros, et I'on prend les sommes de ¢ + 1 termes consécutifs.
Ceci posé, admettons, en remplacant au besoin la suite { m;} par une
. . T I

suite partielle, que pour aucune valeur de j 'intervalle <5mj, 6mj> ne

renferme de n,, et que de plus ces intervalles soient tous extérieurs
les uns aux autres. Considérons

[}
P(z)=(2r+ xrt' 4+ ... 4 xra) ;
. 71

pour que le degré du terme de [ P(x)]i qui a le plus grand coefficient
soit voisin de m;, nous prendrons /; égal au plus grand entier qui ne
m;

SUTNASS 3 . - 9 /AW
surpasse pas - ;5 ce degré est alors <p—}— ;) l; ou [(p—}— ;)i -;Jlj
%

suivant la parité de /;; nous supposerons p et g choisis de telle sorte
que

q
pot
7}<————[ - et 5>
)

Pq.
q
"

p
Formons E[P(:L)]G : cette série converge uniformément a I'intérieur-

de la lemniscate |P(x)! =1 (qui entoure la circonférence x|=r1 et
la touche au point z =1). Dans le développement en série de Taylor
les puissances de x qui proviennent des différents termes ne se
mélangent pas : en effet, d’aprés ’hypothése que 'on vient de faire
sur 0, les exposants des différents termes de P’ sont compris dans

I’intervalle (

1

O ()mj), et ceux des termes de P+ dans Vintervalle

[ | L. "
<§mj,,, 0mj+,) extérieur au précédent. Les s, sont donc des sommes
partielles de la série X[P(x)]i et la suite {s, | est par conséquent
ultraconvergente.

Prenons le terme @, 2" de [P(2)[i qui a le plus grand coefficient :
|

pour ceite suite de valeurs de », lim(«,)"=1; en effet, si a, z% est le



1 _ i
terme de P qui donne la plus grande valeur de (a,)’, onalim(a, )»=1,
puisque le rayon de convergence de la série de Taylor formée est un;

1 1 1 L L
lesinégalités (a, ) >(a, )", @, > a, entrainent (a, )" >(a, Y >(a,)";

le premier terme de cette double inégalité a un pour limite supérieure,

. ey , . / -
le troisiéme également puisque le rapport Fl reste compris entre des
/

limites flmesp g et 7 > 7. le résultat annoncé en résulte immédiate-

ment. La suite { s, | n’est donc stirement pas ultraconvergente; il en est
de méme de VS, |, car, d’aprés le choix fait plus haut pour les /,, la

différence | m, — 7., | reste bornée (elle est inférieure 3 p + 7 j— l)

Ce résultat est intéressant pour la formation d’exemples.

17. Les domaines d’ultraconvergence des dzférentes suttes partielles
a’epolynomes—wciiom — 1° Donnons-nous deux suites d’entiers { m, |
et {n,!, la seconde étant une suite partielle de la premiére et les con-
dlthﬂS du paragraphe précédent étant remplies. Formons une série
Za,x" pour laquelle la suite partielle {5, } soit ultraconvergente, et une
série Xa,x" pour laquelle la suite parlle]le {5, | soit ultraconvergente,
la suite partlelle{ s, ne l'étant pas Sontxouxoi =1)un pomtmteueur
a un arc d’ultraconvergence de {s,,|; prenons un nombre A(|%|>1)
tel que 2z, soit intérieur au domaine d’ultraconverrvence de {s, |-

Considérons la série Xa'" 2" ot @' = a,+ —a’; ellea encore le cercle

}ll
**' o

unité pour cercle de convergence; les suites partielles {s, | et {s,/ |
relatives & cette série sont toutes deux ultraconvergentes, et le
domaine d’ultraconvergence de la premiére suite s’obtient en tron-
quant par le cercle |&| =\ celui de la seconde.

2° Des deux suites partielles considérées dans cet exemple, I'une
est une suite partielle de I’autre, et son domaine d’ultraconvergence
s’obtient en tronquant celui de la seconde par un cercle. Montrons que
I'on peut construire un exemple qui ne présente pas ces particularités.

Tout d’abord, nous pouvons supposer Xa, z" lacunaire; en substi-
tuant 4 & un polynome P(&) convenablement choisi, la circonférence
|x| =% sera remplacée par une cassinienne |P(&)|=".
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Soient maintenant deux suites d’entiers {m,} et { n,} dont chacune
remplit vis-a-vis de I'autre les hypothéses du paragraphe précédent;
désignons par { p,| la suite obtenue par la réunion de {m;} et de
{n.}. Nous cherchons & former une série pour laquelle les deux
suites {s, | et {s, | soient ultraconvergentes, aucun des domaines
d’ultraconvergence n’étant entiérement intérieur a 'autre.

Nous pouvons tout d’abord former une série Za,2” pour laquelle
{Sm,} et {s,| sont ultraconvergentes, le domaine d’ultraconver-
gence U, de la seconde s’obtenant en tronquant celui de la pre-
miere ‘1L, par un cercle I'; alors {s,, | est alors ultraconvergente; son
domaine d’ultraconvergence ‘L, contient U, et ne peut avoir avec 1L,
aucun autre domaine commun adjacent a I'. Si l,,, qui contient U,
puisque {/m;} est une suite partielle de { p;}, n’est pas identique a U,
le résultat désiré est obtenu; envisageons le cas ou L, est identique
AL,

Formons d’autre part une série La,x” pour laquelle {s; }et{s, |sont
ultraconvergentes, le domaine d’ultraconvergence L, s’obtenant en
tronquant U par une cassinienne I'* distincte d’un cercle; sile domaine
d’ultraconvergence de {s,, |, 1U,,, n’est pas identique 2 U, le but est
atteint; supposons U, idenlique & U;.

En faisant au besoin dans I'une des séries une substitution (x| cx),

Fig. 7.

nous pouvons supposer qu’il existe un point w commun aI' et a I'", et
intérieur a U,, ainsi qu’a U,.
Considérons alors la série X(a,~+ a;)x’=ZXa; 2’. Au voisinage
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* *
IIII

de w, le domaine d’ultraconvergence de {s;’ { est limité par I'*, celui

de {s," | par[.
Par conséquent, les suites de polynomes-sections {s, | et s, | sont
toutes deux ultraconvergentes; les deux domaines d’ultraconvergence

sont différents et aucun ne contient entiérement lautre.

18. Une remarque sur les domaines d’ultraconvergence. — Considé-
rons toujours une série de rayon de convergence égal i 'unité, pour
laquelle la suite {s, | est ultraconvergente. Prenons un nombre R >1
et associons a chaque n, le plus petit entier m (R) tel que 'on ait

i

m(R) < n,et]a, [’—‘< li{pour m, (R) < n<n;;il résulte de la démons-

tration du théoréme fondamental (¢/. §5) que m (R) existe, au moins
a partir d’une certaine valeur de £, si R est suffisamment voisin de 1

. .oony , . ,
(et méme que l’on a hm# > 1>. Les termes de la série donnée dont
— 1]

le rang n vérific Vune des inégalités 7, (RYy<<nsn, (k=1,2,3,...)
forment une série () dont le rayon de convergence est au moins R.
Considérons la suite {s,,.,, | : 1a différences,, — s, étant un reste par-
tiel de () tend uniformément vers zéro dans |x | <R. Considérons le
plus grand domaine (nécessairement simplement connexe)?’ qui con-
tient l'origine et est intérieur au domaine d’ultraconvergence de L
ainsi qu’au cercle |2 | <R, et le domaine défini de facon analogue a
partir du domaine d’ultraconvergence U’ de {5, | : ces deux domaines
sont identiques.

Le plus grand domaine 2w contenant ’origine commun a U et W
n’est pas forcément identique & ?7; placons-nous dans hypothése
W D ; nous pouvons alors tracer une circonférence (y) qui coupe

) I
|| =R et sur laquelle g,=3s,, — s, tend vers zéro avec 7 Sur un

arc pg de (y) intérieur & |x| <R, nous avons, a partir d’une certaine
valeur de £, "g, | <A™ ou X est une constante inférieure & 1 [ceci
résulte de (3. 1) modifiée en tenant compte de la valeur R du rayon de
convergence |; sur I'arc complémentaire, nous avons pour £ assez
grand | o, | <1;u étant la fonction, harmonique dans (), qui prend les
valeurs logi sur pg et zéro sur I'arc complémentaire, nous avons
dans (v) log o, | <<u.m,(R) avec u<C o, d’ou il résulte que la série
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converge uniformément & I'intérieur de (y); la série (X) a donc une
suite ultraconvergente de sommes partielles, et I'on peut y faire appa-
raitre des lacunes au début des restes, c’est-a-dire au début des 5,. La
circonstance envisagée ne peut donc se présenter pour des valeurs
de R arbitrairement voisines de 1 qu’avec une loi trés particuliére de

répartition des | a, " au voisinage des lacunes.

Il ne peut exister un domaine ) ou un arc rectifiable C commun aux
domaines d’ultraconvergence, ou simplement aux domaines de conver-
gence uniforme, d’une infinité de suites { s, | telles que R > 1, et non
intérieur au cercle-unité : le théoréeme fondamental, tel qu’il a été
complété au paragraphe 10, entraine en effet pour les valeurs de R
considérées

1
—_— - I
Iim la, 'S 5>
n=mp{R), k> = Rl
ou R, ne dépend pas de R, mais seulement de D ou C; ceci est en con-

tradiction avec
1

lau 2 &

pour n=m;(R).

Convenons d'appeler voisines deux suites {s, | et {s,,| telles que
I’ensemble des termes de la série considérée qui vérifient n,> n > m,
ou n,<n<_my; pour une valeur au moins de £ forment une série dont
le rayon de convergence surpasse un (toute suite voisine d’une suite
ultraconvergente est donc ultraconvergente). Nous voyons que l’on
peut trouver des suites voisines telles que la partie commune, exté-
rieure au cercle-unité, de leurs domaines d’ultraconvergence soit
« arbitrairement petite ». Nous allons d’ailleurs retrouver ce résultat
par une auntre méthode et le préciser.

19. UnvremyMe. — Soitune fonction u(ax) harmonique et réguliére dans
la couronne (T') : R, < || < R,, R, > o0, et non négative dans (T'); sout
de plus u(x)21 en tout point intérieur ¢ (I') d’un arc de Jordan A qui
joint la circonférence |x | =R, a la circonfeérence | x| =R, : sur toute
circonférence | x| =R (R, < R<R;), u(x) surpasse un nombre positif
qui ne dépend que de R, et R, et non de la forme particuliére de Uarc A.
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Cette conclusion reste exacte si «() est simplement supposé harmo-
nique en tout point de (I') non situé sur A, 'hypothése u(x)2 1 sur A
¢tant remplacée par la suivante : limu(z,)21 pour toute suite z, qui
tend vers un point de Aintérieur a (I'); jesignale I'analogie compléte de
ce lemme avec un théoréme de M. Milloux, généralisé par M. Ehrhard
Schmidt ('), qui est relatif au cas R,=o0. Je ne démontrerai que
I'énoncé donné plus haut, qui est le seul dont j’ai besoin ici, et qui,
comme M. Montel me I’a fait observer, peut étre établi trés rapide-
ment.

La famille des fonctions «(x) harmoniques et non négatives dans (')
est normale dans (I'); si nous supposons de plus que u(x)21 en un
point au moins de la circonférence |« ! = R, aucune fonction limite ne
peut étre la constante zéro; donc pour &, =R tous les u(x) ont une
méme borne inferieure positive m. D’autre part ces fonctions u(x)
prennent dans 'annean R, <|z| < R. les mémes valeurs que u(R, )

R . .
anc ]? .| 2 8 5
dans 'anneaa 1 < |2 | < 0 00 quimontre que m dépend uniquement
des vapports 22 et !
pports g~ €L i,

i

20. Le domaine d’ultraconsergence et lim | a, ™. 1l résulte du lemme
précédent que : St la suite {s,, | est ultraconvergente, et st le domaine
d’ultraconvergence n'est pas tout entier intérieur au cercle x| <R, on
peut prendre pour les nombres ), ', r du théoréme fondamental des
valeurs dépendant uniquement de R, et non de la forme du domaine
d’ultraconvergence.

En effet, on peut tracer un arc A joignant |2 | = R la circonférence
du cercle-unité; Papplication du lemme montre alors que I'on a sur la
circonférence |« | = R

]
o log| sy, | <logp — w ~+ ey (),

ol « est un nombre positif qui ne dépend que de R; ¢’est une majora-
tion de la forme envisagée au paragraphe 7.

(1) H. MicLouvx, Journ. de Math., 1925. p. 30; E, Scnmior, Sitzungsberichte der
preuss. Ahad., 1932, p. 391.
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En particulier, on peut donc écrire
1

Tim | @, < —

r(R)’

1
7
qui contient sirement le domaine d’ultraconvergence et dont le rayon ne
dépend que de cette limite inférieure, R=R(l); R(I) tend vers 1
avec [ ().

Ce résultat, intéressant en lui-méme, vanous permettre de compléter
trés simplement la remarque du paragraphe 18 sur les suites ultra-
convergentes vorsines :

1
\"t = 5 n’est pas nulle, on peut indiquer un cercle

ny

Par suite, s¢ lim | a

St la suite { s, | est ultraconvergente, on peut, pourtout R suffisamment
voistn de 1 (R > 1), déterminer une -suite {s,, |, voisine de la premiére,
uniformément convergente autour de tout point intérieur ¢ || <R du
domaine d’ultraconvergence de {s, } et telle que son domaine d’ultra-
convergence ne sorte pas d’un cercle | x| <_R* dont le rayon dépend uni-
quement de R et tend vers 1 avec R.

Il suffit pour cela de considérer la suite {s,,, | du paragraphe 18.

Cect implique une certarne continuité dans ' ultraconvergence; il n’est
par exemple pas possible que les suites de polynomes-sections se
répartissent en deux classes : la premiére formée de suites non ultra-
convergentes; la seconde, formée de suites dont les domaines d’ultra-
convergence aient en commun un domaine (ou méme simplement un
point) extérieur au cercle de convergence de la série. En particulier,
pour une série qui présente des lacunes de largeur relative indéfini-
ment croissante, le domaine d’ultraconvergence, identique au domaine
d’existence pour les sommes partielles arrétées aux lacunes, se réduit
de plus en plus quand on prend des suites voisines, jusqu’a tendre vers
le cercle de convergence.

1
(1) Par conséquent, si lim|a, |72 7 la série considérée ne pent avoir aucunc suite

partielle de polynomes-scctions dont le domaine d'ultraconvergence sorte du cercle

1
] . . S 1 .
(2] < R(Z); ce résultat resie exact si I'on a seulement lim | @y, (V42 7 pour une suite par-

tielle ay, de coellicients telle que lim =242 =7,

ay,

THLSE O. BOURION. 6
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Ces remarques jointes a celles du paragraphe 17 semblent indiquer
que les relations entre les domaines d’ultraconvergence des diffé-
rentes suites de polynomes-sections d’une série de Taylor présentent
un caractére assez compliqué.

21. Les domaines de convergence des suites de polynomes-sections
1. n . . , . .
avec llm—,‘f—‘ finte. — Il résulte du théoréme fondamental que, si la
A
suite {s, | de polynomes-sections converge dans des domaines D,
- n . . ,
lim —,‘—l*—' surpasse une certaine constante > 1 qui ne dépend que desD,;
k
on a en effet, avec les notations de ce théoréme,
Ty 1
hm — > -.
A
Autrement dit, pour que la suite {s,, | puisse converger dans les D,, il
faut que la croissance des n, soit « suffisamment rapide ».

Nous allons montrer que, inversement, si on limite la croissance

des n,, on en déduit, en un certain sens, une limitation des domaines
de convergence de la suite {s,, }.

.on . . . .
Soit —,';l‘ < K (au moins a partir d’'un certain rang). Posons
A

Py =S5, = Sy (== Pag, mgea—ny )+

Considérons la couronne, contenant le cercle-unité, comprise entre
le cercle I' : o =A>1, et le cercle A : ¢ = ¢ < 1. Supposons que la
suite {s, | converge uniformément sur un arcmn de I' (ou méme
simplement que les |ry | snient bornés sur mn); on peut donner une
borne supérieure de U’arc mn en fonction de K etde h (*).

Utilisons en effet pour r, =r la majoration (3.1) sur A

R MR 4 —TLL

et la majoration (3.3) surI', nous obtenons

I
ﬁiloglr';,[<logp+e"‘(z) sur A

et surI’
I

o loglrw | <logp + ey (%),
A1

(1) Si njgps 2 ng—>1, il ne peut y avoir ultraconvergence, d’aprés le théoréme réciproque
d’Ostrowski; ’énoncé du texte est une généralisation de cette propriété.
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d’ou

1 -
- log| ru, | < Klogo -+ &, ().
L

u(x) étant la fonction, harmonique dans la couronne (I', A), qui

Fig. 8,

prend les valeurs logg sur .\, zéro sur Parcmn de T, et K logh sur le
reste de I', on a dans la couronne considérée

I
N log'ro <ulx)-+e(x).
A

Si u(x) était négative sur toute la circonférence-unité, la suite{s,, |,
d’apres I'inégalité précédente, eonvergerait uniformément autour de
tout point de cette circonférence, ce qui est impossible puisque la
fonction limite f(x) y a au moins un point singulier. L’arc mn doit
donc étre assez petit pour que le maximum de () sur ¢ =1, qui est
évidemment une fonction décroissante de I'ouverture de I'arc mn ('),
soit positif. Nous allons chercher a disposer de ¢ pour améliorer
autant que possible la borne obtenue pour cet arc [borne qui peut
encore s'abaisser, si I’'on donne des renseignements sur les points
singuliers de f () sur le cercle de convergence].

Introduisons les fonctions suivantes :

¢, harmonique dans (I', \), égale & 1 sur A etosurI';

(1) Considérons en effet la fonction w* correspondant & un arem*n* plus grand que mn;
on peut toujours supposer que /m*n* contient mn: les valeurs de u et u* sont alors les
mémes en tout point du contour, sauf sur la partic de m*n* extéricure a mn ou u* prend
des valeurs plus petites: u* est done inférieur a « en tout point intérieur a la couronne,
done en particulier en tout point de la circonférence-unité.
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w, harmonique dans cette méme couronne, égale 4 1 surI' — mn, a
zéro sur mn et A; on a

logh — logs

= ——1
logh —log g

u=logq.v+ Klogh.i;
enfin 2, harmonique dans T', égale & 1 sur I' — mn, et a zéro sur mn;
on a, dans (I', \), t > w.
Sur o =1, il faut que I'on ait
mas 2o,

e=1
ou

—logg
max ¢ )

log 1
mas (v 2 — 29 > —— 21 .
= o=1 - N logh —logg

—_—
p=1 Klogh =,

ceci doit avoir lieu quel que soit ¢ <1, il faut donc

1
max v 2 =

==
¢

et a fortior:

I
maxi > —.
p=1 - I\

Supposons que mn soit ’'arc — 6 < w < 8 du cercle I'; le maximum

Fig. 9.

de ¢t sur p =1 est alors atteint en x=— 1; c’est la valeur de ¢ sur
Parc de cercle (n, —1, m), donc =, =« étant I'angle de cet arc avec
i
Farc mnde I'. Ora=n — OmAa, ) étant le centre de I'arc (n, —1, m);
N
on connait Om=~h, mOr =290, et % :

(A+12=|dA—leVP=(h—Nel)(h—le),
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d’ou
5 ht—1
T 2[hcost + 1]
On a
h:Um:?».cos@—rT)\cosoc,
Acosh — h 2 cosh —h
COSOl — ——— COSOL = ——»

m mhk

d’ou, comme mi =141,
2/ sin*h

(1) cosoc:*cos@—/l-,_r_ ahcosh +1

On connait donc «, d’ott pour K une limite inférieure

(2) K27

T
si I'on se donne O; et inversement, une limite supérieure pour 0, si
I'on se donne K.

AvppLICATION. — St le domaine d’ultraconvergence s’étend a infini et

T en
T —6’
effet, coso——cosf, «-—>mn—0. La démonstration directe est
d’ailleurs immédiate : tracons une figure homothétique telle que

Om'=1; la position limite de 'homologue de I’arc considéré quand le

renferme un angle d’ouverture 29, on a nécessairement K 2

rayon de I' croit indéfiniment est »'On?, d’ott Om'A’'= 0, et la valeur
limite de « est bien = — 0.
Comme cosa < — cosf = cos(n—0), on a

a>n—08;

pour une valeur donnée de 0, la limite obtenue pour K est d’autant
meilleure que A est plus grand.

Suppousons maintenant que les s, convergent uniformément, ou
simplement que les r,,=s,,  —s, soient bornés, sur un ensemble E

N +1
. , . Bl

de la circonférence I' : p = h, de mesure angulaire 20; 57 lim %gK,

on a

K

v

s
-
o

I'angle « étant défini en fonction de 0 et /& par la formule (1).
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Pour I'établir, il suffit de modifier légérement le raisonnement :
prenons des arcs m,n,, myn,, ..., en nombre fini, intérieurs a E et
dont la mesure totale soit aussi voisine de 20 qu’on voudra. Les valeurs
imposées & w et ¢ sur I'serontzéro sur ces arcs et un ailleurs. Montrons
que la valeur de ¢ en « = —1 est maximum quand les arcs m,n,,
myn,, ... sont juxtaposés et forment un arc unique dont le milieu a
I’abscisse angulaire w = o : il suffit de montrer que dans ces condi-
tions 1 — ¢ est minimum. Or la fonction harmonique égale 4 un surmn
et a zéro ailleurs varie toujours dans le méme sens sur ¢ =1 entre les
deux extrémités du diamétre axe de mn. Si les aves m, n,, man,, ...
n’ont pas la disposition indiquée, on peut remplacer, sinon peut-étre
un de ces arcs, du moins un arc partiel par un arc égal et dont le
milieu est plus rapproché angulairement du demi-axe réel positif;
cette opération diminue la valeur de 1 —ten x = —1.

ReMarQue. — St m%’i <K et st les ryy=s,, , — 5, sont bornés sur
un ensemble, de mesure a;zgulaire 20, de points du cercle X' : p=h, il y
a ultraconvergence st 0 surpasse une certarne limite, fonction de h et K.

Il y a en effet surement ultraconversgence si le ménimum de la fone-

tion u sur le cercle-unité est négatif, c’est-d-dire si mmu<o ou
p=

. logg —logy
nplirlnv<— Klogh{,g,’ ou si X;'ljle< K Tozh — logg’ comme t >,
logg

cette condition sera remplie si ?zl?t<Km

membre ne dépend pas de ¢, nous pouvons donc disposer de g(< 1)
pour donner au second membre la valeur la plus favorable; la condi-

le premier

tion mmt< entrame donc l'ultraconvergence; or le minimum de ¢

P 5

est atteint en xr = 1; ¢’est = ou 3 est défini par

2 h sin9

(3) cosf3 = — cosf -+ W ahicosi

., s
La condition K < 7 assure donc I’ultraconvergence.

On observera que lorsque A croit indéfiniment, « et 3 ont la méme
limite = — 0.

22. Sur certains domaines d’ultraconvergence. — Considérons une
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série pour laquelle une suite |s, | de polynomes-sections a pour
domaine de convergence uniforme le domaine Ul obtenu en fendant
le plan suivant I’axe réel & droite du point z =1. Sur la circonfé-
rence 0 =R, R>1(¢ =|«|), prenons un arc pmq qui contienne le
point ou elle traverse cette coupure.

Pour n<ny, nous déduisons de la formule de Cauchy

1
lan| < B |max [ S0y ]
L=

la majoration déja employée
(1) ,—Illog|a,tl<%{;?;a;;ll—klogls,%]—logl{
Nous utiliserons pour log!s, | les majorations suivantes : sur pmq
'%A log{su, | <logR e, (x);
sur I’arc complémentaire pm/q ainsi que sur g =1

" oo
,'L_A og!su | <en(x).

Supposons pn, < n<n, o< <1, et considérons la fonction 9 (),
harmonique dans la couronne 1<p <R, qui prend,les valeurs
(i — 1>logR sur I'arc pmg, —logR sur l'arc pm/q et zéro sur la

circonférence-unité; nous avons dans la couronne considérée
I
(2) ;logts,ul-—log‘o<flo(x) -+ &, (2).

Mais la fonction ¢ différe arbitrairement peu de — logp si I'arc pmeg
a 0té pris assez petit; nous pouvons donc supposer que l'on a, sur la
circonférence p =R,

(3) maxcp(x)<—--;-logR.

La comparaison des inégalités obtenues donne, pour p.n << n<n,

1

3 logR + ¢,,(x)

1
,—llog]an|<—
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et par suite

1 I
-log a, <— ;logR
n N

si, de plus, n, est assez grand :
> \[R, @]

Les seules hypotheses faites sur R et . sont R>1 et . <1, de sorte
que nous pouvons répéter le raisonnement en remplacant R et u. par
R? et 1.2, puis par R® et u’, etc.

Prenons alors dans la série donnée tous les termes a,x" dont le
rang n vérifie 'une des conditions suivantes :

soit urn, < n<n, pour un certain n, tel que n, > N[R, u.];

soit urn, < n<n, pour un certain n, tel que n, > N[R?, n?], etc.;
de maniére générale, on doit avoir pour un certain entier /4 et un

certain n, _
phng<ning avec ng> N[RY ph),

La série de Taylor formée par ces termes représente une fonction
entiére, car pour les «, considérés

’ .
= log @] > —

et, en la retranchant de la série donnée, on fait apparaitre a la fin des
s,, des lacunes de largeur relative indéfiniment croissante.

En invoquant un théorétme de M. Ostrowski déja maintes fois
utilisé (§9), nous pouvons affirmer que U est le domaine d’existence
de la fonction définie par la série donnée.

Le raisonnement que nous venons de faire, avec des modifications
insignifiantes, permet d’énoncer le théoreme suivant :

Etant donné un domaine U sitmplement connexe, ¢ un seul fewillet,
contenant Uorigine, et tel que lim20(p) =27, 20(p) désignant la
p>w

mesure (') en radians de U'ensemble des points de la circonférence de

(1) Eventuelloment la mesure mtérieure. Il sutfit d ailleurs que 'on ait

fim 2w(p)=2m.
p>w
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rayon ¢ intérieurs a U : toute série de Taylor dont une suite partielle
de polynomes-sections a U comme domaine d’ultraconvergence définit
une fonction analytique dont U est le domaine d’existence.

Observons encore que nous aurions tout aussi bien pu écrire, au
lieu de (3),

max ¢ (z) < — (1— 27) logR pour logp=(1 —n)logR,
7 étant un nombre positif quelconque. Nous obtenons ainsi facilement :

St le domaine AL est tel que, pour une certaine valeur R de o, on ait
2w(R) = 21, toute série dont une suite partielle de polynomes-sections
a W pour domaine d’ultraconvergence est la somme d’une série régulicre
dans le cercle ¢ <R et d’une série présentant des lacunes dont la largeur
relative croit indéfiniment.

Soit & le domaine d’existence de la fonction définie par la série
considérée; désignons par €. 'ensemble des points communs & U
et au cercle C défini par p <R : C.U et C. & sont identiques.

Remarque. — Les calculs précédents restent valables si 2w (p) désigne
la mesure (ou la mesure intérieure), en radians, de I’ensemble des
points de la circonférence de rayon ¢ intérieurs aux différents domaines
de convergence uniforme de la suite {s, }. La série se décompose
encore de la facon indiquée; U et & désignant toujours le domaine
d’ultraconvergence et le domaine d’existence, nous pouvons affirmer
I'identité de U et & dans la premiére hypothése, de C. L et €. & dans
la seconde.

23. Domaine d’ultraconvergence et domaine d’existence. — Nous
avons constaté que I’on peut se donner a priori, de fagon complétement
arbitraire, les domaines de convergence uniforme d’une suite partielle
de polynomes-sections, en particulier le domaine d’ultraconvergence
(§ 13). Les résultats que nous venons d’obtenir montrent qu’au con-
traire il n’est pas possible de se donner a la fois a priorile domaine
d’existence & et le domaine d’ultraconvergence L d’une suite partielle
en observant seulement les conditions imposées par les théorémes de

TIESE G. BOURION, 7



M. Ostrowski (*). On peut également se rendre compte de ce fait par
les considérations suivantes : .

D’aprés le théoréme fondamental, on peut, étant donné aL, retran-
cher delasérie donnée une série de rayon de convergence 2R de facon
a faire apparaitre des lacunes de largeur relative 20> 71, R et §
dépendant uniquement de L. Désignons par & I’ensemble des points
de & intérieurs & |« | <R : & est intérieur au domaine d’existence de
la fonction définie comme somme de la série lacunaire obtenue ; donc
(voir § 9) nous pouvons indiquer un domaine ¢ dans lequel il y aura
ultraconvergence pour la suite correspondante de sommes partielles
de cette série. Désignons par # I’ensemble des points de ¢ intérieurs
a ¢ <R:si d€ n’est pas intérieur & L (au sens large), le probleme
posé n’a surement pas de solution. Or la conditior ¢ 1L n’est pas
forcément vérifiée. En effet, tracons un arc mn qui traverse &, et
supposons mn intérieur & U; on peut prendre pour 0 et R les valeurs
calculées au moyen de Vinégalité (7. 1), U(x) désignant la fonction,
harmonique dans larégion ¢ > 1 fendue suivant mn, qui prend la
valeur zéro sur mn et sur la circonférence-unité et qui présente la
singularité logp a l'infini; ces [valeurs ne dépendent que de mn; on
peut donc indiquer pour J¢ un domaine quine dépend que de 'arc mn.
Or il est clair que I’on peut choisir un domaine Ul contenant mn et tel
que la condition # Ul ne soit pas vérifiée; la figure 10 Vindique
suffisamment.

Il résulte également, soit de considérations analogues aux précé-
dentes, soit du paragraphe 22, qu’il n’est pas possible de se donner
arbitrairement, sous les seules réserves imposées par les théorémes de
M. Ostrowski, les domaines d’ultraconvergence de deux suites partielles
différentes de polynomes-sections; il est par exemple impossible que
I'un de ces domaines soit du type envisagé au paragraphe 22 et que le
second ne lui soit pas intérieur (au sens large).

Dans tous les exemples d’ultraconvergence que je connais, la con-
dition suivante est vérifiée; on peut trouver un cercle G, contenant le

(%) A savoir : U est intérieur & &; si I' est la plus grande eirconférence de centre O
qui limite un cercle G intéricur & &, G est aussi intérieur & U ; enfin les cnsembles I'.&
et I'.U sont identiques. U est ¢videmment supposé simplement connexe et ne conte-
nant pas le point & I'infini.
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cercle de convergence, tel que C.U et C.& sotent identiques (C.U
désigne I’ensemble des points intérieurs a la fois & Cet & ).

Fig. 1o0.

En particulier, cette condition est vérifiée dans les cas suivants :

Série formée par le procédé du paragraphe 12, a partir d’une série
ayant son cercle de convergence comme coupure;

Série formée par ce méme procédé a partir d'une série vérifiant elle-
méme celte condition;

Série que l'on peut décomposer en une série qui présente des
lacunes de largeur relative indéfiniment croissante et en une série a
rayon de convergence plus grand.

Il serait intéressant d’indiquer un exemple ot cette circonstance ne se
présente pas.

C. — La « continuité » de la structure lacunaire.
24. Nous considérons une série ayant la structure lacunaire envi-
sagée au paragraphe 4 :
Sapxt=2ayx"+ X ay* 2,
— . 1
Lim | a,* "<<lim|a,|*,
a,=o pour my << n < my,

.om;
ngl_;i>1 (k=1,2,3,...).

Nous prenons un entier n, compris entre 7z, et m, et tel que, en
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posant
m ni
— =4, — =
ng ks mf ks
'on ait
lim 9, <1, bim fp <1

on peut alors supposer 0,< 0, 6, <0, 0 étant un nombre inférieur a 1.

Supposons que la série Za,x* ait le cercle-unité pour cercle de
convergence, et que z = 1 soit un point singulier pour la fonction f(x)
qu’elle définit. Nous allons chercher & étudier le développement en
série de Taylor de f(x) autour d’un point & ==£%="nhe®* du cercle-
unité :

For=Y vl — 21

pour cela, nous passerons par l'intermédiaire du développement des,,
autour du méme point :

npe

Y N
Spp () :2‘ aS,’"(w —Ey.
0

Nous avons
2 yf flx) = sul=)

i @ 4O

oy, — ol =
Uintégrale étant prise sur un cercle
lz—¢l=p (A +p<1).

En tenant compte de (3. 1), nous en déduisons par un calcul analogue
a celui qui a mené a (4. 1)

(1) —log| on— P | <—logp + X Zlog(k+ p) -+ en(2)
n n | 6% A
n
f e D
pour — 21.

D’autre part, nous avons

? o
g — LY _Su(2)
" el J (e — )t

I'intégrale élant prise sur un cercle de centre £ et de rayon /> 1.
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En utilisant (4.1), on trouve
(2) ,—;logl ol | < —logp' + %’ [Grlog (R =+ p') = eny(2) |-

L’inégalité (4. 1) n’a été établie que pour une couronne 1 << o <R, ;
nous supposerons A et u'— 1 assez petits pour que A + v’ <R,.

On déduit de (2) qu’il est possible de trouver un nombre C > 1 tel
que I'on ait

(3) ;Ilogla‘,f’|<—10gu’., <P, <, pour%" <G,
a condition de prendre X suffisamment petit : A < A(C); un tel choix
est en effet possible pour A =o a cause de 0,<<0 <1, et le second

membre de (2) est une fonction continue de A.
D’autre part, il résulte de (1) que I’on a pour A assez petit

1 . . .
(4) ~logla, —offl | <—logp,,  oup>1—EJ;
pour l’établir, posons w=1 — A — v}, puis, en désignant par © une
variable auxiliaire positive, A = L=, y=E~; posons de méme
pa=l1—E| 47, m=E1.
Quand < tend vers zéro, la partie principale de

o+ X 10002
— logp + P gklob(l—l—p)

o]

ny. i
[L—E('e‘z %)

L

est

=

)

que les conditions

| S

lim%, <1,

S

permettent de majorer par (L — pE)~ ou p est une quantité positive;
la partie principale de — logu., est (L coso —E,)<,-au moins égale &
— (L+E;)=; prenons L et-E tels que pE — 2L > o0, puis E, tel
que — (L+E,) >L — pE(E,L,E, positifs); si nous donnons & < une
valeur suffisamment petite, = < t,, nous aurons

ne 1 -
— logpy > - logp + PR log (% =+ p);
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comme le produit %s,,,_(:v) tend vers zéro pour %" < G, l'inégalité (4)

sera vérifiée pour les valeurs suflisamment grandes de £.
o désignant le plus petit des deux nombres i, et ., la comparaison
de (3) et (4) montre que I'on a

w I .
(5) llm*;log[a"ié—logyo,

’astérisque indiquant que I’on considére seulement les » qui vérifient

- n .
1<=* < G pour un n; au moins.

Done, si i, est supérieur au rayon de convergence de Za,(x — §)",
nous pourrons affirmer que cette série alaméme structure « lacunaire »
que la série donnée Xa,z"; or, le rayon de convergence en question
est au plus |1 — £/; observons que la valeur de 1, déterminée pour un
point £ =%, convient a fortiori pour tout point &, [£]<|&,|; déter-
minons en conséquence une valeur de 1, convenant pour un point £;
ce v/, est supérieur a 1; d’autre parton a, en tout point &, u, > |1 —¢|;
si nous prenons |&[<|& |, |&] <u, — 1, la condition p, > |1 —E|
sera sirement vérifiée.

Supposons de plus que I'on puisse faire apparaitre dans la série

),

Sa,x" des lacunes de largeur relative croissant indéfiniment : s =003
A

nous pouvons alors supposer 6, - o, 6 — o3 (1) entraine alors
T , ,
;log,an— o, | >—w

quand n; croit indéfiniment
Prenons 1;—5 < g(k), ou g(k) augmente indéfiniment avec 4 mais de
fagon suffisamment lente pour que les produits g(£)0, et g(k). ¢,, ()

. . nr .
qui apparaissent au second memb.re de (.2) quand on y remplace — par
g (k) tendent vers zéro ('). Cette inégalité entraine alors

-— 1 e
lim —log| | — log p's

(1) Il parait difficile de donner un résultat plus préeis; si I'on se reporte au calcul fait



la comparaison des deux résultats montre que
(®) Tion* = log| o, | <— log g,

l'astérisque indiquant ici que I'on considére uniquement les n qui
vérifient I'inégalité

np .
(7) s - < g(k)

pour une valeur au moins de £.

(6) et (7) montrent que pour |&| < ' — 1 (et|E! > 1), le dévelop-
pement de f(x) autour du point # =E& présente la méme structure
que son développement autour de I'origine : on peut y faire apparaitre
des lacunes dont la largeur relative augmente indéfiniment.

La seule condition imposée au nombre v/ > 1 est que A -+ w’ soit
inférieur au rayon extérieur R, de la couronne dans laquelle nous
avons établi la validité de (4. 1). Introduisons I'hypothése supplémen-
taire que dans la décomposition

Sa,at=23ayxr" 4+ Za,* 2",

la seconde série représente une fonction entiére; ' peut alors étre pris
arbitrairement grand, de sorte que le développement de f(x) autour
d’un point quelconque x == intérieur au cercle de convergence se
partage en une série 4 lacunes de largeur relative croissant indéfini-
ment et en une série qui représente une fonction entiére (*).

Nous allons voir que la méme propriété appartient & tout point inté-
rieur au domaine d’ultraconvergence Al de la suite {s,, }, ¢’est-a-dire,
d’apres un théoréme de M. Ostrowski (voir § 9), a tout point du
domaine d’existence de f(x). Il suffit de trouver une inégalité qui
remplace (1); on peut d’ailleurs se borner au cas oi1 tous les ;" sont
nuls, et ou, par conséquent, s, =,/ .

Tragons une courbe I' fermée, sans point double, entourant le

pour majorer les s, (§ 2), on voit que 'on peut former des séries pour lesquelles e, ()

en question tend vers zéro de maniere arbilrairement lente; on peut par exemple prendre

1

les a,, positifs et supéricurs A 1, la fonction n(3) qui caractérise la répartition des |« |»

autour de feur limite supérieure étant frés lentement croissante quand 8, > 1, tend vers un.
(1) Raisonnement analogue a eclui du paragraphe 22 (woir p. 288).
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point £ envisagé, intérieure 4 AL, pénétrant dans le cercle-unité, et
telle que 'on sache résoudre le probléme de Dirichlet pour I'intérieur
de I' (*); la fonction harmonique

o7 108 1S (@) — suu ()

est majorée sur un arc pg deI'intérieur au eercle-unité parlogr—+-¢,,; ()
ou r désigne une constante inférieure a 1, et sur I’arc complémentaire
par ¢, («). Considérons la fonction harmonique dans I' qui prend les
valeurs logr sur pg et zéro sur I'arc complémentaire; dans un cercle
| — &< complétement intérieur a I', cette fonction est inférieure
a logu, « < 1. Nous avons donc pour n, assez grand

I n;, fr
—loglo,— o | <—logpr + — 7 log

qui entraine bien

' ! tA) |
% log; o, — afpt | ->—o0.

Résumons les résultats obtenus :

Nous considérons une série de Taylor (S), Za,x", définissant une
fonction analytique /().

Nous envisageons pour (S) les structures suivantes :

Tyee (A) : somme d’une série ayant une infinité de lacunes de lar-
geur relative bornée inférieurement et d’une série 4 rayon de conver-
gence plus grand.

Tyee (B) : on suppose de plus que la largeur relative des lacunes
augmente indéfiniment.

Tyee (C) : somme de deux séries dont I'une a des lacunes de lar-
geur relative croissant indéfiniment et dont la seconde représente une
fonction entiére.

Tyre (D) : somme de deux séries dont I'une a des lacunes de lar-
geur relative croissant indéfiniment et dont I'autre converge dans tout
le domaine d’existence de la fonction définie par la série donnée (S).

(") Comme au paragraphe 8, on peut remplacer la considération d» I' par celle d’une
chaine de cercles et ne faire appel qu’a I'intégrale de Poisson,
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Alors : St (S) est du type (A) ou du type (B), le développement de
J(x) en série de Taylor autour de tout point suffisamment voisin de
lorigine appartient a ce méme type (A) ou (B). ~

St (S) est du type (C), il en est de méme du développement de f(x) en
série de Taylor autour d’un point quelconque de son domaine d’existence.

Un théoréme analogue est valable pour le type D (appliquer a la
premiére série de la décomposition le théoréme établi pour le type C).

En faisant appel 2 un théoréme, déja utilisé plusieurs fois, de
M. Ostrowski, nous pouvons compléter ainsi ce dernier énoncé :

St (S) est du type (C), le développement de f(x) en série de Taylor
autour d’un point quelconque de son domaine d’existence & posséde une
suite partielle de poly nomes-sections { Sn, } qui converge uni formément vers
J(x) dans & tout entier, et l'on peut prendre la méme suite { n,} pour
tous les points de &. Le méme théoréme est valable pour le type D.

Il est trés remarquable que, dans ce cas, le développement en série
de Taylor suffise a représenter la fonction dans tout le domaine d’exis-
tence, et cela d’'une maniére encore plus compléte que ne le laissait
pressentirle théoréme cité.

Un exemple du cas étudié en dernier lieu est fourni par les séries
pour lesquelles une suite partielle de polynomes-sections a un
domaine d’ultraconvergence U tel que

lim 20 (R)=2m

R> =
2w(R) désignant la mesure (en radians) de 'ensemble des points de
la circonférence o = R intérieurs a U (§ 22).

Remarque. — Les théoremes du paragraphe 9 exigent, dans le cas de
'ultraconvergence, une loi de répartition extrémement réguliére des

1

la,|"au voisinage des lacunes; il aurait donc été naturel de penser
que pour une série lacunaire donnée a priori de maniére quelconque,
I'ultraconvergence est un phénoméne exceptionnel, le cas normal
étant que la fonction définie par la série admette le cercle de conver-
gence comme coupure. Les considérations précédentes nous amenent
a modifier cette conception : l'ultraconvergence d’une série lacunaire

THESE G. BOURION. 8
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doit étre considérée comme le phénomeéne général, en ce sens que la
fonction définie par une série lacunaire admet autour de tout point
d’un certain voisinage de l'origine, sauf peut-étre autour de lorigine
elle-méme, un développement a structure lacunaire pour lequel I'ultra-
convergence se présente.

D. — L’ultraconvergence et les procédés de sommation.

25. Le procédé des moyennes arithmétiques. — L’ultraconvergence
consiste en ceci : étant donnée une série de Taylor

(T) i a, "
o

qui, a l'intérieur de son cercle de convergence p <1, représente une
fonction analytique f(z), il peut arriver qu'en prenant une suite
particuliére {s, | de ces sommes, on obtienne une représentation
de f(2) dans un domaine plus ¢iendu que le cercle de convergence.
On peut se demander si la méme méthode ne permet pas d’élargir le
domaine dans lequel un procédé donné de sommation, appliqué a (T),
fournit une représentation de f(x). Nous allons étudier cette question
pour le procédé des moyennes arithmétiques.
Posons donc

D S =y

(1) Su(@)= no--1

n-+1—v At
AT+ ————— a2V A —
n 41 n-41 n -1

=,

le calcul fait au paragraphe 2 pour majorer les s, en dehors du cercle
de convergence s’applique sans modification aux S,; d’autre part,
'intégrale de Cauchy permet encore d’exprimer les coefficients de (T)
a partir des S, :

(2) fnak ek . —I—-Vﬁ‘s"(x)dm pour ¥<n;

n 41 Tamiy avt!

le calcul du paragraphe 5 et les conclusions qu’on en a tirées restent
donc valables. Par suite :

St une suite partielle {S, (x)}| converge vers f(x) dans un domaine
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plus étendu que le cercle de convergence — ou plus généralement si sa
divergence dans un eertain domaine extérieura ce cercle est d’un type
moins rapide que celui qui est caractérisé par (2.3) — on peut, en
retranchant de (T) une série @ rayon de convergence plus grand, faire
apparaitre a la fin des s, des lacunes de largeur relative bornée infé-
rieurement.

Le second théoréme de M. Ostrowski s’étend donc au cas qui nous
intéresse ici. Il ne semble pas en étre de méme du premier théoréme;
ceci tient & ce que la convergence des S, vers f(x) dans ¢ <t n’admet
pas une évaluation analogue a celle qui s’applique aux s,.

Montrons que l'ultraconvergence d’une suite {S,, | peut effective-
ment se présenter. Considérons une série lacunaire :

@,==0 pour my << ngng;
alors
ny 41— m; So+ 81 Sy
S”L: Sy, 5
n, -t ny 1

en utilisant (2.3), on voit que le module du second terme est majoré
1 \’ <ap )m/;H .

p ny—4-1 0p — 1

4 const.]; par suite :

St existe un nombre A > 1 tel que % — 0 — donc, en particulier,
st my=o(logn,) — la suite {S,} converge uniformément autour de
tout point de la circon férence-unité qui est un point régulier pour f(x).
Il existe d’ailleurs bien des séries pour lesquelles la condition précé-
dente est vérifiée sans que le cercle de convergence soit une coupure;
ceci résulte par exemple du paragraphe 16.

En nous restreignant aux séries dans lesquelles on peut faire appa-
raitre des lacunes suffisamment larges, nous obtenons donc une géné-
ralisation du premier théoréme de M. Ostrowski.

26. Autres procédés de sommation. — 11 est clair que le phénoméne
de I'ultraconvergence ne peut se présenter pour toute méthode de
sommation; en particulier, il ne se présente certainement pas pour la
méthode de Mittag-Loeffler, qui donne une représentation de f(x)
dans toute I'étoile principale. Cherchons a4 quelles conditions les
calculs précédents restent valables.
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Nous supposons donnés des coefficients v,.’, définis pour m<n, et
nous formons les polynomes

(I) ])IL(x) — an)au -+ .;,lln)alw . q/sitlla,n_luvn—l 4 ./llzl‘anwn;

ny

nous supposons les v}, tels que les P, convergent uniformément vers
S (x) dans le cercle-unité. Pour qu’a partir de la formule

1 E'P, (x)
—_ '3 L 7
@m (n] 1 dz

m e

nous puissions reprendre le raisonnement du paragraphe 5, il faudra,
d’une part, que les P, vérifient une inégalité de la forme (2.3),
1

d’autre part, que |, |" -1 lorsque » augmente indéfiniment, au
moins quand le rapport %, inférieur a 1, reste supérieur 4 un nombre
positif tixe (d’ailleurs quelconque).

Un cas particuliérement important o l'inégalité (2.3) s’étend
immédiatement est celul ol les vy, sont tous positifs et inférieurs
a un; il suffit alors que la seconde condition soit remplie.

Voici différentes applications :

1° Comme cas particulier, on retrouve les résultats précédents sur
la sommation par les moyennes arithmétiques.

2° Ces résultats s'étendent aux méthodes de sommation de Cesaro et
de Holder.

3° Plus généralement, les mémes considérations s’appliquent ¢ la
sommation par une série divergente retournée Xc,

C — , , ~ Cn .
nT=Cp A Cy e v Cpy >0, Cp—> o0, ol >0}
n
Po— CpSy+ Cp—ey Sy o o+ C1Spy + €y Sy,
n-——
. C. .
Ap— (J qo— A
=a,+ é Lay e 4. ('i 2 A A (,—" Anzh.
n An An
En effet, on a dans ce cas
Cy G, — Cn-—\ Cn——l
—— => 0 - >0 >
(Jn ’ (Jlt ! Cﬂ '

d’ou
1
lm (C))"=1.
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4o Elles s’appliquent encore ¢ la sommation par une série diver-

gente Xc,
Ch=ci+e+...+¢, (en>0), Cp—> o0,

pourvu que la croissance des C, soit suffisamment rapide ().
On a en effet

J— CySa —+ €8 Ao Cn—y Sp—1 -+ CnSn

Cll

Co Cm—-l Cu———l
—=a 1— < |, x—+... T— aApx" 4 ...+ | 1T— —— |a,x";
0+ < C"> 1 + + Cn m Cn n Pl

31—

-

Cre
— <1, ou encore
Cn

m—i

[oft
si les ~(’3#‘1 tendent vers 1 de facon suffisamment lente.

la condition (1— > — 1 est remplie si lim

Le fait que les méthodes de sommation précédentes ne peuvent
présenter des phénomeénes d’ultraconvergence que lorsqu’on les
applique a une série a structure lacunaire est étroitement lié a I'im-
possibilité de sommer par ces méthodes une série entiére hors du
cercle de convergence (pourla démonstration de cette impossibiliteé,
voir le Mémoire cité de M. Leja).

Je n’aborderai pas ici 'examen des phénoménes d’ultraconvergence
dans d’autres méthodes de sommation.

27. Application des méthodes de sommation a une suite partielle. —
Dans le méme ordre d’idées, on peut se demander 4 quelles condi-
tions une méthode de sommation, appliquée 4 une suite partielle {s,,}
de polynomes-sections, permet de représenter f(«) dans un domaine
extérieur au cercle de convergence. Ce probleme se raméne au pré-
cédent : appliquer a {s, | la méthode de sommation définie par un

ableau c cients revient a appliguer & la série un procédé
tabl o)) de coefficients revient a appl 1 procéd

(1) Cette restriction est indispensable; M. Leja a montré en effet que toute série de
Taylor qui posséde une suite partielle ultraconvergente de polynomes-sections peut élre
sommée dans tout le domaine d’ultraconvergence par une série divergenie convenable-
went choisie (il suffit d'une modification insignifiante au raisonnement de M. Leja pour
oblenir I’énoncé sous cette forme).

Voir ¥. Leia, Sur la sommation des séries entiéres par la méthode des moyennes, Bull.
Sc. math., 54, 1930, p. 239.
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de sommation défini par un autre tableau de coefficients, qui dépend
de la suite { n,}.

A titre d’exemple, ¢tudions la sommation de {s,, | par les moyennes
arithmétiques.

Nous posons par conséquent

P ST Sn e St S,
ny = /‘. )

le coefficient de a,, 2™ dans P,, est

I

7 si np— <<mgng;

2
7.9
I3

ey e ;

8l Ry <<m<np;

1
. . ;
il est en tout cas compris (au sens large) entre 7 et 1. Or (£)™, com-

1]
pris entre (k)" et 1, tend vers 1; la condition indiquée au paragraphe
précedent est donc vérifiée : quand m et n, augmentent indéfiniment

i

de telle sorte que ’13 <1et @_;Z > o0, (YY"t 1, Silasuite {P,,} est
ultraconvergente, on peut donc faire apparaitre a la fin des s, des
lacunes de largeur relative bordée inférieurement; [’application
a {s, | de la méthode des moyennes arithmétiques ne permet donc de
représenter f(x) dans un domaine sortant du cercle de convergence que
lorsque la suite {5, } est elle-méme ultraconvergente.

On arrive aux mémes conclusions pour la sommation par une série
divergente retournée; sil’on pose en effet

__ CiSn, = Ch—y Spy 1o o o 1 Co Sy
3

P,=
7y, (JA

le coefficient de a,, " dans P, _est
Gy
ol
G,
.’

si np—y << m<ng;

si npy<<msn;_,;
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il est en tout cas compris (au sens large) entre %: et 1; en tenant

1
compte de lim (C,)” =1, le raisonnement se termine comme plus haut.
En ce qui concerne la sommation par une série divergente, le pro-
bleme ne différe pas de celai qu'on a étudié au paragraphe précédent;
on peut en effet sans aucun inconvénient remplacer la condition ¢,> o
par c¢,2o0; il revient alors au méme de sommer la suite {s, } par la
série Xc, ou de sommer Xa,x" par la séric Xc ainsi définie

* ©
Cnpy=C1 (]\:I, 2, 3. .. )y

¢,= o si n n’est pas un n,.

28. Sur la sommation d’une série de Taylor par une série divergente.
— M. Leja a montré (voir la note du paragraphe 26) que certaines
séries de Taylor peuvent étre sommées en dehors de leur cercle de
convergence au moyen d’une série divergente Xc, convenablement
choisie ().

1l est parti pour cela d’une série ayant une suite partielle ultra-
convergente de polynomes-sections.

Nous allons établir que toute série de Taylor qui est sommable par
une sérve divergente dans un domaine extérieur au cercle de convergence
(sépar¢ ou non de ce dernier) est & structure lacunaire au sens du
paragraphe 4.

Partons de I'expression de P, (§ 26)

C Cone Ch_
Po=a,+ <1 — (TO a1 — 8 Va1 — (" L) anxty
n n An

la convergence des P, dans un domaine extérieur au cercle de conver-
gence o < 1 de la série Za, 2" permet de reprendre pour la suite { P, |
un calcul analogue & celui qui a été fait au paragraphe 5 pour la
suite {s,, }; on obtient ainsi

1
1

(; — e m “
(1 — _(L’;E_‘ [ << 22 pour fn<msn,
n

(") Ceci devient évident si I'on admet des ¢, nuls; il suflht de partir d’une suite ultra-
convergeate { sy, | et de poser ¢ =1, et ¢, = o quand n n'est pas un ny.
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0 et 2 étant des constantes inférieures & 1. Cette inégalité équivauta

—~
ANe—1

him :

l Am ‘

(1) Cr<<

Supposons alors qu’il soit impossible de faire apparaitre dans la série
donnée une infinité de lacunes dont la largeur relative soit au

. I s . I
moins z, en en retranchant une série de rayon de convergence 2 53 on

52
peut alors associer & tout » suffisamment grand un v tel que

n

|
I !
0<u<§a lay |’ > );

nous avons donc une suite infinie v, v,, ... telle que

Vi—i

I \
<o h >

Il résulte alors de (1) que

I I 1
T— A T— A T A

(2) C"L< C":

I

I— 7\@1; kg — )\07.
convergent, il y a contradiction entre (2) et la divergence de Xc,.

I . , > N I N . . I y
v étant inférieur a % et le produit infini I I 5; Ctant

SECONDE PARTIE.
L’'ULTRACONVERGENCE DANS CERTAINES SERIES DE FONCTIONS ANALYTIQUE

o) 5 . I
A, — Séries 2a,u,(x) ou ’—llogI up ()| > u(x).

29. Soit une suite de fonctions analytiques u,(x), réguliéres et
uniformes dans un domaine ®@; aucune hypothése particuliére n’est
faite sur ce dernier, qui peut étre situé sur le plan simple ou sur une
surface de Riemann, et dont 'ordre de connexion est quelconque, fini
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ou non. Nous supposerons que dans @ les fonctions harmoniques
,—Illoglu,l(x)ﬂ tendent vers une fonction harmonique u(x), qui peut

présenter des singularités; nous supposerons la convergence uni-
Sorme dans tout domaine intérieur & @ ou u(x) est réguliére; les
singularités de u(x) sont alors des points d’accumulation de celles

I \ \ . . . ,
des ~ log|u,(x)|, c’est-a-dire des points d’accumulation des zéros

des u,(x); les points singuliers isolés de () sont par suite des infinis

négatifs; nous conviendrons d’exclure de @ les points singuliers non

isolés de u(x). Nous désignerons par ¢(x) la fonction e,
Considérons alors une série

(S) Zanun(:c);
0

si nous posons

1
a:ﬁ]aulz.

I’ensemble des points de @ autour desquels la série (S) converge
uniformément est défini par I'inégalité u(x) 4 loga << o; il est cons-
titué par des domaines ('), en nombre fini ou infini, ou la série définit
des fonctions analytiques qui peuvent étre différentes.

30. Majoration pour les sommes partielles a Uextérieur de la région
de convergence. — Le calcul est presque identique a celui du para-
graphe 2. Nous posons

£
.s,t(uc)—_:za\, uy(z);
0

¢ étant supérieur a 1 mais arbitrairement voisin de 1, nous avons

1
lay [ < ad pour v > n’(9),
1

luy P << dv(2) pour » > n’(9),

(1) Le mot domaine désigne selon ’'usage un ensemble ouvert ct connexe.

THLSE G. BOURION. Y
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d’ou pour v > n(2), avec
n{0)=max[n'(d), n"(9)],
(o)

[sa(2) | <Dy uy(2) |+ X [8a o (@) )Y
0 0

/1,(5)
o2 n
<2 |y uy(2) | 4 [0 v ()]

0

orav(x)
av(x)—1
Si & reste dans la région
— logot +logd’ <C u(x) < M, o' <1, 020" >1,
on obtient

1 . N
(1) ;log;sn(x)|<u(x)—e—loga—l—zlogo—i——;

(2) —’Elloglsn(;z*)|<u(w)+logoc—’r—au(x);

sous cette forme, elle est valable dans ® & I’exclusion des domaines
de convergence de (S). Pour la notation ¢,(x), voir le paragraphe 1.

31. Majorations pour les restes. — D étant 'un des domaines de
convergence de la série (S), soit f(x) la fonction analytique définie
par la série dans ce domaine; posonsr,(x) = f — s,; r, estainsi défini
dans le domaine d’existence de f(x), et est représenté dans D par

1° Majoration dans D : Si 16> <1, on a, dans

u(z) <—loga -+ logm,

et pour n > n(3),

ora v (x)
1—oav(x)

Ira(e) £ @]l un(@) | < Y (8o ()= [Bav(x) ]

n+1 n+1
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d’ou

V/
(1) ilog]rn(x)l<u(x)—|—logoc—|—2]og3+ %;

cette majoration reste valable a fortior: pour r, , = $pip — Sn-

2° Majoration dans le domaine d’existence de f(a). Prenons un
domaine A intérieur & @ et au domaine d’existence de f(x), et tel que
'on ait dans A

!

u(z)2logd (3>

on adans A | f(x)| <M et, comme r,= f—s5,,
| 7a S ]+ 18n| <2max[M, [su(2)[],
d’ou, d’apres (30.1),

(2) Llog|ru(a)| < u(x)+ loge+ 2 logd -+ 2,

¢ >1 étant tel que 620'>1.

3° Dans un domaine ou u(x) << —logo -+ 10g3’ et ou u(x) est bornée
supérieurement, on a

I
n +p

(3) log]r,,,,,l(x)]<u(x)+logoc+2log6+%3

$182¢'>1, n > n(0) [résulte de la démonstration de (30.1)].
4° Dans tout domaine intéricur @ 0 et au domaine de régularité
de f(x), et ou u(x) est bornée supérieurement, on a

I,

(4) ilogirn(xﬂ<u(x)—|—logo:—+—210g8+ —

pour n > n(9); cette inégalité s’établit comme (3. 4).
Nous pouvons écrire en définitive

5) Iog| ru(a) | < u(z) -+ loga -+ eul),

cette inégalité étant valable dans la région commune &4 @ et au
domaine d’existence de f(x).

32. TueorkMel. — La convergence uniforme d’une suite partielle { s, }
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autour d’un poini-frontiére d’un domaine de convergence D de la
série (S) entraine la convergence uniforme de cette méme suite autour de
tout point-frontiére de D intérieur @ @ et au domaine d’existence de la
Sfonction analytique f(x) définie par la série dans D.

Soit en effet z, un tel point; tragons un contour A entourant x, qui
ne sorte ni de @, ni du domaine d’existence de f(x), et dont un
arc mpm’ soit intérieur au domaine d’ultraconvergence de la

. . . I
suite {s, }. Nous avons sur cet arc la majoration erlog]r,,k! <e, (@),

et sur le reste de A la majoration (31.5); par suite, si /(x) désigne la
fonction harmonique dans A qui prend les valeurs O sur I'arc mpm’
et u(x) + loga sur le reste du contour, on a dans A

négative en x,, d’ou résulte la convergence uniforme de {s, } autour
de ce point. '

33. Tutorime II. — Supposons que pour une suite partielle {s,, |
Uinégalité (30.2) puisse étre améliorée; nous entendons par la, en
accord avec les résultats obtenus pour les séries de Taylor, que I'on a
P'inégalité

I
(1) s teglsn(2) | <U(w) + enlz)
sur un ensemble fermé E qui ne soit pas de capacité nulle, E étant
intérieur & @ mais non intérieur aux domaines de convergence de (8),
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et la fonction U(x) étant sur E continue et inférieure a u(x) + log«.
Considérons alors un point z, intérieur & M, qui a les propriétés sui-
vantes : x, est point-frontiére de celui des domaines définis par

u(z) + logoe > o

qui contient E; x, est un point régulier pour la fonction analy-
tique f(z) définie par la s¢rie dans celui (*) des domaines de conver-
gence dont &, est un point-frontiére.

Sous ces hypothéses, la suite {s,, } est ultraconvergente en x,, la fonc-
tion limite étant /() (*).

Démonstration. — Tout d’abord, on peut supposer que la condi-
tion (1) est vérifiée dans un domaine A (voir lafin du paragraphe 10).
Tracons alors un cercle () de centre x, intérieur au domaine de

Fig. 12,

régularité de f(x), puis un contour A (courbe analytique ou ligne
polygonale), fermé et sans point double, qui soit intérieur & & ainsi
qu’a la région u(x) + loga > o, et qui pénétre dans A et dans (7).
w(z) désignant la fonction harmonique dans A dont les valeurs sur le
contour sont U(x) dans A, u(x)-+loga ailleurs, on a d’aprés (1)

(1) Eventuellement dans [’un de ces domaines.

(2) Dans le cas signalé & la note précédente, la série (S) a donc pour somme la
méme fonetion analyvtique f(z) dans tous les domaines de conyergence qui ont z, comme
point-frontiere.
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et (30.2)

;:, log| sp (2) | <w(x) +en () dans A.
L

Sur un arc plg de (y) complétement intérieur & A, nous avons, en
reprenant a partir de l'inégalité précédente le calcul qui a mené
a (31.5)

ilogﬂ rulz) | <w(z) + ey (2);

sur I'arc complémentaire, nous utiliserons la majoration (31.5).

t() désignant la fonction harmonique dans (y) dont les valeurs sur
le contour sont w(x) sur plg et u(x) -+ loga sur I'arc complémentaire,
nous avons a l'intérieur de ()

1
L log|ru ()| < t(x) +en(2);

t(x,) étant inférieure a u(x,)+ loga=o, la suite {s, } est ultra-
convergente en x,.

34. L’ultraconvergence serrée. — Tarorime 111, — St U'inégalité
() 1081 50 (%) | < U(@) + e (2)

est vérifice sur un ensemble B fermé et de capacité non nulle pour une

. n; . , . ,
sutte {s,, | telle que—ﬁ;—' —1, la fonction U(x), définie sur B, étant

continue et inférieure & u(x)+logo : lasuite {s,, | est ultraconvergente
en tout point-fronticre, intérieur @ @, d’un domaine de convergence de

la série (8).

Posons
Ri(z) == snyp (B) — sy ()

dans les domaines de convergence, nous emploierons pour log|R,|la
majoration (31.1); dans la partie de @ extérieure aux domaines de
convergence, nous ferons appel & (30.2) en observant que |R,| ne
surpasse pas le double du plus grand des nombres|s, (z)] et |s,, (%),
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n R I fen
et en tenant compte de —”z*—* - 1. Nous obtenons ainsi I'inégalité
ke

;;—1- logl Rp(z) | < u(z) + logo + en, ()

valable dans @ tout entier.

D’autre part, dans les hypothéses indiquées, I'inégalité (1) est
vérifiée dans un domaine A intérieur a la région u(x)+ loga > o (fin
du paragraphe 10).

Soit alors «, un point-frontiére, intérieur & ®, d’un domaine de
convergence de (S); tracons une courbe A fermée, sans point double,
qui pénetre dans A et qui entoure &, nous avons dans A

i Jog  R(2) [ < (@) + eny(),

w(a) étant la fonction harmonique dans A dont les valeurs sur le
contour sont U(x) en tout point intérieur a4 A et u(x) + log« ailleurs
Mais w(x) est en x, inférieure & u(x) + loga, donc négative, donc
encore négative dans un voisinage de x,; on peut par suite indiquer
un cercle (v) de ceutre x, et une constante logg, ¢ <1, de telle sorte
que ”i] log | R,| soit inférieure & logg dans (v) & partir d’'une certaine
valeur de £.

La série ZR,(«), majorée dans (y) par la série convergente g™, y
converge uniformément, ce qui signifie que {s,, } converge uniformé-
ment au voisinage de x,.

35. Remarques. — 1° Dans tous les raisonnements précédents, on
peut utiliser au lieu d’un contour A une chaine de cercles (voir e
paragraphe 8). Comme le théoréme fondamental du paragraphe 7, les
résultats énoncés ici sont de nature trés élémentaire.

2° Si la suite partielle {s,, } est ultraconvergente autour d’un point,
elle est en général ultraconvergente autour de tout point-frontiére,
intérieur & @, d’un domaine de convergence de (S), qui est un point
régulier pour lafonction définie par (S) dans ce domaine. Cela résulte
du théoréme II quand la région u(x)+ loga>> o0 est d’un seul
tenant; si I'un des domaines de convergence morcelle @, on peut le
« traverser » en ayant recours au théoréme I. Ce raisonnement est



— 68 —

toutefois en défaut si un arc frontiére d’'un domaine de convergence D
morcelle @ et est en méme temps une coupure pour la fonction définie
par S dans D.

3° Si l'on sait a priori que la fonction définie par (S) dans un de
ses domaines de convergence D a nécessairement un point singulier
sur la frontiére de D, et si D est complétement intérieur 3 @, le théo-
réme III exclut la possibilité de I'ultraconvergence serrée (').

4° Le premier théoréme de M. Ostrowski (ultraconvergence d’une
série lacunaire autour de tout point régulier) s’étend immédiatement
aux séries que nous considérons. Par contre, le théoréme réciproque
n’est plus valable ().

36. Exemples : 1° Développements en séries de polynomes de
Legendre. — D’aprés la formule de Laplace

T
P, (z)= %f (2 +Vax* <1 cos¢) dy,
0

;L log| P.(x)| tend vers la plus grande détermination de log| z+yz*—1/.

Cette fonction est harmonique et réguliére, sauf sur le seg-
ment (—1, +1) de I'axe réel. D’aprés les conventions du para-
graphe 29, il y aurait lieu de prendre comme domaine @ le plan fendu
suivant ce segment; mais la coupure étant intérieure au domaine de
convergence de la série Za,P,(x) (lorsque celui-ci n’est pas vide)
peut sans inconvénient étre supprimeée.

2° Développements en séries de polynomes de Faber. — Soit C une
courbe fermée sans point double, formée d’un seul arc analytique,
tracée dans le plan de la variable &; I et A désigneront I'intérieur et

Pextérieur de C; x = (2) = Lz +ay+a,t+... ou t=o(x) repré-
sentera conformément A sur un cercle {¢| < r; {(2) reste définie et uni-

(1) Ainsi, celte impossibilité¢ se trouve ¢tablie & nouveau pour les séries de Taylor. De
méme, le phénoméne d'ultraconvergence serrée ne peut pas se présenter pour une série
de Dirichlet & cocfficients positifs (woir plus loin Pextension des théorémes I & IIT aux
séries de Dirichlet).

(2) Il ne suffit méme pas, pour qu’il reste valable, que 'on ait un proeédé régulier
permettant de déduire de la fonetion () les coefficients @, de son développement
(Exemple : séries de Dirichlel),
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valente dans un cercle |2/ <7/, #>r; nous désignerons par C, la
courbe transformée du cercle K, : || =3¢, s <<#'('). Les polynomes

de Faber relatifs a I sont alors définis par la fonction généra-
Ty'(7)

» P, étant le coefficient de 7" :
z— (1)

trice

!
Po(z)= —vp (D)L
2T1 Ke,x—u[)(r) ™

cette expression étant valable lorsque x est extérieur a C, et I'intégrale
étant prise sur un cercle de rayon ¢’ supérieur a ¢ si  est sur C,.

On en déduit aussitdt que ,illogP,,(x) tend uniformément vers

log|o(x)|, a 'extérieur de C,; ce sera la le domaine @.

Toute fonction F(x) analytique a lintérieur de C,(p <7') est
développable en série de polynomes de Faber uniformément conver-
gente dans C,, :

v

F(z)=2a,P,(x)
avec

I -
= m* KﬂF(k}J(T))T"_l dr
(¢ < a<r, o arbitrairement voisin de p).

Non seulement les théorémes précédents sont valables pour les déve-
loppements en série de polynomes de Faber, mais ’expression de «,
permet d’étendre a ces développements toutes les propriétés établies pour
les séries de Taylor dans la premiére partie de ce travail (?).

3° L’exemple de M. Harald Bohr (*). Considérons la série X(—1)"e "
oAy =2k, Ayyy, =2k-+e~*. Elle converge dans le demi-plan R (x)>o,
et les sommes partielles de rang impair convergent uniformément
partout. Nous avons ainsi un exemple trés simple d’ultraconvergence
serrée.

(1) Ce sont les notations de Faber dans son Mémoire sur les polvnomes de Tchebichef
(Journal de Crelle, t. 130).

(%) M. Ostrowski ([2]) a signalé 'extension des deux théorémes du paragraphe 9 et
des résultats du paragraphe 24. — La validité des deux théorémes du paragraphe 9
résulte immédiatement de la correspondance entre les points singuliers des fonctions
définies par les deux séries Xa,P,(x) et Lo, tn (G. Fasen, Math. Ann.; t. 64, p. 124).

(®) Rendiconti... di Palermo,t. 37, 1913. Foir le fascicule du Mémorial que M. Valiron
a consacré aux séries de Dirichlet (p. 4).

THESE G. BOURION, i0



— 70 —

37. Extension au cas %ﬂlog lu,(x)| — u(x). — On peut se demander

dans quelle mesure les théorémes que nous avons énoncés s’étendent
aux séries de la forme Za,u,(x) ou les u, ont la propriété suivante :
il existe une suite de nombres 2, croissant indéfiniment, tels

que {;log[u,,(x)[ tende vers une fonction harmonique u(x) unifor-
mément dans toute région du domaine considéré @ ou cette fonction
est réguliére. Les séries de Dirichlet, par exemple, rentrent dans
cette catégorie.

Les démonstrations des théorémes I, II, III s’étendront immédiate-
ment si nous pouvons généraliser les inégalités (30.2) et (31.1),
¢’est-a-dire si

{;logi spl < u(z) + e, (x) a lintérieur,
I

3 log|r,| <<u(x) - s,,,(éa) a Uextérieur
‘n

des domaines de convergence de la série.
Une premiére condition est que la série X converge pour tout
r positif inférieur & un; elle n’est pas suffisante ('), il faut de plus que
I'on ait
n
| M g -
E ongv<l —+- €, pour r>1,

1

1 <
5 logz h<r-4e, pour r <1
n

n--1

la croissance de 2, ne doit donc pas étre trop lente.

En particulier, les conditions indiquées sont vérifiées silim ;== >o.
- "~b

B. — Séries de Dirichlet.

38. Je considére une série de Dirichlet

o@©
Z @y €' ()‘n'_)' oc, )\n-H > )~n)$
1

(1) Contrairement a ce que j’avais énoncé par mégarde duns ma Note aux Comptes
rendus sur Lultraconvergence dans certaines séries de fonctions analytiques (t. 193,
p. 1216).
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ol x=oc-1t; je supposerai que cette série a le demi-plan >0
comme demi-plan de convergence et j’appellerai /(x) la fonction ana-
lytique qu’elle y définit. Je pose encore

s,,(.z):Zane—7"'x, rn(x):f(x)_'sn(x)'

Un calcul classique, qui utilise la transformation d’Abel et I'iné-
galité
e — et | < ———l":q (e — e—bo) (het préels, A< ),
donne les majorations suivantes :
Dans un domaine borné intérieur au demi-plan o< o :

() | < H e=huio—,

Dans un domaine borné intérieur au demi-plan de convergence

(6>28):

[su(z)| <K e—)\"+1(6*5)5

H et K sont des constantes dépendant du systéme considéré.

On déduit de 1a les inégalités suivantes :
(1) = log] su(@)| < — o+ eu(2),

valable dans le demi-plan de divergence de la série;
I

(2) Tlogﬂ"n(x)l<—°'+’5n(x);
valable dans le domaine d’existence de f(). ¢,(x) désigne une quan-
tité qui tend vers zéro avec ’iz uniformément dans tout domaine com-
plétement intérieur & la région considérée.

(1) est de méme forme que (30.2), et (2) est de méme forme

B 1 1 \ . . .

que (31.5), au remplacement de - par 5 brés (@ est ici le plan, point
a l'infini non compris; « =1). Les démonstrations des théorémes I,

I1, I1I, n’ayant utilisé que ces deux inégalités, restent valables. I’énonce
explicitement ces théorémes dans le cas des séries de Dirichlet :

L. L'ultraconvergence d’une suite partielle {s,,} autour d’un point de
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la droite de convergence entraine son ultraconvergence autour de tout
point de cette méme droite qui est pour f(x) un pointégulier.

II. St pour une suite partielle Uinégalité (1) peut étre améliorée
(ef. § 32). cette suite est ultraconvergente autour de tout point de la
drotte de convergence qui est pour f(x) un pornt régulier.

1. 8¢ 'hypothése du théoréme 1 ou celle du théoréme 11 est vérifiée

Mhta

) . A .
pour une suite partielle { s, | telle que T > 1, cetle suite est ultraconver-
- LT

gente autour de tout point de la droite de convergence. (On observera
qu’a l'tntérieur du demi-plan de convergence, I'inégalité (2) peut étre
améliorée en y remplacant 2, par %,.,; cela résulte de la premiére
majoration donnée pour |7,|; il suffit alors de reprendre le calcul du
paragraphe 34.)

39. Les théorémes précédents montrent que, dans les séries de
Dirichlet générales, I'ultraconvergence n’est jamais un phénoméne
local et accidentel. Dans le cas ou la suite des exposants a une densité
maximum finie, M. V. Bernstein a montré que l'ultraconvergence
serrée permet de représenter f(x) dans tout le demi-plan d’holo-
morphie (si celui-ci est distinct du demi-plan de convergence) au
moyen d’une suite partielle {s, |; la suite { n,| ne dépend d’ailleurs
que de {2, } et non descoefficients de la série. M. Bernstein (') forme
une série « de Dirichlet » a coefficients variables dont les sommes par-
tielles sont les s,,, et montre que le premier théoréme de M. Ostrowski
s’étend a cette série pour les points de la droite d’holomorphie de la
série primitive. Les majorations qu’il donne pour les coefficients per-
mettent de méme d’étendre a cette série a coefficients variables les
théorémes du paragraphe précédent.

C, — Fonctions exprimées par un noyau.

40. Je considére une intégrale

f a(t)u(t; x)dt;
Q

(1) Poir V. Bernstely, [1], [3], [B8].
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u(t; x) est définie pour z réel positif, et pour  complexe intérieur
a un domaine @; je la supposerai continue en ¢ pour o<t <o ('),

. . . X
et analytique en x; de plus je supposerai que -loglu(z; z)| a
pour t— oo une limite harmonique u(x), et je poserai ¢(x)=e"*),
: 1
a(t) sera supposée continue dans 0<z<oe; soit « =1im|a(z)/*. La
>

région de convergence absolue de I'intégrale comprend surement la
région u(x)+ loga <o; elle peut étre plus étendue (c’est par

exemple le cas si 'ensemble E des valeurs de ¢ pour lesquelles | a()['

i

surpasse {3 est tel que f?x‘dt converge,  étant un nombre inférieur i «
E

et 2 un nombre supérieur & 1 ). D’autre part le domaine de conver-

gence uniforme peut étre plus étendu que le domaine de convergence
absolue. Il n’est donc pas possible de donner des résultats aussi précis
que pour les développements Xa,u,(x).

Posons

.s,(.z'):fla(r)u(r;x)dr, riz)=f(x) — s(x),

J(x) étant la fonction définie par I'intégrale dans un de ses domaines
de convergence. Un calcul facile (¢/. § 33 et 35) donne les majora-

tions

1

(1) ZIO{-’,I-St(&z')i<u(w)+logo:+€t(w);

(2) ;logﬂrt(w)|<u(x)—',—logo:—i—et(x);

(1) est valable dans la région u(x) + loga < o, (2) dans la région
commune a @ et au domaine d’existence de f(x). ¢,(x) est une quan-
tité qui tend vers zéro avec —; uniformément par rapport 2 x dans la
région considérée.

(*) On peut élargir notablement ces hypothéses; 'emploi d'une intégrale de Stieltjes
yermettrait de traiter simultanément les intégrales ¢tudiées ici et les séries considérées
I g
plus haut (v compris les séries de Dirichlet, au moyen d'un changement de variable
sur ).
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A partir de ces deux inégalités, on obtient les théorémes suivants
(voir § 32, 33, 34) :

I. La convergence d’'une suite {s,, | (@ — ) autour d’un point-
frontiére de I'un des domaines u(z)+ loga < o entraine sa conver-
gence autour de tout point-frontiére du méme domaine qui est un
point régulier pour la fonction définie par 'intégrale dans ce domaine.

II. Sil'inégalité (1) peut étre améliorée pour une suite {s,, | :
i/:logqsw(w)]<U(x)—& ey, (&) sur E,

U(«) étant inférieur sur E & u(x) + loga, cette suite converge uni-
formément autour de tout pointa, qui remplit les conditions indiquées
au paragraphe 33.

III. Sila suite {s,, } vérifie 'hypothése de 'un des deux théorémes

A n A : A . A s Sy :
précédents, et si de plus E‘u—*—l — 1, ceiie sutie converge unijformeément
A

autour de tout pornt- frontiére, intérieur @ @, d’un domaine
u(x) + loga << o.

En particulier :

St la région de convergence uniforme de l'intégrale f a(t)u(t; x)dt
0
nest pas identique a la région u(x)—+loga < o, elle déborde de cette

derniére le long de tout arc fronitiére intérieur a 3.

Vu et approuvé :
Paris, le 13 juillet 1933.
Le Doven pE 1A Facurtk pes Sciences,

C. MAURAIN.
Vu et permis d’imprimer :

Paris, le 13 juillet 1933.
Le RecteUurR DE U’Acaptwie pr Panrs,
S. CHARLETY.



TABLE DES MATIERES.

Pages.
INTRODUCTION . ... ... o e e e 1
BIBLIOGRAPHIE . . ..ot i i e e 3
PREMIERE PARTIE.
Les suites partielles de polynomes-sections d’une série de Taylor.
A. Le théoréme fondamental ... ... ... .. . . o il oL 4
B. La convergence des suites partielles de polynomes-sections . ......... 15
8 P poly
. La « continuité » de la structure lacunaire .. ....................... 4y
D. L'ultraconvergence et les procédés de sommation ................... 54
DEeuxikME PARTIE.
L’ultraconvergence dans certaines séries de fonctions analytiques.
" I
A. Séries Za,u,(x) ol 5 logup(@) —>w(®)o oo oo 60
B. Sériesde Dirichlet ... ... ..o i e 70
C. Fonctions exprimeées par un nOYau.. .............covvere cnvvennn R





