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P R E M I E R E T H È S E

SUR L'INTÉGRATION D'UNE CLASSE D'ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ET DU TROISIÈME ORDRE
A UNE FONCTION INCONNUE DE n VARIABLES INDÉPENDANTES

INTRODUCTION

On sait que l'un des problèmes les plus importants de la théorie
de l'intégratiop des équations aux dérivées partielles est la recherche
des cas où l'intégration peut être ramenée à celle d'équations diffé-
rentielles ordinaires.

La question paraît presque complètement résolue dans le cas
d'une équation aux dérivées partielles du second ordre à une
fonction inconnue de deux variables indépendantes, par les ré-
sultats de MONGE, AMPÈRE, LAPLACE, DARBOUX, SOPHUS LIE, etc. ;
la théorie de ces équations a atteint un rare degré de perfection,
grâce aux travaux de M. GOURSAT. Il en est de même pour une
équation du premier ordre à une fonction inconnue de n variables
indépendantes.

Mais dans le cas des équations d'ordre supérieur, les progrès
accomplis sont loin d'être aussi considérables. M. CARTAN (*) en
se servant de sa méthode des formes extérieures, pour le problème
de PFAFF, a étudié une équation aux dérivées partielles du second
ordre à une fonction inconnue de six variables indépendantes
d'une forme particulière et écrit notamment en concluant « ... L'équa-
tion (1) (c'est l'équation en question) présente donc un intérêt tout
à fait singulier au point de vue de la théorie générale d'intégration des
équations aux dérivées partielles à n variables indépendantes. Sans
vouloir entrer ici dans Fétude de cette importante question, on peut
remarquer cependant qu'étant donnée une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre à n variables indépendantes, la formation d'un

i1) Annales de l'Ecole Normale Supérieure (3), 25, 1910, p. 109-19;
Tsortsis.
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système auxiliaire an — 1 variables indépendantes de la nature de
celui dont il est question plus haut, n'est possible que si Véquation
possède des caractéristiques linéaires ; ... ». Ultérieurement il a traité (*)
une catégorie générale d'équations aux dérivées partielles du second
ordre à une fonction inconnue de 3 variables indépendantes à
carac+éristiques doubles, en généralisant les résultats classiques de
M. GOURSAT concernant une équation du second ordre de 2 variables
indépendantes à laquelle la méthode de DARBOUX est applicable.

La théorie de M. CARTAN sur le problème de PFAFF ouvre la
voie pour l'étude du problème de l'intégration des équations aux
dérivées partielles d'ordre supérieur au premier à une fonction
inconnue de plusieurs variables indépendantes ; ce problème se
ramenant toujours, comme l'on sait, à celui de l'intégration d'un
certain système de PFAFF.

Mais il y a encore une autre théorie plus géométrique et égale-
ment intéressante à utiliser pour ce problème ; c'est celle des fais-
ceaux de transformations infinitésimales, qui est due à M. VESSIOT.

Dans deux Mémoires parus ces dernières années, M. VESSIOT (2)
a prouvé que cette théorie est cornlative de celle de M. CARTAN

et se développe suivant le même plan, en donnant, comme celle-ci,
des notions et des méthodes qui ne dépendent pas du choix de
variables.

L'intégration de l'équa+ion est ramenée à celle d'un certain fais-
ceau de transformations infinitésimales, et c'est de la nature des
sous-faisceaux caractéristiques de l'équation que dépendent les
particularités de l'intégration de cette équation. L'étude des équa-
tions du second ordre à une fonction inconnue de deux variables
indépendantes, faite à la fin du premier de ces Mémoires, montre
que cette théorie se prête aux applications avec une grande facilité.

M. COISSARD (3) a obtenu, en se servant de cette méthode, des
résultats nouveaux sur les équations du troisième ordre à une fonc-
tion inconnue de deux variables indépendantes.

f1) Bulletin de la Société Mathématique de France, 39 , p . 3 7 0 - 3 8 1 .
(2) a) Bulletin de la Société Mathématique de France, 52, 1924, p . 336-395 ;

b) Annales de VEcole Normale Supérieure (3), 45, 1928, p. 189-253. Voir égale-
ment : Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, t. 184, 1927, p . 143.

(3) a) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, t . 193, 1930, p . 709 ;
b) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 61, 1933.
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Récemment, M. VESSIOT (*) a généralisé les résultats de MM. GOUR-

SAT et CARTAN mentionnés plus haut, en envisageant une équation
du second ordre à n variables indépendantes. Il a donné la forme
générale de ces équations admettant des caractéristiques au sens
de CAUCHY et MONGE. Il peut y avoir alors deux systèmes de
caractéristiques distincts, ou un seul système double. Le second
cas présente cette particularité que le sous-faisceau caractéristique
est involutif ; s'il est en outre complet, les caractéristiques ne dé-
pendent que de constantes arbitraires et l'intégration s'achève par
des formules explicites dès qu'on a obtenu les invariants du sous-
faisceau caractéristique.

La théorie des faisceaux de transformations infinitésimales sert
de fondement au travail suivant. Je n'y étudie que des équations
qui admettent des caractéristiques au sens de MONGE. Il est divisé
en deux Parties. La première a pour objet l'intégration de certaines
équations aux dérivées partielles du second ordre à une fonction
inconnue et à un nombre quelconque de variables indépendantes.
Les équations linéaires du second ordre présentent des particula-
rités intéressantes au point de vue des invariants et de l'intégration
de ces équations. Dans le cas, par exemple, des caractéristiques
doubles il existe un faisceau caractéristique du premier ordre qui
admet au plus n + 1 invariants. Si ce nombre maximum est atteint,
la connaissance de ces n -\- 1 invariants du premier ordre permet
d'obtenir l'intégrale générale de î'équation. Ces équations font l'objet
des paragraphes I et II. Le paragraphe III est consacré à l'étude
des équations non linéaires du second ordre à caractéristiques
doubles dans le cas où le sous-faisceau caractéristique n'atteint pas
le nombre maximum d'invariants, le cas contraire ayant été exa-
miné, comme nous l'avons déjà fait remarquer, par M. VESSIOT. A
cette occasion, je n'ai pas jugé inutile de rappeler d'abord ces
résultats de M. VESSIOT SOUS une forme un peu différente. Elle met
en évidence une classe particulière d'équations aux dérivées par-
tielles du second ordre qui sont analogues à celles de MONGE-

AMPÈRE de la théorie classique ; je conviens de les désigner par le
nom d'équations de Monge-Ampère généralisées. Une remarque im-
portante sur les équations du second ordre admettant des caracté-

(l) Comptes rendus de l'Académie d'Athènes, 5, 1930, p. 424.
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ristiques achève ce paragraphe ; celles-ci sont caractérisées par deux
suites des fonctions £2,... &» ; y?2,... rtn, et les résultats précédents ne
sont valables que si les £, n sont des fonctions indépendantes des
dérivées secondes /?i2,... P

nn- En supposant le contraire, on obtient
divers types d'équations du second ordre. En particulier, pour les
équations de MONGE-AMPÈRE généralisées, le nombre maximum
d'invariants du premier ordre du sous-faisceau caractéristique est
n + 1, le même pour tous les types de telles équations. Cette re-
marque doit être répétée pour les équations du troisième ordre qui
font l'objet de la seconde Partie.

La seconde Partie est réservée à l'étude d'une classe d'équations
aux dérivées partielles du troisième ordre à une fonction inconnue
de n variables indépendantes. J'énonce d'abord, sans démonstra-
tion, certains résultats concernant la définition de l'intégrale com-
plète d'une équation du troisième ordre ainsi que la loi de formation
de telles équations possédant des caractéristiques, résultats que
l'on peut obtenir en imitant le procédé suivi par M. VESSIOT pour
les équations du second ordre.

La propriété établie par M. VESSIOT pour une équation du second
ordre, d'après laquelle le sous-faisceau caractéristique double est
toujours involutif, n'est plus valable pour les équations du troi-
sième ordre à caractéristiques triples. On est ainsi obligé de consi-
dérer les dérivés successifs du sous-faisceau caractéristique S et
d'étudier les formules de structure de ces faisceaux, car c'esi de la
nature de ces formules que dépendent le nombre et la nature des
invariants de S, et par suite les particularités de l'intégration de
l'équation. Pour ne pas surcharger ce travail, je n'y envisage que le
cas, le plus intéressant, où le sous-faisceau caractéristique triple
admet le nombre maximum d'invariants. Il est d'abord question des
équations linéaires (§ IV), puis du cas général (§ V).

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont fait l'objet
de deux Notes aux Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de
Paris, t. 196, 1933, p. 159 et p. 990 (séances des 16 janvier, 3 avril).

Je suis heureux, en terminant, d'exprimer toute ma gratitude à
M. VESSIOI, dont les conseils et les encouragements m'ont été si
précieux.



PREMIÈRE PARTIE

SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE

A UNE FONCTION INCONNUE
DE n VARIABLES INDÉPENDANTES

I. — ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE
A CARACTÉRISTIQUES DE MONGE DOUBLES

1. Transformations de base du sous-faisceau caractéristique
double. — Soit une équation aux dérivées partielles du second
ordre, à une fonction inconnue de n variables indépendantes, suppo-
sée résolue par rapport a la dérivée p n , à savoir

(1) * == pn +. tfxfosi, '—Xnipir—Pn 5 Pl2, ' ' 'Pin) = 0

avec

Introduisons le faisceau F défini par les transformations de base

a étant un indice de Sommation, et désignons par Fo le sous-fais-

ceau de F de degré N — 1 ( N = n + 2 ) V1* laisse 4> inva-

riant. L'intégration de l'équation (1) se ramène à celle du faisceau

Fo ; c'est pourquoi ce faisceau Fo est dit, le faisceau associé de (1).
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Vu le résultat de M. VESSIOT (*) concernant les équations géné-
rales du second ordre qui admettent des caractéristiques, les équa-
tions linéaires du second ordre à caractéristiques doubles doivent
être de la forme

(2) * = p u + 2SaPlx.-hÇÎpa2-ir2ypp[ap] + + = 0 ( a ^ p = 2>3,---*)

où £, ^ sont des fonctions de #, # lv.. rt'n ; p l v . . pw ; les indices en
caractères grecs a, |3,... étant des indices de Sommation et [oc |3J
désignant que la Sommation s'étend à toutes les combinaisons de
deux indices a, |3.

Le sous-faisceau caractéristique S qui correspond à (2), aura
aloro pour base les transf orma+ions

K/ = Xx/ + ?aXa/ - (X!* - SaXa*)Pu/ - Xa*P1a/

(a, i, ƒ = 2, 3,---n ; î ^ ƒ).

2. Formules de structure du sous-îaisceau caractéristique S. —
D'après la construction de S, 4> est un invariant commun à toutes
les transformations de ce faisceau. D'autre part, les quantités

?i =Pli H- ̂ PoLi -=- 2 — (a, i = 2, 3,. - -ri)

demeurent invariantes par les transformations KM, Kij de S,
puisqu'on a identiquement

K«c* — Ki/o* = 0 (i, /, /i = 2, 3, • • • n ; i ^ /).

Ceci nous conduit à effectuer un changement de variables en pre-
nant <ï>, p2,... jo» à la place d e ^ u , Pi2î.-- pi» e t e n gardant toutes les
autres variables. On a d'abord

(3) Xf = Xi/ 4- Ê.XJ = N/ + PaMJ (« = 2, 3, - - • n)

(l) Sur les intégrales complètes et sur les caractéristiques des équations aux
dérivées partielles du second ordre à une fonction inconnue et n variables indé-
pendantes : Comptes rendus de l'Académie des Sciences d'Athènes, 5, 1930, p. 424
(voir notamment n° 10).

On garde dans cette Première Partie, autant que possible, toutes les notations
de ce travail, que l'on convient de désigner désormais, pour abréger, par le sym-
bole V.
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avec

En outre, on obtient

(4) K?i = — X** -t- p .aX^a (a, i = 2, 3, • • • n).

Or, on a
Xif = N*/ -+- PiJAJ («, î = 2. 3- - -n)

où l'on a posé

il s'en suit

Xf* = 2paN,Ç« + N«+ + pfa(2ppMaïp + Ma^) (a, ,S, ,' = 2, 3,- • -n).

A cause de (3) on a encore

XU = ^ H- P.M.& («, £ = 2,3. . --n) .

Donc la formule (4) devient

• KPi = - (2pxN«5«

Ainsi la transformation K/ peut s'écrire

(5) K/ = N/ + PaMa/ + | - (2ppNaÇp + N

avec

Les autres transformations de S deviennent

(6) Kihf=Vihf ( î l * , = 2 f 3 f . . . n ) .

Donc S se trouve avoir comme base les transformations (5), (6).
Les particularités de l'intégration de l'équation (2) dépendent

de la nature du sous-faisceau caractéristique S. Il faut donc former



— 8 —

la structure de S, ainsi que, éventuellement, celle des faisceaux
dérivés de S.

Mais la base de S étant ramenée à la forme (5), (6), la structure
de S s'obtient immédiatement

(7) (K,,, K) = [N£, - M,* + pa(M.Î, — 2M,5a)]R*/ ; (K,,, KM) = 0

(<*, i, ƒ, A, A = 2,3,»--n).

Deux cas sont à distinguer : suivant que les coefficients de R//,.
qui figurent dans les seconds membres de (7), sont tous identique-
ment nuls, ou ne le sont pas tous.

3. Cas où le faisceau S admet le nombre maximum d'invariants. —
On va d'abord examiner le premier cas ; il faut que l'on ait identi-
quement

NE, _ M<+ H- Pa(M.È, - 2M4) = 0 («, i = 2, 3,. - •*).

Les quantités N, M, £, ^ ne dépendant pas des variables p 2 v j°«>
ces relations ne peuvent être identiquement vérifiées que si £, ^
satisfont aux équations

NÈ« — M<+ = 0 ; Mfr — 2M.È, = 0 (îf / = 2,3, . . -n),

qui sont équivalentes aux n[n — 1) équations

(8) nt — M|+ = 0 ; (9) M&, = 0 (i, j = 2, 3 , . . -n).

Si ces conditions sont vérifiées, le sous-faisceau caractéristique S
est complet, et réciproquement. On peut trouver la forme générale
des équations (2), pour lesquelles S admet le nombre maximum
d'invariants. Pour cela il suffit d'intégrer de la façon la plus géné-
rale le système d'équations aux dérivées partielles (8), (9) où £, v|/
sont des fonctions inconnues des variables indépendantes x, # lv..

Xn ; pXy... pn.

Tenons compte d'abord des équations (9) ; elles montrent que le
faisceau

(10)

est un faisceau complet. Il admet donc n + 2 invariants indépen-
dants. Ces invariants seront x,x1,...xn et une fonction £0(#, x±,...xn 5
jolr..p») qui dépendra nécessairement des p. De plus les ^•••^» sont
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aussi des invariants du faisceau (10), à cause des relations (9) ; donc
ce sont des fonctions de #, x±,... xn, £0 :

{H) U = 0*(So ; x, xlr • >xn) (i = 2, 3 , . . .H).

Mais alors la quant i té p± + £a p<x {a = 2, 3, ... ri) est aussi un
invariant de ce faisceau ; par conséquent elle ne dépendra, égale-
ment, que de #, #a, ... rcw, £0. On a ainsi

(12) Pl H- e a P a = eo(Éo; x, xu- • •«„) (« = 2, 3 . . . -n).

Nous remarquerons que ^ - n'est pas nul, sans quoi les —

{i = 2, 3 , . . . ri) le seraient aussi, £ moins que tous les 22> ••• ^n soient
nuls ; mais dans ce cas on peut prendre px à la place de £0.

Réciproquement, si l'on se donne la forme des 6, et si l'on définit
£o par la relation (12), on aura

de sorte que si les So, 62î ••• 6n satisfont à la condition (2)

le faisceau (10), défini par les relations (11), admet bien ^ comnin
invariant, et par conséquent satisfait à la question.

Les £2, ... In étan+ définis de manière à satisfaire aux équations (9),
les conditions (8) expriment que l'on a

<13) (N, Mi) = 0 (i = 2, 3, • • - ri).

On en déduit

NM<Êo — MiNSo -= 0, (£ = 2, 3, • - - ri),

•et puisque l0 est un invariant du faisceau (10), il s'ensuit

MtN$o = 0 (i = 2, 3, • • • ri).

Or, ceci exprime que N£o est aussi un invariant du faisceau (10),
«t par conséquent ce sera une fonction de #, xx, ... #n, £0 "•

f1) Cette condition exprime que (12) définit £0 dans les conditions de régula-
rité classiques.
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ou

' àpi ' '

avec

ce qui définit i{/.
Si les f2, ... £n sont nuls et si £0 = p1? on a A?o = 0 et •]/ =

— 6(p1 \x, xx, ... xn).
Et réciproquement : car, si cette condition est remplie, en pre-

nant £0 comme variable à la place de p1? on aura

et les coefficients de N/ ne dépendant que de £0, les conditions (13)
sont vérifiées.

On a du reste, d'après ce qui précède,

^ ° = ^ ( a = 2 , 3, •••«).
api Ô6 »•

On a amsi Za forme explicite des équations linéaires répondant à la
question.

Tenant compte des relations (8), (9) la transformation (5) devient

(14) K/ = N/-f P a M a / - ( N a + + 2?pNaep)Ra/ («, ? = 2, 3 , . . . n);

et le sous faisceau caractéristique S aura alors comme base les trans-
formations (6), (14). Cette forme simple de S met en évidence le
nombre et la nature des invariants de ce faisceau. Ce nombre est
3n — 1 et tous ces invariants (indépendants) de S doivent être des
invariants de la transformation (14), car les p22, p2z,... pnn ne figurent
pas dans (14). D'autre part, ces invariants ne seront pas tous du
second ordre. En effet, les invariants du faisceau

(15) N/, M,/ (i = 2, 3, • • • n),

(l) Dans A/ on remplace £2,... £n ; pi + £apa par leurs valeurs tirées des for-
mules (11), (12).
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sont encore des invariants de la transformation (14), et par suite,
des invariants du sous-faisceau caractéristique S. Or, le faisceau qui
vient d'être défini est un faisceau complet ; c'est ce qu'expriment
précisément les relations (8), (9). Il admet donc le nombre maxi-
mum d'invariants, qui est n + 1. Ces invariants ne dépendant que
de variables x, xx, ... xn ; pl7 ... pn seront dès lors tous du premier
ordre.

Réciproquement, les invariants du premier ordre de S sont les
invariants (indépendants) du faisceau (15), et s'il y en a n + 1, ce
faisceau est complet ; de sorte que les conditions (8), (9) sont véri-
fiées et que le sous faisceau caractéristique S est aussi un faisceau
complet.

On arrive ainsi à la conclusion suivante :
Si le sous faisceau caractéristique S admet le nombre maximum d'in-

variants, ce nombre sera 3n — l et ces invariants indépendants de S
seront les 3n — 1 invariants principaux de la transformation (14).
Au nombre de ces 3n — 1 invariants de S il en figure n -f- 1 du pre-
mier ordre, qui constituent le système fondamental d'invariants du
faisceau (15).

Les trajectoires des transformations de ce dernier faisceau servent
à engendrer les multiplicités intégrales, prolongées au premier ordre,
de l'équation (2) ; c'est pourquoi ce faisceau sera dit désormais le
faisceau caractéristique du premier ordre de Véquation (2) f1).

Nous verrons plus tard comment on pourrait utiliser les inva
riants de S pour former l'intégrale générale de l'équation proposée.

4. Cas où S n'admet pas le nombre maximum d'invariants. —
Nous allons maintenant étudier le cas où les coefficients de R*/,
qui figurent dans les seconds membres de (7), ne s'annulent pas en
même temps. Les crochets (7) introduisent alors les transformations
nouvelles

et il s'ensuit que les invariants de S, s'il en existe, ne peuvent plus
être que du premier ordre.

f1) Cf. E. VESSIOT, Sur une théorie nouvelle des problèmes généraux d'intégra-
tion : Bulletin de la Société Mathématique de France, 52, 1924, p. 394.
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Le premier faisceau dérivé de S' de S aura ainsi comme base les
transformations

S':K/ = N/+-P aMa / ; I W = ^ 5 Ktf - P,,/ ; (a, î, ƒ = 2, 3, •-• n);

il sera de degré ra + rc — 1 ; m =• 1 + ^ ^ étant le degré de

S. Les seuls crochets non identiquement nuls de la structure de S'
sont

(Rf> K) = M,/ (i = 2 , 3 , . . . n).

On en déduit que S' ne peut être un faisceau complet, et la struc-
ture de ce faisceau introduit donc les n — 1 transformations nou-
velles Mi/. On est ainsi conduit à construire le second dérivé S"
de S ; il aura comme base les m + 2(72 — 1) transformations

S": N/; M,/; Ri/; Pf,/; (i, j = 2, 3, • • • n).

On en conclut que les coefficients des transformations N, Mi ne
renfermant pas les dérivées secondes, le système fondamental d'in-
variants de S" sera identique à celui du faisceau Fs du premier
ordre, qui a comme base les n transformations

F, : N/: Mi/ (i = 2, 3, - - - n).

S'il y a un invariant qui ne soit pas d'ordre zéro, le faisceau Mi est
complet. Donc si le faisceau Mi n'est pas complet, il ne peut y avoir
que des invariants d'ordre zéro (x). Si J est un invariant du premier
ordre ou d'ordre zéro, on a l'identité

f = t J ' « (• = 2, 3, • • • n),

et si un de J, soit J^ est effectivement du premier ordre, le faisceau
F# peut ainsi se définir par

f1) Les invariants d'ordre zéro de F* sont les invariants du faisceau : A/, r*-m

{i = 1,2,... n) ; en discutant ce dernier faisceau on trouve que le nombre maxi-
mum d'invariants d'ordre zéro de F», et par suite de S, est n — 1.
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car on peut toujours supposer ~ =?£ 0. Les invariants du premier

ordre sont donc des fonctions de la forme

/ = w (J l ; X, Xi, • • • Xn)

satisfaisant à l'équation

[Ji, /] = 0.

Supposons qu'il y en ait un, distinct de Jx, soit J2. D'après l'iden-
tité (16), l'équation

[ J 2 , / ] = 0
est une conséquence de

N/ = 0, M,/ = 0 (î = 2, 3, • • • ri).

Elle sera donc vérifiée par tout autre invariant du premier ordre
(II n'est pas exclu ici que J2 soit d'ordre zéro). Donc tout système
fondamental d'invariants du premier ordre (ou d'ordre zéro) est
formé de fonctions J1? J2, ... deux à deux en involution. S'il y a M
de ces fonctions, il en existe une (n + 1) — ième Jo, telle que
l'on ait

[J„ J0] = 0, (î = l , 2 , - . - n ) ;

et, d'après ce qui précède, c'est encore un invariant du premier
ordre si l'on a

Jo = ü)(J! ; X, Xi, • • • Xn).

Or, les n + 1 fonctions J étant deux à deux en involution, on
peut trouver, et d'une seule manière, n fonctions I des variables
#, x\, ... xn ; px, ... pn, telles que les formules

yo = Jo; yl=Jl; qt = lx ; (i = 1, 2, • - • n)

définissent une transformation de contact (1). Donc Jo est fonction
de J1? ... Jn, x, #!, ... xn ; et comme J2, ... Jn sont fonctions de J1?

x, #!, .., an, il en est de même de Jo.
Donc s9 il y an invariants du premier ordre, il y en an + 1-

(x) On désigne par ce nom la transformation qui laisse invariant le faisceau

(voir E. VESSIOT, Sur Vintégration des faisceaux de transformations infinitési-
males dans le cas où le degré du faisceau étant n, celui du faisceau dérivé est n + 1 .
Annales de l'Ecole Normale Supérieure (3), XLV, p. 218-227).
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5. Détermination des invariants de S. Intégration de l'équation. —
Plaçons-nous dans le cas, le plus intéressant, où le sous-faisceau
caractéristique S admet le nombre maximum d'invariants ; et
cherchons à déterminer d'abord, les invariants du premier ordre
de S. D'après le résultat du n° 3, ces invariants seront ceux du
faisceau

Or, la transformation N/ ne renfermant pas les variables p2, ... p«,
ces invariants seront des invariants fondamentaux de N/. Ils seront
donc de la forme

Au moyen des n -f- J invariants du premier ordre, on peut former
l'intégrale générale de l'équation en question. En effet, soit M' une
multiplicité quelconque à n — 1 dimensions tracée sur une multi-
plicité intégrale quelconque M. Sur M', n quelconques des inva-
riants J deviennent fonctions de n — 1 variables indépendantes ;
etpar suite il existe sur M' deux relations

(17) Jo = ?(J2, . . . J,,), J4 = TT(J2, . . . Jw)

qui sont identiquement vérifiées. Mais les J restant constants sui
les caractéristiques issues des divers points de M', qui engendrent M,
ces relations sont aussi vérifiées sur M. En éliminant £0 entre les
équations (17), on a donc l'équation de la surface intégrale de Véqua-
tion proposée. De plus les fonctions cp et TZ peuvent être choisies quel-
conques ; car si Jo, J1? ... Jn sont respectivement les invariants fon-
damentaux relatifs à px, x, x2 ... ocn (pour xx = œ0 valeur numérique
arbitraire) les fonctions <p et TC sont celles qui interviennent dans les
données du problème de CAUCHY

p i = o(x2, • • • xn)9 x = TZ[X2, • • • xn) (pour xx = xo).

Du fait que, sur toute multiplicité intégrale M, on a une relation
entre n invariants du premier ordre, résulte aussi la formation, par
différentiations, des invariants du second ordre ; car on a alors sur M,

XiJo = ^ XsJa («> i = 2, 3, • • • n),

f1) On peut supposer que *j0 est l'un des invariants.
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d'où on tire

"î = ±t (-2,3,.-n),
Ao et les A» étant les déterminants tirés du tableau

II XjJo, X,J2, • • • KiJn || (i = 2, 3, • • • n).

Les ^ j sont des constantes sur les caractéristiques tracées sur
toute multiplicité intégrale, et par conséquent les r- sont des cons-
tantes sur toutes les caractéristiques tracées sur des multiplicités
intégrales. Si l'on admet que ce sont toutes les caractéristiques pos-
sibles, on en conclut que ce sont les n — 1 invariants du second
ordre (1). Ce raisonnement prouve que s'il y a n invariants du pre-
mier ordre, il y a des invariants du second ordre et par conséquent
(nos 3, 4) le sous faisceau caractéristique S est complet ; et il y a
n + 1 invariants du premier ordre. Donc, si le sous faisceau ca-
ractéristique n'est pas complet, il y a au plus n — 1 invariants du
premier ordre ; ce qui est bien d'accord avec le résultat du n° 4.
En ce qui concerne le calcul des A, comme les J sont des invariants
du faisceau M*/, on a

X4J = N,J = Y.J -H p*PiJ (i = 2, 3, •. . n)

avec

Ytf=*L+pt»l. P«/=-#;
1 àXt ^ dX9 ' àpi

et comme J ne dépend de px que par l'intermédiaire de £0, on a

On décomposera donc les A en somme de déterminants, en décom-

f1) En partant de la relation J1 = iz (J2,...Jw) on trouve n — 1 nouveaux inva-
riants du second ordre, indépendants entre eux et indépendants des précédents.
Il est facile de montrer que l'on n'obtient pas des invariants indépendants de
ceux-ci, en prenant n autres invariants J. En effet, si l'on part de la relation
Jo = (o (J1} J2,...Jh—i, J/i+i...Jn) on aura les identités

ô ? ôw ÖT d<p dw àb> dTl , ,

donc les invariants correspondant à o> se déduisent de ceux qui correspondent
à <p et ie.
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posant chaque colonne, et il ne restera que ceux qui contiennent
une colonne de p ou aucune. Les A sont donc des fonctions linéaires
des p. Par exemple Ao est la somme du déterminant

ôo = | YtJ2 • • • YiJn | (i = 2, 3, • • • n)

et de ceux qu'on en déduit en remplaçant successivement chaque
colonne par une colonne correspondante :

P2P1J*, • • • PnPiJ* (i = 2, 3, • • • n).

Quant à la formation des invariants, on remarquera que si J2, ... J»
sont les invariants fondamentaux (pour xx = x0) relatifs à #2, ... xn \
Jx est celui qui est relatif à x, et Jo celui qui est relatif à px ; on a
pour x1 = x0,

= Pi ; XiJi = i ; XiJ, = 0 ; X*Jo = pu ; {i ;zf / = 2, 3, - •. n).

Donc 50 se réduit à 1, et les invariants construits avec Jj_ sont les
invariants fondamentaux relatifs aux pi ; tandis que ceux cons-
truits avec Jo sont les invariants fondamentaux relatifs aux p^.

On pourrait aussi écrire

N,J = § Kto -h YiJ (i = 2,
- 0

le surligne indiquant que 0̂ est traité comme constante ; la colonne
de N»£o remplacerait, dans ce qui précède, la colonne des pi.

On pourrait enfin supposer £0 = Jo, par exemple, et une simplifi-
cation se produirait du fait que les Y»J0 seraient nuls ; chaque A»
se réduirait à un seul déterminant obtenu en remplaçant dans le
déterminant des Y/J« (i, j = 2, 3, ... n) la colonne de rang i par la
colonne des

g N*W« = 2, 3, ... n).

La vérification est simple ; on a

(K,Ni) = - N ^ N J H- N.(Na* + 2 pNJ?)Ra/ (*, p, i = 2, 3, • • • n),

K/ étant la transformation (14). On en déduit

KN£J = - NJÎ.N.J (^ i = 2, 3, . . . n)



puisque les J sont des invariants de K/. Dôirc' pour tout déter-
minant du type

A r= | N 2J , . . . . NT J, | (i = 2, 3, • • • n)

où J2, ... J» sont n — J invariants quelconques, on a

d'où l'invariance du quotient de deux A par la transformation K/.
H est enfin à remarquer que la connaissance d'un seul invariant

du premier ordre détermine l'équation. En effet, les équations

NJ = 0,M, J = 0 (i = 2, 3, • • • n)

où J est un invariant du premier ordre, déterminent bien £, d», puisque
l'on peut toujours s'arranger de manière que l'on ait P^ =^ 0.

6. Exemple. — Plaçons nous dans le cas où n = 3 et cherchons
à intégrer l'équation linéaire du second ordre à caractéristiques
doubles pour laquelle le faisceau caractéristique du premier ordre
admet l'invariant

J3 = #3 H (#ipi -H X2P2).
P3

On doi'. avoir i den t iquement

(18) M2J3 = - — h - = 0, M3J3 = — —, (xipi -h 002P2) — U - = 0
pz PB PZ Pi

d'où

En outre on doit avoir aussi identiquement

et puisque, à cause des valeurs déjà trouvées de £2> £3»

pi -H hpt -+• hps =fe 0
on en déduit

^ = 0.
Tsortsis.
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L'équation à intégrer est donc

(20) pu -h 2 ^ pi2 — 2 - ~3 {Xipi -+- X2P2JP1Z -h ^-2 P22

H a — (#ipi -f- x2p2)2ps3 — 2 ^ —
%1 PZ Z'I P3

et le faisceau F5 devient ici

M2 / = - 1 - , M3 / = —L H («îpi -+- X2P2) zr~'
&l àp2 Xidpi' ' ôp3 XipzK r i ^ dpi

Ce faisceau est complet, puisqu'on a identiquement

1 1 1 1
= à (^îpi •+• X2P2) H 2 (# ip i •+• X2P2) = 0 ,

xipz %ipz

N£2 = _ ^ + £« = 0, N?3 = ^ 2-2 - ^ P-2 = 0.
a?i2 a?i2 ' tfi2p3 ^12P3

En introduisant comme variable nouvelle J3 à la place de p1 et
en tenant compte des relations (18), (19), le faisceau Fs se trouve
avoir comme base

1 ï>xi a;iba;2 ^ 1 v 0^3 ; öp2 ' öp 3

Les 4 invariants de F* seront les 4 invariants principaux de la
transformation N/,

T T J3 #3 T J3 #3 T 1 / v
Jo = a, Ji = — ^ — , J2 = ^ 2 , Js = xz -t- — (a;ipi -f- a;2p2)

et la surface intégrale de l'équation (20) s'obtiendra donc en élimi-
nant J3 entre les deux équations

cp, 7T désignant deux fonctions arbitraires.
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IL — ÉQUATIONS LINÉAIRES DU SECOND ORDRE

A DEUX SYSTÈMES DE CARACTÉRISTIQUES

7. Transformations de base des sous-faisceaux caractéristiques. —
Examinons maintenant le cas où il existe deux sous faisceaux carac-
téristiques distincts. On a alors affaire à une équation de la forme

(21) <J> — pu 4-(S, H- 'Opia "+- ̂ a^aPaa + (Sa'.p "+ Êpi«)PL*H -4-+ = 0
( a ^ P = 2,3,.-.n)>

les £, 37, <\> ne dépendant que de a;, .Tj, ... xn ; p1? ... pw (x).
Les deux sous faisceaux caractéristiques Sx et S2 ont comme

base
K/ = Xx -h T)aXa — (Xi* — kX«*)P u — X a*Pi a ;
Knf = PH — ^Pu H- Et«Pn ;
Kîy/ = Pf, - ^Pu — gtPlf + 2W,Pn ;

/ A/ == Xi -H ^ X a — (Xi*— r
S2 I Auf = PH — r l t P u -+- r i t

8 P u
( A,,/ = Pf; — riyPi, — rltP1;

(a, i, / = 2, 3, .--n; iy£j).

X, P conservant la même signification que dans le n° 1.
En introduisant comme variable nouvelle O à la place de pn e t

en gardant les autres variables, ces faisceaux deviennent

S i

K / - X 1 + r l a X a - X a *P l x ; / A/ = Xi -+- SaX* - Xa<f>Pla ;
Knf = Pït — f.Pi, ; S2 A„/ = Pu — rtlVu ;
Kl}f - P î ; — E;Pi. — tën ; ( Av/ = P, ; — r, ,Pu — Y)fPl7 ̂

(a, î, ƒ = 2, 3,- • - n ; i V / ) -

Un calcul facile p rouve que l 'on a (mod Fo)

(K,A) = 0, (K,A t t) = 0, (K,AîV) = 0, (KÙ-,A) = 0 , (Ku,Anh)
(K«>Aite) = 0, (KV>A) = O, (Ki;, AAA) = 0, (K;,, AM) = 0,

(K«, K) = 8.M,/, (KI71 K) = 8,M,/ + 3.M,/, (KM> K^) = 0,
(A, \lf) = ô,Jlibl/, (A, Aty) = 3 , * , / -+• M V i (Aw, A ^ ) = 0,

(i, /, A, /c, p , g, g = 2, 3, • - • n ; î ^ ƒ ; h ^ *),

où l 'on a posé

Tiff / ô / y bf M , df bf .

p) v. n° îo.
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Fo désignant le faisceau associé de l'équation (21).
On en tire les conclusions suivantes :
1° Les deux sous faisceaux caractéristiques sont en involution réci-

proque.
2° Chacun d'eux ne peut être un faisceau, complet que si les deux

faisceaux sont confondus,

8. Invariants de Sx (ou de S2). — Recherchons les invariants
indépendants de chacun de deux faisceaux Sx et S2. Introduisons,
à cet effet, comme variables

pi = pu H- £apai (a, £ = 2, 3, • • • n),

à la place de p12, ..pin et gardons toutes les autres ; le faisceau S!
se trouve avoir comme base

K/ = N/ -*-

= PW (a, ^ Y, », * = 2, 3, • • • n) ;

où l'on a posé

(oc = 2, 3, ••• n).

Les crochets, non identiquement nuls, de la base de ce faisceau

sont
(K«, K) = 8,M,/ -+- K,,(Kpa)Ra/
(K,., K) = 8,M4/ 4- 8,M,/ -h K^CKp

(a, », ƒ = 2, 3, • • • n ; i ^ ƒ).
avec

K,,(Kp<) =

(a, i, ƒ = 2, 3, • • • n ; <*,i?± j),

Kif(Kfi) = A, — 8,N£ —

(»» PT ». ƒ = 2» 3, • • • n ;
pip(Mp$A - MA$p)]

(a, p, i, ƒ, ft = 2, 3, • • • n ;
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où l'on a posé pour abréger

A* = NE, - M** - PaMiiial (a = 2, 3, - - n).

Soit 32 ;zf 0, et posons (Ki7, K) = Tt;/ ; les transformations
T22/, T23/v..T2n/ sont indépendantes entre elles et indépendantes des
transformations de base du faisceau S^ Considérons le faisceau

(6») T22/, TW, • • - T2ft/ ;

on aura (mod S2)

M2/ = _ £ K ^ K p J R J ; M,/ = ^-2[8iK28(KpJ - 62K2i(KPa)]Ra/ ;

(a = 2, 3, • • • n ; i ±= 3, 4, • • • n).

D'où (mod t)a)

(a = 2,3, • • • n ; i ^ ƒ = 3,4, . • - n).

Pour que le dérivé S'x soit de degré n n
 0 — , il sera nécessaire et

suffisant que l'on ait les égalités

= 0
; ( p ) =±= 0

(h = 2, 3, • • - n ; i ^ / = 3, 4, • • • n) ;

c'est à-dire que si l'on pose Kij(Kph) = ktjfh il sera nécessaire et
suffisant que l'on ait pour tout système de valeurs des indices

= 0
= 0 ;

ce qui entraîne les relations

(î, /, k = 2, 3, • • • n).

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes, que £, >?, tp

doivent satisfaire, pour que le faisceau S'x soit de degré -^—^ -•

Cela, sous la seule hypothèse que les 5» ne sont pas tous nuls,
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c'est-à-dire que les deux systèmes de caractéristiques sont dis-
tincts.

Je dis qu'il ne peut pas y avoir plus de 2n — 1 invariants. En
effet, le faisceau S\ contient certainement, sous l'hypothèse 5i ;zf 0
(pour une valeur particulière quelconque de i, par exemple i = 2),
des transformations de la forme

K7 = N/ + XaRJ, M// = M,/ 4- XaRa/ (« = 2, 3, • • • n),

donc le crochet (K',M'*) sera de la forme

CK', M/) =- - a£ g -, .. g - -, *
(« = 2, 3, •

ce qui, pour 5* ̂  0, ne peut pas appartenir au faisceau* S'x. Le

second dérivé de Si est donc de degré ^—- + \ au moins. Donc

le faisceau Sx admet au plus 2n — \ invariants.

III. — ÉQUATIONS NON LINÉAIRES DU SECOND ORDRE
A CARACTÉRISTIQUES DOUBLES

9. Cas du nombre maximum d'invariants ; résultats de M. Vessiot.
— L'objet de ce paragraphe est l'étude de certains types d'équa-
tions non linéaires aux dérivées partielles du second ordre à une
fonction inconnue de n variables indépendantes à caractéristiques
de MONGE doubles.

On commence par rappeler quelques résultats connus, dus à
M. VESSIOT.

Les équations du second ordre à caractéristiques doubles pro-
viennent de l'élimination de £ entre les équations

(22) * = n 4- Û(Ê2, • • • S» ; ̂  *i, • • • a* ; pi, • • • Pn) = 0

(23) Sul "*" d5 = ^ = ' ' " " ' n'
avec

• M V. no 10.
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et le sous-faisceau caractéristique S a pour base (*)

(24) K / = X / + i ^ H ? E a / («,«1 = 2 ,3 , . . .» )

(25) ^

où l'on a posé

^v/ — -^"l/ "i" ?a a/ \ — Zj o 7 • • • My J ^j = —?- j

TT v - ^ ^ O V n

H i = X ^ — 2 X i û ;

Ai,/ = 2pi7 + ^ ^ - ; A = | Aj,2 • • • Ai.i, | (i = 2, 3, • • • n) ;

1,7+1- • • A2,n

et l'on a A ^ O , puisque la partie homogène de degré n — 1 de A
(par rapport aux pij) n'est pas nulle.

Les crochets non identiquement nuls de la structure de S sont

(26)

avec

- I -

(a, p, i, j = 2, 3, • • • n ; i ^ j)

1 r v
2 G, = Y1C| j e . — - 2 ̂ Q - 2 c , —

C[.aMaü (a = 2, 3, • • • n).

a

Et les quantités A**, AS (A*V = Â i) étant indépendantes entre

i1) Ces formules se déduisent sans peine de la théorie de M. VESSIOT ; elles
s'obtiennent, en prenant comme variables nouvelles 4*̂ t>*»&» à la place de
Pu, Pi2,... Pin (V. n° 12).
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elles et indépendantes de& G», S n'est un faisceau complet que =si les

conditions suivantes sont satisfaites :

(27) G*=-0 (1 = 2,3, . . -*) .

Ce sont bien, aux notations près, les équations de M. VESSÎOT (*).

10. Cas où S n'admet pas le nombre maximum d'invariants. —
Gardons les notations du n° 9 et examinons le cas où une au moins
de quantités G* n'est pas nulle. Les crochets (26) introduisent alors
les n — J transformations nouvelles E*/ et le premier dérivé de S

aura donc pour base les m + n — J (m = ——^ + ^ e t a i l t le

degré de S) transformations

avec

On en conclut que s'il y a des invariants, ils ne peuvent être que
du premier ordre. En outre, comme les coefficients de K/ ne ren-
ferment pas les variables pij, tous les invariants de S' doivent
être des invariants du faisceau F* ayan* pour base les n transfor-
mations K/S, Î / . Donc on n'a plus affaire qu'au faisceau F*. Les
formules de structure de F* sont

(S,, K) = Yif - \ clxMJ - l cfPx/ (a, i = 2, 3, • • • n).

Désignons par Aif ces derrières transformations infinitésimales ;
elles sont indépendantes entre elles.

Le premier dérivé de Fs a pour base les 2n — 1 transformations

F»': X/ ;A, / ;H, / ( i = 2 ,3 , . . . / i ) .

Les crochets non identiquement nuls et non congrus à zéro
(mod F's) de la structure de F'« sont

(At, E,) = \ cijOLM«f ; (A,-, A,) = \ [(A?ci% — AlC/a) Ma/ -4- (A]Cl — AiC?) Pj/J

(X, A,) = * (A.c. - XcJ Maf -f- (A,Q — * Xct) ?1f

( a , i , / = 2,3, . - - M ) .

(x) V. n° 12 (voir notamment les formules (59)).
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Or, on a

et en tenant compte de l'hypothèse faite, il en résulte que F'» est
au moins le degré 2n. Soit Gn ̂  0 ; le crochet (X, An) introduit
alors la transformation nouvelle

et si l'on forme le crochet (X, Un) on constate qu'il y figure un terme

en ^ dont le coefficient n'est jamais nul ; donc F"« est au moins de

degré In -f- ) .
On en conclut que si le sous faisceau caractéristique n'atteint pas

le nombre maximum d'invariants, il en admet au plus n — 1, qui ne
peuvent être que dh premier ordre.

11. Exemple. — Cherchons les invariants de F«, pour l'équation
donnée par

= 3).

F* a comme base les 3 transformations

X/ = Yi/ + Ê2Y2/ + $3Y3/ ~ (pi 4- Ê2P2 -+- 2 Î3P3) Pi/ — P2P2/ — \ P3P3/,

Les crochets non identiquement nuls de la structure de F* sont

(H2, K) = Y2/ — p2Pi/, (S8i K) = Y3/ — \ pzPif ;

désignons-les par A^, A3/. Le premier dérivé de F« est

\F.' : S2/, S3/, A2/, A3/, Xf = Yi/ — P lP!/ - p2P2/ —

Comme X/, A,,/, A3/ ne renferment pas £2, 23, tout revient à étudier
le faisceau F*, ayant pour base ces trois transformations. Or, on a

(X,A2) = 0, (X,A8) = — J
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donc F'«, a pour base

Pi/, Y2/, Y3/, Xf= Y 1 / - ^

La structure de F \ introduit la transformation nouvelle- . Il

s'ensuit que les invariants cherchés sont les deux invariants prin-
cipaux de la transformation

0/ àf 1 df

soit :

xi -Mogp2,

12. Equations de Monge-Ampère généralisées. — Les équations
du second ordre pour lesquelles ù est de la forme

(28) û = E 1 1 + 2 5 1 E h + ^ E M ^ 2 y p E W ] ( ^ = 2 , 3 , • • -^E^E,-;)

E étant des fonctions de x, x±, ... ocn ; px, ... pn se rattachent à
celles de MONGE AMPÈRE de la théorie classique ; on conviendra de
les appeler les équations de Monge Ampère généralisées. Les équa-
tions (23) de\ienneni ici

(29) Pu + E, • <- *, {Pl% + . E J = 0 (., i = 2,3, • • • n) ;

moyennant lesquelles l'équation (22) équivaut à

Pli + E u + \a (Pla + E l a) = 0 (« = 2, 3,- • -n) ;

de sorte que l'équation de MONGE AMPÈRE généralisée est

| pu -H Ei»,- • 'pni + Ewt | = 0 (i = 1, 2,- • -n).

Les %h définies par (29) sont des fonctions de p%7 indépendantes,
puisqu'en différentiant les équations (29) par rapport à p^i, on

trouve comme déterminant des r-1-,
bpu

| P2i "4- E2f,- • -Pm 4- Eni \ (i = 2, 3, - - •*),

qui n'est jamais nul.
Pour les équations de MONGE AMPÈRE généralisées, si le sous-

faisceau caractéristique S est complet, il y a n -\- 1 invariants du pre-
mier ordre. En effet, les relations (27), en tenant compte de la forme
(28) de Q, entraînent

(30) N«E,* - N7Et, = 0 (i,j,h = 1, 2, • • - n),
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«ce qui exprime que le faisceau du premier ordre

N,/ = Yif — ElaPa/ («,î = 1, 2, •. • n)

est complet ; il admet donc r -\- 1 invariants. Réciproquement, les
invariants du premier ordre de S sont des invariants du faisceau
Ni/, et s'il y en a n + 1, ce faisceau est complet ; de sorte que les
conditions (30) so^t vérifiées et que S est aussi un faisceau com-
plet.

Le faisceau Nt/ est un faisceau prolongé. Son intégrale générale est
donc de la forme

x = 6(Xl,' • -xn ; ao,axr • -an), pi = — (i = 1, 2,- • -n),

les a désignant des constantes arbitraires ; et les Et; doivent être

Ce qui donne, par élimination des a, la forme générale des Ë«;.

13. Intégration. — Supposons que le faisceau Ni/ soit complet et
désignons par Jo, Jl7 ... Jw ses / + 1 invariants fondamentaux.En
répétant le raisonnement du n° 5, on trouve que parmi ces inva-
riants il existe deux relations

(31) Jo = <?(J2, • • • J„) J i •= « ( J E , • • • J»),

qui sont identiquement vérifiées sur toute surface intégrale de l'équa-
tion proposée ; et ceci quelles que soient les fonctions cp et TT. Or,
les fonc+ions J sont deux 5 deux en involutior, puisqu'on a

ÏJfcJJ = ^ NaJK - ^ NaJ,t (* = 1, 2,- • -fi ; h,k= 0,1,- • -n) ;

donc les formules

Jo = ?(«2,- ••««), Ji •=• ^(«2,- • *«n), Jt = ai (i = 2,3,"-n)

définissent une intégrale complète du système d'équations aux déri-
vées partielles du premier ordre (31).

En éliminant pu ... pn entre ces n + 1 équations, on obtient une
équation de la forme

= 0 ;
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elle représente une famille de surfaces qui satisfont au système (31 )
ainsi qu'à l'équation proposée. Mais il en est de même pour les sur-
faces définies par les formules

x = 0 , *L + *l*l+**•*? =0 (£ = 2,3,...»).

Ces n équations renfermant les deux fonctions arbitraires <p et iz
représentent donc Vintégrale générale de Véquation du second ordre
en question (*).

La formation des inyariants du second ordre par ceux du premier
ordre s'effectue de la même manière que dans le n° 5 pour les équa-
tions linéaires.

14. — Une classe particulière remarquable d'équations de
Monge-Ampère généralisées. — Soit

Û = Ex -h 2£aEa (a = 2, 3,- • -n),

les E ne dépendant que de x, xx, ... xn ; px, ... pn. Le faisceau -du
premier ordre est ici

(a, i = 2, 3,---n);

et pour que ce faisceau soit complet il est nécessaire et suffisant que
l'on ait

(33) NiE« — N«Ei = 0; N«E, = 0; (i, j = 2, 3,-. -n).

Il est facile d'obtenir toutes les équations de MONGE-AMPÈRE du
type considéré pour lesquelles le faisceau caractéristique du premier
ordre admet le nombre maximum d'invariants. En effet, en intro-
duisant dans le faisceau (32) comme variable nouvelle y = x —
(a = 2, 3, ... n) à la place de x, ce faisceau devient

(a, i=r 2, 3,---n)

I1) II s'ensuit que l'intégrale générale de l'équation du second ordre est l'en-
veloppe de l'intégrale complète du système (31), quand on laisse les at,...an
indépendants. On reconnaît l'analogie avec la théorie des équations aux déri-
vées partielles du premier ordre.
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-où Ton suppose que l'on a remplacé les fonctions E par d'autres
fonc+ions s de variables y, x^ x2, ... xn ; pXi ... pn ; et les relations (33)
se trouvent maintenant remplacées par les

Nm — Ni£l = 0; N<E; = 0 ; (î,f = 2, 3- • -n).

On est ainsi ramené, aux notations près, au cas trai+é dans le n ° 3 ;
donc la forme explicite des équations cherchées sera

H = ö,(£0; 2/, xi, p2,- • -pn); pi -h ö a # a == eo(eo; y, s i , pa,- • -p*) ;

£0 désignant Vinvariant fondamental du faisceau complet Ni/.
Si Ton applique à l'équation en question la transformation

d'AMPÈRE f1),

(34) yx = #! ; y%= — p%\ y = x — p az a ; ci = pi ; & = a* ;

(a, i = 2, 3 , - -n ) ,

le faisceau (32) devient

(a, i = 2, 3,- • -»),

où l'on suppose que l'on a remplacé E par d'autres fonctions s de
nouvelles variables y, yx, ... yn ; q^ ... qn.

Vu les résultats du n° 5, les n + 1 invariants du faisceau complet
(35) seront de la forme

JK(CO; 2/, 2/i,• • -2/») (/c = 0, 1,. • -n),

€0 désignant l'invariant fondamental du faisceau comple À»/ ; et
la surface intégrale de Véquation transformée [par la transformation
(34)J s'obtiendra en éliminart e0 entre les deux équations

J o PSÎ ̂ (J2,* • • Jw), J i = ^2,' - - J»)»

(») Cette transformation est un cas particulier des transformations qui laissent

invariant le faisceau Y*/ = ^ + />i ^ ; Pt/ = ^ ; (i = 1, 2, . . . n) (voir

n° 4, Note).
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cp, 7T désignant deux fonctions arbitre ires ; on en déduit la surface
intégrale de Véquation proposée (*).

15. Famille de transformations caractéristiques du premier ordre
et faisceau caractéristique du premier ordre. — Tout invariant du
premier ordre du sous faisceau caractéristique (24), (2!S) doit être
manifestement un invariant de la transformation infinitésimale X/ *y
et les multiplicités caractéristiques qui engendreront une intégrale
de l'équation proposée seront trajectoires d'une transformation de
la forme

Vf = Xf -h «.S,/ -4- uw?] K[lfslf («, p = 2,3, • • • n).

Cette dernière transformation infinitésimale est un prolongement
de X/. Il s'ensuit que les multiplicités intégrales, prolongées au
premier ordre, de l'équation en question, pour lesquelles : £2

 e s t u n e

même fonction de x, .T«, pi ; £3 est une même fonction de x, ri, pt ; etc»
sont engendrées par des trajectoires de la transformation

Xf = Y,/ + S«Y«/ •+- (**.*!! - û) Px/ - * *? PJ (a = 2, 3, • • •„),

qui correspond 5 ce système particulier de valeurs de £2> ••• £»• Si
l'on considère dans la transformation X/, les quantités U comme
des fondions arbitraires de .r, a*i, pi, on a une famille de transforma-
tions infinitésimales du premier ordre contenant la transformation
X/ définie ci dessus. Cette famille de transformations ne peut être
un faisceau que si les coefficients de Pi/(i = 1, 2, ... n) dans X/r

sont des fonctions linéaires de £2> ••• £**• Ceci exige que û soit une
fonction entière et du second degré en £2, . . \n. Soit donc

û = Eu + 2£aEia -h e 2
a E a a ^ p a p ( p , 1

E étant des fonctions de x, x±, ... xn ; p1? ... pn. On aura

X/ = Nx/ -H ?aNa/

les N ayant la même signification que dans le n° 12. De là résulter

comme £i sont indépendantes entre elles et indépendantes de x,xi,p%y

(l) Le cas considéré est un cas (voir n° 12) où les mineurs de degré > 2 du
discriminant de Q sont nuls, mais non tous ceux de degré 2.
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que les invariants du premier ordre de X/ (et par suite du faisceau S)
seront les invariants fondamentaux du faisceau N»/, Nrf de degré n à
2n + 1 variables. On en conclut que dans le seul cas des équations
de MONGE AMPÈRE généralisées, il y a un faisceau caractéristique
du premier ordre dont les trajectoires {les trajectoires de ses transfor-
mations) servent à engendrer les multiplicités intégrales, prolongées
au premier ordre, de Véquation proposée. Er dehors de ce cas il n'existe
qu'une ft mille de transformations infinitésimales caractéristiques du
premier ordre dtnt les trajectoiies jouissent encore de la même prop- iété.

Ce résulta* de rattache à celui obtenu par M. YESSIOT (X) pour une
équation du second ordre à deux variables indépendantes dans le
cas où les deux systèmes de caractéristiques sont distincts.

16. Une remarque importante. Divers types d'équations du second
ordre admettant des caractéristiques. Divers types d'équations de
Monge Ampère généralisées. — Les formules (22), (23) ainsi que
celles qui correspondent aux équations à caractéristiques dis-
tinctes (2), ne subsistent que sous l'hypothèse que H, yj sont des
fonctions indépendantes de p12, Pi3, ... pnn. On peut supposer, au
contraire, que £, Yj dépendent d'un certain nombre d'autres fonctions
indépendantes A1? ... /« (s < 2n — 2) de variables x, xx, ... xn ;

Pli ••• Pn 5 P i2? ••• p n n -

Les équations du second ordre qui admettent deux sous faisceaux
caractéristiques distincts s'obtiennent alors, en éliminant Àt entre
les s + 1 équations

* = n + û(Xi,-. -X3; x, X!,' • -xn\ pi,- • -pn) = 0

où l'on a posé
n = Pll4-(?a-4-Y)a)pla + ?arJapaa-f (ÊaT.p+ÇpTiJp^ (a^£,6 = 2,3,-•-n).

Et dans le cas d'un seul sous-faisceau caractéristique, il faut rem-

placer ces formules par les

(36) * == n -+- Û(Xi, --Xs; X,XU---Xn', pu • ..pB) = 0.

(x) Bulletin de la Société Mathématique de France, 55, 1924 (voir notamment,
no 29, p. 394).

(2) V. no 10.
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avec

= 2, 3, • • • it).

On obtient ainsi divers types d'équations du second ordre ad-
mettant des caractéristiques, suivant les différentes valeurs que l'on
attribue à s.

En particulier, si les \ sont des fonctions linéaires de \% et O est"
une fonction du second degré de /* on a affaire à divers type9
d'équations de MONGE AMPÈRE généralisées. Cherchons pour
chacun d'eux le nombre maximum d'invariants du premier ordre
du sous faisceau caractéristique S.

La forme analytique de ces équations est

où l'oira pose

Bo = Eo -t-

B. = E, -t-

Bo, Bi , • • • Bs

Bi, Bu, • • • B5i

B*, Bu> • • • BM

û = Eo

4-:

= 0

les 9, E ne dépendant que de x, xx, ... Xn ; px, ... p«. En effet, les
équations (36), (37) peuvent être remplacées parles

Bo - 0
(38)

• • ) »

et la résolubilité de (38) par rapport à / est certaine, puisque le dé-
terminant fonctionnel des premiers membres de (38), pris par rap-
port à 1, soit

Bi,9 B*9 (* = 1,2,

n'est pa<s nul.
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Tout invariant du premier ordre de S éstf un invariant de la
transformation

et réciproquement, tout invariant du premier ordre de X/ est un
invariant de S. Or, l'équation (36) peut s'écrire

• = Pli + U>1« "+- ÊaPa + O = 0 (a = 2, 3, • • • n)
avec

Pi = Pli + Ê«P« (2 = 2. 3, • • • n) ;
d'où

X/ = N/ + PaMa/ (« = 2, 3, • • • n)

avec

Les relations (38) entraînent

p/ — &Srz(— â ) (l = m -+- 1, • • • n ; m = n —

où l'on a posé

S = | ôm+l,<, • - -en,i | (î = 1, 2, . . . s) ; aA= preTffc

(a =s 1, 2, • • •« ; y = 2, 3, . . - m ) ;

2r/'(W*) désignant le déterminant qui se déduit de 2r, en remplaçant
les éléments de la (j — m) ème colonne par W l v . . Ws. Et puisqu'on
a de plus

H— H) = Pr'A— er,*
(a = l , 2 , . . . 5 ; Y = 2 , 3 , . . . m ) ,

la-transformation X/ devient

X/ = N/ + pr[MT/ + ! & , ( - eYj/l)M8/] + | [ & 8 ( - EA) + V » i ( - EaA)]M3/

(« = 1, 2, • • • * ; y = 2, 3, • • • m ; 8 = m -4- 1, • • • n).

C'est une fonction du second degré par rapport aux quantités
indépendantes Xlv.. h ; p2,... (m. Mais quel que soit k, pourvu que i
prenne une des valeurs 1,2...s, la quantité

°*. , a + °«, «&fi(— \hh (8 = m + 1, • • • n)

Tsortsîs 3.
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est identiquement nulle, puisqu'elle est égale au déterminant

II s'ensuit que les termes du second degré en A, p dans X/ dispa-
raissent et X/ devient, en fait, une fonction linéaire en X,p. Or, si
l'on prend, dans le faisceau S, comme variables nouvelles <ï> ; Àlv..
ls ; 02,... pm à la place de p n , p i 2 v Pi«> tQut invariant du premier
ordre de S sera un invariant de X/, et réciproquement tout invariant
du premier ordre de X/ sera un invariant de S. Donc il existe un
faisceau caractéristique du premier ordre F*, ayant comme base les
n transformations.

(a = 2, 3, • • • n ; i = 1, 2, • • • s ; /e = 2, 3, • • • m ;
8 = m -f- 1, • • • n ; m = n — s).

En exprimant que le faisceau F* est complet, on trouve un certain
nombre des conditions de forme assez compliquée, que l'on omet ici
pour raison de simplicité. Contentons nous seulement de remarquer
que ces conditions sont compatibles, puisqu'elles sont vérifiées si
l'on prend, en particulier, pour Q une fonction ne dépendant que
de Xlv.. ta, c'est à dire si l'on suppose que S, E se réduisent à des
constantes absolues.

On en déduit que le nombre maximum d'invariants du premier
ordre de S est n + J > Ie même pour tous les types d'équations de Monge»
Ampère généralisées.



SECONDE PARTIE

SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES

PARTIELLES DU TROISIÈME ORDRE A UNE FONCTION

INCONNUE DE N VARIABLES INDÉPENDANTES A

CARACTÉRISTIQUES TRIPLES, DANS LE CAS OU

LE SOUS-FAISCEAU CARACTÉRISTIQUE ADMET LE

NOMBRE MAXIMUM D'INVARIANTS.

IV. — ÉQUATIONS LINÉAIRES DU TROISIÈME ORDRE
A CARACTÉRISTIQUES TRIPLES

17. Extension de certains résultats de M. Vessiot (]) à une équation
générale du troisième ordre. — Envisageons le faisceau F de base

(*, ?, £,*,*, = 1,2, . . . n ) ;

et une équation aux dérivées partielles du troisième ordre à une
fonction inconnue de n variables indépendantes supposée, pour
plus de simplicité, de la forme

i, • • • Xn',pi, • • apR;pil9pi2,' • 'Pn»î Pll2,Pll3,'

On pose, une fois pour toutes,

p

les indices en caractères grecs a, /3,... étant des indices de Sommation :

S1) V. n°* 1-12.
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et le symbole [a/3...] désignant que la Sommation est étendue à toutes
les combinaisons des indices a, |3,...

Le sous-faisceau Fo de F qui laisse 4> invariant sera de degré N — 1

le degré de F étant N = n + ——Y2% ' c e s t ^ faisceau

associé de l'équation proposée (c'est à dire que l'intégration de
l'équation 4> = 0 équivaut à celle du faisceau Fo).

Toute intégrale complète de l'équation en question est l'intégrale
générale à n dimensions (intégrale complète à n dimensions) d'un
sous faisceau complet de Fo de degré rc, qui n'a aucune transforma-

, j. . , n(n + l)(n -4-2) „
tion commune avec le taisceau de — j~5"3 transformations
infinitésimales Pikhf (£, /e, h = 1,2,.. n). Toute involution de Fo,
et par suite tout sous faisecau complet de Fo, contient une transfor-
mation caractéristique (s'il en existe), et toute intégrale complète
sera donc engendrée par des multiplicités intégrales à une
dimension faisant partie des trajectoires de la transformation ca-
ractéristique ; c'est pourquoi ces trajectoires sont dites les mul-
tiplicités caractéristiques de l'équation en question (caractéris-
tiques de Monge.

Les équations du troisième ordre qui possèdent trois systèmes de
caractéristiques de Monge sont divisées en trois classes différentes :
a. les équations 4> = 0 pour lesquelles il existe trois sous faisceaux
caractéristiques distincts ; b. les 4> = 0 qui possèdent un sous faisceau
caractéristique simple et un sous faisceau caractéristique double ; et
c. les O = 0 qui ne possèdent quun seul sous faisceau caractéristique
triple. Les équations a., ou bien sont des équations linéaires de la
forme

(39) 4> = II + ty = 0

avec

les t, Y), Ç, +, ne dépendant que de x, rrlv.. xn\ p1? ... pn ; p u , pu,—
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ou bien elles proviennent de l'élimination des paramètres E, yj, Ç
entre les équations

En faisant dans les formules (39), (40) ; d'abord yj, = t\^\%\
puis ii = rti = & ; on obtient respectivement les équations fe., c.

Donc les équations du troisième ordre qui possèdent un seul sous-
faisceau caractéristique triple : ou bien sont des équations linéaires
de la forme

(41 ) * = n -H <p = o

avec

» = Pin -

les ?, ^ étant des fonctions de x, o;lv.. a:» ; p l v . . pn ; p n , /512v.. pnn ;
ou bien elles proviennent de l'élimination de \ entre les équations

(42) * = n H- Q(É2, • • • En ; a, si, • • • an ; pi, • • - pw ; pu, P12, • • • p»n) = 0

<43> I + S = O (i = 2,3,--n).

Lorsqu'on a affaire à une équation du second ordre à caractéris-
tiques doubles on sait, d'après la théorie de M. Vessiot (x), que le
sous faisceau caractéristique correspondant est toujours involutif.
Il n'en est pas ainsi pour une équation du troisième ordre à caracté-
ristiques triples, c'est à dire que le sous faisceau caractéristique triple
n'est jamais un faisceau involutif (2).

t1) V. no 11.
(2) Ce fait a été indiqué par M. COÏSSARD pour n =- 2 (Comptes rendus, t, CXC,

1930, p. 709 et Bulletin de la Société Mathématique de France, 61, 1933, n° 2),
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Le sous-faisceau caractéristique triple a pour base les
n(n — i)(n -h 4) . -

m = — A o o + * transformations

(44) K/ = X, -H ÊaXa - (X4O - 25«X>)P111 - XaQPll3[

j\.±iif == Piii — ^ÇiPlli ~f" 3?t P m

i K«/ = P«i — k2Piii + 2Ê,»Pm
(45)

— y P U l -4-

(a = 2, 3, • • • n ; i ^ ƒ ̂  h — 2, 3, . • • n) ;

le trait qui surligne X désignant que l'on a effectué cette opération
en traitant les c comme des constantes.

Ces résultats s'obtiennent sans peine en imitant le procédé de
M. Vessiot relatif à une équation du second ordre ; c'est pourquoi
on peut les énoncer ici sans démonstration.

Les pages qui suivent sont réservées à l'étude des équations li-

néaires (41).

18. Structure du sous faisceau caractéristique triple. — Le sous-
faisceau caractéristique S qui correspond à l'équation (41) a pour

base les m = — ĝ  + 1 transformations (45), (46^ :

(46) K/=X 1 + ÊaXa-(X1*-2ÉaXa<l>)P111-Xa<l>Plla (a = 2,3, . .•»)•

Effectuons un changement de variables en prenant 4> à la place
de p m et en gardant toutes les autres variables ; la base de S peut
alors s'écrire

(47) K / = X 1 + ? a X : [ - X : t * P l l a

(48)
Km/ = P,i, —

// K*,/ - Pi,, - 2|i6,Pui — 6,«P«,

(a, i, /, ft = 2, 3. • • • « ; i 5z£ / 5z£ A)

où l'on suppose que l'on a remplacé p m par sa valeur tiré* de l'équa-
tion (41).
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Les crochets formés par les transformations (48; sont nuls, car les
quantités \ ne renferment pas les variables p112, Pus-., pnnn. Pour la
même raison on obtient ensuite

(49) (K, K1£l) = (X1( Ktl,) + $a(Xa, KUl)

( « , 1 = 2 , 3 , - . . B ) .

Or, on a

(Xx, Km) = - a y P u •+• 2|,Pii — P« — 2X1?iP11i ;
(XÉ, KM.) = - K« — 2Xi^Pu , ; (X,, KM) = — 2X

(i^j = 2, 3, . . . n )

avec

d'où les identités

XiKto* - KUtXf* = - Kü* - 2XI5JPW» ;

X,Ki«» - K1KX#* = - 2X£Pm* (* ̂  ƒ = 2, 3, • • • n).

En tenant compte des relations évidentes

Pitt* = 35* ; Kw* = - 3fc« ; (f = 2, 3, • • • n),

les identités ci-dessus se réduisent aux

KifcX,* = Kn* : KuiX,* = 0 ; (i ^ j = 2, 3, • • • n).

Donc les formules (49) deviennent

(50) (K, K») = — R« -+- (Ku* - 2X^)Pm {i = 2, 3, • • • n)

où l'on a posé

X/ = Xi + SaXa (» = 2, 3, •••«) .

Un calcul semblable fournit ensuite pour les autres crochets non
identiquement nuls de la structure de S,

(51) (K, K») = - Ulh + (K,,* — 2ï,X5i)Pm
(52) (K, KU}) = — R„ + (Ky* - 2XS,)Pu. -+-
(53) (K, Krf,) = — ?,R« - îR,, -H (K«,* — 2Î,X|, -

•+• ( K * * — 2Ç,XÎ,)Pu,

(54) (K, Ki,h) --= — URi, — 5,Ru — ^«R?A

( f 5 ^ / 5 ^ * = 2, 3 , . . . n ) .
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avec

= Pi, —

On tri conclut que le sous faisceau caractéristique triple, même dans
le cas des équations linéaires nest jamais un faisceau involutif.

19. Nombre maximum d'invariants du faisceau S. Les transfor-
mations infinitisesimales Ru, Ri/ étan+ indépendantes, le faisceau S
ne peut atteindre le nombre maximum d'invariants que si les cro-
chets (51), (53), (54) sont des combiniasons linéaires de (50), (52).
Pour cela, il est manifestement nécessaire que l'on ait les identités

Ki}<P = È,Ku* -f- fcKj,* ; (i ;zf / = 2, 3,...n).

Ces identités, à cause des relations évidentes

R«/ = Knf — UKuf ; R^/ = Ki,f —

s'écrivent

= 0 {h,k = 2, 3,...n),

lesquelles à leur tour, après calculs, deviennent

Rhk^ + 3raRM?a = 0 (ce, h, k ;= 2, 3, . - - n)

où l'on a posé

'i = Pu* + 25«Pi« + P«P«« + 2$ J?P[a?], = | 5 . (* ; * P = 2,3, • • - n).

Ces dernières relations, renfermant les n qui sont indépendantes
entre eux et indépendants de

X, Xi, • • • Xn ; pi, • • • pn ; pu, pi2, • • • Pnn,

ne peuvent être identiquement vérifiées que si H, ^ satisfont aux
équations

(55) R ^ = R,^ = 0 (i, h, k = 2, 3, - - • n).
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Sous ces conditions le premier dérivé S' de S aura pour base les

m + n (y l ~ 1 ) transformations (47), (48), (56) :

s H«/ = Ru -h (2XU - Klt*)Pn«
* ' ? Hv/ = R,; H- (2XÊ, — K^ ;P i« -h (2Xïi —

(izztj=2, 3, . - - n ) ,

et le nombre maximum d'invariants de S sera celui de S'..
Nous sommes ainsi conduit à examiner si ce faisceau S' peut être

un faisceau complet.
Introduisons, à cet effet, comme variables r2, r3,... rn è la place de

P112? Piisv Pnn e t conservons toutes les autres. Le faisceau S' se
trouve avoir, plus simplement, comme base les transformations

(57) K/ = A/ + raK la/ -*- p [ ïH R[aB/ + AaSa/

(58) Kguf =

\
| H , , / = R , , / + » ; 6 , / -+- <i,6,/

(«, P = 2 , 3 , • • • » ; g = i , 2 , . - - M ; », ƒ, h,k = 2, 3 ,

o ù l ' o n a p o s é

N£/ = Y, -4- r ,P l t ; PlA = pUh-h ^Pxik ; », = 2A{, - Klt+

+ r a (2K l a ^ -3K 1 £ ?J ; A, - P i a a a - 3 r a N ^ - N ^

(f = 1, 2, • • • n ; a = 2, 3, • • • n).

Les crochets non identiquement nuls et non congrus à zéro de la

structure de S' sont

(K, H,i) == — (Ac, •+• raK la£, + Ji)Kl4/ -t-

(K,H„) = —(AS, -+- raKl3Ê, + »,)Ki,/ - (A?, -+- raKla$» •+- <u

H- (Kff; — H,,A,)C/ + (Ka, — H<;Ai)6,/ —

(H«, H,,) = Hrf»,6,/— H,/x,€,/ ; (H„, H„) = (H«<r,— H ^ , ) ^

(a, T, S, i,j,h, k = 2 , 3 , . - -n ; t > £ / > ± /, 5z£ fc ; Y 5z£ i ; 8
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On en déduit que S' ne peut être un faisceau complet que si les
conditions suivantes sont simultanément vérifiées

(60) \U H- r aK l a^ H «, = 0 ; (61) Ka* = H^A* =

(62) HM-A, = HijA.k = Hpj*i = 0; (a, î,/, h,p,g = 2, 3,- • -n

En tenant compte de la valeur de «7f, les équations (60) entraînent

(63) 3AÊ, — K,,<|* = 0, K,£ — KÜÊ, = 0 ; (î ^ / = 2, 3,- • -n).

D'après ces relations, les (62) se réduisent à des identités et les
(61) deviennent

(64) — K* = Mi* +• 3raMiïa -4- Œ,(Pn^ H- 3 r a P u U («, î *= 2, 3,...n)

avec

Donc Ze faisceau S', e£ p«r 5wife /e sous faisceau caractéristique S,
admet au plus 4 w. — J invariants et ce nombre maximum nest effectif
ventent atteint que si £, vp satisfont à la fois aux équations (55), (63),
(64).

20. Détermination des invariants de S'. — Plaçons nous dans le
cas où les conditions (55), (63), (64) sont réalisées et introduisons
comme variables ^ l v . . qn ; ff2,...

 (Jn ^ ^a p l a c e de p n , . . . pi« ; r2... rn
avec

ÎA = Pi// H- ^zP-xh (a =s= 2, 3,- • -n),

en supposant

(65) 2) = | KiA- • -K1.E* | ^£0 (i = 2, 3f- - -n).

Un calcul facile montre que les transformations (58) ne changent
pas et que les transformations (57), (59) se réduisent à

(67) HM/ = P w / (a, p, p, g = 2, 3, • • • »),
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•où l'on a posé

•+• ff»(Pn+ + 3 r a P u y (a = 2, 3, • • • n).

Il reste à calculer les coefficients de la transformation (66) en fonc*
tion des nouvelles variables Pour cela, remplaçons les fonctions
<|*, £2,... In par d'autres fonctions û, r,2,... r,n de 3M + 1 variable»
•x, a ,̂... Xn ; pi,... p» ; qi,.~ q« (*). On vérifie sans peine que

(68)

?>u A

ô^ öQ

M ^ = M Q̂ -4- ^ À a ( —

a, î, ): = 2, 3,- - -n ; w =

avec

-xn ; pi,- • -pn)y

= 2, 3,. • -n)

^ n — 1

A/(W*) désignant le déterminant qui se déduit de A, en rem-
plaçant les éléments de la (ƒ — j)-ème colonne par W2v.. W«. On
suppose que dans les Mi/, M>if qui figurent dans les seconds membres
de (68) l'on met Y) à la place de \ et que l'on ait A ;zf 0.

Le déterminant % devient alors

Ce qui est possible, à cause des relations (55).
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avec

0 = I ±i(M>2r\s)' • -H— J M * ) I (*, = 2, 3- • -n).

En tenant compte des condiiions (63), les équations (60) peuvent
s'écrire

*< -h raK la^ -H g Ki,+ = 0 (a, î = 2, 3,- • -n) ;

d'où, d'après l'hypothèse (65) et les relations (68),

6 ( Ay + J l M + A ( * ) 2 û ) (a' i = 2, 3, • • • w) ;§ 6 l ( ~ Acy* + 3 J l M + 3

étant le déterminant que l'on déduit de 0, en remplaçant
les éléments de la (ƒ — 1) ëme colonne par W2, ... W#.

Les quantités Bi s'écrivent à leur tour

B,= MlQ + «£ + 1

(or, £ = 2, 3,---n).

Donc la transformation (66) devient

«»»«).^i -+- [5 e « ( -

+ 3Qfi(— M)] ^ S J -h P[ap]P[ap]/ (a, ? = 2, 3,- • -il)

avec

Jb* = A(7̂  +- g Jl^û + ^ Aa (— Mms)$*Q (« = 2, 3, - - - n) i

dans laquelle ne figurent plus que les nouvelles variables #, # l v . . a;n ^
p l r . . pn ; g l v . . qn ; p22,... /?nre ; <72v.. Cw ; p 1 2 2 v J°www- Et le faisceau S'
se trouve avoir comme base les transformations (58), (67), (69)»
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Or, en "exprimant que ce faisceau est complet nous trouvons les *
relations

<70) - 4 [s e ' ( - •*>] = « ; ^ * < - - ^ 1 - «
S i A 5

(a, i, /, g, fc = 2. 3,- • -n ; /, q^i).

Tenons compte d'abord des relations (70;. Les quantités 0i(—Ah)
se simplifient, puisque

(72) \?(— JIM.) = ^{— M>,rta),

à cause du second groupe (63) et des relations déjà établies

Ku5; = -̂  A?(— Jb»7i,) (i, ƒ = 2, 3, • • • n) ;

•donc nous avons

<73) e;(— M) = e,(— A*A -H J JiM -̂ i

Les relations (70) entraînent alors

(74) • l e , 0 - ^*) = | &,(

où l'on a posé

*a P l-a («, i = 2, 3 , • • - n) f

Sr = 18,(— Jlb,^) • • • 8,(— Mnn.) l (i = 2, 3, • • • ») ;

J M + j ^ 8 ( **^) (« = 2, 3,- • -n) ;

3>(WJ), 2TJ(W») 'désignant respectivement ce qui deviennent
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5, Sr en remplaçant les éléments de la (ƒ — i)>me c o lonne par W8v . . W».,
Et les relations (72), (73) entraînent aussi

(75) a,(—

&,(— ah) = S,( — ô Jfcrfï + ^

Tenant compte de la formule (74), les relations (71) entraînent
à leur tour

(76) | 1 [ A , ( - M.,.) H- »,A a(- g-;)]fe'iaQ +- 3ea(-M)]

En vertu des formules (74), (76), le faisceau S' aura comme base
les transformations (58), (67) et

8 I
(,, f = 2, 3 , . . -n).

Cette dernière transformation ne renfermant pas les variables
J°22ÎP23V Pwn 5 Pi22? jPi23v ĵwww, /es invariants fondamentaux du sois-
faisceau caractéristique S, seront les 4ra — J mw riants principaux
de Z/.

31. Conditions nécessaires et suffisantes pour que S' admette
effectivement 4n — 1 invariants. — On a vu plus haut que le
faisceau S a comme base les transformations (58), (77) :

(77) K/ = Z/ + P [ > sP [ a ? ] / (a, ? = 2, 3, • . . n),

et que la base de S' est constituée par les (58), (67), (77). Les trans-
formations Xif deviennent, d'autre part,

= S,/ -+- pioMzf -f- (r, H- 9a
(a, P, i = 2, 3,- - -i»)
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avec

Or, on a

X& = Y,&k -h rfuJ* H- pîaKia£a (a, i, fc == 2, 3,- - -n)

et en tenant compte des relations (68) et des identités

on obtient

(a, i, h = 2, 3,..-n).

En vertu de ces dernières relations et de la formule (74) U vient

Xî/ = 9S*/ -h p,[a?]P[a?]/ -h X ^ S J («, i = 2, 3,. • -w).

où l'on a posé

i j f | 9 , ( _ aj) + aaPia| [A -H g ^

, ?A a (— M ?r l f) + P lpA a( Ifc p7i,)] j Q /

P S A ( H ) t p A ( M ) + J & ( — a»)

(a, P, Tf = 2, 3, • • • n).

En outre, les transformations P u i / sont remplacées par les Si/.
Donc le faisceau Fo, qui laisse $ invariant, se trouve avoir, plus
simplement, comme base les transformations (58), (77), %if, S»/.

Mais si l'on envisage des multiplicités intégrales prolongées des
éléments pt,... pn ; qlf... qn ; cr2,... ff», le faisceau Fo donne nais-
sance au faisceau Fo qui a pour base les 4re — 3 transformations

Fo : Z/, Ztf = H,/ + | [g3 , ( - an) -+- «aS,

G*/ = M,/ + |(v< + 9aM,r,a)Q/ ; Q</ = Jbtf + g-?a*t)aQ/ ; Si/
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D'après le résultat du numéro précédent Z/ sera une transfor-

mation distinguée du faisceau Fo.

Donc V/ étant une transformation quelconque de Fo :

V/ = ÇZ/ + CaZa/ 4- i^G,/ -H v&J + waSa/ (« = 2, 3, • • • n),

il est nécessaire et suffisant que l'on ait

(78) (Z, V) = 0 (mod Fo).

Or, on a (mod Fo),
A

(Z, Zj) = { Zz» H- Z,zi — TiaZ,aa — g a Z t g x — ^a{— o*)Z,[Xa — * l d } Q/

(Z, G,-) = | Zgi +• G , * - Y,aG,za — ? a G ! g : . - *&a(— o»)Gy>x — r,a]} Q/

(Z, Q.) = | Z[)^-T),] +0^1-^,0»»,—Ï.Q*,—*»,(—a»)Q,[Xx-»iJ{ Q/

(Z, S,) = 0
(a, » = 2 , 3 , • • • n ) ,

où l'on a posé
l

zi = O + ç ^ + Yiaz:e -+- gaga -+- z*%{— a»)Xa ï

l r l i l

À, = I ^ J b ^ ; PK/ = ±L • (a, f = 2, 3, • • • n).

Par la suite la relation (78) entraîne les suivantes

Z-nt •+- gi — ?aGir«a = 0 ;

H- ZtZl — ï i aZ l Z a — qj,lg% — ^Sra(— aft)Z^[Xa — TJJ = 0

1
— TJJ = 0

(79)

(a, i = 2, 3, • • • n),

identités par rapport aux kn variables x, xx, ... Xn ; px, ... JO»J ;

r̂l7 ... qn ; <72, ... Qn. Le déterminant Sr; (— 5™) peut s'écrire sous la

forme

2ry(— fier*) = 0^x (a = 2, 3, • - - M),
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où ôfi ne dépendent pas de variables <r2, ... <TB ; donc Z/ s'écrit

Z/ = J/ + ^jteQpfo - BaSa/ («, P = 2, 3, • • • n)

avec

(— ft*)Ha7ip] = 0 ;

3 a H ^ +

1 & ,_b)M0 , b __1

(« = 2, 3, • • • n).

Vu cette formule et les relations (75), les relations (63) se trouvent
remplacées par les

(80) Jr\i = 0, QïiQy — Qj^i == 0 (i, ƒ = 2, 3, • • • n)

et les relations (79) entraînent maintenant les (81) qui remplacent
les (64) ;

h J.Ü 4- 3|ara(-

(81)

[ l t 4^(-**)|5-=O;

(«, P, f, /c, p = 2, 3, - • • n).

avec

Jif = S i / -H -v I - Sr* ( — bp) -h <? a
s£iQa Q/ ; H»/ = Mi/ -+- K ^aMi7iaQ/.

D'autre part, les relations (55) se réduisent à des identités,
puisque les quantités q±, ... qn demeurent invariantes par les trans-
formations R/Ub/.

Donc, pour que le sous-faisceau caractéristique S admette effecti-
vement 4rc — \ invariants, il est nécessaire et suffisant que les fonc-
ions Y), Q satisfassent à la fois aux équations (80), (81).

Remarquons qu'iZ existe ici un faisceau caractéristique du
ordre Fa qui a comme base les n transformations

F , : J/ ,Q./ (î = 2 , 3 , - . - n ) ;
Tsortsis 4
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la structure de F« étant

(Q,, Q7) = 0, (Q,, J) ~ Rif -h QnaJJ (mod F,) ; (i, ƒ = 2, 3,. . -n),

ce faisceau n'est pas complet et admet au plus n + 2 invariants

22. Intégration de l'équation. — Soit M une intégrale à n dimen-
sions de l'équation proposée. En la prolongeant jusqu'aux éléments
du troisième ordre E : p1} ... pn ; q^ ... qn ; cr2, ... sn, on obtient une
intégrale à ra dimensions du faisceau Fo. Réciproquement, toute
intégrale à n dimensions de Fo est une multiplicité M, prolongée

au troisième ordre. Désignons par x, x2, ... xn ; pl7 ... pn ; q2, ... qn ;
5"2, ... an, les 4ra — 1 invariants principaux de la transformation Z/,
qui se réduisent respectivement à x, x2, ... xn ; pj, ... pn ; q^ ... n̂ ;
CT2, ••• ïn pour une valeur numérique arbitraire x0 de xx. Et intro-
duisons les comme variables nouvelles en conservant seulement

l'ancienne variable x±. La transformation Z/ se réduit à - - et tout

revient à intégrer le faisceau

Z»/, Gtf, Q«/, Si/ (i - 2, 3, ••• n),

dans lequel â  joue le rôle d'une constante arbitraire.

Donc l'intégrale générale à n-ï dimensions de Fo sera donnée
par les formules

x = Fi(5a, - -ton) ; pi = F2(52, •••xn);pi = Hî(52, • • • xft) ;

qx = F3(^2, • • • Xn) -H ̂ iaHI(^2, • • • xn) ', qt = H* -H ̂ aH^ ;

où l'on a posé

Fi, F2, F3 étant trois fonctions arbitraires ; et W désignant ce
que devient W en remplaçant xx par x0 et les autres variables par
les invariants correspondants. C'est l'intégrale générale à n dimer-
sions, prolongée au troisième ordre, de l'équation proposée.
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V. — ÉTUDE DES ÉQUATIONS NON LINÉAIRES DU TROISIÈME ORDRE
A CARACTÉRISTIQUES TRIPLES DANS LE CAS OU LE SOUS-
FAISCEAU CARACTÉRISTIQUE ADMET LE NOMBRE MAXIMUM
D'INVARIANTS.

23. Structure du sous faisceau caractéristique S. — On a vu dans
le n° 17 que les équarions non linéaires du troisième ordre qui
possèdent un seul sous-faisceau caractéristique proviennent de
l'élimination des paramètres £ entre les équafions (42), (43) et que
le sous-faisceau caractéris+ique a alors pour base les transforma-
tions (44), (45). Les quantités \ demeurent invariantes par les
transformations (45). En effet, les relations (43) développées
s'écrivent

(82) PM + 2È,P l l a -H 5' 25ttÊppl[fl[H + g g = 0

elles définissent £ en fonction de #, â , ... xn ; p1? ... pn ; p n , ... pnn ;

En dérivant les équations (82) par rapport è ces dernières
variables, il vient les relations

- > ( . .

n

(84)

(u = #, in, • • • xn ; pi, • • • p« ; pu? P12, • • •
r),
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où l'on a posé

et Ton a A ;zf 0, puisque la partie homogène de degré ni de A,
par rapport aux pijh, n'est pas nulle. Tenant compte des formules
(84), on vérifie aisément que \ sont bien des invariants des trans-
formations (45) ; on a par exemple

et de même pour les autres transformations (45).
Effectuons maintenant un changement de variables en remplçant
Pnii Pii2> ••• Pun P a r *£> £î> •• 2» e t e n conservant toutes les autres
variables. Les transformations (45) se réduisent alors aux

(85) Kpgkf = -Ppgkf ( p = l , 2, ••• n ; g > * = 2,3, ••• n),

et la transformation (44) devient

(86) K/#= Xf + (X6« - XpOP^pyaj (a, p = 2, 3, • • • 'n)

avec

On suppose bien entendu que l'on a remplacé, dans la formule
(86), les p m , p112, ... pun par leurs valeurs tirées de relations (42),
(43), soit

Pll l =

(87)

Pli» =

(«, P, y, £ = 2, 3 ,

+ 3
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Or, en tenant compte des relations (83), (84), on obtient les
identités

AXpÊff = Aq*Xp ^ - (p = 1, 2, • • • H ; a, g = 2, 3, • • - n).

Vu ces identités et les relations (84), la transformation (86) peut
s'écrire

(88) K/ = Xf + i AaPHpEa/ («, p = 2, 3, • • • »)

où Ton a posé

Le faisceau S a donc, plus simplement, comme base les trans-
formations (85), (88) e+ on reconnaît l'analogie avec les formules
indiquées dans le n° 9, pour les équations du second ordre.

Les crochets non identiquement nuls de la sturcture de S sont

:, K) = R* + Plfc( * A;Hp)sa ; (K1|;,K) = R*

+ Pl4/ j APH3)sa ; (Kiih K) = UU + Pin( J
(89)

A f

Ri;/, R«/ conservant la même signification que dans le n° 18.
Donc le sous-faiscrau caractéristique triple ne peut jamais être un

faisceau involutif, et a foriiori un faisceau complet.

24. Conditions nécessaires pour aue S admette le nombre maxi-

mum d'invariants. — Les ^^^—^ transformations infiniténinales

Ri7, R« étant indépendantes, S ne peut atteindre le nombre maxi-

mum d'invariants que si l'on a identiquement

(Kw, K) - b(Kuu K) ; (K*,, K) = 5,(Ktf, K) + li(Klih K) ; (K^*, K)

K) - 6,(Ki.*, K) f-
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ce qui entraîne les relations

(| A|Hp) = ^P„4 4 *

(A A |Hp) = W»*^ A|Hp)

(a, p, i, ƒ, A, /c = 2, 3, • • • n ; £ ̂  j

Or, on vérifie aisément les identités

ce qui entraîne les ——0 relations

(90)

(î, /, h,k,z = 2, 3 , - ..n;i^j?±h);

donc les relations ci dessus deviennent

= 0 ; A |(P«7Hp - ï,Pu«Hp - W>u,H?) - 0 ;

= 0

Ce sont Zes conditions nécessaires auxquelles Q cïoî  é£re assujettil

pour que S puisse atteindre le nombre maximum d'invariants.

Sous ces conditions les crochets (89) n'introduisent que les ——^—

transformations nouvelles

(91) egkf = Rgkf H- P ^ ( i A|Hp)aa/ (a, p, g, /c = 2, 3,• • • n),

et le premier dérivé S' de S a alors comme base les m + ——̂

transformation (85), (88), (91) (m = 1 + n{n "" 4^(w + 4) étant

le degré de S).
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25. Structure du îaisceau S'. — C'est de la nature du faisceau
S' que dépendent le nombre et la nature des invariants de S. For-
mons donc les crochets des tra isformations de base de S'. Pour
les crochets (K,0zt) il vient

(92) (K,efc) = (X,

(»,?,! = 2,3, •••n).

Calculons d'abord les crochets

(X, R«) = (Xx,R«) -H $a(Xa,R«) («,» = 2,3, • • • n) ;

on obtient les relations

= - Mif H-

(a,i,/ = 2 , 3 , •••n ; i 5^ ƒ)

avec

d'où

(93) (X, R«) -= g (R« ^ ; ) K l a/ (a, i = 2, 2, ••• n),

les K»»/ conservant la même signification que dans le n° 18.

Passons ensuite aux crochets

(X, Si) = (Xi, s ^ + $a(Xa, S,) — Xi (a, i = 2, 3, • • • n) ;

on a

ia + J gg)P l a - «.(«Pi. ^ s g
(X|,a») = ( 2P« + g à S ; ) P " ? <a' ». * = 2,3,• • • n) ;

avec

PM = PUh -+- lyPaih (a = 2, 3,- • -n) ;

il suit
(94) (X, Si) = (2?fa -H J ̂ ) K la/ - Xi/.
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Quant aux crochets (S», Rt«) on obtient les formules

(95) (H,,R«) = —KU/; (H,, R«) = 0 ; (i ̂  j = 2, 3,- - •*).

Tenant compte des formules (93), (94), (95"l, les crochets (92)
peuvent s'écrire

(96) (K,e«)= [ J f o g ) + (2?ar + J

— eM(* A | H 3 ) ] S J («, ?, Y) i = 2,3,-• •»).

Un calcul semblable fournit ensuite pour les autres crochets,
non identiquement nuls et non congrus à zéro, de la structure de S'
les expressions

(97) (K,V = | J(R.*t) + (2?ar + \

- i A ƒ HpK«/ - 1 A f HpK1?/ - Pltl ( | A | Hp)xa/

(98)

, ew) =, P l w (

+ [e«Pi« (A A^ Hp) - et |Pl<l(A A £ H ?)]s a / ;

,,,ete) = PUK(i A f H P )K M / - Pi«(^ A^ H

- Pu.fi A|Hp)KlK/-4- [e«Pi*(i-

- ^ P m l i A g
(ei;,eAK) = P1AK(^ A?Hp)K„/ 4- PUK ([ Af H ? ) K « /

f H3 ) K1K/ - P^(i A i Hp) Ku/

Pita(A
 Aa H8) - e tep«,(i A ? Hp) ]aa/ ;
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26. Conditions nécessaires et suffisantes pour que S' soit un
faisceau complet. — Nous allons maintenant examiner, si le fais-
ceau S' peut être un faisceau complet. Les formules (96), (97), (98)
montrent que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en
soit ainsi sont

<99) ^AfHp = ^ ( R « g ) ; (100) * A?Hp =

<10i) R « ^ = 0; (102) R i ^ = 0;

<103) P l n ( | A J * H p ) - 0 ; (104) P1(J(i A^Hp) = 0;

<105) R«( [ AfHp) = R,,(* A|Hp) = 0 ;

{$, i, ƒ, h, x = 2, 3,- • -n ; i =?± j =^ x).

Mais ces conditions se simplifient beaucoup. Les relations (105)
sont des conséquences de (99), (100), (101), (102). En effet, les (99)
entraînent

(106) F

Or, en comparant les relations (99), (100), il vient

(107) Rü ^ = Ri, -^ (î 5*£ ƒ) ;

on en déduit

et comme par ailleurs

RfcR*,/ = B.ijRiif,

on obtient
dû „ „ dû

Le second membre de cette dernière relation est nul, à cause de
(101) ; donc les (106) se réduisent à
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Ce sont bien les relations (105) pour h = i ; de même pour les
autres.

Donc les conditions ci-dessus se réduisent aux f99), (101), (102),
(107), puisque les relations (103), (104) sont manifestement des
conséquences de (99) et que les (100) peuvent être remplacées par
les (107).

Mais on peut préciser davantage ces conditions. Les relations
(99), à cause des identités évidentes

s'écrivent

(108) A,P[3Hp -+- A,- p(R«||)J = 0.

Or, un calcul facile montre que

(a, Y, 8, » = 2, 3, • • • n ; y ^ i ; 85^ i),

où l'on a posé'

a = Z,ó, ' - • Tl) ,

ce qui peut s'écrire, en vertu des relations (101), (102"), (107),

Ht- = B a P a . -+- I\- (a = 2, 3 , . . . n),

avec

Bh = R/iA r̂ — 3KIAQ.

Comme de plus, en tenant compte de (90), il vient

(109) B, -h 2 ( R « ^ ) == 33iR«û = 0,
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les relations (108) deviei nent

A|P(BTAr> p -4- 6rp — BaCap) = 0 («, & Y> i = 2, 3, • • • n ; T 5* 0-

avec

Ces dernières relations se simplifient encore, car on a identique-
ment

A/fpA,P = 0 (P, Î, ƒ = 2, 3, - • - n ; i ^ ƒ) ;

elles deviennent donc

A|P(6rp — BaCap) = 0 («, p, » = 2, 3, • • • n).

Vu la forme des déterminants Ah et la rela+ion évidente

on conclut que ces relations ne peuvent être identiquement véri-
fiées que si Q satisfait è la fois aux n — 1 équations

(110) 3r* -+- Ca;KlaQ = 0 («, i = 2, 3, • •. n).

Comme enfin on peut obtenir les identités

* | | ? R«|? — KUÛ = S

il s'ensuit que (101), (102), (107) sont des conséquences de '90) et
on arrive ainsi à la conclusion suivante :

Le faisceau S' ne peut être un faisceau complet, et par suite S ne
peut admettre le nombre maximum d9invariar ts, que si Q satisfait
à la fois aux équations (90), (110) ; Q étant assujettie à ces condi-
tions, le nombre des invariants de S sera kn — 1.

27. Réduction des conditions f90), (110). — Le faisceau S se
trouve, d'après ce qui précède, avoir comme base les transforma-
tions (85), (111) :

(111) K/ = Xf + gK l aQS a / [a = 2,3, • • • n),
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tandis que le faisceau S' s'obtient en adjoignant à ces transforma-
tions les

(112) <W = I W (g,K = 2,3 •••«).

Remplaçons la fonction û par une autre fonction ^ de 4rc variables
x% xx, ... xn ; ƒ?!, ... pn ; ft, ... qn ; £2, ... E« ; avec

?K = PUc + ^aPaK (K = 2,3 . . . n) (*) ;

on aura alors

(113) ^ = J r H - p i , * • » • ;

avec

Introduisons maintenant comme variables qu ... çn à la place
de p n , p12, ... Pin et gardons toutes les autres. Les transforma-
tions (85) demeurent telles quelles, tandis que la transforma-
tion (1J1), à cause des formules (113), devient

(114) K/ = Z/ -h PprpjPprp]/ ^ ,6 = 2,3 . . . n)

avec

Z/ -= - ^ H- k - ^ + (Pl -f- k p 2 ) ^ -f- 9r— — 4̂  —

H- gclb«+Ja/ — * J ^ J b a / (T = 1,2, • • • n ; « = 2,3, • • - n) ;

et que les transformations (112) se réduisent à

(115) e,K/

Le faisceau S a donc pour base les transformations (85), (114) et le
faisceau S' les transformations (85), ('M 5), Z/. Dans la transfor-
mation infîniténisale Z/ ne figurent pas les variables p22, P23» ••« p™ l
p122, Pi23,... pnnn; ce qui indique que les 4ra— 1 invariants fonda-
mentaux de S' (et par suite de S) ne sont autres que les 4n — 1 in-
variants principaux de cette transformation.

Ceci posé, complétons la base de S en lui adjoignant les trans-

I1) Ce qui est possible, à cause des relations (90).
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formations auxquelles se ramènent les 22/, ... Enf ; X2/, ... Xn/, par
le changement de variables ci dessus, de manière h obtenir la base
du faisceau associé Fo. Les Si/ deviennent

(116) S,/ =- Jt/ + PiaM>2f («, i = 2,3, • • • n),

et les X</ peuvent être remplacées par

(117) %if = Ztf -4- p,aG*/ -h p îa*,ƒ («, i = 2,3, • • - n)

où Ton a posé

Le faisceau Fo a donc pour base les transformations (85), (114),
(116), (117).

On pourrait même prendre les variables p22, p23, .. pnn à la
place de p122, p123, ... pinn, ce qui remplacerait les transformations

Kigkf = Vigkf par les KlÇkf = ^ - = Çgkf, tandis que toutes le

autres transformations de base de Fo demeuraient inaltérées.

Il est maintenant bien clair que toute intégrale complète de

l'équation du troisième ordre prolongée des éléments E : pl9 ... pn ;

<7x, ... qn ; c2, ... 2», constitue une intégrale générale h n dimensions

^intégrale complète à n dimensions) du faisceau Fo qui a pour base

les 4rc — 3 transformations Z/ ; Z2/, ... Z«/ ; G2/, ... Gnf ; M2/, ...

M./ ; J2/, ... Jnf.

Réciproquement toute intégrale générale à n dimensions de Fo

sera une intégrale complète, prolongée des éléments E, de l'équa-
tion en question.

La transformation in^initésinale Z/ doit J t re , d'après ce qui
précède, une transformation distinguée de Fo, c'est à dire qu'elle
doit être en involution avec toutes les transformations^de Fo. Ex-
primons ceci pour une transformation quelconque de Fn,

V/ = ÇZ/ H- HJLJ 4- gaGa/ -t- mjkj + jxJJ (a = 2, 3, . . . n).
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On a les formules (mod Fo),

(Z, G,) = (Gfi - 3 ZJIW» &(Z, Z,) = (Z.4- - \ Z J«4) ^ ; (Z, G,) = (Gfi - 3

(Z, *,) = 0 ; (Z, J«) = 0 ;
(i = 2, 3, • • • n) ;

donc on ne peut avoir

(Z, V) = 0 (mod. Fo)

que si ip satisfait à la fois aux 2(ra — 1) équations aux dérivées par-
tielles du second ordre

(118) 3Z4̂  — ZJ4<V = 0 ; 3G^ — ZJb^ = 0 ; {i = 2, 3, - • • n).

Ces équations sont vérifiées si l'on prend, en particulier, pour
^ une fonction arbitraire de £2» ••• £»• Les équations (118) remplacent
les conditions (90), (110) du numéro précédent et on pourrait les
établir directement, en u+ilisant les formules de changement de la
fonction Q en ^. On constate ainsi que les relations (90) se réduisent
à des identités et que les (118) ne sont autres que les rela-
tions (110).

28. Utilisation des invariants de S pour l'intégration de l'équa-
tion. — D'après les résultats du numéro précédent on n'a qu'à in-
tégrer le faisceau Fo pour que l'on puisse obtenir une multiplicité
intégrale à n dimensions, prolongée des éléments E, de l'équation
du troisième ordre en question. Il suffit pour cela d'introduire
comme variables nouvelles les 4ra — 1 invariants principaux de la
transformation Z/ et de garder une seule des anciennes variables.
La base de Fo prend ainsi une forme très simple et l'intégration se
fait alors immédiatement. Mais nous préférons ici procéder un
peu différemment. Le faisceau Fo ayant comme base les transforma-
tions (114), (116), (117) et

K,i*/ = Pzkhf ; (i, k, h = 2, 3, - . • n),

tout sous faisceau complet de Fo définissant une intégrale com-
plète sera de la forme

Ul/ = K/ -f- w[eap]K[£a?]/ ; VJ = %j -+- U..EJ -h wl[taHK[Mpj/;
(a, p, i = 2, 3, . . . n) ; * = 1, 2, . • - M).
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Désignons par x, #2, ... xn ; p l f ... pn ; ql9 ... qn ; £2 ... £n les 4r» — 1
invariants principaux de Z/, satisfaisant aux équations

x = x, x% = Xi, pr = pn qr = qn U = 5t pour x± = x0

(r = 1, 2, • - - n ; i = 2, 3, - • • n),

#0 étant une valeur numérique arbitraire ; ce sont des invariants
de la transformation l^/. Désignons encore par pik, pik, pm, les
autres invariants principaux de Uj/ tels que

Pik = pik, pik = Pik, Pikh = pith pour xx = xo (i, /c, /i = 2, 3, • • • n).

Effectuons maintenant un changement de variables en prenant
pour variables nouvelles tous les invariants principaux de Ly et
on conservant seulement l'ancienne variable xx. Comme les rela-
tions qui expriment que le faisceau Uj/, Ut/ est complet, peuvent
s'écrire sous la forme

(U«, Ui) = o)»aUa ; (U,, Uy) = 0 ; (a, i, ƒ = 2, 3, - - - FI ; i ^ ƒ),

un calcul facile prouve que ce faisceau se trouve avoir, plus simple-
ment comme base

I àr) 7%rt-» *3 \ 7sn dût I ôoi

0 0

(,, p, Y, i = 2, 3, • • • n),

i désignant ce qui devient r en remplaçant ^ par x0 et les autres
variables par les invariants correspondants. Or, l'intégration du
faisceau V^, V*/ supposé complet, s'effectue immédiatemei t et
on en déduit que les multiplicités à n dimensions les plus générales,
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prolongées au troisième ordre, satisfaisant à l'équation en question
sont définies par les relations

x = F i ( a : 2 , ••• %n), p i = F2{x2, ••' x „ ) ; p t =

31 = Fs(*2, • • • xn) •+- ÏJi\{x2, •••xn) ; qt = m +- C.H1^ ;

m -4- 2ÏaH^-a + ïxmiix •+• 2 f a ! p I P l [ a a + 3| | (f2 , • • • L ; xo, xz,---xn;

Fi, F Î , F 3 ; H a i . . - H n i ; H+ • • • H,,* ; H ]
22 , I P » • • • I P « ) = 0 ;

(«, p, i = 2, 3, • • • n ; a je. %)

avec

les F1? F2, F3 désigant trois fonctions arbitraires.
La solution du problème de CAUCHY se trouve ainsi mise en

évidence.


