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PREMIERE THESE

SUR 1’EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT

—_——
INTRODUCTION
Dans un Mémoire paru il y a quelques années, M. P. Humbert a introduit
I’équation
Di‘l D‘J 'l' ‘.\il[j ‘\3 H
.S‘U:—,‘--{——[_’ ——T———:———b—-zo,
! Qi ay* dZ drdydz

qui généralise a certains points de yue 1'éguation de Laplace & deux dimensions.
Un peu plus tard M. D. V. Jonesco a généralisé & I'équation précédente un théoréme
classique de Lord Kelvin en utilisant les dérivées partielles du polynéme

p=x 4y +z—3xyz.

La lecture de ces deux travaux m’a donné I'idée de faire une étude systématique
de I'équation A,U = o, en faisaut jouer au polyndme p un rdle analogue a celui
de la quantité »* = x* + ¥* pour I'équation de Laplace a deux dimensions.

Le fil conducteur de ces recherches m’a, du reste, été en partie suggéré par une
courte note de P. Appell (parue aux Comples rendus, en 1877) qui, introduisant
trois fonctions nouvelles pour représenter paramétriquement la surface

X 4 3 P p—
-y + 2 —3xyz=1,

signalait qu’une théorie analogue & celle des nombres complexes pouvait étre éta-
blie & partir de ces nouvelles données.

Dans ce Mémoire, je rassemble la plus grande partie des résultats que j’ai acquis
sur ’équation de M. P. Humbert. D’autres mises au point de recherches concernant
des équations généralisant la précédente seront publiées ultérieurement (*).

Au premier chapitre, j’ai groupé tout ce qui concerne les propriétés des inté-
grales de I'équation A, U = o ainsi que les formules relatives aux différents chan-
gements de variables.

Dans-le second chapitre, j’étudie les transformations qui conservent & un facteur
prés la forme différentielle

ds* = dux' + dy* + dz' — 3dxdydz.

(*) Une liste détaillée des travaux que j’ai déja publiés se trouve i la bibliographie en
fin de Mémoire.
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Ces transformations qui sont 'analogue des transformations conformes en géo-
métrie euclidienne plane font apparaitre des systémes aux dérivées partielles analo-
gues aux systémes de Cauchy. Je signale aussi I'existence d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles du second ordre intermédiaire entre les systémes précédents
et I’équation de M. P. Humbert.

Le troisiéme chapitre est un essai d’interprétation des résultats du chapitre pré-
cédent au moyen de nouvelles notions d’angle et de distance. En faisant jouer un
rble prépondérant aux triédres équifaciaux ayant pour axe la droite x =y =z,
triédres qu’avait incidemment considérés Appell dans la note déjd citée, jai été
ainsi amené A introduire une orthogonalité au sens d’Appell. Ces nouvelles notions
m’ont permis de donner une signification géométrique simple & I'équation A, U=o,
et d’esquisser une théorie rapide des courbes et des surfaces dans l'espace ainsi
considéré. Dans un dernier paragraphe, je compare les résultats obtenus pour la
surface '

o+ Y+ F—3xyz=1

4 mon point de vue ou a celui de Finsler-Cartan.

Le quatriéme chapitre est consacré a lintroduction et a I'¢tude sommaire de
familles de polynémes a deux variables, généralisant ceux de Legendre, Gegen-
bauer, Hermite, ceux considérés plus récemment par M. Pincherle et ensuite
M. P. Humbert.

Jai réuni enfin au dernier chapitre un certain nombre de propriétés nouvelles
d’équations dont le premier membre est I'opérateur A, U, le second membre ayant
des formes simples, ainsi que d’équations relatives aux questions de prépotentiel,
ce qui me procure l'occasion d’utiliser quelques-uns des résultats du précédent
chapitre.

A la tin du Mémoire, je donne une iiste des travaux se rapportant a i'équation
de M. P. Humbert et & ses diverses extensions. Etant donné que ces travaux souvent
trés courts se trouvent disséminés dans de nombreuses publications, j’ai donné
pour chaque titre un résumé succinct; cette liste bibliographique présente donc un
aspect assez complet de ce qui a été publié actuellement sur ce sujet. '

Ce m’est un devoir particuliérement agréable de remercier ici M. E. Cartan qui
a bien voulu s’intéresser & ce travail et M. P. Humbert dont les conseils m’ont é1é
si précieux pendant tout le cours de mes recherches. Je n’aurai garde d’oublier
mon excellent collégue du lycée du Havre, M. P. Delens, dont les amicales conver-
sations d’aprés classe m’ont permis de préciser ma pensée sur bien des points de la
partie géométrique de ce travail. Je tiens enfin & remercier tout spécialement
M. A. Buhl, qui a bien voulu se charger de faire paraitre ce Mémoire dans le recueil
des Annales scientifiques de la Faculté de Toulouse.




CHAPITRE 1

L’équation de M. P. Humbert.

1. — Etude de quelques changements de variables.

1. Considérons I'équation aux dérivées partielles

Ds
0 =0,

Qudvdw

et effectuons le changement de variables

Su—_—x—}- y 4+ z,
v=2+jy + Jz,

(2)
( w=ux+jy +jz,

ot j et j° sont les racines cubiques impaires de I'unité.
Nous pouvons écrire les identités suivantes que nous utiliserons par la suite

(3) | uvw=x'+y + z*— 3xyz,
U YU
(A) S u _EL— = S X o >
. az ,U
(5) 3Sluu S(m —y2) T :"
6 Y ¥U YU YU, YU
27— = o .
©® 7 ML v dw A dy* )2? Yoy oz

Dorénavant nous réserverons le nom d’opérateur de M. P. Humbert i cette derniére
expression [36](*) et nous poserons

U U U, »U
Dt Tyt TN T Takayr

0] 8,U=

(*) Les nombres entre crochets renvoient au numéro correspondant de la liste biblio-
graphique placée A la fin du Mémoire,
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2. Considérons maintenant les trois fonctions d’Appell [1]

N 2 e .
A pIMITE g g0
- P 2
3

P0,¢) =

" . i 2 . .2, 4
‘;6. 3 —|"J.(’”"7 $ +Je] b J?:
3

¢ Qb ¢) =

-Q

AR _*_]'L,jl)-j’f;_'_ it
R(8, 2) = L J )

et effectuons le nouveau changement de variables

(9) x =P, 9), y=

S

Si nous rappelons avant les quelques identités
(10) PrQ@+R—3PQR =1,
P*(0, ) — Q0. ) R(3, ) = P(—0, — 1),
(11) Q*(8, 2) — R(0, ¢) P(6, ¢) = R(—0, — ),
R0, ) — P (6, 9) Q(6, 9) = Q(—0, —¢),

dP = Rdo + Qdy,
(ra) dQ = Pdb + Rds.
dR = Qd0 + Pdy.

On en déduit les relations

[ U WU . . 1 U . . 1 MU
| = P(—0, — &)+ ——Q(—0, —0) + — — R(— 0, —
Py DP ( s ¢) + o Y Q( ’ )+P (\“,7 ( 3 ‘?):
U QU r MU 1 U
TR — L R(—0, — e T P(— 0, —o T O(—0, — g
19 | = R0 T Pt = Q=0 =),
U U 1 U t U
_—_—— Y(— 0, —¢) + — —R(—0, — - P (— 0, — o).
= 5 Q) T R0, — ) £ S P 0,—)
Puis
(7 217 — \¢[7 2 N " L ot & - e
Du__bb____ bl:__I;JU_‘__I_LU P+ L.i\_(j__LJU_‘B+ —l—.-L,———
ot dy oz | ¢t o" 2009 o dp_ of o® o Qpdy | L 09
U ¥U RV 1 U 1 007 1 U 1 U 7] T
(lﬁ)"—g‘— = st — o Q| s — S P+| <5
dy dzdw [ d¢ ¢° 0w o do _ [N/ o dpdy | L¢" Q¢
»*U U U 13U 1 U] 1 U 1 U 7] T U
LSS R S5 LR+ | - Q4| =
Ny Qe dy Qe ot 00 dy ¢ Q¢ | T a0 s oy | | " 0ef

Q6 %), z=2¢R(5, 9).
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et enfin

: d [*U >*U 0 [T°U *U 7 N »*U ¥U
l(sl-f)) AU_—— ———-a—\—]-*-—— ~ J+_[ ,'_"——:l

0 | dat yoz dy Loyt ez iz | 2z QX dy
QU 1 o*0 1 U 3 U + 3 U + 1 U
T8 T 06 At 2 dpd00e o dpt ¢t dp T

I1 est aussi quelquefois comnmode d’effectuer le changement de variables
{16) x=1eP0,9),  y=¢€0Q(,9), z=¢€R(, o)
ou
log u=r+ 0 + o,

(16) )1°g v=r+j0+ %,
llogw=r+j0+jg;

on en déduit facilement la relation

(17) AU=¢"

YT P T R

[ XU U U U ]
En posant ¢ = ¢€" on retrouve évidemment (15).
3. Effectuons maintenant le changement de variables

(18) X = X(x, v, 2), Y =Y(x,y,2), Z=17Z(x,v,2),

ou X(x, v, 2), Y(x, y, 2), Z(x, y, z) vérifient le systéme d’équations aux dérivées

partielles
X\ Y M7
e dy 2z’
X Y A

(19) S =
d w  dy
AN Y 2
dy 2

que nous retrouverons plus loin.
On en déduit facilement 'identité

YU YU XU, YU L0 XU U
(o) v Tty iy = @) wx* S G YA axn’az]
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avec

AXN® /0NN /XN L AN oX OX
(21) Mw,y,z):( > +(\—> +<\ > —3
[

Yy oz

/YN Y\ Y \? 5 Y Y Y
- <-D_a-c—> + ( Jdy ) + \3?) T N dy oz
[ i M \? M\? 5 M. ML M
—\x +<‘07 +<bz Ty oz

Ces relations sont encore valables lorsqu’on remplace (1g) par 1un des cing

systémes d’équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au chapitre II.

Remarquons tout de suite que ces changements de variables reviennent en coor-
données u, v, w, i écrire que les nouvelles fonctions u’, v, w' ne dépendent cha-
cune que d’une seule des variables u, v, w précédentes.

4. Signalons aussi le changement de variables

, v-i:f—{—i'r‘, l():‘é——-i'rl,

oL

(22) u=

que nous utiliserons au chapitre II et qui fournit la relation

YU ) U D*U_l

h o = -
Qv dw A4

23 = s

(23) NS N
Notons enfin que M. D. V. Jonesco [44] a effectué le changement de variables le -

plus général pour I'opérateur A U; n’ayant pas besoin de ce calcul dans le présent

Mémoire, nous nous contentlerons d’en indiquer la référence.

II. — Quelques théorémes relatifs a certaines intégrales particuliéres
de l'équation A, U =o,

5. L’équation de M. P. Humbert pouvant se ramener a la forme (1) nous en

connaissons immédiatement I'intégrale générale

(24) U= f(u,v) 4+ g (v, w) + h(w, u)

ot f, g, k sont trois fonctions arbitraires.

La formule (24) parait donc épuiser la question. Mais il est souvent utile de
considérer des intégrales remplissant des conditions particuliéres. D’autre part
I'équation de M. P. Humbert se présentant comme une généralisation de I'équation
de Laplace, il est intéressant de voir les transformations que 'on doit faire subir &
certains énoncés classiques, c’est ce dont nous allons nous occuper.
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Dans ces questions le polyndéme

pH—a + v L —3xy:

jouera un role important ainsi que ses dérivées partielles qui sont au facteur 3 prés
' —yz, Yy —zx, —ay.
6. TutoriME : Les intégrales de Uéquation AU = o, qui ne dépendent que de p

sont log p et log*p.
Meltons I'équation sous la forme (1), nous aurons en posant

U=F(p. ) p=uvw =eg',
>*U -, @F
—_— e e =
dudvdw dq

(25)

nous en déduisons les intégrales q et ¢* c’est-d-dire log p et log®p.

7. TuiorkME : Les intégrales de U'équation A’;U =0, (") qui ne dépendent que de
p sont données par la formule générale

pilog’ p. (i=0,..,k—1; j=o0,1,2)

Posons encore g =log p, U= F(g); nous sommes conduits & I’équation difté-
rentielle d’ordre 3k :

(36) ge_”dd—;,‘:...<e“q%>...]§=o,

dont I'équation (25) n’est qu’un cas particulier.
Aprés multiplication par ¢’ nous obtenons une équation différentielle linéaire
A coefficients constants dont I’équation caractéristique est

r—k+1)y...r—1)rr=
ce qui démontre la propriété.

8. Tukorkme : L’équation différentielle donnant les intégrales de Iéquation
A'gU = o qui ne dépendent que de p, peut se mettre sous la forme

. @ [)k o d"F\]
(26) dp* f dp dp /1

® AéU représente 'opérateur A, U itéré k fois.
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En effet si k=1 V'équation (25) s’écrit
, ’F 3 *'F + dar d I‘ d dr .
P " P oy T T g f’@(p@):lmo’
d’autre part nous pouvous écrire la suile d’égalités
dlc 1 . dlc»m i dk» LR -
;lp_k-.-d— [p dpk—~—g (p 'lplf-'l-l > _I
dkrl (l i dlc—:»aF ] - dk~r—| F '
dplc (p rp ki1 dp (p (lﬁk'e—x_>+(,f+') .l hxl(p dpk—|>j|$
dk ki dA '
= 7 2 (0 ) ]|
T dp* dap* dp | T ap )

—dk‘ktl_. &F 5,11«* dF
—dp"(p dp* pdp" r dp’ + >_|;

nous en déduisons par récurrence la formule (26').

9. Tutoreme : Si U(x, y, z) est une intégrale de léquation A,U=o il en est de

méme de la fonction

V(z,y,2)=1U

“dlogp dlog p dlog p
P y oz ’

Ce théoréme a été énoncé pour la premiére fois par M. D. V. Jonesco [44], nous.
donnerouns la démonstration que nous avons déja publiée [17].
En utilisant les variables u, v, w la transformation

r
R~
N
~
—_—
=)
g
=

‘,_Dlogp . 2 lo
T dy T ’

~

s’écrit
un — wv' =vw' = 3.

On en déduit

XU, v, w) 27 P, v ")
uwow  pt v

ce qui montre que les deux dérivées partielles considérées s’annulent en méme temps.

40. Tutorime : Si U(x, y, 2) est une intégrale de I'équalion A,U = o, il en est

de méme de la fonction
V(r,y,2)=UCX,Y, Z)
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o X(x,y,2), Yk, v,2), Z(x,y,z) sont trois intégrales de l'un des systémes (S)
considérés au chapitre I1.

Ainsi que nous le verrons plus loin cela revient & faire en variables u, v. w, un
changement tel qu'une quelconque des nouvelles variables u', v, w' soit fonction
d’une seule des anciennes, les six variables u, v, w, o/, V', w' figurant toutes dans
la transformation. Nous pouvons, par exemple, supposer que 1'on ait

u' = f(u), v = ¢g(v), w' = h(w).
On en déduit

XU, v, w')
UV W

PUW, v, w")
' dv dw'

(27) = /(W) g (v} k' (w)

ce qui démontre le théoréme. Le raisonnement subsisterait évidemment pour les
autres combinaisons de variables u, v, w, o', v', w'.
En variables «, y, z I'égalité (27) peut s’écrire

¥V RV 2V, Y

, YU YU ¥U
O sty tE T

»U
woysr &Y z)[axa v T i vovez

De I'examen des formules (27), (27') et de I'expression (24) de I'intégrale géné-
rale on déduit le théoréme suivant.

44. TuforkME : Les fonctions log h(x, y, z) el log® n(x, y, 2) sont des intégrales
de l'éguation de M. P. Humbert.

Ce théoréme d’abord énoncé par M. N. Botea [5] pour la fonction logi, a été
complété par moi-méme [22].

Remarquons, ainsi que nous le retrouverons plus loin, que la fonction % (x, y, 2)
peut se metire sous I'une des formes (21).

42. Parmi les transformations donnant lieu a I'identité (27') il est tout naturel
de chercher s’il en existe de linéaires & coefficients constants.

X=ax+by+cz+d,
Y=ada+by+cz+d,
\Z =a”x+b”y+c”z+d”,

Si nous remplagons X, Y, Z par leurs valeurs dans les systémes (S) du chapitre 11,
on voit que dans tous les cas les constantes a, b, ¢, a',b',¢', a’,b", ¢" vérifient les
relations
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a e b a" b
a bl=|c¢ da b|i=|c" d b|,
b ¢ a b ¢ a b " a'
a b | |a ¥ ¢ a" b
¢ d bV|l=|c¢d a bl=|c" a b|=o,
b ¢ a b " d' ' ¢ a
a b ¢ a b a" b
a b=l a =" a b|=o0
b " a b ¢ a o ¢

D’aprés ce que nous verrous au chapitre 1II, si I'on prend comme valeur com-
mune des trois premiers déterminants 1'unité, on aura une transformation orthogo-
nale au sens d’Appell; on voit donc que :

TaéorEME : L'opérateur de M. P. Humbert est invariant par la similitude la plus
générale de U'espace que nous introduirons au chapitre III.

43. Cherchons maintenant parmi lesbintégrales de l'équation A,U =10 celles
qui sont des polynémes en x,y, z. On voit facilement que tout mondéme de degré
inférieur ou égal & 3, ne figurant pas dans le polyndme p, est une intégrale; en
appliquant le théoréme du n° 9, nous retrouvons cerlains résultats de M. D. V. Jo-
nesco [44].

On peut aussi montrer que les coelficients de 1, j,j* dans le développement de

(@ +Jjy+Jj2)"

sont des intégrales, de I'équation considérée, jounant un role analogue & celui des
polynémes harmoniques. En effectuant en effet le changement de variables (9) on
obtient la formule de Moivre généralisée

(28) (.’L’ +j)’ +‘i22)" — [?eﬂ) rj’:p]u —_ .oneju’)rj!u',-
= "P(n0, ng) + j"Q(n0, ne) + j*="R(nb, ny);
et les trois fonctions
¢"P(no, ny), a"Q(nb, nz), J"R(nb, nv)
sont des intégrales de I'équation de M. P. Humbert, comme on le voit facilement en

utilisant 1'égalité (15) et en remarquant, grice a (12), que les trois fonctions d’Appell
vérifient le systéme d’équations aux dérivées partielles
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¥C_ YU U 4
(20) 2000 T2 T a0y

Le calcul de ces divers polyndmes nous donne pour les premiéres valeurs de n

z

~

X, Y
x*+ 2vz, *4axy, ¥ +a2zx,
a + vy 42+ bryz, 3z 4+ zy* + yx®), 3(x*z + 2’y + y'x),

En variables u, v, w, ces polyndmes sont égaux, & un facteur numérique pres, a
ult + vll + ,u)II.’ ull +jivll +jlvll’ ull +.jvll +‘j2'vll.

Ceci nous conduit tout naturellement & nous poser la méme question pour
no_on,

v"w" 4 w"a” + u'v", viw" + Jfwtu" + ja"v", v w" + jwa" 4 jru'v

on obtiendrait les polyndmes résultant du développement de
(= —y2) +j(" —z2) + /(& —xy)]".

Revenons maintenant aux relations entre plusieurs intégrales particuliéres

14. TueorkMe : St U(x, y, z) est une inlégrale de U'équation A\, U = o, il en est

de méme des fonctions

U { »U U
Sx-ﬁ cl S(w yz)(\w —Dyc\z>'

Utilisons les variables u, v, w; les identités (4), (5), (6) fournissent les relations

S P U D( 3*U >
£— | =27 ——— gu,— =Y S— o
di owdwdw | N S Y dudvow /)’
\2 (\QU
v ,

DEU \_ U \ S ¢ v
Yoz \ubv dw Al Dz \ubw IR

Aa[S(:c"—yz)<W —3

ce qui démontre le théoréme.

415. Taronkme: Si U(a,y, z) estuneintégrale de I'équation A\, U = o, la fonction

V(z,y,2) =p"U(x, y, z) est intégrale de 'équation 3,” U = o.
Raisonnons encore en variables u, v, w; on a facilement
*U U

"

> —[p"C]=nr*p"' U + n*p"~* g u —\U +npt g vw +p
A Q0w v dw

oo ow
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D’aprés le théoréme précédent, le théoréme actuel est vérifié pour n=1; on
déduit ensuite de proche en proche par récurrence que le théoréme est toujours vrai.

Si nous partons de U =1c*, U =1log p ou U =log® p nous retrouvons le théo-
réeme du n° 7.

16. TutorkME : Soient «, B,y lrois constanles telles que

@+ B4y —3aBy=o0

et f(t) une fonclion arbitraire assujeltie seulement & posséder une dérivée troisiéme

ST, Si
=ax + By + vz,

SV est une intégrale de U'équation AU = o.
En posant
F(x,y,2) = flax + By + v2),

on a en effet
AF = (@ + B+ 1" — 3aby) "oz + By + 12),

ce qui démontre le théoréme.

47. TutorkmE : Dans les conditions du théoréme précédent, la fonction f(t), ol

t=(—pfy)x+E —y2)y + (¥ —ab)z,

est une intégrale de Uéquation A,U = o.

Avan Acna ~bn
AVEC 188 Hiciiies Nowa

(o) (=B (B —ve) + (o) —3( —~ By (B — yx) (v° — «f)
= (@ + "+ v —3aBy),

on a en effet
AF = ( + 6 4y — 3aBy)* /"(0),

ce qui démoutre Ie théoréme.

18, Takoniue : Dans les conditions du théordme du, ne 16, la fonction f(1), ou

t=(a =By (&* —y2) + (8" = v2) ()" — 22) + (v* — aB) (2" — xxy),

est une intégrale de U'équation A, U = o.
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Posons en effet’
u=x+ y +z, a=a+ B + v,
v=x+jy+Jjz, Sb_—_a+j’.8+j‘r-
w=x+jy+Jjz, (C=%+J'.3+J"Y:
Il vient

t=%(bcpw + cawn 4 abuv)

.avec
of + B+ ¥ —3uBy =abc=o0.

/ ) I
Supposons par exemple que la constante nulle soit a alors ¢ = §bcvw et la

fonction f(f) qui est alors de la forme (24) est intégrale de I'équation de
M. P. Humbert.

REMARQUE : On pourrait & partir de ces théorémes en énoncer bien d’autres; par
exemple on pourrait remarquer qu’avec les notations du n° 42 la fonction f(X,Y, Z)
ott o, B, v, o, 8, y, o', ¢, y" annulent les g déterminants qui figurent a ce n° 12
est encore intégrale de A, U = o, etc.

19. Tatorime : Si U(w, y, z) est une fonction de x,y, z définie par la relation

Ar+By+ Cz=1

ot A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité

31) A*4+ B’ + C°—3ABC =o,

U est une intégrale de U'équation A, U =o.
Posons encore

u=x+ vy + z, b=A+ B + C,

v=ux+jy+j%z, $=A+;B+jC,

w=x+jy+jz, ¢ =A+jB+jC.
Il vient

Ax+By+Gz=%[Jbu+£8v+€w]=1
avec

A+ B +C—3ABC=AHRBC =o0.
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L'une au moins des trois fonctions b, i, € est nulle; supposons que ce soit.
A; ona alors
He 4+ Cw=3

d’on

) D hl hil o ‘\U
— Do+ Cw)y=UWr+ Cw)— =o.
u N7

L’une au moins des fonctions B ou € étant effectivement fonclion de U on en
. . MU
=o dot a forliori ———— —=o

déduit
dudv dw

[4
u

20. TuaforiMe : Si U(x, y, z) est une fonclion de x,y, z définie par la relation
(A*—=BC)x+ (B —CA)y +(CC—AB) =1
ot A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant l'égalité (31), U est inlégrale de
léquation AU =o.
Prenons encore les variables u, v, w et posons
L =A"—BC)+ (B*—C\)+ (C*—AB),
SR =(V—=DBC) + j*(B*—CA) +j (C:—AB),
{ C=(A*—=BC)+j (B*—CA) + j*(C*—ADB).
Il vient

(A*—BC)x + (B*— CA)y + (C' — AB) z = %(l{)u F R+ Cw)=1,
et la démonstration se poursuit comme au n° 49, compte tenu de Videntité (30).

241. Tutonime : Si U(x, y, z) est une fonction de x, v, z définie par la relation
(A —BC)(#*—y2) + (B —CN)(y'—zx) + (C*—AB) (P —-wy) =1
ot A, B, C sont trois fonctions de U vérifiant légalité (31), U est intégrale de

léquation A, U =o.
Avec le méme changement de variables qu’au n° 49 on trouve que

RCvw + CAHwu+ bPRuv=1 avec LRDRE=o.
En supposant encore que c’est 1y qui est nul, il reste HCrw = 3, d’ot en déri-
vant par rapporl a u
AU
. ¢
RC+DCYvrw——=o0.
N

. . . . oU 1o .
Si 1.ous écartons la solution banale B = cte il reste <=0 d’ont a forliori
du
U
dudvdw



SUR L'EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 23
RemarQuE : Nous avons rencontré en cours de route une hypothése supplémen-
laire, ce qui fait qu’ici A, B, C sont liés par les conditions

A+B+C=o,

E‘%[A‘+B’+C’—BC—CA—AB]:|:0.

22, Revenons au théoréme du n° 46 ct prenons f({) = e’. Comme
F Y =3y =@+ B+ N+ +HSD @B+,

-on en déduit les intégrales

e—(\-a PYT ARy -+ 13 , e—().—; },\).I‘—Q—j}\}/—k]: 12 e—()‘+p)£+j3).y+-jpz

en faisant les combinaisons simples convenables on trouvera les nouvelles inté-
grales

FEHPOY D), e MNQOy, ), e THTRQY, pa),

ou P, Q, R, sont les trois fonctions d’Appell.

23. D’apres ce que nous avons vu au n° 2, I'équation A, U = o s’écrit aprés le
.changement de variables (16), et en négligeant le facteur ™" :
¥U U + U U

ort 20° dg’ rahdy

=o.
¢

On en déduit le théoréme suivant.

TutoriME : Si U(x, vy, 2) est une intégrale de Uéquation de M. P. Humbert il en
-est de méme de la fonction U(r, 6, 3) ou les nouvelles variables sont définies par rap-
port aux anciennes au moyen des équations (16).

Cette remarque, compte tenu des possibilités de permutations circulaires sur les
diverses variables, nous permelttrait d’énoncer de nouveaux théorémes & partir de
ceux qui ont fait 'objet de ce chapitre.

Comme application nous nous contenterons de remarquer que le résultat du
n° 22 peut s'énoncer :

TutonkMmE : Les (rois fonclions

P—()«y-p) P()\O, (’-“‘)’ F—(H*m Q()\e, p.f?), P‘(l..kp) R()\Os P"?)’

ou ¢, 0, ¢« sont définis par le changement de variables (9) sont trois intégrales de
Léquation AU =o.

Ce résultat a été énoncé pour la premiére fois par M. P. Humbert [36]; la
démonstration que nous venons de donner a fait I'objet d’'un exercice proposé par
moi-méme dans la Revue de Mathématiques spéciales, sous le n° 3454.




CHAPITRE 1I

Un essai de généralisation des fonctions analytiques.

I. — Sur des transformations analogues aux transformations conformes.

24. A 1'étude de I'équation de Laplace a deux dimensions se trouve rattachée
I’expression
ds* =dux* + dy’

carré de la distance entre deux points infiniment voisins.

s
¢

I1 vient tout naturellement & I'idée de rcchercher si la quantité

(32) ds* = dx* + dy* + d* —3dxdyd:

joue un role analogue dans le cas actuel. .
Effectuons d’abord les changements de variables étudiés au début du chapitre 1.
Avec les mémes notations on trouve respectivement les formes

(33) ds* = dudvdw,

(34) ds* =do* + d0" 4 *deo’ — 3 dsdldy,

34" ds® = e [dr’ + d0 + do* —3drdods],

(35) ds' = =" (x”y’ o N AV Az —3dXavdz),
(36) ds® = d{(d3* + d+7).

Si on se rappelle que le ds* euclidien plan prend en coordonnées polaires la
forme
ds* = ds* + " di?,

on voit (ue le changement de variables (9) joue par rapport & Iexpression ds’ le
méme rdle que le passage en coordonnées polaires pour I'expression ds®.

25. Pour voir si 'analogie entre les deux formes différentielles peut étre encore
poussée plus loin posons-nous le probléme suivant(').
ProsLiME : Existe-t-il un ou plusieurs changements de variables
X = X(=,y, 2), Y = Y(x, v. 2), Z=17(x,v,2)

(*) Signalons que M. M. Ghermanesco qui s’étail pos¢ & ma suite le méme probléme
pour une équation particuliére de quatriéme ordre 1'a résolu récemment [28].
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tels que U'on ait Uidentité
37) dS* = dX* + dY* + dZ° —3dXdYdZ = (%, y, z) ds’
Az, v, 2) élant une fonclion de x, y, z & délerminer.
Etant donné la simplicité de la forme (33) nous raisonnerons en variables

u, v, w cest-d-dire que nous résoudrons le probléme dont le nouvel énoncé est :
Quels sont les changements de variables

o' =u'(u, v, w), v ='(u, v, w), w = w'(u, v, w)

tels que lon ait

du' dv' dw' = A(u, v, w) dudvdw .

En remplacant du', dv', dw' par leurs valeurs et en identifiant les. termes en
due’, dv’, dw?, du*dv ... on est conduit & énoncer que :

Les fonctions ', v', w' sont des fonctions d’une seule des variables u, v, w, les
siz variables figurant toutes dans la transformation.

26. Cherchons ce que deviennent les conditions précédentes en variables «, y, z.
Les conditions d’annulation de certaines dérivées partielles de u', v, w’ vont nous
fournir des systémes aux dérivées partielles pour de nouvelles fonctions.

En faisant toutes les combinaisons possibles des variables u(1), v(2), w(3)
nous obtenons les six cas suivants o nous avons posé

S:z=x+y+ z, =X+ Y+ Z,
Lv=x+jy+jz, vV =X+, Y+ ;°Z,
w=x+jy+jz, w=X+)’Y+jZ.

XYz (X .2 0Y

w w o Yy T

X dY Y/ X Y . Y

(I, 2,3) (S‘) y = e ’W, (312, I) (S‘) V—J e =J ay ’

X Yz X MY

y | 2w ol T

[ X Y M oX WY/ Y

(2,3,1) (8

?":J"_"—'=J YV (2"!3)
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XY [ 3% 2y
w Sy T w o oy e
X A\ 27 X 7 )
3,1,2 5,) { — = j = j'— 1,3, S)d—= —= —
Goa) G =iy =i e G)ig= o= o
XY L X M, Y
o e T dy e

Nous appellerons ces systémes d’équations ('), qui généralisent les systémes de
Cauchy dans I'étude des fonctions analytiques, les systémes (S,); nous y avons du
reste fait déja allusion aux n> 3, 10, 11.

Dans tous les cas nous aurons les égalités déja écrites
DX)“ DXY‘_*_(DX)S_?, X X X

N 2y dz N

21 Mz, y,2) = —_—
(1) @ 7. 2) ( / Y Q2

27. On peut du reste montrer que ce facteur %(x, y, z) joue un réle important
dans des questions connexes. Soient en effet d, 3, 3 trois symboles de différentia-
tion, on voit facilement que si X, Y, Z sont trois intégrales d’un des systémes (S)
ou peut écrire

X X X
dN  dY dZ ‘ ¥ - de dy dz
. R e . X oX X « « -
(38) oZ— X o\' =15 Y X |3z &x 3y
Ea 572 5\ N X X 3y 5z Sz
_b-y. dz 3

Nous déduisons de ceci que les transformations du n° 26 conservent & la fois
. . .

b
d8® et ses formes polairces

Yo7 + dY[3Y  —3Z3N] + dZ[3Z° —3XN3Y],

\
w
<
—
~
)
-
—
o/
i
o
o/

+ d7[237257 —3X3Y —3X3Y].

Les expressions

Sdx(3x—-3yaz Sde(23x50—03y3c —3y3z
ds(3s)® ’ ds3s3s '

sont donc invariantes pour les transformations considérées.

(*) Le systéme (S,) a été considéré pour la premiére fois par Appell [1] dans la recherche
des familles de surfaces dont les tangentes aux intersections forment un tri¢dre équifacial
ayant pour axe une paralléle & ta droite x —=y = =z.
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Ceci est une propriété analogue & I'invariance de I'expression

drdx + dysy

V

Vet +dy* Vit + 3y

dans les transformations conformes planes.

Cette remarque nous ameénera au chapitre suivant i introduire un espace ou la
nouvelle notion d’angle sera définie & partir de la premiére des expressions précé-
dentes, la distance de deux points infiniment voisins étant donnée par la racine
cubique de ds°.

RemarQue 1: X, Y, Z étant toujours iritégrales de l'un ‘des systémes (S), on a
aussi l'identité

d N d X X X d 2 d
Wy 2 o )y ez WX Y
IR N U PR 1) S S & 08 DR R
iz & dy 2 dy X Y | 7
N N d X X X d d d
oy e Wy e WY 2 X

ce qui était évident a priori puisque le probléme que nous avons résolu s’identifie
A la recherche des transformations laissant invariant & un facteur prés I'opérateur
de M. P. Humbert.
Nous retrouvons ici le théoréme auquel nous faisions allusion aux n>* 3, 10 et 11.
RemarQuE I : Les propriétés d'invariance que nous venons de signaler appar-
tiennent aussi a I'expression

(41) doé® = (dy3z —dz3y)* + (dzdx —dxdz)’ + (dxdy — dydx)’
—3(dysz—dzsy)(dzedx — dxsz) (dxdy — dysx).

A cette expression dc pourrait étre attachée la notion d’élément d’aire. Si nous
effectuons le changement de variables (9), l'expression devient

(41" de® = 0*(d639 —do30) + ’(do3o—dgde) 4 o°(ded6 — da3g)
— 2o (d03y —dydb)(deds—dpds) (dedh —do3g).

¥
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1I. — Une seconde interprétation des systémes (S).

28. Avanl toute chose il est bon de remarquer que toute intégrale de 'un des
systémes aux dérivées partielles du premier ordre (S) est intégrale du systéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre

»U *U

D.tL - . )yaz =o,

. »*U U
(2> b,U= Wy 2 =9,

et a fortiori de I’équation de M. P. Humbert.

S d L
8,U=<-(D,U) + +-(D,U) + ——(D.U) =o.

v

Ce systéme (X) intermédiaire enlre les systémes (S) et I'équation A U =o.
étant utilisé dans la suite, nous en ferons une étude rapide.

29. TuEoriME : En variables u, v, w le systéme (3) prend la forme simple
(2> U U0 U
Www T dwow | wd

On en déduit la forme de I'intégrale générale

(42) U = f(u) + g(v) + h(w)
ou f, g, h sont trois fouctions arbitraires d’une variable.

30. TuéorkME : La seule intégrale du sysléme (X) qui ne dépend que de p seul
est log p. En effet on a

logp=1logu + logv + logw.

31. TukoriME : Si U(x, y, 2) est une intégrale du systéme (=) il en est de méme
de la fonction

dlogp dlogp logp
V ’ ’ == ‘ ’ s .
(@, y,2) U[ Qo dy dz
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En effet la transformation considérée qui peut s'écrire

e =vw' =wv' =3,
transforme I'expression (42) en une expression analogue.

32. La démonstration précédente est encore valable lorsque ', v, w' sont des
fonctions d’une seule des variables u, v, w; on peut donc énoncer le théoréme
suivant :

Tutortme : Si U(x, y, 2) est une intégrale du sysiéme (Z) il en est de méme de
la fonction

Vix,y,z) =UX, Y, %)
ou X, Y, Z, sont trois intégrales de U'un des systémes (8).
33. TukorkMmE : La fonclion log w(x, y, z) est intégrale du systéme (%)

34. TuforeME : Les coefficients de 1, j, j°, dans le développement de (x + jy + j*2)"
sont des intégrales du systéme (IT).

On a vu en effet au n° 43 que ces polyndmes s’expriment linéairement en fonc-
tion de u", v"*, w".

On pourrait aussi énoncer des théorémes analogues a ceux des n** 16 et suivants,
mais qui n’offriraient qu’un intérét trés limité.

35. Revenons maintenant aux systémes aux dérivées partielles (S). Considérons
les trois fonctions

Sy, ) =X@,y,2)+ Y&,y 2)+ Z(xYy, 2,
43) gx,y,2) =X(,5,2) +j Y(x, ¥, 2) + J'Z(x, ¥, 2),
{ R, y, 2) =X (=, y,2) + 'Y (2,7, 2) +J Z(2, Y, 2).

D’aprés ce que nous avons vu au n° 26, dire que X, Y, Z sont intégrales d’un
systéme (8) revient 4 dire que les fonctions f, g, o dépendent chacune d’une seule
des variables u, v, w.

Les systémes (S) jouent donc dans le cas actuel un 10le analogue 4 celui des
systémes de Cauchy Riemann dans I'étude des fonctions analytiques, ce qui justifie
le tilre donné au présent chapitre.

On dira que les fonctions X, Y, Z intégrales d'un méme systéme (S) forment
un systéme conjugué; on pourra toujours, & des permutations prés des lettres &,
(;,, 6, mettre un tel systéme sous la forme
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N@y, 2)=3FW + GO+ Hw),
(44) Y (%Y, 2) =T (@) +J7G(0) +j H(w),
Z(z,y, z)=3F(u) +j G + 2 a6(w),

ou F(u), (j(v), J6(w) sont trois fonctions arbitraires, dérivables.

36. 11 est intéressant de confronter la définition que nous venons de donner des
fonctions conjuguées avec celle proposée par M. N. Cioranesco (*) pour les équations
de Laplace & plusieurs variables, définition que nous allons adapter au cas actuel.

Exprimoné que : la fonction

43) b(@,y, 2) = log [(X + 1) + (Y 4 pf' + (Z + ) =3(X +0) (¥ + ) (£ +v)]

ot X, Y, Z sont trois intégrales du systéme (X) (ou de l'équalion de M. P. Illumbert)
est elle-méme intégrale de ce systéme (ou de celle équalion) quelles que soient les cons-
tanles h, u, v.

Pour simplifier les calculs, il sera bon d’utiliser les variables u, v, w et de con-
sidérer la nouvelle fonction

(46) W (u, v, w) =log [( + a) (V' + 8) (W' + )] = S log (&' + %)

a) Exprimons d’abord que u', v', w', ¥ sont intégrales de (') quelles que soient

les constantes ¢, 8, y. On a
»a' da’ du
D S v v Y
maw u' + x S @ + «)*’

Comme u', v', w' vérifient (') la premiére somme de Lamé est nulle, en écri-
vant que ¥ vérifie aussi (£') il vient donc

! !

u' Nl Q' du da’ M

o W w Q w
— =0.
S (a' + 2)* S (i + ) oW+t

Mais ceci doit étre vérifié quelles que soienl les conslantes «, 8, vy, les neuf numé-

rateurs sont donc nuls, u', v/, w' ne sont fonctions que d'une seule variable et
X, Y, Z seront de la forme (44).

(*) N. Croranesco, Sur les fonctions harmoniques conjuguées (Bull, des Sciences mathé-
mwatiques, 2° série, 56, 1932, p. 55).
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b) Exprimons maintenant que u’, v', w', ¥ sort intégrales de (1). En opérant
comme plus haut il vient

Xu Xu’ Xu’ du-  Yu du
A S v dw S v Qw M du wdu W
edvow K (W + ) (0 + a)
du' du' M

n S M dw
2 — —o0.
(W + o)

Comme ', v, w’ vérifient (1) la premiére somme de Lamé est nulle. En expri-
mant que la relation est vérifiée quelles que soient les constantes a, B, y on est
amené & annuler fous les numérateurs ce qui montre que u', v/, w' sont des‘f'onc-
tions de deux des variables u, v, w. Les fonctions X, Y, Z pourront donc se mettre
par exemple sous la forme

( X(x.y.2) =F@,w)+ Gw,w)+ H(uv),
47) ¢ Y (&, y, 2) = F(v,w) +j°G(w, ©) +j H(u,v),
( Z(x,y,z2) =F(,w)+j G(w, u) + j°H(u, v).

ot F(v, w), G(w, u), H(u, v) sont trois fonctions dérivables arbitraires. Nous
dirons encore que X, Y, Z forment un systéme conjugué.

On voit facilement que les fonctions X, Y, Z du systéme (47) vérifient le sys-
téme d’équations aux dérivées partielles

S D,X=D,Z=D,Y,
D.X=1D,%2=D,Y,

(8
( DX=D,Z=D,Y.

Ce systéme se déduit du systéme (S)) par la substitution des opérateurs D,,

0 Q2

D,, D, aux opérateurs S En opérant la méme substitution sur I'en-
- M Jdy

Tz
semble des systémes (S) on obtient une nouvelle série de systémes (S'), on pourra
donc énoncer le théoréme suivant :

TakoreME : Si la fonction @ ot X, Y, Z sont trois intégrales du systéme (%) (ou
de l’e’quaiion de M. P. Humbert) est elle-méme intégrale de ce systéme (ou de celte
équation) quelles que soient les constantes », ., v, c'est que les trois fonctions

X, Y, Z sont conjuguées, c’est-a-dire intégrales de l'un des systémes (S) (ou de l'un
des systémes (S)).
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-37. Remarquons que les intégrales de 1'un quelconque des systémes (S') véri-
fient le systéme

5 2 2 ,‘ N 2 97 ey 2 pe
(£)  DLU—D).U=D,U—D),U=D,U—DU=o0,
et a fortiori I'équation
Ai U= o,
puisque I'on a Yidentité

AP=D, + D), + DL —3D;

xy:*
. ., da' v dw'
Signalons encore que dans le cas du n° 26 les dérivées —, —, — s’ex-

du’ dv’ dw
. . . . X XX X
priment linéairement en fonction de —, , =
de T dy ' 0z

III. — Comparaison avec les fonctions harmoniques.

38. On sait que les permutations des lettres , y, z laissent invariant 1'opéra-
teur A,u, c'est-a-dire géométriquement que la droite x =y =z joue le rdle d’'un
axe de répétition d’ordre trois. Faisons donc un changement d’axes tel que les nou-
veaux axes forment un triédre trirectangle 0%+, le nouvean demi-axe Of élant

porté par la droite x = y =— z. Nous pourrons prendre (cf. G. Bourieavo. Cours de
Géométrie analytique, 2° éd., p. 35)

[ @+ ) sin a 0 , .
e == y—ﬂ: y - - — I »
? 2 3sine  \/3sinz  3cosa
V3 : S

(-’48) n = ()’ — :r) -— sin«, ((.9) y == + i + k)

S

v
<

8
|

SI%

2 3sin « \/S-Sina 3cosx
, —23 L
‘:(w+y+z) COS x. Z:3—S—i—'-l-;+ +—3—cos—“—.

Nous poserons aussi

sin «

%:(‘(—{—Y—.’ZZ) rumt

(50) (Y=F-X) _\Z_S sin z,

T=X+Y+Z)cosx.

—



SUR L’EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 33

Si nous supposons que le triédre initial Oxyz est aussi trirectangle, I'angle « est
alors celui de la diagonale du cube avec les arétes.

39. Exprimons d’abord u, v, w en fonction de &, v, {; en utilisant les for-
mules (2) et (49) on trouve

Uu=xX-+ y+ z=

cosa’
. . " _l—{-i\/g e
(61) v=at+jy+iir= e = G i),
. " . __l—-i\/g e .
w=x+jy+je=—gr G,

Nous nous trouvons, aux coefficients prés, devant le changement de variables (22);
on déduira de (51) 'identité

»U Y C»2U 22U
52 h———— = cCcos aSin* x — ———] .
(52) Y uwvow R Ye [ +

2 2]

40. Exprimons maintenant le systéme (Z) en variables &, 7, {; un calcul
simple nous donne les relations

3 * »® 3 * =
D, =—-sina | —F + — ~sin « cos — 3—),
==} “(ag* a-,‘~>+gs e “(azat_ v At
D Sq'm a " > +3, RS 3 2 >
= Y | — _— —_ ———
N R 1(35’ aﬂ,) zsmac:OSa<b§D: + PR s
3 d* d* hy
D, = —sin’ (— —)—Ssin cos
=\ s B FY:
Le systéme (¥) prend donc la forme
2"> XU YU U PU
( A A - I TP I

L'intégrale générale sera de la forme
U=10,(© + U,GE )

ou U,(0) est une fonction de { seul, U,(§, v) une fonction harmonique de &, 4.
Les fonctions &%, ‘\J, Z seront de la méme forme, ainsi qu’il résulte du sys-
téme (50).
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41. D’une facon plus précise, cherchons par exemple ce que donnent les sys-
témes (8,) et (S,) pour les fonctions &, 1, :
s
Dans la premiére hypothése on trouve

{m;__ o S R S
1T w2 T\E_W_Tz—:l'
R M VErax X

o, 22 2 dy oz

AR Y M ZE B
TN T RET Y

2Z

4\Dc_d1v\

on en déduit que

® et 09, sont des Sfonctions harmoniques conjuguées de &, v,
% est une fonction de ¢ seul.

La seconde hypothése qui fournit les relations :

0% § - N - -

bi g Y X, X ax]
=——— = —— 42

aa T, 2 dx dy 2z
\NG 3 -

A, 2z 2 \z \x
28 b"l] 2 ?Z

f ——=—=o0

2 W e

0z
S7F= div X

12

nous conduit & un résultat analogue.
Pour les autres systémes (8,), (8,), (8,), (S,) la seule relation remarquable est

o~
ERIRS]

=%(1 +j+Hdivk =o;

o

on en conclut que = est une fonction harmoniqué de =, v, seuls, & et (IL{ étant des
sommes de fonctions harmoniques de £, v et de fonctions de {.

42. Cherchons maintenant ce que deviennent les systémes (8) en variables

4
=

2, 1, & Pour cela nous commencerons & interpréter le systéme (Z,) qui s’écrit en

»*U 4 »*U
Pl v

posant AU =
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(D;. — )U_gsm %COS & { COS % ~—x b +sma(a§av—\/—aqa§>sh\U=o,
(Z) (D;,-—D;)U=2_2sin=a005a cos « :+sina< :\* +V3 > >§A“U=o,
) !l C 3;3C b‘/;bc -
2 27 ) . hy .
(D2 — zy)U_Zsm @ €08 & | COS &~ —mnab@:%‘l&:o

Ce systéme prend donc la forme simple

1 D* 02 32 a
A U= _ — ) =— o,
(2> g MU= aU= al=o

4

il peut se réduire 4 I'équation unique

»*U U
+

= T

=AL+ V(7).

ol A est une constante arbitraire et V une fonction arbitraire.

Sous la forme (Z',) on voit grice & (52) que le systéme (Z,) est vérifié lorsque
U est intégrale de 1'équation de M. P. Humbert, ce qui était évident a priori U étant
dans ce cas une somme de fonctions de deux des trois variables u, v, w.

43. D’une facon plus précise, cherchons ce que donnent les systémes (§',) et

(8',) pour les fonctions x, v, z
Dans la premiére hypothése on trouve

D% — sin o [D, + D, —2D,] X =—%sin’ac057.|:£§c +\/:°> aaf,;ig
D,% = sin = D, + D, —2D]X = gsin’acouz a;;:

%—sma{D +D,— 2DI]X=—%sin"zcos<z[ ;;—b\:—\/g%]’
m}=‘—£§ sina[D,—D,]X =—Sl/§si"’°‘°°“[3 :} —V3 a:}aic]’
Dyﬂ}:@sina[Dz—Dy]X=_ %sin’ucow%,

V3 V3L, X X
Dz‘y_—z—sma[Dy—Dz]X— STsm otCOSa(l: V\"+\/33¢a§

X D!\>

Z=D,Z=cosa«[D,+D, +D}X_.9sm oCOSa(
“ Z; D \fj
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Ce qui nous fournit les relations
D, % + D,®% + D% = o,
Dx*y, +D,9Y + Dz"y. =o,
D,% —D,%=\3 D, Y,
D, — D, =— V3D,%,
D,Z=D,Z=D,Z,

c’est-a-dire encore

-+ = = == + o,
Ml Dv" & a,
NN IRYEUNY
[
— — — =0,
Loz oy ar Loy et

d % > 2 ( 0Z )
—_—— | =— | — ] == 0.
o\ 2 \ 0w,

La seconde hypothése nous fournirait de méme

RS2 CHENR I R 2"
- ’:a?’h’ s

e
RIS ay s Ay

’
B Y ) 1% a<m|
[—v— + L ] = __V.[ y ] =
2z d, L L Ay 23

Considérons le premier de ces deux systémes; la troisiéme ligne fournit immé-
diatement

ZE o 0=2,E )+ Z,©

ou %, (&, q) et Z,({) sont deux fonctions arbitraires.
De la deuxiéme ligne on déduit

w vy
—a?—b_'r‘-::.v’:.”r‘),
% Y

dy, ‘\—E.'="."§’71)’
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ot ¢(&, ), ¥(%, v) sont deux fonclions arbitraires; mais de la premiére ligne on
déduit alors

) N )
—?—‘;_i-—ll—:—(?: D\b —bcf =0,
o Qv Q7 IS

da fonction ¢ + iy est donc analylique de la variable & + iv.
Formons encore la dérivée aréolaire(') de la fonction % 4 i‘y,, on a

2% MYy B Y ‘
—< +as>+l<i\‘g—‘a—~,,>=—<f+l+-

o7

Les résultats précédents expriment donc encore que la dérivée aérolaire de la
Jonction % + iQJ. est une fonction analylique de la variable 2 — i.

Le deuxiéme groupe de relalions nous donuerait des résultats similaires. Les
autres systémes_ (S,), (8, (8), (8,) seraient d'interprétation moins simple;

remarquons seulement la relation

D, Z+D,Z+DZ =0 d’od AZ =o0.

44. Pour l'équation de M. P. Humbert en utilisant la formule (52) on est con-

duit a

~/

‘U
=+

e/

*U

\7.:

= H(E, ),

a3z

~

-ou H(Z, v) est une fonction arbitraire,
On peut aussi écrire I'intégrale générale sous la forme

UG 0=/C+in, s—in) +gG +in, ) +hr(E—in,0),

-ou f, g, h sont trois fonctions arbitraires. .

45. Voyons maintenant comment peuvent s’interpréter les fonctions P(8, o)
Q(6, o) R(b, ) dans ce systéme de coordonnées.
En utilisant les formules (8), (9) et (48) on trouve

sina ., . . . B
[Jels-r.l *’—E—J‘e’ e;—n]’

U2

= RCOS'CS:—p

sin o

2\/3

n=RsinG= o [(1 — %) &% + (1 — j) &7,

{ =ccosae",

(*) M. Nicoresco, Fonclions complexes dans le plan et dans Uespace (Thése, Paris, 1928). —
N. Tutopboresco, La dérivée aréolaire el ses applications a la Physique mathématique (Thése,
Paris, 1931).
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Tirons R et & de ces formules il vient

63) R* = (£ + 7%) = ¢*sin® 2 e™079),

o —d =1 [(1 +j)e‘:'—f”> -9 4 ] i ei[vf(e—?w%]— 2l
d’ou
- ‘5=\~/§(0—?)+3}+1m.

On déduit des formules (53) et (34) (ue les surfaces § 4 9 = cle sont des cdnes
de révolution d’axe O et que les surfaces § — o = ct¢ sonl des plans dont on n’uti-

lisera qu’un demi-plan.

On peut du reste retrouver les expressions 0 + ¢ et 6 — ¢ en exprimant P (9, v),
Q(0, 9), R(9, %) en fonction des lignes trigonométriques. En remarquant que

on trouve

(35) QW ¢)=

{X R0, 9) =

640 V;
ejﬁﬂ%i’? = e__3_+l’-2—(0—?)’
+s VB
e g T,
[ © /o
—_ = 3
€ 4 ae ( 3 )cos \—/;—(O—;;,)]
3 ’
ht I~ /o
(2= 3 [
4 ae ( 2 >cos —\/—(6—9)4—[‘——]
| 2 ' 3
3 )
it " /2
A —(== am
&t 4 ae ( a >cos \/—(0—9)4—7]

3

ce sont les formules données par Appell [1].




CHAPITRE III

Sur un espace attaché a I'équation de M. P. Humbert.

I. — Les triédres d’Appell.

46. — Dans les chapitres précédents nous avons vu que dans l'étude actuelle
les expressions

4y + 2 —3axyz, ds’ =dx’ + dy’ + d2’ — 3dxdydz,
et les trois fonctions
P(8, ), Q(6, v), R(8, 9),
_jouent le méme rdle que les expressions
x4+ v, ds’ = dx® + dy*,

et les deux fonctions

cos b, sin 6

dans I'étude du Laplacien & deux dimensions.

Mais aux quantités \/a* 4 y*, cos, sin 6 sont attachées dans l'espace euclidien
A deux dimensions les notions de longueur et d’angle; nous allons de méme cher-
.cher ici & faire correspondre aux quantités

Vo' +y + 2 —3wxyz, P(s, o), Q5 %), R(8, 9)
de nouvelles notions de longueur et d’angle et définir un nouvel espace.
47. Dirmirios : Etant donnés deux poinls infiniment voisins M(x, y, z) et

M'(x + dx, y 4+ dy, z 4+ dz) nous appellerons distance entre ces deux points la
quantité

ds = \7d:c3 + dy* 4 d2° — 3dxdyd:.
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Si nous cherchons les courbes qui réalisent entre deux points quelconques le
minimum de Vintégrale
I= [ ds,

-~

le calcul des variations nous fournit le systéme d’équations différentielles

dy dz
_— _—= ]
dx e, dx ’

b

ou a et b sont deux constantes arbitraires.
Les équations générales de ces courbes peuvent s’écrire

L — X, — Yy—1Y — z—2,
o B v

nous leur réserverons le nom de drotites.

Deux droites dont les coefficients «, 8, v sont proportionunels, les constantes
Xy, ¥or 2, étant différentes seront appelées droiles paraliéles.

Nous appellerons plan la surface d’équation

Az + By +Cz+ D=o,

ou A, B, C, D sont des constantes arbitraires. D’aprés ce qui précéde la généra-
tion du plan fera I'objet des mémes remarques qu’en géométrie euclidienne A trois
dimensions.

Revenons a notre notion de longueur.

droite et une seule par ces deux points; nous appellerons distance M, M, la longueur
du segment de droite MM,

(56) M, = V(r, — @) + (r, — )" + (2, —2) — 3(r,— ) (r, — ¥) (2. — 2,)-
Cette relation donne lieu a I'identité
(57) MM, + MM, =o.

Etant donnés deux points distincts leur distance est en général différente de
zéro. Toutefois si les deux points sont choisis dans le plan d’équation

x+y+z=c",
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leur distance est nulle; la méme propriété appartient aux plans d’équation

z+jy+jz=c",
ou

x4 jly +jz=c".

Ces trois familles de plans jouent donc ici le méme role que les droites isotropes
de I'espace euclidien plan.

Prenons le point M, (x,, y,, z,), le lieu des points situés a une distance ! de ce
point sera la surface d’équation

(58) @—z)+G—y)+E—=2)=3@—x)y—y)e—z)="

que nous utiliserons plus loin.

48. Cousidérons maintenant les fonctions d’Appell P(6, ¢), Q(6, ¢), R(0, ¢)
pour lesquelles nous avons déja donné un certain nombre de formules (cf. (8), (10),

(11), (x2), (55)). Complétons ces renseignements en donnant les formules d’addi-
tion dont nous nous servirons dans la suite

PO+ 6, 0+9¢)=P(0¢) P¥,¢) + QU ) RO, ¢) + R, 9) Q(0', 9,
(59) §Q+0, ¢ +¢)=R0.¢) RO, ¢) +P0,¢) Q0. ¢) + QO ) P(¥, ),
R+ 6, 9+ ¢)=Q(0,9) Q(t", 9") + R(6, ¢) P(¢', ") + P (6, 9) R(¥', ¢");

nous en tirons

P(36,2¢) = P*(0, 9) + 2Q(6, 9) R(5, 9),
(60) Q(26,29) = R*(%, 9) + 2P (6, 9) Q(6, 9),
R(26, 2¢) = Q*(5, ) + 2R(8, ¢) P (8, 9).

Nous en déduisons de proche en proche les formules d’addition pour trois,
quatre... couples d’arguments ainsi que les formules de multiplication correspon-
dantes.

49. Considérons un point M(a, b, ¢); d’aprés le changement de variables (g)
on peut écrire

a=pP(8,9), b=0Q(,9), c=pR(8,9).
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De la définition du n° 47 on déduit, grace 4 l'identité (10), que la distance OM
cst égale & p, on peut donc éerire

a

( P,9) == )
\/a3 + 6° 4+ ¢*— 3abe
6
(61) Q. 9) = = , :
\/a“ + b 4 c*—3abe
R(, 9) = :

\7{1“ + 6° + ¢ — 3abc

On dira que I'on a les cosinus directeurs d'Appell de la droite OM. Plus généra-
lement les expressions (61) définissent les cosinus directeurs d’Appell d’une droite
de parameétres directeurs a, b, c.

B

50. Noriox p’ancLe. Considérons deux vecteurs V et V' de composantes res-
pectives a, b, ¢, a', b, ¢’ ou de cosinus directeurs d’Appell P(8, g), Q(6, o),
R(@®, 9), P(¥, ¢), Q', ¢"), R(¥, ).

Dans la géométrie euclidienne plane le cosinus de 'angle de deux directions
joue un réle Important dans I'étude de cet angle, ici nous ferons appel & la fonction
P mais cette fonction n’étant pas paire nous considérerons & la fois les deux expres-
sions

PO —06, o —9) et PO—0, s—d).
En utilisant les formules (11), (59) et (61) on trouvera aisément que
a(@® —b'c"y + b(b* —c'a’) + c(c*—a'd’)
\7a’ + b+ ¢ —3abe \3/(a’3 A Ny — 3a’b’c')”
a'(u —be) + 00" —ca) + ¢'(¢"—ab)

\7a13+bla+crs_3alblc' \7(aa+1)3 +ca_3abc)i‘

/
\P(e—"" o —g)=

(62) <

DérmiTion : Nous appellerons angle de deux directions, I'ensemble des deux quan-
titds 6§ — 0", o — o' définies par les équations (62) ou les six quantités a, b, ¢, a', V', ¢'
sont connues.

Remarquons bien que nous ne définissons ainsi que la figure de 1'angle et non
sa valeur.

En géoméirie euclidienne plane deux directions sont orthogonales lorsque le
cosinus de leur angle est nul. Par analogie nous dirons ici que deux directions sont
orthogonales au sens d’ Appell lorsque la double égalité

(63) Po—0, o—3)=P®O —0, ¢'—9¢)=0

est vérifiée.
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54. Pour trouver les droites orthogonales au sens d’Appell a une droite donnée,
on est ramené & résoudre les équations (63) qui s’écrivent encore

(63" a@” —¥¢) + b(b* — ') + o(c” —a'b) = o,
a@ —bec) + b —ca) +c'(c*—ab)=o,
ou a, b, ¢ sont les données, a', b', ¢’ les inconnues.

Or en géométrie euclidienne a trois dimensions la premiére équation représente
un cdne du second degré ayant son sommet a l'origine et la seconde un plan pas-
sant par l'origine, il y a donc au plus deux solutions réelles. Comme on trouve que
les valeurs
a' =b, V¥ =c, ¢ —=a,

(64)

a =c, b =a, =9,

vérifient le systéme, on en déduit que ce sont les solutions cherchées.
TuEoREME : Par un point d'une droite on peut élever & cette droite deux perpen-
diculaires au sens d’Appell et deux seulement.

B52. Considérons maintenant les trois droites D, D/, D' issues d’'un méme
point et dont les paramétres directeurs sont respectivement

a = a, 6 =0b, vy =c,
(65) o =c, ﬁ': a, *‘/' = b,
a”._:_b’ ‘BHZC’ \,”__a

Ces droites prises deux & deux vérifient les équations (63') elles sont donc
orthogonales au sens d’Appell, on dira qu’elles constituent un triédre trirectangle
d'Appell ou d’une fagon plus abrégée un triédre d’Appell.

53. Etudions les changements de coordonnées dans les triédres d’Appell.

Soit Ozyz le triddre de référence qui nous a servi jusqu’ici, Ox'y'z" le second
triédre. Les cosinus directeurs de Ox' étant P(5,, 9,), Q(0,, ¢,), R(9,. ), les
cosinus directeurs des autres axes seront donnés pér le tableau (65).

La notion de parallélisme étant conservée nous pouvons appliquer le théoréme
des projections, on en déduit les formules de changement d’axes :

xr= x'P(GOY ?o‘ + y'R(eo’ :?0) + z,Q(607 ‘?0),

(66) )-" ='Q6,, %) + 7' P, ) + 2'R(,, 9,),
\ z = x,B(eo’ ?n) _‘L y,Q(Oui ?o) + zlp(eo’ :‘?o)'
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ou encore grice aux équations (rr)

x' = ncP(—Gu, ——"Pn) +yR(—Oo'_90) +ZQ(—O‘), —C?o),
(67) 3" == mQ(—oo’ _CPB) +yp(—00’—?o)+ ZR(—OO’ _.l,o)'
Z = IL'R(—OO, _q’o) + yQ(—Oo’—‘?o) + ZP(—E’O,'—?B).

De l'identité

4y 42 —3xzyr=(@+y+2)(@+jy+j)@+jy+j2)
=@ +y'+2)(P+Q+R)(@'+jy +j ) (P +jQ+j*R) (x+ /"y +j2) (P +j°Q+jR)
=£L"3 +y13 +zl3_3wlylzl’

on déduit que la distance d’'un point M a 'origine est invariante par ce changement
de variables, il en est évidemment de méme de la distance de deux points quel-
conques.

Considérons maintenant une droite de cosinus directeurs P(8, o), Q(8, 9),
R(9, ), Un point M de cette droite situé & la distance ¢ de I'origine a pour coor-
données dans le triédre Oxyz

cP(®: ), ¢Q(5, 9), cR(6,0).

Ses coordonnées dans le triédre Ox'y'z' seront en tenant compte des équations
(67) et (59)

' =pP00—6,,9—9), ¥Y=2:QO0—6,9—9,), Z=¢RO—6.9—9).

Les arguments des cosinus directeurs d’une droite quelconque se trouvent ainsi
tous diminués d’'une méme quantité 6, ou g,; on en déduit que I'angle de deux
directions tel que nous I'avons défini au n° 50 est invariant par le changement de
variables (66).

Par analogie avec la géométrie euclidienne plane nous dirons que le systéme (66)
définit une rotation au sens d’Appell autour de Uorigine, d'amplitude (6, ¢,).

Le déplacement le plus général au sens d’Appell sera défini par les relations

x=a+ z'P®,,s,)+ ¥R, 9,) +2'Q,, 9,),
(68) Yy =0b+%'Q(,,3,) +yP(0,,9,) +2'RE,. 4,),
z=c+x'R(,, 3,) +¥'Q,,9,) +2P(,, %,),

ou les constantes a, b, ¢, définissent la grandeur de la (ranslation et les constantes
8,, 9,, Uamplitude de la rotation.

La similitude la plus générale sera obtenue en multipliant les coefficients
P(,. ¢,), Q(b,, ¢,), R(5,, 9,) par un méme nombre, nous serons alors dans les
conditions du n° 12.
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54. Nous venons de voir que les transformations définies par les équations (66)
conservent les distances et les angles au sens d’Appell; on pouvait le voir plus
rapidement en remarquant qu’elles entrent dans le cadre des transformations étu-
diées au chapitre II.

Revenons mainlenant & ces transformations, et considérous un systéme d’inté-
grales

X =X(z,vy,2), Y =Y(x,y,2), Z=17Z(x,v,2)
«de I'un de ces systémes (*).
Soient
X(z,y,2) =uqa, Y(x,y,2) =8, Z(x,y,2) =¥y
ou «, B, vy sont des constantes arbitraires, les équations des trois familles de sur-

faces. Les notions de conlact étant évidemment conservées, les équations des plans
tangents respectifs en un méme point M, (x,, y,, z,) sont

X

aw( xu)+ (y yo)+ (Z——Z)——-O,
Y Y .
bx( o)+ (y yo)+?'z-(z-_zo)—‘o’
Z Z )

" (90—900)4'—557(}'—}'0) +§'(Z—zn)=0-

Les arétes du triédre formé par ces trois plans ount respectivement comme coeffi-
-cients directeurs

N2 W (2 X (X XN,
dy 2 2z 2y doy 2 dz y N A
W, JwaxX_ wax . )X XY,
2 e a2z 2w iz ] dz 2z ’
oz oz lwax _wax_ o [XaY Xavy
dx dy  dy x dx dy  dy ] x dy  dy & =

Si nous posons
%_<ax>2 XX axy X X ( ) X
NPT dy 2z’ «J‘_(Dy 2z w’ 2z Wac y

{*) Dans ce qui suit nous n’utiliserons que les systémes S, et S, afin de rester dans le
domaine réel.
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nous en déduisons dans le cas du systéme (S,} que les paramétres directeurs peu-

vent encore s’écrire

ﬂ%’ 3,
=, v,

\

A

%,

et dans le cas du systéme S, le méme résultat avec échange des deux dernidres

colonnes (*).

Cela prouve avec les conventions du n° 52 que le triédre considéré est un triédre
d’Appell. On dira que les familles de surfaces envisagées forment un systéme triple

orthogonal au sens d’Appell.

Ces familles de surfaces jouent donc ici le méme rble que les systémes de cour-
bes isothermes dans I’étude du Laplacien & deux dimensions.

Une famille de surfaces triple orthogonale au sens d'Appell, particuliérement

simple, sera celle définie par les équations

ol o est la fonction module, 6 et o les deux fonctions arguments.

Considérons eucore trois familles de surfaces d’équations

L@ y=a L&y 2=0,

formant un systéme triple orthogonal, et soient

wz"?a(alb' C)’ y=<?g(a!b: C)r

fa<x: Y, Z) =,

2=19,(a,b,¢),

les équations résolues par rapport & . D’aprés un résultat énoncé par Appell [1}
les deux systémes de familles de surfaces définies par les groupes d’équations

w.(@, y, D=0, 9 (e, y, 2 =8,

S99, 0) =2, Julo,, 9. 0) =8,

constituent encore des systémes friples orthogonaux.

%, ¥, )=y,

.fz(?("?g’ :Ps) :Y!:

(*) Nous aurions des résultats analogues avec les autres systémes (8), mais nous ver-
rions apparaitre les coefficients 1, j, j* (ce qui ne changerait du reste pas les résultats au
point de vue orthogonalité au sens d’Appell, les relations d’orthogonalité étant encore

vérifiées).
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55. Nous venons de voir que si X(x, y, 2), Y(=x, vy, 2), Z(x, y, z) vérifient un
systéme (S), les trois familles de surfaces d’équations

(69) X@y =2  Y@ynd=§  L@yd)=rv

constituent un systéme triple orthogonal au sens d’Appell. Cherchons réciproque-
ment les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que les équations (69) défi-
nissent un systéme triple orthogonal au sens d’Appell.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 54 nous sommes amenés & écrire avec les
notations du n° 54 un systéme de relations tel que

a=>Xxc". b =puc,
b= ra", Cl:y‘aﬂ’
¢ =2b". a = ub".

ol A et p. sont deux fonctions arbitraires(*).
Si 'on remarque que les dérivées de X, Y, Z, par rapport & x, y, z sont tout
simplement les mineurs du tableau

a a a
b! b”
c ¢ c"
. DX, Y, Z \
au coefficient d = W)—) == o prés, on trouve
X Y oL
’d iw —_ bl C” — Cf bll — (J‘A(cll‘z_ a”b”)’ d t\x —_— bll ¢ — CIlb — )\(bll! _ C” a")’ d;_x — bcl_cb! — )\y‘(aﬂz_ bllcfl),
Y dZ
rdﬁzc’a”——a'c"zH(a"’—b”c”), d‘ :c"a—a”c=)\(c”’—a”b”), d“ =ca'—ac’_—_)\y.(b"’—c"a"),
d ~ dy dy
4 Y N/
d D;x =a'b"—b’a”:y.(b”’——c"a”), d ‘\Z :a”b__b//a:)\(arn_bllcﬂ), d%:ab'—ba’:)\y.(c”’—a”b”).
z ¢ A

X, Y, Z vérifient donc le systéme d’équations aux dérivées partielles

X Y oz
e My T

)X Y M

4 )y = —_ —
) w o M dy’
X Y 7

A— =p—=
Vody bz o

(*) On peut toujours supposer a”, b”, ¢" différents a la fois de zéro.
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Systéme déduit de S, par multiplication des deux premiéres colonnes par les.
facteurs A, wn(*).

En considérant Vautre hypothése de proportionnalité des a, b, c, o, ¥, ¢,
a", b", ¢" nous trouverions de méme un systéme analogue & (S,). En ne se restrei--
gnant plus au seul domaine réel nous verrions apparaitre des systémes analogues &
(8., (8, (8,), (8,), Appelons systémeé (8") ces systémes nous pouvons énoncer :

Pour que les équations (6g) définissent un systéme triple orthogonal au sens
&’ Appell il faut et il suffit que les fonctions X(x,y, z), Y(x, ¥y, 2), Z(x, ¥, 2) véri-
JSient un systéme (8'). Dans le cas ol le systéme (S") se réduit & un systéme (S), on a
de plus un systéme isotherme de surfaces.

On peut du reste montrer que par un changement convenable de fonctions

% = B(X), Y = YY), 3= %),

un systéme (8) peut se transformer en systéme (S). 1l nous suffira pour cela de
montrer que la nouvelle fonction & peut étre choisie de fagon a vérifier le sys-
téme ().

Exprimons d’abord que le systéme (8")) est compatible; il nous suffira d’écrire
que les équations '

Y Y Y
a—xdx+—rdy+7—dz:o,
d d P
ida;+._zd +_Zdz_o’
20X Qy 2z

sont complétement intégrables. Nous voyons que X vérifie le systéme d’équations
aux dérivées partielles

DI \J \
—YD~X+L‘—{'D1X+‘—X—D X =o,
d F dy iz Y
(70) | 2X )X 2X
( DX+ 2D X+2D,X =o.
e Y dy ¢ oz

(*) Pour plus de symétrie on pourrait prendre les coefficients %, 1, v pour chacune des.
trois colonnes.
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Exprimons maintenant que %(X) vérifie le systéme (L), nous avons, en posant

. X\ 2 X X 2 .
02X=<—a-w—> - 33’ 0z _xx—}‘yxfn’ trr e

D, (%) = %'D,X + ¥'3,X = o,
D, (%) =%"D,X + %'3,X = o,
D, (%) = %'D.X + %'5,X =0,

ou

DX DX D, X %' (X)

2 J—

5.X o8 X 58X XX

=

D’aprés les équations aux dérivées partielles vérifiées par X nous savons gque les
trois premiers rapports sont égaux; soit A leur valeur commune, il nous suffira de
montrer que A ne dépend que de X.

Prenons comme expression de A :

Sx.p.x  Sbp,x
Qx,3,x B Sa.x '

d . 2 -
En remarquant que W SXI DX = > S X,D, X =0, nous pouvons écrire

s Qx,.5.X [S onX‘l Qa.x

_ X,AX+D,XD,X—D,XD.X+34(3,XD,X—3,XD,X)

Sx,3,X

_ X AX 4N EX)— (3NN [ X 2A,] X..

> 2 ) . .
A 5 OXDX+ 5 QXD,X + 5 SX,DX 3 §D,X[X05,X +X,,5,X + X,.5,X]

Sx,8,X Sx.3,X
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A
En recommencant le méme calcul pour Y et ‘\— nous trouverions que
d JdZ
A A A, . A X
PO S S
o v : X,3,X

Nous avons donc

DMA.X) _ DMA,X) _ DAX)
D(y,z) = D(z,x)  D(z,y)

et A ne dépend bien que de la seule fonction X ce qui démontre la proposition
que nous avions en vue.

56. L'introduction des triédres d’Appell va pouvoir encore nous doaner une

interprétation géomeétrique simple de I'équation de M. P. Humbert, interprétation
a rapprocher de celle du Laplacien & deux dimensions.

Considérons d’abord le systéme (£), on peut l'écrire

DTl bU) d
. '“ﬁ(bw _ay< dx Y
- 2 Z‘U\ 2 U d U Q U
<Z> DNU_W(:“?/_DZ (3&—)_?(\—5—)—”(“2)—0’
(F)=13 :
\

DT 2 aU> 2

2z Jz

-
Si nous appelons encore tourbillon d’un vecteur V (X, Y, Z) le vecteur de com-
posantes

. Y Xz Y X
Ty el " T W a2y’

et que nous posions

U U oU
= Y=—=—, = —,
(71) X=+ % L=

le systéme (%) s’écrira

(72) D, U=¢

I
°
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Si nous posons au contraire

YU U U
(73) X:W' Y—'LTZ—, Z-—E,
le systéme () s’écrira
gD U=—4=o,
(7[1) <DU:-—-’;:0,
(DU: E=o

Appelons rotation orthogonale d’Appell Yopération consistant & transformer un
—
vecteur V en un vecteur de méme longueur mais porté par une de ses perpendicu-

laires d’Appell (cf. n° 51).

Les vecteurs définis par les composantes (71) ou (73) sont déduits du gradient
U U YU
 dy 0z
expriment que les tourbillons des nouveaux vecteurs sont encore nuls, on peut donc
énoncer :

par une rotation orthogonale d’Appell. Les équations (72) et (74)

THEOREME : Le sysiéme (Z) exprime que le champ de vecteur obtenu a partir du
champ de gradient de la fonction U en effectuant une rotation orthogonale d'Appell
est encore un champ de gradient.

Prenons maintenant I'équation de M. P. Humbert; elle s’écrit ainsi que nous
I'avons déja vu

(15) U= ( JU) + (D U) + - (D.U)=o.

On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteurs (D,U, D, U, D.U)
est nulle, c’est-a-dire que ce champ de vecteurs est un champ de tourbillon. Mais en
utilisant les calculs (72) et (74) on sait que le champ de vecteurs (D, U, D, U D ,U)
est un champ de tourbillon lui-méme, on peut donc énoncer :

TutorEME : L'équation de M. P. Hambert exprime que le champ de tourbillon du
champ de vecteurs obtenu en effectuant une rotfation orthogonale d Appell sur le
champ de gradient de la fonction U, reste encore un champ de tourbillon iorsqu’érz
effectue sur lui une rotation orthogonale &’ Appell.

57. Regardons un instant notre espace avec un ceil euclidien. Comme nous
Favons vu au n° 485, les surfaces 0 4 ¢ =c"* et 9 — ¢ =c* sont respecti-
vement des cones de révolution ayant leur sommet 4 Porigine et d’axe commun
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Of(x =1y =2) et des demis-plans issus de cet axe. Quant aux triedres d’'Appell ils
ont leurs arétes également inclinées sur cet axe, et ils sont équifaciaux.

La forme analytique que nous avons donnée & ces triédres est plus maniable que
celle que l'on aurait dans l'espace euclidien. A un probléme euclidien sur ces
triédres il y a donc avantage a substituer un nouveau probléme dans notre espace,
dont nous interpréterons ensuite la solution.

Nous allons inversement utiliser 'espace euclidien pour rechercher les relations
existant entre les arguments 0, ¢ de deux directions orthogonales au sens d’Appell.
Soient les deux droites correspondant aux valeurs 6, o et ¢, ¢'; en utilisant les
relations (53) et (04) on trouve, les déterminations des arguments étant convena-
blement choisies

b+ ¢=6 429,

6-—-:9:0'—@'+('S7r_, =1

‘ 33

d’ou 'on tire
2eT 2eT

— o — 0 = — _
f 3v/3

3v/3 ’

Comme vérification on trouve en utilisant la premiére formule (55)

PH—19, ¢

¢') =P —6, <{:'——q»)=%[l +2cosz—;ﬂ—]=o,

II. — Un essai de théorie des courbes et des surfaces.

58. En géométrie euclidienne plane la normale en un point d'une courbe est la
polaire de la tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point de
contact. On est tout de suite amené & faire ici quelque chose d’analogue avec les
surfaces en remplacant les deux droites isotropes par les trois plans, jouant le réle
de plans isotropes, que nous avons rencontrés au n° 47.

Soit la surface d’équation

f(w';}l’z;":oy

et un point x,, y,. z, de cette surface, point que nous choisissons comme origine
des coordonnées.



SUR L’EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 53

L’équation du plan tangent est
Xf,, + Yf'yo + Zf’zo =o,
et celle de I'ensemble des trois plans isotropes
X'+ Y 4+ 22—3XYZ—=o0.

Passons en coordonnées tangentielles. Le plan tangent a pour coordonnées

— — _ ! A —
uo‘—jmo’ vo— uo’ wo—fz.u' ’n_o’

et le cone décomposé en Ltrois plans a pour équation tangentielle (*)

W+ v+ w—3uvw = o,
r=o.

La premiére polaire du plan tangent par rapport au cone décomposé aura
comme équations tangentielles

g u, (0 —vw) + v, (V' — wu) + w, (W —uv) = o,

r=o;
en revenant aux coordonnées ponctuelles on a le cone d’équation

(75) (uz - l'vowo) X'+ (v: _Awouo) Y+ (w§ - Auovo) z
—2(auy +v,w,) YZ —2(2v? + w,u)ZX — 2(2w? + u,v,) XY =o.

La deuxiéme polaire du plan tangent par rapport au céne décomposé a pour
équations tangentielles

(g —v,w,) u + (v; —wu,) v + (W — u,v) W = o0,

r=0o0

c’est donc la droite, issue du point considéré x,, v,, =,, ayant pour paramétres
directeurs

@6 (L) =Sl (L) S (S el

o

(*) Dans les divers calculs nous avons utilisé 'identité (30). Remarquons aussi gue les
-notations u, v, w utilisées ici n’ont rien a voir avec celles des deux premiers chapitres.
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59. Lorsque la fonction f(x, y, z) est une intégrale du systéme () on peut
I'incorporer dans une famille de surfaces formant avec deux autres familles un sys-
téme triple orthogonal au sens d’Appell. La droite définie par les paramétres (76)
est, d’aprés ce que nous avons vu au n° 54, lintersection des plans tangents en
(x,. v,» z,) aux deux autres surfaces passant par ce point.

Dans tous les cas le plan tangent a une surface, a une équation vérifiant le
systéme (X), on peut donc toujours l'incorporer dans un systéme triple ortho-
gonal; la droite considérée est alors I'intersection des deux autres plans passant par
le point commun. D’aprés ce que nous avons vu au n° 54, ces trois plans déter-
minent un triédre d’Appell.

Finalement étant donné un plan et un point de ce plan on peut toujours (et cela
d’une facon unique) le prendre comme face d’un triédre d’Appell ayant ce point
pout sommet; la troisiéme aréte (non contenue dans le plan) de ce triedre est la
droite définie par les paramétres directeurs (76).

DeériniTiON @ Les droites dont les paramétres directeurs sont donnés par les
expressions (76) ot f(x,y, z) = o est léquation d’un plan, sont dites normales
d’Appell au plan au point d’intersection. Ces droites sont encore normales d’Appell
a toutes les surfaces tangentes au plan au point considéré.

Réciproquement étant donnés une droite et un point de cette droite, il passe par
ce point deux perpendiculaires au sens d’Appell & la droite considérée; ces deux
droites déterminent le plan normal d’Appell en ce point a la droite donnée.

Ceci nous améne a nous poser le probléme suivant :

ProBLEME : Quel est au sommet d'un faisceau plan de droites, I'enveloppe des
plans normaux d’Appell a toutes ces droites?

La théorie des formes polaires nous en donne la solution immeédiate, cette enve-
loppe est la premiére polaire (75) du plan des droites par rapport au cdne isotrope
ayant méme sommet que le faisceau.

60. Comme application de ce qui précéde, cherchons ce qui pourra jouer le role
de V'équation normale d’un plan.
Considérons la droite issue de I'origine d’équations

=P, 9), y=12Q(0, %), z=¢R(, %),

ou 0 et » sont deux constantes, ¢ la distance a I'origine du point courant. L'équa-

2

tion du plan normal d’Appell issu du point =z, y,, 2, situé & la distance d de

0

T'origine sera

(@ — ) [P0, 9) — Q, ) RO, 9)] + (y — 3) [Q°(0, ) — R(8, ) P(®, 9)]
+(z—2)[R(0,9) — P(8,9)Q(0, %)) = o,
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c’est-a-dire
(w—x)P(—0, —9) + (¥ —y)R(—06, —9¢) +(z2—2,)Q(—8, —9) =0,

ou encore

17 ZP(—0, —9) + YR(—8, — o) +2Q(— 0, —9) =d.

On démoantrerait de plus trés aisément que la plus courte distance (minimum
de p) de l'origine au plan est justement la longueur d.

61. Faisons maintenant une étude succincte de la surface
(78) 4y + 27 —3xyr =g

A laquelle nous donnerons le nom de sphére d’ Appell (*).

On peut, ainsi que l'a fait Appell [1], la représenter paramétriquement par les
formules

(78) x=p,P(84), y = ¢,Q(8, ¢), z =, R(6.9).

3

La normale & la surface au point (%,,y,,2,) a pour paramétres directeurs
d’aprés le paragraphe précédent

2 2
(mo_yozo) —(yz_zowo) (zz_a’.oyo) - xolos’
()’3 - ZG.'L‘#)s—— (Z: _'7“33,0) (x:_ yczc) =Y. ?3'

(zz —moyo),—(x:_yo Zo) (y: - Zowo) - 2093,

elle est donc confondue avec le rayon vecteur.
Le plan tangent au point (0, ¢,) aura comme équation

(77 zP(—0, —¢) + YR(—90, —9) + 2Q(— 8, —9) = ¢,.

Prenons maintenant un point M(x,, y,, z,) extérieur a la surface et considérons
une sécante variable issue de ce point

x=ux, + ak,
y =y, + b3, (@ + b + ¢ —3abc =1).
z =1z + ¢k,

() Cette surface qui apparait dans diverses théories porte de ce fait des noms diffé-
rents, on 'appelle aussi sphére affine, hyperboloide cubique...
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L’équation aux A des points d’intersection de la sécante et de la surface est

(@, + @V + (y, + BA + (2, + €)' —3(x, + aX) (3, + bN) (2, + 1) — 2}
=25+ ¥+ 28— 32,55, — S+ M. ]+ X[ ]+ =o.

Le produit des trois racines %, A, %, s’écrit donc
(79) 7‘1 }‘n)‘a = P: - 9z ’

ou p, est la distance OM. On appellera ce produit puissance du point par rapport.
a la surface. Le lieu des surfaces d’égale puissance sont des sphéres d’Appell con-
centriques.

62. Cette surface peut encore servir & définir une transformation, étudiée par
M. D. V. Jonesco [44], analogue & Vinversion dans le plan.

Au point M(x, y, z), faisons correspondre le point w(&, 4, {) défini par les
relations

80) I T k

a*—yz y—zx  Z—xy 4y +2—3xyz’

On montre facilement que 'on a les relations
k3

(81) §+7l +§—3&7‘C:ws+y3+zs_3wyz’

x ¥ z k

E_nl 1o —LlE C—Eq E4q+0C—3EqL

(82)

ce qui montre les réles réciproques joués par les points M et w; on trouve du reste
les relations

(83) xE 4 yn + 2=k,
(84) (@ —y2) (& — 1)+ — 2x) (" — () + (" —xy) (T —&n) = k",

Remarquons aussi que les droites OM, Ou sont dans un méme plan avec I'axe
r=y=2.

Si nous utilisons les variables u, v, w du chapitre I la transformation s’écrit,
ainsi que nous I'avons vu au n° 9

! = wv' =ovw' =3,

elle fait partie des transformations étudiées au chapitre II.
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Exprimons maintenant la transformation au moyen des coordonnées o, 6, v. Le
point

x=P(0,9), y=1¢Q(4 9), z=¢R(6, 9),

se transforme en

k I k
c=§P<—e,—9>, 1=—R(=0—9), T==Q(=b —9),
c’est-a-dire encore
k k ’ ke
5=';P(—% —6), 'ﬁ’-‘—“;Q(—’:”—'O)’ €=:R(~—ﬁ°,-9)~

Les équations de la transformation peuvent donc s’écrire

I3

o
b

(85) P—

s @:—?, (I):—.—O,

ce qui montre clairement que la transformation échange les surfaces concentriques
¢ = c¢* sauf une qui est laissée invariante; sur cette derniére surface les courbes
6=c", ¢=c" (qui sont des asymptotiques ainsi que I’a montré Appell [1])
s’échangent. Sur cette surface la transformation revient du reste 4 une sorte de
symétrie par rapport a la courbe d’équation

6+ 9=—o0.
63. Disons maintenant un mot des courbes gauches. Considérons une courbe

gauche donnée par les expressions des coordonnées du point courant en fonction de
I'abscisse curviligne

(86) x = x(s), y =y(s), z=2z(s);
les cosinus directeurs de la tangente seront (')

da d
(87) = —— =2, p:—lzy y=——=2z

avec

By =3y =1.

(*) Nous utilisons ainsi la sphére d'Appell comme indicatrice; nous avons donc ici une
mesure de ’angle élémentaire au moyen d’arc élémentaire de V'indicatrice de rayon unité.

8
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Le plan.normal d’Appell aura pour équation
88 (" —=yHX=)+ (=) (Y —y) + (" —a'Y)(Z—z)=o0.

Pour le plan osculateur, comme la théorie du contact est encore valable, son
équation est

By VI —y'HX—x)+ @ —2"2YY —y)+ @Y —x"y)(Z—2)=o0.

L’intersection des deux plans sera la droite de coefficients directeurs (*)

on Yappellera normale principale a la courbe.
Si o, ¢, ¥’ sont les cosinus directeurs de cette normale, on aura d’aprés ce qui
précéde les formules de Frenet (*)

do _ o s ¢ dy _ ¥
(90) LR R =T
avec
(91) % = w'fa + y”3 + o 31:"},":”.

Si nous considérons maintenant la courbe comme trajectoire d’un certain mou-
vement d’équations

(92) x = x(l), y=y®, z=12z(1)
on aura en posant
. ds
T de’
(93) @' = av, Y=o, ¢ =y,
(04 . ,v"+ dv ,,_6,1»’+ﬂdv o ,v’+ dv
o) =g tagn, Y=g Hig  FEYg Ry

Vaccélération 1" peut donc ici encore étre considérée comme résultant d’une accélé-
v‘!

d .
ration tangentielle I', = -% et d'une accélération normale 1", = e

(*) Nous avons utilisé les deux identités
x4y 4 2P — 35;’y’z’ =1,

m"(x"z —_— yi z') + y" (y'2 — ZVx’> + ZII(Z".’, — mVyl) — 0.

(*) Nous pourrions étudier aussi la variation du plan osculateur afin d’introduire quelque
chose d’analogue a la torsion, mais les calculs sont rapidement inextricables.
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64. Comme exemple de courbe, prenons une courbe 6 =6, sur une surface
p = p,. On a les équations paramétriques

(9%) x =p,P(0,, ¢), y =2,Q(6,,¢), z = p,R(8,, %)
on en déduit
(96) = Q(0,.9), & =R(,, 9), vy ="P(,,¢)

car
ds = p,dv.
L’équation du plan normal sera
R(—9,, —¢) X—x) + Q(—6,, —¢) (Y —¥) + P(—8,, —¢) (Z—2) =0
ou en remplagant x, y, z par leurs valeurs

(97) R(—=0, =) X +Q(—=0, —9) Y + P(—6, —9)Z=0

ce plan passe donc par l'origine.
La normale principale a pour cosinus directeurs

(98) o = R(8,, ¢), @': P(8,,9), «{’::Q(Oo,:(,)

d’aprés ce que nous avons vu au n° 54, cetie normale est donc orthogonaie au sens
d’Appell au rayon vecteur, ce qui montre que le plan osculateur & la courbe est le
plan tangent & la surface o = p,. Les courbes 6 = 0, sont donc (tout comme dans
'espace euclidien & trois dimensions) des lignes asymptotiques de la surface p=p,-
Pour le rayon de courbure on voit facilement qu’'il 'est constamment égal & 5,. Les
mémes propriétés appartiennent évidemment aux courbes ¢ = o, .

65. Revenons encore a la sphére d’Appell sur laquelle se trouve tracé le réseau
des courbes 6 =c*, 9 = c'. D’aprés ce que nous avons vu au n° 54, ce réseau
de courbes est un réseau orthogonal (puisque les familles de surfaces o —=a, § = b,

= ¢ forment un systéme triple orthogonal).

La distance de deux points infiniment voisins ést donnée par la formule

(99) ds = Vg3 (dv’ + dg?),

ainsi qu'on le voit en faisant ¢ = ¢, dans la formule (34). On voit facilement que
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la distance géodésique entre deux points distincts M, (8,9,), M,(8,, 9,) est donnée de

méme par la formule

7N

(IOO) Mqu = 90\3/(02_61)3—*_ (:?s_(.ni)s'

Mais si I'on considére de méme le plan xOy d'un triédre d'Appell (tout plan
peut répondre & la question) la distance de deux points infiniment voisins est
donnée par

(1or1) ds:\a/dw’-l-dy“,

et 'on a pour deux points distincts M, (x,, v,), M,(x,, y,)

(102) MM, = V(e, —2) + (y,— 1)

On peut donc établir une correspondance ponctuelle entre la sphére d’Appell et
un plan. Prenons par exemple

(103) x=g,9, Y=s:

) P

o

les mesures de longueur'sur le plan et sur la surface seront les mémes.

Considérons maintenant deux courbes de la surface et leur représentation plane
et cherchons si I'angle d’Appell de ces deux courbes est le méme que celui de leurs
représentations. Nous pouvons sans nuire & la généralité supposer ces courbes issues
du point § = ¢ = o, leurs équations seront alors

(104) 6 = do, )

l
£

et l'on aura d'aprés (12) et (78') sur I'une et I'autre courbes

do = (R + Q) de, (P2 =R+ Qs
(103) dy = (WP 4 R)dy, 8y = (P + R)do,
dz =(0Q + P)dg. (Bz =@Q+ P)so.

et les expressions (62) sont respectivement égales &

I+ apt 14 2

Vit vVa+ey  Va+rorvViep

(106)
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Pour la représentation plane on aura

dx = ndy, dy = dy, dz

o,

3x == piy, 8y =3y, 6z

o,

et le calcul des expressions (62) redonne les expressions (106).
On exprimera cette conservation des distances et des angles en énongant :
TaEorEME : La sphére d'Appell est applicable sur tout plan de U'espace.
On déduit de cela sans calcul que les géodésiques de la surface sont les courbes
d’équation

(107) ab +be+c=o.

ou a, b, ¢ sont des conslantes arbitraires.

REMARQUE : Ajoutons que si nous prenions comme élément d’aire I'expression
do définie au n° 27, la transformation définie par (103) établit une correspondance
a aires égales entre le plan et la sphére d’Appell.

III. — Comparaison avec l'espace de Finsler-Cartan.

66. Dans les différents paragraphes qui précédent nous avons cherché & généra-
liser la géométrie eunclidienne plane en substituant & ’expression ordinaire de la
distance de deux points infiniment voisins la nouvelle expression

(108) ds = \dz* + dy’ + dz’ — 3dxdyd:=.

De nombreux essais de généralisations ont déja été tentés par d’autres auteurs
parmi lesquels nous citerons MM. P. Finsler, L. Berwald... Je voudrais dans les
lignes qui vont suivre voir en quoi le point de vue Finslérien tel que l’entend
M. E. Cartan (*) différe du point de vue que j’ai considéré.

Remarquons tout d’abord que les notions de normales coincident; en effet la
sphére d’Appell est extrémale a la gerbe de droites issues de I'origine lorsque I'on
prend comme ds Yexpression (108), la normale de Finsler & la sphére d’Appell est
donc encore le rayon vecteur. On en déduit évidemment que la direction de la nor-
male est la méme pour toute surface dans les deux espaces.

() Sur les espaces de Finsler (Comptes Rendus, 196, 1933, p. 584).
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67. Etudions la sphére d’Appell o =1 au sens Finslérien, nous aurons (') en:
coordonnées o, 6, ¢

(109) E ="+ 0 + "' —3¢% 00,

avec sur la surface (*)

O
I
o
I
(=]
|
-G
|
o

Nous tirons de (109) les relations

(@ Lsr = " — b5,

(110) (€)= *0°— o,

(if)!: 3= Pa:f:s _ nge

En utilisant V'indice zéro pour représenter les valeurs prises sur la sphére
d’Appell, nous aurons

@), =), =, (%;2), = (4;3),=o.

Nous aurons ensuite en dérivant convenablement les relations (110)

((ﬂg)z«(ﬁ;l;! + 2&6(%',:)! = 2‘0., (Ef)’ff;:;s + 2&52;2&;3 - — Q’é,
() %s 030 + 294 2) = 2%, (€34 350 + 248,34, = — 5°6,
(@93, + 29(4,3) = 3¢'s, (O 150 + 299,05y = — g,

d’ol
“;253), = —1, & 050) = (E5250), = (€;3;8), = ({;351), = @;154), = 0.

Sur la sphére d’Appell la forme angulaire sera donc donnée par

Y 1 o e 2 PR . e
> —-,‘_i;,-;jdx‘d;zf’:l :—,(Qf;,;s) dodye — — adbdo.
[H ‘Eg o (i)o ’ '
. s . s J oF
(*) Nous utilisons les notations de la note cilée; par exemple F;; = —, F;2=—
hE 0
3
F;3 ::i
o9

(?) Les mesures sont rapportcées au repére naturel mobile en coordonnées ¢, 0, ¢ I'élé-
ment d’appui étant dirigé suivant le rayon vecteur.
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Comme sur la sphére d’Appell o =1, les db, d',;. sont égaux aux df, d¢(*), nous
voyons ainsi que notre notion d’angle est profondément différente de celle de
Finsler-Cartan puisque I'une revient & considérer d¢’ +- d3° et Lautre dodep.

Cette différence de théorie apparait & nouveau si I'on étudie la géométrie intrin-
séque de la sphére d’Appell.

Comme
N \
T ! ‘_'( .). =45+ 4.4,
B P PO
on trouve facilement que
@e=1,  @e=—15 (0. = () = (@), = (9,), = ©
d’otr
ds* = —2dbdy.

Au point de voe Finsler-Cartan la géométrie intrinséque de la sphére d’Appell
est celle du plan euclidien; & notre point de vue Cest la gdométrie plane de notre
espace (*).

68. Calculons maintenant la seconde forme fondamentale de la sphére d’Appell.
Nous pouvons trés simplemeut montrer, ainsi que nous I'a signalé M. E. Cartan,
que cette seconde forme est égale au signe prés au ds*. Pour cela utilisons les
variables u, v, w, on a alors

EA— uvw,

d’'ou l'on déduit facilement que tous les T, sont nuls, ce qui nous améne &
calculer

— 2 dldu’,

avec

(*) Ici les mesures se rapportent & un repere fixe.

(®) On peut encore faire apparaitre la différence entre les deux notions d’angle en uti-
lisant la remarque suivante que m’a communiquée M. E. Cartan. Si trois droites issues de
lorigine constiluent un triedre d’Appell, deux quelconques d’entre elles sont paralléles
aux tangentes aux courbes 0 == c**, ¢ = c¢'* passant par le point d’intersection de la troi-
siéme et d’une sphére d’Appell ayant son centre & I'origine. Au point de vue Finslérien
ceci exprime que lorsque Y'on fait les mesures en prenant 'une des droites comme droite
d’appui, les deux autres sont orthogonales avec la premiére et isotropes.
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Mais lc long de la sphére d’Appell nous avons
=1, du = du, dv = dv, dw = dw;

Texpression cherchée s’écrit donc

— [_\: 9y duidufj ,

o

et elle est égale au signe prés [(¥), =] 4 la forme angulaire; c'est-a-dire encore
au ds’.

On déduit de ce résultat que les lignes asymplotiques sont les courbes 6 = ct,
9 = ¢* (comme & notre point de vue). Les lignes de courbure sont indéterminées,
les rayohs de courbure principaux sont égaux a I'unité (le centre de courbure est ici
Iorigine).




CHAPITRE 1V

Sur de nouvelles familles de polynémes.

I. — Généralisation des polynomes de Legendre et Gegenbauer.

69. On connait le role important joué en analyse par I’expression

(111) (1 —he®)(1 —he™ =1 —2hcos b + h*,

M. P. Humbert et moi-méme avons eu l'idée de généraliser cette expression en
considérant le produit
(112) (1 —he* ™) (1 —he"e*j";)(l —he’z‘”'”)

=1—3hP(, 9) + 3RP(—0, —¢)—R°.

Jai enfin considéré aussi le produit plus compliqué
(113) (1 —he* —hke*) (1 — he’® — ke’ ) (1.— he'™® — ke'¥)
=1—3nP(,0)—3kP(o, %)
+ 3h*P(—0,0) + 3hE[3P(6, 0) P(0, o) — P(8, 9)] + 3k*P(0, -— o)
— K —3RkP(—6,0) — 3hE*P(6, — ) —K°.

Nous allons dans ce chapitre passer en revue un cerlain nombre de propriétés
des expressions (112) et (113) généralisant celles classiques de I'expression (111).

70. On sait que le iogarithme de I'expression (111) est la fonction génératrice
de cos nb :

}Il
(114) —log(l—zhcose+h’):Elecosnﬁ.

n

Généralisant ce résultat M. P, Humbert a montré [41] que-

3 R®
n

(115)  —log[1 —3AP(0, 6) + 3A*P(—0, — ¢) —h*] = ¥, “— P(n6, ng).
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J’ai moi-méme complété ce résultat en montrant [20] que le logarithme de ’ex-
pression (113) est fonction génératrice pour P(m6, ng) et donne lieu & I'identité

(116) —logf{i1 — 3hP(0,0) —3kP(0,—0)
+ 3h*P(—6,0) + 3hk[3P(6, 0) P(0, 4)] — P (6, ®)] + 3k*P(o, — )
— R —3R*kP(—6,0) —3REP(H, — ¢) — k*}

_\'\ 3 2 myn "
= L Z e Cm_‘_nh E"P(mo, ney).

71. Considérons maintenant la fonction génératrice
(117) [t —3hx 4+ 3Ry — A
qui généralise celle de Legendre et Gegenbauer et qui admet comme cas particulier

celles qu'ont étudiées MM. Pincherle, P. Humbert et Bevan Baker [46, 31, 3].

Posons

(118) V=[1—8hx + 3h'y — k)™ = Y h"C (x,y).

n

On en déduit immédiatement les identités

(119) (x—3hoc+3h’y—h’)%:3v(x—-2hy+h’)V,
(120) h%:(x—2hy+h’)%f-,
3 \ 72 DV ~n o s 1 L2 aV
(121) — W =@ —ahy TS

oV 2V
(122) S W:o.

En identifiant les coefficients de A" on trouve

(123) (n + I)C”_H —3(n+vaxC +3(n—1+2v)yC —(n—a+ 3v)C;'l_2= o,

“ D C:l D C:l—l D C:‘—ﬂ
(r24) nC,=x dx - Qe de
(125) —(n—0C,_, ==« 2C —a ———BC:'—' 26y
Ty T Ty ay
(136) L L

dx dy
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Ces diverses identités ont lieu entre polyndmes de méme indice v. Si on léve
cette restriction on peut écrire les identités de formes simples généralisant les iden-
tités classiques relatives aux polyndémes de Gegenbauer (cf. WirTakER anD WaTsON :
A course of Modern Analysis, 4° éd., 1927, 1930). On peut écrire par exemple

2C s ¢ .
" —3yC1, 2 — 3O,
N1 Dy n—2a

(127)

dx

on en déduit les relations(*)

g ot VG (VG (o P
('2 ) R v n ool Y - Vo1 Nmh w Antitap -
3l x 3wl oy 3wl dxdy
Dac" aﬂc‘
no_ . x n—o
(129) Dya '_( l) ‘\xa M

En utilisant les relations (123), (124), (125) on peut obtenir de nouvelles iden-
tités; (124) par exemple s’écrit, en tenant compte des relations précédentes

Y PRI PR n v
(130) zC __ —2yC~ +C —Kcn_o.

n—2 n—3

Dérivons (123) par rapport & y(*) et tenons compte de la deuxiéme relation (127)

on a

(n+10CT —3(n+vaCt £ 3(n—1+2v)yC L —(n—2 4 3v) C:;_H_—IT-F_QC;_I .
ou

(31) (1 +2)CF =30+ 1 402G 430+ 2y €7 — (e —1 4+ 39 CH 2T =0,

ce qui donne en remplacant C::; par sa valeur tirée de (130) et en divisant par (n + 2)

941 1 vt1 n+ 3v v
(132) G, —2an_l+nd_2———3-:-—Cn:o,
ou encore
v 1 vt1 w1 - 3 K
(132) C,,t,_‘z‘” Cntz + yC’:a—ﬁ—%——an_l =o0

(*) D’apres les notations classiques — log(r —3hx + 3h*y — A%) = 2 R" C:(ac, ¥)-

(*) En dérivant par rapport & & on trouverait les mémes identités.
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En éliminant G/ entre (130) et (132') il vient

(133)

nC =1+ 3y) o "
33 ( 3 >ocC ,—2y—2)C "+ (1—wy)C .

En éliminant C’"% on a d’autre part

(134)  (xy— e —a(y— ) C::L"——ﬁ-yC" p AT oY +3v ¢’ =o.
n—1 —3 5\, n 3\, n—1x

On peut trouver bien d’autres relations; signalons encore celle qu’on obtient en

éliminant C:l+‘ entre la relation suivante

(133) nCT =(n+24+3xC 60 +1)(y—2a)C L3+ 1) (1—xyCH

et (132), et qui s’écrit

(134" 3(v + 1) (1 —xy) c‘;t’s—G(v + 1) (y—a) C';f_’,

o n(n 4+ 3v)

—{—(3v—n+91).'Jt:C+ +ny C 3
v

C =o
n

Remarquons aussi que 1'on peut tirer d’autres relations en dérivant par rapport

3

4 x ou y; toutefois certaines d’entre elles se reproduisent & condition de changer le
nom des indices n et v, il en est ainsi par exemple de (132), (133), (133"),

72. Si nous posons maintenant C"’" = U(x, y), on peut chercher les équations
aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. Limitons-nous au second ordre;

P P PR 7/ Y

PR - ae Lo 2 < s W1 - ’ ¥
en tenant compte des relations (127), les éque 15 (130), (132), (134) et (134") dou-

nent respectivement(*)

- »*U *U *U U
(135) TS + 2y 53y Y —(n—1) =%
*U *U »*U
(136) o Dxby+ Ty —|-(n+l+3v)——._o,
»U - U U
(137)_(:ry—-1)w+2(y‘—w)ax\ —(n —1)7-5-—(/1+1+5v)—:0,

*YT T

+ (3 —n+2)x‘—L~—n U n(n+3v)U
Y dx yAy_'- ¥

d

dx dy

B

(*y L’absence du coefficient v pour I'’équation (135) est tout a fait remarquable. Remar-
quons aussi que ces équations ne sont pas indépendantes, (137) par exemple est combi-
naison de (135) et (136).
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73. Ces derniéres équations ne sont évidemment valables que pour des poly-
ndmes dépendant effectivement de x et y. Nous sommes ainsi amenés & chercher
ce qui arrive dans le cas contraire pour C;(x, 0), C;(o, y)-

«) Prenons d’abord le cas y = o0. On a alors

(n+ I)C;'_+!—3(/4+v)xc;—(n——:{+3v)C;_2=0,

C=z-C +—(
26y =2 g T g Cos

d’ot l'on tire en éliminant C’

d v v
dwc %Cn—(n+3v)cn_-o.

Eliminons maintenant C:H-l entre cette derniére équation et la suivante

’ d . d
(n + I)Cn+ —.’L‘EC,H_ +7{B—C"—,
il vient
d’C" dC"' d’C;_(
(139) 20— I (n—z—Sv)wT—n(n+3v)C —g = O
Mais on a aussi
d dC," d
(140) a;[%* e S Rl ]
d’C; d’C‘n dC"
:—aw—,-—Qw d, (n+l+3v) = 0,;
dc’ dC’
n

en résolvant les équations (139) et (140) par rapport & d;_’ , dx: " eten écrivant

@ C,. .
Tdwt (dx n—1 ,
on trouve I'équation différentielle
sC" 3 "!
(141)  (4a? +1) +6(3+2v).L T

dc’

—[3n*+3n(2v+ l')—('3v+2)(3v+5)]wd—x" —n(n+3v)(n+3v+3)C

= 0.
n
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C’est aux notations prés (changement de A en —h et de & en —x) le résultat

déja trouvé par M. P. Humbert [31]. Si nous posons u = — 4° on est conduit &
. dSC:l 7 d*Cl
(142) u'(1— lL)W -+ [2 — (v + ;) u:l U
2 n n(2v+1) v By 3:| dC,‘l
+§5—”[—[—2"T+ R | e

n/n v n v+l\> v
+§<E+"2—> <T5‘+_2 ) C,=o,
équation hypergéométrique dont M. Bevan Baker [3] a déja donné I'intégrale générale

—n n v n v+1 1 2._ s
(143) Ast['s—’ E + ) ’6_ + /49(:]

+Bx31«‘,[_3" TEL A A D K P -—azﬂ

8) Supposons maintenant x =o. On a

(n 4+ I)C;_}_I +3(n—1 + 2v)yC;_‘—(n—2 +3\;)C;_ =o,

2

y d . d
—(n—1) Cn—-—x - 2yd_y Cn—l + d_y Cn—n’
d’ot l'on tire en éliminant C:_,
dc,  dC o
dy + Yy d‘y \u—i-ruv)un_l—(),
ou
dc’ dC _, ,
—aT+y dy +(/l-_—2+3v)Cn_2:o.

Eliminons encore une fois C:l_2 il vient

e e dc’_ -
*@%+2y’—#+(n+l+6v)y —(n—1+43v)(n—1)C’ =o,
mais
dC"l_1 dc’ ,
e =2y & —nC,,
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en éliminant C;___l on trouve enfin

a'c d’C"‘ dCZ
(144) @Y +1) +6(3+2v)y —(3n’—-3n—10—30v+(12‘nv)y—dy—

+n(/z—3)(n+3v)C;=o.

Il est remarquable de constater que le changement de y en x et de n 4+ 3v en —n
(C;'l restant le méme), transforme l'égquation (144) en U'équation (141).
On en déduit immédiatement l'intégrale générale de (144)

—-—n —n

1 2 s

(145) AF[S + v, "6 ' 6 +;,§,§,—&y
1 —n 1 —n 5_2 b s
+ByBFa[5 +V+51 +31 6 +6’§;§a_—4y
N 2 —n —n 7.4 5 .

En faisant v = 0 on retrouve aux notations prés les résultais de M. P. Hum-
bert [37].

Remarquouns pour terminer que les calculs qui précédent supposent n 2> 2; mais
les équations (142) (144) sont vérifiées aussi pour n = o et 1 comme on le voit faci-
lement.

74. On sait qu'e lorsque l'on utilise les fonctions circulaires, les polynémes de
‘Gegenbauer définis par le développement

(146) [t —ahcos® + A*]~ Zh"c (),

vérifient I'équation différentielle

U cosh dU

(147) g5 T sne db +a(rt+aU=o;

on peut se demander s’il existe une équation aux dérivées partielles généralisant
cette équation lorsque 1’on considére le développement de la fonction

{148)  V={1—3hP(5, 9) +3h*P(—06, —3)— A" Zh» ®, 9).
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On a immédiatement les relations

(149) (n+ l)C;+l—3(ll+v)P C +3(n—1+2v)(PP—QR)C,_ —(n—3+39)C_ =o,

\ ’ 3G aC’ ¢,
, . . Y D . )’_ n—a j—
(150) nRC, +(n—1)(Q*—RP)C._ =T w5 2 QR) 5 Ty
‘ o aC_ G
(151) nQC, +(r—1) (R —=PQC _ = P———2(P"—QR) do + Yo
n s_ n—1 — s —“
(152) Q 36 +(B ]Q) 36 R DC‘D +(Q BP) 3:.9

qui sont analogues aux relations (123) & (126).
Eliminons C _  entre (149)et (150) d’une part et entre (149) et (151) d’autre part,
il vient aprés avoir retranché membre & membre les relations obtenues

|: 2C acjm] |: 2C ac;:l
Qg Ry 1Pl Q5 — R

T 2C" \
+(P’—QR)LQ ae’—R \l':l—(n—l—}—Sv)(Qs—B’)C;_l:o,

ou en tenant compte de (152)

r 2C) 2C 20 2C T
(153) | (Q —RP) " — (R — PQ) " |~ 2P| (@' —RP) """ — (R — PQ) ;=
2C 2C
+ (P* —QR) [Q \’;“ —R \':_':I—(n— 1+39)(Q—R)C_ =o.
2C 2C
En résolvant le systéme des équations (152), (153) par rapport & T et 5o et
D’C;

en identifiant ensuite les deux expressions trouvées pour la dérivée seconde Ik
dU 4o

on voit que C;_! vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre; en

changeant n—1 en n, on trouve I'équation vérifiée par C; qui s’écrira en posant C"" =0U
. U ?*U U U~

‘(IO[]) Q?——RW:(/[-*-SV) Q-—k\—e——Rv .

Cw
i
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Considérons & nouveau les équations (150) et (151) et éliminons ‘C:l (mais non ses
dérivées) il vient compte tenu de (152) et aprés changement de n — 1 en n

M b

> p
(155) n(Q°—R)C’ = (PQ* + RP*— 2QR*)—= — (PR* +QP* — 2RQ") —"

dg 26
L G
+Q AL’ —R do

En résolvant le systéme formé par les équations (152) et (155) par rapport &
3G ¢’ »C

n—i n—1x I . ’ —
% Y et en égalant les expressions trouvées pour
d <

fonction C; vérifie I'équation aux dérivées partielles du second ordre(*)

on voit que la
2004 1

. YU U ; YU U
(156) (R —PQ)[\D?Q—H-SO— —(Q —BP)[—D—Or——nw .

Considérons maintenant a nouveau les relations (133) et (134) que nous écrivons
en tenant compte de (127)

) v

v R D(:n—-l acn"——
(133")  nC =@m—1+3v)xC _ —a(y —x) o (1 —zy) y
) 2C; oC)
" " —_ v . — (3 . —_—
(134" (n—1+4+3v)C _ =nyC + (1 —wy) o 2(y" — x) Y
En effeciuant le changemeni de variables
=P, ¢), y=P(—0,—9)
d’ou
hAY oV A\ ’ A% 2V IV
=—R——(Q*—RP —_— = —0Q —— (R*'—
N o R dy @ ), do S dy (R*—PQ),
ces relations deviennent
) 2 ¢
(133") nC=(n—1+3)PC_ +Q—7=+ R—=,
' ‘ _ 2C 2C
(34" (n—1+3)C,_ = n(P*— QR) C +(Q" — RP) 5" + (R — PQ) —".

(*) Les équations (154) et (156) correspondent respectivement & (136), (135). La compli-
cation du changement de variables 2z = P (6, ¢), y = P(— 0, — ¢) fait qu’il est moins long
de recommencer & nouveau les calculs comme nous 'avons fait.

10
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74

En éliminant C:l_l entre (133") et (134™) on trouve une troisiéme équation aux

dérivées partielles du second ordre vérifiée par C

(157) (1= P — QW] | gr=—n(a+ 39U |

U R U QU
+ Q(R’—PQ)[ . ~—n$] + I{(Q'—R[’)I:M, —n<s
+ 3P (R — PO TT +(@ ~RP>—] —o.

Des formules (155), (156), (157) on déduit facilement les relations

U —3v [ U ,

eyt a t_ P — D’ (\T
U U _ 3W®R=PQ) [ U _ L],

(189) DyU=—r——n e T O—R 3% P
I & U 3v(Q°—RP) |7, aU N
(160) D:D -—a—{?e——-ll—;\? == -—m— l_-Q 30 — R DOP:I

Fn formant la combinaison

——DsU +———D U—nvU,
J0

on trouve I'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre cherchée (*)

»U U »U 3 . . )
: = [QR* —PQI DU — R(Q*— RP) D, U] + *(n + 3v) U =o.

(161) \es = T (‘P 3(l+v)\6\ Q:a_

75. On peut i titre de vérification remplacer U par quelques-uns des C; ; on

sait par exemple que

C° = 3p, C' = 3vP, C:=-3?v[zQB+3(v+1)P’].

I

Utilisons maintenant certaines des relations obtenues précédemment. Prenons

par exemple la relation (133"), pour v=o elle s’écrit

o 2C7

(] — o _’_l.
(n+n)Cn+l_nPC"+Q 35 + R P

(*) Nous retrouverons cette éqﬁation au n° 104, chapitre V.
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Comme Co =3P (6, ¢) on en déduit par récurrence, compte tenu des relations
(59), le résultat du n° 70

3
C: = P(no, ny).

L’identité (149) devient alors

(162) P[(n+1)6, (n+1)9]=3P(, ) P(no, no)—3P(—8, — <) P[n—1)6,(n—1)9¢]
+ P[(n—2)6, (n—2)9].
formule qui généralise la relation classique

cos(n+ 1)6 —=2cosbcosnf—cos(n—r1)6.

On trouverait d’autres relations en utilisant les diverses identités déja men-
tionnées.

76. Généralisons maintenaut un résultat de M. Pincherle [46]. Soit e, la plus
petite racine de I'équation en A

(163) 1 —3hax + 3Ry —h'=o0,
On a
(164) ozfc‘ d[h"(1 — 3hx + 3hty — h*)"]

e
=j) gnh7‘_'—3x(n+v)h'z+3y(n+2\;)hn+’—(n+3v)h""‘g§[l __3hx+3h2y_h3]v—ddh’

Si I'on pose
(165) ":.(x’ y):.[ ' K'(1 —3hx + 3R*y — B*)" " dh,

il vient

K

(166) (n +3v)c;+2 —3(n+2v)ys, + 3(n+v)xs —no _ =o.

—X

De (165) on peut déduire aussi

v

da ds’ de

n v —1 n
dy B —1)0, s w dy

e

(167) 0.’1:" .—_‘—3(v——l)G:l;:,

On pourrait encore 4 partir de ces relations rechercher les équations aux dérivées

partielles satisfaites par o .
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II. — Généralisation des polyndmes d'Hermite.

77. Considérons maintenant les polyndmes définis au moyen de la fonction
génératrice

h?
hx—-—h’_y-)——

(168) e = L G e .

On peut rapprocher les polynémes H, des polynémes C , en effet si nous rem-
placons dans 1'égalité

~—m m

(t —3hx + 3R%y —h")T = E h"Cn3 (z, ),

h,y, z, respectivement par —; . 3 ; il vient
\/_ \/m vm
he 3K 3 3 3 h 3 ha—hty + —
lim 1—§l+__l_£ = lim 1——(sz-—iz’y+f—>] =e 5
m—> o m m m m—> o m 3
d’ot
Hz.y) _ . 5[&
16 —2e " — lim -, S=1-
( 9) ([, n) m—»eoCn I:\Vm! \:’/m]

—-__(y—h)" hn d‘n ( i)
3 —_\Y_"*r 3 ,

(x70) e = }_‘ D) (—1 e e
n

obtenue en appliquant la formule de Taylor; on en déduit

o B g ()
ST o olE A
d’ou
ro
(171) H,(% 7 =(—u'e’ ;f—y—<e ? )

formule qui généralise un résultat classique des polynémes d’Hermite.
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On en déduit

hw—h’y+§ !3—3--}-_)‘:(1—)'9) h™ d" ( ——;ﬁ)

e — e — )7?1

1 R m a” 3
Zu 7= S g

m [ =2
Z(l 71) E(l(_‘> (I n) (x_y)'i—m dm (8 s >'

m) (1, m —n)
d’ot

y3
3

(172) Hn(x, y) —e 2 (— ])”’ ([, n) ( _y )n—m dam <67~> ‘

(v, m)(x, m—n) y”’

78. Cherchons maintenant les relations de récurrence entre plusieurs poly-
noémes H, ainsi que les équations aux dérivées partielles satisfaites par ces poly-
némes. En posant

ho—hty + f;l I

(173) V=e = o @ = YK, (5. ),
-on trouve

%Y-=(w—2hy+ h*)V,

NV, Ny,

X dy
d’ou
(174) n+nkK,,,=xK,—2vK,_ +K,_,,
(175) =K ==K,
(176) M;’;_' + DDI;" =o

Des derniéres relations on tire encore

Jl K Dm K bl-)—m K
K — a1 g m n 4-am — (— n—-{+gm
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on en déduit que K, (donc H,) vérifie I'équation aux dérivées partielles

2U U W
dx )y o y\_y‘ + -

(177)

'79. Cherchons maintenant les équations différentielles satisfaites par H,(x, o)
H,(o, y).

«) Prenons d’abord le cas y = o, (174) s’écrit

(’1 + l) Ku—H = xl{u + K

Il"'ﬁ;
en dérivant trois fois il vient, compte tenu de la premiére des relations (175),

K, . dK, nK, =o.
do’ dx -
C’est aux notations prés (changement de x et A en — x, — h) le résultat trouvé

3

par M. P. Humbert [39]. En posant u = —39—, on trouve
d a d n
(179) d K +2ud I\u+<3_u> du I\n_i_—g'Kn_o‘

équation hypergéométrique confluente dont I'intégrale générale est

2 no 124 2 4 5,
(]80) AF [_ ;9; g ]_I_Bu f :[—_3_ g g 3’ :|+Cu F[—+§y§’§) u:l.
8) Prenons ensuite le cas © = o, (174) s’écrit
(181) (n + ])Kn-éa:—gyKn—s"*_Kn—z‘

c’est-A-dire compte tenu de la deuxiéme relation (175)

ay ey
on en lire
'K d*’K d dX,
—_— 4 —(n—1)K
dy’ dy’ dy [2y o Y ‘]
SdgKﬂ dK"
= — 4y W—2(5—2n)yW—n(n—3)K,L_o,
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«d’oti I'équation cherchée

d'K d’l\
(182) dv’" +Z.ye + 2(0—2n)y ~+n(n—3)K,=o.
E iy
n posant v —= — gy on trouve
LK n dK n{n—3)
83 —2= — IR, T2 _3on L =
(183) »* e + (2 v)v -I—[ >v:| e 36 K,=o,

équation hypergéométrique confluente dont I'intégrale générale est

s 5 2 4,
:|+BU +§’ gy gv v]

s 2 Zr T é §
+Cv QFe 6 +3> 6 +3, 3’ 3: :I

80. Cherchons a déterminer de proche en proche les coefficients du polynéme
K, (z, y). Partons de (177) et posons

- \ !
(185) K, (@,7) = Y, tn;p, @y
il vient
N lan; oot (1) O+ 1) — 8an; o — 398ns o+ Ran, ] @Y =0,

d’ou la relation de récurrence

w+2v—n
186 On;ut,s =R, R
( ) ny et vt (p.—i—l)(v—l—l) .
on est donc simplement ramené & chercher les an; 0, n;o, .-
On a du reste facilement les relations de récurrence déduites de (178), (182)

w—n
8 ny ptd n;p, 00
57 e T I e T

(n—2v)(n—3 —2v)
v+ +2)v+3)

(188) anjo,v+3 ==

Qn;o,v -

Il nous suffira donc de connaitre les cinq coefficients

Qn;0,0, Qn;1,05  Cnjo,1y QAnjz,0.  QAnjo,a-
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Nous avons & distinguer trois cas suivant les valeurs de n(*)

1

@ n=sm o0 = g
Qn;1,0 == Qnj0,1 = QAp;2,0 == An;0,2 — O.
By n=3m+ 1 an-,o—————x——— a — :
- n: T N | D71l —1
! e m'! 3™’ o1 2 (m-—1)t3"~ ’
Qn;0,0 == Qnjo,1 == ilp;3,0 = O.
Y n=3m+ 2 a —— = !
Y = n;0,1 — PAERE an;a,o——;‘m‘,
Qnj0,0 == Qnj1,0 == Qn;o,3 = O.

Le calcul des autres termes au moyen des formules (183), (187), (188) sera
évidemment limité par I'annulation des numérateurs.

84. Signalons pour terminer les polynémes qui naissent du développement de
la fonction génératrice

A7
hx—Hh2—kd)y -+ T

(189) e =YW rEr H, ().
Comme % et ! n’apparaissent que par leur produit, on est amené 4 considérer
I'expression
hd
hz—(h =0y + —
(190) V=e - BN Iy, 7).

On aura comme précédemment

7
-b’t:::k‘.’, 317—=——(k‘—7\)V
Qe oy ’
v . V
ah__(.vr:—-2hy+h)V, D—X:yv'
On en déduira par ideutification
. oH,, .
(rg1) 7 = Hemrts
dH,,
(192) 5y : = —Hi—n,s 4+, .-,
(193) (OL+ I\I‘Iu+,4lg:-Z'Ila,g'—2ylla_;’g,+Hu-gyg,
(lgl") l(f'I{”a?‘= yII"a.ﬂ_l'

(*) Le calcul se fait aisément en remplacant dans la formule de définition (168) les
exponenticlles par leurs développements.
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On peut éliminer H. .. entre (192), (194) on trouve

aHu,Z

(199) Y5

- _yHo'—a,; + IBHu 4.

Eliminons maintenant H._,;, H._,; entre (191), (193), (195), en remar-
quant que

He, (2, y) = ¥* K. o, y).

Nous trouvons les équations aux dérivées partielles satisfaites par la fonction
U= Kue(z, y),

U U
(196) S T =0
»*U 3*L QU :
(197) 2y3x—,+may—-w§+ab_o.

Nous pourrions aussi chercher les équations différentielles vérifiées par les poly-
ndémes Hg :(0, v), H.:(x, 0). Le second probléme a été résolu au n° 79 ; pour le
premier ’équation différentielle du troisiéme ordre que nous avons formée ne nous
a paru présenter aucun intérét particulier.

1k



CHAPITRE V

Sur quelques équations aux dérivées partielles qui se rattachent
a I'équation de M. P. Humbert.

1. — L'équation A, U =FkU("). (198)

82. Cherchons les intégrales qui ne dépendent que de p; elles vérifient 1'équa-
tion différentielle

LAEF d*'F  dF

_— _ ——:]{‘.
P +3p FTRT ¥

Nous en déduisons Vintégrale
U= F(,1;kp).

ko' . .
83. Faisons le changement de variables (g) et posons s = —£ 1 il vient
27

, U »U U LN B G 1 U
‘ 200 3¢} 325000

Y 27§

Les intégrales de (199) qui sont de la forme U = P(m0, mg¢)V(s) vérifient
I’équation différentielle

LV 3 av ( m*® dV+<2m“__I>V_O
(200) SOy T e T\ T3 ) s 278 7

Si nous posons maintenant V(s) = s?W(s) I'équation (200) devient

, I'W A*W ) m*7] dW
(201) s W+3S(P+') ds° + [Bp(p—1)+6p +1— 3 | ds

1 m* am® Z .
w2l —ne—n+3p(r—n+p(1— )+ |-t [W=o.

(*) Dans l'étude de ces diverses équations k représentera une constante.



SUR L'EQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 83

L’équation (201) sera hypergéométrique si le coefficient de 1/s dans le dernier
terme est nul (condition nécessaire); mais cela s'écrit aprés réductions

e 3

. m+2m_< m 2<_‘_2m — 0
P=p oy = 5) (pr3g) =0

Pour p :—I;l I'équation (201) devient

d*W

’+(7 3sd9\V dW
ds? m+3)

s 7o +({m—4+1) 7s

— W =o.
équation hypergéométrique confluente qui adimnet les intégrales
JFo (14 mys) et 5T F (1 —m, 1 —m;s);

T’équation (198) admet donc les intégrales (*)

[ t43 kpa
U = o"P(mb, my) F, l,l+m;—2~7—>,

(202) y (p=7¢"
—m n ICP \
U=¢ P(m@,m?)nF,<x—m,r—m; .
. 27/
Pour p = — 2—;2 I'équation (201) devient
d'W W dW
2__ — - . 2 o 7o
S s 4+ (@ —am)s IS + (1 —m) R W =o,

elle redonne les intégrales (202).

»U U
84. On sait que I’équation e + Na = kU admet lintégrale particuliére
I8 <
1 ~ Vi@t 4+
U = ——2e N
Vi + iy

cherchons si 'on a un théoréme analogue dans le cas actuel.

(*) N est clair que I'on peut remplacer P(mf, m¢) par Q(mf, me) et R(mO, me). Cette
remarque est valable pour les autres équations.
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En variables u, v, w on est ramené & chercher si I'équation

U
(203) 27 m = kU ,
admet une intégrale de la forme
- 3
U=u *f(p).

En portant dans I'équation (203) nous trouvons la condition

LAf 8 &f  2df  k
L T Y
. kp , . P
Le changement de variable ¢ = —— unous donne une équation hypergéométrique

-

/
qui admet les intégrales

VAR SR | >
2. =, = 0.
05,&1,3,6) et @ 01«,<3 30

Nous en déduisons les intégrales de (203)

\ u_g 0F‘,'(x, 3,23,
(20[&) < 3 27 4
3R ééfﬁ)

(@o K33 52 )

et quatre autres analogues en remplacant ¢ par v ou w ...("). En variables x,y, z,
cela s’écrit

";‘; 2 kp\
@ +y+2) oﬂ(uy27}

s L)
33 )

(205)
@ +y 4 —yz—zz—ay) ’DF'(

(*) Plus généralement, on pourrait chercher les intégrales de la forme U = uv’ f(),
le méme calcul conduirait aux intégrales

u”vaoF,<a+1,(i+1;£e>, T oF=<‘—°‘»“—°‘+B;Z—$>

27

et une troisi¢me analogue. Toutes ces intégrales se raménent du reste a la premiére.
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85. Cherchons encore les intégrales de la forme e '#¥+7*; les constantes «, B, v
Y
doivent vérifier la relation

o + 8+ =3By =k;

i et p étant des constantes. nous pourrons prendre par exemple

VKR, 9+7Q0 »+3RO,W)
{206) U=e

86. RevarqQue. La seconde des intégrales (202) a été donnée incidemment (calcul
intermédiaire dans la recherche d’un autre probléme) sous une forme légérement
différente par M. P. Humbert [36]. Elle a été explicitement reprise dans un autre
Mémoire [37]. Avec les notations de ce dernier travail les deux intégrales s’écrivent
respectivement

Jm-"(—_ z) P<m0’ ,n':?)’ Jm,m(_ x) P(— mb, — m:?)

ou l'on doit bien remarquer que pour la seconde on doit lire P(— mf, — ma) et
non P(m6, mog) ainsi que l'indiquait le Mémoire cité.

d
II. L'équation 4, U =k —\Iti (207)

87. Si nous cherchons ies intégraies de ia forme U = ¢''V(x, 7, z) nous avons
I'équation A, U = k%Y, nous déduirons des paragraphes précédents des intégrales
telles que

e F, (1, 1, kXp),

(208) e o™ P(mo, my) oF/x, 1+ m; L \)

i
\ 27 /

, N
e"p“”‘l’(me,mg)ol“s(l-—m,1——m; ‘ > .
27

88. Cherchons maintenant si 'on peut trouver d’autres intégrales en recom-

mencant la suite de raisonnements du n° 83.
3

. ke* .
Nous ferons encore le changement de variables (g) en posant s = il vient

,0°U
2s®

U

3 & U
o P A s

=0.

I (asu PU\ 1 ¥U U
a7s \ 00 dg' ) 3350009 A
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86
Les intégrales de la forme U = ¢'P(m6, mo) V(s) vérifient 1'équation différen-
tielle
LAV +3s av +<‘ m* g) dv am’ V—
ds* 515 ) % <m—v> =

S —
ds’
En faisant le changement de fonction défini par V(s) = s W (s) nous trouverons.

encore une équation hypergéométrique a condition que
am

P= u p 3

On en déduit comme précédemment les intégrales

m
Te—= s P(mo,mq)’F,(%—v; 11 +m;—s>,

—am
/— am
)

(209)
P(mé, m?)‘F'k—S—_v; I—m,1—m;—S§

U=1~"s

c’est-a-dire avec un choix légérement différent de constantes

U:tanP(mO,mcp).Fg<— Ry, 1+ m; —;f’:' )
(209") ! ot
U =1 P(m§, m:g),F,(— n;1—m,1—m; _—;>
27

3
w42y + 24—t

Koo e pas

ainsi que l'a fait

o

3 sont liées par la relation

89. Si 'on cherche les intégrales de la forme e
M. P. Humbert [39] on trouve que les constantes «, 8, v,

o + B -y — 3aBy—3=o0.

On en déduit que la fonction
w4 o3l 3y Sty 8t—3azqt N \OY "
€ :Z}JLO{’"[)" pP’"*"vP(J::y’z:t)

est intégrale ainsi que les polynémes qui naissent de son développement.
En posant

3 YL neapy B

a=—h(3¢t) °, B=—~r3EBt 7, y=-—"0rQa1nH -,

ac=——n\73—t, y::—v\a/a, z=—10\73—1’,

I
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on trouve

h3 h'3 h''3
hu——?’—+h’v——3—-+h”w—-T+hh’h" (_ l)m+n+p

¢ =¥ W’lmhmh”‘” P (@ v,w, 8)

et I'on est ramené & I’étude des polyndmes déduits de la fonction génératrice étudiée
aun° 79

A3
hg——
hu——

e

III. — Lequation A, U=k i\—? (210)

[

90. En cherchant encore les intégrales de la forme U = e“V(a:, Y, 2) on est

ramené & I'équation A U = k%*U; on en déduira immédiatement comme au n° 87
un certain nombre d’intégrales.

. ko’
94. Faisons maintenant le changement de variables (g9); en posant s = 27‘{,
il vient
. U 3 U + U 4t (D”U + D’U) 1 U
. s = =
Sae T s s 278 \ 26° dg’ 3 250000
?*U U U »U
=4s® 6s —hf8 —— 4+ —— |
i w08 i s ¢ ot

Les intégrales de la forme U = t'P(m8, m3)V(s) vérifient I'équation différen-
tielle

3

4V a'v m* dv 2

mS
27s$

—v(v—l)]V:O,

qui devient par le changement de fonction V{(s) = s W(s) une équation hypergéo-
- , . m am
métrique lorsque I'on y fait p = 30U — 5
On en déduit tous calculs faits les deux intégrales (*)
- m v m v— 1

U:tvsdp(mo,m?)’F,('S—_;’?_ 2 ;l,1+m;45>,

am

3

«{(atr)
U=1"{s

—2m vy —2m v—I
P(mO,mq,)gl’g< 3 T3 T, ,1—m,r—m,l;s>,

(*) Nous rectifions ici un lapsus qui nous a échappé dans une Note antérieure (Comptes
rendus, 195, 1933, p. 936).
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c’est-a-dire avec un choix légérement différent de constantes

n 7 n n 1 ko®
U=1t"s" P(my, m‘?),F»<_‘: ——+= 1, 1+ m; At >;
- 2 2 2 27t
(212) .
— . n n 1 Te
U:[” mane,m F(__ —_— - 1—m, —m; )0
p ( ?) ol o \ > ’ 2 -+ 3 I I P 7
e +By+yz+ \—;:t

92. Si nous cherchons les intégrales de la forme e * nous trou-

vons la condition
@ + 8 + vy —3x8y—t*=o.
Posons
e=a'—be, B=lt—ca, y=c—ab,
d’out
¥ =(a"+ b + ¢ —abc),

d’aprés une identité déja rencontrée.

On en déduit que la fonction

(@ = bt L ey + ot (@ — b S = 222
\ \/k \/k \/k N . mpn .p

‘ =N X NV EQ ., @020

est une intégrale ainsi que les polynomes qui naissent de son développement.
Pour un changement de variables analogue & celui du n° 89 nous serons ramenés-
aux polyndmes déduits de la fonction génératrice introduite au n° 84
73

(12— ) — -3—
e

U

IV. — L’équation A U==#k S

(213)

93. En cherchant encore les intégrales de la forme U(x, y, 2, 1) = e“V(ac, ¥, 2)-
nous sommes ramenés a I’équation

AT =kXV.

En utilisant les résultats antérieurs on trouvera comme au n° 87 de nouvelles.
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intégrales. On retrouvera entre autres une intégrale signalée par M. P. Humbert
[36] ou la fonction P(0, ©) est remplacée par P(— 0, — ¢) ainsi que nous I'avons
signalé au n° 86.
. . . kot
94. Faisons maintenant le changement de variables (g); en posant s = o
27

on trouve

YU »U W 1 /U YU\ 1 U
2 - — 3 8) —_— — -
s 4279) 57 #30 +36 )77+ (1 +bos) =+ = ( 30 w) 30009
U »U »U - U
U — 0 s T ien T30 S

Cherchons les intégrales de la forme U =1 P(m6, my)V(s), elles vérifient
I'équation différentielle

2

v , i
S+ 301+ (36 —gv)sls ——

3

p
d

(1 4+ 278)

2

+§I»—rz +[60+9v(v—l)-—36v]s£d—v-+ 2m (v-—l)(v—Q)‘IV:O.

h — Vv
: \ ds _ 27
En posant V(s) = s*?W(s) nous trouverons encore une équation hypergéomé-
trique & condition que
m —am

]):T ou p= 3

On en déduit comme plus haut

m

. 3 . m-—v m-—vy +1 m--v + 2
U=1~{s P(mb, m;;a)ah‘r 3 3 s 3 ;1 m 415 —27s |,
(21[‘) —ani )
3 | —o2m—y —a2m—v4+1 —oa2m—v+42
U—1"ts P(m@,ma";)sl',[— — 3 , 3 tr—myr—m; —oa5 S|,

c’est-A-dire encore avec un choix de constantes légérement différent
T—n —n

1 -— N 2 )_i l"
= - 415 — R ,
303 Tty Tyl v

—n 2 s
S +§;l—l71,l—ln,—lf.c-.

’

U:={"" Pynl, ms)F,

(215)

—n —n

373

+
wl =~

U=1"""P(m0,m ;\SF,I
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V. — Quelques autres équations.

95. Signalons encore les équalions

6 A U=kl
(316) = e
. U
(217) A:‘L = ICW,
?*U
(218) AU = T

Par les procédés des n* 87, 80, 93 en cherchant-des intégrales de la forme

At PR At pr T
e V, e v, e v

on peut écrire un certain nombre de résultats eu égard aux paragraphes qui pré-
cédent.

On peut évidemment considérer bien d’autres équations; nous nous contenterons
dans ce Mémoire de celles que nous avons écrites, comptant du reste revenir sur la
question.

96. Nous rappellerons seulement un théoréme que nous avons démontré autre
part [24] sur Téquation

3

- a .
(219) AJL—?L.

Cette équation admet I'intégrale particuliére U= p*.

VI. — Sur les potentiels du troisiéme ordre.

97. Le probléme que nous avons en vue est le suivant :

Elant donnés un point fixe M(x, y, z), un point mobile P(a, b, ¢) décrivant une
surface S, et une fonction w(a, b, c) de ce point, on considére la fonction

(20) U@y o= [ [u@bol@—a)+@—b+E—o'—3E—a@—bE—olds

ol do est I'élément de surface de S, trouver dans des cas particuliers simples, des
équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U.
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Posons pour simplifier

p=@—a)+G—0+GE—e=3@x—a)(y—bE—¢)

la notation p étant toujours réservée a 'expression x* + y*' 4+ 2’ —3xyz; on auvra

(220") U(z,y,2) = f/"*P.dc,

(221) =30 [ [ sla—a —g—nE—olp s,

(222) D, U= g¢gn / w(x—a)p, ' ds,

(223) AU=o2710 /fp.p" ‘ds.

Remarquons, ce qui nous servira plus loin, que le méme probléme pourrait se
poser avec des intégrales de lignes ou de volumes.

98. Cherchons & former des équations aux dérivées partielles dans les trois cas
suivants :

1°) S est le plan d’équation a = o, on a alors

.
DL—qn:cffpp""da-—mAL,

d’'ot

(224) A U= 37” D, U.

2°) S est le cone d’équation a®*—bc¢c =o, on a alors

U
—-\%: 3n /fp. [ —yz —(2ax—bz—cy)]pi'do,

22D, U—yD,U—:zD U= g¢gn ffy.[z(.c —yz)—(2ax - bz—c¢y)]p" *do,

AU = agn’ ffu. = dg,
U

(225) (x*—yz) A, U—3n[22D,U—~yD U—2zD L] + gn’—%— =o0.

d’otl
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3°) S est la sphére d’Appell d’équation «* + &' + ¢ — 3abec =1, on a alors

U— ff Iv——SSa(w —y9+3S (@ — bc)——l]p""‘dc
S.ri: Snff =3 S —y)+ Sa@—bo) gpf_’dc,
S@—y)b,L= gn /fu p— Sa@ —m)g i~ do,
.s,t;—_—zm’f/;gp;'—-dc,

N ~ : ” ™ U om 31T —
(226) (p—l)A.‘U~gle(w—y~)D,U+2,n S.L'—a;;———zlnl}-—o.

Ces trois équalions généralisent les équations des prépolentiels rectiligne el cir-
culaire relatifs & I'équation de Laplace & deux dimensions.

99. Considérons I'équation (224). En utilisant les variables «, v, w elle s’écrit

’

(224) »U n *U >*U Pl S
22 —_— —
dudv dw u+v+w| ww Jwou QU _

les intégrales qui ne dépendent que de p = wwvw rérifient 'équation différentielle

l’k d*F F
¢ +(%—n)pd,+(t——-n)—:o

ce qui fournit les intégrales

n

logp et p".

Si nous cherchons les intégrales me dépendant que de x, (224) s’écrit
L S . .
F" — —F" == o équation qui admet les solutions
x

3N 2

x et x77

. . 2 1 . . ey .
dans les cas particuliers n = —3 n= —3 la deuxiéme intégrale devient log =
ou x log x.

Reprenons l'équation (224") on peut I'écrire

AN n4u AL

(2247) \ltbz\bw{(u+v+w)b] e G b et
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on en déduil que pour n == —1 si U est une intégrale de I'équation de M. P. Hum-

bert, prErra— est intégrale de (224") donc :

T'nforeme. Si U est une intégrale de 5, U = o, - est une inlégrale de I'équation

(224) ot lon a fait n = —1.()

400. Faisons mainitenant le changemenl de variables (9) I'équation (224) devient

oy DU BO=m XU =8a20 3 XU U U

Y PP S PR PRT R B TR
3n Q[ ] [ » :I »U )
PR NG paa;, der F g0 Wag § O

S Yon pose U= ¢"V(, 9) 'équation devient

¥V PV »V »V i *V
(228) — + ——3(m—n)——— Q[ Vo aY SI—L—

(m— [ =
07 T g Y W Mg s (m—3mV=o.

Cette équation formée par M. P. Humbert [(43] est V'analogue ainsi que le fait
remarquer cet auteur de I'équation de Gegenbauer

(229) av +an sin6 dV
?9 de* 2 cos® do

+m(m —2n)V=o,

obtenue & partir de 1'équatlion du prépotentiel rectiligne

*U »U an dU

Yoty T x

ou I'on a posé

& =g cos b, y = ¢ sin 6, U=5"V(®).

Du reste, ainsi que le fait remarquer toujours M. P. Ilumbert. I’équation {228)
Q[(m + 1)0, (m + 1) 3]

admet pour n= —1 les intégrales 06, %)

tout comme I’équation

- sin(m + 1)0
(229) admel les intégrales —-L-‘_—)——
sin 6
404. Mais par un autre chemin nous avons trouvé au chapitre IV une équation
totalement différente de I’équation (228) sauf dans le cas n = o (ou v = o0 avec les
notations du n° 75) puisque I'équation se réduit alors & AU = o.

(*) Ceci généralise un résultat de M. P. Humberl [43].
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Pour trouver une interprétation de notre équation (161), nous ferons appel & la

U:/p.pf‘"‘ds
L

ot L est la droite b = ¢ = o; nous généralisons ainsi 1é prépolentiel rectiligne en

fonction

prenant encore une droite au lieu d’un plan.
Nous avons alors

D, U =gn yfup"“ds,DzU=9n‘zfpp" ‘ds,

AU = 27)1’/ wpiTtds

Parmi les équations aux dérivées partielles que vérifie U on peut considérer
I'équation

(y+222)D, — (2 + 2xcy) D,

(230) AU=3n e p— ;

—2Zz

faisons le changement de variables (g), nous trouvons

U 30—n) ¥U  1—32 00 3 YU, a=U— 3n YU
e T T —?pr‘m 7 2 T BERE)
3n (o , [\’L z’U‘
_?S(T——R’)Z[P(Q +2RP)— Q(R* +2PQ)] | =5 TR
. ) U U
+ [R(Q + 1RP)— PR +2PQ) | T —¢ 5 | =o.

Les solutions de la forme U = "V (6, ¢) vérifient I'équation

(232) %%—-4— :;Z —3(m—n) \\G\V +m*(m—3n)V
_T?.’:n_ﬁ 3 [P(Q* + 2RP) — Q(R* 4 2PQ)] DeV—[P(R* 4 2PQ) — R(Q* + 2RP)] D, V{.

Si Lon tient compte des identités

P(Q'—RP) + Q(R'—PQ) + R(P* — QR)
= P(R"—PQ) + Q(P*—QR) + R(Q'—RP) =0

et de la relation

(156) (R*—PQ)D,V = (Q* —RP)D,V.
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On retrouve aux notations prés (V, m, —n & la place de U, n, v) I'équation

(161). Les équations (161) el (228) constituent donc deux extensions de I'équation de

Gegenbauer.
102. Prenons mainlenant 'équation (225), en utilisant les variables u, v, w

elle s’écrit

(225")

[Squ dudv? _Ils(v + w) v w T S au

En cherchant encore les inlégrales ne dépendant que de p = uvw, on est con-

duit & I'équation différentielle

pPr"+@B—2n)pF" + (1 —n)F =o

qui admet les inlégrales
p" et p'logp

uv", v"w", w'u", ce qui

Un calcul simple nous fournit aussi les intégrales
montre que les polynémes considérés au n° 43 sont des intégrales de l'équa-

tion (2293).
Dans le cas n = — 1 en utilisant I'identité

auavbw I:Uva] [Q vw:l Qudvow + S(v + w) \v\w

on déduit que l'inlégrale de I'équation (225") pour n = — 1 s’écrit

S0, w) + g(w, w) + h(u,v)
VW 4+ wu 4+ uv

ou f(v,w), g(w,u), h(u, v) sonl trois fonctions arbitraires de deux variables

403. Faisons maintenant le changement de variables (g) il vient
¥*U 32U *U 6n >*U
+ — c—

¥U  3(r—a2n) (l —3n)* U 3
Y Y— =
(233)  P( ‘)3 d¢’ + ¢ b;' ¢ bg S AERLRE p 26’ ¢’
3n U U U ) | 3n »¥U »*U
+—P—,-R(——0,—{a) e +3n P ——Icalsa?s—l— e Q(—4, 3 P +3n pbl“\?g——o.

& 3007 )
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En changeant le si gn_e de 6, et o el en cherchant les solutions de la forme

U=:"V(,9) o conduit & I’équation
'V D AY BV R (Vv AV
3 — —3(n—m)———3n— —
(234) o }? (2n "')06&'3 3n EE R + (m—3n) P %
Y h\Y .
— %5 P (0 i—fnz(m—?)n)’\ =o.
Si I'on pose m — 3n = — u. on Lrouve une équation analogue & ’équation (228)

a ceci prés que m est devenu w et que les fonctions Q et R ont échangé leurs rdles.
Mais nous avons justement introduit I’équation (225) comme une généralisation
de l’equatlon du prépotentiel rectiligne dans le plan en remarquant que de méme

d .
que a__;—-( +0%) ona a®*— bec= —[a’+b’+c‘——3abc]. L’équation

(224) constitue donc une troisieme genemlls&xtmn de I’équation de Gegenbauer (229).

404. Considérons enfin I'équation (226); en utilisant les variables u, v, w elle

s’écrit
U * U
» w (% f
226’ avw —1 ———nng +n’Su —n'U=o.
( ) ( ) dudv w N QoW N du
s U .
Mais si nous posons V = —;, un calcul simple montre que
P
XV ?*U n S pw 0
wwaw ~ pt P aoww \v bw BN }
I'équation (226) peut donc prendre la forme remarquable
1 *U
(226") U wewownle
p dudvdw Du\vbw

On cn déduit immédiatement les intégrales particuli¢res
L/(0) + £,(0)]u" + [9 () + g,(@)] 0" 4 [A() + b, (o) 0",

ou les six fonctions /, f,, ¢, ¢,, h, h, sont arbitraires.
Les intégrales qui ne dépendent que de p = uvw vérifienl 'équation différen-
tielle hypergéométrique

pra—pF +B8+300—n)p]pF" +1 — (1 —3n+30°)p)F +1'f=o0

d’ou
F(p)zan[— n,—n, —n;iI, 'yp]-
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Remarquons aussi que 1’on peut écrire encore (226") sous la nouvelle forme

Ds n ‘\‘3
(2 26 "I) [p V] — N1 V ;
da v dw du v w

mais c’est justement I'équation que nous aurions obtenue en prenant comme nou-
velles variables les inverses des variables u, v, w.
Nous en déduisons que si S est la sphére d’Appell, p, le polynéme

[t—(ax4+cy+b2)P + [br+ay +c2) +(cz + by + az)
—3[1—(ax+cy+82)](bx + ay+ cz)(cx + by + az)

I
U= -——f/ nd
o s w[p.])" ds

est aussi intégrale de I'équation (226).

la fonction

Si enfin on fait le changement de variables (9) on voit facilement que les fonc-
tions

o"P(nb, ny), 0"Q(no, no), ¢"R(nb, no)

sont des intégrales de I'équation (226). Signalons a ce sujet que le changement de
variables indiqué dans une de nos Notes (C. R., 193, 1932, p. 983) conduit a une
équation analogue & celle obtenue & la page 984 mais ou le premicr terme est mul-
tiplié par % : les résultats énoncés a la suite ne se rapporient donc pas & I'équation
envisagée.

405. On peut plus généralement se poser le probléme du n° 97 pour linté-

grale
U@y, 0= [ [ uop)ds.

M. P. Humbert [43] et moi-méme [21] nous sommes déja occupés de cette
question pour des fonctions @ particuliéres; nous nous contenterons d’en donner
ici la référence.
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P. ApPELL. — Dropositions d'algébre et de géométrie déduites de la considération
des racines cubiques de Uunité (C. R., 84, 1877, p. 540). Introduction des
fonctions P, Q, R, et des triédres équifaciaux a arétes également incli-
nées sur la direction x =y = z (2, 45, 54).

. — Sur certaines fonctions analogues aux fonctions circulaires (C. R., 84, 1877,

p. 1378). Systémes différentiels définissant les founctions circulaires et les
fonctions P, Q, R. Généralisation a I'ordre n [19, 23].

. Bevay Baker. — On the relation between Pincherle’s Polynomial and the Hyper-

geometric Fanction (P. E. M. 8., 1, 39, 1920, p. 38). Formation de linté-
giale générale (143) du n° 73 (cf. aussi [31]).

N. Borea. — Sur une généralisation d’un théoréme de Lord Kelvin (M., 6, 1932,
p- 132-139). Etude des équations a, U=o, énoncé de quelques théo-

rémes relatifs & des intégrales. Etude des équations

B(U) = ][(2%, #)L —o0

ct de leurs associées.

. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 195. 1932, p. 992).

Rappel de résultats de [4]. Extension a A8 de nos résultats [11, 22].

. — Suar quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 196, 1933, p. 35). Suile

de [5]. Introductions des mineurs de Ag. ., notions de fonctions conju-
guées [7]. ’

. P. DeLExs et J. Devisue. — Sur cerlaines formes différentielles et les mélriques

assocides (C. R., 196, 1933, p. 517-521). Etude d’un espace de Finsler et de
la forme angulaire de Landsberg, inlroduction d’autres formes différen-
tielles, application & notre ds' (67, 68). Remarques sur [6].

. O. Devismr. (M") et I. DEvIsME. — Sur aune propriété des cosinus d'ordre supérieur

(A. C. 1. M., Zurich, 1932, II, p. 67). Généralisation des polynOmes
(r—2hcos 4+ A% (x —3hP(0, ©) + 3A*P(— 6, —9) — A*); expression
des coefficients en fonclion de la seule fonction cosinus d’'ordre n [2, 19].

. 1. DEvisME. — Sur quelques équalions aux dérivées partielles (C. R., 193, 1931,

p. 825-828). Etude des équations A U = o et de leurs intégrales ne dépen-
dant que du produit p, = «, ... u, . Généralisation de la formule de Green
et d’un résultat de M. Ghemanesco (C. R, 193, 1931, p. 477).

. — Sur quelques équations aux dérwées partielles (C. R., 193, 1931, p. 516-319).

Equations du prépotentiel pour les équations A U= o et les surfaces
a, = o, Ila, = 1. Cas particulier de l’équation A U = o0 (98, 103).

— Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 193, 1931, p. 1153-1156)
Recherches sur les transformations conservant A, U et ds' a un facteur
prés. Généralisation d’un théoréme de M. D. V. Jonesco [44]. Comparaison
avec certains résultats d’Appell [2] (10, 25, 26, 27, 62).

— Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194, 1932, p. 516-519).
Introduction des équations ), U =o0 qui généralisent I'équation de
Laplace & plusieurs dimensions et comprennent le cas de A U =o.
Enoncés de théorémes [25, 26].
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Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194. 1932, p. 1550-1552).
introduction du sysiéme (Z). Fonciions conjuguées au sens de M. N. Gio-
ranesco et au sens de Ch. Riquier. Remarque sur 1’équation de M. M. Ghe-
manesco [27] (28, 56, 36, 37).

Sur certaines familles de polynémes (C. R., 195, 1932, p. 437-439). Extension
des polynomes de Legendre, Gegenbauer, Hermite. Quelques propriétés
nouvelles des équations A U=o0, 3, , U= o (cf. [26]) (69, 72. 77).

Sur quelques applications des fonctions hypergéométrigues (C. R., 195, 1932,
p- 936-938). Nouvelles fonctions géncératrices. Remarques sur les équations
kAU =2U/at, ka,U=2"U/2t". Extension d’un résultat de M. Angelesco
et introduction de polynémes hypergéométriques & deux variables définis
a partir de la fonction F, (81, 83, gr1).

Sur un espace quasi-euclidien a trois dimensions atlaché a U'équation de M. P.
Humbert (C. R., 195, 1932, p. 1059-1061). Introduction de notre notion
d’angle. Orthogounalité au sens d’Appell. Interprétation géométrique de
"équation A U == o (47, 49, 5o, b1, 52, 56, 59g).

Sur un théoréme de M. D. Jonesco (B. S. M. F., 59, 1931, communication du
24 juin 1931, p. 32-35). Remarques sur le Mémoire [44] (9).

Sur une équation se rattachant a I'équation de M. P. Humbert (B.S. M. F., 6o,
1932, com. du 27 avril 1932, p. 23-25). Introduction de notre équation (225)
du n° 98.

Sur les cosinus d’Appell (B. S. M. F., 61, 1933, com. du 8 mars 1933). Sur
les systémes différentiels déduits de ceux d’Appell [2] par des permutations
convenables des inconnues. Développement de P(h6, k<) en fonction de
hlbo, RO+ K¢°.

Sur la fonction génératrice de la fonction P(mb, ng) d’Appell (Bull. deI’'Acad.
Roy. de Belgique, classe des Sciences, 5, 18, 1932, p. 505-506). Formation
de i'identiié (116) du n° 70.

Sur certaines questions relatives a I'opérateur de M. P. Humbert (B. S. S. L.,
1, 1932, p. 173-176). Equations aux dérivées partielles satisfaites par I'in-

tégrale U = / w®(p,)ds pour les cas suivants & =p", p" logp,,
a=0

p’l" log®p,, ,F.(x, mp), [p,] X ,F,(1, 1; 2, 2; p,). Extension au cas ot le

plan a = o est quelconque.

Sur certains résullats de M. M. N. Bolea et M. Ghermanesco (B. S. S. L., 1,
1932, p. 242-246). Confrontation des résultats des notes [5, 11, 29, 30] et
énouncés de quelques résultats nouveaux (11).

23. —- Sur les équations aux dérivées partielles de MM. P. Humbert et H. Gherma-

nesco (M. & paraitre ). Comparaison des équations
mentionnées, introduction de fonctions analogues a celle d’Appell [19] et
énoncé de quelques théorémes [cf. 27, 36].
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al. — Sur quelques propriétés d'équations aux dérivées partielles du type
A U=c(u,...u,)U (Soc. Fran¢. pour l'avanc. des Sc. Acles Congrés de
Bruxelles. 1932, p. 35-36). Formations d’'intégrales dans le cas ¢ = «'[p,,
¢ =c" [26], (99).

25. — Quelques remarques relalives & une classe d'équations aux dérivées partielles
du troisieéme ordre (A. C. I. M., Zurich, 1932, p. 76). Formation des équa-
tions du prépotentiel pour les opérateurs A, ~[r2].

26. — Sur certains opérateurs décomposables en produits de Laplaciens et de déri-
vées partielles (") (A. P. A. S., 86, 1932, p. 95-108). Formalion d’équations
différentielles vérifiées par les intégrales ne dépendant que des polyndmes
associés. Etudes de certaines intégrales.

29. M. Guemanesco. — Sur une équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre
(B. S. M. F., bg, 1931, com. du 25 novembre 1931, p. 39-42).

28. — Sur ane équation aux dérivées partielles du quatriéme ordre (Beletinul
Faculté&ii de §tiin!;e din Cernéul’;i, 6, 1932, p. 28-35). Ce Mémoire est le
développement de [27] et d’une communication faite & la Soc. Roum.
des Sc. le 16 nov. 1931. L'auteur considére une équation aux dérivées
partielles du quatriéme ordre généralisant I'équation de Laplace. Il étend
4 cette équation certains résultats de M. P. Humbert [36] et nous-
méme [11].

29. — Sur une généralisation de I'équation de Laplace (B. S. 8. L., 1, 1932, p. 134-
137). Extension de nos résultats [11] aux équations déduites de A U=o
par une transformation linéaire dont les coefficients dépendent de

a(e=1).

30. — Sur l'équation de Laplace (Atti dell. R. Accad. Naz. dei Lincei, 6, 15, 1932,
p. 932-933). Méme étude dans le cas o" = —1

31. P. Humserr. — Some extensions of Pincherle’s polynomials (P.E.M.S., 1, 39,

1920, p. 21). Etude des polynOmes C;(w, 0) (73). Expression au moyen
des fonctions elliptiques.

32. — Sur les séries hypergéométriques (A. 8. S. B., 43, 1923, p. 75). L’auteur donne
entre autres l'expression de C;;ﬂ(w, 0) au moyen des fonctions hyper
géométriques.

33. — Remarques sur les fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur (Comptes
rendus du Congrés des Sociétés savantes Sciences, 1925, p. 81-85). L’auteur

y donue I'expression des cosinus de Villarceau au moyen des fonctions
hypergéométriques.

34. — Remarques bibliographiques sur les sinus d’ordre supérieur (A. P. A. S., 82,
1929, p. 308-312).

(*) Un résumé de ce Mémoire a été diffusé par Radio-Vatican le 29 déc. 1932 et a paru
dans le Scientarum nuncius Radiophonicus publié par I’Académie Pontificale, n° 17.
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35. — Sur une équalion aux dérivées partielles du troisiéme ordre (A. C. 1. M..
Bologne, 1928, t. IIi, p. 35).

36. — Sur une généralisation de U'équation de Laplace (*) (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 8, 1929, p. 145-15g). Ce Mémoire développe la Note
précédente. On y trouve la définition de I'équation A,U = o et cerlaines
de ses propriétés, une élude de diverses catégories de polyndmes, et un

) 3 I.T
théoréme sur 1'équation AU = % :\_t‘_ (23, 93).
¢

37. — Les fonclions de Bessel du (roisiéme ordre (A. P. A. 8., 83, 1930, p. 128-146).
Introduction de nouvelles fonctions gui se rattachent & la série hypergéo-
métrique triconfluente. Application & I'étudede 8,U + U =0 (86).

38. — Sur le potentiel correspondant & une atlraction proportionnel & ce * (M., 1,
1929, p. 117-121),

39. — Sur une généralisution de lUéquation de la chaleur (A S.S.B., 49, 1929,
p. 113-116). Etude de I'équation A, U = dU/dt et introduction de certains
polyndmes (79, 89). ’

h4o. — Sur léquation AI;U =o0:(A.S. S. B, 51, 1931, p. 91-93). Etude de certains
polyndmes attachés & celte équation.

4v. — On Appel’s Function P(6, o) : (P. E. M. 8., 2, 3, 1932, p. 53-53). Etude de la
fonction génératrice de P(nf, ne). Formules d’addition (70).

h2. — Sur une généralisation du potentiel (C. R., 194, 1932, p. 1549-1550). Extension
d’un résultat précédent [38]. Ulilisation de 'intégrale /fDF,[r, p./9lda.

43. — Sur les potentiels du troisiéme ordre : (A. S. S. B., 52, 1931, p. 293-305).
Etude de I'équation 2A,U = 3nD,U. Extension de U'équation de Gegen-
bauer. Etude de Vintégrale citée plus haut [21] dans les cas & = e
et F K+ 1, 1;p,]. Extension et développement de certains résultats
antérieurs |38, 42] (98, 100, 105).

44. D. V. JoNesco. — Sur une équalion auvx dérivées partielles du troisiéme ordre
(B. S. M. F., 58, 1930, p. 224-229). Extension du théoréme de Lord Kelvin
a léquation A, U = o et démonstration de certaines iden}ités {17] (g, 62).

45. PivcrERLE. — Una nuova extensione delle funzione spheriche (Mem. Ist. Bologna,
3, 1, 1889, p- 337) (71).

46. — Un syslema d'integrali ellitici considerali come funzioni dell’ invariante asso-

lato : (Rendiconti Lincei, 4, 7, 1871, p. 74) (76).

47. J. Toucnarp. — Sur les sinus intégraux du troisiéme ordre (A.S.S.B., b2, 1932,

p. 279-287). Etude des fonctions F, (i), F,(x), I, (), définies par I'équation

lie?"=F (x) +jF, (&) +*F,(x).

(*) Cest ce Mémoire qui a élé Porigine des vecherches de MM. Botea, Ghermanesco,
Jonesco et de moi-méme,
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48. P. Devens. — La mélrique angulaire des espaces de Finsler et la géométrie diffé-
rentielle projective (Collection des actualités scientifiques et industrielles,
n° 80, Hermann, Paris, 1933). Développement de la note [7] et d’une
seconde : Sur certains problémes relalifs aux espaces de Finsler (C. R.,
t. 196, 1933, p. 1356-1358).

4g. J. Devisme. — Sur deux questions relatives & I'équation de M. P. Humbert (C. R.,
t. 196, 1933, p. 1203-1204). Introduction de la notion d’aire. Sur une inter-
prétation du probléme de Dirichlet, d’aprés M. A. Liénard [51].

5o. — Sur certains polynémes (Sociélé Francaise pour l’avancement des Sciences.
Actes du Congrés de Chambéry, 1933, 57° session). Introduction des poly-

yrm p
d

N
nomes P " P lavw — 1]

_ Rt-MA4-P
wym,p T dudo .

5t. A. Liéxarp. — Formule de Green pour les potentiels du 3° ordre de M. P. Humbert
(Soc. Math. de France, LXI, 1933. Communication du 22 mars 1933).
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