
THÈSES DE L’ENTRE-DEUX-GUERRES

JACQUES DEVISME
Sur l’équation de M. Pierre Humbert
Thèses de l’entre-deux-guerres, 1933
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1933__148__1_0>

L’accès aux archives de la série « Thèses de l’entre-deux-guerres » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Thèse numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=THESE_1933__148__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


N- D-ORDRE : 2287

SÉRIE A. N° 1422 THÈSES
PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS
POUR OBTENTR

LE GRADE DE DOCTEUR fiS SCIENCES MATHfiMATIQUES

Par M. Jacques DEVISME
PROFESSEUR AGftEGE DE MATHEMATIQUES SPECIALES

AV LYCEE DE TOURS

1re THfiSE. — SUR L'EQUATIOIN DE M. PIERRE HUMBERT.

2" THESE. — PROPOSITION DONNEE PAR LA FACULTE.

Soutenues le 1933, devant la Commission d'examen.

MM. E. CA.RTAN, President.

E. VESSTOT, \
J. CHAZY, > Examinateurs.
P. HUMBERT, )

TOULOUSE

EDOUARD PRIVAT, LIBRAIRE-EDITEUR
Librairie de l'Universite

14 , RUE DES ARTS (SQUARE DU MUSEE, TOULOUSE)

I 9 3 3



FACULTE DES SCIENCES DE L'UNIVERSITE DE PARIS

MM.
Doyen . , . Gh. MAURAIN, Professeur. Physique du globe.
Doyen honoraire........ M. MOLLIARD.

Professear<i honoraires \ H * LF- G H A T E L I E R > H - LEBESGUE, A.. FKRMBACH, A. LEDUC,Projesseuis honoiaues.. j E m PlCAR1>> R 6 m y p E R R l E K j L . BIULLOUIN, A. DEREIMS.

E. GOCUSAT Analyse superieure et algebre superieure.
P. JANET Electrotechnique generale.
F. WALLEUANT Mineralogie.

f P. PAIKLEVE Me'canique analytipe et mccaniqfie celeste.
Gabriel RERTRAKD. . . . Chimie biologique.
Mme P. CURIE. Physique generale et radioactivite.
M. GAULLERY Zoologie (Evolution des etres organises).

! G> URBAIN Chimie generale.
Emile BOREL Calcul des probability et Physique niathematique.
L. MAR cms Aviation.
Jean PER KIN Ghimie physique.
H. ABRAHAM. . .• Physique.
E. CARTAN Geometric superieure.
M. MOLLIARD Physiologie vegetale.
L. LAPICQOE Physiologie geneiale.
E. VESSTOT Theorie des fonctions et thcorie des transfopmatlons.
A. COTTON. Physique.
J. DRAGH Application k l'analysc a h geometric.
Charles FABRY. Physique.
Charles PEREZ Zoologie.
Leon BERTRAND Geologic strueturale et geologie appliquee.
P.-A. DANGEARD Botanique.

Pro/esseurs. / R- LESPIEAU Theories chimiqucs.
Paul MO^TEL Mecanique rationnelle.
P. W[NTREBERT Anatomic et Histologie comparees.
E. RABAUD Biologic experimentale.
O. DUBOSCQ Biologie mar i t ime.
P. PORTIEK. Physiologie compares.
E. BLAISE Chimie organique.
G. JULIA Calcul differentiel et calcul integral .
L. LUTAUD Geographic physique et geologie dpamique.
Eugene BLOCH Physique theorique et physique celeste.
Henri VILLAT Mecanique des ftuideset applications.
Gh. JACOB Geologic.
P. PASCAL Ghimie mineralc.
V. AUGER Chimie appliquee.
H. BENARD Mecanique experimentale des flaides.
E. ESCLANGON Astronomic.
L BLARINGHEM Botanique.
C. MAUGUI>- Mineralogie.
A. DE^NJOI Mathematiques generales.
A. DUFOUR Physique (P. C. IN*.).
A. GUILLIERMOND. . . . Botanique (P. C. N.).
H. BEGIHN Miicaniqie physique et experimentale.
D E BROGLIE Theories physiques.
G. RIBAUD Hautes temperatures .

E, PECHARD Ghimie (Enseig* P. C. N.). PAUTHEXIER Physique (P. G. N.).
A. GUILLET Physique. MmcRAM-*RT-Lx;cAS Chimie organique.
M. GUICHARD . . . Ghimie minerale . CHRETIEN Optique appliquee.
A. MICHEL-LEVY. Petrographic . FREXJXDLER Chimie (P. G. N.).
G. BRUHAT Physique. P. JOB. Chimie generale.
E. DARMOIS . . . . Physique. LABUOUSTE Physique du Globe.
A. DEBIERNK. . . . Radioactivite. PRENANT Zoologie.
L. DUNOYER. . . . . Optique appliquee. VILLEY. Me'caniquepliysique et experimentale.
M. JAVILLIER . . . . Chimie biologique. BOHX Zoologie (P. G. IS1.).
L. JOLEAUD Paleontologie. COMBES Sciences naturcllcs {P. C. N-)-
H. MOUTON Chimie physique. GARKIER Mecanique rationnelle.
F. PICARD Zoologie (Evohit. des etres organ,). PERES Mecanique des fluides.
R O B E R T - L E V Y — Zoologie. HAGKSPILL Chimie (P. G. N.).
M. FRECHET Calcul des Probability et Physique ma- LAUGIER Physiologie generale.

the'inatiquf1. T O U S S A L \ T Technique Aeronautique.
FOGH Mecanique experimentale des fluides. M. CURIE Physique (P. C. N.).

Secretaire A. PAGAUD.
Secretaire honoraire. D. TOMBECK.



A LA MEMOIRE DE PAUL APPELL

Hommage respectueux.





A MESSIEURS

EL1E CARTAN PIERRE HUMBERT

S1EMBRE DE L-'lSSTITUT PROFESSEUR

PROPESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES A LA FACULTE DES SCIENCES

DE PARIS DE MOWTPELHER

En temoignage de respeciueuse gratitude.





A MES PARENTS

A MA SOEUR

Affectueusement.





PREMIÈRE THESE

SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT

INTRODUCTION

Dans un Mémoire paru il y a quelques années, M. P. Humbert a introduit
l'équation

_ yu ^u yu yu _

qui généralise à certains points de vue l'équation de Laplace à deux dimensions.
Un peu plus tard M. D. V. Jonesco a généralisé à Féquation précédente un théorème
classique de Lord Kelvin en utilisant les dérivées partielles du polynôme

La lecture de ces deux travaux m'a donné l'idée de faire une étude systématique
de l'équation A3U = 0, en faisant jouer au polynôme p un rôle analogue à celui
de la quantité r* = x3 4- y* pour l'équation de Laplace à deux dimensions.

Le fil conducteur de ces recherches m'a, du reste, été en partie suggéré par une
courte note de P. Àppell (parue aux Comptes rendus, en 1877) qui, introduisant
trois fonctions nouvelles pour représenter pa ramé tri quement la surface

x:t + y* + z* — 3 x y z = Ï ,

signalait qu'une théorie analogue à celle des nombres complexes pouvait être éta-
blie à partir de ces nouvelles données.

Dans ce Mémoire, je rassemble la plus grande partie des résultats que j'ai acquis
sur l'équation de M. P. Humbert. D'autres mises au point de recherches concernant
des équations généralisant la précédente seront publiées ultérieurement (*).

Au premier chapitre, j'ai groupé tout ce qui concerne les propriétés des inté-
grales de l'équation ASU = o ainsi que les formules relatives aux différents chan-
gements de variables.

Dans le second chapitre, j'étudie les transformations qui conservent à un facteur
près la forme différentielle

ds* = dx* + dy* 4- dzz — Sdxdydz.

(*) Une liste détaillée des travaux que j'ai déjà publiés se trouve à la bibliographie en
fin de Mémoire.
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Ces transformations qui sont l'analogue des traasformations conformes en géo-
métrie euclidienne plane font apparaître des systèmes aux dérivées partielles analo-
gues aux systèmes de Cauchy. Je signale aussi l'existence d'un système d'équations
aux dérivées partielles du second ordre intermédiaire entre les systèmes précédents
et l'équation de M. P. Humbert.

Le troisième chapitre est un essai d'interprétation des résultats du chapitre pré-
cédent au moyen de nouvelles notions d'angle et de distance. En faisant jouer un
rôle prépondérant aux trièdres équifaciaux ayant pour axe la droite x ~y = z,
trièdres qu'avait incidemment considérés Appell dans la note déjà citée, j'ai été
ainsi amené à introduire une orthogonalité au sens d'Appell. Ces nouvelles notions
m'ont permis de donner une signification géométrique simple à l'équation A3U = o,
et d'esquisser une théorie rapide des courbes et des surfaces dans l'espace ainsi
considéré. Dans un dernier paragraphe, je compare les résultats obtenus pour la
surface

à mon point de vue ou à celui de Finsler-Cartan.
Le quatrième chapitre est consacré à l'introduction et à l'étude sommaire de

familles de polynômes à deux variables, généralisant ceux de Legendre, Gegen-
bauer, Hermite, ceux considérés plus récemment par M. Pincherle et ensuite
M. P. Humbert.

J'ai réuni enfin au dernier chapitre un certain nombre de propriétés nouvelles
d'équations dont le premier membre est l'opérateur A3U, le second membre ayant
des formes simples, ainsi que d'équations relatives aux questions de prépotentiel,
ce qui me procure l'occasion d'utiliser quelques-uns des résultats du précédent
chapitre.

A la lin du Mémoire, je donne une liste des travaux se rapportant à l'équation
de M. P. Humbert et à ses diverses extensions. Étant donné que ces travaux souvent
très courts se trouvent disséminés dans de nombreuses publications, j'ai donné
pour chaque titre un résumé succinct ; cette liste bibliographique présente donc un
aspect assez complet de ce qui a été publié actuellement sur ce sujet.

Ce m'est un devoir particulièrement agréable de remercier ici M. E. Gartan qui
a bien voulu s'intéresser à ce travail et M. P. Humbert dont les conseils m'ont été
si précieux pendant tout le cours de mes recherches. Je n'aurai garde d'oublier
mon excellent collègue du lycée du Havre, M. P. Delens, dont les amicales conver-
sations d'après classe m'ont permis de préciser ma pensée sur bien des points de la
partie géométrique de ce travail. Je tiens enfin à remercier tout spécialement
M. A. Buhl, qui a bien voulu se charger de faire paraître ce Mémoire dans le recueil
des Annales scientifiques de la Faculté de Toulouse.



CHAPITRE ï

L'équation de M. P. Humbert.

1. — Étude de quelques changements de variables.

1. Considérons l'équation aux dérivées partielles

( l )

et effectuons le changement de variables

f u = x + y 4- z ,

(a) y = x+jy +/z,

( w; = x + / y +jz,

où y et j * sont les racines cubiques impaires de l'unité.
Nous pouvons écrire les identités suivantes que nous utiliserons par la suite

(3) uvw = x3 + y3 + z% — 3xyz,

(5) — - — = N ( X 9 — Y2) -r~T r ,

Dorénavant nous réserverons le nom d'opérateur de M. P. Hambert à cette dernière

expression [36](*) et nous poserons

_y£ _y£ _^£_3 ̂
3u

(•) Les nombres entre crochets renvoient au numéro correspondant de la liste biblio-
graphique placée A la fin du Mémoire.
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2. Considérons maintenant les trois fonctions d'Appell [i]

(8)
3

et effectuons le nouveau changement de variables

Si nous rappelons avant les quelques identités

(IO)

s(fi, - f)— P(9, o) Q(ô, <p) = Q(— 6, - ç)

(12)

On en déduit les relations

cZ Op

Puis

i yu P _L __ur_

yu _pyu i yu ï ^ÜI n yu
i

i P

Q.

p D p D O ,

yu n r « yu i yu ~i
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et enfin

< * • )

3 vu 3 y-v i ^u
, • I I

Il est aussi quelquefois commode d'effectuer le changement de variables

ou
riog u = . r + 0

< log u = r + J

f log w = r+f

on en déduit facilement la relation

En posant p = er on retrouve évidemment (i5),

3,. Effectuons maintenant le changement de variables

(18) X = X(x, y, z), Y = Y(x, y, z), Z = Z(x, y, z),

où X(a:, y, z), Y (a;, y, z), Z(œ, y, z) vérifient le système d'équations aux dérivées
partielles

(19)

DZ

que nous retrouverons plus loin.
On en déduit facilement l'identité

(20) l ^ + ^ - 3 ^ x ^



l 4 .T. DEVISME.

avec

VU

Ces i^elations sont encore valables lorsqu'on remplace (19) par l'un des cinq
systèmes d*équations aux dérivées partielles que nous rencontrerons au chapitre II.

Remarquons tout de suite que ces changements de variables reviennent en coor-
données u, v, w, à écrire que les nouvelles fonctions u', v', w' ne dépendent cha-
cune que d'une seule des variables a, v, w précédentes.

4. Signalons aussi le changement de variables

(22) ö=ï, v=^ + irl9 «; = ; — iv),

que nous utiliserons au chapitre II et qui fournit la relation

Notons enfin que M. D. V. Jonesco [44] a effectué le changement de variables le
plus général pour l'opérateur A3U ; n'ayant pas besoin de ce calcul dans le présent
Mémoire, nous nous contenterons d'en indiquer la référence.

IL — Quelques théorèmes relatifs à certaines intégrales particulières
de l'équation A3U = o,

5. L'équation de M. P. Humbert pouvant se ramener a la forme (1) nous en
connaissons immédiatement l'intégrale générale

(24) U = /(a, v) + g (v, w) + h(w, u)

où f, g, h sont trois fonctions arbitraires.
La formule (24) paraît donc épuiser la question. Mais il est souvent utile de

considérer des intégrales remplissant des conditions particulières. D'autre part
l'équation de M. P. Humbert se présentant comme une généralisation de l'équation
de Laplace, il est intéressant de voir les transformations que l'on doit faire subir à
certains énoncés classiques, c'est ce dont nous allons nous occuper.
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Dans ces questions le polynôme

p = x3 4- v3 -{- - ' — 3 a? y -•

jouera un rôle important ainsi que ses dérivées partielles qui sont au facteur 3 près

x~ — yz, y* — zx, z* — xy.

6. THÉORÈME : Les intégrales de Véquation A3U = o, qui ne dépendent que de p
sont logp et log"'p.

Mettons l'équation sous la forme (i), nous aurons en posant

U = F(p), * p = uvw = e\

qt~°r
e dqt

nous en déduisons les intégrales q et if c'est-à-dire log p et log3 p .

7. THÉORÈME : Les intégrales de l'équation AgU = o, (*) qui ne dépendent que de

p sont données par la formule générale

pllogJp. r« = o,...,.^— i; j ~ o , 1,2)

Posons encore q ~ log p, U = F(ç); nous sommes conduits à l'équation difté-
rentielle d'ordre 3/c :

••<a6) e dq" L' "

dont l'équation (25) n'est qu'un cas particulier.
Après multiplication par ekq nous obtenons une équation différentielle linéaire

à coefficients constants dont l'équation caractéristique est

(r — k + i)*... (r— i ) V = o

ce qui démontre la propriété.

8. THÉORÈME : L'équation différentielle donnant les intégrales de l'équation
A3U = 0 qui ne dépendent que de p, peut se mettre sous lajorme

dk f , dk f . dk¥\-\
-rr\ P -rr\P -nr > = ° -dp L P̂ \ # / J

(*) A|U représente l'opérateur A3U itéré k fois.
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En effet si k — i Féquation (a5) s'écrit

. cfF <TF c/F d

d'autre part nous pouvons écrire la suite d'égalités

dpk"

«** \ k

dp l

dk

"'' d f k , d ' " ' F

, d* d v d f k. 'F

d" \ k rf* r dk f „ d'Y
dpk

d*F dF\-\
7pT + Hp~)]

nous en déduisons par récurrence la formule (36').

9 . THÉORÈME : Si TJ(x, y, z) est une integrale de Vêquation A3U = o il en est de
même de la fonction

Ge théorème a été énoncé pour la première fois par M. D. V. Jonesco [44], nous-
donnerons la démonstration que nous avons déjà publiée [17].

En utilisant les variables u, v, w la transformation

_
logp

Y _
iog p

_ a

s'écrit
ua' = wv' = viü' = 3 .

On en déduit

y.»3 0 7i' D v' à 1 o'

ce qui montre que les deux dérivées partielles considérées s'annulent en même temps.

1 0 . THÉORÈME : Si ll(xf y, z) estune intégrale de l'équation A3U = o, il en est

de même de la fonction
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où X(œ, y, z), Y (oc, y, z), Z(<c, y, z) so/z£ frois intégrales de Vun des systèmes (S)
considérés au chapitre IL

Ainsi que nous le verrons plus loin cela revient à faire en variables u, v. w, un
changement tel qu'une quelconque des nouvelles variables iï} v\ wf soit fonction
d'une seule des anciennes, les six variables u, v, vo, u', v', w' figurant toutes dans
la transformation. Nous pouvons, par exemple, supposer que Ton ait

On en déduit

ce qui démontre le théorème. Le raisonnement subsisterait évidemment pour les
autres combinaisons de variables a, v, w, uf, v', w\

En variables x, y, z l'égalité (27) peut s'écrire

yu yu a yu ~|

De l'examen des formules (27), (27') et de l'expression (a4) de l'intégrale géné-
rale on déduit le théorème suivant.

11 . THÉORÈME : Les fonctions logX(a?, y, z) ^ log* X(ac, y, z) sont des intégrales
de Véquation de M. P. Humbert.

Ce théorème d'abord énoncé par M. N. Botea [5] pour la fonction log A, a été
complété par moi-même [22].

Remarquons, ainsi que nous le retrouverons plus loin, que la fonction \(x, y, z)
peut se mettre sous Tune des formes (21).

12. Parmi les transformations donnant lieu à l'identité (27') il est tout naturel
de chercher s'il en existe de linéaires à coefficients constants.

X = a x -j- à y + c z -f d,

Y:=a'x-h&'y + e ' z+ d',

Z =awœ + bay + ct'z + <Pt

Si nous remplaçons X, Y, Z par leurs valeurs dans les systèmes (S) du chapitre II,
on voit que dans tous les cas les constantes a, 6, c, a\ b\ c', a", 6", c" vérifient les
relations

3



a

c

b

a

c

b

a

c

6

b

a

c

b1

a!

c'

b"

a"

c"

c

b

a

c'

b'

a'

c"

bn

a"

J .

ar

c'

b'

a'

c'

b'

ar

c'

b'

DEVISME.

b'

a'

cf

b"

a»

c"

b

a

c

c'

b'

d

c"

b"

a"

c

b

a

=

=

=

c"

b"

a!'

c"

b'f

a"

c"

b"

b"

a"

cu

b

a

c

br

a'

c'

c"

V

a"

c

b

a

c'

b'

a'

= o ,

= o .

D'après ce que nous verrous au chapitre III, si l'on prend comme valeur com-
mune des trois premiers déterminants l'unité, on aura une transformation orthogo-
nale au sens d'Appell ; on voit donc que :

THÉORÈME : L'opérateur de M. P. Humbert est invariant par la similitude la plus

générale de l'espace que nous introduirons au chapitre III,

1 3 . Cherchons maintenant parmi les intégrales de l'équation A3U = o celles
qui sont des polynômes en x, y, z. On voit facilement que tout monôme de degré
inférieur ou égal à 3, ne figurant pas dans le polynôme p, est une intégrale; en
appliquant le théorème du n° 9, nous retrouvons certains résultats de M. D. Y. Jo-
nesco [44].

On peut aussi montrer que les coefficients de i,j\ f dans le développement de

sont des intégrales, de l'équation considérée, jouant un rôle analogue à celui des
polynômes harmoniques. En effectuant en effet le changement de variables (9) on
obtient la formule de Moivre généralisée

(28) (x

et les trois fonctions

)" = [ce* >•>*']" = c V

= pMP(/i0, /i?) +(/?
MQ(/i0, no) -f 7V1 R(/iô, / i ?) ;

o M Q ( / i ô , / i ç>) , , n?)

sont des intégrales de l'équation de M. P. Humbert, comme on le voit facilement en
utilisant l'égalité (i5) et en remarquant, grâce à (12), que les trois fonctions d'Appell
vérifient le système d'équations aux dérivées partielles
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Illi — — — y U = J

Le calcul de ces divers polynômes nous donne pour les premières valeurs de n

%, y, z,

xa -h 2 y z, zs4-2xy, y * + 3 z x ,

3(a?z* + zf -f y.xr), 3(œ*z -f z'y + y8»),

En variables u, u, lu, ces polynômes sont égaux, à un facteur numérique près, à

u« + „» 4- to", a" 4- ƒ' Ü" 4- 7 w", u" + J u* + / w".

Ceci nous conduit tout naturellement à nous poser la même question pour

vnwu + iüw«" + Î I V \ u"wrt + ƒ iuuuu +junvtt
9 .vHwH+jwMiï' + / u w ü " ;

on obtiendrait les polynômes résultant du développement de

[(x- - yz) +j(f - zx) +j\z' - xy)]" .

Revenons maintenant aux relations entre plusieurs intégrales particulières.

1 4 . THÉORÈME : Si \J(x,y, z) est une intégrale de l'équation A3U = o, il en est

de même des fonctions

^ e l

te e l

Utilisons les variables u, v,,w; les identités (4), (5), (6) fournissent les relations

3« V* JuJwJw J '

ce qui démontre le théorème.

1 5 . THÉORÈME: Si U(ac, y, z) est une intégrale de l'équation A3U = o, la fonction

, y, z) =/>"U(ac, y, z) e5t intégrale de Véquation A^+IU = o.

Raisonnons encore en variables u, v, w; on a facilement

vw
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D'après le théorème précédent, le théorème actuel est vérifié pour n = i ; on
déduit ensuite de proche en proche par récurrence que le théorème est toujours vrai.

Si nous partons de U = cu, U = log p o u U = log3 p nous retrouvons le théo-
rème du n° 7.

1 6 . THÉORÈME : Soient a, p, y 'roi*$ constantes telles que

et f(t) une fonction arbitraire assujettie seulement à posséder une dérivée troisième

/'"(O- Si

t = ax 4- Py -h yz,

f(l) est une intégrale de l'équation A3U = o.
En posant

on a en effet

A3 F = («3 + $> + f - 3 « p Y) ƒ"(«» + By + yz),

ce qui démontre le théorème.

17. THÉORÈME : Dans les conditions du théorème précédent, la fonction f(t), où

* = (*' —Pï^.+ të'-yflOy+ (/_«£)*,

es£ une intégrale de l'équation A3U = o.
Avec les mêmes notatioris et ea utilisant l'identité

(3o) (x 1 -p r )
< + ( p 1 - ï a ) ' + (Y1-ap)>-3(a9^pY)(p ' -Yf l t)(T*-ap)

= («' + ?' + y ' -

on a en effet

A,F = (a3 + f + y 8 - )

ce qui démontre le théorème.

1 8 . THÉORÈME : Dans (es conditions du théorème du n° 16, la fonction fit), où

u«e intégrale de Véquation A3U = o.
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Posons en effet

11 vient

= x + y 4-2,
= œ + J y -h ƒ 2, j 6 = « + ƒ p 4-j y
= x+fy'+j z, [ c = <*+.ƒ p -f/y,

abuv)

avec
a3 -h — 3aPy = a6c = O

Supposons par exemple que la constante nulle soit a alors t = —bcvw et la
o

fonction ƒ(/) qui est alors de la forme (24) est intégrale de Téquation de
M. P. Humbert.

REMARQUE : On pourrait à partir de ces théorèmes en énoncer bien d'autres ; par
exemple on pourrait remarquer qu'avec les notations du n° 1 2 la fonction f(X, Y, Z)
•où a, p, y, a', p', y', a", p", yff annulent les 9 déterminants qui figurent à ce n° 1 2
est encore intégrale de A3U — 0, etc.

1 9 . THÉORÈME : Si \J(x, y, z) est une fonction de x, y, z définie par la relation

A# + By + Cz= 1

où À, B, C sont trois fonctions de U vérifiant légalité

(3i) A3 + B3 H-C3 —3ABC = 0 ,

U est une intégrale de l'équation A3U = o.
Posons encore

u = x -\- y 4- z,
v = x+j y+fz,

w = x 4- f y +j z, e =
Il vient

avec

4- By 4- Cz = - [Jb« 4-
o

4- B + G,

+ y B+/C .

4- &w] = i
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L'une au moins des trois fonctions Jfo, :B, £ est nulle; supposons que ce soit

A) ; on a alors
iflv + £w = 3

d'où

L'une au moins des fonctions £B ou C étant effectivement fonction de U on en

déduit —— = o d'où a fortiori = o.

2 0 . THÉORÈME : Si U(a?, y, z) est une fonction de x, y, z définie par la relation

(A4 — BC) x + (B* — C A) y + (G2 - AB) = T

ou A, B , C sont trois fondions de U vérifiant l'égalité (3 i ) , U es£ intégrale de

l'équation A3U = o .

P r e n o n s e n c o r e l es v a r i a b l e s uyv,w e t p o s o n s

£ ,1> = (A* — B C } -h ( B 3 — C A) -h (C2 — A B ) ,

jiö = (A a-BC)+ i /
t(B t-CA)+ i /(C t-AB),

( (5 = (As~BC)+7 (B*—CA) H-/(CB — AB).

Il vient

(A* — B C) x + (B2 — C A) y + (G2 — AB) z = \ (J

et la demonstratioa se poursuit comme au n° 19 , compte tenu de ridentité (3o).

2 1 . THÉORÈME : Si U(œ, y, z) est une fonction de x , y, z définie par la relation

oà A, B , C sont trois fonctions de U vérifiant r égalité (3 i ) , U est intégrale de

Véquation A3U = o .

Avec le même changement de variables qu'au n° 19 on trouve que

i&Gvto + Ô.hiou + ^liflHü — T avec ,UM< = o.

En supposant encore que c'est Ai qui est nul, il reste iftCmo = 3, d'où en déri-

vant par rapport à u

Cil

Si i ou s écartons la solution banale iP>£ = cle il reste -— = o d'où a fortiori

= o.
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REMARQUE : Nous avons rencontré en cours de route une hypothèse supplémen-
taire, ce qui fait qu'ici A, B, C sont liés par les conditions

A 4-B + C = o,

•ĵ jj [A* + B' 4- C2 — B G — C A — A B] 4= o.

22. Revenons au théorème du n° 16 et prenons ƒ(/) = el'. Comme

a' + p -h Y3 — 3apY = (a 4- p 4- ï) (*

on en déduit les intégrales

en faisant les combinaisons simples convenables on trouvera les nouvelles inté-
grales

où P, Q, R, sont les trois fonctions d'Appell.

23 . D'après ce que nous avons vu au n° 2, l'équation A3U = o s'écrit après le
changement de variables (16), et en négligeant le facteur e~*r :

_yu ^u yu yu

On en déduit le théorème suivant.
THÉORÈME : Si \J(xt y, z) est une intégrale de l'équation de M. P. Humbert il en

est de même de la fonction U(r, 6, 9) où les nouvelles variables sont définies par rap-
port aux anciennes au moyen des équations (16).

Cette remarque, compte tenu des possibilités de permutations circulaires sur les
diverses variables, nous permettrait d'énoncer de nouveaux théorèmes à partir de
ceux qui ont fait l'objet de ce chapitre.

Comme application nous nous contenterons de remarquer que le résultat du
n° 22 peut s'énoncer :

THÉORÈME : Les trois fonctions

où p, 6, cp sont définis par le changement de variables (9) sont trois intégrales de
Jéquation A3U = o.

Ce résultat a été énoncé pour la première fois par M. P. Humbert [36] ; la
démonstration que nous venons de donner a fait l'objet d'un exercice proposé par
moi-même dans la Revue de Mathématiques spéciales, sous le n° 3454.



CHAPITRE II

Un essai de généralisation des fonctions analytiques.

I. — Sur des transformations analogues aux transformations conformes.

24. A l'étude de Féquatioii de Laplace à deux dimensions se trouve rattachée
l'expression

ds'~ = eLc* + df

carré de la distance entre deux points infiniment voisins.
Il vient tout naturellement à l'idée de rechercher si la quantité

(3a) dsz = dx* + df + dz* — Sdxdydz

joue un rôle analogue dans le cas actuel.

Effectuons d'abord les changements de variables étudiés au début du chapitre I*
Avec les mêmes notations on trouve respectivement les formes

(33) ds3 =dudvdw,

(34) d$* = d9* + o W + fd^ — $p*dpdQdy,

(340 ds* = e'sr[drâ + d(? + d?" — SdrdQdy],

(35) ds" = l- [dX* + dï* -f dZ* — 3dXd\dZ],
l{x,y,z)

(36) d$*

Si on se rappelle que le ds* euclidien plan prend en coordonnées polaires la

forme
ds* = df + o2d()\

on voit que le changement de variables (9) joue par rapport à l'expression du* le
même rôle que le passage en coordonnées polaires pour l'expression ds*.

25. Pour voir si l'analogie entre les deux formes différentielles peut être encore
poussée plus loin posons-nous le problème suivantf).

PROBLÈME : Existe-t-il un ou plusieurs changements de variables

X = X(x, y, z), Y = Y (as, y, z)9 Z = Z(xy y, z)

(*) Signalons que M. M. Ghermanesco qui s'était posé à ma suite le même problème
pour une équation particulière de quatrième ordre l'a résolu récemment [28].
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tels que l'on ait l'identité

(37) <*S3 = rfXs + dY3 + dZz — 3dXdYdZ = l(x, y, z) ds*

\(x, y, z) étant une fonction de x, y, z à déterminer.

Étant donné la simplicité de la forme (33) nous raisonnerons en variables
ut v, w c'est-à-dire que nous résoudrons le problème dont le nouvel énoncé est :

Quels sont les changements de variables

u' = tt'(u, v,w), u' = i/(u, u, w), tu' = w'(u, v, w)

tels que l'on ait

du'dv'dw' = A(u, v, lu) dudvdw ,

En remplaçant du', dv\ dw' par leuî s valeurs et en identifiant les termes en

du\ dv\ duf, du*dv . . . on est conduit à énoncer que :

Les fonctions u'y v', w' sont des fonctions d'une seule des variables u, v, iv, les

six variables figurant toutes dans la transformation.

26. Cherchons ce que deviennent les conditions précédentes en variables x, y, z.
Les conditions d'annulation de certaines dérivées partielles de u', v\ w* vont nous
fournir des systèmes aux dérivées partielles pour de nouvelles fonctions.

En faisant toutes les combinaisons possibles des variables u(i), u(a), io(3)
nous obtenons les six cas suivants où nous avons posé

a = x + y + z, u' = X + Y +

(S,)

(S.)

SX __ SY _

SX _ .2 SY _

SX
Sz ~ J

SX
< Sy

!>x~J

SX

sz

sz
3x"
sz
37
sz

~W
sz
Sx

SZ

= /

J

= j

= j

— j

SY

37'
SY

37'
SY
Sx '

SY
Sz '

SY

S j '

SY

Sx *

4



26 J . DEYISME.

(3 , . , 2 ) (S.)

c*x <>Y y/j

TT dy

yi

Nous appellerons ces systèmes d'équatioas('), qui généralisent les systèmes de

Cauchy dans l'étude des fonctions analytiques, les systèmes (S,) ; nous y avons du

reste fait déjà allusion aux n°" 3 , 10 , 1 1 .

Dans tous les cas nous aurons les égalités déjà écrites

a v ?x ̂ x ?x
_ j - 3 —— — = . . . .

27. On peut du reste montrer que ce facteur \(x, y, z) joue un rôle important

dans des questions connexes. Soient en effet d, B, 3- trois symboles de différentia-

tion, on voit facilement que si X, Y, Z sont trois intégrales d'un des systèmes (S)

on peut écrire

(38)

dX dX

BZ SX

dZ

BY oz

Sx

Nous déduisons de ceci que les transformations du n° 2 6 conservent à la fois

Ferpression d$3 et ses formes polaires

(89) rfX[5Xa — 0Y0ZJ -h tZY[oYs —BZoX] + JZ[oZ' — oX BY],

X^X —SY^Z — J Y O Z ] +rfY[2oY^Y — S Z J X — =rZ3X]

4- </Z[2oZ.7Z — 3X j Y — 5X3 Y].

Les expressions

S dx['2 5 x* .3r*# — 0 y j r — zyo

sont donc invariantes pour les transformations considérées.

(*) Le système (SJ a été considéré pour la première fois par Appell [1] dans la recherche
des familles de surfaces dont les tangentes aux intersections forment un trièdre équifacial
ayant pour axe une parallèle à la droite x — y = z.
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Ceci est une propriété analogue à l'invariance de l'expression

dx o x + ày 3 y-

dans les transformations conformes planes.
Cette remarque nous amènera au chapitre suivant à introduire un espace où la

nouvelle notion d'angle sera définie à partir de la première des expressions précé-
dentes, la distance de deux points infiniment voisins étant donnée par la racine
cubique de ds*.

REMARQUE I : X, Y, Z étant toujours intégrales de l'un des systèmes (S), on a
aussi l'identité

te ty

17

ÙZ ' ÏX

u = 17

17

lâT

17

ïz

X

I ?

Iz*

ÔY ĉ Z

"Sx 17

Iz" lx"

ce qui était évident a priori puisque le problème que nous avons résolu s'identifie
à la recherche des transformations laissant invariant à un facteur près l'opérateur
de M. P. Humbert.

Nous retrouvons ici le théorème auquel nous faisions allusion aux nos 3, l O e t l l .
REMARQUE II : Les propriétés d'invariance que nous venons de signaler appar-

tiennent aussi à l'expression

(4i) de3 = (dyoz — dzlyf + (dzox — dxozf + (dxoy — dyox)*

— 3 (dy ÙZ — dzoy) {dz ox — dxo z) {dx 3 y — dyox).

A cette expression de pourrait être attachée la notion d'élément d'aire. Si nous
effectuons le changement de variables (9), l'expression devient

(4i') dc*= o6(d6ocp — dœoO) + f(dul? — doày) + o\do d% — dô 3 p)8

— 2p*(<70ocp — tZ<p 26) (daop — dp S») (dp 06 — d6oo).
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II. — Une seconde interprétation des systèmes (S).

2 8 . Avant toute chose il est boa de remarquer que toute intégrale de l'un des
systèmes aux dérivées partielles du premier ordre (S) est intégrale du système
d'équations aux dérivées partielles du second ordre

(2)
_ cvu yu _

et a fortiori de l'équation de M. P. Humbert.

Ce système (2) intermédiaire entre les systèmes (S) et l'équation ^11
étant utilisé dans la suite, nous en ferons une étude rapide.

2 9 . THÉORÈME : En variables u, v, w le système (S) prend la forme simple

On en déduit la forme de l'intégrale générale

(42)

où ƒ, g, h sont trois fonctions arbitraires d'une variable.

3 0 . THÉORÈME : L.a seule intégrale du système (2) gui ne dépend que de p seul
est log p. En effet on a

log p = log u 4- log v + log tv.

3 1 . THÉORÈME : -Si U(x, y, z) est une intégrale du système (S) il en est de même
de la fonction

2S£l
cz J
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En effet la transformation considérée qui peut s'écrire

a ur — v wf = w v' = 3 1

transforme l'expression (42) en une expression analogue.

32. La démonstration précédente est encore valable lorsque uf, vr, wr sont des
fonctions d'une seule des variables u,v,w; on peut donc énoncer le théorème
suivant :

THÉORÈME : Si U(x, y, z) est une intégrale du système (2) il en est de même de
la fonction

où X, Y, Z, sont trois intégrales de l'un des systèmes (S).

33. THÉORÈME : La fonction log X(x, y, 2) est intégrale du système (S)

34. THÉORÈME : Les coefficients de 1, j , j*f dans le développement de (x 4- jy -\-j*z)n

sont des intégrales du système (S).
On a vu en effet au n° 13 que ces polynômes s'expriment linéairement en fonc-

tion de u7', vn
t ivn.

On pourrait aussi énoncer des théorèmes analogues à ceux désn0816 et suivants,
mais qui n'offriraient qu'un intérêt très limité.

35. Revenons maintenant aux systèmes aux dérivées partielles (S). Considérons
les trois fonctions

(43)

ƒ (x, y, z) = X(x, y, 2) + Y(ac, y, z) + Z(x, y, z),

,z) = X(x,y,z) +j Y(pc,yfz)+fZ(x,y9z),

,z) = X(x,y,z) +jtY(x,y9z) +j Z(x,y,z).

D'après ce que nous avons vu au n° 26, dire que X, Y, Z sont intégrales d'un
système (S) revient à dire que les fonctions ƒ, g, h dépendent chacune d'une seule
des variables u, v, w.

Les systèmes (S) jouent donc dans le cas actuel un lôle analogue à celui des
systèmes de Cauchy Riemann dans l'étude des fonctions analytiques, ce qui justifie
le titre donné au présent chapitre.

On dira que les fonctions X, Y, Z intégrales d'un même système (S) forment
un système conjugué; on pourra toujours, à des permutations près des lettres 9»,
&, 3é, mettre un tel système sous la forme
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t X(x; y, z) = gï(u) 4- ij{v) .+• M(

(44) Y(x, j 3 z) = 5(u) +r§(o) A-j M(

[ Z(JC, y, r) = gï(«) "-h jf r;(ïi) -f ƒ <>(7>(

où 3»(u), tó(ü), ^ê(iü) sont trois fonctions arbitraires, dérivables.

3 6 . Il est intéressant de confronter la définition que nous venons de donner des
fonctions conjuguées avec celle proposée par M. N. Cioranesco(!) pour les équations
de Laplace à plusieurs variables, définition que nous allons adapter au cas actuel.

Exprimons que : la fonction

(45) * ( x , y, z) = log [(X -h A):' + (Y -h ^f + (Z -f v)3 - 3 ( \ + X) (Y + [x) (Z + v)]

où X, Y, Z son^ iroÎA- Intégrales du système ( ï ) (oa t/e t équation de M. P. Ilumbert)
.̂s/ elle-même intégrale de ce système (ou de cette équation) quelles que soient les cons-

tantes X, [X, V.
Pour simplifier les calculs, il sera bon d'utiliser les variables u, v, w et de con-

sidérer la nouvelle fonction

(46) U-(u, v, w) — log [(«' -h a) (v' + p) (w' + Y)] — g log (tt' + a).

a) Exprimons d'abord que u', v', ia', W sont intégrales de (S') quelles que soient

les constantes ot, S, y. On a

y ^ Q DU^lî Q cVi ^ü

?Û U "" O u' + a "~ k5 (tt' + a)2(tt'

Comme u', Ü', M/ vérifient (Sf) la première somme de Lamé est nulle, en écri
vant que *F vérifie aussi (S') il vient donc

S OU Cl) f^ CU cLU r~>) CW uit

(tl' + *)* = ^ (u' + a)s ~" ^ (u' + a/ ~" ° '

Mais ceci doit être vérifié quelles que soient les constantes a, p, y, les neuf numé-

rateurs sont donc nuls, u', v', w' ne sont fonctions que d'une seule variable et

X, Y, Z seront de la forme (44).

(*) N. CIORANESCO, Sar les fonctions harmoniques conjuguées (Bull, dos Sciences mathé-
matiques, a* série, 56, 19^2, p. 55).



SUR L'ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 3 Ï

b) Exprimons maintenant que u', v', w\ TF sont intégrales de (:J), En opérant
comme plus haut il vient

ya' D*«' Du' yur ^ur^ yu Du'

DuDt ' ^ O tu' + a) Ö
Du Du DÎ J Du DM; DU DU; DU DU

l«' + a) ^ («' 4- a)3

Da' Du' -Du'

+ (a' + a)3

Comme u\ v', w} vérifient (i) la première somme de Lamé est nulle. En expri-
mant que la relation est vérifiée quelles que soient les constantes a, p, y on est
amené à annuler tous les numérateurs ce qui montre que «', v\ w' sont des fonc-
tions de deux des variables u, v, w. Les fonctions X, Y, Z pourront donc se mettre
par exemple sous la forme

( X(a\ y, z) = F(Ü, w) + G (wt u) + H (u, v),

(4?) ) Y(œ, y, 3) - F(u, u;) + ƒ G K a) + J H(u, v)9

Z(xt y, z) = ¥{v,iv) +j G(w, u) + ƒ H(u, t?).

où F(t>, w), G (tu, «), II (•«, u) sont trois fonctions dérivables arbitraires. Nous
dirons encore que X, Y, Z forment un système conjugué.

On voit facilement que les fonctions X, Yr, Z du système (47) vérifient le sys-
tème d'équations aux dérivées partielles

(S'J

Ce système se déduit du système (S6) par la substitution des opérateurs I>r,

D t D^ aux opérateurs — , -^-, -̂ —. En opérant la même substitution sur l'en-
•v " Dx c^y Dz

semble des systèmes (S) on obtient une nouvelle série de systèmes (S7), on pourra

donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME : Si la fonction <ï> ou X, Y, Z sont trois intégrales du système (S) (OH

de ïèquation de M. P. Humbert) est elle-même intégrale de ce système (ou de celte

équation) quelles que soient les constantes X, (/., v, c'est que les trois fonctions

X, Y, Z sont conjuguées, c'est-à-dire intégrales de Vun des systèmes (S) (ou de Vun

des systèmes (S')).
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3 7 . Remarquons que lès intégrales de l'un quelconque des systèmes (S') véri-

fient le système

(ï4) D*»U — D^U = D^li — D^l ï = D*,li — D^,lî = o,

^t a fortiori l'équation

3 y

puisque Ton a l'identité

du' dv' dw'
Signalons encore que dans le cas du n° 2 6 les dérivées -—-, —r-, ——- s'ex-n du dv dw

, . n DX ^X dX
priment linéairement en fonction de , , ——.r ^x iïy ùz

III. — Comparaison avec les fonctions harmoniques.

3 8 . On sait que les permutations des lettres x, y, z laissent invariant l'opéra-
teur A3a, c'est-à-dire géométriquement que la droite x = y = z joue le rôle d'un
axe de répétition d'ordre trois. Faisons donc un changement d'axes tel que les nou-
veaux axes forment un trièdre trirectangle O^YJC, le nouveau demi-axe OÇ étant
porté par la droite x = y = z. Nous pourrons prendre (cf. G. BOULIGAND. Cours de

Géométrie analytique, 2e éd., p. 35)

(48)

. s in a
q = {x + y — 2Z) — — ,

'<i = (J — x) —• sin a,
2

£ = (x + y -h z) cos a .

Nous poserons aussi

(5o)

(49) y —r*

— 2 :

3 sin a

% = (X + Y + Z) cos

3 sin a s/S sin a 3 cos a

3 sin a y 3 sin a 3 cos x

3 cos a *
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Si nous supposons que le trièdre initial Oxyz est aussi trirectangle, l'angle a est

alors celui de la diagonale du cube avec les arêtes.

39 . Exprimons d'abord u, vt w en fonction de ç, TJ, Ç; en utilisant les for-

mules (2) et (49) on trouve

(50

U — X + y + z =
COS a

v = x 4-7 y

w = a: + f y + J 2 =

2 Sina

2 sm a

Nous nous trouvons, aux coefQcients près, devant le changement de variables (22);
on déduira de (5i) l'identité

(52)

4 0 . Exprimons maintenant le système (2) en variables ç, 7],Ç; un calcul

simple nous donne les relations

. = 7 sin' a
4

3 . ,
Dv"=7 s i n

4

3
+-smacosa

2

\ 3 . / S
*̂ +~smacosa -^r^r

9 /• "\2 >ï v

° s = 7 s i n* ot ( ̂ rr + -r-^ ) ~ 3 sin a cos a - ^

Le système (S) prend donc la forme

L'intégrale générale sera de la forme

où U4(Ç) est une fonction de Ç 5ea/, 11,(5, rj une fonction harmonique de ?, vj.
Les fonctions 96, Hi, S seront de la même forme, ainsi qu'il résulte du sys-

tème (5o).

5
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4 1 . D'une façon plus précise, cherchons par exemple ce que donnent les sys-
tèmes (SJ et (S8) pour les fonctions %f

 (1|, %.
Dans la première hypothèse on trouve

^ _ cVy _ i r ^x DX c^xn

ni *% as
: _ _ii = = . —o

l W Dg ^

on en déduit que

% et \l sont des fonctions harmoniques conjuguées de ç,
% est une fonction de Ç seuL

La seconde hypothèse qui fournit les relations :

/ ?9S ̂  Ŝ J. ̂  , r- ? x X̂ ?XH

âr,

nous conduit à un résultat analogue.
Pour les autres systèmes (Sa), (S3), (S4), (S5) la seule relation remarquable est

^ | = i.(i + < /+ / )d ivX = o;

on en conclut que S e /̂ une fonction harmonique de c, r, seuls, % et
sommes de fonctions harmoniques de Ç, ̂  et de fonctions de Ç.

étant des

42. Cherchons maintenant ce que deviennent les systèmes (S') en variables
ç, r,, Ç. Pour cela nous commencerons à interpréter le système (24) qui s'écrit en

, A TT r u , ^ 2u
posant AWU = —ri- + —r,



SUR L EQUATION DE M. PIEBRE HUMBERT. 35

(2.)
(D?. — D*) U = -y- sina a cos a cos a —- — sin a \ A4U = o .
v * J 4 ( t \ <^?^? )

Ce système prend donc la forme simple

(50 w-^v=

il peut se réduire à l'équation unique

où A est une constante arbitraire et V une fonction ax^bitraire.
Sous la forme (£',) on voit grâce à (5a) que le système (SJ est vérifié lorsque

U est intégrale de l'équation de M. P. Humbert, ce qui était évident a priori U étant
dans ce cas une somme de fonctions de deux des trois variables u, vt w.

43 . D'une façon plus précise, cherchons ce que donnent les systèmes (S'J et
(S'J pour les fonctions x, y, z.

Dans la première hypothèse on trouve

2

sin a

D . S = T>y% =

•DJB-aDJX = 9 . , ^ X~ sin a cos a —
2 ^ÇcH

- D J X = — 2 sin' « cos

D,S = cos a [Dx + D, + DJ X = 5 sin' a cos a ( ~ +
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Ce qui nous fournit les relations

c'est-à-dire encore

^r + -c^r =

âr L IT ~ "̂ r J=^? Liv

La seconde hypothèse nous fournirait de même

b ̂  L ()Ç i> Y, J ^ ï L t̂  7j ô; J

Considérons le premier de ces deux systèmes; la troisième ligue fournit immé-
diatement

où SSiCÇi >i) et S,(Ç) sont deux fonctions arbitraires.
De la deuxième ligne on déduit
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-où <p(§, 7j), •]>(£,'0 sont deux fonctions arbitraires ; mais de la première ligne on
déduit alors

•la fonction <p + i-j/ es/ donc analytique de la variable Ç 4- i^-

Formons encore la dérivée areolaire(') de la fonction 9g 4- ieU» on a

Les résultats précédents expriment donc encore que /a dérivée aérolaire de la
/onction % 4- i% est une fonction analytique de la variable B, — ir,.

Le deuxième groupe de relations nous donnerait des résultats similaires. Les
autres systèmes, (S'J, (Sr

a), (S'J, (Sr
5) seraient d'interprétation moins simple;

remarquons seulement la relation

DXZ 4- Vy% + DaS = o d'où \Z = o.

44. Pour l'équation de M. P. Humbert en utilisant la formule (5a) on est con-
duit à

où H(ç,7}) est une fonction arbitraire,
On peut aussi écrire l'intégrale générale sous la forme

où f, g, h sont trois fonctions arbitraires.

45. Voyons maintenant comment peuvent s'interpréter les fonctions P(0,
Q(Ô, cp) R(ô, cp) dans ce système de coordonnées.

En utilisant les formules (8), (9) et (48) on trouve

g = R cos Ö = — |

T, = R sinö = p ̂  [(1 - ƒ) e ^ > + (1 -j) e*'

Ç = c cos a eî+?,

(*) M. NicoLEsco, Fonctions complexes dans le plan et dans l'espace (Thèse, Paris, 1928). —
N. THÉODORESCO, La dérivée aréolaire et ses applications à lu Physique mathématique (Thèse,
Paris, 1931).
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Tirons R et Ö de ces formules il vient

(53) R* = ff' + y*) = f sin* :

= —_ - _ J_ I — I

d*où

(54) vi = ^ - (0 — ? ) + -^ -
2 O

On déduit des formules (53) et (54) que les surfaces 0 4- o = c t e sont des cônes
de révolution d'axe OÇ et que les surfaces 0 — o = cte sont des plans dont on n'uti-
lisera qu'un demi-plan.

On peut du reste retrouver les expressions 0 -f y et 0 — cp en exprimant P(6, v)t

Q(0, cp), R(0, o) en fonction des lignes trigonométriques. En remarquant que

on trouve

(tkï\

(55)

P(e,«p)=-

e°r* + 2e

ce sont les formules données par Appell [ r ] .



CHAPITRE III

Sur un espace attaché à l'équation de M. P. Humbert

I. — Les trièdres d'Appell.

46. — Dans les chapitres précédents nous avons vu que dans l'étude actuelle
les expressions

«'•+ ƒ + z*—'6xyz, ds" = djf + dy* + dz* — 3dxdydz,

et les trois fonctions

P(e, <?),

jouent le même rôle que les expressions

x* 4- y\ ds* = dx* + df,

et les deux fonctions

cos 6, sinô

dans l'é tu de du Laplacien à deux dimensions.

Mais aux quantités y/x2 4- y%, cos 6, sin Ô sont attachées dans l'espace euclidien
à deux dimensions les notions de longueur et d'angle; nous allons de même cher-
cher ici à faire correspondre aux quantités

\/x* + f -t- e — 3xyz, P(e, *p), Q(e, cp),

de nouvelles notions de longueur et d'angle et définir un nouvel espace.

47. DÉFINITION : Étant donnés deux points infiniment voisins M(x, y, z) et
M!(x + dx, y 4- dy, z -\- dz) nous appellerons distance entre ces deux points la

quantité

ds = \ / W 4- dy* 4- dzz — Sdxdydz.
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Si nous cherchons les courbes qui réalisent entre deux points quelconques le
minimum de l'intégrale

I = f ds,

le calcul des variations nous fournit le système d'équations différentielles

dy dz
dx dx

où a et 6 sont deux constantes arbitraires.
Les équations générales de ces courbes peuvent s'écrire

x xQ y yo
 z ZQ

« ~ P ~ Y '

nous leur réserverons le nom de droites.
Deux droites dont les coefficients a, |3, y sont proportionnels, les constantes

XQ' Jo> ZQ étant différentes seront appelées droites parallèles.
Nous appellerons plan la surface d'équation

où A, B, G, D sont des constantes arbitraires. D'après ce qui précède la généra-
tion du plan fera l'objet des mêmes remarques qu'en géométrie euclidienne à trois
dimensions.

Revenons à notre notion de longueur.

DÉFINITION : Étant donnes deux points M , ^ , yi9 zt), Mt(x%, y,, zt) il passe une

droite et une seule par ces deux points; nous appellerons distance M4Mt la longueur

du segment de droite M, Ma

(56) M ^ = C(tft ™ xty + (y, - y f + (zt - z\Y - ?> 0*s - xt) (y, - yf ) (z% - z).

Cette relation donne lieu à l'identité

(57) M,Mt 4- M , M i = o.

Étant donnés deux points distincts leur distance est en général différente de
zéro. Toutefois si les deux points sont choisis dans le plan d'équation
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leur distance est nulle; la même propriété appartient aux plans d'équation

ou

Ces trois familles de plans jouent donc ici le même rôle que les droites isotropes
de l'espace euclidien plan.

Prenons le point M0(xQ, y0, zQ), le lieu des points situés à uoe distance / de ce
point sera la surface d'équation

C58) (x - x„y +(y- 7ty + (z - zj -i(x— x.) (y - y.) (z - z„) = P

que nous utiliserons plus loin.

48 . Considérons maintenant les fonctions d'Appell P(Ô, 9), Q(0, cp), R(6, cp)
pour lesquelles nous avons déjà donné un certain nombre de formules (cf. (8), (10),
(11), (12), (55)). Complétons ces renseignements en donnant les formules d'addi-
tion dont nous nous servirons dans la suite

(59)

P(6 + 6', » + T') = P(9, T) P(8', ? ') + Q(6, ?)R(6 ' , *') + R(6, <p)Q(8', cp'),

Q(6 + 6', r + cp') = R(6, <p) R(e', ?') 4- P(6, <p)Q(e', cp') -f Q(8, (p)P(e', cp'),

R(6 + 0', cp + CP') = Q(8, cp) Q(9\ cp') + R(8, cp) P(6', cp') + P(9, cp) R(6', cp') ;

nous en tirons

P(ae,2<p) = P*(ô, <p) + 2Q(6 )c?)R(o î ?),

R(aO, 2 ?) = , Q"(e, T) + 2 R(6, cp) P(6, ? ) .

Nous en déduisons de proche en proche les formules d'addition pour trois,
quatre... couples d'arguments ainsi que les formules de multiplication correspon-
dantes.

4 9 . Considérons un point M (a, 6, c); d'après le changement de variables (9)
on peut écrire

), c = p R ( e , cp).
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De la définition du n° 4 7 on déduit, grâce à l'identité (io), que la distance OM
est égale à pt on peut donc écrire

(61)

V 4- bs 4- i

6

R(9, ö) zr= ^

a3 4- V 4- «

On dira que l'on a les cosinus directeurs d* Appell de la droite OM. Plus généra-
lement les expressions (6i) définissent les cosinus directeurs d'Appell d'une droite
de paramètres directeurs a, b, c.

5 0 . NOTION D'ANGLE. Considérons deux vecteurs V et V' de composantes res-

pectives a, bt c, a\b\ cr ou de cosinus directeurs d'Appell P(6, <p), Q(6, 9),

R(e,<p),-P(O', cpO, Q(6' , ? ' ) . R(0', O -
Dans la géométrie euclidienne plane le cosinus de l'angle de deux directions

joue un rôle important dans l'étude de cet angle, ici nous ferons appel à la fonction
P mais cette fonction n'étant pas paire nous considérerons à la fois les deux expres-
sions

P(6' —ô. a/ — <p) et P(Ô —6', ? — <?')•

En utilisant les formules (ir), (69) et (61) on trouvera aisément que

a(a'* - b'c>) + b(b'* - c'a') + c(c<* - a'b>)

) $az + bz + c3 — 3a6c ^(a '3 4- &'3 -j- c'3 — 3a'6'c')5

(62) <
y , f u(jf — bc) + Ü (6* — ca) 4- cr(^ — at>)

DÉFINITION : iVous appellerons angle de deux directions, l'ensemble des deux quan-
tités ô — ôf, 9 — <pf définies par les équations (62) où les six quantités a, b, c9 a\ b', cf

sont connues.

Remarquons bien que nous ne définissons ainsi que la figure de l'angle et non
sa valeur.

En géométrie euclidienne plane deux directions sont orthogonales lorsque le
cosinus de leur angle est nul. Par analogie nous dirons ici que deux directions sont
orthogonales au sens d'Appell lorsque la double égalité

(63) P(6 —8', cp — ? ' ) = P(9r — Ô, <p' — cp) = o

est vérifiée.
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51 . Pour trouver les droites orthogonales au sens d'Appell à une droite donnée,
on est ramené à résoudre les équations (63) qui s'écrivent encore

( a ( a «_è ' c ' ) -h 6(6" —c'a') -h c(cn — a'b') = o,

(a'ta* — bc) + 6'(62 — ca) + c'(c*— a bf= o,

où a, 6, c sont les données, a', 6', c' les inconnues.
Or en géométrie euclidienne à trois dimensions la première équation représente

un cône du second degré ayant son sommet à l'origine et la seconde un plan pas-
sant par l'origine, il y a donc au plus deux solutions réelles. Comme on trouve que
les valeurs

( a' == b, b' = c, c' = a,
(64)

\a' = cf b' = a, c' = 6,

vérifient le système, on en déduit que ce sont les solutions cherchées.
THÉORÈME : Par un point d'une droite on peut élever à cette droite deux perpen-

diculaires au sens d'Appell et deux seulement.

52. Considérons maintenant les trois droites D, D', Df/ issues d'un même
point et dont les paramètres directeurs sont respectivement

(65)

a = û, S = 6 } y == c >

a' = C, ^ Q , y' = 6 ,

a" = 6 , p'; = c f Yff = a .

Ces droites prises deux à deux vérifient les équations (63f) elles sont donc
orthogonales au sens d'Appell, on dira qu'elles constituent un trièdre trirectangle
d'Appell ou d'une façon plus abrégée un trièdre d'Appell.

53 . Étudions les changements de coordonnées dans les trièdres d'Appell.
Soit Oxyz le trièdre de référence qui nous a servi jusqu'ici, Ox'y'z' le second

trièdre. Les cosinus directeurs de Oxf étant P(80, cp0), Q(60, cp0), R(80, <p0), les
cosinus directeurs des autres axes seront donnés par le tableau (65).

La notion de parallélisme étant conservée nous pouvons appliquer le théorème
des projections, on en déduit les formules de changement d'axes :

I x = x'P(6„ ?0) + y'R(6,f ?0) + 2>Q(Qt, <?„),

(66) } y = x'Q(60> <?.) + ƒ P(6QI ?0) + z'R(68l ?0),

z = a'R(8., o,,) + y'Q(e., ?.) +
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ou encore grâce aux équations (n)

x' = x P ( — ô0, — t&0) - f y f \ ( — 0o , — <p,) 4- z Q ( — 0o, — îp0),

y' = xQ(— 60, - <p9) -h y P ( - 6QÏ — ? J 4- z R ( - ö„ - ? 0 ) ,(67)

De l'identité

= (^-hy 4- s) (a? 4-y y + ƒ£)(# 4-ƒ y

on déduit que la distance d'un point M à l'origine est invariante par ce changement
de variables, il en est évidemment de même de la distance de deux points quel-
conques.

Considérons maintenant une droite de cosinus directeurs P(6, a>), Q(8, <p),
R(6, îp), Un point M de cette droite situé à la distance p de l'origine a pour coor-
données dans le trièdre Oxyz

Ses coordonnées dans le trièdre Ox'y!z' seront en tenant compte des équations
(67) et (59)

Les arguments des cosinus directeurs d'une droite quelconque se trouvent ainsi
tous diminués d'une même quantité ô0 ou <p0 ; on en déduit que Y angle de deux
directions tel que nous l'avons défini au n* 5 0 est invariant par le changement de
variables (66).

Par analogie avec la géométrie euclidienne plane nous dirons que le système (66)
définit une rotation au sens d'Appell autour de l'origine, d'amplitude (0o cp0).

Le déplacement le plus général au sens tïAppell sera défini par les relations

x = a 4- œ'P(60, ?0) 4- y'R(60, ?.) 4- z'Q(60, 9 o),

y = b 4- a?'Q(ô0, ?,) 4- y'P(6., ?0) 4- 2'R(60, f0),

z = c 4- a;'R(e0, ? i) 4- y'

(68)

où les constantes a, b, c, définissent la grandeur de la translation et les constantes
Ôo, cp0, Y amplitude de la rotation.

La similitude la plus générale sera obtenue en multipliant les coefficients
P(̂ o» ?©)» Q(^o' ?o)» R(ô«> ?o) P a r u n mênie nombre, nous serons alors dans les
conditions du n° 1 2 .
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54. Nous venons de voir que les transformations définies par les équations (66)
conservent les distances et les angles au sens d'Appell; on pouvait le voir plus
rapidement en remarquant qu'elles entrent dans le cadre des transformations étu-
diées au chapitre IL

Revenons maintenant à ces transformations, et considérons un système d'inté-
grales

= X(x, y, z), Y = Y(œ,y,z),

de l'un de ces systèmes(').
Soient

où a, p, Y sont des constantes arbitraires, les équations des trois familles de sur-
faces. Les notions de contact étant évidemment conservées, les équations des plans
tangents respectifs en un même point Mo(#o, y0, z9) sont

_ —

Les arêtes du trièdre formé par ces trois plans ont respectivement comme coeffi-
cients directeurs

3Z _

dZ

c)y

IZ

• = a' ,

V.' J- * - h^ m^Jk %- •<- JU ^ ^X ^Y ÔX 2)Y _
^ Z ~hX dX ÔZ '

_ ff

Si nous posons

(4) Dans ce qui suit nous n'utiliserons que les systèmes St et Sc afin de rester dans le
domaine réel.
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nous en déduisons dans le cas du système (SJ que les paramètres directeurs peu-
vent encore s'écrire

( Jtb7

h-
(s. [M,

et dans le cas du système S6 le même résultat avec échange des deux dernières
colonnes (').

Cela prouve avec les conventions du n° 5 2 que le trièdre considéré est un trièdre
d'Appell. On dira que les familles de surfaces envisagées forment un système triple
orthogonal au sens d'Appell.

Ces familles de surfaces jouent donc ici le même rôle que les systèmes de cour-
bes isothermes dans l'étude du Laplacien à deux dimensions.

Une famille de surfaces triple orthogonale au sens d'Appell, particulièrement
simple, sera celle définie par les équations

p — a, 6 = 6, <p = c,

où p est la fonction module, 6 et o> les deux fonctions arguments.
Considérons eucore trois familles de surfaces d'équations

ƒ,(<»» J> z) = a> /•(#. y» z) = b> ƒ,(»» r> z) = c>

formant un système triple orthogonal, et soient

x = ?1(a, 6, c), y = <p4(a, 6, c), z = «pa(a, 6, c),

les équations résolues par rapport à x . D'après un résultat énoncé par Appell [i]
les deux systèmes de familles de surfaces définies par les groupes d'équations

constituent encore des systèmes triples orthogonaux.

(*) Nous aurions des résultats analogues avec les autres systèmes (S), mais nous ver-
rions apparaître les coefficients r, j . , j% (ce qui ne changerait du reste pas les résultats au
point de vue orthogonalité au sens d'Appell, les relations d'orthogonalité étant encore
vérifiées).
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55 . Nous venons de voir que si X(x, y, z), Y(x, y, z), Z(x, y, z) vérifient un
système (S), les trois familles de surfaces d'équations

(69) X(xty,z) = a, Z(x,y,z) =

constituent un système triple orthogonal au sens d'Appell. Cherchons réciproque-
ment les conditions que doivent vérifier X, Y, Z pour que les équations (69) défi-
nissent un système triple orthogonal au sens d'Appell.

D'après ce que nous avons vu au n° 51 nous sommes amenés à écrire avec les
notations du n° 54 un système de relations tel que

= lc\

c' =

où \ et \L sont deux fonctions arbitraires^).
Si l'on remarque que les dérivées de X, Y, Z, par rapport à as, y, z sont tout

simplement les mineurs du tableau

a a' a"

b V b"

^ . J D(X, Y, Z) .
au coefficient a = —— ~- =b o pres, on trouve

D ( , y, z) ^ y

l — = b' c" — d b" = p(crn — a" 6"), d — = b" c — c" b = X (6r/2 — c" aO , d -̂— = è c' — c 6f = Xpt.(a'/2 — b" c"),

? — = c!arf — arc" — iL(afn — b" c"), d — = d'à — a"c = X(c"3 — atfbrr), d— = cd — ad = *Aix(6m — cffaff),
Dy • ĉ y ^y

? — = af6ff - 6faff = (*(&" - c'a'), c/ ̂ - = a'6 - b"a = X(affa — 6 V ) , d— = ab'-ba' = X(i(c
w — a '60 -

>7 .17 ^r

X, Y, Z vérifient donc le système d'équations aux dérivées partielles

^x _ ^ _ ^ z _

X—— — — —

X — — a — — —
c)y l Iz ïx '

On peut toujours supposer aff, 6ff, crf différents à la fois de zéro.
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Système déduit de S, par multiplication des deux premières colonnes par les
facteurs X, (/.(*).

En considérant l'autre hypothèse de proportionnalité des a, b, c, a', b', c',
a \ b", c" nous trouverions de même un système analogue à (S6). En ne se restrei-
gnant plus au seul domaine réel nous verrions apparaître des systèmes analogues à
(S»)» (S,), (S4), (S8), Appelons systèmes (S") ces systèmes nous pouvons énoncer :

Pour que les équations (69) définissent un système triple orthogonal au sens
d'Appell il faut et il suffit que les fonctions X(ac9 y, z), Y (as, y, z), Z(sc, y, z) véri-
fient un système (S'). Dans le cas où le système (Sf') se réduit à un système (S), on a
de plus un système isotherme de surfaces.

On peut du reste montrer que par un changement convenable de fonctions

un système (S") peut se transformer en système (S). 11 nous suffira pour cela dé-
montrer que la nouvelle fonction % peut être choisie de façon à vérifier le sys-
tème (S).

Exprimons d'abord que le système (S",) est compatible ; il nous suffira d'écrire
que les équations

2>Y , 2>Y . cïY ,
-— dx + —- dy + —— dz = o,

11 ^Z ^
di + d + = o>

ou, ce qui revient au même , les équations

ML , , » , , ML ,
-— c?o; + — - dy 4- - — dz = o,
^2 dœ ty

dz

sont complètement intégrables. Nous voyons que X vérifie le système d'équations

aux dérivées partielles

(*) Pour plus de symétrie on pourrait prendre les coefficients À, pi, v pour chacune des
trois colonnes.
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Exprimons maintenant que %ÇK) vérifie le système (S), nous avons, en posant

= o.

= o ,

= o,

ou

96' (X)
8.X 8.X

D'après les équations aux dérivées partielles vérifiées par X nous savons que les
trois premiers rapports sont égaux ; soit A leur valeur commune, il nous suffira de
montrer que A ne dépend que de X.

Prenons comme expression de A :

En remarquant que — = — QXXDZX = o, nous pouvons écrire

-h S X^D^X+17 S X^D-'X + -k S x ^ ^ x 3 S D^

aXDvX - 8XXD,X)
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En recommençant le même calcul pour et — nous trouverions que
oy oz

A A A A Y

JNous avons donc

D(A,X) _ D(A,X) __ D(A,X)
) ~ D(z,x) ~ D(x,y) = o

et A ne dépend bien que de la seule fonction X ce qui démontre la proposition
que nous avions en vue.

56. L'introduction des trièdres d'Appell va pouvoir encore nous donner une
interprétation géométrique simple de l'équation de M. P. Humbert, interprétation
à rapprocher de celle du Laplacien à deux dimensions.

Considérons d'abord le système (2), on peut l'écrire

(s)
D.U = - ^

D,U

/?U\
\lx)~

DU
= o ,

\ ïy J ïz

Si nous appelons encore tourbillon d'un vecteur V (X, Y, Z) le vecteur de com-
posantes

et que nous posions

(70
dU

le système (S) s'écrira

(72)
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Si nous posons au contraire

w J ty ÙZ dx

le système (2) s'écrira

(74)

Appelons rotation orthogonale d'Appell l'opération consistant à transformer un

vecteur V en un vecteur de même longueur mais porté par une de ses perpendicu-
laires d'Appell (cf. n° 51).

Les vecteurs définis par les composantes (71) ou (73) sont déduits du gradient

, ——. — par une rotatiou orthogonale d'Appell. Les équations (72) et (74)
ex oy vz

expriment que les tourbillons des nouveaux vecteurs sont encore nuls, on peut donc
énoncer :

THÉORÈME : Le système ('S) exprime que le champ de vecteur obtenu à partir du

champ de gradient de la fonction U en effectuant une rotation orthogonale d'Appell

est encore un champ de gradient.

Prenons maintenant l'équation de M. P. Humbert; elle s'écrit ainsi que nous
l'avons déjà vu

0 ) , ; ( ) ! ) + ( , ) + ^ ( , )

On exprime ainsi que la divergence du champ de vecteurs (DXU, DyU, DSU)
est nulle, c'est-à-dire que ce champ de vecteurs est un champ de tourbillon. Mais en
utilisant les calculs (72) et (74) on sait que le champ de vecteurs (D^U, DyU DSU)
est un champ de tourbillon lui-même, on peut donc énoncer :

THÉORÈME : L'équation de M. P. Humbert exprime que le champ de tourbillon du

champ de vecteurs obtenu en effectuant une rotation orthogonale d'Appell sur le

champ de gradient de la fonction U, reste encore un champ de tourbillon lorsqu'on

effectue sur lui une rotation orthogonale dÂppell.

5 7 . Regardons un instant notre espace avec un œil euclidien. Comme nous
l'avons vu au n° 4 5 , les surfaces Ô -f cp = cte et 0 — cp == cte sont respecti-
vement des cônes de révolution ayant leur sommet à l'origine et d'axe commun
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O£(sc = y = z) et des demis-plans issus de cet axe. Quant aux trièdres d'Appell ils
ont leurs arêtes également inclinées sur cet axe, et ils sont équifaciaux.

La forme analytique que nous avons donnée à ces trièdres est plus maniable que
celle que Ton aurait dans l'espace euclidien. A un problème euclidien sur ces
trièdres il y a donc avantage à substituer un nouveau problème dans notre espace,
dont nous interpréterons ensuite la solution.

Nous allons inversement utiliser l'espace euclidien pour rechercher les relations
existant entre les arguments 6, <p de deux directions orthogonales au sens d'Appell.
Soient les deux droites correspondant aux valeurs 8, cp et 6', (pr; en utilisant les
relations (53) et (54) on trouve, les déterminations des arguments étant convena-
blement choisies

9 c* 0 ? h ,
3\/3

d'où Ton tire

3 \/3 3 \/$

Gomme vérification on trouve en utilisant la première formule (55)

P<ô-8\ T- ( p ' ) = P(6'-ei T ' —<p)=i

IL — Un essai de théorie des courbes et des surfaces.

58. En géométrie euclidienne plane la normale en un point d'une courbe est la
polaire de la tangente par rapport aux deux droites isotropes issues du point de
contact. On est tout de suite amené à faire ici quelque chose d'analogue avec les
surfaces en remplaçant les deux droites isotropes par les trois plans, jouant le rôle
de plans isotropes, que nous avons rencontrés au n° 47.

Soit la surface d'équation

f(x,y,z) = o,

et un point xo1 y0. zQ de cette surface, point que nous choisissons comme origine
des coordonnées.
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L'équation du plan taugent est

X/' +Y/'v +Z/S = o ,
o vo o

et celle de l'ensemble des trois plans isotropes

Xa-f-V + Z3 —3XYZ = o.

Passons en coordonnées tangentielles. Le plan tangent a pour coordonnées

et le cône décomposé en trois plans a pour équation tangentielle (l)

r = o.

La première polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé aura
comme équations tangentielles

r = o;

en revenant aux coordonnées ponctuelles on a le cône d'équation

La deuxième polaire du plan tangent par rapport au cône décomposé a pour
équations tangentielles

r — o

c'est donc la droite, issue du point considéré xot ya, z0, ayant pour paramètres
directeurs

(76) ( A .)• -f'y/\, ( AJ - / . A . ( / '0' - A /y a'

(*) Dans les divers calculs nous avons utilisé 1*identité (3o). Remarquons aussi que les
notations u, v, iv utilisées ici n'ont rien à voir avec celles des deux premiers chapitres.
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59. Lorsque la fonction /(se, y, z) est une intégrale du système (2) on peut
l'incorporer dans une famille de surfaces formant avec deux autres familles un sys-
tème triple orthogonal au sens d'Appell. La droite définie par les paramètres (76)
est, d'après ce que nous avons vu au n° 54, l'intersection des plans tangents en
(x0, j 0 , zQ) aux deux autres surfaces passant par ce point.

Dans tous les cas le plan tangent à uae surface, a une équation vérifiant le
système (S), on peut donc toujours l'incorporer dans un système triple ortho-
gonal; la droite considérée est alors l'intersection des deux autres plans passant par
le point commun. D'après ce que nous avons vu au n° 54, ces trois plans déter-
minent un trièdre d'Àppell.

Finalement étant donné un plan et un point de ce plan on peut toujours (et cela
d'une façon unique) le prendre comme face d'un trièdre d'Appell ayant ce point
pour sommet ; la troisième arête (non contenue dans le plan) de ce trièdre est la
droite définie par les paramètres directeurs (76).

DÉFINITION : Les droites dont les paramètres directeurs sont donnés par les
expressions (76) où f(x,y, z) = o est l'équation d'an plan, sont dites normales
d'Appell au plan au point d'intersection. Ces droites sont encore normales d'Appell
à toutes les surfaces tangentes au plan au point considéré.

Réciproquement étant donnés une droite et un point de cette droite, il passe par
ce point deux perpendiculaires au sens d'Àppell à la droite considérée; ces deux
droites déterminent le plan normal d'Appell en ce point à la droite donnée.

Ceci nous amène à nous poser le problème suivant :
PROBLÈME : Quel est au sommet d'un faisceau plan de droites, l'enveloppe des

plans normaux d'Appell à toutes ces droites?
La théorie des formes polaires nous en donne la solution immédiate, cette enve-

loppe est la première polaire (76) du plan des droites par rapport au cône isotrope
ayant même sommet que le faisceau.

60. Comme application de ce qui précède, cherchons ce qui pourra jouer le rôle
de Y équation normale d'un plan.

Considérons la droite issue de l'origine d'équations

x = pP(6, cp), y = PQ(6, ? ) , z = PR(6, ? ) ,

où G et © sont deux constantes, c la distance à l'origine du point courant. L'équa-
tion du plan normal dWppell issu du point x0, y9t z9 situé à la distance d de
l'origine sera

(x - a>.) [P"(8, cp) - Q(0, cp) R(0, ? )] + (y - y.) [Q2(0, «p) - R(6, cp) P(8, «p)]

+ (z - zt) [R'(6, 9) - P(8, <p) Q(6, <p)] = o,
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c'est-à-dire

( - e , - <p) + (z - 6 , - ?) = o ,

ou encore

(77)

On démoutrerait de plus très aisément que la plus courte distance (minimum
de p) de l'origine au plan est justement la longueur d.

6 1 . Faisons maintenant une étude succincte de la surface

à laquelle nous donnerons le nom de sphère d'AppellÇ).

On peut, ainsi que l'a fait Appell [1], la représenter paramétriquement par les
formules

(78') x = PoP(Ô, a), y = PoQ(ft, cp), z = PoR((k cp).

La normale à la surface au point (x0, yo7 z0) a pour paramètres directeurs
d'après le paragraphe précédent

(y? - *o * . ) " - ( * : - ^o7s) feo- ys^o) =

( ^ - ^ 0 y . ) % - t â - ï o z . ) (ri - zQxQ) =

elle est donc confondue avec le rayon vecteur.

Le plan tangent au point (Ôo, ©0) aura comme équation

(77') ~ e, — < (— e, — cp)

Prenons maintenant un point M(x4, y4, z4) extérieur à la surface et considérons

une sécante variable issue de ce point

x — xx -h
3 — 3 a 6 c = 1).

2 =

(4) Cette surface qui apparaît dans diverses théories porte de ce fait des noms diffé-
rents, on l'appelle aussi sphère affine, hyperboloïde cubique...
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L'équation aux X des points d'intersection de la sécante et de la surface est

(œ, + a\y + (y, + bl)> + (z, + cX)3 — 3(as, + aX) (y, + bX) (z, + cl) - ?3
0

= < + yl +•*: —3ar,y,z. - ?l + X[...] + À'[...] + X3 == o.

Le produit des trois racines \ \ \ s'écrit donc

(79) \ \ \ = ?:-?i,

où p4 est la distance OM. On appellera ce produit puissance du point par rapport
à la surface. Le lieu des surfaces d'égale puissance sont des sphères d'Appell con-
centriques.

62 , Cette surface peut encore servir à définir une transformation, étudiée par
M. D. V. Jonesco [44], analogue à l'inversion dans le plan.

Au point M(x, y, z), faisons correspondre le point (i(Ç, rh Ç) défini par les-
relations

(80)
x* — yz y% — zx z* — xy x3 -h y3 -h z3 — Sxyz '

On montre facilement que Ton a les relations

\ / ~E* ~Y — * ^E" — ~yi ET~ — ~̂-3 i 7^ i vi ö*

ce qui montre les rôles réciproques joués par les points M et j*. ; on trouve du reste

les relations

(83) cc?+y-/)+zÇ = /c,

(84) (x* - yz) (Ç1 - r, 0 + (f - zx) (r,1 - 1 E ) + (z1 - xy) (?• - »,) = fc».

Remarquons aussi que les droites OM, OJJL sont dans un même plan avec Taxe
x = y = z .

Si nous utilisons les variables u9 v, w du chapitre I la transformation s'écrit,,
ainsi que nous l'avons vu au n° 9

uu' — wv' = vwr = 3,

elle fait partie des transformations étudiées au chapitre IL
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Exprimons maintenant la transformation au moyen des coordonnées p, 6, ». Le

point

2 = PR(6, cp),x=PP(6,<p) ,

se transforme en

P

c'est-à-dire encore

Ç = £p(-f,—8).
f

y = p Q ( 8 . < p ) .

<"7<

l ( - 6 , -<P),

) ( - ' - ? , - 0 ) , -
P

Les équations de la transformation peuvent donc s'écrire

(85) P = T ' © = - ? > * = —ô,

ce qui montre clairement que la transformation échange les surfaces concentriques
p = cu sauf une qui est laissée invariante; sur cette dernière surface les courbes
6 = cte, cp == ct0 (qui sont des asymptotiques ainsi que Ta montré Appell [1])
s'échangent. Sur cette surface la transformation revient du reste à une sorte de
symétrie par rapport à la courbe d'équation

e + cp == o.

6 3 . Disons maintenant un mot des courbes gauches. Considérons une courbe
gauche donnée par les expressions des coordonnées du point courant en fonction de
Fabscisse curviligne

(86) x = x(s), y = y(5), z = z(s);

les cosinus directeurs de la tangente seront (')

avec

(*) Nous utilisons ainsi la sphère d"Appell comme indicatrice; nous avons donc ici une
mesure de l'angle élémentaire au moyen d'arc élémentaire de l'indicatrice de rayon unité.
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Le plan. normal d'Appell aura pour équation

(88) (xn — y'z') (X - x) + ( / ' — z'x') (Y — y) + (s11 — a?'ƒ) (Z - z) = o .

Pour le plan osculateur, comme la théorie du contact est encore valable, son
équation est

(89) (ï z" - fz') (X - x) 4- {z! x" - z" x') (Y - j) + W — afy') (Z - z) = o.

L'intersection des deux plans sera la droite de coefficients directeurs (*)

on l'appellera normale principale à la courbe.
Si a', B', y' sont les cosinus directeurs de cette normale, on aura d'après ce qui

précède les formules de Frenet (*)

du a' c/,8 \i' dy yf

avec

(90 ^

Si nous considérons maintenant la courbe comme trajectoire d*un certain mou-
vement d'équations

(92) x = x(t), y = y(t), z = z{t)

on aura en posant
ds

(98) xr = 0LV, y' = p v , 2 ' = Y U ,

ü2 du „ f 1/ dû „ . ü* du
(94) 0̂  = ^ + . ^ . , y = p ' - + P ^ . , ' = T ' _ + T _ ;

Y accélération Y peut donc ici encore être considérée comme résultant d'une accélé-

ration tangentielle Vt = —— et d'une accélération normale I \ = —-.
û  R

(4) Nous avons utilisé les deux identités

x'3 + y'3 + 2f3 — 3x' /z ' = 1,

xtr(x'*~- fz*) +y(y'« —z'as') + zff(̂ fa — x'y') = o.

(a) Nous pourrions étudier aussi la variation du plan osculateur afin d'introduire quelque
chose d'analogue à la torsion, mais les calculs sont rapidement inextricables.
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64. Comme exemple de courbe, prenons une courbe 6 = 60 sur une surface
p = p0. On a les équations paramétriques

(95) x = PoP(6o, ? ) , y = PoQ(6a, cp), z = p#R(60I ? )

on en déduit

(96) « = Q(0,.»), p = R(O.,?),- T = P(0, r 9)

car

ds = pnof cp.

L'équation du plan normal sera

» ( - « . . - T ) (X —œ) + Q( -V~«p) (Y-y) + P ( -9 . , - « ) ( Z - r ) = o

ou en remplaçant x, y, z par leurs valeurs

(97) R(-9. ,

ce plan passe donc par l'origine.
La normale principale a pour cosinus directeurs

(98) a' = H(60, cp), p' = P(ôoï cp), Y' = Q(60> cp)

d'après ce que nous avons vu au nù 5 1 , cette normale est donc orthogonale au sens
d'Appell au rayon vecteur, ce qui montre que le plan osculateur à la courbe est le
plan tangent à la surface p = p0. Les courbes 6 = 60 sont donc (tout comme dans
l'espace euclidien à trois dimensions) des ligaes asjmptotiquesde la surface p = po;
Pour le rayon de courbure on voit facilement qu'il ^est constamment égal à p0. Les
mêmes propriétés appartiennent évidemment aux courbes cp = o0.

6 5 . Revenons encore à la sphère d*Appell sur laquelle se trouve tracé le réseau
des courbes 6 = c'Y <p = c l \ D'après ce que nous avons vu au n° 5 4 , ce réseau
de courbes est un réseau orthogonal (puisque les familles de surfaces p.= a , 6 = by

(p = c forment un système triple orthogonal).

La distance de deux points infiniment voisins est donnée par la formule

(99) ds = \/p3
0(dtj* + <i<p3),

ainsi qu'on le voit en faisant p = p0 dans la formule (34).' On voit facilement que
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la distance géodéslqae entre deux points distincts M, (6^) , M,(6,, <ps) est donnée de
me rue par la formule

(IOO) M,M, = p. ̂ (6, - e,)* + (?. ~ ?t)
3 -

Mais si Ton considère de même le plan xOy d'un trièdre d'Appell (tout plan
peut répondre à la question) la distance de deux points infiniment voisins est
donnée par

(101) * = \/dx3 + dy\

et Ton a pour deux points distincts Mt(xt, y,), M8(#a, yt)

On peut donc établir une correspondance ponctuelle entre la sphère d'Appell et
un plan. Prenons par exemple

(io3) # = coe, y = ?oyi

les mesures de longueur'sur le plan et sur la surface seront les mêmes.
Considérons maintenant deux courbes de la surface et leur représentation plane

et cherchons si Fangle d'Appell de ces deux courbes est le même que celui de leurs
représentations. Nous pouvons sans nuire à la généralité supposer ces courbes issues
du point 6 = cp = o, leurs équations seront alors

et Ton aura d'après (12) et (78') sur l'une et l'autre courbes

<io5)

et les expressions (62) sont respectivement égales à

c/x = (XR -j- Q) df} ( ox = (piR -f Q) Sep,

dy = (XP -h R)d<p, '| oy = ( (xP + R)Scp,

c?z = (XQ -f- P) d& . \ ÙZ = (p.Q + P) Sîp *
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Pour la représentation plane on aura

dx = \dy , dy = dy , dz = o,

Sy = Sj, oz = o,

et le calcul des expressions (62) redonne les expressions (106).
On exprimera cette conservation des distances et des angles en énonçant :
TBÉORÈME : La sphère d'Appell est applicable sur tout plan de l'espace.

On déduit de cela sans calcul que les géodésiques de la surface sont les courbes
d'équation

(107) a8 -h b® + c = o .

où a y 6, c sont des constantes arbitraires.
REMARQUE : Ajoutons que si nous prenions comme élément d'aire l'expression

da définie au n° 27, la transformation définie par (io3) établit une correspondance
à aires égales entre le plan et la sphère d'Appell.

III. — Comparaison avec l'espace de Finsler-Cartan.

66. Dans les différents paragraphes qui précèdent nous avons cherché à généra-
liser la géométrie euclidienne plane en substituant à l'expression ordinaire de la
distance de deux points infiniment voisins la nouvelle expression

(108) ds = \/dx* H- dy* + dzz — 3 dxdydz.

De nombreux essais de généralisations ont déjà été tentés par d'autres auteurs
parmi lesquels nous citerons MM. P. Finsier, L. Berwald... Je voudrais dans les
lignes qui vont suivre voir en quoi le point de vue Finslérien tel que Tentend
M. E. CartanC) diffère du point de vue que j'ai considéré.

Remarquons tout d'abord que les notions de normales coïncident; en effet la
sphère d\Appell est extrémale à la gerbe de droites issues de l'origine lorsque Ton
prend comme ds l'expression (108), la normale de Finsler à la sphère d'Appell est
donc encore le rayon vecteur. On en déduit évidemment que la direction de la nor-
male est la même pour toute surface dans les deux espaces.

(*) Sur les espaces de Finsler (Comptes Rendus, 196, 1933, p. 584).
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67. Étudions la sphère d'Appell p = i au sens Finslérien, nous aurons(*) en*
coordonnées p, 6, 9

p = p = 1 , O = cp = o .

avec sur la su rface (2)

Nous tirons de (109) les relations

(no) piê1 — p'p?,

Eu utilisant l'indice zéro pour représenter les valeurs prises sur la
d'Appell, nous aurons

m. = &-,,). = r, (<£•,). = (2; s). = o.

Nous aurons ensuite en dérivant convenablement les relations (no)

d'où

Sur la sphère d'\ppell la forme angulaire sera donc donnée par

f1) Nous utilisons les notations de la note cilée; par exemple Fp = — , F; 2 = -—

(*) Les mesures sont rapportées au repère naturel mobile en coordonnées p, 6, 9 l'élé-
ment d'appui étant dirigé suivant le rayon vecteur.
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Comme sur la sphère d'Appell p = i, les d*6, df sont égaux aux dQ, d<p('),,nous
voyons ainsi que notre notion d'angle est profondément différente de celle de
Finsler-Cartan puisque Tune revient à considérer c?83 -j- ofcp8 et l'autre dOtfcp.

Cette différence de théorie apparaît à nouveau si Ton étudie la géométrie intrin-
sèque de la sphère d'Appell.

Comme

on trouve facilement que

d*où

Au point de vue Finsler-Cartan la géométrie intrinsèque de la sphère d'Appell
est celle du plan euclidien ; à notre point de vue c'est la géométrie plane de notre
espace C).

68. Calculons maintenant la seconde forme fondamentale de la sphère d'AppelL
Nous pouvons très simplemeut montrer, ainsi que nous Ta signalé M. E. Cartan,
que cette seconde forme est égale au signe près au d$*. Pour cela utilisons les
variables a, v, «/, on a alors

T = uvw,

d'où Ton déduit facilement que tous les Tijk sont nuls, ce qui nous amène à
calculer

avec

(*) Ici les mesures se rapportent à un repère fixe.
(s) On peut encore faire apparaître la différence entre les deux notions d'angle en uti-

lisant la remarque suivante que m'a communiquée M. E. Cartan. Si trois droites issues de
Torigine constituent un trièdre d'Appell, deux quelconques d'entre elles sont parallèles
aux tangentes aux courbes Ô == cte, ? = cte passant par le point d'intersection de la troi-
sième et d'une sphère d'Appell ayant son centre à l'origine. Au point de vue Finslérien
ceci exprime que lorsque Ton fait les mesures en prenant Tune des droites comme droite
d'appui, les deux autres sont orthogonales avec la première et isotropes.
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Mais le long de la sphère dWppell nous avons

ï = i, du = du, dv = dv, dw = dw]

l'expression cherchée s'écrit donc

et elle est égale au signe près [(S)o = i] à la forme angulaire, c'est-à-dire encore-
au d$*.

On déduit de ce résultat que les lignes asymplotiqaes sont les courbes 6 = ctc,
cp = cte (comme à notre point de vue). Les lignes de courbure sont indéterminées,
les rayons de courbure principaux sont égaux à l'unité (le centre de courbure est ici
Torigine).



CHAPITRE IV

Sur de nouvelles familles de polynômes.

I. — Généralisation des polynômes de Legendre et Gegenbauer.

69. On connaît le rôle important joué en analyse par l'expression

( m ) (i — he^)(i —ht'*) = T — 2 / ÎCOS0 -h A>,

M. P. Humbert et moi-même avons eu l'idée de généraliser cette expression en

considérant le produit

( 1 1 2 ) (1 —he*^)(i — he3**-?*) (1 — he}H^)

= 1 — 3/zP(0, cp) + 3/i2P(— 0, — cp)- h\

J'ai enfin considéré aussi le produit plus compliqué

(n3) (Ï —hê — kë>)(i — heJ* — kejtif)(i— he^" — kej^)

— T — 3 h P (6, o) — 3 k P (o, cp)

+ 3 A*P( - 6, o) -h 3M[3 P(6, o) P(o, ©) — P(6, 9)] + 3fc*P(o, — ©)

_ hz — 3 / r / cP( - 6, <p) — 3 Afc9P(ô, — cp) — k3.

Nous allons dans ce chapitre passer en revue un certain nombre de propriétés
des expressions (112) et (n3) généralisant celles classiques de l'expression ( n i ) .

7 0 . On sait que le logarithme de l'expression (111) est la fonction génératrice
de cos n6

(n4) — log(i — 2/* cos 6 -h /i2) = 2 cos^e .
n

Généralisant ce résultat M. P. Humbert a montré [4i] que

o ni

(n5) — log[ i— 3/iP(6, cp) + 3/i2P(— 6, - cp) -h*] = Yj
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J'ai moi-même complete ce résultat en montrant [20] que le logarithme de l'ex-
pression (n3) est fonction génératrice pour P(m6, /zcp) et donne lieu à l'identité

(116) — logj i — 3fcP(ô,o) —3/cP(o, —<p)

+ 3 t f P ( _ ô i O j + 3M[3P(ô, o)P(o, <p)] —P(6,<p)] + 3/rP(o, — <p)

— h" — 3h%kP(— 6, «>) — 3hk2V(% — <p) — /f3 J

= V y G* hmknP(m 6, aa>).

7 1 . Considérons maintenant la fonction génératrice

(117) [1 — 3/ix-f 3/*\y — /i3]"v

qui généralise celle de Legendre et Gegenbauer et qui admet comme cas particulier
celles qu'ont étudiées MM. Pincherle, P. Humbert et Bevan Baker [46, 3i, 3j.

Posons

(118) V

On en déduit immédiatement les identités

(119) (1 \

(121) -h%^-=(a;-2ky + ht) —

(122) A - h ^ — = 0.

En identifiant les coefficients de hn on trouve

(ia3) ( / i + i ) f —3(n + v ) a ; C ' + 3 ( n — 1 + 2
ÎlHl ' 71

(»4) „0. = *

1 2 5 ) - ( » - 0 C M = * Y
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Ces diverses identités ont lieu entre polynômes de même indice v. Si on lève
cette restriction on peut écrire les identités de formes simples généralisant les iden-
tités classiques relatives aux polynômes de Gegenbauer (cf. WITTAKER AND WATSON :
A course o f Modem Analysis, 4° éd., T927, 1980). On peut écrire par exemple

(.a7) l S =

on en déduit les relations (4)

(laBJ ^n_———-—_——^ _ _ _ _ r

(I29) T?" = ( " 1 ) ~ F 5 Ï -

En utilisant les relations (i33), (124), (125) on peut obtenir de nouvelles iden-
tités; (124) par exemple s'écrit, en tenant compte des relations précédentes

Dérivons (ia3) par rapport à y(2) et tenons compte de la deuxième relation (127)

on a

•(« + 0 <£', - 3 (n + v)x C ^ + 3 (n - 1 + a v)y C ^ , - (n - a + 3 v) CT+; - n~l
= o-

ou

(n + a) C;+I - 3(/i + r + v)x C ^ + 3(« + 2v)y C ^ - (rt - i + 3v) C ^ - n ^ C

ce qui donne en remplaçant C'_r par sa valeur tirée de (i3o) eten divisant pa i- (/J + 2)

ou encore

(4) D'après les notations classiques — log(i — 3hx 4 3h2j — A3) = V /i" G (x, y),

(2) En dérivant par rapport à x o n trouverait les mêmes identités.
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En éliminant C"^1 entre (i3o) et (i3a') il vient

En éliminant C^_'3 on a d'autre part

On peut trouver bien d'autres relations; signalons encore celle qu'on obtient en

éliminant G' * entre la relation suivante

(i33') nC'n
+1 = (n + 2 +3^x0^ - 6(v + i) ( y - œ ' j C ^ + 3 ( v + I ) ( I -

et (i3a), et qui s'écrit

(i34') 3 (v + i ) ( i - xy) C'a
+_\ - 6(v + i ) (y - ar) C ^

Remarquons aussi que Ton peut tirer d'autres relations en derivaat par rapport

à x ou y; toutefois certaines d'entre elles se reproduisent à condition de changer le

nom des indices n et v, il en est ainsi par exemple de (i32), (133), (i33')>

7 2 . Si nous posons maintenant Ĝ  = U(x, y), on peut chercher les équations

aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U. Limitons-nous au second ordre;

en tenant compte des relations (1^7), les équations (Ï3Û), (102% (t34) et (Ï34') don-

nent respectivement (')

" T^r — (n— 0 - T — ^ o ,

(i38) 2 ( x 2 - y ) — _ + (a?y- 1) — — -h (3v - /i + a ) x - / i j ^ — ̂  /i(/i -h 3v) U .
ôx" dx>y ox &y

(*) L'absence du coefficient v pour l'équation (i35) est tout à fait remarquable. Remar-
quons aussi que ces équations ne sont pas indépendantes, (137) par exemple est combi-
naison de (i35) et (i36).
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7 3 . Ces dernières équations ne sont évidemment valables que pour des poly-

nômes dépendant effectivemeot de x et y. Nous sommes ainsi amenés à chercher

ce qui arrive dans le cas contraire pour C'(x, o), G^(o, y).

a) Prenons d'abord le cas y = o . On a alors

(n + OCT+i — 3(/< + v)a:C*—(rc —a 4- 3v)CT_a = o,

n dx n dx a~2

<Toù l'on tire en éliminant C'
n—3

dx "+1 dx n K n

Éliminons maintenant if t entre cette dernière équation et la suivante

il vient

('39)

Mais on a aussi

- 2 X - — C v — ( n —
dx "-1 vdx dx

d'C' dC'
n—i , o \ n—x

en résolvant les équations (169) et (i4o) par rapport à , — , , - - et en écrivant

d-C" ^ / d
n—i ^

dx V dx

on trouve l'équation différentielle

a v)

j = o.
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C'est aux notations près (changement de h en —h et de x en —x) le résultat
déjà trouvé par M. P. Humbert [3i]. Si nous posons a = — 4&3 on est conduit à

(PC*
(i4a) «*'(i - u) -j-ï- + [2 - (v + 2) u] a

du*

2 r /is n(av + i) , v9 5v
' u\ 1—-—i—-

9 L T 2 12 4 4
i

dC'

n f 7i

3

da

n v -f i

équation hypergeométrique dont M. Bevan Baker [3] a déjà donné l'intégrale générale-

3 + 3 ' 6 + a + 3 '
V + ' I 2 - 4 - - - l a / l
^ " + 3 ' 3 ' 3 ' 4 J '

p) Supposons maintenant x = o. On a

(n + i) C' 4- 3(/i — i + 2v)j C'_ r — (n — 2 4- 3v) C^_a = o,

d'où Ton tire en éliminant Cv

n—

dC'

dy "-1

:f~L + y S 4- (« — ï 4- 3 v) C" — o,

ou

dy * J dy x

Éliminons encore une fois C' il vient

= o ,

mais
dC' dC

n—1 n
2 y



SUR L ÉQUATION DE M. PIERRE HUMBERT. 7 1

en éliminant C' on trouve enfin
n—1

<fC' dC dC
044) (4f + 0 - 3 - ^ + 6(3 + a v ) y « — - ^ - ( 3 n a - 3 n - i o - 3 o v + . i 2 « v ) y — ^

a y a y ay

= 0 .

1/ es/ remarquable de constater que le changement de y en x et de n + 3v en — n

{Cv restant le même), transforme l'équation (i44)en l'équation (i40*

On en déduit immédiatement l'intégrale générale de ( Ï44)

(.45) [f ^ / |
— n 5 2 4

h ; ;By3F
f/i 1 — /z i — n 5 2 4 ,~|

S |_3 3 6 3 6 6 3 3 J

En faisant v = o on retrouve aux notations près les résultats de M. P. Hum-
bert [37].

Remarquons pour terminer que les calculs qui précèdent supposent n ^> 2 ; mais
les équations (142) (i44) sont vérifiées aussi pour n — o et 1 comme on le voit faci-
lement.

74 . On sait que lorsque Ton utilise les fonctions circulaires, les polynômes de
Gegenbauer définis par le développement

(l46) [i— 2

vérifient l'équation différentielle

, cosQ

on peut se demander s'il existe une équation aux dérivées partielles généralisant
cette équation lorsque Ton considère le développement de la fonction

<i48) V = [1 - 3/>P(0, cp) + 3A'P(— 6, — jp) — hT* =
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On a immédiatement les relations

(I4Q) ( n + O C , — 3(/i + v)PC

(i5o) ftRC"B + (ft— i)(Q"—RP)G^_x = P—^- — a(P* — QR)-

qui sont analogues aux relations (ia3) à (126).

Éliminons C^_ entre (149) et (i5o) d'une part et entre (149) et ( I 5 I ) d'autre part,

il vient après avoir retranché membre à membre les relations obtenues

+ ( P - _ Q R ) [ _ Q 1 ^ - R 1 _ 1 Z L J _ ( / 1 _ 1 + 3 V ) ( Q - _ R - ) C ^ I = OI

ou en tenant compte de (i5a)

r ?cv 2»cv"i r ?r;j_ ÔCV_ ~r
Ci53) I (Q5 — RP) - ^ — (R* — PQ) - ^ — 2P (Qg—RP) n g — (R8— P Q ) — —

En résolvant le système des équations ( i5aj, (153) par rapport à —— et et
? 6 c) cp

en identifiant ensuite les deux expressions trouvées pour la dérivée seconde — f

on voit que C ' _ vérifie une équation aux dérivées partielles du second ordre ; en

changeant / ! — 1 en n, on trouve l 'équation vérifiée par G' qui s'écrira en posant G' = . U
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Considérons à nouveau les équations (i5o) et (i5i) et éliminons Ĉ  (mais non ses

dérivées) il vient compte tenu de (162) et après changement de n — 1 en n

(i55) rt(Q3-R3)Cv = ( P Q a - h R P 9 — 2QR2)—-?• — (PR*+.QP*—. 2RQ2) — ~
n 0 cp v 0

En résolvant le système formé par les équations (i52) et (155) par rapport à

JLJ_j —!L^ et en égalant les expressions trouvées pour —̂̂- on voit que la

fonction C' vérifié l'équation aux dérivées partielles du second ordre(')

Considérons maintenant à nouveau les relations (i33) et (134) que nous écrivons
en tenant compte de (127)

^ l ^

En euectuaiiL le change me ut de variables

x = PO,<p), y = p (_e ,—ç)

d'où

ces relations deviennent

(i34") (n - 1 + 3v) C;_ = n(P' - QR) C' + (Q! - RP) — - + (R3 - PQ) — 1

(4) Les équations (i54) et (i56) correspondent respectivement à (i36), (i35). La compli-
cation du changement de variables x = P(6, ©), y = P(— 6, — 9) fait qu'il est moins long-
de recommencer à nouveau les calculs comme nous l'avons fait.

10
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En éliminant (T_ entre (i33rrr) et (i34'") on trouve une troisième équation aux

dérivées partielles du second ordre vérifiée par G'

(i57) [ I _ P ( F _

Des formules (i55), (i56)? (167) on déduit facilement les relations

t K Ï nu y u a U 3v(B' —PQ) r ?ü DU
( 1 5 9 ) D e U ^ - ^ ^ - n — = - ö ^ l T L Q R

. . . _ „ ?!U J»ü 3v(Q'-RP)

(160) D f L = _ _ _ „ _ r = = _ _ _ _ _
En formant la combinaison

on trouve l'équation aux dérivées partielles du troisième ordre cherchée(*)

75. On peut à titre de vérification remplacer U par quelques-uns des C' ; on
sait par exemple que

Ĉ  = 3P, C] = 3vP, Cv
a = — [2QR + 3(v4- i)P*].

Utilisons maintenant certaines des relations obtenues précédemment. Prenons
par exemple la relation (i33ro), pour v = 0 elle s'écrit

4- Q — - + R

(4) Nous retrouverons cette équation au n° 101 , cjiapitre V.
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Gomme C° = 3P(6, cp) on en déduit par récurrence, compte tenu des relations

(69), le résultat du n° 70

c =

L'identité (149) devient alors

(162) P[(/z+i)6, ( n + i ) c p ] ^ 3 P ( 8 , cp)P(n6, a cp) — 3P(—6, — cp) P[n— i)6, (n~ i)cp]

H- P[(/i — 3)6, (n — 2 ) ? ] .

formule qui généralise la relation classique

cos (/i + 1) 6 = 2 cos G cos n6 — cos (/i — 1)6.

On trouverait d'autres relations en utilisant les diverses identités déjà men-
tionnées.

7 6 . Généralisons maintenant un résultat de M'. Pincherle [46]. Soit ex la plus
petite racine de l'équation en h

(163) 1 — 3hx-\-$h*y — h' = 0,

On a

(164) 0 = f** d[hn(i—3hx + 3h*y — hy]

fU | nA'*"1 — 3-x(n + y)htt + 3 y ( n + 3 v ) / ^ 1 — (/i + 3v)A71+2 \[x~ihx + 3 / i 2 j -

Si T o n p o s e

(165) ff
v(a;,y)= f** fi'ii—Zhx + Stfy — hy-tdh,

il vient

(166) (* -f 3v)a;+a - 3 ( / i -h 2v)y^+ i + 3(n + v) as * ̂  - * ̂  = o.

De (i65) on peut déduire aussi

(167) -^-f = — 3(v— 0 < ^ + \ ' Ap- = 3(v—i)<yv
n+^ -^- = O .

On pourrait encore à partir de ces relations rechercher les équations aux dérivées

partielles satisfaites par a' .
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II. — Généralisation des polynômes d'Hermite.

77. Considérons maintenant les polynômes définis au moyen de la fonction
génératrice

h*

C168) e =2__HB(a ? Iy).
n

On peut rapprocher les polynômes Hn des polynômes Cf , en effet si nous rem-

plaçons dans l'égalité

h,y,z, respectivement par 3 , . 3* ; il vient

— m — m

_. r 3 t e ( 3^y / in 3 r 3 / / i \ n 3 fchl+

hm 1 1 = lim i [hx — h*y + —} — e
r 3te ( 3^y /in 3 r 3 / /i3

1 1 = lim i [hx — h*y + —

d'où

Considérons maintenant l'identité

3

obtenue en appliquant la formule de Taylor; on en déduit

— I l „ f ~y3
y ~~ l y 3 ~3~ n hn

e = e

d'où

(17O H,(y\y) = ( - i ) " « 8 ^

formule qui généralise un résultat classique des polynômes d'Hermite.
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On en déduit

V - _
^ J ( i , m )

— y3

3

~y*'

78. Cherchons maintenant les relations de récurrence entre plusieurs poly-
nômes En ainsi que les équations aux dérivées partielles satisfaites par ces poly-
nômes. En posant

hn ,

on trouve

on

d'où

(i74) O + 1) K^ t = xlLn — 2yR7i_4 + K,M,

Des dernières relations on tire encore
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on en déduit que Ktt (donc HJ vérifie l'équation aux dérivées partielles

(177) -— x- 2y h n\) = o.

79 . Cherchons maintenant les équations différentielles satisfaites par HM(ac, 0}
Hn(o, y).

a) Prenons d'abord le cas y = o, (174) s'écrit

en dérivant trois fois il vient, compte tenu de la première des relations (176),

(.78) ™M. + x**±-.nKu = o.

dx dx

C'est aux notations près (changement de x et h en — x, —h) le résultat trouvé

par M. P. Humbert [3g]. En posant u = , on trouve

079) ic^Kn + 2ii^TKtl+(u)4K±TKn
K du du \9 J du 3 n

équation hypergéométrique confluente dont l'intégrale générale est

,6) Prenons ensuite le cas x = o, (174) s'écrit

(181) (« + >)KH( = - ^ K , . , +

c'est-à-dire compte tenu de la deuxième relation (176)

dy J dy

on en tire

dy3 dy*
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ti'où Téquation cherchée

En posant v = — -y3 on trouve

équation hypergéométrique coofluente dont l'intégrale générale est

80. Cherchons à déterminer de proche en proche les coefficients du polynôme
cc, y). Partons de (177) et posons

il vient

Yc ( j _ ï /\ -I- ï 4- T M - v

d'où la relation de récurrence

, «^ M- + 2v— n

on est donc simplement ramené à chercher les an;(JLïO, ön;o, -*
On a du reste facilement les relations de récurrence déduites de (178), (182)

(187) an- [X+3, o = , , . , w , ox a « ; ^, o .

/ öft\ „ (n —2v)(/i —3 —2v)
(looj an;o, >J+3 — 7 ; 77 ; 77 ;—^7 «n;o, v •

( v + i ) ( v + a)(v + 3)

II nous suffira donc de connaître les cinq coefficients
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Nous avons à distinguer trois cas suivant les valeurs de /z(*)

@>n ; i , o = = &n \ o, i ^ ^ Un ; 2, o ~=z &n ; o, 3 z=z O .

I l I
6) n = 3 / n + i a n î l | 0 =i*>o __ | ovi y «n:o, 2 — ;

ffîlo 2 (/n — 1

I I I
y^ fi zm 3/71-4-2 Qn • n 1 n n

I ' l " ) w ? * ™ 1 ow ) u n , a, o , r

&n ; o, o : : ^ Oit i 1 j o : = Ûn - O ) 3 = O .

Le calcul des autres termes au moyen des formules (i85), (187), (188) sera
évidemment limité par l'annulation des numérateurs.

8 1 . Signalons pour terminer les polynômes qui naissent du développement de
la fonction génératrice

hx-(h*-kl)y + ^-

(189) e = 2 J 2 J Z J A-*P'THc,P,T(a?,y).

Gomme k et l n'apparaissent que par leur produit, on est amené à considérer
l'expression

(190) V = e ' = S 2 *"X'H"p(X' X) •

On aura comme précédemment

On en déduira par identification

(.90 • i|*i =

(ig3) (a

(•94)

(*) Le calcul se fait aisément en remplaçant dans la formule de définition (168) les
exponentielles par leurs développements.
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On peut éliminer H^^-! entre (192), (194) ou trouve

095)

Éliminons maintenant HK_,,p, Ha_a,? entre (191), (19$), (196), en remar-
quant que

Nous trouvons les équations aux dérivées partielles satisfaites par la fonction

( I 9 6 )

097)

Nous pourrions aussi chercher les équations différentielles vérifiées par les poly-
nômes H«)3(o, y), H«)3(x, 0). Le second problème a été résolu au n° 79 ; pour le
premier F équation différentielle du troisième ordre que nous avons formée ne nous
a paru présenter aucun intérêt particulier.



CHAPITRE V

Sur quelques équations aux dérivées partielles qui se rattachent
à l'équation de M. P. Humbert.

ï. — L'équation àt\J=k\J(l). (198)

82. Cherchons les intégrales qui ne dépendent que de p ; elles vérifient l'équa-
tion différentielle

dp3 ^ dp* dp

Nous en déduisons l'intégrale

83. Faisons le changement de variables (9) et posons s = —— ; il vient
27

_ _ + __ + _ ^ _ _ ^ _ | _ _ _ _ _ _ u .

Les intégrales de (199) qui sont de la forme U = P(/nO, /ncp)V(s) vérifient
Féquation différentielle

d*Y o d'Y ( m*\ dY /2m3 \
ds d$* \ S J ds \ 27s J

Si nous posons maintenant Y (s) = spW(s) l'équation (200) devient

"m3~1 —1 W = o.

(4) Dans l'étude de ces diverses équations k représentera une constante.
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L'équation (201) sera hypergéométrique si le coefficient de \/s dans le dernier
terme est nul (condition nécessaire) ; mais cela s'écrit après réductions

nf . 2 m* ( m \~ ( , 2m
3 ^ 27 ~ v 3 ; v ' 3

Pour p = — l'équation (201) devient
o

équation hypergéométrique confluente qui admet les intégrales

l'équation (198) admet donc les intégrales Q

(2O2)

U r^ o~im P(/n 9, /ri 9) F ( 1 — m, 1 — m ; ;

Pour p = — -— l'équation (201) devient

elle redonne les intégrales (202).

84. On sait que l'équation — r -( r = kXJ admet l'intégrale particulière

TT
o

cherchons si l'on a un théorème analogue dans le cas actuel.

(*) II est clair que Ton peut remplacer P(m6, m 9) par Q(m6, m 9) et R(m8, m y). Cette
remarque est valable pour les autres équations.
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En variables u, f, w on est ramene à chercher si l'équation

admet une intégrale de la forme

En portant dans l'équation (2o3) nous trouvons la condition

dp' 3 dp* S dp 27

k p
Le changement de variable <3 1= - — nous donne une équation hypergéométrique

27
qui admet les intégrales

Nous en déduisons les intégrales de (ao3)

l
(ao4)

et quatre autres analogues en remplaçant u par v ou w ...(*) - En variables as, y,

cela s'écrit

(ao5)

(*) Plus généralement, on pourrait chercher les intégrales de la forme U = uav
le même calcul conduirait aux intégrales

et une troisième analogue. Toutes ces intégrales se ramènent du reste à la première.
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85. Cherchons encore les intégrales de la forme ea3r^y^z\ les constantes a, p, y

doivent vérifier la relation

À et [L étant des constantes, nous pourrons prendre par exemple

(206) U = e

86. REMARQUE. La seconde des intégrales (20a) a été donnée incidemment (calcul
intermédiaire dans la recherche d'un autre problème) sous une forme légèrement
différente par M. P. Humbert [36]. Elle a été explicitement reprise dans un autre
Mémoire [37]. Avec les notations de ce dernier travail les deux intégrales s'écrivent
respectivement

où Ton doit bien remarquer que pour la seconde on doit lire P(—mO, —mo) et
non P(m6, mcp) ainsi que l'indiquait le Mémoire cité.

II. L'équation A3U = k —-. (207)
vt

87. Si nous cherchons les intégrales de la forme U = e'YQx, y, z) nous avons
l'équation A3U = kW, nous déduirons des paragraphes précédents des intégrales
telles que

/

(208) ,F.fi, 1 + m;

1 — m, 1 — m ;
27

88. Cherchons maintenant si l'on peut trouver d'autres intégrales en recom-
mençant la suite de raisonnements du n° 83 .

kps

Nous ferons encore le changement de variables (9) en posant s = —^~ il vient
27 t
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Les intégrales de la forme U = 2vP(m6, mep) V(s) vérifient l'équation différen-
tielle

En faisant le changement de fonction défini par V(s) = spW(s) nous trouverons-
encore une équation hypergéométrique à condition que

(209)

m 'i m
: — OU p = —

On en déduit comme précédemment les intégrales

m

U = es 3 P(mô, m©) 4 Fy^- —v; i, i 4- m; — s \

t F , I — r v ; i — m, i — m ; •U = f s P(m6,

c'est-à-dire avec un choix légèrement différent de constantes

— ko"
U = rp" lF(mö, m®)tVA — n\ 1, 1 4- m\

(209')
27?

^J . ^ . l — " î i — m , i — m;
— ko3

8 9 . Si l'on cherche les intégrales de la forme e ainsi que Ta fait
M. P. Humbert [39] on trouve que les constantes a, JJ, y» 0 sont liées par la relation

a
s 4. p34- Y

3 _

On en déduit que la fonction

est intégrale ainsi que les polynômes qui naissent de son développement.

En posant

= — A" (3M

x = —
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on trouve

h3 hf3 h"3
hu — ~\-hfv h h(lw \-hhf h'r / yyt+n+p

e = Y ^ X ; 3 (TO hmhmhup Pm tt (a, u, M;, 0

et l'on est ramené à l'étude des polynômes déduits de la fonction génératrice étudiée
au n° 79

\ÎT|

III. — L'équation &3U = k ~-. (210)

90. En cherchant encore les intégrales de la forme U = ektY(xi y, z) on est
ramené à l'équation A3U = JcX*U; on en déduira immédiatement comme au n° 87
un certain nombre d'intégiales.

91 . Faisons maintenant le changement de variables (9); en posant 5=——B

il vient

s^7 +~ïT

Les intégrales de la forme U = /'P(mô, mrf)Y(s) vérifient l'équation différen-
tielle

qui devient par le changement de fonction Y (s) = sp W(s) une équation hypergéo-

métrique lorsque Ton y fait p = — ou —.

On en déduit tous calculs faits les deux intégrales (')

m

.(au)
^

-,——

(') Nous rectifions ici un lapsus qui nous a échappé dans une Note antérieure (Comptes
rendus, 195, 1932, p. g36).
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c'est-à-dire avec un choix légèrement différent de constantes

2 V 2 2 2 27

92. Si nous cherchons les intégrales de la forme e nous trou-
vons la condition

a:î + f + T 5 — 3 * P Y — &• = <>.

Posons

a = <r —6c, p = èâ — ca, y = c1 — ab,

d'où

8i = (a' + 6' + ci —aie)1,

d'après une identité déjà rencontrée.
On en déduit que la fonction

a3 bz c3 S abc
< + (6*_ca)y+—=t + (c«-a5)s + —« -=- /

Vfc V fc V * V*

est une intégrale ainsi que les polynômes qui naissent de son développement.
Pour un changement de variables analogue à celui du n° 89 nous serons ramenés-

aux polynômes déduits de la fonction génératrice introduite au n° 81

IV. — L'équation A3U = A: ̂ . (213)

93. En cherchant encore les intégrales de la forme \J(x, y, z, i) = e Y(x} y, z)*
nous sommes ramenés à l'équation

ASU = ArX'V.

En utilisant les résultats antérieurs on trouvera comme au n° 87 de nouvelles-
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intégrales. On retrouvera entre autres une intégrale signalée par M. P. Humbert
[36] où la fonction P(0, CD) est remplacée par P(—6, — y) ainsi que nous F avons
signalé au n° 8 6 .

94 . Faisons maintenant le changement de variables (g) ; en posant s = ——3

on trouve

S) —

Cherchons les intégrales de la forme U = / ' P ( / T Î 6 , mv)V(s), elles vérifient
l'équation différentielle

2 m

27
V (v — T ) (v 2) V = O .

En posant V(^) = spW(s) nous trouverons encore une équation hyper géomé-
trique à condition que

m
ou p = -

— 2 m

On en déduit comme plus haut

U = l\s ô F

— 2 ni

m — v m — v 4- T m — v H- 2

3 ' 3 3

— im — v 4- i — 2/n — v + 2

j , m 4- 1 ; — 275

: . — m, ! — / w ; — 37 * !

c'est-à-dire encore avec un choix de constantes légèrement différent

— - a —fi i — // 2

(ai5)
— ti — n i — // 2 H

o o o o o _j
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V. — Quelques autres équations.

95. Signalons encore les équations

(316) A8U = / c - * U

(217) A3U = k

(a 18) A3U = k
ctfdxcYT

Par les procédés des n°' 87, 90, 93 en cherchant • des intégrales de la forme

eU\T, e U + ! t t V, e V

on peut écrire un certain nombre de résultats eu égard aux paragraphes qui pré-
cèdent.

On peut évidemment considérer bien d'autres équations; nous nous contenterons
dans ce Mémoire de celles que nous avons écrites, comptant du reste revenir sur la
question.

96 . Nous rappellerons seulement un théorème que nous avons démontré autre

part [24] sur l'équation

(a 19) A,U=-£-U.

Cette équation admet l'intégrale particulière U = p ° \

VI. — Sur les potentiels du troisième ordre.

97. Le problème que nous avons en vue est le suivant :

Étant donnés un point fixe M (se, y, z), un point mobile P(a, 6, c) décrivant une

surface S, et une fonction a(a, 6, c) de ce point, on considère la fonction

(aao) U(z-,y,z) = ƒ ƒ j,(a7 6, c) [ (x-a) 3 + (y -6 ) 3 + (z - c ) J - 3 ( x - a ) ( y ~ 6 ) ( z -

où da est l'élément de surface de S, trouver dans des cas particuliers simples, des

équations aux dérivées partielles vérifiées par la fonction U,
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Posons pour simplifier

Pi = (x-ay + (y-by + (z-cy-3(x — a)(y-b)(z-c)

la notation p étant toujours réservée à l'expression x3 + y3 + zA — Sxyz; on aura

(«o') V(x,y,z)

(221) -?£

(222) D,U = %n% f £ \>-{x-a)p"r d*,

(228) A3U

Remarquons, ce qui nous servira plus loin, que le même problème pourrait se
poser avec des intégrales de lignes ou de volumes.

98. Cherchons à former des équations aux dérivées partielles dans les trois cas
suivants :

r ) S est le plan d'équation a = o, on a alors

d'où

= — t>rU.
oc

2*) S est le cône d'équation a* — 6c = o, on a alors

- — = 'en f f fx [ac* — yz—(2 ax — bz — cyfip*"' dv,
cOO fc/ »/S

^U —yD a U — 2 D V U = 9/1* / / jx[2(a;4 — yz)

d'où

(225) (x3 — y2) A3U — 3/i[2xD,U — yDaU — 2DyL] + gn* — = o .
QC
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3°) S est la sphère d'Appell d'équation a3 -j- è1 + c' — 'àabc = i, on a alors

= f XAf ~~ 3 S a(x* ~~ yz) + 3 S a'(a6c) -

g (x1 - yz) D,L = 9«' J £ H-jp— g «(** - yz) < - d<r,

d'où

(326) (p-i)\V-9

Ces trois équations généralisent les équations des prépolentiels rectiligne el cir-

culaire relatifs à l 'équation de Laplace à deux dimensions.

9 9 . Considérons l 'équation (224). En utilisant les variables uyv,w elle s'écrit

yu n r tt y^
(22I1) == —- - — 1 iv u-\-v + w \2vdw ïwàu

les intégrales qui ne dépendent que de p ~ uvw Aerifîent l'équation différentielle

-F dV

ce qui fournit les intégrales

log p et pn.

Si nous cherchons les intégrales ne dépendant que de x, (224) s'écrit

F'" Ytf — o équation qui admet les solutions

x et x™ *2 ;

2 i
dans les cas particuliers n = — - , /i = — - la deu\ième intégrale devient log x

o o
ou x log x.

Reprenons l'équation (224') on peut l'écrire

(224") * \ [(11 + B + w)U] = ^ " — (u + v + w) y b
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on en déduit que pour n = — 1 si U est une intégrale de Téquation de M. P. Hum-

bert, est intégrale de (224") donc :
ü + ü-f-W

THÉORÈME. Si U est une intégrale de A3U = o, — est une intégrale de l'équation

(224) où l'on a fait n = — 1. (*)

100 . Faisons maintenant le changement de variables (9) l'équation (224) devient

y u 3(1 —/1) cvu 1 — 3/1 au 3 y u i p * u yu~ i

Q ryu ^2u n R p ! i y-u n yu
= o.'ö P dî&* l Dct>0

j i i— ( i —i

S Ton pose U = p™V(Ô, a.) l'équation devient

yv yv yv o r y v <»v~i
(228) — r ^ _ — 3 ( m ^ _ a ) „ , _ 3 n ^ _ _ ^ _ _ m _ __c5A l_j _ _ _ m _ i +m\m — ön) v = o .

Cette équation formée par M. P. Humbert [43] est Fanalogue ainsi que le fait

remarquer cet auteur de l'équation de Gegenbauer

d2V sinô dV _
^ 3 2 ^ c/62 cosô rfO '

obtenue à par t i r de 1*équation du prépotentiel rect i l igne

yu yu _ 2ii Î\J

où l'on a posé

x = p cos Ô, y = p sin Ô, U = pwV(6).

Du reste, ainsi que le fait remarquer toujours M. P. Humbert. l'équation

1) 0

O\(m + i)0, (m 4- T)O-1
admet pour n — — 1 les intégrales — ~—— — tout comme l'équation

Q(0 cp)

(229) admet les intégrales
sin 6

1 0 1 . Mais par un autre chemin nous avons trouvé au chapitre IV une équation
totalement différente de l'équation (228) sauf dans le cas n = o (ou v = o avec les
notations du n° 75) puisque l'équation se réduit alors à Â U = o .

(l) Ceci généralise un résultat de M. P. Humbert [43].
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Pour trouver une interprétation de notre équation (161), nous ferons appel à la
fonction

U = / JAP?"1 ds

où L est la droite h = c — o; nous généralisons ainsi le piépotentiel rectiligne en
prenant encore une droite au Heu d'un plan.

Nous avons alors

DVU = 9n*y f pp'r d$, D,U = 9rt*z f wnr ds,

Parmi les équations aux dérivées partielles que vérifie U on peut considérer
l'équation

(,3c) AtU = 3 n y +

y — z

faisons le changement de variables (9), nous trouvons

yu 3(i —n) y-u 1 —3/i û 3 yu ^ r ^ £ yun 3/z yu1 + ^ L +

= o .

Les solutions de la forme U = p"lV(6, <p) vérifient Téquation

yv yv yv

Si Ton tient compte des identités

P(Q* — R P) 4- Q(RS — PQ) -u R(P9 — QR)

= P(R*~ PQ) +Q(P« —QR) + R(Q* —RP) =

et de la relation

(i56) (R5 — PQ) Dç V = (Q1 — R P) D6 V.
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On retrouve aux notations près (V, m, — n à la place de U, n, v) l'équation
(161). Les équations (161) et (228) constituent donc deux extensions de l'équation de

Gegenbauer.

102. Prenons maintenant l'équation (aa5), en utilisant les variables u, vf w
elle s'écrit

En cherchant encore les intégrales ne dépendant que de p = uvw, on est con-
duit à l'équation différentielle

p'Ym + (3 — 2n)pFff + (i — n)*F' = o

qui admet les intégrales

pn et

Un calcul simple nous fournit aussi les intégrales unvn, vnw11, wnun, ce qui
montre que les polynômes considérés au np 13 sont des intégrales de l'équa-
tion (225).

Dans le cas n = — 1 en utilisant l'identité

on déduit que l'intégrale de l'équation (2a5f) pour n = — 1 s'écrit

/Q», w) + g(tv, u) + /t(q, Ü)

vw ur

où /(u, if), <7(u>, «)^ ^(u* ü) s o n l Irois fonctions arbitraires de deux variables.

(233) P ( - e , - ç

103. Faisons maintenant le changement de variables (9) il vient

— 2/?) y-XJ (r — 3ra)9 DU 3 ^3U

y
= o.
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En changeant le signe de 0, H & et en cherchant les solutions de la forme
U = pmV(6, 0) on est conduit à l'équation

y Y y Y y Y R ( y Y DV )

— m (m —

Si Ton pose m — 'en = — j/, on trouve une équation analogue à l'équation (228)
à ceci près que m est devenu tx et que les fonctions Q et R ont échangé leurs rôles.

Mais nous avons justement introduit l'équation (22a) comme une généralisation
de T équation du prépotentiel rectili gne dans le plan en remarquant que de même

1 a 1 ?
que a = — -—(a2 -f h') on a a2 — bc = — — [a3 -h 63 + c3 — 3a6c]. L'équation

2 i)a o oa

(224) constituo donc une troisième généralisation de l'équation de Gegenbauer (229).

104. Considérons enfin l'équation (226); en utilisant les variables u, v, w elle
s'écrit

(226') (uvw - 1) ~ Ç ^ nQ vw ^ - + n" Q a ^ - n'U = o .

Mais si nous posons V = ——, un calcul simple montre que

l'équation (226) peut donc prendre la forme remarquable

1 yu yv run
(226") -7777 — — — -TT .

On en déduit immédiatement les intégrales particulières

[ƒ0) + ƒ*<»] uw + [<7(iü) -h ffd(

9 U 9 o DU 3TTn

où les six fonctions ƒ, ƒ,, g, git h, ht sont arbitraires.
Les intégrales qui ne dépendent que de p — uvw vérifient l'équation différen-

tielle hypergéométrique

ps(i — p) Fm + [3 + 3(i — n)p]p¥" + [1 — (1 —3/i 4- 3n»;p] F' -f ftV = o

d'où
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Remarquons aussi que Ton peut écrire encore (226") sous la nouvelle forme

mais c'est justement l'équation que nous aurions obtenue en prenant comme nou-
velles variables les inverses des variables u, v, w.

Nous en déduisons que si S est la sphère d'Appell, p3 le polynôme

[i _ {ax + cy 4- bz)]* + [bx 4- ay + czf + (cz f by + az)2

— 3[i —(ax + cy + bz)](bx 4- ay + cz)(cx + by + az)

la fonction

est aussi intégrale de l'équation (226).
Si enfin on fait le changement de variables (9) on voit facilement que les fonc-

tions

pwP(/z6, ncp), pnQ(nQ, no), pwR(/i0, no)

sont des intégrales de l'équation (226). Signalons à ce sujet que le changement de
variables indiqué dans une de nos Notes (C. /?., 193, 1932, p. 983) conduit à une
équation analogue à celle obtenue à la page 984 mais où le premier terme est mul-
tiplie par <?3p : les résultats énoncés à la suite ne se rapportent donc pas à l'équation
envisagée.

105 . On peut plus généralement se poser le problème du n° 97 pour l'inté-
grale

,y,2) = f f

M. P. Humbert [43] et moi-même far] nous sommes déjà occupés de cette
question pour des fonctions $ particulières; nous nous contenterons d'en donner
ici la référence.
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des racines cubiques de Vuniié (C. R., 84, 1877, P- 54o). Introduction des
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geometric Functt<un (P. E. M. S., I, 39, 1920, p. 58). Formation de l'inlé-
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6. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 196, 1933, p. 35). Suite
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guées [7].

7. P. DELENS et J. DEVISME. — Sur certaines formes différentielles et les métriques
associées (C. R., 196, 1988, p. 617-521). Étude d'un espace de Finsler et de
la forme angulaire de Landsberg, introduction d'autres formes différen-
tielles, application à notre d$* (67, 68). Remarques sur [6].
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(r — 2h cos 6 + /r) (1 — 3àP(0, ©) 4- 3/rP(— 6, — <p) — h3); expression
des coefficients en fonction de la seule fonction cosinus d'ordre n [2, 19].

9. J. DEVISME. — Sar quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 198, 1931,
p. 825-828). Étude des équations ArU = 0 et de leurs intégrales ne dépen-
dant que du produit pr = ut . . . ur. Généralisation de la formule de Green
et d'un résultat de M. Ghemanesco (G. Il , 193, 1981, p. 477).

10. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (G. R., 198, 1981, p. 5T6-5I9) .
Équations du prépotentiel pour les équations ArU = 0 et les surfaces
ax = o, l ia, = r . Cas particulier de l'équation A3U = o (98, io3).

11. — Sur quelques équations aux dérivées partielles (C. R., \§3, 198r , p . I I 5 3 - I Ï 5 6 )
Recherches sur les transformations conservant Â U et ds' à un facteur
près. Généralisation d'un théorème de M. D. V. Jonesco [44]. Comparaison
avec certains résultats d'Appell [2] (TO, 25, 36, 27, 62).

12. — Sar quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194, 1982, p. 516-5i 9).
Introduction des équations A3jMU = o qui généralisent l'équation de
Laplace à plusieurs dimensions et comprennent le cas de A3U = o.
Énoncés de théorèmes [25, 26].
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i 3 . — Sar quelques équations aux dérivées partielles (C. R., 194. 19^2, p. I55O-I552) .

Introduction du système (S). Fonctions conjuguées au sens de M. N. Cio-
ranesco et au sens de Gh. Riquier, Remarque sur l'équation de M. M. Ghe-
manesco [27] (28, 56, 36, 37).

i4- — Sur certaines Jamllles de polynômes (C. R., 196, 1932, p. 437-439). Extension
des polynômes de Legendre, Gegenbauer, Hermite. Quelques propriétés
nouvelles des équations ArU = 0, A3WU = o (cf. [26]) (69, 72. 77).

15. — Sur quelques applications des fonctions hypergéomêtriques (G. R., 195, 1932,
p. 936-938). Nouvelles fonctions génératrices. Remarques sur les équations
kà3\] = <*\J/M, &A3U = cvU/^4. Extension d'un résultat de M. Angelesco
et introduction de polynômes hypergéomêtriques à deux variables définis
à partir de la fonction F, (81, 83, 91).

16. — Sur un espace quasi-euclidien à trois dimensions attaché à r équation de M. P.
Humbert (C. R., 196, 1932, p. 1059-1061). Introduction de notre notion
d'angle. Orthogonalité au sens d'Appell. Interprétation géométrique de
l'équation A3U = o (47, 49» 5o, 5i, 52, 56, 59).

17. — Sur un théorème de M, D. Jonesco (B. S. M. F., 09, 1931, communication du
24 juin 1 g31, p. 3a-35). Remarques sur le Mémoire [441 (9)-

18. —• Sur une e'quation se rattachant à l'équation de M. P. Humbert (B. S. M. F., 60,
1932, corn, du 27 avril 1932, p. 23-a5). Introduction de notre équation (225)
du n° 9 8 .

19. — Sur les cosinus d'Appell (B. S. M. F., 61, 1933, com. du 8 mars 1933). Sur
les systèmes différentiels déduits de ceux d'Appell [2] par des permutations
convenables des inconnues. Développement de P(&6, ko) en fonction de
A/cO<p, £:I63 + Ar3cp\

20. — Sur la f onction génératrice de la fonction P(/nô, n<p) d! Appell (Bull, del' Acad.
Roy. de Belgique, classe des Sciences, 5, 18, 1932, p. 5o5-5o6). Formation
de l'identité (116) du nn 7 0 .

21. — Sur certaines questions relatives à l'opérateur de M. P. Humbert (B. S.,S. L.,

1, 1932, p. 173-176). Équations aux dérivées partielles satisfaites par l'in-

tégrale U = / / iL<t>(p±)dG pour les cas suivants <ï> = //", p^

pm log sp4 , 0F,(i, mpj, [pj X aFB(i, 1; 2, 2; pj. Extension au cas où le

plan a = o est quelconque.

22. — Sur certains résultats de M. M. N. Botea et M. Ghermanesco (B. S. S. L., i,
1932, p. 242-246). Confrontation des résultats des notes [5, 11, 29, 3o] et
énoncés de quelques résultats nouveaux ( u ) .

23. — Sur les équations aux dérivées partielles de MM. P. Humbert et H. Gherma-
nesco (M. à paraître ). Comparaison des équations
mentionnées, introduction de fonctions analogues à celle d'Appell [19] et
énoncé de quelques théorèmes [cf. 27, 36],
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24. - Sur quelques propriétés d'équations aux dérivées partielles du type
A3U = c(« t. . ,ur)\] (Soc. Fraaç. pour l'avanc. des Se. Actes Congrès de
Bruxelles, 1982, p . 35-36). Formations d'intégrales dans le cas c = ar/P,,
c = &' [26], (95).

25. — Quelques remarques relatives à une classe d'équations aux dérivées partielles
du troisième ordre (A. C. 1. M., Zurich, 1932, p. 76). Formation des équa-
tions du prépotentiel pour les opérateurs A3 n [12].

26. — Sur certains opérateurs décomposables en produits de Laplaciens et de déri-
vées partielles(') (A. P. A. S., 86, 1932, p. 95-108). Formation d'équations
différentielles vérifiées par les intégrales ne dépendant que des polynômes
associés. Études de certaines intégrales.

27. M. GHEMANESCO. — Sur une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre
(B. S. M. F., 69, igSi, com. du 25 novembre 1981, p. 39-42).

28. — Sur une équation aux dérivées partielles du quatrième ordre (Beletinul
Facultàtii de Stiinte din Cernàuti, 6, 1932, p, 28-35). Ce Mémoire est le
développement de [27] et d'une communication faite à la Soc. Roum.
des Se. le 16 nov. 1931. L'auteur considère une équation aux dérivées
partielles du quatrième ordre généralisant l'équation de Laplace. Il étend
à cette équation certains résultats de M. P. Humbert [36] et nous-
même [11].

29. — Sur une généralisation de l'équation de Laplace (B. S. S. L., i, 1932, p. i34-
137). Extension de nos résultats [11] aux équations déduites de ArU = o
par une transformation linéaire dont les coefficients dépendent de

«(«"=0.
30. — Sur l'équation de Laplace (Atti dell. R. Accad. Naz. dei Lincei, 6, i5, 1932,

p. 982-935). Même étude dans le cas </* = — 1

31. P. HUMBERT. — Some extensions of Pincherle's polynomials (P. E. M. S., 1, 39,

1920, p. 21). Étude des polynômes C" (œ, 0) (73). Expression au moyen

des fonctions elliptiques.

32. — Sur les séries hyper géométriques (A. S. S. B., 43, 1923, p. 75), L'auteur donne

entre autres l'expression de C^1 (cc, 0) au moyen des fonctions hyper

géométriques.

33. — Remarques sur les fonctions hyper géométriques d'ordre supérieur (Comptes
rendus du Congrès des Sociétés savantes Sciences, 1925, p. 81-85). L'auteur
y donue l'expression des cosinus de Villarceau au moyen des fonctions
hypergéométriques.

34. — Remarques bibliographiques sur les sinus (Tordre supérieur (A. P. A. S., 82,
1929, p. 3o8-3ia).

(4) Un résumé de ce Mémoire a été diffusé par Badio-Vatican le 29 déc. 1932 et a paru
dans le Scientaram nuncius Radiophonicus publié par l'Académie Pontificale, n° 17.
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35. — Sur une équation aux dérivées partielles du troisième ordre (A. C. L M..
Bologne, 1928, t. ÏII, p. 55).

36. — Sur une généralisation de Véquation de LaplaceÇ) (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 8, 1929, p. 145-159). Ce Mémoire développe la Note
précédente. On y trouve la définition de l'équation A,U = o et certaines
de ses propriétés, une étude de diverses catégories de polynômes, et un

i ^ U
théorème sur l'équation A3U = — j (a3, 93).

37. — Les fonctions de Bessel du troisième ordre (A. P. A. S., 83, 1930, p. 128-146).
Introduction de nouvelles fonctions qui se rattachent à la série hypergéo-
métrique triconfluente. *\pplication à l'étude de A3U + U = o (86).

l_
38. — Sur le potentiel correspondant à une attraction proportionnel à pe 2 (M., if

1 9 2 9 , p . 1 1 7 - 1 2 1 ) .

39. — Sur une généralisation de Véquation de la chaleur (A S. S. B,, 49, 1929»
p. 113-i 16). Étude de l'équation A3U = Ï*\J/M et introduction de certains
polynômes (79, 89).

40. — Sur l'équation A^U = o : (A. S. S. BM 5T, Tg3r? p. 91-98^. Étude de certains
polynômes attachés à cette équation.

41. — On Appel's Function P(6, ©) : (P. E. M. S., 2, 3, 1932, p. 53-55). Étude de la
fonction génératrice de P(/zO, /i<p). Formules d'addition (70).

42 . — Sur une généralisation du potentiel (C. R., 194, 1933, p. 1549-155o). Extension

d'un résultat précédent [38], Utilisation de l'intégrale / / „ ^ [ i ^ /

43. — Sur les potentiels du troisième ordre : (A. S. S. B., 52, 1931, p. 293-3o5).
Étude de l'équation #A3U = 3 / ÎD^U . Extension de l'équation de Gegen-
bauer. Étude de l'intégrale citée pins haut [21] dans les cas <ï> = ep*
et OFS[K + 1, i ; p j . Extension et développement de certains résultats
antérieurs [38, 42] (98, 100, io5).

44* D. V. JONESCO. — Sur une équation aux dérivées partielles du troisième ordre
(B. S. M. F., 58, 1930, p. 224-229). Extension du théorème de Lord Kelvin
à l'équation A3U = o et démonstration de certaines identités [17] (9, 62).

45. PINCHERLE. — Una nuova extensione délie J\inzione spheriche (Mem. Ist. Bologna,
5, 1, 1889, p . 33 7 ) ( 7 T ) .

46. — Un syslem a d'intégrait ellitici considérait corne funztoni de II1 invariante asso-
hito : (Rendiconti Lincei, 4» 7. 1871, p. 74) (76).

47. J. TOUCHARD. — Sar les sinus intégraux du troisième ordre (A, S. S. B., 52, 1932,
p. 279-287). Étude des fonctions Ft(x)t FJx), F3(x), définies par l'équation

(l) (rosi co Mémoire qui a été l'origine dos recherches do MM. Bolcn, Ghermanesco,
Jonesco ol de moi-môme,
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48. P. DELERS. — La métrique angulaire des espaces de Finsler et la géométrie diffé-
rentielle projectile (Collection des actualités scientifiques et industrielles,
n° 80, Hermann, Paris, 1933). Développement de la note [7] et d'une
seconde : Sur certains problèmes relatifs aux espaces de Finsler (C. R.,
t. 196, 1933, p. r356-i358).

49. J. DEVISME. — Sur deux questions relatives à l'équation de M. P. Humbert (C. R.,
t. 196, 1933, p. r2o3-i2o4)- Introduction de la notion d'aire. Sur une inter-
prétation du problème de Dirichlet, d'après M. A. Liénard [5i].

50. — Sur certains polynômes (Société Française pour l'avancement des Sciences.

Actes du Congrès de Chambéry, 1933, 57e session). Introduction des poly-

nômes P. _ = . C'I" . [uvw—i\"*-m+p.

A. LIÉNARD. — Formule de Green pour les potentiels du 3e ordre de M. P. Humbert
(Soc. Math, de France, LXI, 1933. Communication du 22 mars ig33).
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Equations canoniques et théorème de Jacobi.
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Paris, le 22 juin 1933.
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Paris, le 22 juin 1033.

Le Recteur de l'Académie de Paris,

GHARLÉTY



TABLE DES MATIÈRES

Pages
INTRODUCTION . 9

CHAPITRE I : L'équation de A/. P. Hambert 11

F. Étude de quelques changements de variables 11
IL Quelques théorèmes relatifs à certaines intégrales particulières de l'équa-

tion AaU = o i4

CHAPITRE 11 : Un essai de généralisation des fonctions analytiques 24

ï. Sur des transformations analogues aux transformations conformes 24
II. Une seconde interprétation des systèmes (S) 28

ïll. Comparaison avec les fonctions harmoniques 32

CHAPITRE III : Sar an espace attaché à l'équation de M. P. Hambert 89

I. Les trièdres d'Àppell 39
IL Un essai de théorie des courbes et des surfaces 62

III. Comparaison avec l'espace de Finsler Cartan. 61

CHAPITRE IV : Sur de nouvelles familles de polynômes 65

L Généralisation des polynômes de Legendre et de Gegenbauer 65
IL Généralisation des polynômes d'Hermite 76

CHAPITRE V : Sur quelques équations aux dérivées partielles qui se rattachent à Véquation
de M. P. Humbert. 82

L L'équation A3U = A:U 82
àU

IL L'équation A3U = /c-—- 85

vu
HT. L'équation A,U = k-^-— 87

vu
IV. L'équation A3U = k ^ - 88
V. Quelques autres équations 90

VF. Sur les potentiels du troisième ordre 90

BIBLIOGRAPHIE 98

Toulouse. — Typ. Edouard PRIVÂT. — 4292-10-33




