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PREMIÈRE THÈSE

SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS D'UNE
OU DE DEUX VARIABLES RÉELLES.

Introduction.

Daps I3, ikéqria des fonctions on cherche à apprpfQncJir l'étude
des fonctions très générales qui se rapprochent, d'une certaine maQ|èr,e,
de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynômes,
il est donc tout naturel d'étudier les fonctions auxquelles certaines
propriétés des polynômes s'appliquent. C'est d'un tel problème que
nous nous occupons dans la première partie de ce travail.

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences divisées
de divers ordres. La neme différence divisée de f(r) pour les
x\ 1 %2 1 • • • f Zn+\ est égale au quotient

r ^ /1 IK^i , x2i . . . , *n til f)
[xi, oc2,..., xn+\ ; f] = — . 7 7 - — ~ ~ÏTT\~~~

où U(ii, j'2 y • • • » ^Vi+i ; f) est le déterminant d'ordre n + X dont la
ligne générale est 1 Xi jc'f i\n~l f(*'i) et V(,/*i, x2 , . . . , a?n+1) =
== U(xi , oc2 , . . . , xn+x ; x").

La nème différence divisée d'un polynôme de degré n est cons-
tamment égale à un même nombre; ce nombre est nul si le polyaçm^
est de degré n—1. Nous examinons les fonctions dorxt la n ^ différence
divisée est bornée. Nous considérons également la n^« variation totale
(ou la variation totale d'ordre n) d'une fonction, qui est par définition
égale à la limite supérieure de la somme

y I an — J 9 - i

an ** [*f, Xi+i » . • » a-f-rn l f], i * 1, fi, • . . , «t-f t

lorsqu'on fait varier les points xt, ar2^«- > ̂ m ©t leur nombre $$

Matb«mUc« Vlll t
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tes les manières possibles sur l'ensemble de définition de la fonction.
Nous dirons que la fonction est à nème variation bornée si sa variation
totale d'ordre n est finie. Nous étudions après les fonctions dont la
(n+l)ème différence divisée ne change pas de signe. «Sous dirons qu'une
telle fonction est d'ordre n. Pour n = 0 nous avons les fonctions mono-
tones et pour n = l les fonctions convexes (ou concaves) ordinaires.
Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-
trons leur rapport avec les fonctions à n<™« difïérence divisée bornée
et les fonctions à n<me variation bornée.

Si la fonction ƒ(.*') est à (n-\-V/mc différence divisée bornée on
peut évidemment déterminer X tel que la fonction f(x) + XxnJrl soit
d'ordre n. Nous montrons aussi qu'une fonction à n*'me variation bornée
est la différence de deux fonctions d'ordre n.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment
définies, après avoir complete certaines recherches de STIELTJES sur la
nème dérivée d'une fonction. Nous examinons la limitation de la dérivée
d'une fonction d'ordre n définie dans un intervalle. On trouve ainsi que
les fonctions d'ordre n se comportent à peu près comme les polynômes de
degré n, tout au moins dins un intervalle intérieur convenablement choisi

Dans la seconde partie nous essayons d'étendre pour les fonctions
de deux variables les résultats obtenus pour les fonctions d'une seule
variable.

La différence divisée d'ordre (m, n) de f(oc, y) pour les k =
(n+1) points M^rt, yt), z = l, 2 , . . . , k est égale au quotient

t , M2 , . . . , MA , t\m,n — —^ 7^ T
/77,/1 \m\ , M2 , . . . , mu)

où hm,n(^h y M 2 , . . . , M A ; / ) est le déterminant dont la ligne générale
est 1 xx xf xf yt xtyi xf yt yf xiy1}. xfl y] f{x>, y1)
et Vm,„(Mi , M2 , . . . , MA) = Um,„{Mi , M2 , . . . , MA ; xm yn). Nous sup-
posons, bien entendu que les points M/ soient tels que le déterminant
Vm>n soit différent de zéro.

Nous étudions ces différences divisées et nous montrons qu'on peut
établir une analogie complète entre le cas d'une et le cas de deux variables.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des
fonctions convexes et des fonctions doublement convexes (Voir P. MONTEL»

Journal de Math. 9<*me série, t. 7 (1928), p. 29—60) de deux variables.
Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici l'hommage de

notre profende reconnaissance à M. P. MONTEL qui nous a beaucoup
encouragé et dont les conseils précieux nous ont été très utiles pour
la rédaction de ce travail.
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PREMIERE PARTIE.

tSUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS D'UNE
"VARIABLE RÉELLE CONVEXES D'ORDRE SUPÉRIEUR

CHAPITRE L

SUR LES DIFFÉRENCES DIVISEES DES FONCTIONS D*UNE VARIABLE RÉELLE.

§ L — Fonctions à différence divisée bornée et fonctions
à variation bornée.

1. Nous considérons des fonctions f(x) définies, uniformes et
«radies de la variable réelle x sur un ensemble linéaire et borné E.
A tout point de E correspond une valeur finie et bien déterminée pour
f(x). Nous désignons par a l'extrémité gauche et par b l'extrémité
droite de l'ensemble E. Les points a et b sont déterminés quel que
-soit E. Nous désignons par E', E" , . . . , les ensembles dérivés successifs
de E. Nous disons qu'un ensemble E{ est complètement intérieur à E
-si tous ses points appartiennent à E et si ses extrémités ai, &i sont
intérieurs a l'intervalle (a, 6), (a < ax < bv < b).

Nous disons qu'une suite de points de l'axe de la variable x est
ordonnée ou bien que ces points sont ordonnés si leurs abscisses rap-
portées à une origine fixe sont rangées par ordre de non décroissance.
Nous supposons d'ailleurs, sauf avis contraire, que tous les points d'une
telle suite sont distincts.

Nous appelons polynôme L (polynôme de LAGRANGE-HERMITE) le
ipoiynome de plus petit degré

^ 2 , . . . ak; f\x)

^vérifiant les conditions (*): (les accents désignent des dérivations)

(*) H ERMITE a généralisé les polynômes de LAGRANGE dans son mémoire
^Sur la formule d'interpolation de LAGRANGE8. Journal fur die Reine und
Angew. Math t. E4 (1878) p. 70.
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P' («2) = f = f - f («P+*+2>

On sait que ce polynôme est unique.
Enfin nous appelons arec M, NÖRLÜND(2) différence divisée à%

h de la fonction ƒ (a:) pour les points distincts ai, O2,. . .«/H~I l'expres
sion définie par la relation de récurrence

«3>[«1,«a, . . . ,«*+,ƒ]«

La quantité (L) est symétrique par rapport aux points a* et peult
se mettre sons la forme d'un quotient

r
[a,, a2 , . . . ,

où

/(«o

et
V(a,,

€St le déterminant 4e VAW DER MONDE des quantités «|.
De la formule (1) on peut en déduire d'autres que LOUS signale-

rons à mesure de leur emploi. Remarquons ici qu&

(2) f (jZjf^i) P (û&i , 0&2 , . . . , OLk»\ f\ &k-\+l) ==st

V i a i , « 2 i • • • t <**) v vo-i , O2 , . . . , a«p)

II en résulte que si [ a l f a 2 , . . , otk^{ ; / " J^O, /(x) prend sur 1
mêmes valeurs qu'un polynôme. Nous disons alors- que ƒ(#) est
fonction pohjnomicâe.

2. Considérons les difïéraneos- divisées-

(2) N. £, NöiiLüNO ^Leçons sur les, séries d'interpolation* g# 2i
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sur to»s les groupes de n-f-1 points distincts de E. Si E contient
ciioins de ra + 1 points on peut indifféremment supposer que I4 nme
différence divisée n'existe pas ou bien qu'elle soit identiquement nulle.

Posons

lim. \[xirxt, ,xn + J ; /J | = A*[/;EJ.
(sur E)

Ce nombre sera appelé la n^^ borne de f(x) sur E A,,f/ ; E] peut
désigné aussi par àn[t] ou même An quand il n'y a pas d'ambiguïté

«t par &n[f\ quand il s'8git d'un intervalle (a , b).
a

Nous disons que la fonction est à nè™e différence divisée bornée
«ur E si A„ est fini.

Le cas n = 0 est celui des fonctions bornées; n = l celui des fon-
idions vérifiant une condition de LIPSCHITZ ordinaire.

3. Considéreras m points ordonnés

( 3 ) ^ 1 , ^ 2 , ,#*»

#t soient

(4) AÎ^x , , xl+t,.. . .,x /+* ; f\ (^=J(xd)
c = l , 2, ...,m-/c, ^ = 0, 1̂  2, . . . , m-1

des différences divisées d^uoe fonction définie en ces points,
da somme

est la n«»»c variation de fix) sur les points (8).
Soit f(x) définie sur un ensemble E. Les v-ariations vn sur toutes

les suites ordonnées de E ont une limite supérieure V„[f;E]. Nous
b

désignons ce nombre par Vn [f], Vn ou Vn If] et nous l'appelons la
a

variation totale de f{x) sur E.
Nous dirons que la fonction est à nèw« variation bornée sur E sf$

est fini.
Le cas n » 0 est celui des fonctions à variation bornée OEdinnire

JORDAN (3) ; ne==l a été implicitem€nt considéré déjà par M. DE UL
(3) Pour Tetude de ces fonctions voir H. LEBESGUE „Leçons sur Tin-

g n . . . etc.* 2ème éd. (1928) p. 96; ou encore L. TONELLI „
«di Calcolo délia variazioni* t. I, p. 40.
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VALLÉE POUSSIN (4) et étudié d'uae manière générale par M. A.
HÎTZ

§ 2. — Propriétés des fonctions dont ht n^e différence dirisée
est bormée.

4, Soient a t , <x2,..., a/; p i , p2 »••••> P/
a/f ^ j ^ , Je -f-ƒ points distincts 01 <j < A:). Nous avon^d'après la formule (1>

(a* — Pi) f a j , a2 , . . . , a/-. Pi, Pï+i * • • • » ft î A1 Œ

= [ a , , a 2 , . . . , « / , p / + i , . . . , ?*; ƒ] — I«i , « 2 , . . . . « / - i , P > f »P*;/11-

Faisant i==l, 2 , . . . , k, ajoutant membre à membre et supprimant
les termes identiquement nuls nous en déduisons la formule suivante :

(6) [ « i , « 2 , . . . , « * ; f ] - - i P * , P 2 , . . . > P * ; / ] =
/

= ^ (oc, - p,) [at , a2 , . . . , «Î , P /, P/-H r . . • , P* ; f\

(pour ?*s=l nous avons la formule (1) elle même)»
Cette formule permet d'écrire

(7) | [ * , , * 2 , . . . , * » ; ƒ ] ! < t _

< 1(*',, * ' 2 , . . . , *'„ ; f] | + n\b~ay. An [/)

donc toute fonction à nème différence divisée bornée est aussi à («-]
différence divisée bornée.

En particulier toute fonction à n^me différente divisée bornée est
bornée.

On voit encore que la fonction est à nombre dérivés bornés si
n > 1; elle est donc aussi continue dans ee cas.

La continuité résulte également de la formule suivante:

(8)
Xi - X'i

i = max.

(4) CH. DE LA VALLÉE POUSSIN „Note sur l'approximation par un polynôme*
4Tune fonction dont la dérivée est à variation bornée* Bull. Acad. Belgique
1908 p. 403.

(5) À. WINTERNITZ „Über eine Klasse von linearen Funktional Un—
gleiehungen und fiber konvexe Funktionale". Berichte kön. sâchsischen Geselîsch.
der Wissensch. zu Leipzig t. 69 (1917) p. 349.

(6) Par la notation max («i , «2 , . . . . ) ou max (a/) nous désignons fe-

(ou les) plus grand des nombres av, &% f ... Notation analogue pour le
petit de ces nombres.
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S = longueur du plus petit intervalle contenant
les points Xi, x 2 , . . . , x , x'/, x'#+i , . . . f x Vu

Soit x1 un point de E' n'appartenant pas à E. Si, quellç que soit
la manière dont le point x de E tend vers x', f{x) tend vers une
même limite finie et bien déterminée, nous pouvons encore dire que
la fonction est continue au point x' en prenant f(x) égal à cette limite.

Il existe toujours un sous-ensemble dénombrable E* de E tel que
E-E* appartienne à E*' et que la fonction continue /(x) soit complète-
ment déterminée par ses valeurs sur E*.

La formule (1) permet encore d'établir la suivante:

(9) (a*+t - aj) [a, , a2 , . . . , a/., , a/+, , . . . , aA+1 ; f) =
= (a, - aO [«! , a2 »«*;ƒ] + (a*+i - «0 Ia2 » «3 , • • • » «*+i î f) •

Si la suite ccj , a2 , . . . , a*-fi est ordonnée on voit que la d iYérence
divisée [ai , a2 , . . . , a/-i , (Xi+\ > • • •, «*+i ; / ] est comprise entre, les
diiîérences divisées [ai , a2 , . . . , a* ; f], [a2 , a3 , . . . , aA+l ; / ] .

Soit a'i , a'2 , . . . , a'/t+i une suite partielle extraite de la suite
ordonnée « i , a 2 , . . . , a m et telle que a'i = a i , a'A-fi = a*,.

Par application répétée de la formule (9) nous obtenons
Z77—k

(10) (a',, a'2 , . . . , «'*+,;ƒ]== ^ A, [a,, al+, , . . . , a1+fc ; /] (')

où les A/ sont positifs, indépendants de la fonction ƒ(*), et ont une
somme égale à 1.

Il en résulte que

min. ( [aÉ, a/+1 , . . . , aM * ; f] ) < [a', , a'2 , . . . , a'*+i ; ƒ] <
1 = 1 , 2,..., m-&

< max. ( [on, a l + 1 , . . . , ai+k ; f] )
t = l , 2,...,m-k

(7) Oa peut remarquer d'une manière générale que si la somme
m—Ar

A; [at, a,+i, . . . , a/+fc ; f] (A/ indépendants de f(x))

ne dépend explicitement que de /"(a^) , , f(a'2) , . . . , / (a'p) ; a ' i , a '2 , • • . , a##

étant une suite partielle de at , a2 , . . . , %m , elle est nécessairement de la forme

A', [af,, a '+i , . . . , a'i+k ; /*] (A'; indépendants de f{x)).
i == i

Un cas particulier de la formule (10) a été employé par M. A. MÀRCHÀUD
dans sa Thèse „Sur les déri?ées et les différences des fonetkms de variables
réelles» (Paris 1927) p. 32.
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| ( a ' , , a ' 2 ; . . . , a ' * - H ; ƒ ] | < m a x . ( ! [ « / , «1+1 • • • • * a < + * ; / ) ! ) •
t=l,2,...,m-fc

Supposons que E soit un intervalle et soient xt , *2 , . . • * *n+
Ji'l , * f 2 , . . . » x'it-n , 2 n + 2 points de cet intervalle.

Supposons que n > 0 et écrivons

Ç t l 2 n + !

La formule (8) montre que |Ç, , Ç2 , . . - » Ç*+i ; f I est Une fonfctîeit
continue de X pour X > 0 , égale pour X = 0 à [x\ , *2 » • • • > x«+t ; f] st
pour X= +00 à [x'i , x'2 , . . . , x'n+\ ; / ] .

On en déduit donc la propriété suivante :
Si E est un intervalle et si [x\ , X2 , . . . , xn+-\ \ f] — A,

l^'i iX'i t. • • t x'n+\ ; /*1 = B, il existe dans tout intervalle contenant tous
lès points xt, x'i une différence divisée prenant une valeur quelconque
comprise entre A el B.

La propriété n'est pas vraie pour n = 0 puisque dans cô cas on
A toujours ô — 1 dans la formule (8).

En particulier si la n^m^ différence divisée reste en module plus
grande qu'un nombre positif, elle garde un signe constant.

S?it x*i, JC*2 , • . . , x*m une suite ordonée telle que xx , x2 , . . , , *n+t
en soit une suite partielle (xi — x*!, Jt^i — x*m) et telle que

max.
t = l , 2,. ., tn-l

e étant un nombre positif.
Considérons les différences divisées

(11) A =[«*/, *%• + ! , . . . , x # i+ n ; /] i - 1 , 2 , . . . , m-n .

Supposons maintenant que ta , Jt2 , . . . , rw + 1 ;/J = 0 et appliquons
la formule (10). On voit alors qu'il doit exister au moins un indice i
pour lequel dtd{^ml < 0 . De cette inégalité et de la propriété précé-
demment démontrée on déduit que

Si ta , x2 , . . . , xn + j ; f] = 0 il e ciste% dans le plus petit intervalle
contenant les points xx, un intervalle de longueur aussi petite qu'on
veut où il y a a>t moins une différence divisée nulle.

En appliquant la propriété à Ja fonction f — Axn et en regardant
plus attentivement la démonstration, on voit que si [xx, x2 ,.., xn x; ƒ*] = A,
il existe un point x dans le plus petit intervalle contenant les points
Xt tel que daas tout intervalle l(x;iq) de milieu x et de longueur iq il
existe au moins une différence divisée prenant la valeur A.
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Nous pouvons voir encore que, de la formule (6), on peut déduife
<[ue si E est un intervalle et si

l*i , x2 , . . . , xn ; f] = 0, \x\ , x'2 , . . . , Z'n ; f)** O

X \ > x ' i , X 2 , x r
2 ,.. . i * n , x'n o r d o n n é s

o n peut trouver dans l'intervalle (*i, x'n) au moins une n^me différence
•divisée nulle.

5. Il résulte de la définition que la n^we borne sur un sous-
ensemble est au plus égale à An.

Soit c un point de E et Ei, E2 les parties de E comprises
fe&pectivement dans les intervalles fermés (or, c), (ct b). Nous allons
montrer que si l'ensemble E est dense dans l'intervalle (a, 6) la nèfo*
.borne de f(x) est égale à An [/ ; E] sur l'un au moins des ensembles
Mi, E2 .

Pour n- 0 la propriété est évidente, quel que soit E.
Supposons donc n > 0 et considérons une suite de nombres

•positifs e1, e2 , . . . , em , . •. tendant vers zéro avec II existe, par dé-

finition, une différence divisée telle que

| "x, , r2 , . . . , /] | > A > AA n > A„ em .

Si les points *, sont du même côté du point c nous prenons
cette différence divisée ct nous la désignons par An (em). Dans le cas
contraire, en appliquant au besoin la formule (9), on peut supposer
que c intervienne dans la différence divisée considérée.

Soit donc

. . . f xh ; /] | > A„ — ~
ta

la suite xi , x2 , . . . , rt, c, xt+ x , . . . , xn étant ordonnée. Appliquons la
formule (9) en intercalant un nouveau point entre c, x i + 1 [ce qui est
toujours possible puisque E est supposé dense dans l'intervalle (a, b)]
et prenons celle des différences divisées qui vérifie l'inégalité (12). En
répétant ce procédé, deux cas peuvent se présenter:

1°. Ou bien, il reste toujours i points à gauche de c et alors il
y a des différences divisées [rj , x2 , . . . , xt, e, x'i + l , . . . , x'n; f] vérifiant
(12), les points *',_j_i , •. . , x'n étant aussi près qu'on veut de e» Nous
pouvons trouver alois une suite ordonnée .\x , x2 , . • . , xt, x\ x , . . . , x"m
<c telle que la formule (8) nous donne

| |[xj,x2 ,...,x/, x"i + l ,..., x"n, r ; / ) | > |[r, t r2 ,.. x / , r , ^ + 1 ,. ., x'n ;/*] 1 - ~ *
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et alors
I l*i , x2 , . . . , xt ,*";_. , , . . . , x"n , c ; f] | > àn - em .

Nous prenons cette différence divisée pour àn(em).
2°. Ou bien, à un moment donné, il n'y a que i-1 points à gauche^

de c et nous sommes ramenés au cas 1°.
Finalement il existe donc toujours dans Ei ou E2 une différence-

divisée Sn(em) vérifiant les inégalités

An > | A„ (6/n) | > A„ — 6m .
La suite

A„(e,), A„(62),. . . , An(eOT),...

a donc pour limite A-*. Or, il y a certainement une suite partielle
infinie située tout entière dans Ei ou E2 et cette suite a évidemment
la même limite àn, ce qui prouve la propriété.

Nous en déduisons facilement que
La nèwe borne d'une fonction définie et à n^ne différence divisée

bornée sur un ensemble dense dans un intervalle (a, b) est la même
que sur un sous-ensemble compris dans un sous-intervalle de (a, b), de
longueur aussi petite qu'on veut.

La démonstration précédente nous montre aussi que si E est
dense dans un intervalle, la limite supérieure de | [x{, x2 , . . .,*n+i ; / ] |;
est égale à sa plus grande limite.

La formule (9) nous montre encore que si |[A, X2, . , *n+1 ;/*][ = A»
la nème différence divisée est constamment égale à \xx, x2 , . . . , *Vi+i ; f}
dans le plus petite intervalle contenant les points xt.

L'étude des fonctions dont la n ^ e différence divisée est une
constante A revient à celle des fonctions à n ^ e différence nulle puis-
que f—Axn est une telle fonction. Cette dernière est donc une fonction
polynomiale. Pour préciser nous dirons qu'elle est une fonction polyno-
miale d'ordre n-h Elle prend sur E les valeurs d'un polynôme de
degré n -1 .

Si la borne àn est atteinte par [xx, *2 , . . . , xn±x ; /] la fonction est
polynomiaie d'ordre n sur la partie de E comprise dans le plus petit
intervalle contenant les points *,-. Si A„ > 0, le degré du poiynome-
est effectivement égal à n.

6. Entre deux bornes -^„, Am il n'y a en général aucune relation^
Reprenons la formule (7). La relation (1) nous montre que

(13) | [ * ' i , * ' 2 , . . . , * ' n ; / ] l < A * . A * , k<n-l

où A* dépend des points x'i* Le minimum A de A* dépend seulement,
de l'ensemble E. Nous avons alors
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(14) A«- i<A.A A + B . . * B , k<n-l

oü A, B ne dépendent que de l'ensemble E.
D'une manière générale entre trois bornes &p,&q, ^ r , p <C<Z < f ifr*

y a toujours une relation de la forme âq < A • àp -\~ B . Ar, où A et ft
ne dépendent que de Vensemble E.

Supposons en particulier que E soit un intervalle fermé (a, by.
On peut écrire

2
I [*'l , *f2 , . • • , X'n î /l I < j-7 -TT ' A* -2

2 2
m l n # ^

Les résultats du Nr. 5 nous montrent que pour rendre minimum*
le coefficient de Sn dans la formule (7) il est permis de prendre

On obtient alors la formule

(15) ^-i^^-^-a + tf-a)^.

Prenons aussi

| lx , , x 2 , . . . , te n , 1\ I S 7-7 ZTyT? --*.' W

n > 3, #', < x'2 < #'n-i < x'„ .

Procédant comme plus haut, on arrive à la relation

(16) An-, < fh
 4 . 2 An_3 + 2 (6-a) ân (n > 3).

Prenons encore

^

, * 2 , . • • , Xn î ƒ] | < — | V ( , , TT]
| \ {X i , X 2 i • ' • >, X n)\

Le minimum du coefficient de Ao est égal à(8)
O2/I-8

(8) Le maximum de l'invers de cette quantité est en effet égal au:/
maximum du polynôme xn~x + •• • s'écartant le moins possible de zéro dans
Fintervalle (a, b). Voir Ch. de la VALLÉF POUSSIN „Leçons sur l'approximation^
des fonctions d'une variable réelle" Chap. VI. Le polynôme en question esli

cos
, ,N 2x-a-b\
(n— 1) arc cos —

22H-8

Voir: S. BERNSTEIN „Leçons sur les propriétés extrémales.. . etc." p.
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avec , 6-fa 6 —a i —1 . , ^
*', = - ^ — c o s — - ît , t = 1,2,

Nous avons alors

la relation
921-8

Dans les relations (15), (16), (17) on peut évidemment remplacer
6—a par un nombre inférieur.

Les inégalités précédentes sont celles de M. HADAWARD(9) lorsqu'on
suppose l'existence de la n ^ c dérivée. Nous les avons obtenues par
une méthode très simple.

7. Si f et 9 sont à nème différence divisée bornée, ƒ+<?, cf où e
est une constante sont aussi à n^nte différence divisée bornée.

Le produit de deux fonctions à ?*ème différence divisée bornée est
encore à nèwe différence divisée bornée. Cela résulte de la formule (10)

k

(18) [a, , a2 ,..., ak+x ; f. ?j= Jj? [a,,

que Ton vérifie facilement par récurrence à l'aide de (1).
Plus généralement si F et f sont à n^e différence divisée bornée

¥(f) l'est aussi. Cela va résulter d'une formule donnant la différence
divisée d'une fonction de fonction.

Posons
/*/=ƒ(«,), i - l , 2 , . . . , f c + l .

On a évidemment une relation de la forme
k

(19) [«i, «2,. •., «* + i ; F ( 0 1 = 2 [f" fi+l ' • • • • 4+i ; F] •

.A<*> ( a , , « , , . . .

(*) Voir par ex. T. CARLEMAN „Les fonctions quasi-anaîvtïques** (Paris,
1926) Chap. I». "

(W) C'est l'analoguo en termes finis de la formule de LEÏBNITZ. Pour
des points équidistants elle a été signalée par M. E. JACOBSTHAL „Mittel-
wertbilduog und Reihen transformation " Math. Zeitschr. t. 6 (1920) p. 100.
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les AP(ai , a 2 , . . . ,«£ + i) ne dépendant que de la fonction f(x).
quantités peuvent se calculer à l'aide des relations de récurrence

, . . . , ak+l) = ^ [ « 1 » «21 - , a*-H î f]- Ai-~
7 = 1

Si nous désignons par dr\ dr"t,. . . , d(
r
p) des différences

d'ordre r de la fonction f(œ) sur des points a/, convenablement choisis
le coefficient AÎA;(«i, a2 , . . . , a*+i) est de la forme

(20)
avec

(21)
Par exemple si ƒ est à n^mg différence divisée bornée, fk

aussi si k S n (I2), ou bien si A; est un entier positif. Si | f \ > c
sur E, fk est à n«»»e différence divisée bornée quel que soit /c. On en-
déduit que le quotient de deux fonctions à w^« différence divisée bor-
née Test aussi si le dénominateur reste en module plus grand qu'un»
nombre positif. Nous en déduisons aussi que le module d'une fonction
à n«M« différence divisée bornée n'est pas en général à nème différence-
divisée bornée si n > 1.

Considérons une famille de fonctions (/') définies sur un même-
ensemble E. Désignons par Â  la limite supérieure des n^mes bornes
des fonctions de cette famille. On voit tout d'abord que si A„ est fiai*
toute fonction limite de la famille est à nème difféience divisée bornée
et sa borne ne dépasse pas A*„, Si A*n est fini, il ne résulte pas encore
que A*o , A*i , . . ., A*,,-! sont finis. Mais si A%, A*m (m < n ) sont finis
il résulte des inégalités de M. HADAMARD que A*w + I , A*w + 2#..., A*n_fe

sont aussi finis. Si les fonctions de la famille ne sont pas définies sur
le même ensemble des circonstances toutes différentes peuvint se prt--
senter.

Considérons une suite d'ensembles finis k*u E*2 , . . . , EJÜ , . . . cha-
cun contenant le précédent et ayant pour limite E*, évidemment dénQoi*-
brable ; inversement, tout ensemble dénombrable peut s'obtenir de

(1J) La somme (20) s'étend à toutes les solutions en nombres entiers et

positifs du système (21) et à chaque solution correspondent—^ —-terme».
p ! q ! . . . t !

(19) donne à la limite la dérivée kème d'une fonction de fonction^
(12) On considère bien entendu une branche réelle de la fonction ƒ*.
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-«cette manière. Soit une suite de fonctions fi, / 2 , . . . , f m, . . . » f m étant
définie sur E*m, m = l , 2 , . . . t et telle que

Ao[/m; E*m] < â0 , An[/-m ; E*m] < A„, m = 1, 2 , . . .

Il existe alors au moins une fonction limite f(x) définie sur E*
vérifiant les inégalités

A0[r;E*] ^ Ao> àn[f; E*] < A r t.

La démoslration est immédiate (13j.

§ 3. Propriétés des fonctions à nè"M variation bornée.

8. La formule (6) donne

< | [riiœ2t...,:tn + l;f]\^\ [xt\ œ2\..., xf
n+l;f] | + ( n + l ) V „

-donc, toute fonction à n^me tjariation bornée est à nè™e différence divisée
bornée-

La réciproque n'est pas vraie.
De (1) et de (5) nous déduisons Vn ^ (n + l)(b—a) Aw + x, donc

toute fonction à (n-\-l)^me différence divisée bornée est à n^me variation
bornée.

La réciproque n'est pas vraie (14),
II en résulte que toute fonction à n^me variation bornée est aussi

*à (n—l)t'»ie variation bornée. En particulier une telle fonction est tou-
jours bornée.

Posons t?n = t>n(:ci> T2 » • • • i xm) en mettant en évidence les points
^3) . Soit v^m) la limite supérieure des vn{^\, &% , . . . , tcm) lorsque leâ
• points varient sur E, leur nombre restant fixe. A tout e > 0 correspond
donc au moins une suite (3) telle que

Vn(*i , T2 . . . . , Xm) > V{™> ~ e.

On démontre facilement, à Taide de la formule (9), que si on
ajoute un nouveau point x, compris par exemple entre #/ , cri+i, on*a

or2t rt% x, xi ^ % , . . . , xm) > vn(rjï , i 2 t • • •

(!3) La démonstration se fait par la méthode diagonale bien connue.
«Grâce aux travaux de M, MONTEL, c'est aujourd'hui une méthode courante
^dans ce genre de problèmes.

(14) II est facile de mettre en défaut la réciproque par des fonctions
^convenablement choisies et par des intégrations répétées.
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«donc

La quantité v£m) tend donc pour m -*• oo vers une limite, qui est
nécessairement égale à V„. Si E contient m points V„=VJI

m). Si E
contient une infinité de points Yn est aussi la plus grande des limites
des vn .

Il est à peu près évident que, si E* est un sous-ensemble de E,
on a Vn[f;E*]<Vn[f;E].

Prenons un point c appartenant à E+E 'e t désignons par Ej , E2t

ües parties de E comprises dans les intervalles feimés (a, c), (c, b).
Il est facile de voir que

Vn[f;Ex] + Vn\f\E2]<lf;E].

Supposons maintenant que c appartienne à E. Soit v'n la variation
-sur les points (3) auxquels on ajoute le point c et v'n, v'n' les varia-
tions sur les points de cette suite qui sont respectivement dans E| et
/E2. On peut prendre les points (3) de manière que

VW — e<Vn<Vrn<Vn + V"n ,

«d'où

V , [ / ; E ] < V , [ / ; E , ] + V„[/;E2) .

Nous avons donc dans ce cas

<23) V„ [/ ; E] = Vn [/ ; Kt\ 4- V, [/ ; E2].

9. Si n > 0 , une fonction à n<'me variation bornée est continue.
Soit E* un sous-ensemble dénombrable de E, tel que E-E* appar-

tienne tout entier au dérivé de E* (E* peut coïncider avec E).
A toute variation vn et à tout nombre e > 0, on peut faire cor-

respondre une variation v*n sur E* telle que vn <^v*n + e, donc ;
* V „ [ / ; E ] < V 4 / ; E * ] .

Mais on a aussi \T
n \f ; E] > Vn [/ ; E*], donc :

V„[/;E] = V„[/;E*].

Nous pouvons toujours trouver une suite d'ensemble E* finis
E*i, E*2 , . . . , E*m , . . . , chacun contenant le précédent, telle que la
fonction soit complètement déterminée par ces valeurs sur la limite E*
4e cette suite, et telle aussi qu3

lira. Vn[f;E*m] = Vn[f;K].
m -> oo

Ces propriétés résultent de la continuité. Elles restent donc vraies
pour n = 0 si la fonction est continue. On voit aussi que dans ce cas
{23) reste vraie môme si c est un point de E'.
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iO. Si / , cp sont à rfa*e variation bornée il en est de même pour
/-f cp et c/, c étant une constante.

La formule (19) permet de montrer que si ƒ est à n̂ me variation»
bornée et F à (n+l)^»g différence divisée bornée, F(/) est à nème va-
riation bornée. fk Test aussi pourvu que & > w + l ou bien égal à UQP
nombre entier positif. La propriété est vraie quel que soit k si | /1 > c > 0*-
Oa en déduit que le quotient de deux fonctions à n ^ e variation bornée
est à n^me variation bornée si le dénominateur reste en module plu§^
grand qu'un nombre positif.

Il est à remarquer que fk peut ne pas être à n^m« variation^
bornée si A<w-f 1. Par exemple la fonction

est à variation bornée ordinaire (d'ordre 0) tandis que / 3 est à variation
non bornée.

Si la nème variation totale des fonctions d'une famille (/) reste
au-dessous d'un nombre fixe, toute fonction limite a une variation*
totale d'ordre n au plus égale à ce nombre.

Soit enfin, comme au No. 7, une suite de fonctions Z ^ , ^ , . . ^
f m , . . . , définies respectivement sur les ensembles finis E*j, E*2 , . . . ^
E*m , . . . et telles que

~ 0 \tm 5 k m\ _2i ^o y V/i \fm \ E m] "Si * n 5

il existe alors au moins une fonction IJHîite défioie sur
limite E* «et vérifiant les inégalités

La formule (22) nous montre d'ailleurs, p$r un raisonnement
analogue à celui employé au No. 6 que

A étant un nombre fixe dépendant des ensembles E*/n, cette inégalité
étant vérifiée par toutes les fonctions fm. La limite f{r) peut alors-
être déterminée et elle vérifie aussi l'inégalité
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CHAPITRE IL

DÉFINITION ET PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS CONVEXES
D'ORDRE SUPÉRIEUR.

§. 1. — Classification des fonctions de variable réelle
par rapport aux polynômes.

11. Considérons n+2 points ordonnés de l'ensemble E

(24) X\ , X2 , . . . ,

et représentons la fonction f{x) par les points Ai de coordonnées
^ / , f(xi), t = l » 2 , . . . , n+2.

Le point AM_j_2 peut avoir trois positions différentes par rapport
à la courbe représentative (L) du polynôme

Il peut être au-dessus, sur ou au-dessous de (L). Nous dirons que
la fonction est convexe, polynomiale, ou concave pour les points (24)
suivant les trois cas.

Anaiytiquement, on aura les trois relations

La formule (2) permet d'écrire ces relations sous la forme

>
(25) [xx, x2 , . . , X* 2 î f\

 x °-
<

Sous cette forme, on voit que la définition est indéptndante de
Vordre des points.

Si les points (24) sont ordonnés on peut écrire aussi

>
U(xt , X2 , . . . , X^+2 ;ƒ)== 0

puisque dans ce cas, V(œt, x2 , . . . , xrt + 2)> 0.
En général le point Ai aura une disposition précise par rapport

au polynôme

(26) P(^i , x2 , . . . , xi_i, # i + , , . . . , xn 2 ; f\ x) .

La fonction est par exemple convexe si le point A/ est au-des-
sus ou au-dessous de cette ligne suivant que n+ 2 — i est pair ou
impair.
Mathematica VIII. 1
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Nous pouvons donner la définition générale
La fonction sera appelée convexe, non-concave, polyno-

miale, non-convejce ou concave d'ordre n sur Vensemble E suivant
que les différences divisées d'ordre n-\-l sur tous les groupes de n-{-2
points de E sont > 0 , > 0 , = 0, ^ Ü, < 0.

Ces fonctions forment la classe des fonctions d'ordre n.
Pour n*=0, nous avons les fonctions monotones. Pour n = l les

fonctions convexes ou concaves ordinaires.
Si la fonction f(n) est convexe ou concave, —f {oc) est respec-

tivement concave ou convexe. On peut prendre la fonction non-concave
d'ordre n comme type de fonction d'ordre n. Les fonctions convexes
et polynomiales peuvent alors être regardées comme des cas particu-
liers. Dans l'étude des fonctions d'ordre n il s'agira toujours, sauf avis
contraire, de fonctions non-concaves.

Il peut arriver qu'une fonction possède à la fois plusieurs pro-
pirétés de convexité d'ordre différents. Nous dirons qu'elle est de la
classe (a, 6, c,...) si elle possède des propriétés d'ordre <z, 6, c , . . .
Pour mettre en évidence la nature de la fonction nous affecterons les
nombres a, b, c, . . . d'indices de la manière suivante: a, a*, a, a', a'*
suivant que la fonction est non-concave, convexe, polynomiale, non-
convexe ou concave d'ordre a. Il est quelquefois utile de distinguer
les fonctions de signe invariable. Pour l'uniformité des notations, nous
conviendrons de les appeler fonctions d'ordre — 1 , et nous affecterons
ce nombre d'indices, comme plus haut, suivant que la fonction reste
> 0, > 0, = 0, S 0, < 0.

12. Si nous faisons le changement de variables

nous obtenons facilement

| * / , x2\ . . . , x'n+2 ; ƒ ] =~lR [xt,x2,.. .,xn+2 ; ƒ ] .

Donc un changement d'axes de coordonnées ne change pas
Tordre de la fonction. Un changement d'unités sur les axes, ou un
déplacement d'origine ne changent pas la nature de convexité de la
fonction. La nature de la fonction ne change pas si on change l'orien-
tation des deux sxes, la fonction étant d'ordre pair, ou bien l'orien-
tation de Taxe des abscisses, la fonction étant d'ordre impair. Dans
les autres cas, la fonction non-concave (convexe) se change en une
fonction non-convexe (concave).

Soient a1, b\ les extrémités d'un sous-ensemble complètement
intérieur à E. Dans la suite (24) prenons le point xt dans l'intervalle
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, a') fermé à droite et £n-f2 dans l'intervalle (6', 6) fermé à gauche.
a fonction est, par définition, comprise entre les deux polynômes L

Toute fonction d'ordre n ( ^ 0) es£ bornée sur tout sous-ensemble
complètement intérieur à l'ensemble sur lequel cette fonction est définie.

Si E contient ses extrémités, on peut prendre ^ = a, xn + 2~b öt
on voit alors qu'une fonction d'ordre n ( S 0) définie sur un ensemble
contenant ses extrémités est bornée.

Nous pouvons remarquer encore que si f (œ) est d'une classe don-
née sur E, elle sera de même classe sur tout sous-ensemble de E à
condition, bien entendu, de regarder la convexité et la polynomialité
comme des cas particuliers de la non-concavité.

13. Occupons-nous des fonctions définies sur un ensemble fini.
Prenons une fonction définie sur la suite ordonnée (3) et emplo-

yons les notations (4) ; on voit alors que
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction soü

«non-concave (convexe, polynomiale) d'ordre n sur (3) sont:

^ 0, ( > 0 , = 0 ) , i = l , % ...,m-n-l.

Ces conditions sont, par définition, nécessaires. Montrons qu'elles
-sont suffisantes.

Il suffit de montrer que de l'hypothèse

< + i . a » + i 2= 0, ( > 0 , = 0)

*on peut eonehire

\œx, cq2 , . . . , xi . j , 4»4+l r.. . , mn f 3 tf] > 0, ( > 0, = 0)

Construisons tes polynômes L

P {^x , X2 , • . . ,*%-H 'rf\ «), P(^2 » X3 , • • • » ̂ ft + 2 î f I X)

<28) ' P ( * i , ^ , . - , * t - i »**-hi i - ' - i * * ^ ; / ! * )

et soit le pK>int A,-(ar/,ƒ(#,)). On vérifie sur la figure que si les signes
*ne se correspondaient pas le polynôme (28) aurait en commun avec
-l'un au moins des polynômes (27) plus de n points (15) ce qui ne saurait
«arriver que si les trois polyornes (27), (28) coïncident. Il y a alors
-contradiction, ee «qui démontre la propriété. En répétant ce procédé

(*$) Si deux polvnoBies coïncident sans se traverser, ce point compte
«an moins pour deux points d'intersections.
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on peut atteindre tous les groupes de n±2 points de (3). La propriété
résulte d'ailleurs aussi très simplement de la formule (10).

La fonction étant non-concave d'ordre n sur (3) la suite

(29) Ai+li A2
n + 1 , . . . ,X+r l

ne présente pas de variation de signe (l6). La formule (1) montre alors
que la suite

A1 A2 A**~n

est non-décroissante. Si / est convexe cette suite est croissante et si
elle est polynomiale, la suite a tous ses termes égaux.

Une fonction polynomiale d'ordre n est aussi polynomiale d'ordre
supérieur à n, elle ne peut être que convexe, polynomiale, ou concave
d'ordre (n —1)(17). Pour qu'une fonction d'ordre n soit aussi d'ordre
n—1 il suffit d'ajouter une condition supplémentaire,, comme nous le
montre la monotonie de la suite (30). Cette condition est mise en
évidence dans le tableau suivant

D
ro

pr
ié

t
jp

pî
ém

e
ta

ir
e

(n-1)*
(n-1)

(n-1)'

(n-1)'*

H *

Ai>o
Ai = C

A?~~" <

nature

n

[) A m ~ R -

0 A™-"<

d'ordre n de i

0
0

= o.

n

A^>0

impossibilité

a fonction

n'

• ^ ' " > Ü

\n~n = 0

Ai = 0
A^<0

A ~̂n > 0

Ar/~n = o
Â  = 0

Â  < 0

Maintenant, pour que la fonction soit d'ordre — 1 , 0,, 1, 2 , . . . , n
il nous faut m conditions au plus (dont une constante additive éven-
tuelle correspondant à l'ordre —1). Pour que la fonction soit de classe-
donnée il suffira d'égaler les différences divisées 4„ + l , -±n + i r..., ĴT+T* +
A^A^~X , . . . , Aj1 et f{ort0) à des nombres eonvenab'ernent choisis, ij,
étant égal à 1 ou m—j suivant le caractère de la classe* On voit
immédiatement que le système est toujours compatible sous les re-
strictions signalées, donc:

11 ecviste des fonctions d'une classe donnée d'avance sur m pointé^
pourvu que celte classe vérifie les conditions suivantes.

1°. La condition d'ordre n étant polynomiale, toutes les conditions*
d'ordre supérieur sont polynomiale s.

(16) Une suite <*j , a^, . . . presente une variation de signe eotre-
a m , « m + 1

 s i a m . a m + i < 0 . Si * w + I » = » W T 2L
une variation de signe enire ^ , <*m-f& lorsque Om +

(17) Elle est d'ailleurs nécessairement d'ordre »,— 1.
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2°. La condition d'ordre n étant la plus petite condition de poly*-
momialité la condition d'ordre n—1 est de convexité ou concavité.

Soit f(x) une fonction d'ordre n définie sur un ensemble quel-
conque- Je dis que si elle est polynomiale sur une suite ordonnée
œi » œ2 i • • * > xn -h 2 e^e sera nécessairement polynomiale sur toute lm
partie de E comprise dans l'intervalle fermé (xXt a>

n42)*
Soient a;/, œ2

r,..., #'w-i-2 ^ + 2 points de E dans (x | , 3^+2) n o a

nécessairement tous distincts des a,. 11 suffit évidemment de montrer que

Î f\ = 0 .

Or, parmi les pointe x'i il y a au moins un qui est distinct des
par exemple rr/, supposons a?, < r r 1 ' < . ^i-j-i •

11 suffit de considérer les deux polynômes L

^2,.. . .^. 1 x\\ œi t A .-i^nî /1 ^), P(^2»
a?3i- ,^/ X i , ^,-+1.. . ,

voir que si A4'(^i', /(^i'j) ne se trouve pas sur

Ja fonction ne peut être d'ordre n. Anaiytiquement, la propriété est
immédiate -en vertu de la formule (10).

14* Si la fonction f(<x) est d'ordre n sur (3) la suite (29) ne pré-
.sente pas de variations de signes. On en déduit alors que la suite

l A 2

présente k variations de signes au plus (18).
Supposons que f(œ) soit définie et d'ordre n sur E. Nous allons

.admettre que toute fonction définie sur moins de n+2 points soit
d'ordre n et que sa nature de convexité soit la plus défavorable pour
ies propriétés que nous avons en vue.

Nous dirons que deux différences divisées d'ordre quelconque

[<zl , a 2 , . . . , / l [£ p P / ]

5fiO.it consécutives si on a

bien généralement

Considérons les points a, p, y dans l'intervalle (a, fc) tels quô
« « . - < ^ a < p < Y < è . Soit Ef la partie de E comprise dans l'inter-

(*8) Gela îésulte du fait que si a2-atf 03-02, . . . , a m - a m _ f , présenté
tic variations, la suite at , az, . . . , am présente & + 1 variations au plus.
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Talie (a, P) et E2 la partie de E comprise dans (p, y)- t e point p appar-
tient à l'un au moins des ensembles Ei et E2. Nous dirons alors que*
Eîf E2 sont deur sous-ensembles consécutifs de E.

Soit maintenant c un point intérieur à l'intervalle (a, b). Je dis-
que la fonction est d'ordre n—k dans le voisinage gauche et dcfis le
voisinage droit de c.

Pour fixer les idées, démontrons la propriété pour le voisinage
gauche. Considérons donc l'inteivalle (a, c) ouvert à droite. Il faute
démontrer qu'on peut trouver un point c' à gauche de c tel que dans-
l'intervalle (c\ c) ouvert à droite la fonction soit d'ordre n—le. Si c
n'appartient pas à E' ou bien si c est point limite seulement de droite
la propriété est évidente puisq'il n'y a alors qu'un nombre fini de
points à gauche de c. Supposons donc que c soit point limite de gauche
de E et supposons que le point c' n'existe pas. On peut alors trou-
ver un point a à gauche de c tel que dans l'intervalle (a, c) ouvert à
droite il existe deux différences divisées Afl_L£_j_, , A n _£ 4 1 non nulles
et de signes contraires. Les résultats du No. 13 nous montrent qu'on*
peut supposer que A^L^x , -*;,—&4-2 soient consécutives. Soit a' le
point le plus proche de c qui intervient dans ces différences divisées. Dans-
l'intervalle (<x\ c) ouvert à droite on peut trouver deux différences divi-
sées consécutives ^—k+i •> ^n--L4-\ n o n nulles et de signes contrai-
res. Soit a" le point le plus proche de c qui intervient dans ces diffé-
rences divisées. On continue le procédé jusqu'à ce qu'on arrive au*
point a(&~M). Nous avons ainsi une suite de différences divisées
sécutives

A 0 ) A<2) A ( + ) A+è
*n -k+l » ûn—k+\ » • • • » àn—k+l » ^n—k+\

qui, par construction, présente au moins &-fl variations de signes-
Considérons tous les points qui interviennent dans les différence»

divisées (32) et formons la suite (31) correspondante. Cette suite a, par-
définition au plus k variations de signes. Or il y a contradiction puisque
(32) en est une suite partielle (19). L'existence du point c est donc
établie.

On démontre de la même manière la propriété pour le voisinage?
droit de c.

La propriété est vraie même pour &=
II résulte immédiatement de cette propriété qu'on peut décomposer

l 'ensemble E en un nombre fini d'ensemble consécutifs

(r9) II est clair qu'une suite présente au moins autant de variations ém
signes qu'une quelconque de ses suites partielles.
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(33) Ei , E2, . . . , Em i

tel que sur chacun la fonction soit d'ordie n—k.
Les ensembles E^ et Em peuvent éventuellement êtie formés par

les seuls points a et b et alors ils n'ont pas de point commun avec
E2 resp. Km- | .

Supposons que la décomposition (33) soit faite de manière qu'on
ne puisse pas remplacer ces ensembles par un nombre plus petit d'en-
sembles vérifiant la même propriété. On peut alors supposer que de
deux ensembles E;, Et+\ l'un au meins a au moins n— /r-j-2 points.

Montrons qu'on peut former une suite de différences divisées

àn - k+l » An-fc M > • • • , ^n~k+l

toutes différentes de zéro et de signes alternés En effet il existe par hypo-
thèse dans E1 + E2 deux différences divisées non nulles et des signés
contraires. On peut les supposer consécutives (No. 13) ; soient
A ^ l j ^ j , &„2~k+\ • De plus on peut toujours supposer qu'où bien
&nLk+\ soit dans Ei , ou bien A ; t _ ^ j soit dans E2. On voit alors
qu'on peut trouver une différence divisée à\^k,A consécutive à Av

ni_
et située dans E2 + E3 telle que &n-k+i • A\i-k+s < 0- K n e ^ e t

cela n'était possible pour aucun choix de A ^ i ^ j , A ^ l ^ i la fonc-
tion serait d'ordre n—k sur E2 -i E3. Et ainsi de suite.

Formons la suite (31) correspondant à tous les points qui inter-
viennent dans (34). Cette suite a au plus k variations; (34) en est une
suite partielle, donc, m—1 ^ k, d'où m ^ k+l.

On peut donc énoncer la propriété:
Si la fonction f(œ) est d'ordre n sur Vensemble E, on peut décom-

poser cet ensemble en k+l ensembles consécutifs au plus sur chacun la
fonction étant d'ordre n — k.

Cette décomposition peut en général être effectuée d'une infinité
de manières. Dans certains cas, par exemple si la fonction est convexe
et si E est un intervalle, la décomposition est unique. On peut le
démontrer très facilement.

Si n = l la fonction jouit d'une propriété de convexité ordinaire.
Une telle fonction se décompose en au plus deux fonctions monotone*
et en au plus trois fonctions de signe constant. Les ensembles extrêmes
de décomposition peuvent se composer effectivement des points a et b
seuls. Soit par exemple la fonction
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i Nous avons 1rs décompositions:

si Jfc=l les ensembles sont Ei (point 0), E2 (intervalle 0 < a : < l )
si & = 2 les ensembles sont E, (point 0), E2 (int. 0 <œ < 1), E3 (point 1).

15. Démontrons encore la propriété suivante
Toute fonction d'ordre n ( > 0) définie sur un ensemble fermé

atteint son maximum et son minimum.
Démontrons la propriété relative au maximum. Nous savons déjà

que la fonction est bornée, il existe donc un nombre A tel que

/ (œ) < A sur E

f(&)> A en au moins un point de E

et ceci pour tout nombre m entier et positif.
Soit une suite monotone, par exemple

(35) ocx < œ2 < ir3 < < xm <

teîle que / (œm) > A •

tn

A une extraction de suite près on peut supposer que la suite (35)

soit telle qu'on ait T—œm <. — , œ étant le point limite de la suite.
m

H suffit évidemment d'examiner le cas où la suite (35) est infime.
On a alors nécessairement a^>œm pour tout m.

De l'inégalitéa?2,..., œn% œmt x\f\ > 0 (m > n)

nous déduisons

B étant une constante finie, donc

d'où
f(œ) = A.

On démontre de la même manière la j>r©piicté relative an mi-
nimum.

De la définition résulte qu'une fonction convexe (ou eoneave)
d'ordre n ne peut prendre plus de n + 1 fois lu mêm% râleur. Démon-
trons la propriété suivante :
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Une fonction convexe {ou concave) d'orire n définie sur un ensem-

ble dense dans un intervalle atteint son maximum en \ou —çT~ I

-et son minimum en —— \ou —5— points au plus, [a] désignant

Ventier égal ou immédiatement inférieur h a
Pour fixer lés idées, supposons n = 2met démontions la propriété

relative au minimum.
Supposons que contrairement a Fénoncé, le minimum À soit

atteint aux points ordonnés

<36) œx, x2 , . . . , œm+k+l m > k > 0

•en tout autre point la fonction étant plus grande que A.
On peut toujours intercaler entre les points (H6) les points

«zV» ^>2#»"«» x'm—k+\ ^ e E t e^ s <îue la suite

<37) xuœ2^

soit ordonnée.
Développant le premier membre de la relation

[œit œ2%...t ar2k, œx
f œ2k±x, œ2', &2k+2<- -> &m+k' œ'm -Jfc+1 ' œm+k+\ ?

mous avons

(38)

•où V e§t égal au déterminanf de VAN DER MONDE relatif aux points (37),
V est ce que devient V si on supprime la ièmc ligne et la dernière
colonne et enfin $t est le ième point dans la suite (37;.

Nous avons par hypothèse

f(ocl) = f(œ2) = . . . = /(o\M+jfct 1) = A,

l'inégalité (38) devient donc

<39) - 2 l

Nous savons que f{œ't)> A et que V > 0, \r
2k+2i~\ *>®, Î = 1,2,...,

n̂—Jc + 1, (*>) ce qui est en contradiction avec l'inégalité (39). La pro-
priété est donc démontrée.

On procède de même dans les autres cas.
(^)En effet si la suite a{, «2 ,..., OLU. est ordonnée on a V*^, a2 ,..., «*)> 0.
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Si la fonction est convexe et si le nombre des points cü Ie maxi-

mum est atteint est —^~ , Fune des extrémités a, h ou bien toutes^

les deux se trouvent parmi ces points suivant que n est pair ou impair.

Si le nombre des points où le minimum est atteint est \—Z— , Tune

des extrémités se trouve parmi ces points lorsque n est pair.

16. Si f et <p sont deux fonctions de même classe, f+cp et e. f
où c est une constante positive sont ( ncore de même classe. On ne
peut en général rien dire sur la classe du produit de deux fonctions.
La formule (18) permet d'écrire les propriétés suivantes:

fonctions

f
TP

c l a s s e s

(-1,0,1,2 n)(-l,01,l,2',..,M(n'))|(-l',0M',2'....n)1(-l',0,l',2,..,»'(»))

De même la fonction de fonction F(f) peut s'étudkr avec la
formule (19). On a par exemple les propriétés

fonctions

f
F

(0.1
(0,1
(0,1

,2,...,n)
,2 , . . ,«)
,2,...,n)

c 1
(C\ 1 ' P ^# ^ / „

(ü!l'!ir! ..!n(n
(0,l',2,8'...,«(»

a s s
')) (0 1',°
'))|(0',1.2'
'j)l(0',l,2'

e

3'....
,3...
,3...

s

M»')),
Mn'))\

((/. 1
0.1.
(OM

,2',

2'

3 n'(n))
. . . , n )
3,...,n»)

11 est possible d'établir des résultats plus précis. On peut mont? er
par exemple que si F est de la classe (0,1) et si f est d'ordre 1, F(f>»
est aussi d'ordre 1.

On en déduit par exemple que si / > 0 est de la classe (0, 1%
2, 3 ' . . . ,n{n)) la fonction ƒ>, 0 < p < 1 est de la même classe et

y est de la classe (0', 1, 2' 3, . . . , n (n)\

Si nous considérons la convexité et la polynomialité comme cas
particuliers de la non-concavité on peut énoncer la propriété:

La limite d'une suite convergente de fonctions d'une même classe
est une fonction de la même classe.

Nous avons encore la propriété suivante :
Une fonction continue sur Vensemble fermé E et d'une classe don-

née sur un sous-ensemble E*, tel que E — E* = E#', est de la même
classe sur E.

Cette proposition est vraie sans restrictions. Elle est immédiate-
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pour la non-concavité et la polynomialité et elle résulte peur la con--
vexité de la propriété démontrée à la fin du No. 13.

Soit maintenant une suite de fonctions

(40 ) ƒ , , / 2 , . . . , ƒ « , . . .

définies sur les ensembles finis E4*, E2*, . . . , Em , . . . , compris chacun*
dans le suivant.

Si ^o [fm ; Em*\ < _)0 , V„f/m ; EOT*] < V* et si les fonctions (4Q>
sont de la même classe il existe une fonction limite /, définie sur l'en-
semble limite E*, vérifiant les conditions signalées au No. 10, et qui;
soit de la même classe.

§ 2. — Relations entre les fonctions d'ordre et de classe donnés
et les fonctions étudiées au Chap. I.

17. Supposons que la fonction f soit définie sur Fensemble E*
formé par l'ensemble E et un point isolé œ. On vérifie facilement que
si f est à nème différence divisée bornée sur E; elle est aussi à nèm*
différence divisée bornée sur E| .

Considérons maintenant une fonction d'ordre n sur E. Soient
«', V les extrémités d'un sous-ensemble complètement intérieur à E.
En vertu de la remarque faite nous pourrons supposer qu'il y ait au
moins n+1 points x'u cc'2,.. . , «^'n+i dans l'intervalle (a, a') ouvert à
droite et au moins n + 1 points œ'\ , œ"2, . . . , œ"n+x dans l'intervalle
(6', b) ouvert à gauche. Soient enfin œv, x2 , . . . , #w_j_i , n + 1 points du
sous-ensemble considéré. Du fait que la suite (30) est monotone '\\
résulte que la différence divisée \cc\, œ2 , . . . , &n+\ ;ƒ] est comprise
"entre les différences divisées [^'1',^r2

f,...,^>'n+l; ƒ], \fC\\œ^\..^ œ"\\\ \1\\
donc

Toute fonction d'ordre n est à nème différence divisée bornée sut
tout sous-ensemble complètement intérieur E.

On en déduit que toute fonction d'ordre n ( ^ 1) sur E est conti-
nue sur tout sous-ensemble complètement intérieur à E.

Si E* est un sous-ensemble complètement intérieur à E on a

| [œx, œ2 , . . . , œn+l ; /] j < An [f ; E*] = nombre fini.

Pour une suite de points quelconque (3) de E* nous en déduisons
m—n—l . m—n—1 .

donc:
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Toute fonction d'ordre n sur E est à n^me variation bornée sur
•tout sous-ensemble complètement intérieur à E.

Dans le No. suivant nous allons établir une réciproque de cette
^propriété.

18. Reprenons les fonctions définies sur un ensemble fini (3)
On voit aisément que toute fonction définie sur cet ensemble se décom-
pose en la différence de deux fonctions de la classe (—1,0, 1, 2,..., n).

Posons en effet

<41) ƒ = * - *

II est clair qu'on peut prendre <t> (œ{) > 0 assez grand pour qu'on
ait aussi ^(^i) 5> 0. Ensuite on peut prendre <£(»r2) > 0 assez grand
pour qu'on ait aussi [cci, cr2;<£] >> 0, $(^2) > 0, [« î̂, a?2 ; <J>] > 0
e t c . . . . etc.«,..

On obtient les décompositions (41) en écrivant

<42) [œu œi+l ,...9&i+k; i>] ^ y { ! \œ , œi+l,..., œi+k; f\ I +

i = 1, k = 0, 1, 2t . . . , n
k = n + 1 i = 1, 2, 3, . . . , m-n-1.

Considérons le système

\xx, ^ 2 , . . . . ^ + 1 ; *] = ^* *« 0, 1, 2 , . . *, n
[d?/, i r i + 1 , . . . , ^t+n+i 5 +1 = V'i i = l , 2, 3 , . . . , m-/î-1

•«le m équations linéaires en <£ (crt), <f> (^r2),... , <t> (ccm). Tenant compte
-du fait que la suite (3) est ordonnée et appliquant la formule fonda-
mentale (1) on trouve facilement que d'une manière générale <t>{oc) est
une expression linéaire et homogène de Xt, X2 , • . . , Xn ; |Aj, ji2 , . %., {xm.n.i
dont les coefficients sont noji-négatifs.

Soit maintenant <f>*(.r) une solution quelconque du système d'in-
égalités (42) et $(^) la solution qn'on obtient si on remplace tous les
signes — par = . Le système qu'on obtient ainsi est en effet compa-
tible et la solution en est complètement déterminée.

De l'analyse précédente on déduit qu'on a

*V # ) ^ <t>(;rt) i = l, 2, 3 , , . . . , m .

On voit d'ailleurs facilement que toutes les égalités ne peuvent
-avoir lieu à la fois que si (42) est un système d'égalités.

La décomposition (41) peut se faire d'une infinité de manières.
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Parmi ces décompositions il y a une pour laquelle les fonctions <f>, tj*
sont Ie3 plus petites possibles (21). De ce qui précède résulte que cet t^
décomposition canonique s'obtient par les formules

f(œ) = <j>ix) — ̂ ) sur (3)

(43) \xt ,œi+l, . . . , cci+k;4>] = — {\[xit œi+ï, . . . , <ri+k; ƒ] J +

+ [xt> tfj+i,..., #;+*;ƒ]}
i = 1, /c = 0, 1, 2 , . . . , n
/r = n + 1, i = 1, 2, 3 , . . . , m-n-1.

Cette décomposition jouit des propriétés suivantes :
1°. La ( n + l ) è m e borne des fonctions <t> et <]> es^ aw plus égale fc

cille de f.
2°. La variation totale d'ordre n des fondions 4> et tj; ne dépasse-

pas celle de f.
3°. Les fonctions <t>, cf> sont bornées par une quantité dépendant

uniquement des propriétés jusqu'à Vordre n de f et d'un intervalle qui
m*ferme les points (3), mais non du nombre de ces points.

1°, et 2° sont immédiates. Pour démontrer la propriété 3° remar-
quons qu'en désignant par A* , VA les bornes et les variations totales^
de ƒ on a

i [ ^ , v r 2 , . . . , œk\$]\< AA_! fc=l, 2, . . . , n

ce qu'on obtient en ajoutant convenablement les relations (43). Tenant,
compte de (1) nous en déduisons

I > I , T 2 , . . . , Tk;cf>]\<Ak^ fc«l, 2, , . . . , n - l

i [x,, T f-+ I , . . . , x l + w _ , ; <£J | < A._, +.2. 6 _ a)(V„+2V„)

i =-- 2, 3, . . . , m - n + L

où (a, 6) est un intervalle renfermant les points (3). En répétant ce*-
procédé on arrive à la limitation

n—i

+nHb-aY. JL(Vn + 2àn) sur (3)
iti 2

(2t) Une fonction f est „plus petite* qu'une autre fonction f% si on %.
/ < /i sur l'ensemble comun au deux ensembles où les fonctions sont défi-
nies, le signe < ayant lieu pour une valeur au moins de la variable*
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Cette formule est valable aussi pour 4>, elle est assez grossière,
fnais suffit pour démontrer la propriété 3° puisqu'elle ne dépend pas de m.

Soit maintenant une fonction quelconque ƒ à nème variation bor-
née sur un ensemble E et supposons n > 0. La fonction étant conti-
nue, est complètement déterminée par ses valeurs sur un sous-ensemble
dénombrabïe E* tel que E—E* appartienne au dérivé de E*.

Envisageons maintenant E* comme limite d'une suite d'ensembles
finis E*| , E*2 » • • • E*m , . • - chacun contenant le précédent et soient

f = <f>m — i>m m = 1 , 2 , . . .

4es décompositions minima sur ces ensembles.

4>\ , $ 2 » • • • » $m y • • •

) 4*1 , <|>2 , . . • , tym ,

sont également bornées, de la classe (- 1, 0, 1, 2, • • . , n) et leur varia-
tion totale d'ordre n ne dépasse pas V„[/;E]. Nous savons alors que
les fonctions <f>i ont au moins une limite *•/> sur E* et par conséquent
4es 4»« ont aussi une limite 4> telle que

V,[^;E*] < Vn[/ ;E], Vn[<l>;E*] < V n [ / ; E ]

<t>, 41 de la classe (- 1, 0, 1, 2, . . . ,n),

ƒ = </> — 4, sur E*.

Par le principe de continuité on déduit donc la propriété suivante :
Toute fonction à nème variation bornée est la différence de deux

^fonctions de la classe (1, 0, 1, 2 , . . . , n) et dont la n^me variation totale
me dépasse pas celle de f (̂ r) (22).

Soit ƒ=<ƒ>—$ *a décomposition minimum sur la suite (3). Ajou-
4ons aux points (3) un nouveau point #0 et soit fi=<t>\— <J>< la décom-
position minimum sur la nouvelle suite obtenue (/i = / sur (3)). On
montre facilement à l'aide des formules (43) que l'on a 4><4>i sur
i(3)(2Z). On en déduit que les suites (44) ont effectivement une limite.

Il en résulte alors que la décomposition obtenue plus haut pour
*un ensemble quelconque vérifie aussi la propriété de minimum, c'est-à-

C22) Pour le cas n = l M. A. WINTERNITZ (voir loc. cit. 5) a démontré
•que toute fonction à première variation bornée (Funktion von besclirânkter
4)rehung) est la différence de deux fonctions d'ordre 1. La méthode de cet
•auteur est différente de celle employée ici.

(23) L'égalité peut d'ailleurs avoir lieu partout.Si X( <C ̂ 0 <C xt+i on a certai-
nement «K*,) = <*>,(*>), j= 1, 2 , . . . , t.
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«lire que parmi toutes les fonctions <£, ty de classe (—1,0, 1, 2 , . . . , n)
vérifiant l'égalité /*=<£ — ty celles obtenues plus haut sont les plus petites
possibles. Dans le cas contraire, en effet, on montrerait qu'il existe un
•w^pour lequel f—^m—fym n'est pas la décomposition minimum sur E*w,
ce qui est impossible.

Nous avons supposé n > 0 . Si n==0 la fonction ƒ n'est pas en
.général continue, mais ses points de discontinuité forment un ensemble
dénombrable. Il suffit de prendre l'ensemble E* de manière qu'il con-
tienne l'ensemble des discontinuités, la méthode est alors applicable et
-conduit nécessairement à la décomposition minimum en deux fonctions
^ion-négatives et non-décroissantes, bien connue.

CHAPITRE III.

SUR LES DÉRIVÉES DES FONCTIONS DUNE VARIABLE RÉELLE»

§ 1. — Quelques remarques sur la définition
de la dérivée d'ordre n.

19. Nous allons supposer maintenant que la fonction f(x) soit
iornée sur E. Lorsque les points x\, x2 , . . . , xn^.\ tendent vers un
4>oint x de E' la différence divisée

<45) [./'! , X2 , . • • , l'ni-l ', f]

ne tend en général vers aucune limite.
Nous désignerons par fn(') la limite de la différence divisée (45)

-si elle existe, est finie et bien déterminée quand les points x\ , x2 , . . . , xn+t
Rendent d'une manière quelconque vers ,r.

Supposons que le point ./ appartienne à E, nous désignerons alors
par fn*(i) la limite de la différence divisée [x, X\, Xi,..., xn ; f] si
«elle existe, est finie et bien déterminée quand les points X\ , ocz , . . . , xn

tendent d'une manière quelconque vers x.
On peut facilement démontrer que pour que fn{x) existe il faut et il

suffit qu'à tout nombre e > 0 on puisse faire correspondre un nombre
•y\ > 0 tel que

{46) i [./-,, x2,..., xn+i ;f}-kl', r2't... , x'n+x ; ƒ ] ! < * , dans \{x; n) (*)#

Cette inégalité peut d'ailleurs être remplacée par la suivante (for-
mule (6)) :

<4J) I [.ri, x2 ,..., xn+\ ; ƒ]— [TZ J x$ t..., Xn+2 ; f ] | < s, dans l(x ; 7}).

(24) I(x ; r)) désigne Fintervalle de milieu x et de longueur KJ.
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On peut aussi prendre ^ > O de manière que

(48) I [xx , x2,..., j'n+\ ; f] —fn(t) i < e, dans l(x; 17).

Les mêmes propriétés sont vraies pour fn*(x) en faisant figurer-
le point x dans toutes les différences divisées des formules (46), (47)»
et (48).

La formule (9) montre que si fn*(x) existe, la différence divisée
(45) tend vers fn*(x) lorsque les points xï% x2 , . . . , .*«+\ tendent vers-
a* pourvu que le quotient

reste borné. En effet, dans ce cas, toute limite de (45) est finie et de
toute suite de différences divisées convergeant vers une limite on peut.
extraire une nouvelle suite telle que

x
Xi — X2

ait une limite, qui est finie par hypothèse. La formule (9) montre alors*
que cette suite de différences divisées tend vers fn*(x) (25).

Nous supposerons que E soit fermé.
L'existence de fn(x) entraine par définition celle de fn*{oc).
Par définition, la w^e dérivée /( / ï )(r) est la dérivée de la (n—1/we

dérivée et par définition aussi, la première dérivée f'(s) est identique
à AV).

f{n)(') P e u t donc être définie sur l'ensemble E<n> et il est évident
que son existence implique celle de /(n~1}(.r) en tous les points de
Efa—u dans un voisinage I(.r ; >]), mt > 0 de r. Quand nous parlons de
la continuité de fin)(') en un point .r de E(/ï> nous supposons bien-
entendu que cette dérivée existe dans le voisinage de x.

20. De (46) nous déduisons que si fn(x) existe en un point x à&
E' la fonction est à n<'*ne différence divisée bornée dans le voisinage
de ./'. Si la fonction est à (n+l ) < m g différence divisée bornée, fn(xy
existe en tout point de E' et est continue (sur E'). Si fn(x) existe en
tout point de E', elle est continue, donc nécessairement bornée. Il en*
résulte que la fonction est à n<me différence bornée. Dans ce cas l'inéga-
lité (46) a lieu uniformément sur E.

Si fn(>) existe en un point ./•, fn~\(') existe aussi en ce point et

(*5) Cette remarque permet de définir fn*(x) même en un point de E**
qui n'appartient pas à E, mais il est inutile de considérer cette extension.
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dans sou voisinage, mais il est à remarquer que ƒ*(.*•) peut exister en
un point (de E") sans exister dans son voisinage (26).

Si fn%<) existe en un point .r, /*n-i(.r) existe aussi en ce point,
mais non pas en général dans son voisinage (27).

Enfin fn%*') peut exister en un point et même être contintte sans
que fn{i) existe (28).

Nous pouvons démontrer la propriété suivante :

(26) Soit la fonction

L'ensemble E' est formé par les points

1 1 1_ , _ , . . . , _ , . - . , et 0.

Aux points — ? —,..,, f\{œ) n'existe pas, an contraire | [xg, x% ;ƒ] | < —

dans 10, —j donc ft(0) existe et est égale à zéro.

(27) Considérons la fonction définie pour 0 < x < —- de la manière

suivante

/ ( 0 ) - 0, {(x) « x à - f * - - s i r ) Pour - J L . < x < 8 _ ^ „ = 1 , 2 , 3 , ...

On vérifie que /*2*(0) txiste et est égale à zéro, tandis que ffix) n'existe

évidemment pas aux points — ? — > — i • . •

(28) II suffit de prendre la fonction

1 1
fi%x) existe en tout point 0, -^- ? - ^ - 1 . . •, mais f|(0) n'existe pas.
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Si fn(x) existe en un point de E<n), la n^ie dérivée f(n)(x) existe
ce point et on a Végalité :

En effet il existe un nombre r\ > 0 tel que dans l(x ; rt) la
différence divisée de f(x) ne dépasse pas en module le nombre fini A.
Toutes les limites ƒ,(.#•), M''), • - . , fn-i(*) existent dans l(x ; ri). On
peut alors démontrer la propriété par récurrence. Elle est évidente pour
n=l. Supposons donc qu'elle soit vraie pour 1, 2 , . . . , n — 1 et démon-
trons-la pour n. A tout e > 0 correspond un r\\ < r\ tel que si x'
est un point de YSn~l) dans I(r;7ji) et si ,*\\ j'2

f-, - • •,.'«' sont suffisam-
ment raprochés de J ' et J\ , xz, . . . , .*•« suffisamment raprochés de
x on ait à la fois

T„ ; f\ —fn{x) I < 3 ^ » 1 * * * *

x -x 3nA

| [a;i , x2,..., xn]-fn-\Çv) I

| [x/, x2\ ...,xn'; f)~fn-i(x')

Mais, par hypothèse

Nous avons donc

e,

t .

(n -1 ) ! —x

/y. — /y»/

«A/ —~~ Xf
l — 1

La formule (6) donne

X X
dans I(^;iji)

ce qui démontre la propriété.
On en déduit que pour que f(n^(x) existe et soit continue sur

il suffit que fn(i') existe sur Ein\ mais il est à remarquer que cette
condition n'est pas nécessaire en général.

Remarquons aussi que, de l'existence de /w*(.r)3 on ne peut pas
conclure en générai à celle de f{n)(x) (n > 1).



PROPH. DES FÛZVCT. D'UNE X1U DE DEUX VAR. RÉELLES. 35

21. Das propriétés plus précises peuvent être obtenues si E est
«ci intervalle fermé (a, b). STIELTJES a démontré (29) en effet que:

Si fin)(.c) existe et est continus au point x, fn(-v) existe et on a

En comparant avec ce qui a été dit plus haut on voit que :
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f(œ)

'Hêfinie et bornée dans l'intervalle (a, b) ait une nèr*w dérivée continue
-dans cet intervalle est que la nè™e différence divisée soit uniformément
* continue dans (a, 6).

Nous savons dçjà que la n ^ e différence divisée est uniformément
•continue si à tout nombre e > 0 et à tout point x de (a, b) on peut
ifaire correspondre un nombre f] >> 0 tel qu'on ait

; | [xx, x2,..., /'/H-I ; f\ — (x2, x3 , . . . , Xn+2 > f \ \ < e dans l(x ; ri).

Dans le cas d'un intervalle, si fn*(x) existe et est continue au
rpoint x, fn(') existe aussi en ce point. Supposons en effet que dans
il(x ; 8), B > 0, fn*(x) existe et soit continue au point x. A tout e > 0
correspond un TQ,(O <C f\ < 5) tel que

I fn%<) — fn%c) | < e dans l(x; rt).

Soit [.( i , /'2 > • • • > ̂ Vz+t ; f\ une différence divisée dans I (x ; iq)m

INOUS avons montré qu'il existe un point x dans le plus petit intervalle
• contenant les points xt tel que dans tout voisinage de x9 on peut
^trouver une différence divisée d'ordre n égale à \x\ , a'2 , • • . 9^n+i> f\
t^voir chap. I. No. 4). En vertu de notre hypothèse et d'une remarque
faite plus haut, il résulte que

-fn*( ̂ ')=!^i , ^'2, • * • , 0̂4-1 '» f]
•donc

! /***(.«) —, [xxt-rz* 1 #«+H f\ I < e dans I(^ ; ^)

.ftlpc) existe et est évidemment égale à fn
9(»).

Il importe de remarquer que même dans le cas d'un intervalle
^fn{x) (ou fn*(r)) p^ut exister en un point sans exister dans son voisi-
*nage (30). De même si fn*(x) existe au point x, fn^t(x) existe aussi
au point rt mais non pas en général dans son voisinage (3l).

(29) T. J. STIELTJES „Over Lagrange's interpolatie-formulae* Verslagen
«an Mendeelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam
i2« «er. t. XVII (1882), p. 239.

(20) Voir F exemple donné dans le note (27).
(3f) L'exemple de la note (27) vérifie la propriété.
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S t r a t e s a également démontré la proposition suivante
Si f(x) est définie et bornée dans (a, 6> et si fin>(x) eodste en mm

point, fn*(x) existe aussi en ce point et on a

C'est une condition né oaire pour l'existence de la nème dérivée^
mais elle n'est pas suff- nte en général. Nous allons au contraire-
démontrer la propriété suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f(x^
définie et bornée dans Vintervalle (a, b) ait une n^nie dérivée en tout
point de (a, b) est que fn*K<') existe en tout point de (a, b).

Nous savons que la condition est nécessaire. Montrons qu'elle esfc
suffisante.

Dans ce cas f*n-i(x) existe partout et est continue, donc

/*„-,(')=/„-,(') -J~ïyî f<"-%>) •

II suffira de montrer que /n-iC>) a une dérivée en tout? point de^
(a, b). Soit x un point de (ay b) ; on peut trouver A l> 0 et $ > O
tels que

I U', n , '2 , • • • > ' n ; / ] I < A dans I(rr;,8)*

e > 0 étant donné, on peut trouver 0 <C t) ^ §, tel qjie

(49) | [x, xi,a-2f.f ^» '> f) — [v, * M -*fc'f • • • > •£„ '> f ] i < . e dans l(x ; i})-
Soient x' un point de I\TMJ), ,r^, r3.,. . . , xn des points au vxrfsi-

liage de x et .r/, x2'f..., ^V des points au voisinage de x'. Nous;
pouvons trouver les points .>;*, .*•'* dans I(.r;7]) tels que

Or, fn-ii') étant continue on peut choisir les peints xty x'i tels*
qu'on ait à la fois

Xi — X

6.
(60)

( 3 2 ) T . J . S T I E L T J E S „ E i n i g e b e m e r k i n g e n o m t r e n t d e d i q
v a n e e n e f u n c t i e v a n e e n e v e r a n d e r l i j k e * N i e u w A r c l û e f v o o r W i s f c u n d e U
( 1 8 8 2 ) , p . 1 0 6 — 1 1 L

Considérons un autre point x" dfcns %t:;ri),et faisons-lui. cotre»*-
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pondre de la même manière tes points x4", x2", . . .» xn" ; x"m tel que les
inégalités correspondantes (49), (50) soient vérifiées. Il est toujours
possible de prendre ces points de manière qu'on ait aussi

Xi — X i Xx
<

La formule (6) nous donne alors

[x, x2, a r s , . . . , a : „ ; fj —[ar,', x-J,..., x„'; f]

— x"

[x, ; f\ — x2",.

Xi — X — X,
XZ . , Xi, Xi"t ."i/l

Xi Xi

«,*.",..., *»";fll S < 4 - -
Nous en déduisons

X—X' — x'
dans

*ee qui démontre la propriété.
22. Supposons maintenant que f(x) soit bornée et sommaUe dans

^a, 6). La fonction

-est alors continue pour a >» 0. Nous allons démontrer la propriété plus
^générale (en supposant toujours a > 0).*

Si /(.r) es^ à n^mg différence divisée bornée, la nème différence divi-
sée de la fonction Fa (.'*) est uniformément continue dans tout intervalle

Nous savons que cette propriété signifie qu'à tout e > 0 et à tout
ipoint x de (ai, b) on peut faire correspondre un Î ] > 0 tel que l'on ait

| [.i-|, ,r2,... ,./•„+, ;Fa]-[x2, x3f..., ,;n+2 ; Fa ] 1 < e dans I(£;ij).

Faisons le changement de variables

t \(x-a) t + a



38 r. popüvicw

qui est légitime C33) et supprimons le facteur j ^ r r • ^ o u s POUVOÏ1S eom'

sidérer, avec un léger changement de notation,

Nous avons (formule (8)):

(52) [xu x2,.

[xu *2,..., xk ; (x—aY) . [xky xk+u ••• r *n+2 > f{ (a—

Or, la fonction (x—a)a et toutes ses différences divisées sont
nées dans l'intervalle (ai, b). Il en est de même, par hypothèse, de lib
fonction f((x—a) t-\-a) jusqu'à Tordre n inclus dans (ai, b) et pour-
toutes les valeurs de t. Il suffit donc de démontrer qu'« tout nombre*
e > 0 on peut faire correspondre un nombre y\ > 0 tel qu'on ait

f*
\ ( 1 "£)*"" M [ïl,#2v#»r^Ji-H v(0^""*V "̂̂ ~ ̂ 01* \®2i3cZi"*>%n-\-2 *ƒ((•£ ~ a) £-{- Q>)]f dt

pourvu que xu #2? • • • ̂ «+2 Testent dans un intervalle de longueur y.
Le cas général résulte immédiatement du cas n = 0. Nous savons-

en effet que f(n~~l)(x) existe et est continue. De plus on peut trouver
un point î dans (a, b) et compris dans le plus petit intervalle conte-
nant les points xu x2,..., œn+1 tel que dans tout intervalle contenant le-
point £ il existe une différence divisée égale à [x\,x2,.* ,xn+\ ;/*((a;-a)^ + a)}^
Ce point £ se trouve toujours dans le plus petit intervalle où les points,
sur lesquels ces différences divisées sont prises, sont situés. Supposons-
que f(x) ait une nème dérivée au point (g—a)£ + «, alors en veitu dm
second théorème de STIELTJES

[x,,^2,..., xn+i ;f((x—a)t + a)] = —
ni

De même nous pouvons trouver £' de manière qpe si f(x) a une-
nème dérivée au point (£'—a)t + a, on a

i*-a) t+a)] =

(33) Voir H. LEBESGUE, «Sur les intégrales singulières", Ann. Fac. Tou-
louse 3ème s. t. L. (1909), pp. 25—117, sp. p. 44.
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Les points f, £' sont dans un intervalle de longueur < ij. D'autre
part f(n~v(x) existe partout et est à première différence divisée bornée,
en vertu d'un théorème de M. LEBESGUE f(n){x) existe donc presque
partout et est évidemment bornée. En vertu des propriétés bien con-
nues des fonctions sommables il résulte que le prob ème se reduit à la
continuité d'une expression de la forme Fa(#). Ce que nous savons
être exact (34).

On sait que la dérivée d'ordre a (a > 0) est définie par l'égalité

n étant entier > a.
La première proposition énoncée au Ko. 21 nous peiiret d'écrire

les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d'une dérivée
continue d'ordre a. En vertu de la propriété exprimée par la formule
(51) nous déduisons que si f {oc) est à n^me différence divisée bornée la-
dérivée d'ordre a existe et est continue dans (a, b) pour a < w. C'est
un théorème de M. P. MONTEL, énoncé d'une façon un peut différente.
M. MONTEL a montré que, la fonction étant supposée bornée, il suffit
de considérer seulement les difféiences divisées piises sur des points
équidistants (35).

Les propriétés démontrées au No. 21 permettent d'écrire les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour l'existence, dans l'intervalle {a, b)
ouvert à gauche, de la dérivée d'ordre a ou bien de la dérivée continue
d'ordre a. Pratiquement ces énoncés ne présentent pas beaucoup d'in-
térêt. Il est possible par diverses transformations d'en déduire les critères
donnés par M. MAHCHAUD. NOUS n'insistons pas sur cette question qui
nous éloignerait trop de notre sujet et nous renverrons au mémorie de
M. A. MARCHAUD (36/.

§. 2.— Remarques sur les déiivées des fonctions étudiées
aux Clia p. I. et II.

23. Nous déduisons de ce qui précède qu'une fonction d'ordre n
sur E a des dérivées continues d'ordre 1, 2 , . . . , n — 1 sur tout sous-
ensemble complètement intérieur à E. Si la fonction est définie dans un
intervalle elle a des dériiées continues d'ordre r < n dans tout inUr-
value complètement intérieur.

(34j A la rigueur ceci ne résulte que si x est dans \al , b) ce qui n'est
pas en eontradktion avec notre hypothèse initiale.

(35) P. MONTEL „Sur les polynômes d'approximation* Bu 1. de la Soe.
Jftath. t. 46 (1918) pp. 151—192 sp. p. 183.

(36) Voir loc. cit. (7).
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Posons

l [*2 » *2#> **| [*2 t x/'f X*] . . . [ r 2 , K-i', * n ] [*"2 , •«'g î' ƒ 1

Cette expression s'annule identiquement lorsque /(jc)est in poly-
nôme de degré n. Donc, pourvu que tous les points

\ O a ) X\ , JTi , «T2 , -^2 , . . . , «^«+1 ? * «-+1

soient distincts, elle est nécessairement de la forme
n 1

VO4; U I , r ; / = ^ A i . I y , , ^ z + i , . . . , yt+n+\ > f j

On peut déterminer cette formule de la manière suivante : On
retranche chaque ligne du déterminant de la suivante. En appliquant
nlors la formule (6) le déterminant se décompose (en veitu de la for-
mule de BINET donnant le produit de deux tableaux) en une somme
de déterminants d'ordre n de la même forme mais portant sur des
différences divisées secondes, multipliés chacun par un facteur indé-
pendant de la fonction f. On décompose chaque déterminant de la
même manière jusqu'à ce qu'on arrive à la formule (54). Si on sup-
pose que la suite (53) soit ordonnée on peut écrire la formule (6) de
manière que les facteurs introduits soient toujours positifs et ce pro-
cédé conduit effectivement à (54). 11 en résulte que si la suite (53) est
ordonnée les coefficients A, dans (54) sont positifs.

Si la dérivée f\x) existe et est continue on a

(55) lim. [

si X,-, Xi tendent vers le point x* de E', i=l, 2, . . . , n - f t.
La suite (53) étant ordonnée, des formules (54) et (55) on déduit

que si la fonction f (a) est non-coveave d'ordie n sa défit ée est non-
concave d'ordre n—1. La îéciproque de cette propriété n'est pas vraie
en général. La dérivée f(x) peut être d'ordre n—1 sans que la fonc-
tion soit d'erdre nt elle peut être convexe d'ordre n—1 et la fonction
d'ordre n, sans être convexe. La(n—\)éme dérivée d'une fonction d'ordre
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-m est d'ordre 1. Une telle fonction a une dérivée à gauche et une
-dérivée à droite, qui sont des fonctions d'ordre 0. Si la (n -f- Vfmt déri-
vée existe, elle est de signe constant.

Si E est un intervalle et si la dérivée f'(x) est non-concave d'ordre
-n—1 la fonction f Kx) est nécessairement non-concave d'ordre n. Dç
plus, si f(x) est convexe, f{x) est convexe aussi et réciproquement
puisqu'une de ces fonctions ne peut être polynomiale sans que l'autre
le soit aussi dans le même intervalle. Dans le cas où E est un inter-
valle, si f(n+\x) existe, la condition fin+]>(x) > 0 est nécessaire et
suffisante pour que la fonction soit non-concave d'ordre n^ la condition
ƒta+*)(x) > 0 est suffisante pour qu'elle soit convexe.

Dans le cas d'un intervalle les propriétés de la fonction se dédui-
sent simplement de celles de la dérivée par la formule facile à établir

(56) U(*i,*2,....*»+2;O = n ! \
Jjcl JJC2

24. Nous avons vu qu'une fonction à n ^ e variation bornée fest à
différence divisée bornée donc, une fonction à nùme variation bor**

née a des dérivées continues d'ordre J, 2, . . . , n — 1. Si elle est définie
dans un intervalle fermé (a, b) les dérivées continues d'ordre r < n
existent dans l'intervalle ouvert à gauche.

Nous allons démontrer aussi que la dérivée d'une fonction à
variation bornée est à (n—l)ème variation bornée.

Ecrivons la formule générale (54) pour les 2n points

Faisant f = xn, nous avons

, a2 , . . . , a*'
II est manifeste alors que si a^, a2*,..., an* est une suite ordonné#f

-4 tout e > 0, correspond un T\ > 0 tel qu'on ait

e, i=l f2, . . . ,n - n !

pourvu que i at — a** i < TQ, I a/— a,* J < TQ, i = 1, 2 , . . . f n.
Considérons maintenant une suite ordonnée de E'

<57) Xi , #2, • • • Xm .
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D'après la propriété précédente on peut toujours prendre
points de E

(58) y | , ƒ2 , • • • , y2m

de manière que, e > 0 étant donné, on ait

(y2l-\ y J>2i+1 , — , y2i+2«-3 \ TT /J2/+1 > ^21+3 1 — > y2H-2n-I \
U I ; / u I î / I

V/2/ > y 2 / + 2 1 ••• <» y 2 i + 2 ' ~ 2 / I.F2H- 2i y2 /+4 ->•••> / 2 ' + 2 n /

, ... , X,+„)

i = l , 2, . . . , m - n
où

^n~(yï, y /4-1 , . . . , yj+n ; /J, i = l , 2 , . . . , 2m—n,

On en déduit que

U(y2U2iy2i 4* •••^'2!^ 2» *'H

< ( 2 n — l ) ( n ! + (

Mais An[^;E] étant fini, avec un léger changement de notations
on peut dire aussi que, la suite (57) étant donnée, on peut déterminer
la suite (58) de manière que le premier membre de (59) soit

$ > 0 étant donné d'avance.
Mais le premier membre de (59) peut êlre déterminé par un choix.

convenable de la suite (57) de manière qu'il diffère de moins de -^- de-
o

la quantité
(60) (n l ) ! . ( ( n~ l ) ^c variation de /"(*) sur (57)).

Enfin la suite (57) peut être prise telle que la quantité (GO) dif-

fère de moins de ^7 —7 de V«_i fff ; E'i.
à(n— 1)1
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II en résulte que

V*-t[/';E'] < (2n-l)(n+l)!Vi,f/;El+«
donc

V„-,[f ;E'J < (2n-l)(n+l)lV„\f;K].

Cette inégalité est assez grossière, mais suffit pour démontrer-
la propriété. f(x) étant à nèwe variation bornée f^n"l)(x) est donc ht
première variation bornée. On sait que 1(n~l)(x) admet alors une déri-
vée à gauche et une dérivée à droite qui sont à variation bornée
d'ordre 0 (37).

25. Suupposons d'abord que E soit un intervalle (a, 6). On peut
donner un sens précis à la {n+l)ème différence divisée d'une fonction*,
d'ordre n, même si les points ne sont pas tous distincts.

Il s'agit de donner un sens à la différence divisée

fe1 * Xx > ' • • > x} \x* » *2 i • • • >x /]

i\ -[- i*+ - - - i k =

les points X\, X2 , . . . , xu étant distincts. Si nous regardons (61) comme-
le quotient de deux déterminants (voir No. 1) elle se présente sous la

forme indéterminée — . Pour lever l'indétermination nous remplaçons-

chaque groupe de points confondus x}, # / , . . . , #y par ij points distincts
tendant vers Xj. On peut alors obtenir par un procédé bien connu
(règle de I'HOSPITAL) la vraie valeur du quotient (61). Ceci revient h
définir le déterminant

ü fo>* i , . - . , * i , ?2_i x2 , ^ . . , x2 , xi* xk, . . . , Xk, ; /)

comme étant égal au déterminant U(aj, a 2 , . . . , an+2 ; f) où, d'une
manière générale on remplace les lignes d'ordre i4 + i2 •+ • • • + i / - i
4 + h H h */-1 + 2 , , . • ii + «2 + H i/-1 + i/ Par :

l X, ** 3* ^ W

0 1 2x, 3x;
2 waj1""1

0 0 2 6r^ n(n- l )a7 2

*
0 0 0 0 . .(y-1)1. • .n(w-l). . .(n-y+2)gy-V+l

(37) Voir le mémoire de M. VVINTERNITZ loc. cit. (3).
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( , x\ » . . . ,x , , x2 , x 2 , . . . , x 2 , . . , X * , 2 * , . . . , X J O s'obtient en faisant
ƒ = a;rI+l et on voit facilement que cette expression est différente de
zéro, donc la différence divisée est parfaitement définie.

L'opération précédente est justifiée si k > 2 puisque la fonction
a une dérivée continue d'ordre n — 1. Il en est de même si k = 2, e |
2 < ij < n. Si k = 2 et ii = 1 il faut introduire la n^me dérivée.
Cette dérivée n'existe pas en général mais il y a toujours une n^me
dérivée à gauche et une w™* dérivée à droite. Il en résulte qu'on peut
encore donner un sens à la différence divisée à condition de faire
tendre les n + 1 points du deuxième groupe vers %i d'un même côté*

Par exemple si ces points restent constamment à gauche de x2

la formule trouvée est valable pourvu que f(n)(.x2) représente la, n^me

dérivée à gauche.
Il est clair que ces considérations ne sont valables qu'à l'intérieur

•de l'intervalle (a, b)t plus exactement partout où les dérivées existent.
On peut compléter maintenant les propriétés des fonctions d'ordre

n. Si ƒ(*) est non-concave d'ordre n on a

[Xi, x2 , . . . , xw+2 ; f ] ^ 0

les points étant distincts ou non. On verra aussi que si f(x) est d'ordre
n et si l'on a

1*1 5 *2 9 • • • $ Xn t 2 î f J & 0

Xi ^ x2 < » • • ̂  *n-j-2 ( n o n P a s *o u s confondus)

la fonction est polynomiale d'ordre n dans l'intervalle {xx, xn-j-2)«
D'ailleurs toutes ces proriétés peuvent se traduire géométrique-

ment au moyen des polynômes L.
Si l'ensemble E est quelconque les considérations précédentes

s'appliquent encore à condition que les points où il y en a plusieurs
•confondus appartiennent à un ensemble dérivé d'ordre convenable.
Les dérivées peuvent d'ailleurs être prolongées par l'expression n\fn{x)
sur tout l'ensemble E'. On vérifie facilement que ce prolongement per-
met de généraliser tout à fait les propriétés. Par exemple si f(x) est
non-concave d'ordre n on montre que partout où ils existent fi(jr),/2(*)i».*
sont aussi non-concaves d'ordre n~ 1, n —2,... respectivement

26. Supposons que * j , x2 , . . . , xn soient des points de l'ensemble
•dérivé. On peut prendre xt\ x2',. . . , xn' suffisamment près des points
respectifs de la suite précédente tels que, t > 0 étant donné, on ait
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avec la formule (54)

V(X, , X2 , . . . , Xn)

I = I

A,

— — n \
9 * 2 , • • - t Xn)

en supposant que la fonction soit à nème différence divisée bornée*.
On en déduit

l t x l î x 2 , . . . , X n ; / 1 i < n . A / î [ / - ; E ] + e
d'où

(62) A ^ / ' j E ' J < nAn[/;Ej.

Lorsque l'ensemble E est un intervalle (a, b) la foi mule (56)
met d'écrire (pour n + 1 points)

U f o , x2,...,xn+l;f) =
çX2 çXs çXn+\

n - l ) î \ \ . . . U ^ , ^ , . . . , ^ ; ^ ] ^ ^ , ^ , . . . , ^ ) ^ , d / 2 . . .
JXi Jœt JXn

Nons avons aussi
çXt çXâ rOCn+i

, x 2 , . . . , x w + l) = n ! \ \ . . . \ V ( W 2 in) dh dt2 . . . din ^
JXx +'X2 JXn

On en déduit
b

a
d'où

f[fJ.

Comparant avec (62) on déduit pour le cas d'an intervalle, l'égalîtér

(63) ^ j n = n A , , [ / } (38).
a a

27. Nous savons déjà que si f(x) est à ÎÎ^»« variation bornée
/f(^) e s t à (n—l)^*e variation bornée. Nous savons aussi que si la»

(38) On peut facilement vérifier que cette égalité n'a pas lieu en géné-
ral si l'ensemble E est quelconque. Ceci est d'ailleurs évident à priori puisque^
la dérivation n'existe pas sur les points isolés de E,
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fonction est continue (ce qui a toujours lieu si n ^ 1) on peut ne
-considérer que des points équidistants pour l'étude de la variation.

Supposons que E soit un intervalle (a, b) et que n > 1.
A tout e > 0 correspond une suite

€4) x, x + h, x+2h, ...,x+mh. (h > 0)

lelle que
b

^nènte variation de / sur (64) ) > V„ [ƒ] — e.
a

On peut toujours supposer (par suite de la continuité) a < xy

< b.
On voit facilement que

[x+ih,

. . . , ht + x + (n+i-l)h;f'\dt

en comparant avec (65) il résulte que

niVnlk - s) < Vn-i\f'\
a a

-d'où

a a

Maintenant, à tout e > 0, correspond un nombre ^ > 0 tel que

; f\ - [«, * + y , . . . ̂ +(n—l)y ; /']} —

pourvu que | h \ <C *l>
A l'aide des formules (6) et (10) on peut écrire

[x+h, z + y + h, ...,x + ny + h;f] — [xt z+y,..., x+ny ; f] =

toutes les différences divisées du second membre étant d'ordre n + 1 .
i e s A/ sont indépendants de f(z) et aussi de x et ils sont non-

si x < z + h < z + y.
Nous pouvons trouver une suite

> • . • , %+my, y > 0, a < x, x+my < 6
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ttelle que, s > 0 étant donné, on ait

iy,... ,x + (n+i—2)y;f'\ \ .

Nous prenons h assez petit tel que x <x-\-h <x-\-y, z+my+h <6»
«et

tn — n + 1

m—_n f 1

[ i—l)y;f] \ .

Or, la formule (66) montre que la somme du second membre est
iplus petite que

A*V„[/1
a

OÙ
2

Jk*= -—-7T-. max. ( A t + A 3 + A5+ , . . . , A2 + A4 + A 6 + . . .) n impair
(n-tl)y

1 + 3 + 5 + . . . A2 + A4+A6+...\
max. I 1 — I n pair.

Si n est impair il suffit de faire f = xn+l, xn+2 pour voir que

A*-h •
y

La relation (l) permet ensuite de montrer que cette égalité a lieu
aussi pour n pair.

On en déduit
V.-,lfl-*<nV.W

a a
4Ï*0Ù

a a
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Finalement on a donc
b b

(67) Vn-i[f'l = nVn[t\.
a a

Nous avons supposé que f soit continue. M, A. WINTERNITZ a-
montré qu'on a aussi (39)

b b

Vof//) « Yxlf)
a a

f étant à première variation bornée et ƒ/ sa dérivée à droite.

§ 3, — Sur la limitation de la dérivée d'une fonction d'ordre n .

28. Soit f(x) non-concave d'ordre n dans l'intervalle (a, 6). Sît
n > 1 elle admet une dérivée continue, donc bornée, dans tout inter-
valle complètement intérieur.

La suite x{ , a*2 , . . . , Xk, x, x'f xk+{,..., xn étant ordonnée on a

U ( x l 9 x 2 f . . . , x k , x f x ' , x k + l f . . . 9 x n ; f )
lim.

x' —>• x

d'où en développant

ar— a;
> 0

(68) (-l)»-*-1/"'
7 , Xk

Pour trouver une limitation de ƒ' dans l'intervalle (a%, 61)
*i <C 6, il suffit de prendre les points œx , ^ 2 » • • • > œk

(39) Joe CÜ (5).
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(a, ax) les points ^k-\-\ > œk+2 ? • • • » &n dans (6t > &) et de détermi-
ner convenablement k (on peut toujours choisir entre deux valeurs con-
sécutives de k) de manière que ( — l)"-*-1 f(x) > 0. On peut alors-
prendre les modules dans (68).

Soit Ao la borne de ƒ(*) et posons

P(2) = (2 — x) (Z — Xi) (Z — X2) . . . (Z— Xn).

Le second membre de (68) peut s'écrire

<£r (—!)»-'f (xi) , /_nn

et cette expression permet d'écrire

<i L_i
Z, \x—Xi\\

# étant convenablement choisi.
Cherchons une meilleure limitation pour des points suffisamment

intérieurs.
Nous allons supposer que f(x) = 0. Posons alors

et

B*A — min. de Bk, B*/,/=max. (B*/f B*/) i+i=impair .

On en déduit que

I / ' l < Ao. min. (B*/,/) i, i = 0, 1, 2, . • • , n, i+i=impair .
Désignons encore par F(z) le polynôme L prenant les valeurs

(—l)w—*+1 aux points xt, i = 1, 2 , . . . , fl+1 (^w_j_t = a;), nous avons

P(2)

Finalement si nous posons

(2—x) (z—x.) (z—xn) Q (z)
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nous en déduisons

Bk = (—1)*-* &'(x) = \R%$ 1.

29. On voit que si x est fixe B& est positif et ne s'annule jamais-
Si deux points xt et x coïncident B* devient infini, il atteint donc cer-
tainement son minimum pour des points distincts Enfin Bu est homo-
gène de degré - 1 en xt et x et ne dépend que des différences mutu-
elles de ces nombres. Il en résulte que pour le minimum l'une au
moins des égalités JX = a, xn =•= b, doit être vérifiée.

Supposons x% = a et écrivons les conditions

0, j=2, 8 , . . . , * .
dx, ~'

La valeur ainsi trouvée pour Bu sera
Nous avons

dxf xj-x
donc

(xj— x) P\x) F'(xj) = P'(ov) j =- 2, 3, . . . ,

en supposant les points x/, x distincts.

Nous en déduisons finalement

Pour mettre en évidence le nombre k désignons ce polynôme
par T*(2:).

Supposons maintenant que xn = "b et écrivons

nous obtenons alors pour B* une valeur > B**. Comme plus haut on
trouve
R(aO = 0, K(xt) = (-l)»-t+l, i = l , 2 , . . . , n , R'(^/)=0, i—1,2,...,n-1

Désignons ce polynôme par —TA(Z).
Nous avons

(69) B*A < I T(x) | pourvu que xn < b

(70) B*A < I i '(̂ r) i pourvu que x% > a.

On peut d'ailleurs démontrer que l'égalité est effectivement* at-
teinte pour une position particulière du point x.

Le polynôme T (z) est un polynôme de TCHEBICHEF (40) dans un

(*°) Voir S. BERN3TEIN loc. cit. (8).
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^certain intervalle (a, 6|)

T*(z) = cos n arc cos—7— •
L bt-a J

Pour que la formule (69) soit applicable il faut écrire que T. est a
Jcèmc racine de T*(z) = 0 et que x*, qui est la plus grande racine de la
«dérivée, est au plus égal à ft,

bt + a b\—a 2k— 1 , _ b*+a . 61— a
x = cos - â T * b~x'==^- + ^2-2 2

Eliminant b\ nous trouvons

t n , 2/c-l 2A:—1
( - + cos - ^ - tt)+6(l-cos-^-

1 + c o s -

•Les points £tc sont distribués de la manière suivante :

a < f t < é2 < . . . < èn-x <b < £„

De la même manière nous avons

TA(z)=cos n are cos—r-^
L »—«1 J

les conditions d'applicabilité de la formule (70) sont

b—
^

i-f cos -

Les points y\k sont distribués de la manière suivante :

80. Si œ est dans l'intervalle (£*-j, 5A) les polynômes TOT(z),
, . . . conviennent pour la limitation. Nous avons

«donc

{x) I < I Tk+2{x) | < . . .
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et on poura alors écrire certainement

! ƒ'(*) ! < à0 • I T ^ + i H I dans (£*_ lt, QJL

De la même manière on trouve

| ƒ'(*) | < Ao. i f'*« i(o?)f dans
avec

cotg •—:— m.

Nous avons dans ( ^ - i ,

, , it , , n t 2A:+1
1 + c o s n 1 + C0S t g

n 2&+1
2A:-3 g 2n n '2n n ' b—a . 2k—-à' 2k—3

w» t g

2n 2n 2/i An An 1 6 4n
S^a ~n ~ n 2^—3 6—a «."". n 2k—S"

sin jr— tg ÎÇ. sin 7̂  tg •
2/ï 4n 6 4n

ét finalement

n > 2, ft=2^3, v/i—

De la même manière nous avons

4 „2 t e ^ j * -
I Tk_t(x) K g j ^ 2 f t _ dans (̂ fc ,
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On peut écrire aussi »dans (f&_i , £&)

b—

t
2A+1 _

'tg 4n
2&— 5 2k—l

COS — TC. COS —
4fl 4fl

cos*
«fou eafia

4/z

4/2

l g An
n> 2, * = 2, 3 , l i - l .

D'u»e manière analogue

dans
a ) t

4n
> 2, & = 1, 2 , . . . , n—2.

'Remarquons que

ö— < — ~ < — ~ •= f^-üf » « > 2 , * —2, 8....,«—1
An 12

<et

1 4- cos

"f1 " C 0 S 2Î)
1 + cos —n

On voit donc que^
dérivée d'une fonction f{x) bornée et d'ordre n dans Vinter*
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vatte (a, 6) vérifie les inégalités (n > 2)

(71> Ml*
~ a)

m appartenant à Vintervalle (a-f X, b — X) avec

i £
1 + cos —

Nous avons introduit ici le coefficient 2 ; il provient du fait
dans la démonstration, nous avons supposé f(x)^&. Le cas général se*
ramène à celui-ci en considérant la fonction f\ {z)~f{z) — f(x) qtïi est
encore d'ordre n et on a évidemment

M. P. MONTEL a bien voulu nous faire remarquer que, dans le
voisinage des extrémités a+X ou à—X la seconde limitation est compa-
rable à la première pour les grandes valeurs de n. Il suffit de remar*

1 l

quer pour cela que X est de Tordre de - ^ •
Les formules (71) ressemblent beaucoup à celles que MÜRKOFF"

et M. S. BERNSTEIN ont donné pour la limitation de la dérivée d'un»
polynôme (41). On voit qu'une fonction d'ordre n se comporte à peu près
comme un polynôme de degré n dans un sous-intervalle, qui se rapproché-
es ailleurs autant qu'on veut de (a, b) pour n -> 00.

CHAPITRE IV.

SUR LES FONCTIONS CONVEXES AU SENS DE M. JENSEH»

31. Dans son célèbre mémoire M. J. JENSEN (42) définit les fonc-
tions convexes (ordinaires) en ne considérant que des différences divi-
sées secondes prises sur des points équidistants.

(**) Voir S. BEONSTEIN loc. cit. (8).
(*2J J. L. W. V. JENSEN „Sur les fonctions convexes et les inégalité»

entre les valeurs moyennes**. Acta Math. t. 30 (1906), p. 175. M. L. GALVAHI
a le premier considéré des fonctions définies sur des ensembles quelconques.
Voir son mémoire „Sulle funzioni convesse di una o due variabili definite im
un aggregato qualunque" Rendiconti di Palermo t. 41 (1916), p. 103L
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Supposons pour fixer les idées que E soit un intervalle <«, h) et
considérons les différences divisées

Supposons que fÇi) soit bornée et posons

lim. sup. 2 (-1)' (?) f(x+{n-ï)h) = o,(S)

a < xf x+h < 6, i ̂  I < a
w„(S) est le module d'oscillation d'ordre n de la fonction.

Posons

A'„ = îim. sup. | d„(x ; h ; /) | dans (a, 6).

Nous ayons wn($) ^ nîô"A'/,, donc si À'9 est Çni

lim (ùn (5) = 0.

M. A. MARCHAUD a démontré que dans ce cm la fonction est
continue (43).

Prenons n+1 points ordonnés œx , œ2 , . . . , ^n^-i et divisons
l'intervalle (œ{ , ^w-f_!) en ?̂ parties égales par les points

Soit as/' le point x/ qui est le plus proche de xt (ou Men Y
d'eux s'il y en a deux). La formule (10) nous donn€ alors

J l x ' j , . . . , x"ni x; / J | < A'n.

Mais

et la fonction étant continue, on peut trouver un nombre TJ > 0 tel <|}ie

I [xx, x2f..., xn+ï ; /J — [r" | , ,T"2 , . . . » x"n +1 ; /J K e

e > 0 étant un nombre donné quelconque, pourvu que p \> r\. Il çp
résulte que

Si A'n es^ ^ni ĉ  si â fonction est borné3 eiZe es£ at^si à
çliflérence divisée bornée et on a

àa = à'nî

(43) A. MAHGHAÜO loc. cit. (T^
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On peut aussi définir une nè"»« variation totale V'n sur des points
équidistants en posant

m

'« = lim. sup. 2 I d " ( x + i / l 5 hï /) — 8"(

=lim. sup. (n+ l j / i ^ ' °w i(jf + ifc ; h ; f) \ (h > 0).
t = i

Si A'w-j-i est borne, il en est de même pour V'n, mais V'n peut
être bornée sans que A'„ le soit.

On démontre encore comme plus haut que si V'„ est fini et la
fonction f(x) bornée, elle est à nène variation bornée et on a

Vn - V* .

Bien entendu, cette propriété n'est vraie que pour n > 0. On a
en gênerai VO>V'O.

32. Nous pouvons enfin considérer des fonctions f(x) vérifiant
l'inégalité

(72) »»+i(*;fc;/) ^ 0 dans (a, b).

Je dis d'abord que si une telle fonction est bornée elle est continue
dans Vintervalle ouvert (a, b) (n > 0).

De la formule (10) résulte qu'on a

(73) [Xl,X2>--->

pourvu que les points oc2 , œ3, . . . , xn_^x divisent rationnellement l'in-
tervalle (xi , xnj^2). Soit alors x un point interieur de (a, b) et prenons
n points fixes xx , x2,..., &n ordonnés et à gauche de œ et soit œ un
point voisin de xy qu'on peut supposer à droite de a?, pour fixer les
idées. On a

(74) U(^! , OD2 , . . . , <xn , x, œ' ; ƒ) > 0

pourvu que la condition de rationalité soit vérifiée. Or, nous pouvons
toujours prendre les points x, de manière que x2 , x$, . . . , ccn divisent
rationnellement l'intervalle (xlf x). Alors, ou bien x2 , a^, . . . , xn f os
divisent rationnellement l'intervalle (u'i, oc')f ou bien nous pouvons rem-
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placer les points xi par d'autres œ'i aussi près qu'on veut des xt tels
«que cette propriété soit vérifiée. En développant alors l'inégalité (74)
nous avons

<75) f{x')~f{œ)>{x-œ) A ^ =(*'-*) A».

La quantité A est bornée la fonction Tétant aussi par hypothèse.
Dans V(xx, œ2,.. . , a'n , x) les points ordonnes œl%..., xn , ce sont, ou
bien fixes ou bien on remplace xl9 x2*..., C€* Pa r des points aussi
voisins qu'on veut ; on peut donc s'arranger toujours de manière que
V(.x*j, JC2, . . . > JC/i, rc) reste plus grand qu'un nombre positif.

IL en résulte que Ax reste borne quand j / varie.
Par le même procédé nous obtenons

-<76) ƒ ( * ) - ƒ « ) =£ ( T ' - . T ) B I

-Bj étant borné lorsque J;' varie. Pour cela il suffit de prendre par
• exemple ocn à droite de £ On procède de la même manière si x est
à. gauche de x.

Les inégalités (75), (76) prouvent la continuité.
Gomme au No. précédent nous obtenons la propriété suivante :
Si une fonction bornée définie dans Vintervalle (a, b) vérifie Vin-

égalité (72), elle est non-concave d'ordre n {au sens du Chap. II).
Signalons encore la propriété suivante (44) :
Si une fonction mesurable (au sens de M. LEBESGUE) vérifie Vinéga-

iité (72), dans (a, b) elle est continu? en tout point intérieur.
Supposons le contraire et soit jk un point de discontinuité inté-

rieur à (a, b). Il résulte de ce qui précède que dans tout intervalle
-entourant x il existe un point i tel que

<77) !ƒ(£)!> A

A étant un nombre positif aussi grand qu'on veut.
Soit a un nombre positif tel que l'intervalle (x—2o, x-{-26) soit

complètement intérieur à (a, b). Dans l'intervalle (x—o, x+o) il existe
.un point i tel que

•(78)

• où h est égal à -^- ou suivant que n est pair ou impair.
Ci À

(44) Pour n = l voir W. SIERPINSKI „Sur les fonctions convexes mesu-
rables". Fundamenta Math t. I (1920), p, 125.
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Considérons l'an des intervalles de longueur o ayant £
extrémité. Nous avons

-v+(ntx) m+»-*(ntl) /<«+»)+...} ^ m ^

en supposant par exemple h > 0 et

On voit alors qu'on a

\f{£+jh)l> A
au moins pour un j — — 1 , 1, 2, . . ., n + 1 . En effet autrement il y
aurait certainement contradiction avec (78).

Il en resuite que les points £, pour lesquels on a (77), forment
un ensemble de mesure > o et alors la fonction ne peut être mesu—

en vertu d'un thçoreme 4e $ï
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SECONDE PARTIE.

SUR LES FONCTIONS CONVEXES D'ORDRE SUPÉRIEUR
DE DEUX VARIABLES RÉELLES.

CHAPITRE V.

SUB LES DIFFÉRENCES DIVISÉES DES FONCTIONS DE DEUX
VARIABLES RÉELLES.

§ 1. — Théorie générale des différences divisées.

33. C4onsidérons une fonction f(x, y) réelle et uniforme sur un en -
semble plan borné E dont la nature sera précisée plus loin.

On peut généraliser la notion de différence divisée pour le cas.
des fonctions de deux variables indépendantes d'une infinité de mani-
ères. Nous étudierons la généralisation qui paraît présenter le plu&
d'intérêt.

Soient Mp ,M2, . . . , M*, k = (m-\-l) (n+1) points de Tensemtjle E.
Désignons par xt, y,, i = 1, 2, . . . , k les coordonnées du poi^t

M/ et posons

(79) Vm,„(M„ M2 , . . . ,M*) =
= 11 xi xf... x? yi %ytxt ylxî...yixïi...yj y?xi y?xî...y? x™\

où, suivant une notation usitée, nous n'avons écrit que la ligne géné-
rale du déterminant.

Pour abréger, nous désignerons aussi par e l'ensemble des pointa.
Mi et par Vm, n (e) le determinant (79).

Désignons par Vmtn{Mu M2, . . . M A ; / ) OU Um, n (e ; / ) le détermi-
nant qu'on déduit de (79) en remplaçant les éléments de la dernière
colonne par

Appelons courbe d'ordre (w, n) une courbe algébrique représentée •
par l'équation F(x, y)=0 où F(x, y) est un polynôme de degré m çn^
x et de degré n en y.
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Considérons alors le quotient

<80) [Mlf M2,...,M/c;/Jm(n = - ^ - ~ — ~ L

que nous désignerons aussi par [e;f\mt„.
Le déterminant (79) est différent de zéro si et seulement si les

points M( ne sont pas sur une courbe d'ordre (m, n). Dans ce cas le
quotient (80) est déterminé et on peut l'appeler la différence divisée
d''ordre (m, n) de la fonction f{x, y) sur les points M,.

Reaiarqouns que la différence divisée d'ordre (m, n) est symétrique
'|>ar rapport aux points M,.

Soit E* l'ensemble dont les éléments sont les groupes de k =
— (ra+l)(n4-l) ponts de E non situés sur une courbe d'ordre (w,n)>
A chaque élément de E* correspond, pour la fonction fKv, y), une dif-
férence divisée d'ordre (m, n).

Prenons un sous-ensemble E*j de E*. L'ensemble de toutes les diffé-
rences divisées d'ordre (m, n) forme ce que nous appelerons une diffé-
rence divisée d'ordre (m, n) sur E de la fonction /(rc, y).

La différence divisée d'ordre (m, n) sur E est donc une fonction
d'ensemble égale au quotient (80) en tout élément de E*i. Ainsi à tout
sous-ensemble E*i correspond uue différence divisée d'ordre (m, n)
sur E.

Un sous-ensemble E*i est toujours caractérisé par certaines pro-
priétés restrictives que doivent vérifier les groupes de points donnant
les éléments de ce sous-ensemble.

34. Supposons que tout point de E appartienne à au moins un
élément de E*i. Nous dirons alors que la différence divisée d'ordre
(m, n) sur E, correspondant à E*i, est complète,

II est à peu près évident qu'une différence divisée sur E non
-complète ne présente aucune utilité pour l'étude de la fonction sur E.

Soit Ei un groupe de /c = (m + l) (n-f-1) points de E, ce groupe étant
un élément de E*,, E2 l'ensemble de tous les points de E tels que
chacun d'eux donne, avec k—1 points de Ej , un élément de E*4,...,E^
1' ensemble de tous les points de E tels que chacun d'eux donne, avec
& — 1 points de Kp_i, un élément de E*j,. . . etc.

On a Ei < E2 < . . . < Ep < . . . et la somme 1EP est contenue
*lans E.

Supposons qu'on puisse trouver E| de manière qu'on ait I E P = E .
Jtfous dirons alors que la différence divisée sur E, correspondant à k*f f

-«est close.
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II est clair que la propriété d'être close entraine celle d'être^
complète.

Soient E*%, E*2 deux sous-ensembles de E* tels que E*i<E* a^
Nous dirons alors que la différence divisée d'ordre (m, n) sur E, cor-
respondant au sous-ensemble E*2 est plus étendue que celle correspon-
dant au sous-ensemble EV On peut aussi dire que la différence divi-
sée sur E, correspondant à E*j , est moins étendue que celle corres-
pondant à E*2.

Si une différence divisée sur E est complète ou close, toute diffé-
rence divisée sur E plus étendue sera a fortiori complète ou close.

Nous supposons bien entendu qu'il existe au moins une différence-
divisée d'ordre (m> n) donc que l'ensemble E ne soit pas vide. Pour
qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les points de E ne soient pas.
tous sur une courbe d'ordre (m, n).

Une différence divisée d'ordre (m, n) sur E est nulle identiquement
si les différences divisées sont nulles pour tout élément de l'ensemble
E*| correspondant.

Si une différence divisée close d'ordre (m9 n) sur E est nulle iden--
tiquementt la fonction se réduit sur E aux valeurs d'un polynôme de
degré m en x et de degré n en y ne contenant pas de terme en xm yn.

Considérons une suite d'ensembles Ej, E2 , . . . , Ep , . . . exprimant
la clôture. Nous allons démontrer la propriété de proche en pro-
che. La propriété est vraie sur l'ensemble Ê  . On le voit immé-
diatement en remarquant que, parmi les k == (m+\) (?i+ 1) points de
Ei, il y a toujours k—1 par lesquels passe une snile courbe d'ordre-
(m, n). Il suffit maintenant de montrer que si la propriété est vraie sur
l'ensemble Ep__x elle sera vraie aussi sur l'ensemble Ep. Ceci résulte dt*
fait que les points de Ep qui ne se trouvent pas dans E^_, s'obtien-
nent de la manière suivante: On prend dans Ep— j k—1 points par
lesquels passe une seule courbe d'ordre (m, n) ; soit (C) cette courbe-
On prend les points qui ne sont pas sur (C) et qui avec les A:—1 points*
choisis donnent un élément de l'ensemble E*j correspondant à la diffé-
rence divisée sur E considérée. En prenant toutes les courbes (C) pos-
sibles on obtient tous les points de Ep.

35. Etablissons encore une propriété de certaines différences divi-
sées sur E. Pour qu'une différence divisée sur E soit utilisable pour
Tétude des fonctions il faut que, au moins pour des fonctions simples^
elle conduise à des propriétés différentielles simples pour la fonction*
ƒ(.*•, y).

Soit M' un point du dérivé E' de E et e un élément de E*i, formée
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par les points M,, i = l, 2, . . . ,&, & = (m+])(n-f-l). Appelons distance
du point M' à Vêlement e la plus grande des dislances du point M'
aux points M*.

Convenons de dire que la suite d'éléments de E*u e', e", . . . , e(p),...
tend vers le point M' de E' si la distance du point M' à l'élément ëp*
tend vers zéro lorsque p -> oo.

Nous dirons qu'une différence divisée sur Eest régulière si quelle que
soit la manière dont une suite d'éléments e } e",.. . , efp\ . . . de E tend vers
le point M' de E', Za différence divisée [e(o) ; xa yP\m,n tend vers une limite
finie et tien déterminée et ceci*.

1°. Pour tout point M' qui est limite d'au moins une suite d'élé-
ments de E*i

2°. Pour tout couple de nombres a, p entiers non négatifs (45).
Les conditions de régularité ne sont pas toutes indépendantes.

Tout d'abord pour a ^ m, p < n, a+P <C m + n la limite en question
est toujours égale à zéro et pour a==m, j3=n elle est évidemment
égale à 1. Ces propriétés appartiennent à toutes les différences divi-
sées sur E.

Désignons par LJ£' £) (x', y') la limite de la différence divisée
\e ; xa yP]m, n au point M'(V, y'), dans le cas de la régularité. Nous
avons donc

Lm; i° (•»'» y') = 0 a ^ m, p < n, «+{* <
= 1 a = n?, P «= n.

Nous pouvons écrire

h

[e ; & y%,n - 2 A | x" y? (*-(m+l) (n+ï))

Af étant indépendants de a et p.
Désignons par Xf les fonctions symétriques fondamentales des

-abscisses des points formant e et par Y/, i = t, 2, *.. , Je les fonctions
m

(45) Les considérations précédentes s'appliquent aux fonctions d'une variable
La différence divisée générale, envisagée dans la première partie, est close.
Si la fonction est définie dans un intervalle, la différence di?isée prise sur
des points équidistants est complète mais n'est pas close. La question de
Tégularité ne se pose pas. Toute différence divisée est régulière. C'est préci-
sément à cause de cette propriété que les questions exposées dans la première
partie présentaient une aussi grande simplicité.
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•-symétriques fondamentales des ordonnées de ces points. Nous avens

k

= 2 t-1)'"1 Y'fe ; *" y*"1!».» P - *

*<5e qui nous montre que:
II n'y a qu'un nombre fini de conditions de régularité indépen-

dantes.
Il suffit en particulier que la condition de régularité soit vérifiée

ipour a < k — 1, § < 7c—1 et nous avons alors

Nous avons ainsi trouvé (m-f-1) (n-r 1) (m + w+mn) conditions do
régularité. Ces conditions ne sont pas encore toutes indépendantes et
on peut les réduire de diverses manières. Nous n'insistons pas ici sur
«ce point.

La régularité n'entraine pas la clôture et inversement la clôture
n'entraine pas la régularité (46).

Si une différence divisée sur E est régulière, toute différence divi-
sée sur E moins étendue est aussi régulière et présente le môme carac-
tère de régularité (les limites sont les mêmes).

§. 2. — Sur une différence divisée particulière.

36. Si le sous-ensemble E*, coïncide avec E on obtient la diffé-
rence divisée sur E la plus étendue. E n'étant pas vide on peut facile-
ment démontrer que cette différence divisée sur E est close. Toutefois,
cette différence divisée sur E ne paraît pas présenter un grand intérêt
pour Pétude de la fonction, car elle n'est pas en général régulière. Soient

(*6) C'est précisément sur ce point que le cas de deux variables diffère
-essentiellement de celui d'une variable.
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par exemple les quatre points

Mi (1,1), M2(l-«> l-a2(l-Ô)), M3(l + o, 1—a, 1-^(1—6

et la fonction f(pc,y)=x2\ nous avons

[M! , M2 , M3 , M4 ; f}XA = (1—Ô)a2 + » .

Si a -> 0 les quatre points tendent vers le point (1,1) et la dif-
férence divisée peut tendre vers n'importe quelle limite.

37. Nous allons supposer, pour simplifier, que E soit un rectangle
fermé (47)

(a < œ < b\
(81) E ~ —\

le < y < à)
Appelons avec M. MARCHAUD (48), réseau d'ordre (m, n) la figure

formée par m parallèles à Taxe Oy et n parallèles à l'axe Ox. Bien
entendu on ne considère que les points du réseau qui appartiennent
au rectangle E.

Nous appelons différence divisée partielle d'ordre (m, n) la diffé-
rence divisée sur E correspondant au sous-ensemble E*j dont les élé-
ments sont les noeuds (ou points d'intersections) de tous les réseaux
d'ordre (m-f-1, n+1).

La différence divisée partielle d'ordre (m, n) est complète mais
n'est pas close. Elle est aussi régulière et sa régularité s'exprime par
les égalités

La dénomination de différence divisée partielle peut s'expliquer
de la maniere suivante : Prenons la m^me différence divisée de la fonc-
tion par rapport à x

et la n«*w« différence divisée de

En changeant l'ordre des deux variables œ, y nous définissons
également la quantité

(*7) II est clair qu'on pourrait prendre tin ensemble plus compliqué.
(48) These loc. cit. (7).
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Nous voyons facilement qu'on a identiquement

(82) \Vv y 2' • '# ' Vn+l . / ] =

L'expression (82) est précisément la différence divisée d'ordre
(m, n) de la fonction f(œ, y) sur les points (œh yt), i = l, 2...., m + 1

Appelons encore avec M. MARCHAUD (49) pseudo-polynome d'ordre
(m, n) toute fonction de la forme

Ai(y) fonctions arbitraires de V
)22

z=o y=o B7(o:) fonctions arbitraires de &
Un pseudo-polynome d'ordre (m, n) est complètement déterminé par

ses valeurs sur un réseau d'ordre (m+1, n+1) .
Cette propriété est analogue à la propriété d'unicité des polynô-

mes L.
Désignons par

(xl9x2,...,xm+i

le pseudo-polynome d'ordre (m, n) coïncidant avec la fonction f(xf y)
sur le réseau

x = X/, i = l , 2 , . . . ,

y=yjj j=h 2 , . . . ,

On voit aisément que

(83) Ax.rt-

y 2 , . . . , y n + u y) [yx,y2,...,y
:>

38. On peut voir facilement que la solution générale de l'équation

est un pseudo-polynome d'ordre (m—1, n—1).

(49) Nous appelons pseudo-polynome d'ordre (m, n) ce que M. MARCHAUI>
appelle d'ordre (m+1 , n+1 ) . Nous introduisons ce changement en vue d'ob~
tenir une plus grande symétrie dans les dénominations.
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Les différences divisées partielles d'ordre (mt , nj) < (m, n)
!#h < W Î ^i < WÎ w i + n i < m + n\ d'un pseudo-polynome d'ordre
(*n-l,n-l) ne sont pas bornées en général. Le pseudo-polynome lui
même est en général non borné. Nous avons la propriété suivante :

Pour qu'un pseudo-polynome d'ordre (m-1, n-1) ait toutes ses dif-
férences divisées partielles d'ordre < (m, n) bornées il faut et il suffit
que ses différences divisées partielles d'ordre (m, 0), (0, n) soient bornées.

Supposons la fonction ƒ (x, y) nulle sur le réseau

x=x'i, i = l r 2 , . . . , m ; y-y9/, jf = l, . . . , n.

Appliquons la formule (6) aux différences divisées partielles

i S * 2 , . . . , x m # J p i » a î 2 ) ' " . % # ƒ ] _ K 1 'X'2 ' ' ' '9 Xm A
y\fVtv-"> Vn+l ' 'llVl ^2 f • . • , Vn+l ' ^ J [Vl f V2 » • • • t Vn+l ' '\

» y 2 i - - - > y n ; > rJ [2/1,2/2 — ,y« ;

nous voyons alors que si 1% différence divisée partielle d'ordre (m, n)
est bornée les différences divisées partielles d'ordre (m-1, n)9 (m, n-\) sont
aussi bornées.

Il en résulte que toutes les différences divisées partielles d'ordre
< (m, n) sont bornées. On peut donc énoncer la propriété suivante:

Pour que les différences divisées partielles d'ordre < (m, n) d'une
fonction f{x, y) soient bornées il faut et il suffit que:

1°. La différence divisée partielle d'ordre (m, n) soit bornée.
2°. Les différences divisées partielles iïordre (m, 0), (0, n) soient

bornées sur un réseau d'ordre (m + 1, n+1) .
On voit aussi que :
Toute fonction dont la différence divisée partielle d'ordre (m, n)

est bornée est la somme d'une fonction ayant toutes ses différences divi-
sées partielles d'ordre < (m, n) bornées et d'un pseudo-polynome d'ordre
4pi-\, rL-1}*

Le fait que la différence divisée partielle d'ordre (0, 0) est bornée
signifie que la fonction est bornée.

On peut encore remarquer que

; . _.._/(*,y-ƒ(*', y') = (y-y') [* y,; ƒ] + (*-*') g' * \ ƒ]
î, si lés différences divisées partielles d'ordre, (1, 0) -et (O, 1) $ùnt

bornées la fonction est continue.
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Rappelons encore un théorème de M. P. MONTEL (m) sous tut
fforme un peu modifiée.

Si les diffère ices divisées p%rtielles d ordre (m—m', ni , (rnt n—w)
d'um fjmtion sont bornées, la, différence, divisée partielle d'ordre (m"\n")
est bornée pourvu que

m" > m—m' m > m > 0 m—m" , n — ri' 1

n ^ n—n' n ̂  ri >• 0 m ri

On m3ntre d'abord que la propriété est vraie pour un pseudo-
*p3lynome d'ordre (m — 1, n — 1) (les conditions m^m"^im — m',
M >: n" > 2 — ri sont alors suffisantes). Oa démontre ensuite la propriété
pour une fonction s'annulant sur un réseau d'ordre (m, ri) (les deux
premiere^ conditions peuvent alors être remplacées par m"<Im, #"<#)•
La demostration peut se faire à l'aide des fonctions oin, n (o, X) intro^

«duites par M. MARCHAUD dans sa Thèse (51).

§. 3. — Étude d'une autre différence divisée particulière.

39. Pour simplifier nous supposerons encore que E soit un rec-
tangle (81).

Soit E'V le sous-ensemble de E* dont les éléments sont tous les
groupes e de m-fl points M, (#,, y) vérifiant les conditions suivantes»;

1°. La suite xx , x2 , . . . , xm^_t est ordonnée.
20. On a

est une fonction positive et non décroissante pour 6 > 0.
Nous dirons que la différence divisée d'ordre (m, 0) sur E

pondant a E^ est une différence divisée normale d'ordre (m, Oj, La fonc-
tion <£(ô) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisée normale d'ordre (m, 0) est close; elle,est
-régulière si $(0) est assez petit et tend assez rapidement vers £éro*

Nous dirons qu'une différence divisée sur E est bornée au point
M{x, y) de E s'il existe un cercle de centre M ou cette différence divi-
sée soit bornée. On dira aussi que la différence divisée sur E n'est pas

au point M si elle n'est bornée dans aucun cercle de centre M,.
Démontrons la propriété suivante :
Si une fonction f(x, y) a une différence divisée normale d'ordre

(50) Voir loc. oit. p ) . "
|?1) Voir le troisième Chapitre de sa Thèse.
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(m, 0 ) bornée dans E, die a aussi une différence divisée normale éPordrm
(m—1, 0) bornée en tout point de E.

On peut faire la démonstration avec la formule (6) de la premières
partie qui est ici aplicable sous la forme

(84) [Mlr M 2 , . . . , Mm ; /Jm-.,, o - [M',, M ' 2 , . . . , M*m ;

m
(pct — x't) (M,, M i + 1 r..., Mm , M',, MV> • • •, M'/; f\m, o

où (x/,y,), (x'i,y't) sont les coordonnées des points Mi, M't.i=l, 2^
. • •, tn.

Soit M(x, y) un point de E et considérons un cercle de centre B§
et de rayon p. Prenons les points fixes M'/ à l'extérieur du cercle et
du même côté de la verticale passant par M. Supposons que nous les:
prenions à droite de cette verticale de manière que la suite a î ' i ,^ , . . . ,* '»
soit ordonnée. Prenons les points M/ dans le cercle tel que la suite-
xv X2i • • • i x*n s°iï ordonnée* Les suites X{, a -̂j-j ,... » xm , x\y x'^ ..•, x'^
seront alors ordonnées.

On voit alors qu'on peut toujours fixer le peints M'/ et prendre
le rayon p assez petit pour que quels que soient les points 1\!/*-
vérifiant la condition 29, les groupes de points M,*, M t_|_,,..., Mm ,„
M'j , M'2 , . . . , M',-, i = 1, 2 , . • . , m, vérifient aussi la condition 2°. La»,
formule (84) démontre alors la propriété.

Nous allons préciser les résultats obtenus.
Désignons par C(M ; p) le cercle de centre M et de rayon p.
Nous pouvons dire qu'iZ existe un p > 0 tel que la fonction aitt

une différence divisée normale d'ordre {m—1, 0) bornée dans C(M ; p)̂ _
quel que soit le point M.

Pour tous les peints M situés à gauche de la? verticale d'absciss#~

—^— on prend les points M'/ tel qp'on ait x'i<ib — \f i = l , 2 , . . . , m ,

X étant un nombre positif fixe assez petit. La propriété en résulte pouB*
tous ces points, tenant compte du fait que la fonction caractéristique
<£(6) de la différence divisée normale d'ordre (m, 0) donnée est non*
décroissante. On démontre de la môme manière pour les points M qui?

sont à droite de la verticale d'abscisse —î—• La propriété énoncée*

en résulte.
Je dis encore que: la différence divisée normale d'ordre (m-1 ,0^

est uniformément bornée dans les cercles C(M ; p{)t p > pr > 0.
Cet énoncé signifie qu'il existe un ntombre positif A^tei que daas*



PIÎOPR. DES FO.VCr. DUNE OU DE DEUX VAll RÉELLES. 6§

3e cercle C(M ; fj) les différences divisées de la différence divisée nqr-"
.maie considérée, ne dépassent pas en module le nombre À, quel que
soit M.

En effet, dans le cas contraire on trouve aisément qu'il existe, un
point Mo tel que dans le cercle C(M0 ; o) la différence divisée normale
-d'ordre (m—1, 0) ne soit pas bornée ; ce qui est impossible.

40. Supposons que la fonction ƒ(#, y) ait une différence divisée
monnaie d'ordre (m, 0) qui soit bornée dans le cercle C(M ;p), p > 0
.«quel que soit M dans E.

Nous allons montrer que dans ce cas la fonction à une (autre)
différence divisée normale d'ordre (m, 0) bornée dans le rectangle E.

Soit <£(6) la fonction caractéristique de la différence divisée nor-
umale donnée. Considérons la différence divisée normale d'ordre (mf 0)
-dont la fonction caractéristique <£i(6) est définie de la manière suivante:

pour 0 < 6 < | J - p > pi> 0

pour 6 > ijL •

Nous montrerons qu'on peut toujours choisir p4 de manière que
•«cette différence divisée normale vérifie la propriété.

Soient 11/(&/,ƒ/), i = l , 2 , . . . ,m + l, m+1 poits de E vérifiant
tâes inégalités:

* 1 < *2 < , • • • » < *m+!

I yt-hx—yt I ^ <Êi(#,+i—xt)f i s» 1, 2 , . • . , m.

Sur chaque couple de points „consécutifs" M/ ,M^ t nous faisons

^'opération suivante: Si x^x—#i<£— nous laissons les points in-

changés, si — < XijL.\ — &i ̂  — nous partageons le segment

«en deux parties égales par un point supplémentaire ; en général, si

*V"~ J?1 < #i_i_i — %i<-^- nous partageons le segment MjM^ t en j

rparties égales par j—1 points supplémentaires.
Rangeons les points Mi et tous les points supplémentaires intro-

duits dans l'ordre de croissance de leurs abscisses. On voit alors qu'on
4>eut choisir pt , p2 (p > Pi > P\ > 0)» d e manière que quels que soient les
^points M{ tout groupe de m + 1 points consécutifs de la suite obtenue
irérifte les propriétés suivantes:
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1*. Le groupe de m + 1 points est un élément du sous-ensemble?»
*E*i correspondent à îa différence divisée normale donnée (dont là?
fonction caractéristique est <f> (6)).

2°. Les m-J-1 points du groupe sont dans un cercle de rayon p2
ayant pour centre un point de E.

La propriété énoncée en résulte alors, en appliquant éventuellement
la formule (10) de la première partie et tenant compte du fait que la
différence divisée noimale donnée est uniformément boinée dans les-
cercles C (M ; p2).

Tenant ccmpte des résultats du No. précédent nous pouvons^
énoncer la propriété :

Si une fonction f(x, y) a une différence divisée normale d'ordre
{m, 0) bornée dans E, elle a aussi une différence divisée normale a'ordre

•(m-1, 0) bornée dans E.
On voit aussi que la fonction a une différence divisée noimale-

d'ordre (r, 0) bornée dans E pour r < m .
REMARQUE. Considérons la différence divisée noimale d'ordre (m, 0}

dont la fonction caractéristique est X . 0, X étant un nombre positifs
Pour que cette différence divisée noimale soit bornée dans E il faut et
il suffit qu'elle soit bornée en tout point de E. On montre en effet, ai
l'aide de la formule (10), que si elle n'est pas boinée dans E, il existe
un point où elle est non-bornée.

41. Si la fonction ƒ(#, y) a une différence divisée normale d'ordre
(1, 0) bornée elle est continue en tout point de E.

Soit M (x, y) un point de E et Mp(.rp, yp) une suite de points dé-
fi tendant vers M. On voit qu'à tout nombre £ > 0 on peut faire cor-
respondre un nombre N et une abscisse x'p telle qu'on ait

i f (*>y) - /* (*%VP)I<f , iƒ(*'P,yP) — f (*P,yP>\< f

ipouf p > N ; donc

I f{*,y) — f(*P,yp) I <*> P > N .
Si la fonction a une différence divisée normale d'ordre (m, $p

bornée elle a en tout point de E une dérivée partielle d'ordre m-1^

, m_l • Nous nous proposons de montrer que:

Si îa fonction f(x . //) a une différence divisée normale d'ordre
(m, 0), m > 1 bornée, la iHrivée partielle f'x existe en tout point et a une
différence divisée normale d'ordre (m-1, 0) bornée.

Pour démontrer la propriété il suffit de prendre les points M/,M'#Î



PROPR, HE? FOXCT. DUNE OU DE DEUX TAB. EÉELLES. 71

de manière que yt*=y'i% i = l , 2, . . . , m et xx <O'i <C x2 <xf
2 < . . .

On peut alors appliquer le raisonnement employé pour les fonctions
d'une variable au Chap. III. En faisant tendie *'/ vers*,, i = l ,2, . . . ,m,
on voit que f'x a une différence divisée normale d'ordre (m-1,0) bornée
correspondant à une môme fonction caractéristique <ï> (6).

De la propriété précédente et de ce qui a été dit aux Nos 3^
et 40 on déduit que :

Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d'ordre
(m, 0) bornée, elle a des dérivées partielles f'x, /"x*,. . . , f^l continues
en tout point de E.

La dérivée f'\ a une différence divisée normale d'ordre (wî-i, 0^
bornée et en particulier / ^ I 1 ^ a une différence divisée noi maie d'ordre
(1, 0) bornée.

Supposons que la fonction ƒ(*, y) ait une différence divisée nor1

maie d'ordre (m, 0) et que cette différence divisée normale soif felle
que la différence divisée ait une limite finie et bien déterminée quand
les points, sur lesquels elle est prise, tendent d'une manière quelconr-
que vers un point limite.

Il en résulte que la différence divisée normale considérée est bor-
dmf , 'J ~

née et que la dérivée partielle -^—^ existe et est continue. RécippoqueiBeni^
dmfsi , existe et est continue la fonction à une différence divisée nor-dxm

maie d'ordre (m, 0) bornée. Il est à remarquer que la fonction carac-
téristique </>(0) de cette différence divisée noimale dépend en général
de la fonction considérée.

On peut démontrer aussi la propriété suivante :
dmf

Pour que la fonction f(x, y) ait une dérivée partielle --^- confia

nue en tout point de E il faut et il suffit qu'il existe une différence
divisée normale d'ordre (m, 0) telle que quelle que soit la mam ère dont
les points sur lesquels une différence divisée est prise tendent rer& un
point limite, la différence divisée tende vers une limite finie et bien
déterminée.

Disons encore qu'on peut faire la même construction pour Tordie
(0, n) et introduire ainsi des différences divisées normales d'ordre (0, n)
qui jouirons des mêmes propriétés relativement à la variable y.

42. Définissons le sous-ensemble E*i de manière que ses éléments
e soient tous les groupes de Â; = (w +1) (w+1) points M,,, (x,t/, yit;)t

* = 1 , 2 , . . •, m+1 , j = 1, 2, . . , , / * + 1 vérifiant les conditions suivantes :
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1% Les mites

Xhfix2,jj • • ">Xm+hl i"*l» 2 , . . . ,
^, i • Vi, 2 , . . . » J^ *f i i = 1, 2 , . . . ,

sont ordonnées.
2°. On a les inégalitée$

\ y/+1,/ — yltJ i <* (x l + , , /— X/,.), i = l , 2 , . . . , /* i=: 1,2,...,

1 x/,/+i—x / f, I ^ 0(y/t/+i — y/,/)» i = i , 2 , . . . , m i = i , 2, . . . ,

où <£(6) est une fonction positive et non-décroissante pour Ô > 0.
On peut déterminer la fonction <£(ô) de manière qu'on ait aussi

V/7t,n(e) 4^ 0, quels que soient les points M/,/. Nous supposerons qu'il
en soit toujours ainsi. On voit que si la fonction <£(Ô) vérifie cette pro-
priété toute fonction plus petite vérifiera la même propriété.

Nous appelons différence dhisée normale d'ordre (w, n) la diffé-
rence divisée sur E correspondant à un tel sous-ensemble E#i. La fonc-
tion <£(8) est sa fonction caractéristique.

Une différence divisée normale d'ordre (m, n) est plus étendue que
la différence divisée partielle de même ordre. Donc, toute différence
divisée normale est complete.

Démontrons encore que toute différence divisée normale est close.
Soient en effet P/,/ (xlf y}) i = l , 2 , . . . , m + 1 j = l, 2, • . . , u + 1

les noeuds d'un réseau d'ordre (m+1, zz+1). Désignons par e l'ensemble
de ces k = (m+1) («-^-1) points Attachons à chaque peint P/,, un cercle
ayant ce point pour centre et pour rayon le nombre positif p. Consi-
dérons les ensembles e' de k points P',, f tels que chacun soit dans ou
sur la circonférence du cercle correspondant au point Pfj/ de mêmes
indices i et ,;. Il existe un pe dépendant de l'ensemble e tel que : l°si
p < p on ait Vmtn(e') 4= ^ quel que soit e'; 2° si p ^ pe il y ait un
e' dont le déterminant Vmn soit nul. Le nombre pe est indépendant
d'une translation du groupe de points P/f / .

Considérons maintenant le sous-ensemble E*j dont les éléments
sont e' obtenus en prenant pour p une valeur <Cpe indépendante d'une
translation. On peut facilement démontrer que la différence divisée sur
E correspondant à un tel sous-ensemble est close, en exprimant la con-
dition de clôture d'une façon convenable. Or, étant donnée une diffé-
rence divisée normale il existe toujours une différence divisée sur E
de cette dernière forme qui soit moins étendue, ce qui démontre la
propriété.

Nous pouvons énoncer la propriété suivante :
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Si une différence divisée normale d'ordre (m, n) d'une fonction
^annule identiquement, cette fonction se réduit sur E à un polynôme de
-degré m en x et de degré n en y ne contenant pas de terme en jf y.

Sans entrer dans les détails disons encore qu'on peut démontrer
que si la fonction caractéristique tend assez rapidement vers zéro
avec 6, la différence divisée normale est aussi régulière. Cette régula
rite est évidemment toujours celle de la différence divisée partielle de

.même ordre.

43. Considérons une différence divisée normale d'ordre (m, n).
rSoit E% le sous-ensemble correspondant à cette différence divisée
«normale et <£ (8) sa fonction caractéristique. Nous avons supposé que
les points d'un élément de E*i soient tous distincts. Supposons qu'une
suite d'éléments de E*Î tende vers un groupe limite e de (m + l)(n+l)
.points et soient M/,,(jchj», ytff) i = l, 2 , . . . , m + 1, j = l, 2 , . . . , ^ + 1 les
«points de e tels que

<£\J < '̂2,7 < • • • < &m+itf j = l , 2, . . . ? n + 1

yt.x < Via < • • • < Pi,n+i i = 1, 2 , . . . , m+1 .
Los points de e ne sont pas nécessairement tous distincts. On

[peut voir aisément que si la fonction caractéristique <£(6) tend assez
rapidement vers zéro avec ô, un point multiple de e est toujours formé
par un groupe de (p + l)(g[ + l) points confondus tels que Mr-f/,s-f./
i - 0 , 1 , 2 , . . . , p, j « 0 , l, 2 , . . . , « .

Nous allons essayer de donner un sens à la différence divisée
pour un tel groupe ef contenant des points confondus. Supposons
toujours que les points Mr-f-/,s+/ 0 < i < p, 0 < j < q viennent se con-
fondre au point M (or, y). Supposons-les d'abord distincts. Nous rem-
plaçons dans Um,n(e;/) les lignes correspondantes aux points Mr-ylS+j
par (p + l)(<Z + l) autres lignes qui se déduissent de la ligne

<85) 1.1- r2 . . . xm y yxyx2 . . . yxm ...ynynx... ynxm f (x, y)

par le procédé suivant: On remplace la ligne correspondante au point
Mr+r,s+/ par (85) dans lequel on a substitué à chaque terme sa
différence divisée d'ordre (i, j) prise sur les points M r + a > # + ^
« = 0, 1, 2 , . . •, i, p = 0, 1, 2, . . . , j . On fait cette opération pour-
i = 0 , 1, 2, , . . . , p, i = 0, 1, 2 , . . . , q [on pose bien entendu [Mr,s;
=/(^V,s, yr,s)\. Faisons tendre maintenant les points Mr^(s+/ vers
On voit alors facilement que si la fonction caractéristique tend assez

(52) On suppose bien entendu que ces points appartiennent constamment
=à des éléments de E*t .
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vite vers zéro avec ô, la ligne correspondante au point Mr+i,s-\-j ten<F
vers ce qu'on déduit de (85), si on applique à ses termes l'opération*

& df
"o / 0-7-1 pourvu bien entendu que la dérivée • y o , existe et soit con-
d,iddvi dxldyl

tlnue. On peut choisir <f> (h) de manière que ceci soit vrai pour

Enfin, on peut choisir <£(Ô) de manière que le procédé précédent
s'applique à tous les points multiples de e, pourvu que toutes les déri-
vées introduites existent et soient continues. Le déterminant Vm|„(e)-
sera défini par Fégalité Vm, „ (e) = Um,^(e; >m yn) et si </>(0) est asse&
petit et tend assez vite vers zéro avec 0, on aura encore Ym,n(e) 4= 0.

Il est donc possible de définir, sous les conditions indiquées, la
différence divisée sur e par le rapport

Ve > /1™, n — —Tr 7 -
V m \e)

Ajoutons à l'ensemble E*i toutes les limites d'éléments sur les-
quelles la différence divisée peut être délinie de cette manière. On voit
alors que si une suite d'éléments de E*i tend vers un tel groupe limite^
e, les différence divisées correspondantes ont pour limite [e ; / ] m , n .

Supposons en particulier que /(.r, y) soit commue et ait
fîm+n-2 f drJjrS f

dérivée „ m_t „ r . continue ; donc toutes les dérivées ^ - ~ ~ c

01 l ôy l c*.> ôy
5</2—1 existent et sont continues. Nous savons alors que la fonction^
n une différence divisée normale d'ordre (m, n) qui peut être prolongée
sur tout groupe limite contenant au moins quatre points distincts. *
-* -> Supposons de plus que la dérivée m _ | ~-p ait une diffé-
rence divisée normale d'ordre (1, 0) et une différence divisée normale-
d'ordre (0, 1) bornées dans E. Par des considérations analogues à cel-
les faites plus haut on montre que la fonction a alors une différence^
divisée normale d'ordre (m, n) qui peut être prolongée sur tout groupe
limite e contenant au moins dttuc points distincts- 11 est à rerrarquer
que si e a seulement deux points distincts la valeur de [ e ; / j m , n peut
ne pas être déterminée ; nous pouvons seulement alïirmer que cette
quantité reste bornée,

Soit e(p} p=l, 2 , . . . une suite d'éléments de E*Ï tendant vers un»

(53) La lapidite avec laquelle la fonction caiactenstique doit tendre vers»
zéro pour 0 -> 0 dopend en geneial de îa fonction / (a\ ?/) On peut préci-
ser cette lapidiié à l'aide dis modules d'oscilation de divers oidres de lai
fonction f(xf y).
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groupe limite e de cette nature. La suite lelp};f]m,n p^= l , 2 , . . . . n*
tend pas nécessairement vers une limite ; on peut seulement affiime*
que toutes les valeurs limites de cette suite sont finies (l'enseroble dei
valeurs limites étant fermé il sera nécessairement borné).

Nous pouvons maintenant énoncer la propriété suivante :

Si la dérivée -~^~^71_l ~ n_v de la fonction f(x9 y) existe et a une

différence divisée normale d'ordre (1, 0) et une différence divisée nor-
male d'ordre (0, 1) bornées dans E. Si en outre la f miction f{xt y) amm,
différence divisée normale d'ordre (m, ri) bornée en totit point «£#
E, elle a aussi une différence divisée normale d'ordre (m, n) bornéQ
dans E.

La fonction a en effet une différence divisée normale d'ordre
(m} n) moins étendue que celle donnée et qui soit prolongeable ,sur
tout groupe limite ayant au plus deux points distincts Cette différence
divisée normale est évidemment bornée en tout point de E. Supposons,
qu'elle ne soit pas bornée dans E et considérons alors une suite d'élé-
ments e^ de E*! tendant vers un groupe limite e telle que [Jp) ; f]m,tp
tende vers -|- co. On en déduit que tous les points de e doivent être
confondus. Il existerait donc un point ou la différence divisée normale
considérée ne soit pss bornée, ce qui est impossible. La propriété est
donc démontrée.

Cette propriété complète et généralise certains résultats du No. 40*

44. Le prolongement sur tout groupe limite est possible, au
du No. précédent, si la fonction est un polynôme et si la différence
divisée normale considérée est régulière.

Supposons que la fonction soit a meme différence divisée bornée
par rapport à /• pour toute valeur de y et à neme différence divisée
bornée par rapport à y pour toute valeur de .>. Considérons une dif-
férence divisée normale et régulière d'ordre (m, ri) de cette fonction,
ayant pour fonction caractéristique <f> (0). Supposons que cette différence
divisée normale ne soit pas bornét en un point M (r, y) de E.

Nous allons démontrer, sous ces hypotheses, que la différence
divisée normale d'ordre (m-rl^n), de m* me fonction caractéristique $($)v
ne peut %>as être bornée dans E.

Supposons, pour fixer les idées, que M ne se trouve pas sur le
côté vertical droit ou sur le coté horizontal supérieur du rectangle E*
Considérons le cercle C (M ; ç) ^ _ x - f p < 6 , c<?/ + p < d . Soit é?**
p = l, 2 , . . . une suite d'éléments du sous-ensemble E*j, correspondant
à la différence divisée normale donnée, situées dans C(M ; p) telle que*
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4 $ l e s p o i n t s ̂ } ^ ) J
™ < Vm+i.f ; y*li <yi,2 ' < - . . < J^n-fi de ê > tendent tous vers M,
2°, [ew ;ƒ]«,« tende vers + 00. ^ous modifions Um,/i(e^>;/) comme
au NCK précédent ; nous remplaçons donc la ligne correspondante au
point MJP] par (85) dans lequel on a substitué à chaque terme sa diffé-
rence divisée d'ordre (i — 1, j—1) prise sur les points M ^ , l < a < i ,
l < p r ^ y . Nous faisons la même opération sur Vm>n(«

(pî) en rempla-
çant ƒ par xmyn. De cette manière le rapport [é^ ; f]m, n ne change
pas. Soit maintenant 4p) Ie groupe de (m+2)(n~{-l) points formé par
^ > et par les points P£}(./*o» J^+i,,) l ^ i ^ t f + 1 , r0 étant fixe e t > x+p.
A la limite les points P[pJ viendrons se confondre avec le point (XQ , y).
Nous modifions aussi le rapport [e[p); f]m + it n comme plus haut.

Faisons p -> 00, alors ou bien | [e\P} ; f]m+i, n \ a une limite infi-
nie, ou bien il reste borné. Dans ce dernier cas on voit immédiate-
ment qu'il faut qu'une au moins des diflérences divisées

(86) [Mffî, M ^ , . . . , M j ; ; / ] , - ! . / - ,

(le système i=m + l, / = rt-H étant exclu.̂

non bornée.
Supposons que (86) soit non borné pour i = r + l , j*=s-{-l,

5 < u ï r + s < ; t n + /z et que les différences divisées (86) pour
i = l , 2 , . . . , r + 1 , 7 = 1, 2 , . . . , s + 1, i + i < r+s+2 restent bornées.
On peut toujours déterminer r et s de cette manière (si r = s = 0 la
fonction est non bornée au point M).

Désignons par ef|; l'ensemble de (m + 2) (n+ l ) points

(x?i>yj) i = l , 2 , . . . , r + l , j = l , 2 , . . . , n - s I .
/ ' \ i c i , 1 • 1 o f (aucun si n*=>)
{xi,yj) »=1, 2, . . . ,m— r-f-1, ^ = 1, 2 , . • . , n-s | 7

(^v, î ^ l f y) i - 1 , 2 , . . . , m - r + 1 , ; = 1, 2 , . . . ,
où x+p < ^t < JL'2 < . . . < a«-r-i-i ; Vi < 2̂ < • • . < i/11-s <y—p sont
des abscisses et des ordonnées fixes.

Faisant p -> 00, la différence divisée [éf) ; fjm -̂j, „ ne reste £as
bornée, ce qui démontre la propriété.

On démontre de la même manière que la différence divisé nor-
male d'ordre (m, n+1) et plus généralement que la différence divisé©
normale d'ordre (mx, nx) mx > m, nt > n, mt + nj > m + n, de
fonction caractéristique <£(ô), ^^ PeM^ P a s être bornée dans %.
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45. Supposons maintenant que la fonction f(x, y) ait une différence
divisée normale d'ordre (m, n) bornée dans E. Nous allons démontr©*-
que la différence divisée partielle d'ordre (m, 0) et la différence divisée
partielle d'ordre (0, n) sont bornées dans E. Il suffit de montrer que-
ces différences divisées partielles sont bornées en tout points de E,
Nous obtenons cette propriété, pour Tordre (m, 0) par exemple, par un
raisonnement analogue à celui employé pour la démonstration de&
propriétés du No S9 et en faisant usage de l'identité, facile à établit-

[M|, M2,. . . , MOT+1 ; f ]m, o =

où, (x'i,y) sont les coordonnées des point M/, i«=l, 2 , . . . , m + l et
(av, 2/j) sont les coordonnées des points M,,], t«»l, 2, . . . , m+ 1, ^=1,2,...,^
-Ici on suppose que les points M/j restent fixes et que se'/,y varient
dans le domaine permis par la fonction caractéristique de la différence
divisée donnée.

Les résultats du No. précédent nous montrent que:
Si une fonction f (x, y) a une différence divisée normale d'ordre

(m, n) "bornée dans E, elle a aussi une différence divisée normale d'ordre
(tn-ly n) et une différence divisée normale d'ordre (m, n-1) bornées dans E^

On en déduit que la fonction a aussi une différence divisée nor-
dm"if

maie d'ordre (m, 0) bornée dans E. La dérivée m_x existe donc et

est continue. Or, considérons la différence divisée normale d'ordre (m-l9n)»
qui est aussi bornée et envisageons seulement les différences divisées
prises sur des points distribués m h m s u r n + 1 parallèles à Taxe OX>

Par un passage à limite on en déduit que la dérivée f mJ a aussi une-
oc

différence divisée normale d'ordre (0, n) bornée. Il en résulte que:
Si la fonction f(x,y) a une différence divisée normale d'vrir*

(m, n) bornée dans E, elle a une dérivée f m- i n-i continue en toute

point de E.
On peut d'ailleurs démontrer plus exactement que la dérivée-

frrSsr<. m-L s < n-1 a une différence divisée normale d'ordre
* x y — 7 -—
(tn-r, w-s) bornée dans E.
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Supposons qu'une différence divisée normale d'ordre (m, w), de
la fonction / (x, y), soit telle que la différence divisée ait une limite
finie et bien déterminée quand les points, sur lesquels elle est prise,
tendent d'une manière quelconque vers un point limite. Cette limite est

^gale en tout point à —-—j / m /?. La dérivée ƒ m n existe et est con-
tinue dans E. Bien entendu les limites en question n'existent que pour
une classe particulière de fonctions dépendant de la différence divisée
normale considérée. Cette classe comprend les polynômes si la diffé-
rence divisée normale est régulière.

CHAPITRE VI .

SUR LES FONCTIONS CONVEXES DE DEUX VARIABLES RÉELLES.

§ 1. — Première extension de la notion de convexité.

46. Les différences divisées partielles permettent une généralisa-
tion immédiate de la cenvexité d'ordre quelconque pour les fonctions
ie deux variables indépendantes.

La fonction f(x}y) sera convexe, non-concave, polyno-
miale, non-conve.xe ou concave d'ordre (m, n) sur l'ensemble E
suivant qu'on a

<87> v Y v ;f\ > 0 ' ^ ° ' = 0 ' - ° ' < 0 ' SUr E-
L̂ l , J>2 , • • • , yn+2 J

On peut distinguer cette sorte de convexité par la désignation de
convexité, non-concavité. . . etc. partielle, mais nous supprimons cette
distinction, étant sous-entendu que nous ne parlons dans de § que de
cette sorte de convexité.

L'ensemble des fonctions précédemment définies constitue la classe
des fonctions d'ordre (partiel) (m, n).

La valeur m = —1 n'est pas exclue. Une fonction d'ordre (—1, n)
est une fonction qui jouit d'une même propriété de convexité d'ordre n
par rapport à la variable y, pour toute valeur da ,*\ On définit de la
même manière une fonction d'ordre (m, —1). Enfin, les fonctions d'ordre
{ — 1, —1) sont les fonctions de signe invariable.

Une définition géométrique, analogue à celle donnée pour les fonc-
tions d'une variable, est obtenue à Faide des pseudo-polynomes.

Soit en effet

«s» pf:1':2'-'?.4-1;/
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Ie pseudo-polynome d'ordre (m, ri) prenant les valeurs de f(r, y) sur
le réseau .I '=J*I, i = l, 2 , . . . , m + 1 , }'=)'/ » j — 1, 2 , . . . , n + 1 où on
peut supposer que les suites ,i, , i2 » . . . , 'm+t » J'i ; 72 » • • • >}Vfi soient
ordonnées. La formule (83) nous montre alors que la non-concavité
(convexité) s'exprime par le fait que la fonction doit être en tout point
du rectangle

() C

non au-dessous (au-dessus) ou non au-dessus (au-dessous) du pseudo-
polynome (88) suivant que n-\-m—i— j est pair ou impair. Cette pro-
priété s'applique au rectangle E entier, en convenant de poser dans

- (89) xo=a , xm+2 = b ,yo = c,yn+i = d.

Disons enfin qu'on peut aussi considérer des fonctions jouissant
de plusieurs propriétés de convexité et définir ainsi diverses classes de
fonctions, comme dans le cas d'une seule variable.

47. Les propriétés des fonctions convexes d'une variable ne se
généralisent pas tout à fait pour ce cas. Par exemple, une fonction
d'ordre (m,ri) dans le rectangle fermé (81), n'est pas nécessairement
bornée. Mais : ,

Si une fonction d'ordre (m, n) dans le rectangle E est bornée sur
un réseau d'ordre (m-f-2,w + 2) elle est bornée dans le plus petit rec-
tangle contenant les noeuds de ce réseau.

En particulier, si les côtés de E appartiennent au réseau la
«lion est bornée dans tout le rectangle E.

On voit également que :
Si la fonction est d'ordre (m , ri) et si on a

I * y 2 > • • • 9 yn~\-2

Mie est polynomiale, donc se réduit à un pseudo-polynome d'ordre [m, n)
dans le plus petit rectangle contenant les points (#I,,FJ).

La démonstration est immédiate.

48. Considérons pq (p>m + 2, q>n + 2) points M (a*, y})i=l, 2,...,jpf

j = l,2,...,f?, dans le rectangle E et supposons que les suites xt,x2,..t,a?p;
y\ > yz >•••! yg soient ordonnées. On voit alors, comme dans le cas d'une
seule variable, que les conditions nécessaires et suffisantes pour la non-
concavité {convexité) d'ordre {m, n) sur les pq points so'nt

i==l , 2 , . . . , p—m—1, ; = 1 , 2 , . . . , g—n— 1.

1
J
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La formule (1) nous montre que les suites

ÏXi , X2 , . . - . , Xm+i ! r.t'2 y ^3 , . . . , Xm+2 1

U7» XH-I > • • • >y>+»+i' J ' b v i » H > • • > j ^ f n + i ; J ' • • •

[ OCi , ^ / 4 - i , . . .

yi . >i

sont ordonnées. On en déduit facilement que:
Si la fonction est d'ordre (wi, n) dans le rectangle E et si leœ*

différences divisées partielles d'ordre (m+1, n), (m, n + 1 ) sont bornées*
sur un réseau d'ordre (2m-f-2, 2n+2) x=xit i = l , 2, . . . , 2m+2,
y=yjp 7 = 1 , 2 , . . . , 2n + 2, ces différences divisées seront bornées dans-
tout le rectangle

Si, de plus, les différences divisées partielles d'ordre (
et (O,w+1) sont bornées sur un réseau d'ordre (m-f-1, n+1) ,
dans le rectangle (90), toutes les différences divisées partielles d'ordre
< (m+1, n-\-\) sont bornées dans ce rectangle. Nous démontrons*-
çncore, exactement comme au No. 13 pour les fonctions d'une variable^
que :

H existe des fonctions d'une classe donnée d'avance sur les p qr
points considérés à condition que si (m, n) est la plus grand ordre de~
polynomialité toutes les propriétés d'ordre supérieur soient de polynomialitê.

Il est à remarquer qu'ici une fonction polynomiale d'ordre (m, n)*>
n'est pas nécessairement d'ordre (m-1, n) ou (m, n-1).

49. Nous avons la propriété suivante:
Si une fonction est d'ordre (1, —1) et d'ordre (—1, 1), elle e$t

continue par rapport à Vensemble des variables en tout point intérieur*-
Cette propriété a été démontrée par M. P. MONTEL en supposant-

que $la fonction soit non-concave d'ordre (1, — 1) et non-concaye^
d'ordre (—1,1) C54).

M. N. KRITIKOS a généralisé la propriété précédente de la manière
suivante : (55)

(M) P. MONTEL „Sur les fonctions doublement convexes et les fonction»'
doublement sous-harmoniques" Praktika de l'Acad. d'Athènes 6, (1931), p. 374»
Une telle fonction est dite doublement convexe,

(55) N. KRITIKOS „Sur les fonctions multiplement convexes ou concaves1**
Prakti&a de TAcad. d'Athènes, 7 1932, p. 44. Voir aussi un mémoire der
même auteur paru dans le Bulletin de la Soc. Math, de Grèce, t. XI (1980V
pp. 21—28.
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Si ƒ(#, y) est d'ordre 1 par rapport à Vune des variables et con*
tinue par rapport à Vautre, elle est continue par rapport à Vensemble
des variables en tout point intérieur.

Plus généralement, si la fonction est d'ordre n par rapport à Fune
des variables et continue par rapport à l'autre elle est continue par
rapport à l'ensemble des variables. Cette propriété peut d'ailleurs se
déduire du théorème de M. KRITIKOS, compte tenant des résultats du
No. 14 de la première partie.

Une fonction d'ordre (m,-l) continue par rapport à y dans le rçe*
tangle E a une différence divisée partielle d'ordre (mt0) bornée dans tout
rectangle complètement intérieur.

Soint en effet E (a' < x < b\ c' < y <_ d% a < a' < 6' < è ,
c < c' < ci' < d un rectangle complètement intérieur. Prenons tes
abscisses r ' j , x\ , . . . , jfm+\ à l'intérieur de (a, a') et les abscisses
M"z, A"2 i • • • ? ''"m-fi à l'intérieur de (b't b). Nous savons (No, 17 de la
première partie) que si j \ , /2 , • • • > ̂ m+\ sont dans l'intervalle fermé
(a', 6'), la différence divisée

b
est comprise entre les difiérences divisées

(91)
Or, la fonction étant continue par rapport a y elle est bornée sur

l'ensemble des parallèles x^x't, x=,v"t i = l , 2 , . . . , m + 1 . Il en résulte
que les difiérences divisées (91) restent bornées dans leur ensemble
lorsque y varie, se qui démontre la propriété.

En particulier une fonction qui est d'ordre (m, —1) et d'ordre
( —1? n) a une différence divisée partielle d'ordre (m, 0) et une diffé-
rence divisée partielle d'ordre (0, n) bornées dans tout rectangle com-
plètement intérieur.

Tenant compte d'un théorème de M. P. MONTEL (m) on en déduit
la propriété :

Une fonction qui est d'ordre (w, -1) et d'ordre (-1, n) a en tout

point intêtieur une dérivée o r a , continue par rapport a Vensemble

des variables, pourvu que

(86) P . MONÏEL 1OC. Cit.
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Si la fonction est d'ordre (mf n) et si la dérivée partielle fx existé
c'est une fonction d'ordre (m-1, n) présentant le même caractère de
convexité et réciproquement. Plus généralement si / est d'ordre (m, n)

et si / rt% existe c'est une fonction d'ordre (m-r, n-s). Si fj"+"n+i existe,

elle est non négative si la fonction est non-concave d'ordre (m, n) et

réciproquement. On suppose ici encore que E soit un rectangle.

50. Avant de finir ce § disons qu'on peut définir la convexité
avec d'autres différences divisées que les différences divisées partielles.

On peut par exemple donner des définitions à l'aide des différen-
ces divisées normales. Il est inutile de répéter comment on écrit ces
conditions. Ces fonctions jouissent des propriétés plus restrictives que
celles précédemment définies. Considérons par exemple une fonction
qui est d'ordre (m, -1) par rapport à une différence divisée normale
d'ordre (m + 1, 0). Une telle fonction a une différence divisée normale
d'ordre (m, 0) bornée dans tout rectangle complètement intérieur. Elle

a donc des dérivées partielles ~ - i = l , 2, . . , , m-1 continues en tout

point intérieur. La dérivée f'x est d'ailleurs a son tour d'ordre (m-1,-1)
par rapport à une certaine différence divisée normale d'ordre (m, 0).

(m-H)
II est à remarquer que si la dérivée f m+i existe elle est 'd'un signe

oc
invariable, mais la réciproque n'est pas vraie. Il faut des conditions
supplémentaires de continuité pour pouvoir affirmer que de l'inégalité(+u
f m4-j ^ 0 résulte la non-concavité d'ordre (m, -1) de la fonction
ce

par rapport à une différence divisée normale d'ordre (m + l> 0).

§ 2. — Seconde extension de la notion de convexité.

51. Considérons une fonction ƒ (x, y) définie, pour ne pas com-
pliquer, sur un domaine fermé convexe et borné E. L'allure de la fonc-
tion sur une droite s'obtient en prenant le plan perpendiculaire sur XOY
qui se projeté suivant cette droite et en considérant la fonction dans
ce plan. L'axe OY dans ce plan est orientée vers le OZ positif.

Nous nous proposons d'étudier les fonctions qui sont d'ordre n sur
toute droite contenant des points de E. Nous dirons dune telle fonction
qu'elle est dfordre n sur Vensemble E.

Supposons que n soit pair. Nous avons vu que le caractère de
convexité d'une fonction d'une variable dépend de l'orientation de l'axe
OX. Pour cette raison nous ne ferons pas de distinction entre laeon*
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vexité et la concavité, resp. entre la non-concavité et la non-convexité
sur une droite. Une fonction peut être d'ordre n au sens strict ou au
sens large suivant qu'elle est conve e (ou concave) resp. non-concave
(ou non-convexe). Elle peut enfin être polynomiale sur une droite.

Supposons maintenant que n soit impair. La nature de convexité
d'une fonction d'une variable et d'ordre impair ne dépend pas de
l'orientation de l'axe OX. On peut donc ici faire la distinction entre la
convexité, non-concavité, polynomialité, non-convexité et la concavité
sur une droite. Une fonction d'ordre impair n sera dite convexe, non~
concave,.... etc. d'orde n sur E si elle est convexe, non-concave,... etc.
d'ordre n sur toute droite de E.

On peut distinguer la sorte de convexité ainsi introduite en disant
qu'il s'agit d'une convexité, non-concavité . . . . etc. totale d'ordre n. Nous
supprimons dans la suite cette dénomination étant sous endendu qu'il
ne s'agira que de cette sorte de convexité.

Considérons par exemple un polynôme de degré fl+1

C'est toujours une fonction d'ordre n. Si n est pair il y a tou-
jours des droites sur lesquelles la fonction est polynomiale. Si n est
impair et si le polynôme aQtn+'[J

ra\tTlJr • • -+an^ est positif (non
négatif) la fonction est convexe (non-concave) d'ordre n Sur cet exemple
on voit bien qu'une fonction peut être d'ordre n sans présenter un
caractère de convexité déterminé.

On pourait également considérer des classes de fonctions présen-
tant plusieurs propriétés de convexité déterminées.

52. Je dis que si la fonction est d'ordre n (n > 0) elle présente
le même caractère de convexité sur des droites parallèles.

On peut supposer que les droites soient parallèles à l'axe OX.
La démonstration se fait alors très facilement en tenant compte du
fait que si la suite d'ordonnées yx , y2, .. • , yP , . . . tend vers l'ordon-
née yQ, la suite de fonctions de .x, f(x, j>t), f(x, j2) , • • • > f(xf yP),...
converge vers f(x, yo).

Une fonction d'ordre n (n > 0) est en particulier d'ordre n par
rapport à chacune des variables ; elle est donc d'ordre (n,—1) et d'ordre
(—X, n). Nous en déduisons que :

Toute fonction d'ordre n sur E est continue en tout point intérieur
si n > 0.

En particulier :
Toute fonction d1 ordre n sur E est bornée dans tout domaine com-

plètement intérieur à E.
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Je dis que cette propriété est vraie même pour n = 0 . Soit {Mp}
une suite de points de E tendant vers un point limite intérieur M.
Prenons un point M' et une droite A dans E de manière que pour
p > N l'intersection des droites M'MP et A tombe à l'intérieur de E.
Désignons par M'p l'intersection des droites M' Mp et A. La valeur de
la fonction en Mp est toujours comprise entre ses valeurs en M' et M'p.
On voit maintenant que si nous supposons que les valeurs de la
fonction aux points Mp aient une limite infinie il arrive ou bien qu'en
M' la fonction ne soit pas bornée ou bien qu'elle ne soit pas bornée
sur A au voisinage de l'intersection de cette droite avec MM', ce qui
est impossible. La propriété est donc démontrée.

53. Nous avons encore la propriété suivante :
Une fonction d'ordre n dans le domaine E a des dérivées par-

tielles d'ordre <C n continues en tout point intérieur.
En ce qui concerne les dérivées d'ordre t?, nous savons qu'en tout

point intérieur elles existent suivant toute demi-dioite issue de ce point.
Soient Mi (,i\ , y\)> M2C/ 2*2/2) deux points et prenons la différence

divisée première sur la droite joignant ces deux points. Nous avons

où a est l'angle de la droite MiM2 avec Taxe OX.
Nous en déduisons facilement que la différence divisée d'ordre

n + 1 sur n + 2 points MI(J*,2/I), i = l , 2 , . . . , n + 2 en ligne droite s'écrit

%7T L i - • • I ^ ' -H » *^/+2» • • • i *^n-\-2 j . I

/ . cosîl+1~l a sin' a . : f .
/ ^ U/i , V2 t , y/+i J

Si la fonction est d'ordre n cette expression est de sigae ia-
Yariable sur toute droite.

Supposons en particulier que les dérivées d'ordre n + 1
II feint alors et il suffit que la fonction

(92)

soit de signe invariable sur toute droite faisant l'angle a avec l'axe OX.
Si la fonction est d'ordre impair et convexe (non-concave) le

polynôme est non négatif en tout point où les dérivées existent. Réci-
proquement, si les dérivées existent et si en tout point intérieur te
polynôme (92) est non négatif resp. positif on peut affirmer que
la fonction est non-concave resp. convexe d'ordre impair n. Si
n = l , pour que la fonction soit non-concave d'ordre 1 il faut et il
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suffit que f'x% > 0, f"X2 f'y*— (f'xy)2 ^ 0 et pour qu'elle soit convexe
il suffit que f'x% > 0, f'x% f ' y 2 — (f'xy)

2> 0, en admettant, bien
entendu, que les dérivées secondes existent.

Les fonctions d'ordre 1 sont 1res proches des fonctions convexes
de M. JENSEN (56). M. JENSEN définit une fonction convexe par l'inégalité

( oc I or ' v 1 v ' *\
les points (x , y) , (#' , yf) , — — , *\/ appartenant à l'ensemble de
définition de la fonction. Si une telle fonction est bornée elle est non
concave d'ordre 1 avec notre définition.

54. — Une fonction polynomiale se réduit à un polynôme sur toute
droite. Nous allons démontrer que :

Une fonction polynomiale d'ordre n se réduit sur E aux valeurs
d'un polynôme de degré n.

Prenons dans E les ^ (n+1) (n+2) points M/j(;r/,yj)i=l , 2 , . . •

• • • -> j t j — 1 ? 2, . . . , n +• 1 et considérons le polynôme de degré n prenant
les valeurs f{&i,yj) aux points M/j. Ce polynôme est bien déterminé.
11 suffit de faire passer par un points M de E une droite convenable et
d'appliquer la propriété de poîynomialité sur cette droite pour voir que
la fonction prend en M la me aie valeur que ce polynôme.

Sur les fonctions polynomiales on peul faire encore diverses ob-
servations Par exemple si la fonction est d'ordre n et coïncide avec
un polynôme de degré n sur un certain nombre de segments de droites,
elle est polynomiale aussi sur tout segment qui a ses extrémités sur
ls segments considérés et contient en outre au moins n autres pointse
appartenant aux segments donnés.

Si la fonction est d'orde n et si elle se réduit a un môme poly-
nôme de degré n sur les segments AB, AA/, BB,, i = l , 2 , . . . , n — 1
AC, BC, les points Ai , A2 , . . . , A/,_i étant sur le segment BC et
Bj , B2 , . . . , Bn_i sur le segment AC, elle est polynomiale d'ordre n
dans le triangle ABC. Pour voir que tout segment, ayant ses extrémités
sur les côtés du triangle, contient encore au moins n points il suffit
de completer les segments donnés par ceux qui sont parallèles aux
côtés AC et BC. Ces parallèles contiennent évidemment n points appar-
tenant aux segments donnés.

Vu et approuvé :
Paris, le 17 Janvier 1933.
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Vu et permis d'imprimer : C. MAURAIN.
Paris, le 17 Janvier 1933.
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S. CHARLETY.
(3«) Voir J, L. W. JENSEN loc. cit (*2).


