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RECHERCHES

SUR

L’APPLICATION PRATIQUE

DES

SOLUTIONS GENERALES DU PROBLEME DES TROIS CORPS )

AVANT-PROPOS.

1. Depuis trois siécles on cherche la solution du probléme des trois corps. Malgré les grands progrés accomplis dans
I’étude du mouvement des planétes, progrés qui permettent de prévoir leurs mouvements pour plusieurs siécles avec
toute l'exactitude désirable, la solution générale, valable pour tous les temps, avait échappé aux efforts des plus célébres
mathématiciens qui s’étaient occupés de la question, tels que Lagrange, Laplace et Poincaré.

Au commencement du xxe siecle, M. Sundman, dans un travail célébre, a enfin établi I’existence de 'intégrale générale
du probléme, valable pour tous les temps.

A notre connaissance, personne n’'a étudié les possibilités d’utilisation pratique de ces résultats, par exemple, en ce
qui concerne le mouvement des planétes. On ne trouve en général que des indications trés vagues sur la méthode de
M. Sundman. Nous citerons quelques exemples :

M. Carl Burrau, dans Numerische Untersuchungen iber eine Klasse einfach periodischer, retrograder Bahne (%), dit :

« Sundman a démontré qu’on peut déterminer une transformation, grace a laquelle les coordonnées et le temps peuvent
étre développés en séries, théoriquement toujours convergentes. Mais il n’a pas lui-méme développé ces séries et n’a
rien dit de leur convergence pratique.

» Les séries de Sundman sont convergentes mathématiquement; mais on ne sait rien actuellement sur la possibilité
de leur utilisation. »

(% Les principaux résultats de ces recherches ont paru dans les Comptes vendus de I’ Acadéwmie des Sciences :

10 Sur la convergence des sévies dans la solution du probléme des tvois covps donnée par M. Sundman (C. R. Acad. Sc.,t. 193,
1931, p. 314-316);

20 Sur la solution du probléme des trois covps donnée pay M. Sundman (Ibid., t. 193, 1931, p. 766-768);

30 Sur lapplication des méthodes de M. Sundman aux problémes de Mécanique céleste (Ibid., t. 193, 1931, p. 1321-1323);

4° Sur la nature des chocs dans le probléme des trois covps a trvois degvés de liberté (Ibid., t. 194, 1932, p. 769-771);

50 Suv le vayon de convergence des sévies dans le probléme des deux covps, traité parv la méthode de Levi-Civita (Ibid., t. 194,
1932, P. 1449-1452).

(3) Carl BurRrRAU und Elis STROMGREN, Astronomische Nachvichten, Bd. 202, 1916, n° 4836, p. 185-186.

THESE BELORIZKY.
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M. H. von Zeipel, dans L' Euvre astronomique de Henri Poincaré (1) :

« M. Sundman a montré que les coordonnées des trois corps et le temps peuvent se développer suivant les puissances
d’une variable auxiliaire. Ces séries sont valables pour toutes les valeurs du temps. Mais il reste & voir si les séries de
M. Sundman convergent assez rapidement pour satisfaire aux besoins pratiques de I’Astronomie. »

Dans la premiére Partie de notre travail, nous montrerons donc comment on obtient les séries de M. Sundman d’aprés
ses méthodes et nous chercherons l'intérét qu’elles peuvent présenter en vue de leur emploi effectif.

2. La seconde Partie de notre travail aura pour objet les questions suivantes :

M. Bisconcini, dans son Mémoire Sur le probléme des trois corps (%), donne les deux relations analytiques distinctes entre
les données initiales qui permettent de décider si deux des corps (dans le cas général du probléme des trois corps) peuvent
se choquer. Mais en écrivant les trois premiers termes de ces conditions, il ajoute :

« Nous ne savons rien par rapport & la grandeur du rayon de convergence des séries, car nous avons démontré seulement
qu’il n’est pas nul. »

M. Levi-Civita, dans son travail Sur la régularisation du probléme des trois corps (), est parvenu a régulariser le probléeme
au voisinage d'un choc binaire, en conservant la forme canonique des équations, et estime que cette régularisation
« préterait a reprendre, par des calculs peut-étre plus commodes et plus symétriques, la détermination effective des deux
relations invariables caractéristiques d’un choc ». '

M. Kiveliovitch, adoptant les idées et les méthodes de M. Levi-Civita, a établi dans deux Notes aux Comptes rendus (*)
la forme générale des conditions du choc binaire, sans donner le rayon de convergence des séries obtenues.

Dans notre seconde Partie, nous avons alors étudié, en employant les mémes méthodes, le mouvement d’'un corps
de masse négligeable, au voisinage d'un choc avec un corps de masse finie, dans le probléme a trois degrés de liberté.

Cette étude nous permet de fixer une limite supérieure du temps pour lequel la prévision d’un choc est sfirement
valable, au moins dans le cas particulier que nous envisageons, trés intéressant d’ailleurs au point de vue de I’ Astronomie.

Le présent travail nous conduira enfin a émettre quelques idées sur I'application aux problémes concrets de I'Astro-
nomie de la solution générale du probléme des trois corps que permettent d’imaginer les conceptions de M. Levi-Civita.

Nous avons, par la méme occasion, cherché & préciser I'influence de certains points critiques dont le role ne parait
pas avoir été jusqu’ici suffisamment étudié.

M. Jean Bosler, directeur de I'Observatoire de Marseille, m’a signalé l'intérét que présentent les travaux modernes
sur le probléme des trois corps. Ceux-ci ont été le point de départ de mes recherches. Pendant I'exécution de ce travail |
il m’a prodigué ses conseils et n’a épargné ni son temps, ni sa peine. Je lui en exprime ici ma plus vive gratitude.

(Y Acta mathematica, t. 38, 1920, p. 310.

(?) Acta mathematica, t. 30, 1906, p. 49-92.

() Acta wmathematica, t. 42, 1920, p. 99-144.

(8 Sur les conditions d'un choc binaive dans le probléme des trois covps (C. R. Acad. Sc., t. 182, 1926, p. 116-118); Le calcul
des conditions du choc binaive dans le probléme des trois corps (Ibid., t. 182, 1926, p. 263).




PREMIERE PARTIE.
METHODE DE M. SUNDMAN.

CHAPITRE .

EXPOSf DE LA METHODE DE M. SUNDMAN.

1. Dans son travail (1), M. Sundman a démontré que :

« Si les constantes des aires dans le mouvement des trois corps par rapport a leur centre commun de gravité ne sont
pas toutes nulles, on peut trouver une variable & telle que les coordonnées des corps, leurs distances mutuelles et le
temps soient développables en séries convergentes suivant les puissances de § qui représentent le mouvement pour toutes
les valeurs réelles du temps, et cela quels que soient les chocs qui se produisent entre les corps. »

La marche suivie par M. Sundman est celle-ci :

Soient P, P;, P, les trois corps, de masses mg, #y, my et v, = Py Py, 7, = P, P, 75 = P, P; leurs distances mutuelles.
Soient x,, y;, 2 les coordonnées du corps P; par rapport & trois axes rectangulaires passant par le centre commun de
gravité des trois corps et ayant des directions fixes dans I'espace, M. Sundman démontre, par I'application du théoréme (2)
de Cauchy-Picard sur Vexistence des intégrales holomorphes des équations différentielles, que si, & l'instant ¢, les
distances 7y, 7y, 7, sont toutes différentes de zéro et plus grandes que 14x, » étant un nombre quelconque fini, alors
les %, vi, 2;, ainsi que leurs dérivées par rapport au temps, sont développables en séries procédant suivant les puissances
de ¢ — ¢ et convergentes au moins tant que '

P

IIVAN

(1) zt—ZE T = G —
\/-4-L+M:Kl
21 mx ‘

(les unités étant choisies de telle facon que la constante de Gauss \f = & = 1).

() K. SUNDMAN, Mémoirve suy le probléme des trois covps (Acta mathematica, t. 36, 1913, p. 105-179).
(3 Rappelons ici 'énoncé de ce théoréme : Soit le systéme d’équations différentielles

ay; .
(A) 73’7‘ =Ffi(¥0, Vay - ovs Vi) (i=1,2,..., 1),

ou les f; sont développables suivant les puissances de y; — 9! en séries qui convergent tant que
(1) iyl

Supposons qu’il existe des quantités positives et finies M,, telles qu'on ait ! f; | < My, si les inégalités (1) sont vérifiées. Alors
il existe » fonctions de ¢, y,, 45, . . ., ¥, satisfaisant au systéme (A), prenant respectivement pour ¢t = ¢, les valeurs 49, 98, ..., ¥},
@i
M;
de ce cercle, les y; sont développables en séries uniformément convergentes suivant les puissances de £ —#,.

et holomorphes dans un cercle de rayon & décrit autour du point ¢y; % étant la plus petite des quantités — - Par suite, a I'intérieur



M représente ici la somme my - m, + m,, m étant la plus petite de ces masses et | K | la valeur absolue de la constante
de forces vives.

2. Nous dirons que le mouvement est régulier dans un intervalle donné, si les coordonnées des trois corps sont des
fonctions holomorphes du temps dans cet intervalle.
Lorsque le mouvement cesse d’étre régulier & un instant fini ¢, ou bien les trois corps se choquent tous en un méme

point de l'espace, ou bien deux des trois corps se choquent tandis que leurs distances au troisitme tendent vers une
limite plus grande que zéro. :

Dans un autre travail (1), M. Sundman a démontré qu'une collision générale ne peut avoir lieu que si les constantes
des aires sont toutes nulles. En supposant qu'une au moins de ces constantes n’est pas nulle, on est ainsi amené a
considérer seulement les chocs binaires.

Supposons que les corps P, et P; se choquent a I'instant fini . En adoptant les variables de Jacobi, c’est-a-dire les
coordonnées rectangulaires x, ¥, z du corps P, par rapport a P, et les coordonnées rectangulaires Z, n, { de P, par
rapport au centre de gravité des corps Pg et P;, M. Sundman trouve qu’a l'instant d’un choc réel, » étant la distance P, P; :

T im? —- imZ —
(2) hmr =0, hmy =y et 11mr_._a.,a.
ou ¢, y, ¥ sont des constantes (et 0% + %2 + V2 = 1).
Il montre ensuite que
hm\r?ﬂ = O\ 2( M,y ),
N av -
(3) { hnl\7d2 — N2 (m, M),
hm\ 7dt =y 2(my+m),

c’est-a-dire, siz est infiniment petit du premier ordre, la vitesse relative des corps P et P, est infiniment grande d’ordre 2 .

3. 8i, a l’mstant t=t,7r <* (scms que v = 0) et p > T4%, (p2 =E + n? 4 £3), %, étant une petite quantité qui

sera déterminée plus loin, alors 1] est avantageux (3) de remplacer le temps ¢ par une nouvelle variable # définie par la
relation
dt =v du.

En transformant les équations différentielles du mouvement et en prenant comme fonctions inconnues de #

: dx dy dz . , & dn dg
() . x Y % aw’  aw dn’ @ 1, < i od@ i

M. Sundman montre que ces fonctions sont développables suivant lespuissances de u — #, (4, correspondant a la

valeur #, de ¢, et est fini) ainsi que le temps ¢, et ces séries convergent tant que |« —u, | < Q’, Q' étant le nombre tiré
du calcul des limites de Cauchy.

Les mémes raisonnements s’appliquent pour instant # du choc. Une fois effectuée, la transformation d¢ = 7 du, les
équations différentielles restent holomorphes par rapport a u.

En effet, en posant

=%, e &
du A’ Y=du ="’ ' T du T dt’

. d% o, an .

f= 2 0= e

() Recherches sur le probléme des trois covrps (Acta Societatis Scientiarum Fennice, t. 34, n° 6, 1907).

(2) Car on voit que si I'on conservait la variable ¢, le cercle de convergence pour x trés petit, qui est de 'ordre #2, deviendrait
tres petit.



on obtient les équations

ax’ v My W \ . 7 I 1
— =y 2 Ty 92X, ot X=—mx( 5 + 5 ) -+mif 5 — = )
du 4 4 yd 7 \ri 73/

qui restent holomorphes pour x = y = z = o.
M. Sundman calcule les premiers termes des développements en séries des intégrales au voisinage du choc suivant
-
les puissances de # — u, :

{ m, —+ ; Mo+ m, .,
r=— Lo(w—u )+ .., =1, ’_g Lo — ) L,
(4) : Mo =M, » . ot M(m,—+m,), )
1’::———2 (M,—Ml)-.F, s ;/:£|'— 69,‘ -1(74- U, )" —+— s
m0+m| ........................... P AR y
t—t = (1 — 1, )+ ; T
‘ ' 6 ) 0,==(7,),=(7,§, pour l'instant du choc,

et ces séries sont convergentes, au moins tant que ‘% — ;! < Q’. (1, correspond a l'instant du choc et reste fini).

oo a . : - . . : ;
4. Ainsi z, 0, ¢, %, 9, 2, Eg’ ... sont développables en séries suivant les puissances de (¢ — #,)3. Par conséquent les

fonctions %, x, y, z, ..., considérées comme fonctions de ¢, admettent pour ¢ = ¢, un point singulier algébrique (ou de
. branchement) autour duquel se permutent circulairement trois branches de chacune de ces fonctions. Pour définir la
continuation réelle du mouvement aprés le choc, on n’a qu’a faire décrire a la variable # un demi-cercle de rayon infini-
ment petit autour du point réel %, ; 'argument de ¢ — # augmente ou diminue alors de 3 7. De cette facon, le mouvement
aprés le choc est toujours représenté par les séries (4) : avant le choc # — u; était < o et aprés le choc # — u, est > o.
Les orbites des corps Py, P; présentent chacune un point de rebroussement au point ol ces deux corps se choquent.

5. Apres le choc, on reprend comme variable ¢ et le mouvement ne cesse d’étre régulier que lorsque survient un nouveau
choc. Au voisinage de ce nouveau choc, une nouvelle introduction de la variable # régularise encore le mouvement, et
ainsi de suite. Cette régularisation cesse d’étre possible dans deux cas : 1° s'il y a collision générale, alors la quantité

72 ¥

¥
Rey/E T
m m, "y

TN

est égale a zéro; ou 2¢ si les valeurs 4, #,, £, ... définissant les instants ol se produisent les chocs admettent un point
limite fini £,, de sorte qu’au voisinage de £, il y ait une infinité de chocs.
M. Sundman démontre ensuite que dans ce cas aussi on a

limR —o.

=M s
! '—ml,m,m._,\ 0 [

Mais si la quantité

(ol ¢; sont les constantes des aires dans le mouvement par rapport au centre commun de gravité des trois corps) est
différente de zéro, R ne peut tendre vers zéro quand £ tend vers une valeur finie 1,
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Ainsi, quand les constantes des aires ne sont pas nulles toutes a la fois, on peut définir analytiquement le mouvement
des trois corps pour des valeurs de ¢ aussi grandes qu'on voudra. Il existe alors un nombre L > o tel que R2 L.

M. Sundman donne ce nombre L pour deux cas différents :

Si K<o,
IR,

L_. .
R, )
(Rn 7 > -+ f

Si K > o, L est la plus petite des deux quantités

fm L ¢ *R,
< I —> MJM et dR,\? ’
i v LI W 2 2
8+ o, VKN <R” dt) - 2KR2 -+ f

R, et —Zli_ étant les valeurs de R et éR pour ¢ = o et la constante K étant donnée par I’équation des forces vives :

dx\? dy\? dz\? o o B
g[(E) +<E> +<ﬂ> J“‘li’ + 0"+ ] =2U—K,

M j— Mo M, U— M M M
mﬂ(m0+m1), o mmy ’ TomeT, Ty Mt

avec

g:

6. De I'existence du nombre L, tel que R 2 L, il résulte que pour f > o, les deux plus grandes des distances mutuelles
entre les trois corps restent constamment supérieures a la quantité
I S
l==ymL;
3V
dans le cas contraire, R serait plus petit que L.
M. Sundman fixe alors la valeur de la quantité »,, et il pose

2 2 —
w— 27— 2 /L.
/1“—291»87\"%];

Alors pour 7 < %a on aura p > I4x, car p > v — 7 et 7> L.
Dans ce cas, il est avantageux d’introduire la variable » dont nous avons parlé plus haut.
Pour que les relations 7,, 73, 7, 2 14 » (ot 'on emploie la variable #) et la relation # <4 (ou Pon fait la transforma-

tion d¢ = 7 du) ne donnent lieu & aucune ambiguité, M. Sundman fixe la valeur de x par l’égalité

% _L\/ﬁ.
28 T 1218

Ainsi on saura toujours quelle variable il convient d’employer.

7. Quand pour l'instant # la distance » = 7,, par exemple, est plus petite que ;;—1, le mouvement des trois corps est
représenté, on l'a vu, par des développements suivant les puissances de #— %, qui convergent slrement tant
que | % —u; | < Q'. Mais il se trouve que Q' contient en dénominateur

vitesse du corps P, (qui reste en dehors du choc) dans son mouvement par rapport au centre de gravité de P, et de P,.

Si'V pouvait prendre des valeurs de plus en plus grandes lorsque ¢ croit ou décroit indéfiniment, le rayon de convergence Q’
pourrait devenir infiniment petit.



p— 7 —
. . Z
M. Sundman démontre que la valeur de V reste toujours en dessous d’une limite finie quand 7 < ?1

Il montre que

_ 9 2= — 1K
V<G= 14/1\/ (3462 c3) + (775+ )My1<29+4m+161 )
et il trouve qu’en prenant .
7~y
Q= —— X ’
6+ §5—+—3L—G2x‘+i-G\flT/[7—.+§|Klz.
m o 2m 2m 4

quantité finie dépendant exclusivement des conditions initiales, on a
Q'<Q.

Par conséquent, les développements des inconnues suivant les puissances de % — u, convergent certainement si #
vérifie I'inégalité

8. La définition de la variable » dépend de celle des distances 7o, 71, 72 Qui est la plus petite. Pour n’avoir plus qu'une
seule variable, M. Sundman introduit une nouvelle variable w définie par la relation

dt—=Tdw (t:OpourO):Q) et 11:<I——e_ﬂ)<1—e >(I——e I";>’

e étant la base des logarithmes naturels.
On voit que 0 T’ < 1 pour les valeurs réelles du temps.
Si I'une des distances s’annule, par exemple 7#,, alors on a

dw _ 7
auw — T’
et le second membre reste fini quand 7, tend vers zéro.
De cette fagon, w tend vers une valeur finie quand u tend vers u, et ¢ vers £, c’est-a-dire quand ¢ est fini. De plus
<ol

Il en résulte donc que
lim o == et lim f=zoco.

(=) (==rkow)

— . e ese % .
9. Supposons que, pour w = w,1'une des distances, par exemple #,, est inférieure a ;1 . Soit ¢, 1a valeur de ¢ pour w =

Si u, est la valeur correspondante de «, alors les coordonnées des trois corps, leurs distances mutuelles et le temps seront
développables suivant les puissances de # — #,, au moins tant que | # — %, | < Q.
En tenant compte de la relation

au| | T

W] |7,
et de l'inégalité

T I

valable tant que |# — u;| < Q, on conclut, en appliquant le théoréme de Cauchy, que # — u, est développable suivant
les puissances de » — o tant que | @ — w | < 3 Q %, et, si cette inégalité a lieu, |u — u,| < Q.

11 en résulte que les coordonnées des trois corps, les distances et le temps sont développables suivant les puissances
de ©— w, du moins tant que |w—o| < 3Q%.

. - . “ .
Supposons maintenant que pour w = w, toutes les distances 7,, 7, 7, sont 2 -23 ou bien 2 14%.
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Soit ¢ la valeur que prend ¢ pour » = . Les coordonnées et les distances sont développables suivant les puissances
de t—7 tant que ' —7/ < T (.
SiYon prend pour variable » on trouve que
gt

) P —1
Jo|=Ti<8 tant que | ¢ —#! < T.

En vertu du théoréme de Cauchy, les coordonnées, les distances et le temps sont développables suivant les puissances

de © — », du moins tant quelm—(;%éT-

L’expression %T est de la forme (I)—)-, 30Q% de la forme Qli, P, Qy, Q, étant des expressions algébriques dépendant des
1 2 .

"~

conditions initiales supposées connues.

. P . . ;
En prenant I’expression & = OO plus petite que les deux expressions 3Q »; et % T, on trouve que les coordonnées
W1 2

des trois corps, leurs distances mutuelles et le temps sont développables en séries suivant les puissances de » — et que
le rayon de convergence de ces séries reste toujours supérieur a la limite positive définie ci-dessus Q, indépendanie de
la valeur w.

On a d’ailleurs

o/

-2 3 9 Ma o 3 " M 5
Sm T sz %+ 2mG\/M/q + 41Kl .{1+zz4\/16m + 31 K| 7
les quantités »;, G, K étant définies par les conditions initiales. _

Ainsi les coordonnées, les distances et le temps sont des fonctions holomorphes de » dans une bande de largeur 2
comprise entre deux droites paralléles a I'axe réel et symétriques par rapport a cet axe, et cela quels que soient les chocs
qut peuvent se produire entre les trois corps.

10. En faisant la transformation

28, 140 6___@" —1I
CEE %I 0 TR

6 étant une nouvelle variable, on effectue la représentation conforme de la bande en question sur le cercle de rayon 1.
Par conséquent, les coordonnées, les distances et le temps sont les fonctions de 6, holomorphes dans le cercle de rayon 1
et de ce fait développables en séries suivant les puissances de 6, tant que |0 < 1.
Les valeurs réelles de § entre — I et + I correspondent ainsi univoquement aux valeurs réelles de ¢ entre —co et +c0.
De cette facon il est démontré que les coordonnées des trois corps et leurs distances mutuelles sont développables en
séries convergentes représentant le mouvement pour tous les temps.

(*) Voir page 3.




CHAPITRE 1L

DEVELOPPEMENT EFFECTIF DES SERIES.

1. — Les coordonnées relatives.

1. Dans les développements en séries des intégrales du mouvement des trois corps, les nombres £ et / jouent un role
o s . dR
trés important. Ces nombres sont des fonctions de m,, my, ms, €, €41, €5, Ry, —dTo et de K.

M. Sundman emploie dans son Mémoire soit les coordonnées absolues des trois corps, c’est-a-dire par rapport a leur
centre commun de gravité, soit les coordonnées de Jacobi, c’est-a-dire les coordonnées rectangulaires d’'un des corps
par rapport 4 un des deux autres, et les coordonnées du troisiéme par rapport au centre de gravité de deux premiers.

Dans notre étude des méthodes de M. Sundman en vue de leur application aux problémes pratiques de I’Astronomie,
nous prendrons les coordonnées employées par Lagrange, lesquelles ne différent pas sensiblement de celles généralement
empldyées (olt le mouvement de deux des corps est rapporté au troisiéme qui est le Soleil).

G,

Soient trois corps C,, Cy, C,, de masses m,, m,, m,; G le centre de gravité commun et G’ le centre de gravité de C, et C,
(fig. 1). ' ' ' '

1° Soient x”, y”, 2" les coordonnées de C,; par rapport & C, et &, n, ¢ les coordonnées de C, par rapport au centre de
gravité G, les axes ayant des directions fixes;

20 Soient encore x;, ¥;, 2; les coordonnées de C; par rapport au centre de gravité G, les axes ayant les mémes directions
que les précédentes. On a

"

X=X Xy, Y'=9Y1— Yo, =2 = %;
. M — M r— M 2
C—m0+'ml» > _mo"l‘mtyb T mg+my 2

39 D’autre part, soient x', ¥', 2’ les coordonnées de C, par rapport & C, (x”, 9", 2" étant toujours les coordonnées de C;
par rapport & Cg) et %, v, z les coordonnées de C, par rapport a C,, les coordonnées étant comptées parallélement & trois
axes rectangulaires fixes, de mémes directions que les précédentes.

Ces coordonnées donnent le mouvement de C; et C, par rapport a C,, si I'on prend x”, y”, 2" et — &', —y', — 2
Si C, est le Soleil, si C; et C, sont des planétes, on a ainsi le mouvement de ces derniéres par rapport au Soleil : ¢’est
ce qu’'on cherche dans I'Astronomie. Nous appellerons ces coordonnées relatives.

2. 11 est facile de voir que les coordonnées relatives s’expriment linéairement en fonction des coordonnées absolues

THESE BELORIZKY. 2



ou des coordonnées de Jacobi et vice versa. En effet, on a

My x' — m %"

Xoy—=— ’
0 M
(1) D myx —max
(1) 1= M )
WX ~— My X
% 1 M a
et de méme pour y; et z;. Et inversement
x”: Xy Koy  veeeenaenn 3 sessareaan >
X =X — Xy, e S e ,
A= 2R S e
D’autre part,
My m : Mo+ m
xo::—Xx”—ﬁc, %)= px’ — TVIZ“” K= OM LEs
iy — 2
b4 — A ﬁ Ty teeeseeeananen 3 e steeeeanas N
s
Za — hZ— ﬁ E, i Y e et taieianaen
m m
avec )= ! 2
0+, My —+ M

Les coordonnées des trois corps étant développables pour tous les temps par la méthode de M. Sundman dans les
systemes de coordonnées qu’il emploie (absolues ou de Jacobi), il en est de méme pour le systéme des coordonnées
relatives, résultant de combinaisons linéaires des coordonnées précédentes.

Les constantes ¢; et K se déduisent du mouvement initial absolu des trois corps. On a

i=2
- S\ 2
(2) 2%[(%) +(i?:> +<dz’> — m“”}jfm’U:— m"”l\;'mgK;
=0 .

{ _dZi 'dyi .
(3) Zm"(y‘?li — 2,75>——c1,

Mais on emploie en Astronomie les vitesses relatives et les coordonnées relatives (c’est-a-dire rapportées au Soleil).
11 nous sera utile dés maintenant de pouvoir déterminer ces constantes en partant des vitesses et coordonnées relatives
On a, dans le mouvement relatif (1), les intégrales des aires :

I/ ay dx Ay ) I < .y p dx”)
(x?zi_ dt>+_l( TV w) T\ Y ar )T
I/ dz _dy ,dz dy) 1A, z_iy_ﬁ)
(4) %(yﬁ dt) + ?ﬁ,’(y i a Fm?@ @t aw)T ™

I ( dx  dz dx dz X[ ax //glji'f>__
(dt ﬁ)'*m)'(z?z?“" dt>+ (z ata)T™

(*) Voir TisSERAND, Mécanique céleste, t. 1, p. 129-130.
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et l'intégrale des forces vives :

1 dx- dy dz* I

<dx“_}_dy"" ‘, dz"3>
T T,

| az" I (adx" dy™  dz"
L

NI S o U—
2 g ) 2U=H.

3. Nous allons exprimer ¢; et K en fonction de a; et H respectivement. Prenons les expressions (3) et remplagons x;, v;, 2,
par leurs valeurs (1). On trouve facilement pour la premiére équation

i=2 =2

d i\ 0 03 d ]
ZMKMm"‘L;)Jnﬁm %Xxg;—y &)

i=0 i=0
(=, ¥ =2, x> =2x",...).
Par conséquent,
Wy Wy Ty
6 . C— — VT2
( ) (3 M l

Prenons maintenant 1'équation des forces vives (2). On trouve sans peine

1 dx? I dx'"* I ax't _
”Tnzdt,ﬂL% el S o =2U0—-K=2U-+H.

7 m,
Par conséquent,

(7) K—=— H.

Ainsi, dés qu’on donne les positions initiales et les vitesses 1n1t1ales des deux corps par rapport au troisiéme, on sait
déterminer les constantes c; et K.

Ecrivons maintenant les équations du mouvement (avec la variable #), en conservant les coordonnées relatives (*) :

4 +M——m(£+£+x— =0
s v A E 7 E
ay y (y y' V)
== + M= —m| 5+ =5+ 55 )=0,
at: 7 "\ ¥ yE Ty
= +MZ m'z+z’+z”\—0'
ar ¥ 0(,, p! I ) -
ax' x' x x x"
(I) _t—z_ M;;—'—ml(y——I—;——r;”—‘):O,
................................... ;
d}x/l x/r' x x/ xll
- M 'm2<—., —i-—.,—i——.):O
dtl " Vel 7/,. 7//.; J 4
7’?:%2—1— y?+ 22’ ’,/2le2+ y/9+ zlz’ 7,1/2: xilz+ yllg+ zf/«z;
x4+%+x'=0, y+y+y'=0, z+4+2+2"=o0.
II. — Calcul des coefficients des développements suivant les puissances de 6

4. Q et I étant déterminées par les conditions initiales, nous avons vu qu'il faut prendre la variable w liée avec la
variable ¢ par la relation

R T T

() Nous avons pris ces équations en raison de leur parfaite symétrie.
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et introduire encore une nouvelle variable § liée a » par la relation

2. 1-+4
—— 0 — .
7 815

0y ==

De cette fagon, on remplace ¢ par une variable § liée a ¢ par la relation

TR TR [

7 I—

as.

Ainsi, on doit transformer les équations (I) en prenant 6 pour variable indépendante. En différentiant successivement
ces équations on aura, pour l'instant § = o,
d'x a‘x
as ), \di )

De cette facon, on aura les déveioppements

P — +<§:f> fj_.*__,].:_ ﬁﬁ G2 +£ ‘ﬁf) Hn 4
=% \a ), T ai\aE ), n!(d?"- SRR

Mais on peut procéder plus simplement. Pour cela nous allons démontrer une proposition générale sur le calcul
des coefficients dans la transformation de Poincaré ci-dessus.

5. Supposons qu’on ait un systéme d’équations différentielles pour lequel on ait démontré l'existence d’intégrales

holomorphes dans une bande de largeur 2 Q. Soient w la variable indépendante et x; les intégrales cherchées. Alors les
développements

() xi=al-+ali(n— 0,)+a) (0 — o) 4. . . +al (o—o0)+...
+ beY 2 P R N N T T L T e g | B S I T I T
sont convergents dans un cercle de rayon au moins dgal & Q quel que soit wg, wy étant une guantité réelle ainsi que

les coefficients a'¥’, eux-mémes fonctions de .
On sait qu’en prenant une nouvelle variable § définie par la relation

nt)
2?1 " 29 1+ 0

(0] 0) /= — —_—
o =T %% T
P ;

(@) 6=

Wiy

©

on réalise la représentation conforme d'une bande de largeur 2 Q sur le cercle de rayon 1. Soient

(#) = Bl PG - BUB L B

ces développements. Nous allons montrer comment on peut déterminer les coefficients B/
Prenons les développements («) qui correspondent 4 wy = 0. On aura les séries

(a") xi= ol + oo + alf w4 L+ allan 4

qui convergent stirement dans un cercle de rayon &, contenu dans la bande 2 @ ci-dessus.
Effectuons la substitution de la série tirée de (a)

Q g2 G 20041
(a') 0):'_:-4—-—(9—+—j—-¥—z——{—...-+-L-——{—...)
T 3 5 271 +1

dans la série (o). En ordonnant suivant les puissances de 9, on a de nouvelles séries

(v) Xy o AN e AJB - A
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Je dis que les sévies (y) sont les représentations conformes des intégrales (o) et se confondent identiquement avec les séries (B).

En effet, prenons w sur le cercle de rayon Q avec w = Q ¢? et effectuons la transformation (). Le cercle se transforme
en une courbe fermée ne paésant pas pzir I'origine, car § n’est égal & zéro que pour » = 0. Par conséquent, on peut
décrire a I'intérieur de la courbe obtenue un cercle de rayon non nul. Les séries (y) seront sirement convergentes a 'intérieur
de ce cercle, comme le montrent les théorémes classiques sur la substitution d'une série dans une autre. Mais on sait
d’avance que les intégrales («) sont holomorphes dans le cercle de rayon 1. Les séries (y) coincidant avec les séries (8)
dans une partie du domaine de convergence de ces derniéres : elles leur sont identiques dans tout ce domaine. On a de
cette facon les développements cherchés.

Ainsi, dans le probléme des trois corps, il nous suffit d’obtenir les développements suivant les puissances de » au
voisinage de- » = o et de faire ensuite la substitution de la série

0):4—9(9+9;'+@+...>
TE \ 3 5

pour avoir des développements suivant les puissances de §, valables pour | 6] < 1.

III. — Forme du terme général.

6. D’ailleurs, étant donné le développement (o),

K=o+ oy - AP o, L

on peut donner I'expression générale du coefficient A, de §* dans le développement (y) de x suivauat les puissances de §

x=o,+AG A4 A

une fois effectuée la transformation (a').
Nous avons montré qu'il suffit de substituer dans la série (o) la série (a')

) Q G Gan- G fjan+1
w42 Gt — 4+ ——— ... ) =2P (- o —— ),
T 3 27 +1 3 2n—+1
en supposant
2Q
P=—:
i
Ainsi on a
0:: QZIL—H
x—=o,+ o, (2P) (6 + — +. ..+ ——-+>
3 27 +1
[j:: gerl 2
4 a,(zP)'2<6 o e ———— >
2% -+ 1
Y
) /j:‘ g;m-u "
+%(2P)"’<5+» et )
27N +1
e T T O R
au moins tant que
T
e?—1 ‘
16l < S ().
e’ +1

En ordonnant suivant les puissances de 8, on doit avoir une série qui converge tant que |§| < 1. Le coefficient du

(1) C'est le rayon du cercle inscrit dans la courbe, transformée du cercle du centre O et de rayon Q.
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terme en A**+! sera

- ZP “ -
Zlﬁ( +—i —- 73(2P)l.+ d:,’(ZP)"l:;"i' e 12/,_“(21))2,;44

(¢; étant des constantes numériques), et le coefficient du terme en 6% sera
2, (2P ) L+ o, (2P ) ], 4 o (2P) L 4. . ooy, (2P ).
On peut écrire d'une fagon plus générale

A=, (2Pp 4o, pi2(2P) 2+ oy P 2Py = koA e P (2P

Ei

ol pi~2! est le coefficient du terme §° dans le développement de

[ﬁ G G Gan-+t T s—2t
R s S S = 4.
3 5 2n +1I

(p5 = 1 et 'on arréte la suite de termes quand s — 2 ¢ est égal & 1 ou a 2).
Ainsi dans U'expression des A, les coefficients p37?* sont purement numériques et par conséquent indépendants des o;.
Il en résulte que si 'on prend une autre fonction y de w, holomorphe dansla bande de largeur 2Q et si 'on y fait la
transformation (a) de Poincaré, on a pour les coefficients B, dans les développements suivant les puissances de & I’expres-

sion suivante : ,
B:=08,2P)y + Beapi2(2P)y . .. Doy P2 P )4 L,

-ou les B, sont les coefficients du développement de y suivant les puissances de o :

s

N 2 ~l ’
0 5.w+ PR ,C‘,,‘(;;‘ {ERN

n

Y=
Ainsi le coefficient B, se déduit de A, par le simple remplacement de «; par B; et vice versa.

7. Prenons pour y la fonction e®, stirement holomorphe dans la bande de largeur z2Q. En y faisant la transformation

__ I+ 9
m__Plog;:—@-,
on aura
o\ »
y:e“>:<1+j> = (14 6)P(x—6)"".
I— 6
Mais
( J— — —_— —_ — —_— -
(x+ o) :I+P9+£—26=’+P(P D (P 2)91‘+...+P(P DP—2)...(P—md 1)0“+...,
1.2 1.2.3 1.2...%
(1——9)*":14—P0+MG‘1+P<P+I)(P+2)9”+...+ P(P+1)(P+2)...(P—\-n—l)ou_““
I. 1.2.3 1.2...71

En faisant le produit, on trouve que le coefficient du terme en 6%, c’est-3-dire By,

B.— P(P+1)(P+2)...(P+s—1) P(P+1)(P+2)...(P+s—2)P
s — -+ - -
. s! (s —1)! I

N P(P+1)(P4+2)...(P4+s—3) P(P—1) P P(P—1)(P—2)...(P—s+1)
(s —2)! I.2 s!




En développant chacun des s 4 1 polynomes et en réunissant les termes contenant la méme puissance de P, on a

Bi=Pigs+ Pqe , + Prge ... (')
Or, on peut écrire

s— K — o=/ q“‘—l‘ (_S —_ k) !
. P gs—i—= (ZP) (S——k)' 28—k ’
mais
1
(S — k)' - 5\——/;.-
par conséquent,

, —k)!
P.c—,(‘qs-k: (2 P).s-—,{: q.\-—-/c.Bs—/c %:[L f— (ZP)s—k ﬁs—k?i_k,

d’ol

NGO

= Gs—k 25— 13

Ainsi on obtient d’un seul coup les coefficients de 45 résultant des développements des séries telles que

(0+9:;+9,+ G2n+ . )s (9_'_& ; i': . N 52 (0_‘__'3_{__9;_'_ >5—‘
3 5 2%+I RPN N 3‘!“5“7‘“-) B | 3 “e. 5

et cela sans avoir besoin d'effectuer explicitement ces développements.

IV. — Premiers termes des développements en 6.

8. Appliquons ceci aux premiers termes des développements.
On a

dt =T do;

1 (dl ary r /a—T\
t=T,» + 1—2-<d—w)0 0+ ?(dw >Ow —1—...—|—m<m_—l)ow 4.

par conséquent,

de méme
dx 1 /d*xN I/dx\
"—"0+<d—w>0“+rz‘<m)o°’ et n!<dwu>o"’ AR
e ,
s e ,
dx dx dx 4%  dl T dx
o-'% U@ T dTd
ar I‘ dr I _'_dr/ I ' d_r” I
do — do - dw ’/_ w ’
el —1 el —1 el —1
avec

daridt 2l dxih ym dy“" Zi dz“‘
—_— = = -+
do 77 dw 70 do | 70 du

p s 2%
(1) II est facile de voir, comme on devait s’y attendre, que g,, premier coefficient de développement de B;, est égal & <

En effet
_ I+s+S(S_I)-.-S(S_I)(s—z)'—.-...-q-: .
.:[i_;_ X i_,_ 1 .i_,_ 1 _1_+ +_1_]: 1.2 1.2.3 25
EAR [ Bl ey y iy Bl ey y ey B e Y AR sl 51

Ajoutons encore la formule de récurrence facile & établir :

sBy= (s —2)Bs—a+ 2PB. 4 avec B,=1, B;=2P, ....
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Par conséquent, on aura les équations suivantes en o :

oy

i =l b et (B 2 ) S (B )

i N e! —1
ay

T T )
@x__(1—o ;)1(1 '—6_17>-<I—e—”>_ ME g (P E +5‘2‘:Z @1\,
d,’)ﬁ e 1 7 7” : 1,//:: l ) d(’) P L—

e! —1
ex (i) (o ~'1( o) v E x % x_"’) o1 dx" a1
e el ) e ) e ) [ (2 7 )| 372(7 , >

et —1I
dl ..... F l=2d ......... -_)lz—zdz_z .............. S s
‘T A S ' /dir” b "
do? I 2 At T dn* 17 4lz dm) ZZ '

i=0 el —1 i=0 ; el —1 i==0
avec .
St dx\? L aix dar\?
4 dn? —Ad(?r;) +Zx‘ an?® _<E) ’
dx___pdl[Mz_gx w0 wN) ) T\de” T
d(v)n - 3 an 5 0 s ! 7' 7,//;, ¥
dxt cdrt
(=2 7 Y2 0 s}
AT e | s gt
¢ (773 T Tdo do*’
i=0

et ainsi de suite pour les autres coordonnées.
De cette fagon, on peut calculer de proche en proche
ar a‘T ot dix  d'x
dn®’  dw*’ dn*’  dw’

L, . . . dx dy
Toutes les dérivées successives s’expriment en fonction de x, v, z, %/, ..., i’ d—3 )
G)
dl‘ d? ’l‘ arx . s .
9. Une fois calculées les dérivées successives —— AL AT et aussi les —— o pour I'instant initial » = o qui corres-

pond a ¢ = o, on fera la substitution
48 GG
0= ’/4—~-+——+...),
™ 3 5

Il

comme nous l'avons indiqué plus haut et en ordonnant suivant les puissances de 9, on aura les séries suivantes <0u ol
0

, . arx
désigne la valeur de don Pour ® =0
Q.

2 ¢ ° EXO B2 202 g2 X 3
4—953-0 4%dxj+ 42 dx—x—ﬁd—f G5+ 342,””.6 - Q&d’f]é"—k-...,
T dw, 2m? dwg 3% dw, 37 dw; | 3 27 o

:‘EI‘(,G+4(2) ar , —c—[49'1‘ +4Q; ar | 7+ [ 472 db +4¢g dr]"—!-...;

T 2t dow, 37 317 do? 3 27 dw“ 4l 7t do

Ces développements seront convergents tant que | 5| < I.
Pour avoir une idée de leur degré de convergence, nous allons appliquer les considérations qui précédent & un cas
particulier du probléme des trois corps.
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CHAPITRE III.

APPLICATION AU CAS DES SOLUTIONS PERIODIQUES DE LAGRANGE.

I. — Généralités.

1. Prenons un cas du probléme des trois corps ot I'on connaisse la solution rigoureuse pour tous les temps. Alors
en calculant les constantes /, Q et en substituant au temps ¢ la variable 6, on obtient immédiatement des séries procédant
suivant les puissances de 6, qui se confondent avec celles de Sundman.

Nous avons le choix entre une des solutions rectilignes et une des solutions triangulaires du probléme des trois corps.

cr

Nous prendrons le cas du triangle équilatéral et nous utiliserons le systéme des coordonnées « relatives », dont nous
avons parlé au chapitre précédent.
En choisissant comme unité de distance 1'unité astronomique, comme unité de masse la somme des masses Soleil-

Terre-Lune, et en prenant la constante de Gauss & = \/f = 1, on trouve que I’année sidérale est égale A 2 .
Prenons, pour simplifier,
My ==m, et Wy —+ Wy 4+ my,— M—1.
2. Soient, pour ¢ = o,

3 ’ I 1 /— ! " " "
xoz—g, Vo == — \~/2—3’ Zy=0; Xog—— => Vo—+ \'2—3’ 2,=0; Xo—T1, Yo=0, 2,=0;
dx _ V3 ody_ 1 dx_ o V3 @y 1 A
dt, 2’ at, — 2’ at, ' at, — 2z’ at, — 2’ at, ~ ’

o odr
dat, '’ at, ' dt, — O’

c’est-a-dire que nous supposons qu’a l'instant initial les trois corps forment un triangle équilatéral, et leurs vitesses
initiales sont égales et.normales & leurs distances mutuelles correspondantes, car on voit facilement que

vy e JTARINT . [dyNE a0
Vo=V,=V,=1, olt Vl\_\/<—dT> +<d_t> +<7t—/ ,

et
LN AT A AN
Vg Y g A g =T g =0
On a
V2= ﬂ{ — b,
7

ou % est une constante.

THESE BELORIZKY. 3
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On trouve
h=1 pour M=1, r,—1, V}—1.
On i+ /1 1 haque T décri t 34 chac { 11i 1 i d M
On sait (1) que chaque corps décrit, par rapport & chacun des deux autres, une ellipse dont le demi-grand axe a = -

et I'excentricité ¢ est donnée par la formule

Z(I—e - uon
3%

oll p, est une constante déterminée par 1'équation
. ar I
v _< dt) 30

a=—1 et e—0.

<

Nous avons dans notre cas

Par conséquent, le triangle reste invariable et chaque corps décrit par rapport & chacun des deux autres un cercle
de rayon égal & 1 avec la vitesse I et une période de rotation égale & 2m, soit une année sidérale. Les équations du

mouvement sont alors
y=v =r'=1,

%"= cost, vy’ —=sint, 2"—=o,

II. — Développements en séries.

3. Nous nous proposons maintenant de développer, par la méthode de Sundman, le temps ¢ et les coordonnées x”, v”

du corps C’ en sérics valables pour tous les temps et ordonnées suivant les puissances de . Dans le cas considéré,

1\
= <I —e ! > est une constante.
Par conséquent,

J :Alog%z,

t=Tw et t:?I‘logI

et les séries cherchées sont :

3 5 ff2n—1
(I t:zA<6+e~+g—+...+ ’ +>
3 5 2n —1I
" — __,tl f_’t_ — 1 — 242 b i_ z__§ 4 _i 0).
(11) p=1— G+ g—o=i—aae— (fao 2a)e— (£a A e
, t £ 2 2 4 ,. 4
IIT Te—f— — —_—— .= A9—|-(_ )9 _|_<~A_._AJ+‘,ALV>91
(I11) y 3!+5! 2 5 3 15

A—
+(2—A—§§A3 4A——8—A>6
7 45 90 31

4. Pour avoir les coefficients numériques de ces séries, il nous faut calculer la constante A = - Ainsi nous sommes

ramené au calcul des constantes , Q.
Nous supposons, dans ce qui suit, que #, est la plus grande des trois masses. Par conséquent,les masses m, et m,

'sont au plus égales a :E;

(") Voir par exemple TISSERAND, Mécanique céleste, t. 1, p. 128-158.



Dans notre cas,
R, —_—
I 1 I 2 I
R=R,= —_— 4 = 4 = = =
m, M, M, m, I—2m,

3
On sait encore que
&2 R?
—p —2(U—K)
d2R2 @

Or, = 0; par conséquent,
’ K=U=

En écrivant I'intégrale des aires, on a enfin
a4y’ ax I ay" ,ax” 1 I R
‘( - yMﬂ?("”iﬂ—)—“;{*’w*‘m:Ré’

(ﬂ—yﬁ,
a,=—=o,

a,=0.
M

Nous avons montré que a; = ————c,. Par conséquent,
Moy Mg

Co== My My~ WMyMs + M My=— M, (2 — 3, ); ¢,=—o0, €,—0.

5. Ainsi nous avons K, ¢, et / en fonction de m,, valeur commune des deux plus petites masses. Cela étant, nous

pouvons exprimer G et Q en fonction de m;, G et Q étant donnés par les formules
_ I 9% 3 I
T 147, Y 2w (775 + m,> (zg + 4m, - 16 K>
%) \/3/| .

15 3 P) 3 .
Sz —— Gy, + ——G\/xl—u— Kz, +224\/ +3K4,

L~
~
|
i

=2 \mL= 2\ 2+ —2 .
_87V T8y I—2m,

Nous considérerons trois cas :
I I

I° oy, = —— 2) Wy == —— o
' 200’ '™ 10’ 3

my—= ="

En effectuant les calculs numériques pour ces trois cas, on trouve les valeurs correspondantes de G et

G, > 08, G,>18,8, G;>09,5;

Q<9 x1078, Q,<< 4 <107", Q<107 (?),

() Voir Chapitre I, page 6.
(?) Nous avons pris pour simplifier L = R, en tenant compte de ce que L est la limite inférieure de R. Pour nous, R reste

2
constant, mais dans le cas général, on ne sait pas d’avance comment il varie. Il faut alors appliquer les formules du Chapitre 1

en se basant sur le signe de K.
Ici K > o; il fallait prendre pour L la plus petite des deux quantités

fm, N\ PR,
—_T—i) et dR, )
8+§5]‘\K (R) al ) +~2KRj+f*
_ miRs et la seconde _? . Le minimuni

Comme f estégal aay = Rj3 ct R, dz = ¢, la premiére expression a pour valeur T
(8- 5me)
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2QI

K

et 'on a définitivement les valeurs suivantes de A =

A, <4 <1078, A, <2 x 107", A;<<4 <10 °

III. — Lenteur de convergence de la série (I).

6. Supposons qu’on veuille avoir le temps ¢ et les coordonnées x”, y" de C’ pour I'époque ¢ =1 .(c’est-a-dire au bout
de deux mois environ) avec une seule décimale exacte, en se sgrvant des séries (I), (IT) et (III) en 4. Le nombre de termes
qu’il faudra calculer sera un criterium de la convergence des séries considérées.

Nous commengons par la série (I)

p 0:: 0:: 2n—1 A
t==2A(0+ - 4+ — ...+ .o,
3 5 2n —1I

ou nous verrons immédiatement l'influence fAcheuse de la transformation de Poincaré.
Nous avons, en faisant ¢ = 1,

. . ) G 65 Harn—1
(I 1:2A<0+—~+M+...+ +...),
'3 5 2n-—1I
§ étant déterminé par la relation
41
A
i= el L <TI.
et 1

Il nous faut prendre # assez grand pour que le reste de la série (I') soit plus petit que 0,1, c’est-a-dire que la somme

3 G5 2n--1
zA(6+-6—+z-+...+ f )
3 5 2n —1I

soit plus grande que 0,9. Par conséquent, la somme

S»~€+§j+0; —+ o
3= 3 5 ... 1
it étre plu we 9. |
doit étre plus grande que ok
Pour A, <4 x10"% ontrouve.............. Sg, > 107
»  A,<C2 x107°, D e So,>2 X 10° .
v  A.<<4 x107°, B e Sp, > 10°

R 1 ‘s . . . N i
de —2 est égal & 1 et la premiére expression est toujours plus petite que 8 m¥, par conséquent < I.

Ainsi il nous fallait prendre
miRY

(8 4+ X R;;)2
32

L=

1

et 'on aurait obtenu pour Q,, Q, et Q; les valeurs beaucoup plus petites que celles indiquées plus haut et résultant de
Phypothése L = R,. Remarquons encore qu’en prenant L = R, nous avons procédé comme si K était négatif, car 'expression

R,

L::—————_
aRo\*
(RO dt>+f

adRrR
Ro-at—o = 0.

prend la valeur R si
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7. Comparons la somme Sy & la somme des # premiers termes de la série divergente

(a) I+ I P ;
: 3 5 7 z2p—1 77
0 étant plus petit que 1, on a
92/;—-1 I
2p—1 "2p—1

Par conséquent, Sy est plus petit que la somme des » premiers termes de la série (o).
r P
Soient z — L la somme des p premiers termes de la série («) et T un nombre donné d’avance. Si 2 I
2p —1I i 2p—1
. 1
étre égal a T, il est facile de trouver deux limites (inférieure et supérieure) entre lesquelles se trouve le nombre .
On sait que, si ¢ (x) est une fonction positive & partir d'une certaine valeur a de x, allant constamment en décroissant
et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment, les termes de la série

doit

ola)+o9(a—I)+...-o(a+mn)+... (n étant entier)
satisfont a la relation

@(a)—|—<p(a-i—1)+‘..+c,o(a+n—1)>fu o (%) dx,

o(a+1)+9(a+2)+...+~0o(a+n) <fa+ncp(x)dx.

Soit ¢ (n) = an 7 alors il en résulte

n

X<

1

X
2Xx—1

ax =1+ zlog(zn——l)

et

3

-1
I dx I
Zzn—1>f zx—x_él.Og(?‘" +1I).

1

~ Ainsi
»
I I I .
Elog(zj) +I) <ZZ7_———I < I-- ElOg(Z:b —'—I).
N .

Par conséquent, si I'on fait
P

22?51_1—_—1

T étant un nombre donné d’avance, on trouve

e')'l‘—") 41 e‘l’l‘ —I
® <<=

En faisant T; = 107, T, = 2 X 10%, T; = 105, on trouve respectivement
P1>IOS}<(0“, } p2>Iol7XlO" 2§3> IOSXIO‘.

Nous avons désigné par # le nombre de termes qu’il faut prendre dans la série

G Hs
Ot oo e - =
-3 35

>l

2
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pour avoir S; > EE?A' Ce nombre # est sfirement plus grand que le nombre p de termes qu'’il faut prendre dans la série
I 1
T+ == 4.,
3 5

pour avoir la méme somme. D’autre part, nous avons pris les T; plus petits que les Sy, par conséquent a fortiori n > p.

1V. Lenteur de convergence des séries (II) et (III).

8. Considérons maintenant les séries (1I) et (III) :

(IT) %' =—1—2A% — (gAz— ;A)G :cos(AIog >:cost,
1108 I +<?A ——éA‘) = sin( Al ): int.
(I11) y 3 3 ( og sin
Pour
I-+6 .
t-_—_AlogI»_E:I, €ost=0,5403. .., sint—=o0,8414....

Sil'on veut calculer la somme de la série (II) avec une seule décimale exacte pour ¢ = 1, il faut prendre dans cette série
un nombre de termes tel que leur somme soit plus grande que 0,4 et plus petite que 0,6; de méme il faut prendre dans
la série (III), pour avoir une seule décimale exacte, un nombre de termes tel que leur somme soit plus grande que 0,7
et plus petite que 0,9.

Nous allons déterminer les limites inférieures de ces nombres. Dans ce but, il nous faudra exposer quelques généralités.

9. Considérons la fonction # = (I +9 (1 = v/:;)

I+ 0 1+ 0
u=e "°:cos<Alog'I >+1sm<Alog )

La fonction u est développable en série de puissances de 7 & l'intérieur du cercle de rayon 1. En effet, les deux
binomes (14 6)® et (1 + 6)~ sont développables en série de puissances a I'intérieur du cercle de rayon 1. Et a I'intérieur
du cercle ces séries sont absolument convergentes, par conséquent leur produit sera aussi une série de puissances,
absolument convergente a l'intérieur du cercle de rayon 1.

I+ 0

En prenant pour argument de log % la détermination qui s’évanouit pour 9 réel, on peut présenter le développement

de # sous la forme suivante :
A lu_,

(2) u=—=e —0~1+ 0.0+ 0,02 . .+ BB+
Soient, d’autre part,

(3) cos(Aloing> =TI+ a4 a0 4. A a,, 0 ...,

(4) sm(AlogItZ) a9 a4 Ay

les développements de sin (A log_I_i G) et cos (A logI = g) ‘a l'intérieur du cercle de rayon 1. Il est évident que

les @, sont réels. En comparant la série (2) avec les séries (3) et (4),on a

bop= asp, baprmy = 1@ap-s.



1+90
iAog —— L . ) . ey -
La fonction #=¢ '~ % est une fonction bornée a I'intérieur du cercle de rayon 1. En effet, on peut considérer la
iatog’ D
fonction ¢ '~ ® comme transformée de la fonction e*# par représentation conforme de la bande de largeur 7| A | sur

le cercle de rayon I. En posant { = a + b, on voit que quand 6 reste & l'intérieur du cercle de rayon 1, a varie

. T|A T|A ,
entre —oo et 4 0o et b varie entre — |2 l t + l I - Par conséquent,
iAlog 1+8 TIAL
e =0 __ l gila+hiy * —el<e 2
146

Drailleurs, on voit directement, en posant log b log p 3¢ (voir fig. 3), que log p varie entre — oo et -+ co,

et ¢ varie entre —g et +g (si I'on prend la détermination de I'argument de log qui s’annule pour & réel).

Par conséquent,

|

iAlog —— V leog
e =0 gintogp— Ab d’ot e

—-0 —_ e-A,{ <e

- 10. La fonction « étant bornée a I'intérieur du cercle de convergence de rayon 1, la série (2) converge () en chaque
point régulier sur le cercle, c’est-a-dire partout, sauf aux points == 1.

Il en résulte que les séries (3) et (4) convergent aussi sur le cercle de convergence, sauf aux points == 1.

En faisant § = e on a, avec notre convention sur la détermination de I’argument de log, pour ™ > ¢ > o (voir fig. 3),

e

ot 2 )= ® 44T,
3_log<zcot5>_logcot2+z2

o I+
J I— ¢
Par conséquent,

P T T . ;
(5) s1n(A10g +e ):sin[Alogcot(—P —;-i%—ﬁc]:sin(A]ogco’c-(f>ch‘—A‘—-—!—zcos(Alogcoti>shé-zlt (*);

i
6) cos(AIog malkd >—cos[A10gcotz¢+¢é—]_cos(Alogcot )ché——z&n(Alogcot >shé—-~

D’autre part, les séries (3) et (4) deviennent, pour § = ¢ :

o
(3" cos(Alog >_I+a,c052cp+aicos4<o+ . B9nCOSZAY 4. .
~“+1(a,sin2¢ + a,sin4o +...+a2n51nzn<p+...),
, I+6‘ .
(4) sin Alog T— 5 ) =@1€089 + 2;C0S39 + ...+ Ganmy COS(202 — 1)@ ...

+i(a,8ing + a;sin3¢ +. . .+ dpy Sin(2% — 1)@ +...).

(1) Voir P. Fatou, Séries trigonométriques et sévies de Taylov (Acta mathematica, t. 30, 1906, p. 364-368).
(*) sh et ch signifient respectivement sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique.



En -égalant les parties réelles et imaginaires dans les deux membres de (3') et (4'), on trouve

Am

sin<Alog cot g) Ch—E— = @) COS ¢ ~+ 4y COS39Q —+ @; COS59 4. . .,
9 AT . ) . . )
cos Alogcot‘z sh—;—: a, sin @ --a; sin39 + a; sin59 +...,
(7) , o - An
cos (A log cot E) ch —z—l_:1+ @, COS2Q + @, C0S4Q + a,cosbo +-. . .,
. ] AT . . .
— sin Alogcot; sh—;—: a,sin29 + a, sin4o + 4, sinbo +. . ..
Ainsi, on a
2  Am [T ©
(8) i A— ZCh"{f sin<Alogcot§>cos(2n+1)<,9d<,9
T 0

:—z-shé;f cos<Alogcotz—) sin(2#n +1)0 do
Y
et, pour # > o,

(9) e ;ch—— cos (Alog cot%) cos2n¢ do
N 0

o
= Eshﬂrf sin <A log cot cﬁ) sinzng do.
T 2, 2

D’autre part, en différentiant ’équation (2), on a

0

iA log 17

2tAe 0= (1—62) (b, 2b.0 ...+ nb B . L),

,
¢
Q
52

nhy— (1 —2)by—y=12Ab,_, avec b,==1.
En revenant aux coefficients «,, on trouve les relations de récurrence

(10) na,— (N — 2)ap——=(— 1) X 2Aa,_,.

De cette fagon, les coefficients a, se calculent de proche en proche, et I'on voit immédiatement que les a, sont des
polynomes de degré = en A contenant les puissances de A de méme parité que #.
En écrivant les relations suivantes :

2a,——2Aa,, a, = 2A,
4a, — 2“2:“_2Aﬂ3, 3a;— a,— 2Aa2,
6a,— 4a,—— 2Aa;, 5a;— 3a,—=2Aa,,
2pa,,— (2p —2)as,——=— 2Aa,, 4, (2P +1I)aspri— (2P —I)ay,—,—2Aa,.

Et en ajoutant les parties gauches et droites de ces relations, on a

(11) (2p +T)asp= 2AQ@+a,+a,+...+ayp ),
(12) 2pa,, =—2A( @ +a;+...+dopy).

11. Les formules obtenues dans le numéro précédent nous serviront pour obtenir les limites supérieures des valeurs
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absolues des coefficients a,. En effet, les relations (8) et (9) nous donnent (%) :

(13)

=

::___Eshfi“_ﬁf sin(AIogcot
2 ),

sh ézf [ cos (A log cot ~
0

AT f cos (A log cot

2
(14) A+ A+ Ay = p
2
p
En remarquant que

f 51n<Alogcot )Sm(p_'_l)os,.m?w
0

SInao.

:f sin<Alogcot E)Mcos@ do + :
o "2/ sino 2

on a

2 An [T/ o\ . . . .
W+ A+ Ay =— —sh—z— s’m(Alogcot;) [sinzo -+ singo +...+sin2po | do
0

sin(p + 1)@ sinpo

do,
sing

[ sin <A log cot 2) sin2p ¢ do,

v

sin? ;bcp

sSmo

f cos<Alogcot9>Mdcp‘
0 2/ sing

Considérons maintenant l'intégrale
=/

sin’p ¢ — sin? (ﬁ——I)(pd
sing

De méme

On a

I/)—“ I/;_.l: f
0

_ I [Tcos2(p—1)9 —coszpe _/’". - _[_
~2/0 | do : sin (29 I)({)d(?-—-

sino
Par conséquent,

) I[, = II"—l -+

kg
f sm(Alogcot )sm(p—l—r)cpsmpcpd
0

l<f

sin? ﬁ(p
<fo sing a9

sin @ 2

sin? 1)0
sing

>fsm © +sin3¢ +...4sin(2p —1) 0] do

2

2p—1

ng—x’v

cos(zp—I)cp]"":

2
I/l—1——-I]7—‘_>+ 21) — 3)
L =1, +2,
3
I, =2

<en remarquant que I, = [ sing do = 2>,

v o

2p—1

(*) En se rappelant que

. [/n+1 nb
sin b)cos{a+ —
2 2
. [m+1
sin
2

cosa + cos(a -+ b) +...+cos(a-+nb) =

sina + sin(a + &) +. ..+ sin(a + nd) =

THESE BELORIZKY.
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d’ou

I I 1
(15) I,,:z[1+§+g+...—r2me]-

Ainsi, nous avons pour A > o

dpAr T L
[a|+an+...+a2,1_,l<_ﬁsh > [I+3+5+‘..+ 251

et, en tenant compte de la relation (12), on a

4Ash§£ <I+§+”'+TI——I> 4AshA2—7T[I+glog(2p—-1)l
< : .
P

1 a?." ! < ™ p

]

De méme ] ]
(T4 @+ A | <<I+ z—*shﬁ| L ~Ilog(2¢ —1) l
T -2 14 2 .
et '
2A AT I
[ @apaa | < m{I—!— ‘—Tigs.h—;—r [2 -+ Elog(zp —I)] §
12. Reprenons la série (1)

x:COS(AlOg;tg>:I+ﬂggi+.--+a2n€2/¢—i—...

Nous avons vu qu'il faut prendre dans cette série un nombre de termes suffisant pour que la somme de ces termes soit
comprise entre 0,4 et 0,6. Par conséquent, la valeur absolue de la somme

WP+ a9 4.,
doit étre plus grande que I — 0,6 == 0,4.

Comparonslasomme S, =|a,% + a," + ...+ a,,5**| avecla sommeZ de # premiers termes de la série divergente (%)
. n

(3) 2 A e A e e A I T
Il est évident que S, <2 .

Prenons dans la série (8) p termes ol p sera déterminé de telle fagon, quez soit plus grand que 0,4.
Nous avons obtenu que !

4Ash1%r . ;
[as, | < T[I—l— Elog(zp —-I)J.
D’ou
4A Am log ( 275—1)
Z/__Ia,l—l—[a,i—l— +[a7,;l< [215—&—2 ]
On a

- "x
— <I+ —-dx =1+ logp,
Z? f % g7

Slog(2p —1) _Nnlog(zp—-1) _ ["log(zx—1) ,
2: 2p Z 2p —1 <[ = _—dx —[log(zp—l)l.

2x —1
1

(*) Si cette série était convergente, la série (II) convergerait parfout sur le cercle et les points &= 1 ne pourraient étre des

-+ 0
pomts singuliers de la fonction cos (A log I—0> .



Ainsi

o,4<2 < —;_ﬂ———|1_+10g7><i— ilog?(_zp—'r)]

4Ash-é~7—r

2 I,
< —TE—[I -+ log2p + ‘—‘log sz

Si nous prenons p’ tel que
Axm
4A sh -2— .

(16)

1+ logzp’ + ilog?zp’] =0,4,

il est clair qu’il faudra dansz prendre un nombre de termes plus grand que p’ et dans S, il faudra prendre un nombre
Va

de termes plus grand que p et a fortiori plus grand que 2'.

Nous avons
A, < 4 <1078, A, < 2 x 10, A;<< 4 <100

Vu la petitesse de A, on peut prendre dans (16) sh % = ézz

Ainsi I'équation (16) devient

2 ’
<10—%42—75 +10g2p’+1>2A‘3::o,4,
d’olr
log?zp'+ 4log2p’ = 07? —
Par conséquent, o
log2p' =—2 + \/—OA’§~
Pour A, <<4 x107% ontrouve............ logp, > 2 x 10" et 2P, >10™"
» A, <2 X107, D e logps> 4 < 10° et p,>10">1"
b A <4 X100, D e logp,>2 < 10° et #,>10™"

Ainsi il faudra prendre dans la série (II) pour avoir une seule décimale exacte un nombre de termes qui est plus grand
que les nombres p;, p5, P;.

En procédant de la méme fagon avec la série (III), on trouve un résultat du méme ordre de grandeur.

Nous avons ainsi calculé une limite inférieure du nombre de termes qu’il faut prendre dans les séries (I), (II) et (III)
obtenues par la méthode de M. Sundman, pour avoir, dans notre cas particulier, le temps et les coordonnées de la
planéte C’ pour I'époque ¢ = 1 avec une seule décimale exacte. '

V. — Une comparaison.

18. La Connaissance des Temps donne les coordonnées rectilignes du Soleil avec sept décimales. Si 'on veut
calculer ¢, x”, y” dans notre cas fictif particulier avec une seule décimale exacte par la méthode de M. Sundman, pour
I’époque ¢ = 1, il faut donc calculer un nombre de termes qui, pour

Moo, Mor, Mg
my ’ m, ’ my
dépasse respectivement les valeurs
. : 48000000 4 4170000 4 180000

> >

On voit donc, tout au moins dans le cas particulier que nous avons envisagé, I’extréme lenteur de la convergence des
séries en question.
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Une image saisissante donnera une idée de cette lenteur. Prenons I'Univers d’Einstein, une hypersphére de rayon égal
a 10! années de lumiére. Soit une sphére (& trois dimensions) de volume égal numériquement A celui de I'Univers
considéré. Supposons qu’on la remplisse 4’électrons se touchant mutuellement, de fagon A former une masse compacte.

Si I'on prend alors dans la série (III), par exemple, dans le cas le plus favorable ol m, = m; = m, (c’est-a-dire
quand A = A;), un nombre de termes égal d celui des électrons contenus dans la sphére, on n'a méme pas une fraciion égale
@ 0,001 de la somme de la série.

Ce résultat tient & Pextréme petitesse de 2, dont la valeur a été calculée dans les trois cas envisagés par les formules
de M. Sundman. Remarquons que de ce fait § est trés voisin de 1. 4 '

En effet, pour £ = 1, on a dans nos différents cas :

I>0,>1—

2 6 2 f .
Ioaxm?’ I>0,>1— IO“";’ I>9;>1— 100"

les valeurs de % sont donc trés voisines de I et pour § = 1 les séries sont divergentes.

14. Remarquons encore que de la relation
it— 25
11— G?

on peut déduire approximativement le nombre de décimales qu’il faut prendre dans le calcul de § pour avoir ¢ & 0,1 prés
avec la série (I').

Soient A6 I’erreur commise sur § et A¢ U'erreur commise sur £

On a

I— 6?2

Af = A

A¢; soient Af=—o0,1, t=1.

En prenant le cas le plus favorable ot m, = m,; = m,,on a
_ A~ g <1070, 1—0‘5:(1—63)(1+63)<m;
par conséquent,

gL 1O T
AY ~ 0V 10999'."

Ainsi 0 doit étre calculé avec 10 000 décimales exactes.

VI. — Conditions d’application pratique de la méthode aux sclutions de Lagrange.
15. On a vu que la convergence des séries (II) et (III) est ici étroitement liée & celle de la série (I) :
0:1 0:5
t:zA<0+ it S >
3 5
Les séries obtenues par la méthode de M. Sundman donnant le temps et les coordonnées des trois corps pour toutes
les époques, cherchons la valeur de A, soit A,, qu'il faudrait introduire si I'on voulait calculer le temps avec sept

décimales pour I’époque ¢ = 10* (c’est-a-dire dans 1500 ans, & peu prés) en ne prenant que 100 termes dans la série (I).
On a

9‘(.;0! " 9:.;03 - IO——7‘
201 203 T 2A,
En posant
f2o1 G203
201 ' 203 ”
il vient
6’.‘() 1 . 6:.’0 1 I '
! < E, < et 2E,A,=107".

20T 201 1— G2
Cherchons les limites supérieure et inférieure de 0, et partant de A,.
Pour simplifier, remplagons dans nos calculs 201 par 200, ce qui ne changera pas sensiblement les résultats.



— 29 —

16. Si nous prenons A, et par conséquent 4, tel que

63 1 _ 107°
200 I— 6% 2A, ’
alors 420
10—7 G200 j202
_— fe _ .
E, < 25, car E, 200 —+ 20z
et
2AE <10"=2A,E,.
D’ailleurs
) A
A— ¢ __ T |
Io 1+ 6 Io. I+ 6
gI—ﬂ €1—70
d’ou
A S (i log 1 0,
200 1— 597 2 gI—&,

En résolvant cette équation par approximations successives, il vient
6,—= 0,899 et A,—33096; 2A,E, <1077,

De méme, en prenant A, tel que

6300 1077
200~ 2A,
et en tenant compte que
9:.:00 @%02 107
E=e T 202 T 24,

on a
2A,E,>1007"=2A,E,.
En résolvant I'équation

6‘200 Io—11
200 2 1o 17 6,’
81— 0,

il vient

0,—=0,906 et = A,—3323; 2A,E, >10"".
Il résulte de la que

0,809 < 0,<<0,906 et 3320 << A,< 3400.

On voit donc, quand on se reporte & la page 20, pour quelles valeurs considérables de A les séries pourraient avoir
un intérét pratique. :

Nous sommes bien loin de notre valeur de A qui, dans le cas le plus favorable envisagé par nous <oi1 7—1:;[- = 3>, était
L

plus petite que 4 X 10~%. Cette valeur de A ne présente donc aucune possibilité d’utilisation pratique.

VII. — Remarque générale.

17. Sil’on prend le cas le plus général du probléme des trois corps, et si on le traite par la méthode de M. Sundman.

on a un développement du temps ¢, fort analogue a celui que nous avons donné pour la solution périodique de Lagrange.
En effet, on a

at="Tdw, ou l‘:<1—e_%><1—e_%)<1 ——e-%> (o<l <1,
d’olt
t:] Fdo =T, 0, ou o< Iy <1.

0



Mais

.par conséquent,

= T, 252-1 I—i—f‘:Al gx-+9
I—A I— 4
(seulement ici A varie avec le temps).
En remarquant que
t<2—§log-11—-:*——g pour >0,
on trouve -
1 2 2
6> 7l =I— =7 et I'_6<_m’—
e 1 1 PR

Ainsi, pour la méme époque ¢, § est d’autant plus approché du point singulier 1, que @ est plus petit. Mais la rapidité
de la convergence des séries, donnant le temps et les coordonnées des trois corps, est étroitement liée A la valeur de 6,
puisque toutes ces séries sont divergentes pour § = == 1. Plus & est grand (%), plus 9 est éloigné pour une méme époque
de la valeur singuliére =1 et plus le nombre de termes, qu'il faut calculer pour avoir la méme précision, est petit.

() Et nous verrons qu'il ne peut guére étre que trés petit.




)

CHAPITRE 1V.

ETUDE DE LA CONVERGENCE DES SERIES DANS LE CAS GENERAL.

I. — Influence de la transformation de Poincaré sur la convergence.
1. Soient )
Xi=xy+ alPf 4+ a2 4. . .+ aldGr 4+
t=—a,0 4+ a,+...-+ a0+

les développements des coordonnées x; et du temps suivant les puissances de § dans le cas général.

Si 2Q est la largeur de la bande, ott les #:, considérées comme des fonctions de o, sont holomorphes on a, comme

nous l'avons vu,
W

w:gglogl—_{_—g, 6:6§Q_I~
T 1—6 :’(‘;’
e+ 1
Donnons (fig. 4) & o les valeurs , 28, ..., #Q. Alors
e’ 1 2
G/':?—:I— T M (1):1)2: 3:"':%)
e 41 et 1

et les valeurs de §, sont indépendantes de celles de Q. Remarquons que pour o == &, § ~ 0,655..

l -4Q -3Q 0 -2Q -SZ/ O\Sl 29 342 42
| \_/

Nous savons que les coordonnées et le temps sont développables en séries suivant les puissances de w et ces séries
convergent sirement dans le cercle de rayon Q. Par conséquent, la partie utile dela figure, correspondant aux développe-
ments des coordonnées et du temps 7éel dans le domaine (2, -+ o), obtenus par la représentation conforme sur le cercle
de rayon 1, n’est autre (fig. 5) que le segment AB, quelle que soit la valeur de @

Prenons d’une fagon plus générale

TFig. 4.

0, =nRl + (Q ot 0<f <1 et » un nombre entier.

Soit 8, la valeur correspondante de 4. On a

2 2
—_ G —1_
fn=1 in+8i= ’ Jo=1 8%
e * +1I e?+1
(lj Si nous appelons 0_, la valeur de 0 pour © = —Q, on voit immédiatement que 0-, = —0,. Dans ce chapitre,

ce qui nous importe c¢’est la valeur absolue de 0, nous ¢tudierons donc seulement les valeurs positives de 0.



et
(n+ 3w nw 3n nw
I—5% e * 41 __e*-4e >e'3 >(4,8)“
I— 4, 3= - - 8= 2 2
e? +1 I+e ?
D’ou
(x—94,)>x2 2
I— << < .
" T (4.8) (2.8)"
M

"
7

Fig. 5. — La courbe pointillée AMNP est la transformée du cercle de centre O et de rayon © de la figure 4,
OB =1, AB = 0,344....

Ainsi, quand o se trouve sur le segment [ nQ, (n + 1) Q | (et t étant toujours plus petit que v), la distance au point singulier

du point 6, (qui correspond au point w,) est plus petite que (_—428)”'

I—6 On trouve

.1 . 1
Considérons maintenant le rapport —
— Yn+1

<A

e(zu—l+{5‘)f{-

I—6, +1 = e —1
= —g —
. I— G4 (n+8) :—T (n+8) :—"
e 41 e P41
On voit trés facilement que
x .
e —1I .
— < 0,656 si w21,
(n+8) 3
e +I
Par conséquent,
I— Oll > 15
I— 6n+l 4 ’

quel que soit B, 'entier » étant > o, c’est-a-dire pourvu que », ne se trouve pas a 'intérieur du cercle O de la figure 4.
Par conséquent 6, n’est pas & l'intérieur du segment OA de la figure 5. D’ailleurs

ks
2

—

11— 06,

lim ———
I— 011.+1

(n= oo).]
Ainst, quand o croft en progression avithmétique de raison 2, les distances de 6 au point singulier § = I diminuent plus
rapidement que les teymes d'une progression géométrique de raison 4,15.

Il est clair que w ne peut dépasser une certaine valeur (» 4 1)< si I'on veut utiliser pratiquement les séries en 6.

2. Considérons la série
I
I—§6

(1) M+ 6+ 0*+...+6"+...)=M

(ot M est un nombre quelconque) dont le rayon de convergence est égal & 1.



Supposons que pour § = 6, il faille en calculer K, termes pour que l'erreur relative ne dépasse pas unc certaine limite
donnée.
T (/- . ; s gk
Le reste de la série étant égal a : ‘9 s cette erreur relative est égale a ;"
- Vi
Soit K., le nombre de termes qu'il faut calculer dans la série (1) pour avoir la méme précision pour 6 =6, et 6 =0,
(6, ayant la méme signification que dans le n°® 1 du présent Chapitre).

On trouve
: Gprir=4ay",
d’ou
K logh,
Kn - 1Ogen+l )

. 1—6 .
Nous avons trouvé, pour # > 0, que I——TL > 4,15, par conséquent
— VYn4-y

1—9,,_ I— 6/1
- I— 0 < 4,15 et Opiy>1— 7,15 ’
d'ou
I—4, (1 —9,)2
—logfy, < = + T
87 =015 T 2(4,15)°
Or, )
—logfu=—log[1— (x— 6,)]=1— f+ & _20”')_ e *39")" +.n
Par conséquent, ’
I— Gn (I— 911)2
I+ -+ “+...
KIH—I >4 15 > 2 3 > 15
KIL ’ I- I— Gn (I— 01:)2 4’ !

+ -+ 5 ...
2 4,15 3% (4,15)
Kiri>4,15K, et K.oi>(4,15)°K,.

Ainsi, quand 0 varie de 8, a 0,,.,, si 'on veut conserver toujours la méme précision, le nombre de termes a calculer
augmente plus rapidement qu’une progression géométrique de raison 4,15.
En prenant la série

2 3 J— M
(2) M@E—b§+6—0+6—.. )=

dont le rayon de convergence est aussi égal & I, mais qui reste bornée pour 6 > o, on conclut que l'erreur absolue

n

est == 1o’ si 'on a pris les # premiers termes. Et Perreur relative est égale a == 4%, la valeur absolue de celle-ci étant

égale a 6™, Supposons que pour = 9,,,,, on cherche la méme précision que pour § = §,. Alors on retrouve que 55z = 6%,
et 'on a le méme résultat que précédemment, c’est-a-dire

Kn+1 > 4 ) IS Kn.-

Celui-ci n’est donc lié qu’a la question de la convergence et non pas a la valeur infinie de la série.

3. Les développements en séries des coordonnées et du temps suivant les puissances de ¢ sont analogues aux dévelop-
pements (1) ou (2). Le temps, par exemple, augmente toujours avec 6 et devient infini pour § =1. Les coordonnées des
trois corps peuvent étre bornées pour un temps trés long, comme c’est le cas pour le systéme solaire. Alors les développe-
ments, divergents pour 9 = 1, présenteront le caractére des séries (2).

Nous avons montré que le nombre des termes qu’il faut calculer pour conserver toujours la méme précision augmente
en progression géométrique quand » augmente en progression arithmétique. C’est ce qui empéche de prendre 6, trop
prés de 'unité, quand on veut utiliser les séries de Sundman pratiquement.

En remarquant que si I'on prend dans les 'séries (1) et (2), 9, correspondant & » = 2, on a déja 4, = 0,65, on trouve

K> (4,15 K, >1230K,.

TIU;SE BELORIZKY.

ot



Ainsi, quand o passe de la valeur » = Q & » = 6 , pour avoir la méme précision, si I'on utilise les séries en 4, il
faudra calculer au moins 1230 fois plus de termes pour la valeur de 4 == 9, que pour la valeur de J = 4; = 0,65.... Or, K, est
au moins égal a 2.

On ne peut donc pas songer & utiliser pratiquement les séries de M. Sundman si 7 dépasse la valeur correspondant
a la valeur de o = 6 Q.

D’ailleurs, sans tenir compte du nombre de termes qu’il faut calculer et qui se déduisait de considérations sur les
séries (1) et (2)], étant donné que, pour w = 6 2,

2
f=1— —2— =0,9998. ..
3 = 0,999

et les séries étant divergentes pour 4 = 1, on congoit sans peine qu’'on ne puisse songer a les utiliser pour de telles
valeurs de 0.

Nous avons, comme nous I'avons dit, choisi les unités de telle fagon que I'année sidérale fit égale 4 2 7.
Ona

u

t=Io<oe et, si <278, ;t_n_ < Q.

Puisqu’on ne peut pas prendre w > 6 Q et a fortiori » > 2 ©Q, les séries de Sundman, du seul fait de la transformation

de Poincaré, ne peuvent &tre utilisées que pour Q anndes sidérales an plus {et la valeur de cette limite est encore trop
élevée (1]. : '

II. — Influence de la valeur numérique de Q.

4. Nous avons vu qu’on ne peut utiliser la méthode de M. Sundman au deld de Q années sidérales. Il nous reste &
montrer quel est I'ordre de grandeur de Q dans le cas général.
Q est donnée par la formule

Q— “ %\%
LM 3 9 M 3K S S
3 m—n—sz ,Ai_!_sz\’MAl -|=4!K,Al ; 224\/ I6m+3iK|/~1

avec

S ST My (Z+ 20 % k)
G_I4xl\/2m'z(‘co+c'+02)+(775+ m>M'£"<29+4m+I6hK| .

: D) 9 9 M .
Puisque ¢j 4 ¢} + ¢ > o et ” 2 3, on a toujours

I ' NERRE V3M ) —
G>I4XL\/784><M,<1<-2—9 + 4)>——\/;{: s d’ou G Vx> /3M.

() Dans le chapitre précédent, nous avons, en effet, trouvé que pour ¢ == 104, il fallait prendre A ~ 3400 et 0 = 0,9, si 'on
voulait calculer le temps avec sept décimales en prenant 100 termes dans la série. Pour 0 = 0,9,

p )
o o 22945 > 20 ot 02,9452

4
e = 2
koo Q Q S <

.t
§<alor5'que dans le texte nous avons pris o =27 >



Par conséquent, en remplagant dans 2, G y/%;, par /3 M, on trouve

Al\/l\l

< = —

3 - 3 -
233 _ “V3

<L — - — .
_ 2 / _
\/M(‘lSQ + ?2_7 N 272v3 896 \/3) VM > 1594,4

D’autre part,

A= % \/ ﬁL,
ol L est la limite inférieure de l'expression
. R= 13_ -+ fi . 7_:: .
N m, My
Par conséquent,
2 v 2V
2y < gi\/75+7;+75<——§737,,,,

ot 7, est la plus grande des distances mutuelles des trois corps. Ainsi
a 58 3
2 4 0 3
2 >< 3 7”1 1 < 7/1'.

Q< —
VM = 115858

VM > 1504,4 > 87
et

2
3

4
Y>> 2376 M3Q3 |,

c’est-a-dire que si l'on veut utiliser les séries de M. Sundman pour  années sidérales, il faut que la plus grande des

L2
distances mutuelles des trois corps soit supérieure 4 2376 M~ " unités astronomiques.

5. Pour le systéme solaire, M = 1 & peu prés. Plagons-nous dans les conditions les plus favorables et prenons pour
la plus grande des distances mutuelles des trois corps le double de la distance du Pluton au Soleil, ¢’est-a-dire 8o unités
astronomiques. Alors les séries obtenues par la méthode de M. Sundman seront utilisables pour un temps qui est stirement

. 80:7' o . . . .
plus petit que 15 858 années sidérales, c’est-a-dire qui n’atteint pas 2,3 jours.
Ainsi les séries ne donneraient méme pas le mouvement de Pluton sur un arc de 30” de son orbite !

On peut donc affirmer que, pour le systéme solaire, ces séries sont inutilisables.

III. — Application aux systémes stellaires.:

6. Passons maintenant aux systémes stellaires, par exemple au cas des étoiles triples. Supposons qu’on veuille prévoir
les mouvements des trois étoiles par la méthode de M. Sundman au bout des £ années sidérales.
Soient Py, Py, P, (fig. 6) les trois étoiles et P, P, = 7y, PyPy = 7, PyP; = 7,. Posons 74 > #, > 7,.

9

Pour étudier le mouvement dans  années, il faut que 7, soit plus grand que 2376 M” Q7 unités astronomiques. Remar-

7
quons que 7, > -ZQ-

Prenons des axes de directions fixes. Soient %, 7, ¢ les coordonnées du P, par rapport au centre de gravité G, de P,
et de Py, et x, y, z les coordonnées du P, par rapport a P,



On a alors les équations (*) du mouvement de P, :

&L
@

et de méme pour 7 et ¢ R
‘ ro=(&— px)* 4 (n— py)*+ (L —p2),
3= (E+ Ax)*+ (n—+ Ay)> 4 (L + Az)3%
ri= x4 Y - 22

( . My ey )
‘u_mﬂ—i—ml’ My~ M,
On peut écrire
azs £—px L+ dx at u)
= M Mpss dt’“M )
d’olr
AL
ldt’ TSy
de méme
dt’ ‘< 72’ ’dt’ 7'2

Puisque 7, doit étre plus grand que 2376 M"Q”, on a

%
4M T <7 XI0TT — = A.
8

(2376)* M* Q%

&

0 rra "”‘ f ldﬁ
& (& :
(@)=

dt’|<

On peut écrire

Wl
dt</ A dt — At
0

Par conséquent,

dn d-
et de méme pour e dt'

Posons
iy an\ _ <‘E§ —
(%),=% <dt> Yoo (%)=%
On a
Ly
j @ >dt ldt<fAt_
dot ’
; A2
. ié_ah‘Xati<77
de méme
A Ap
ln——'/)o——Y(,t|<M et H;—to*ZotH<——,

2

() Voir le Mémoire de M. Sundman (Acta mathematica, t. 36, 1913, p. 110).



X, Yy, Z, étant les composantes de la vitesse du corps P, dans son mouvement par rapport au centre de gravité de P,
et de Py, a l'instant initial ¢ = o.

7. Cherchons la signification géométrique des inégalités ci-dessus et pour cela construisons le vecteur dont les

projections sont
£ —E— Xyt n—mny,— Y, . {—— Zyt.

Soient Py, P; et P, (fig. ) les trois étoiles a I'instant initial £ = o. Soient encore P}, P}, P; leurs positions a1’ instant ¢.
Soient G, le centre de gravité de P, et P, & 'instant £ = o, et G} sa position A l'instant ¢, G étant le centre commun de

gravité des trois corps, supposé fixe. Soit enfin P, la position qu’aurait P, & 'instant £, si & partir de I'instant ¢ == 0 son
mouvement avait été rectiligne et uniforme avec la vitesse (!) qu’il possédait a I'origine.
Menons

GP=G,p, DP=P,p,

I1 est clair que P, P,, P, sont en ligne droite, car
P,G_ P,G
GG, — GG,

Le vecteur PP, a pour projections £ — &y, n — 0y, £ — ¢, et le vecteur PP’ a pour projections Xy¢, Yo, Zyf. Donc

le vecteur P'P; aura pour projections
E—t—Xot, n—n— Yol {—¥— Zt.
Le vecteur P'P;, dont nous appellerons la valeur absolue D, est donc le vecteur déviation dans le mouvement du
corps P, par rapport au centre de gravité G;. '

Ainsi A
£
D<— V3.

Comme nous voulons déterminer le mouvement dans  années, { = 2 TQ et

C I
—7 2M3 O3
D<V3><7><102><4nM Q

2
<12 X 10—5Q* unités astronomiques.

" (1) La vitesse dans le mouvement par rapport au centre de gravité G,.



Mais I'unité astronomique est vue de la plus proche étoile sous un angle plus petit que 1" d’arc. Par conséquent, la
déviation D sera vue de la Terre scus un angle plus petit que

Q9312 <10~ < 1" silon prend (') M < 100.
Méme au bout de 1000 ans, cet angle ne dépassera pas 0”,012.

Ainsi le mouvement de I'étoile P, nous apparaltra comme rigoureusement uniforme et elle ne nous semblera pas différer
des autres étoiles du ciel. '

8. Etudions maintenant les perturbations que pourrait produire le corps P, sur le mouvement relatif de P, par rapport
a P,. :
Les équations du mouvement sont :

m“—‘:_”’h (J,
=y T = WX |
as* 73 - (r

X, Y, Z étant les composantes de la force perturbatrice.

On a .
P—ux b+ x I I M
!Xlgmz'—“—%-‘—er.z LQT-IE"”1<;,—_)+1§> <57—’_
[ i 0 1
ou

xi< — 3

2 40
- 2376-2M.Tg:s
de méme pour |[Y| et [Z].

4

3
X5 (Y1121 <3 <5 <10,

En supposant qu’on cherche le mouvement des trois corps dans £2 années sidérales, on a, dés que 2 1,

la force agissant sur la Terre dans son mouvement par rapport au Soleil étant égale & 1.
Si I'on prend le mouvement de la Terre troublé par Saturne, on aura les équations du mouvement
@ 4 Wy~ 1y —m X — % %
ar g

] 2 A5

ou x5, y;, % sont les coordonnées de Saturne, #; sa distance au Soleil et A la distance entre la Terre et Saturne.
On peut écrire

I X — X %, |-
T 3500  A* i
Puisque 7, > 9, A> 8, 0n a

1 1 1
T (1 I\ _ e
[ X< 3500(82 + 92> 8 x 107",
Ainsi les perturbations qui pourraient produire le corps P, sur le mouvement relatif de P, et P, seront toujours plus
petites que la limite supérieure des perturbations engendrées par Saturne sur le mouvement de la Terre.

Vu la distance de la Terre aux étoiles, ces perturbations seront donc imperceptibles. Si P, et P, sont suffisamment
voisins, leur mouvement relatif se confondra pour nous avec celui d’'un systéme binaire.

La méthode de M. Sundman n’est donc pas applicable non plus a 1'étude des étoiles triples.

(*) On sait que la masse d’un systéme stellaire triple ne dépasse jamais 100 fois la masse solaire.




CHAPITRE V.

ORIGINE PREMIERE DE LA FAIBLESSE DE LA CONVERGENCE DE SERIES DE M. SUNDMAN.

1. La lenteur de la convergence des séries envisagées ici résulte de deux causes :

1° La nature de la transformation (transformation de Poincaré) employée pour convertir les developpements suivant
la variable w en séries convergeant pour tous les temps & I'intérieur d’un cercle de rayon 1.
Nous croyons avoir déja éclairci ce point et n'y reviendrons pas.

20 La largeur trés petite de la bande ol les développements suivant la variable o sont holomorphes.
Nous allons maintenant chercher a élucider les raisons d’étroitesse de la bande d’holomorphie de w.

I. — Chocs réels et chocs imaginaires.

2. Nous avons vu (Chap. I) que quand les trois distances sont plus grandes que 14 x a linstant ¢ = £, les séries
développées suivant les puissances de ¢ — ¢, sont, comme M. Sundman le démontre, convergentes tant que le module
de ¢t —t, vérifie I'inégalité suivante :

14—, |<T= : :

M k|
21m =

Il est clair que le domaine de convergence est limité par la nécessité ou l'on est d’étre assuré qu’il n’y a pas dans la
région de points singuliers (points ot I'une des distances mutuelles peut s’annuler) 7éels ou imaginaires. Quand « devient
trés petit, le rayon de cercle de convergence devient aussi trés petit et le développement en série devient alors illusoire.
En introduisant la variable %, donnée par la relation d¢ = » du, on obtient de nouveau la régulariéation pour les chocs
binaires réels et aussi, comme I'a montré M. Chazy (1), pour les chocs binaires imaginaires.

Mais on ne connait pas a priori les points singuliers. Le cercle de convergence au voisinage d’un choc binaire, ol la
distance 7 s’annule, est limité par le fait que la variable u (définie par d¢ = » du) ne régularise pas le choc dansle cas ol
ce seraient 7, et 7, qui s’annuleraient. Et dans la recherche du rayon de cercle de convergence qui nous intéresse, il faut
étre assuré qu’une semblable éventualité ne peut.arriver ni dans le domaine réel, #i dans le domaine 1maginaive.

3. Remarquons que dans le domaine imaginaire il y a lieu de redouter aussi ’existence de points oti les trois distances

s'annulent a la fois, sans que leurs projections sur les axes s’annulent. En effet, en mettant les équations différentielles
du mouvement sous la forme de Jacobi, on a

a2x my+my, E—px £+ dhx
i Iz x-_.m2[ 73 7|
at L px E+dx
E=— M Mp =
P=LEY 2, = (E—pa) (0 —py) (e, =G+ (0 ) (L)

(Y) Sur les points singulievs de Vintégrale génévale du probléme des n covps (C. R. Acad. Sc., t. 157, 1913, p. 1398).



En supposant que pour l'instant ¢ = £, 7y = #, = 7 = 0, sans que les x, ¥, 2, £ — %, ..., & + hx, ... soient toutes
nulles, on voit que si 'on écrit les séries

i L
K= ag+ 4y (E— 1) 4+ @ (b — b)) aeny P ok oy (E— ) o (E—By) Ay

et
I .
7= ATt — 4+ AT (E— ) +. ..,

les équations différentielles sont satisfaites.

Ainsi, méme quand les constantes des aires ne sont pas toutes nulles, un choc triple — nécessairement imaginaire —
est possible. Drailleurs, si ’'on se reporte au cas de Lagrange, ol les trois masses forment un triangle équilatéral, alors
Texistence de points dans le plan de la variable ¢, ol les trois distances s’annulent a la fois, devient évidente, car on
sait que dans le mouvement keplérien il existe des chocs imaginaires. Mais, dans le cas général, il faut voir si ces solutions
dépendent de 12 constantes, c’est-a-dire si la solution générale peut comporter de telles solutions.

Telle est la raison qui fait que, si 'on veut étre stir d’éviter tous les points singuliers, les rayons des cercles de conver-
gence deviennent si petits et avec eux la largeur de la bande ol les coordonnées sont holomorphes.

M. Sundman introduit ensuite la fonction symétrique w, donnée par la relation d¢ = Tdw, qui régularise tous les chocs
binaires possibles, mais il est facile de voir que cette fonction ne régularise pas les chocs triples. En effet,de la relation

dt=rdu=7Tdw,
. a 7 . , . . . L . ,
on tire J(Z =t Si une seule des distances s’annule, dw tend vers une limite finie, mais si toutes les distances s’annulent
dw

a la fois, an devient infini; par conséquent, ® cesse d’étre holomorphe.

II. — Amélioration du nombre Q.

A
T.

On pourrait songer a la méthode suivante pour obtenir le maximum de la largeur de la bande de convergence de
séries en w, ¢’est-2-dire le maximum de Q2.

Supposons qu’on ait construit, par la méthode de M. Sundman, les séries
(1) x= AN+ ADG - ADG . AlDGr

convergentes pour tous les temps.
Nous avons vu dans le Chapitre IT que

ao=(2Y g (2) g, o

w— b (4%
di= s! (dw‘ >0’

. .. . . d"x; . . . . T
Si I'on connaissait la loi de formation des <E’TL en fonction de #, on pourrait considérer les expressions 'YA?, comme
0

ps étant des coefficients numériques.

des fonctions connues de #. Nous savons que

. rern
lim A =1.

En faisant varier &, on reconnaitra qu'il existe une valeur &, de cette variable telle que, pour > &,

lim /AP >1
n=wun
et, pour & < Q,,
. iwrer
lim /AP =r.

n—w
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{Si , = o0, le mouvement est régulier dans tout le plan de la variable w. Cette valeur infinie de &, nous 'obtiendrions
a priort dans le cas particulier que nous avons considéré- au Chapitre I11.)

Nous aurons ainsi la largeur maximum de notre bande et I'on saura par la qu'a la distance €, de I'axe réel dans le
plan des v, il existe un point singulier. Ainsi il y a une différence profonde entre, d'une part, I'intégrale générale en termes
finis & laquelle on arrive dans le probléme des deux corps et qui permet d’étudier le mouvement dans tout le plan par
I'intermédiaire de la variable # () et, d’autre part, I'intégrale obtenue, grdce au théovéme de Cauchy-Picard, par la méthode
de Sundman, qui ne permet I'étude du mouvement que dans une bande seulement.

III. — La transformation de Poincaré.

5. La seconde cause de la lenteur de convergence des séries finales tient a la représentation conforme de la bande ci-dessus
sur un cercle, c’est-a-dire 4 la transformation de Poincaré. Nous en avons étudié les effets au chapitre précédent. Nous
avons vu notamment que, si la largeur de la bande est 2 Q, on ne peut pas songer a utiliser pratiquement les séries
au dela des valeurs de 6 qui correspondent & == 6 Q.

Nous ajouterons encore la remarque suivante :

Sil’on prend le probléme des deux corps, ol les points singuliers sont connus d’avance, on sait que les développements
des coordonnées suivant les puissances de ¢ —t,, ¢, étant réel, sont limités par I'existence des chocs imaginaires.

. . I 2T

Supposons que le mouvement se fasse suivant un ellipse d’excentricité e et de moyen mouvement # = T Dans ce
cas, si I'on développe les coordonnées %, y suivant les puissances de ¢ — £, le rayon de convergence des séries est égal () 4

R[.,: \/(to_ tﬂ>2+ 7;’

=

tn étant I'époque du passage aun périhélie, et

\/1—82-4— IOg————‘-— .
) I+yI—e?

II résulte de 1a que les coordonnées sont des fonctions holomorphes de ¢ dans une bande de largeur 2 Al

Soit T la période de révolution en années sidérales, alors la représentation conforme de la bande sur le cercle de rayon 1
donnera des séries qui permettent de représenter pratiquement le mouvement dans T X % années sidérales au plus (2 =
étant approximativement égal a 6).

Si I'on regarde le mouvement de la Terre comme elliptique (¢ = 0,0167), la méthode de représentation conforme qui,
théoriquement, donne des séries convergeant pour tous les temps, donnera en fait des séries qui ne peuvent servir
pratiquement a étudier le mouvement que pendant quatre ans au plus A partir de I'instant initial, alors que les formules
habituelles de I’Astronomie en fonction de I’anomalie moyenne sont valables pour tous les temps.

(1 Car lintroduction de cette variable suffit 3 elle seule & assurer la régularisation, la variable u étant proportionnelle a
I'anomalie excentrique dans le probléme des deux corps et l'on sait qu’avec cette derniére variable les intégrales en sont
réguliéres.

(3) Voir par exemple CHARLIER, Mechanik des Himmels, t. 11, 1907, p. 276.
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SECONDE PARTIE.
METHODE DE M. LEVI-CIVITA,

INTRODUCTION.

QUELQUES MOTS SUR LA METHODE GENERALE DE M. LEVI-CIVITA.

M. Levi-Civita régularise les chocs binaires dans le cas général du probléme des trois corps par la transformation
de M. Sundman d¢t = 7 du, suivie d'une « transformation de contact », indiquée par lui dans son travail Sur la régulari-
sation du probléme des trois corps (*). Cette transformation conserve la forme canonique des équations du mouvement
et il la définit de la fagon suivante :

Soient m, m, m' les masses des trois corps Py, P, P'. En prenant pour variables les coordonnées %, y, z de P et »', 3/, 2’
de P’ par rapport a P, pris pour origine (les axes de coordonnées ayant des directions fixes). On sait, d’aprés Poincaré,
que si 'on prend comme variables conjuguées p,, p,, p; et ', p,, Py, composantes des quantités du mouvement
absolu de P et P’ respectivement, les équations du mouvement ont la forme canonique suivante :

ip;, _ OH dx _ 0H

At T ox dt T 9p.]

(1) ip;  oH dx; _oH
ar 9%’ ar -~ op.

(i:Iy 2, 3; X=X, x2:yi x3:Z)’
I I I 2 2 A2 E i i\ 2 ‘2 H2
H—§<”70+%>(1’1+1’2}753)+2<m0+m/)(?|+?2 = p5)

! I
mom  mam’  mm
/e = ) = E = const.,

_.}._ —
¥ 7'

v étant la distance PP, »' = P'P, et A = PP'.

Ce systéme est régulier tant qu’il n’y a pas de choc.

Supposons que P et P, se choquent, » tend alors vers zéro et les seconds membres du systéme (I) cessent d’étre
holomorphes.

En faisant la transformation d¢ = 7 du, on a un nouveau systéme

dp; _ OH’ dx; _ OH'

W= x du— ap
(I dp;  OH’ dx; _ JH’

W ox dw - 0p

avec H'—=7(H — E)

et H' = o pour chaque solution de ce systéme.

() Acta mathematica, t. 48, 1920.



Mais a Uinstant d’un choc, quand # = u,, les $; deviennent infinis ; le systéme n’est donc plus régulier

effectue la transformation

on voit immédiatement que

Xi— O)Qai—z(x)i E m,-E_i,

N pidni— X, oidz=d( —2 Y, 0k

i=3

i=1

i=3

i=1

).

. M. Levi-Civita

La transformation ci-dessus conserve alors la forme canonique des équations et I'on a le systéme transforme

( dw;  OH’
dw 0%
(1n) y ;
api oM’
au 0w
En remarquant que
r=0 (Pt =t

vpi— E_wi,

dE,‘_()HI
du — OJw;
dxi _ OH
du ~ 0p;

/

ol £ = VEi+¢

on obtient immédiatement I"expression de H' en fonction des nouvelles variables.

Si I'on développe les équations du systéme (II), on voit que le systéme reste holomorphe au voisinage du choc.
On peut adopter aussi les variables canoniques de Jacobi.

Nous allons appliquer ces considérations a I'étude du choc dans un cas particulier.

Wi



CHAPITRE I

CAS D'UN METEORITE TOMBANT SUR UNE PLANETE.

1. Les différents travaux publiés traitent la question des chocs, soit dans le cas général du probléeme des trois corps,
soit dans le probléme restreint (2 degrés de liberté). Nous étudierons le cas ol deux des corps décrivent des orbites circu-
laires et ol le troisiéme, de masse négligeable, sans que son mouvement soit nécessairement plan, va se choquer avec
l'un des deux autres. Ce cas présente un intérét particulier, car c’est celui des météorites et des cometes qui peuvent
tomber sur la Terre ou sur d’autres planétes, étant donné que I'on peut toujours considérer au voisinage d’un choc le
mouvement-de la planéte comme circulaire.

Pour résoudre ce probléme, nous appliquerons la transformation de contact indiquée par Levi-Civita, car dans ce
cas les équations du mouvement peuvent étre présentées sous la forme canonique de Poincaré.

Soient m, et m les masses des deux corps Py et P. Nous supposerons m, 2 m. Choisissons les unités de facon que la
somme des masses, la constante de gravitation f et la distance P, P soient toutes égales & 1. Alors la vitesse angulaire n
sera aussi égale & 1.

Supposons les axes animés d'un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire # = 1. Soit P le corps surlequel
va tomber le météorite M.

Sil'origine des axes est au centre de gravité des deux corps P et P, et si 'axe des x est dirigé suivant la direction P, P,
l'axe des y dans le plan du mouvement des deux corps P, P et de telle fagon que le sens de rotation x -~y coincide avec
le sens de rotation des deux corps, et si I’axe des z est perpendiculaire au plan des deux autres, alors, en appelant %', y', 2’
les coordonnées de M par rapport & ces axes et pj, p), p- les composantes de sa vitesse absolue suivant ces axes tournants
ona:

dv _ OF = dp, __ 1OF

dat — op.’ it~ ox’

dy _OF  dp.__ IF

it — 0p, i oy’

a _OF  ap__OF

at "~ opL’ dt — 07
)

-
-

Fig. 8.

et

I 2 12 ) It It ’
FZE(?/-%‘"'?"J"_‘"?E)—(" P—y' ) — U, U:;To"f“;; 7= MP,, r=MP.



On a l'intégrale F == C, ol C est la constante de Jacobi.
Transportons I'origine des coordonnées en P. Appelons les nouvelles coordonnées x, vy, z et les composantes de la vitesse
absolue p., p,, fs. On a

! !/

¥ == x 4+ m,, V=9, 2 =2z;
et nous avons les équations canoniques
A & _JE  dp, __OF
(4) at — op. 4 ox’
vee e S e,

F = (b 3+ 22) — (xpy— ypu) — mopy— U=C,

2= (X +1I)2+ Y24 22, =4 Y 22
Effectuons maintenant les transformations
N 0% ) . .
dt=rdu,  xE=— 2o 0k p= oy (I=1,2,3 H=4 K=Y, H=1).

Alors, comme nous l’avons vu précédemment, on a, avec la nouvelle fonction de forces F’ == 7 (F — C), un nouveau
systéme canonique

(1) d-;  OF dn; _ OF'
' = 0o A %
F= -g (PR~ P+ p2) — myrpy— (xpy— ypu)r — vC —my ; — m.
Mais ’

r(pi+pi-p2) =¢, Xpy— YPu==2 0y — 20y, r=u%%,
Vo= VI + 72 28 =T+ 024 2 (WE,— 20, 205).

Par conséquent,

" I, , e m
(1) F=—m4 E:va(.w?a—co‘-’al( (0, — £y, ) + “+C]
0

et, pour chaque solution du systéme (I), F' = o.

2. Dans ce qui suit, nous allons suivre la méthode donnée par M. Levi-Civita, appliquée ensuite par Bisconcini (%)
a I’étude des conditions du choc binaire dans le probléme général des trois corps, méthode reprise par M. Kiveliovitch (2)
dans ces derniéres années, pour I'étude du méme probléme avec les variables canoniques o, & de M. Levi-Civita.
Supposons que le choc ait lieu pour # = 0. Alors on peut écrire au voisinage du choc :

o= Q;(#4, &, b2, £a);
par conséquent, ' ’
do; ()F’ 0, Q._Q OF’ 0 (_)E 2, OF'
du T Ou TG o, T O Jw, T U7 dug

Pour I'instant du choc (%), w; =0, £, = (&), Les (£;), ne sont pas tous nuls, car, comme il est facile de le voir, (£)y =2 m.
Supposons que
(2) w;=oii'u 4+ alu+. .+ alut4 .

ol les !l sont des fonctions des Z;. On aura pour déterminer les coefficients ol les équations suivantes :

JF’ 0
(3) — g5 =+ zaflu 3o ut 4. A moflu T 4
Ci
N da')) JF’ o dall JF’ e dolil JF’
Z % Jo; dz Jo; ! 0% D0,

(Y Loc. cit., page 2
(®) Loc. cit., page 3.
(*) TI est bien entendu que dans le présent chapitre le choc est véel.



OF )
En développant dI,\ suivant les puissances de o;, en remplagant w; par leurs expressions (2) et en égalant dans les deux

membres de I'équation (3) les coefficients des mémes puissances de #, on trouvera successivement o', o, ..., 82, .. ..
Ecrivons F’ sous la forme suivante :

ST s ayigs . My 0°¢
F=—m+ = —mo,2 — o[ (L0, —Z,0,) +C] — -
2 e TV +2x
.. N . , . I .
Au voisinage du choc, 7 et x sont tres petits; on peut donc développer I'expression ————=————- On a ainsi
Vi+rrt+zx
1

(4) :I—g(ri—}—zx)ﬁu‘g(r‘-’—i—zx)‘z——%(72+2x)"+....

VI+ 7+ 2%
Puisque » = w?f et x = w27, —2 wlz o; £;, on voit que si o est infiniment petit du prerhier ordre par rapport & u
7 et x seront infiniment petits du second ordre. En ordonnant les termes du développement (4) suivant leur ordre de
petitesse et en appelant S I'ensemble de termes infiniment petits, on a, en se bornant aux termes du sixiéme ordre,

1 I x7? 5
=145, S:-x———7'1+3-x"+‘—9’——éx"—i—..,,

VI 7i42x » 2 2 2 2

ou, en remplagant x et » par leurs expressions,

) I Yo 2
(5) S=— %, + 20)12 05— 2@ BAES 2 <0)"’c_l-* 20)1:2 w@)
+g bE2 (m Cl——zwlz wlgl) g( Ei—«—zmlz wiii> e
Ainsi on peut écrire au voisinage du choc :
T, . . . Y
(6) F=—m Egm My ok — 02 E[ (£ 0, — Eyy) + €' ] — myw2ES,
ol1 I'on a posé .
c’::C—{—'mc.

3. Avant d’aller plus loin, nous établirons quelques développements qui nous seront bientot utiles.
Soient
0O, == O U+ AU+ oy A o, Ut A,
0= 53, u + Byu’ 4 Byu° 4.
Wy == YU - Y20 Y0t
Alors, en posant
0= 0] 4+ o+ 0 =Au*+ Ayut +. .+ Aut+

)

on a
(7) AQZZO:‘;', AJ’—_‘Z 20, Oy, A_,,:Z(ai-—!—zocioz;), A;;:Zz(ociozb—k Oy 0y )5
a3,y
En posant
OME(»@:BZM‘-’ +Byu'+B,u* + By - Byt 4. . .,
on trouve '
(8) B;’:“lZ o E, BS:alZ o, + “22 o2y, B'»:a‘lz oLyzq - 0‘22 052214“9'32 oz,
ou
Zauzgl: OC”EL—{-- 6/1;-,2 -+ Yn'E,s-
En posant . o E
2=B,w+Bu-+B ut+...,
on trouve .
(9) B,= Ayt —2B,, B, =A% —2B,, .y B,= A — 2B,.

Par conséquent, en posant
S=L,u*+ Lyu -+ L,au*+..



on trouve ‘
. , I ,0. ;
(10) L,=—B;, L=—B8, L=—B,— A+ %Bf, e
Développons maintenant les équations (I) du mouvement :
dw o’ 1E ; . £ ()S
37':-‘07:-5? 2,.0)?—;_20),—.-0]+w’5wa+mow=z‘s+m\,wr_
Y - »..1
dw, JOF’ 17, . A 0S
E:—-F—:—*Ef — a0y +C]—-o.) rw1+mom-—r—‘S—f—momhd,
G2 S &
do, JdE’ I . £ .. 0S
H';—_—__TZME?“ = [Zywg — Ex0, + '] —|—mow-%8+mow‘-;a—;:;
(11) 4 i N 2
a2 JF’ - . ; -
= g — 260,850y — Lo+ & | 4 02EL, — 2my 04 ES — My 0° “0_03—’
1 L
% IF’ , . , , , b 09
an —  dw. T PeiT 20,5[210, — L0, 4 €] — 0722, — 2my 0,28 —my 0L I}
‘s JF’ . , ; . .0
e e — — 206038 @y — Ey00, ¢ — 2y 03ES — m w?;—s
du do : (Lo —do - Vs O 0n
:\' . 3
avec 9
S > o 2 9 \ - e
%_.—_ZZ 0o~ 2570, W" —6 0)‘;_1~*20)IZ b)[;[)ij;j + 5 (l),
1
S __ z L 20152 2% ¢ ¢ z
I)Z)‘;:—_Z(wzga.—(”ﬂé-z)—20)’m2£'+6 0"&,1"2(’312 (AR ("‘2@1“‘(’01@2)“"5,
()S v - 2 o
5(;-:——z(wac_1——o)1c_3)—2w~w3g+6 0, 2(,)1Zm Ei ) (058, — 0,8;) +5;
3
08 — 2 9 v 4 2 a
0E. =— (@0 —207) — 0+ 3{ 0% — 20)12 05 | (02— 203) + 6,
=1
JS ..
= 20, W, — ol — 6(0) oy — ZOJ‘Z mi,-) -+ 6,
S vt 6f o .
BE; = 26, Wy — oty — w2 — 2(».12 Wi oy, g -+ 6.
4. En reprenant I'une des équations (3), on peut écrire
do JF’ 1§ £ £ . . L& 2 95
(x1) d—?/;:~-(—);71—:-—5’-?61+-m0 —E—1+w-€ — §20)14~c’]+-w?gmz—qr—mowleS+m0w~ga7
— o < ul 20 Jot, c{;_l 30: +2 dat, d:z P ""2 oty A7y
- ¥ 2 dE( d% 3 .. “n ,’;' du

Et de méme pour les autres équations.
En substituant, comme nous l'avons dit, dans les deux membres de cette relation, les développements de

W= 0 U Gl Ut Sy, w,== By 1+ Boul4-.. ., Wy=...

et en égalant les termes contenant les mémes puissances de # dans les deux membres, on a ainsi de proche en proche
les coefficients oy, Bu, Yoo

En développant le membre gauche <—— %2) jusqu’aux termes en %%, nous pourrons calculer les «;, jusqu’a a; inclus.
e/ )

. . . dt; 0 . oo \ .

Nous aurons aussi besoin du développement de 7121 =5 mais, comme on le voit jusqu'au terme en #® seulement, si
i .

I'on se borne au calcul de «y, B, vy

En effectuant les substitutions et en ordonnant suivant les puissances de #, on trouve en définitive :

(*) Le chiffre 5 signifie que les termes non écrits sont du 5¢ ordre par rapport & u.



OF 1% A :
/——:—E 2! —i—u(mo'i?')—!—ui m, 27;~'+c’A2‘;,—1>+u (mo, Bs + 1c’A;,—+—
\ c [ <

(12)

AN

Ayfy— %E’Azax+EA2ﬁ1)

le

, o
-+ 1t m, :’_—I W T h'TI'C’Aa—W-’ %(Azﬁa*‘An B)

— ""(A2a2+A3a ) 2(AsBat ALBy) + my AL, m 2 A, (— A, zoz';')]

i % 5k,
+ Lmo, Byt L' A, + (A AL J7+A”51)—"Taz(AaaH—A..oz.,—ﬁ—A )

+Q(A)51+A B, —|—A,,ﬁ )+m07(A L, A, LL)+m0g,A (— A+ qo05) + Ay (— A2+2a‘f)}J

4yt mu : LB, + C)c TA 4 S (A B, -+ A 3 Bs+ A B+ A B))

r .
- QT‘Z (Agor == Agor = Ayor, -+ Ayory) + E( A8+ Ay B+ ALB.+ A B)

+m‘,r(AL—|—AL—|—AL)

—l—m\,;_-l Arl— A, +2(a3+20,05) — 5, A5+ 3B, (A, — 207) |
+ A (— A+ 4uy0,) + A (— A+ 20a7) :] -+ 7

-d—§’ —;i—'+u< B >+u ( 032 ; —«—c’Az%) -+ 2 kmo =5, +c'“’A1+ Q’.Q‘A Bt %Azal—'&,A:al>
|2 Zoac B AS ALY |
_ %(Aga._,-i—Aua,‘) —Q(Agaz+Ag,a1)'+m0§3A2Lg+ zmozAgalﬁl]
—n—u“[mo:;iﬁ,—k— 2 ~’»l(A,p + AL, +Abﬁ) :. (Ao, + Agory+ A, or,)
—E(A.,o'3+A3oc,+A o, )+m0 = * (AL, 4;A L)+ 2myi! A, ("1@:"‘ o,3) + Az, By ;]
- [ms_@+ 2 221 (4, B, ;+A‘5 +AB)
— -~—(A otk—i—Anan—rA,,a + Ajo) —E(Aya, + Ao, +A,,cx7 + Ajo)
. m‘.% (AL, +~ A, L+ A,,L.J)
ez Ay (20, By 2000 Byt 20ty 81— £ A3 — 6B, B,) -2 A (01, B+ 20,8,) + 24,01, 8, ,] 7;
_ﬂg’__ 2 S+ Blm,‘i> +u‘-’(m(.ﬁg% +c’Azz:?”> —u—u"( LB+ A, ‘— + 42 Q Azdx>

éj
;
2
-+ o [moﬁ

:;‘ + A, 2 _;:E_.. (AsBa+ Ay, E'}.,E‘z o+ Agay) —&—mozr—,” AL, + Zm(,'f;A.zoz,yl]
+u[mu_“5 Zoa, +““(A Bat AsBat ABL) — 22 (Ao, + Agest- Ayay)
| —|—m0£?(AL—|—A3L2)—a—2mo_:fA(oc1|_+ot,‘,)+Aocl .,J
|2 2o A A8 A
.—E“fz(A e Mgty Ayt + Ayty) - my 2 2 (AuLiv AL+ ALy
~+- m.:)Z_fA.;(Zo'(,.‘ﬁ—!— 200,Ys 4 2oty — 5 A 6B aoyYr) + 2A (o et Y ) 2,2, Y, }]—5—7 ).

() Nous désignons toujours par un chiffre gras 'ordre des termes non écrits.
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5. Ainsi nous avons développé la partie gauche des équations (11). Il nous reste & développer dans les membres de

/
droite les coefficients des diverses puissances de #u. Dans chaque coefficient, il y a les ‘Zl;l = zfi En effectuant

i

les développements, on trouve

%.—u(—z o) +u(—2ic oy —25,20,B,+ 25,502+ 5,A,)
+ |28 oy — 22,2 (0 B+ 0, 31) - 45,50t oty + B Ay — 2my Loy Ly — 2m ZA, 2 g
-+ | — 28¢ o — 2E,E (00 By ot Bo - o3 By) + 28,5 (a5 - 201y 015)
4 Ea Ay — 2mE (o Ly oy Ly) — myi(2A, 20,7, 4+ 24,30, %, )] _
| —22¢’ Ay— 25,5 (o0, B+ %534—076 4+ 01, B4) - 4555 (ot 0= 0ta0t) 4+ 220 Ay 2my & (o, Lo+ o, L+ a3 1y)
——mog S Ay (2308, — 282 A0, — 6B, X 5y ) + 2A; 3oy %, +2A&20(1g11‘]—|- 6;
% == — ek - u(— 25¢'B) + uP(— 2E¢ Bo— 25, 5B+ 28, 0 By — FEL AL)
+ 2wt — 280 By — 45,801 Lot 258 (an B+ o) — i Ay — 2moEBs Lo+ 2m AL (2B — Gy )]
+ut[— 280" B, — 25, E(B3+ 251 53) + 286 ( By + 22 Ba+ 238,)
(13) _ — G Ay — 2m0E (B Lot B La) + 2muZ) As(€ B — Gacy) + As(E B — fa) |
-+ 4’ [-— 250 By — 45 5(Bi Bu+ BaPBs) + 28:8(0t, By + 225 4 a3 By 4 o, B1)
Ay —2mee (B 4‘*‘6 L+ B:L,)
+2m03(A9[ (EiBs —Faay) +£2A, 3, —3BL(Brhi — o %) 1+ A (6 B —Lata) + AL(%:5y —529‘1)}] +6;
%‘-‘ =u(—25¢'y,) +u(— 2.6 Vo — 25,57 Bu+ 25,87, )
St — 28 va— 25,5 (Y4 Bo 4+ Yo BB) 25,5 (Yot + Yo oth) — 2meE Y Ly - +—2m0¢A (Bvyi— Eaon) )
+ W[ — 286", — 25 E (T, Bs + Yo B+ s Bi) + 29 &1+ Yaots+ Y3y)
—2moE(Yi L+ Yo L) -+ 27’”0@( Ay (GYe— &%) + As(Giyi—Gou). }]
+ [ = 250"y — 265 (1B + TaBo YaBa 13 B1) + 2L (Y10t 2%ty Yao+ Yiou)
—2mgE (Y Ly 4+ Yo Lo+ v, L)
-+ zm.,'g{ AslEiys—Esos+ 2 A7 — 3BL (118 — o 6) ) + Ag(Gita— Bo) + Ay(Eiys — Son) ;] -+ 6.

Ecrivons, pour abréger, les expressions (12) sous la forme

- JF"  dw; . ) ) . )
(x2") —_—— = e — MY+ MY + MY 4 Mo+ M+, ..
dq au ; 1 2 K

et les expressions (13 )sous la forme

1’ d". X ) Ny A - s iz 0y ¥
(13) Zi%; = Y+ DY+ DPu? - DIy + Ot - (O =@ =0, BF=—m%).

On peut écrire les équations (11) de la fagon suivante :

MP+ MV w -+ M§ 02+ My o+ o=+ 2000 + 3o’ 4+ 400,07 4. o o, wt T L

+.d;.. _d_aﬂu_;__d_alu?_t_.difu“.{_ |
du | 0t dk, N '

. ds, —()a,u+ du, Wt ()aguz,’+
" du | 9%, 0z, 0%, e
dz; | O, dot doy ]
= bt Ut

du —55% 23 J;
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En remplagant % par leurs expressions (13') et en ordonnant suivant les puissances de #, il vient

ML+ M s+ My 2 -+ My o 4 M+ Mo+ My e

—

i=3

i=n
o+ ul2 myz 220 e 3o, —m 5 0% +2 @i 9%\ o 40— My 9% 2 <03m 92y iy 9%
2 o, — 2 - = Lo — L= - |+ % Ls < ¥
! * = ()C,‘z 0= ()Cz ! d@z ()C> ! ()Qt d&z
. \ i=1 i=1
dos ol 0m O Ja
. -0,
4 utl 5oy — Myl 5— +2‘ @AY= 4 R +4- R =2
5 Y (): ( dc; ()’z ? d
i=—1
P duy .0, p)
L 0a, (249 o
- | 6o, — My i —— +Z O == 4+ DY DY = 4 DY
_‘ [ LAY dc_g < d 2 ()/ _i 3 0 4 d!‘l
i=\
En égalant les coefficients des mémes puissances de #, on a
.' =My, A= =My,
, . dat, ) .08, .0,
20— oﬂd, =Mi", 2By —myl 5= =M, zy-z—moédz =M,
(14) |
. 0o, oo . 0B, J5 )
300 — My~ d,' + d" o= M3} 38;— m.);_—@-2 +2 a—ff—‘cD!,“:M;_,-', ................... ,
L2 i
e e P e e e PR
6. On a
It
O:l__é_;;_" %y, — 0, Ag:*; UD‘”—CIC’
15, . my .
ﬁl:_éz’ @2-—-"'2" D =E,c,
;) — I izs ‘ -
“xl——g’:é" [»=0; WP =zc
c'—m: i My £ I
e 02, A==, MmN = =%,
: 2 ¢ 4 < T
o —m? %, ] c'm e
(3:;: Lt T’,ix 61)1_,2)‘” “E— C‘;—',
12 ¢ 2 - 4
! 9
3= C= T G, @Y =o.
12 ;
m ¢’ , c3 L S
%=0, A 4 (D.'?' Kil = My 2 4 ~myz?,
48 4 4
3 r
myc' — m z . My, .,
’_4 : 8 ’ L==, @D =Ki— %k,
4 4 . 4
Yi=0; @} =Kz,




— k2 —

- — 4" 11 WM~ m} A — my(2¢ —m2) L.
— A= 2= !
240 16 Z
ﬁ P 40!24"11517”;_:_7%:’; . L.—o: D2 c'm‘,(4c’—m;-:)., (13m.,==4o )”
5— 240 5— 0, Wy — 2 — 4 8 224y
4 4 4
— 4¢ 11" My — m)
Y;i—— [ i} (D‘,:‘ -0
240
%;=—=0,

8, = (15¢'m, — 34¢* 411 My — my)m,
G 1440 b

A
il

11 est facile de voir que A4 est un polynome de quatriéme degré en m,, indépendant de %; et que A, est une expression

-

de la forme P, 3%, ot P, est un polynome de cinquiéme degré en m,.
c

7. On voit qu’on peut écrire

0= 2 (a4 + ayu' - a;u') 4+ T,

(15) 0, = 3 Lla,u 4+ az - a,u’) & ayut 4 ayut -+ agu -7,

¥ .I\\I AN .i\\['"

’ .o .
= 2 (@, %+ a,u’ + a,u’) +'7;

(16) r=022 =7,(Pyu' -+ Pyu'+ Pru’) + Z(P.u?+- Pt + Prut) + 8-

ol les a; et P; sont des coefficients numériques ou dépendant de m, et ¢

Nous avons arrété les développements de w; aux sixiémes puissances de », car, comme nous allons le démontrer, pour

les ordres supérieurs, les coefficients ne présentent plus la méme symétrie. Notre démonstration nous servira du reste
pour la vérification des coefficients déja obtenus.

Remarquons que %4 0, — 2; »5 est du septiéme ordre en % et que
23 011 21 @3
;., ", — ,:‘ AP zf)‘,.4 pr

Pay conséquent, au vorsinage du choc, le moment de la vitesse absolue ;bm' rapport & U'axe des y est du septiéme ordre en u,
tandis que les autves moments sont du second ordre.

En se reportant aux équations (A) de la page 46,

dx__ OF  dp. . _OF
dat — dp.. at — Ox

on trouve facilement

B Kp) = 2Py — Ypo— ok

(U

En effectuant successivement les transformations de Sundman et de Levi-Civita, on a immédiatement
d (2500, 0y ) == Lo* [’ Gy — Zy 0y — 0 <()"" 205 ¥ 0 ’>l
o (50— Gy 00) =20 S0y — G0y Ty | O 32':':_:
an i 7

ou

(x7) di(‘;’_grol—-—'&_,lw,«,)::'r;w‘!{f_n‘u)‘_,——‘_’_‘lwa (I——3x 2-’ ?5 —+ >§



Puisque % w? est du second ordre par rapport 2 #, 'expression entre les grandes parenthéses doit étre de Fordre n — 3
sl Z3 0, — 7, my et de Lordre #. '

On a
(18) 2300 — Lty = (s 1+ A, u* 4+ A, u’) 2+ 7,
(r9) 2= Wi, — 2f,)3zo>,~"f_",~:’;’_3|j(P.l—-za‘;’)u‘-'—*—(P,y—4a,a3)u“‘—i—(P‘;«-za;-:~4a.a,.;)u“']—i—8.

De méme x = w22, —2n, E m; z, s'obtient en remplagant dans (19) 7, par & et I'on a
(20) x=5[(P,—2a})u’+ (P, — 4a,a;)u* + (P, —2a% — 4a,a;)u’] + 8.

Maintenant introduisons les développements obtenus dans I’expression entre les grandes parenthéses du (17):

b - ] I 3 )
FaWy,—Zawy— MyZ| I — 34— §r-+- 15 x3~|—...)
: : 2 2 )
=% [a:— (Py—zai)my)u*+ | a,— m (P, — 4a,a;) + 3m, (P, — 2a})* 2, Ju' | + 6.
Mais
I m c'—m? my (4¢" — m?
a,—=— - ay=—— —2, a,— 2,y a,‘:——“—4——8——"—;
4 12 4
2 ’
P"——I> P_~7mu—"4c‘
N V=

Ainsi l'expression entre les parenthéses du (17) a pour valeur

3 ML Byt - 6.

16

Par conséquent,

a .. ; .
(21) ;ﬁt(anw,fE,,,w:;):w-;(%moc_,;nu“—i—G):64
Ainsi £ »; — 7, wg doit étre du septiéme ordre par rapport & « et les coefficients & partir d’indice 7 ne présentent pas
la méme symétrie.
Remarquons que pour démontrer ce vésultat nous avons utilisé les coefficients jusqu’d a, seulement.

8. Cherchons maintenant la dérivée du moment de la vitesse absolue par rapport & I'axe PX.
On a

4 y= Dy by, A, AP
G (VP ab) = bt Y e e
mais
dy JF . . dz o
di — f)p\- _p\»— (x -i- my), ilt =p-,
d. __ (my m e py(Te )
i = Z(F + 7)’ @ Ty =P y(r;: )
Par conséquent,
a
(22) - Wb aby) = 2pe— (- ) P

% + mgq est I’abscisse du météorite M par rapport 4 des axes paralléles aux axes employés et dont l'origine se trouve
au centre de gravité; le moment par rapport a I'axe des ¥ ne change pas si 'on transporte I'origine au centre de gravité.
Ainsi nous avons ce théoréme :

Ewn choisissant des axes entrainés, dont U'ovigine se trowve aw centve de gravité des corps Pgy et P, le moment de la vitesse
absolue de M par vapport a Uaxe OY est égal & la dévivée par rapport an temps du moment de cette vitesse absolue par
rapport a Uaxe OX.



En supposant qu’a l'instant ¢ = o, il y ait un choc et en intégrant (22) entre{ =oet¢=1¢ona

yp:_z{)_\':\/. (2P4l‘—x15;)dt——m.,z

ou

’ uw
Vs — zpl-:f (Z300, — 2, 003) % dut — M, 2.
0

Mais, au voisinage du choc, £, », —£, o, est du septiéme ordre par rapport & #, » = »*% est du second ordre par rapport

"
a u; par conséquent f (B, o, —&, 0,)7 du est du dixiéme ordre par rapport a u.
0

Ainsi
Yp-— 2py+ mez = 10.
Mais :
dz a
S pr= (% + my) -+ ?Z%,;
par conséquent, la relation précédente peut s’écrire
dz a ‘
(23) y%5 — 2% —m=0-+10.

Si 'on peut négliger les dixiémes puissances de #, on a alors la proposition suivante :
P p p

Awu voisinage du choc, le moment par vapport  Uaxe des x de la vitesse relative est égal au produit des coordonnées z et x.

9. En prenant la relation
Y= (:.)122'— 20)5 2 &)iz,'

et en y substituant les développements (15) et (16), on trouve

y::g.ll"(P2~ 2a%)u? + { P, —2(za,a;+ a) | ut+ | Py~ 2(a2+ 2a,a,+ 2a,a,) {u‘]
—22( @, @y - (@ @y~ A 05) W+ (A A+ Ay~ A;8,) U | + 8.
Mais
2==aj, Py=2z2a,a, \=ai+2a,a;, Pi=2(aa,+ aya;),
c=ai+2(aa;+ aa,), P.=z2(a,a;,+ asa;,+ a,a,).
Par conséquent,

(24) X y:‘_zl(Piuz+ P;,'bt"i'-!— P.;’I/tﬁ)—Z(Pnu:’—-l— P+ P7M—')+8.

Nous avons calculé ainsi %, y, z, 7 en fonction des £, et de # au voisinage du choc.

10. Nous allons maintenant, pour avoir une idée de la trajectoire, calculer les développements de x, v, z en séries
suivant les puissances du seul paramétre » au voisinage du choc.
Pour cela, nous développerons les £; suivant les puissances de #. Nous avons calculé déji dans les développements

dt;

—= == @ + Oy + DD+ P+ ..
d,n 0 ' 2 .



les différents @@, Ainsi on a

dz . I, . . ; ) .
-d--l =c'Lu+ ~hu+ | KL+ == (23 + 2_2)]%‘-1'— R, u'+ 5,
u 4 4
az, . . Ma. i\ , MWy . N . -
(25) R N e e e e L Kaz———“5‘52\)w-—(M£+1‘E£.)u’°+ 5,
du ’ 2 4 \ i 4 i i /I : o
s : ¢
d?: =c'tu+ Kéu'+ 5,

ol K, R, M, N sont des quantités dépendant de C et m, seulement (voir page 52).
Soient :

G=&+
(26) =B+ Biu+Bou+. ..,
Zy=E)+

o, Bi, vi étant des constantes.

On a immédiatement (en se rappelant que

o= VB (B + () =2m),

Cl'fﬂ
o, =0, P— ‘e N
2
¢+ m3,
Bi=—2mm,, By== ———2E8,
2
c'Ey
\‘/1 fo— 0, \{2: 24!
Soit
(27) t=B,+Bu+Byuw+Byu'+Bu+....

En substituant, dans les développements (25), aux ¥; leurs expressions (26) et (27) et en ordonnant suivant les puissances
de #, il vient

3ot Ui+ 400, U+ §out . = u? <c’o:,+ B—‘fi) 4wt ¢/ oy + ‘—];(Boﬁ, +B,8,) + Ko+ 7—2—"(.83+B3)-|

/

+ u‘[c/a3+ £(B052+ B.B.+B.Bo) + 2 (B, By + ByB,) + RBOBU] e
38,0+ 4B+ 5w . ' |
— w(— By + ¢’ B, + c’%fB(, — iBoaO)

- uf‘[_—moBs—i— ¢'By+ c/"gBl—i(Bﬂa.l—!—B,mo) —+ K69— 1? ozoﬁo]

—+ u* [— mB, + ¢/ By + CI% — i(Boaz—f—Bl“r\L‘ B,oy) + KB, — % (2014 o) —Bo (M + Na(‘)] e

3V aW 47w+ 5y 0+ =+ Ky)uw'+5 (=L}, Bi=E, Te=E3)-

Ces équations permettent de déterminer les «;, 3; et v; de proche en proche.
On a '

__ mE§ 2¢ + m} '20 mi+12¢ .,
Oy — ’ Uy—= ————C 2, = Mz,
6 24 120
(2¢'+mj) I . (mi+2¢") (mi+c') .
Br=— 3 Mot — émin Bi= 24 Cos cees
2¢' + m¢
YSZO) Y!y: 24 oclgg) Y;’i:oJ bl
2¢ + m;
B,=2m, Bi=—m,k}, B,= (mj -+ ¢')m, B:;:'“’mu( 3 n);(_,
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Et 'on a les développements cherchés :

. ¢z L omEy 2¢ +mi)c ., . m:+12¢" ) .
L= ruw St (——————24 0) 2ut (—0120 ) £+ 8,
. ¢+ mj, " b (mitzdymi+c,, .

Lyz==Ey— 2mmou 4+ ———L 30— u[mo(zc +m‘,)+ 2z |y 4 M0 ) (my Levui 45
(27) 2 3L 24

; ,  CES L c(zd+m}),

L=y + - W N ut+-6;

. my(2¢" +m

L =2m—miiu + m{mi-+c')u— —"—————Qﬁ"u—l—

6

11. En écrivant explicitement les coefficients des développements (20), (19), (24) de x, v, 2z, on a

I 2
x:(-— - u" 4
4
Y= <Iu?+
4
z::(——— u—+
\
et
(3
Y= e i
4
ou :

En substituant aux £

(28)

e

?

4 ;gm,’ u"~e—X.;u‘"‘>’2_,+8,
o [
7m‘.48 4c w4 Pg%ﬁ>£2—~ [?'M«"— mn(2016 m())u;+ P7itT]a + 8,
4¢ 4_81”'_' Ut~ Z.,u">£ +8.
7_’”_')4_8_4_61,,4_,_ Pﬁu“>"c_+ [iz_"u*_ m,,(zc16—- ") o P;uT]E_ﬁ— 8,

Xe=Z,=P,—2(a2+2a,a.)=4a,a,— P,.

P — E.’O 2 70 2¢ —'-mli I 20,0
,_—4;,u 29 —A—Q——u——?“rmggu—i—
I, , .o2C-+m} 1
y=— =B — 2 Lt 4 mE i -
T4 ©o48 24
I, 2¢ + m}
— B — B gyt —+
4- 48

(T est au polynome du quatriéme degré en m, et ne dépend que de m, et c’).

d’ou
(29)

On voit immédiatement que

Z: les séries (27) et en ordonnant suivant les puissances de %, on a

TEoub + 9,
TE)u+ 1,

T=3ut+ 1

mas® my—+ 2¢C
= — —-————-( ° >u' -+ 6,
2 24
" ) 9 .
M m(m3 -+ 2¢")y |

t:/‘ YA = —— - _(_ﬂi_J%r»+7_

J 6 120

(&0 +ESy)ER =[(E0)*+ (&3)* )2 + 7.

Ainsi, au voisinage du choc, si I'on néglige les puissances de w supérieuves a
En se rappelant les relations (1) (21) et (23) :

dz dy

Al 25 _
_chl__yd ) —zx + 10,
i(zp- xp)——meﬁu’-i-'?:j—mm’
au " 053188 0613

32

la sixiéme, le mouvement est plan.

0Z0u 1.

() Voir pages 53-et 54.



On trouve

2po— wp= T mm S+ 8.
Mais
Pe=gp — Y P= g

par conséquent,
dx dz 3

M=o=z— —x =zy+ —m,m:Y%)
M=o 2o E g =2 224m,m hu’+ 8.

On voit que

Yy

SM—BL =2y 0+ 2 mm(E)rge - 8= 2| -

£0N2 L (£0Y2 3 £,

Cette expression ne peut étre nulle, dans le cas général, que si I'on néglige les septiémes puissances en . Céla montre
que si I'on tient compte des septiémes puissances le mouvement #e sera pas plan.

12. Nous pouvons donc résumer de la fagon suivante les propriétés du mouvement théorique d’un météorite tombant
sur une planéte :

1° Si l'on néglige les dixiémes puissances de %, le moment de la vitesse relative par rapport a I'axe des x, c’est-a-dire
par rapport au rayon vecteur de la planéte, est égal au produit des coordonnées z et x.

20 Sil'on néglige les septiémes puissances de #, la vitesse absolue du météorite rencontre ’axe des y ou, ce qui revient
au méme, la vitesse absolue du météorite et celle de la planéte sont dans un méme plan.

Le mouvement est plan. L’équation de la courbe décrite par le météorite est

Ax+By+Cz:o
[3

z::Dg(%x—;,z)“—i—D( x—Z z)5+D|, Sx—Elz)

(A, B, C, D,, D,, Dgsont des constantes). C’est I'intersection d’'un plan avec une surface cylindrique de huitiéme degré.

3° Sil'on néglige les sixiémes puissances de #, on trouve que la trajectoire est I'intersection du plan Ax + By 4 Cz =o
avec une surface cylindrique du cinquiéme degré.

4° Si I'on néglige les cinquiémes puissances de #, la trajectoire devient une droite qui se confond avec la tangente
a la trajectoire A 'instant du choc.

Remarquons que dans les chocs binaires des trois corps, au cas o1 toutes les masses sont finies, la trajectoire la plus
générale est toujours une courbe gauche, sauf si 'on néglige les puissances supérieures a la deuxiéme, hypothése ol la
trajectoire se confond comme ici avec sa tangente.

Remarquons encore que, dans le cas du choc proprement dit, il faut prendre dans nos equatlons (28) # < o etdans
le cas opposé d’une éjection (comme s’il s’agissait d’une pierre lancée par un volcan) il faut prendre # > o.

THESE BELORIZKY. 8
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CHAPITRE 11

SUR LA CONVERGENCE DES SERIES EXPRI‘WANT LES CONDITIONS DE CHOC.

I. — Domaine d’existence des intégrales réelles.

1. Nous allons traiter maintenant de la convergence des séries que nous avons obtenues dans le chapitre précédent,
ce qui nous permettra de fixer les limites & 1'intérieur desquelles les relations analytiques de prévision des chocs binaires
sont valables.

Commengons par établir I'intervalle dans lequel 'existence des intégrales est assurée pour le domaine réel. Nous rappel-
lerons le théoréme d’existence classique. 4

Soit

. dyl- s .
(I) %——-fz(yh Ya, ooy Yn) (1=1,2,..., 1)

un systéme d’équations différentielles, les f; étant des fonctions continues et réelles des variables réelles y;, ¥y, ..., Ya.
dans le voisinage de valeurs y9, ¥3, ..., ¥, tant que les inégalités

(1) fyi—ydi<a (a;i>0)

sont satisfaites; soit #, la valeur de # qui correspond aux valeurs initiales y? des y..

Supposons que les fonctions f; admettent des dérivées partielles (%{—’ continues, tant que les inégalités (1) sont vérifiées.
/

Soit M, la valeur maximum de la fonction f; dans V'intervalle (1). Alors il existe # fonctions continues de #, 9y, ¥s, - -+, Yu,
intégrales des équations (I), pourvu que | #—u,| soit plus petit qu'un nombre %, % étant la plus petite des quantités %_,
et de plus, dans cet intervalle les inégalités (1) sont vérifiées.

Nous appliquerons ce théoréme aux équations canoniques du mouvement d’un météorite au voisinage du choc.

Reprenons les équations différentielles établies 4 la page 48 du chapitre précédent et écrivons leurs seconds membres
sous forme finie. On a

dw I 1 £ \ . m , m .
= S R e mpwy 2 - T fwy— o+ o+ C )+ | wy— (0 +w2—207) |,
au 2t 3 < ; ” Yo : L4 ;
dws If, E-) £ B My ~ v 5 My Ve
au =—3 T M@y - f“2<£-tw2_;2w1+ A +C “%"')27;,‘((‘”’—.2_2&)1“-‘2),
) < < 0
dw I&, R " My, 4
e 22 0,2 4 B Fwy— o+ — +C ) — 02 (0t — 20, w5);
(A) au 2 ¢ < 5 ¥y 0
£ oo (s , m sl 2mef L 2 )
31;: = ——2;‘(,)[<;1w._,_——;_._,o)1+ -;9 +C>~+—;o)-’[;_2+ 73"<<,.)3ml;-’~2 o)l-;_,-)—‘,
0 4] .
ar , m . 2m . ,
d—;: — Moz — 220, Elw2‘52w1+70+c —Eo?|z, — ';,7—0(,&)2@;:3*0’221—")&:) )
0 0
dz, e . ooy caMa o, .
—2= == — 270, 21y — Dy — + 4 2707 — (0w 5 - 0,7, — 0, 3).
= d d d 3 d - d
du \ 0 7a
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2. Les seconds membres de ce systéme sont finis, continus et admettent des dérivées partielles finies, tant que 7y > 0
et 2> o.
Il est évident que, tant que » < 1, 7y > 0 (¥ = I + #2 -+ 2 x). Dans ces conditions {x, iy}, | 2| < I.|
Pour uw =0, 7 =
intégrales (1). On a

-

2zm > 0. Tant que 7 reste > 0, on est assuré, d’aprés le théoréme général, de l'existence des

- , =420 “'-1—2'3,,T2/g"+a “+ B2,
ou l'on a posé _
a=Z 2, b=5n—2, Y=o—E,

Pour que %2 soit positif, il suffit qu’'on ait 'une ou l'autre des équations écrites :

208 + 2320 + 272 — 22— fr— 2,

2ozl + 2P0+ 2728 | << £p+ o+ @—-+- Y
Soit ¢ la plus grande des trois quantités lo!, | 8], lv!. En remarquant que {z! 2%, on voit nnmédlatement que si I'on
prend
. o 6e%, << Zl+ 382,
%% sera stirement > o.

En résolvant cette inégalité, on trouve )
3—V6.

o~ 0, 18_..
3 -

e

A

z0 !

Ainsi, tant que |, —E£? | << 0,18%, on est sr que Z > o.

On trouve encore que
2:1<1,18%, et fr12et,~v 2, 1652,

, . . . I . o (i
D’autre part, nous avons w?z =7 < 1. Si 'on fait »v? < ————— la relation précédente est vérifiée.

V2,1
Ainsi, en définitive, £V, £9, E), o, = @Y == w) = o étant les valeurs initiales des variables w;, &;, tant que
[2i— & <o,18%, et i | < ¢

__I__
V2,16 /%,

nous sommes assurés que les seconds membres des équations différentielles (A) restent continus. Ceci est possible tant
que |7,| < 2.

3. Cherchons maintenant les nombres M.
Prenons la premiére équation du systéme (A). On a

dm,
au

<2 S e+ 12,3607 ot | Clw? - o2 o+ ?(w X 1,185+ 3w?).

7y 0

Remarquons que, dans le cas Soleil- Jupiter-Comeéte,
I .2

My—I—m, M= —— et L0/ T
1047 ™ Togy

pour simplifier, nous prendrons 7, = 1, ce qui ne modifiera pas sensiblement M;. Nous négligerons le terme contenant C;

() Remarquons que si £ = 0, » ¢ 0 (car si r = o, £ = 2 m), ainsi p} + p2 + p2 = o et v devient infini. Nous avons

F=(ph+pd =41 —(pr—yp)— (2 + 20) =cC.

Yo

Si C > o, § ne peut jamais étre nul dans le domaine réel; si C = o, £ devient nul pour » = 7, = . Ainsi on n’a pas a craindre,

dans le cas ou C 2 0, que la vitesse puisse s’annuler dans le domaine réel. Mais dans les problémes concrets d’AstronomieC < c,

m m N .
et la surface > -+ g % —_— C est la surface ou la vitesse s'annule.
0
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ai

cela diminuera M; et, par conséquent, augmentera o Ainsi en posant
avli

- b
0= +—= ~ 0,82,
V2,1
011 a
a )
1\-1— S N ~— 02 N . o2
YOSV A+ 20+2,3600+ —— (1,180 +3) + —
2 oy e

, s I = ) e
En négligeant - \/Z, devant d’autres termes, on peut écrire
2" , 7

a 1
M, "~ 3,1 0,7
3,6 1 2 =2

Voo Ve,

. a .. . : . s 1 .
11 est clair que M—' diminue avec 7,. Nous prendrons la valeur maximum permise pour #,, ¢’est-a-dire 7, == 2. Ainsi nous
i

prendrons
a1
A :7
3 ,6 - —=£
\’/E,ﬂ

)

Passons maintenant 4 I’équation en an

On trouve

dut

; . | m . Biwm
<25m<2;_m+1C‘;+ ~-‘3)—|—:_+ — “
0

[

En faisant les simplifications comme précédemment, ¢’est-a-dire en prenant‘mo = 1, C = 0, on peut prendre pour M,

I’expression
. L 2w . Biwm,
My =4+ — + A ——5
0 y()
. . - d
en tenant compte de la relation w?f << 1. Avec 7, = 2, et nous souvenant que £ < 0 < N nous prendrons
Vio
< 0
M P T“_,“ ( 5 -+ .‘__>
? \ 2o
De cette facon,
a, _ 0,1808* 0,12
M, 20 1,6
5-+—= 5 =
\ Za Vo
a a . a a
En comparant les valeurs de I\Tl et I\T‘; on voit que I\—f < I\TI
.. . . 1 4, .4 1 . . . . .
Ainsi on peut dire que 1'existence des intégrales continues dans le domaine réel de la variable u est démontré seulement
. 12
pour les valeurs absolues de # — #, plus petites que __1_6
5+ ==
<o

oo 2 ' . 2 ,
. e Iy _
4. Prenons le cas de Jupiter et de la Terre. Pour Jupiter & = o047 et pour la Terre £, = 330000 et I'on trouve

que | — u,| doit étre plus petit que 0,003 pour le cas de Jupiter, et que 0,0002 pour le cas de la Terre. Dans ce domaine

d’existence, on a ' _
at < du et fE—t | <<iju—ul.

Avec nos unités, la valeur de ¢ correspond & g jours, T étant la période de révolution exprimée en jours. Ainsi, pour
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Jupiter, nous aurons

t_t<433 ,6
2T

X 0,003 < 2,1 jours
et pour la Terre
365,2 X< 0,0002 .

b= b < 2T

jours << 18 minutes.

Ainsi 'existence des intégrales ci-dessus n’est pas assurée durant plus de 18 minutes en cas de choc de la Terre avec
une cométe !

II. — Domaine de convergence des séries de puissances représentant les intégrales.

5. Mais la preuve de l'existence des intégrales réelles dans un certain domaine ne permet pas leurs développements
en séries de puissances de la variable indépendante. Pour le calcul effectif des intégrales, qui représentent le mouvement
au voisinage du choc, on a recours a des séries de cette nature. Ainsi nous sommes amenés a considérer les seconds
membres des équations différentielles (A) comme des fonctions analytiques des variables oy, £;, pour en déduire le rayon
de convergence de séries en # — u,, en appliquant le théoréme de Cauchy-Picard (%).

Les seconds membres de nos équations différentielles sont développables suivant les puissances de 7, — 22 et o;, tant

3{

que et = le sont.
o ¢

On a

rI=I-7*--2x, X =0 — 20, Xu7, 7=z

s ; " I snoas : . .
7 et x sont donc des polynomes de troisiéme degré en w et Z. Pour que - soit développable suivant les puissances de £—Z!

0
et o, il faut et il suffit que la relation

(o) [7r24-2x| <1
soit vérifiée. . _
: Y L ' ' : <y I
‘Puisque #% = x? -+ y% 4 22, si l'on fait ‘x|, |y], |2 <¢, on a |72 < 3% et silon prend 3e2+2: <1,0u¢ < 3 la

relation («) est vérifide et |7,i < V2, |7| < -,I__.
V3

Maintenant passons a

aRiR ]

-

I I
S OVE+EBTE Vatadi 2Bt o+ By

«, B, v ayant-les mémes significations qu’au n° 2 du paragraphe précédent.

I
sera développable suivant les puissances de «, B, v si I'on a la relation suivante :

=
-
S

]

¥

w
~

0_., ﬁ"'+2‘{£1:—|—\’22>-{-- ﬁz--i-""

Soit A un nombre positif tel que [aj, {B!, [v|<A; 2!, 22, £0 étant réels, on a [201 <%, Sil'on prend 6 Az, + 3 A? <32,
I'inégalité () sera vérifice. Dot B
A< 3T Viz,

0~ O:ISEm
3 ) cl

et dans ces conditions . .
i<ed, - i<o 15%,

I

| <<I,I5%.

(1) Voir Chapitre I, page 3.
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w

. iy 1 . I . . I . :
De la relation |7| = |02Z] < = on tire [w?] < = si donc on fait |»2| < T, on est assuré que |7 | < —=
\‘3 \13:1.‘ \ =0

. . . I
Posons | 0| < 6, on a toujours | m? | < 352, Par conséquent, en posant 362= ——, on trouve
VOze

=

I
, V3V6VZ
En résumé, tant que
o 37

\’ Zu

.l\\'

:? <o Is-n et : 'J)ivl <

les seconds membres de nos.équations différentielles sont développables suivant les puissances de £, — 2 et .

6. Cherchons maintenant les nombres M;, en prenant m, = 1, C = 0. On a

dm, Qi—_" 0,5+ o,zz N .’O‘,4‘Ir N 0,2_2 . "0,35"_
d% I 2| \/Eu ol Vo) \"—:',, EETIE
Par conséquent,
a@ay _ 0,37
M, Vi <o 5_0+o 72y %+ —4—> +0,22 + .0 35
1zl 17l Va7l

On voit immédiatement que M diminue avec [Z] et {7, .
1

Nous prendrons les valeurs maximum de || et de |7,', c’est-a-dire

‘ii:\/.z_i,m ;1’(,;:\/5‘
Alors il vient |
G 037N oo T
M, _—0,41 + 0,35 I,3V%.
z 4
Avec les mémes hypotheéses, nous prendrons
' & 0,15
M. 1,50 ?—29
Vo
On voit que
a, . a
M, S M,

Ainsi nous sommes certains que les développements des séries au voisinage du choc sont valables & l'intérieur d’'un

. 0,I . -
cercle du rayon plus petit que _—52—6 Pour Jupiter, les séries donc convergent tant que | #— 1, ! < 0,0023 et pour

1,50 + —
\Y &0 )
la Terre tant que | # — #y| < 0,00013.

" I
Puisque ¢ — ¢, ::[ 7 du, on a (7 étant < 7—) 12—t << 0,58 % —uy1.
0
Ainsi la convergence des séries n’est pas assurée durant plus de 22 heures, en cas du choc avec Jupiter, et de 8 minutes
en cas du choc avec la Terre.

Nous avons vu au chapitre précédent que (en posant %, =0)

mut m(mi+2c¢)

—_ ] — Y -
6 120

mu®  m(mi -+ 2c')

P = —— o —— Syt
2 24

t—=



On voit que, si I'on néglige les huitiémes puissances de #, les développements ne peuvent pas donner le mouvement
avant le choc pour un temps supérieur dans le cas de Jupiter & 2 X 10~* seconde et pour le cas de la Terre
a 6 X 1071 seconde. De méme on trouve que 7, dans le cas de Jupiter et si I'on néglige les huitiémes puissances de u
est plus petit que 3 X 1078 unité astronomique et pour la Terre » << 10~ unité astronomique.

On aurait pu cependant s’attendre a trouver des résultats approchant, au moins comme ordre de grandeur, ceux que

définissent ci-dessus les domaines d’existence des intégrales holomorphes (t < 22 heures pour Jupiter, 8 minutes pour

I . . . I . .
la Terre, » < —= 5,2 unités astronomiques pour Jupiter et » << = unités astronomiques pour la Terre ).

3 ; . .
Il n’y a dans cette anomalie qu'une nouvelle conséquence de ce fait que le changement de variable dt = v du vend bien
pour v = o le mouvement végulier, mais les sévies qu'il fournit w'en sont pas moins trés lentement convergentes.

III. — Prévision théorique des chocs.

7. Supposons qu'on ait trouvé des développements en séries représentant le mouvement au voisinage d’un choc :
(B) { 0;= afu+adur+.. . +alur+. ..,

Bt + bl - B - BDun+- L,

les a}’ et b} étant des fonctions réguliéres de £!. Ces équations peuvent servir, comme on sait (1), & déterminer les ‘deux
conditions du choc.

P
Remarquons que, dans le cas de notre probléme particulier, a'/’ = 2 f—éa par conséquent au moins l'un des a'" £ 0;
z
-
b} =0, b} = —2mgm; b} = 0. Soit w; tel que a}’ 7% 0 et écrivons les quatre équations suivantes :

=L+ (B b b ) =X =0,
— L+ E (0P u+ b+, b ) =X, =0,
— G+ (0P + b w4 b ur ) =KX=,
—w, +(af u—+af w—+.. . +af) w—...)=X =o.

(C)

Les fonctions X;, X sont identiquement nulles pour » = 0 et au voisinage de # = 0 sont développables en séries entiéres.

Il est clair que nous pouvons écrire les équations (C) dans le domaine de convergence des séries en %, dont nous avons

trouvé les limites supérieures. -

D (Xh Xz» XS) X)

Prenons le déterminant fonctionnel DEL L a) il est égal pour » =0 a

GCir Gar Gy
0 0 o}
O 1 0 — 2mm, o
1Y,
0 I o) P .
1E
0 o = L
2 £°

Dans les formules (B), les coefficients dépendent des conditions « initiales », lesquelles sont relatives a I'instant ¢ = o,
c'est-a-dire a4 l'instant du choc. Ces conditions « initiales », nous allons les éliminer.
Nous venons de voir qu’on peut exprimer £9, 29, 21, # en fonction de Zj, £, £ et 'un des trois »;. En remplagant dans

-

les développements des deux autres oy, £%, £, £9, » par leurs expressions ci-dessus, on trouve

((D) 5 ")i':(pl (2_1) 22: ":,3) wl)v
'\ O)i":q)ﬂ(iia 22: Eu, 03/')-

() Voir Bisconcini, loc. cit., p. 3; KIVELIOVITCH, loc. cit., p. 3.
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Ainsi on obtient deux conditions qui seront développables au voisinage du choc suivant les puissances de 7;, %5, %,
et de o,.

8. M. Bisconcini a donné le développement de ces conditions (!) suivant les puissances de /7, 7 étant la distance des
deux corps qui se choquent. Il est facile de retrouver ce résultat dans notre cas. Prenons le dévcloppement
= ilu‘l—i— aut -+ agu .. aut-.
On peut tirer de la
U= oy T ¥ A= o\ A

On aura ainsi », développé suivant les puissances entiéres de p =\'7. En remplacant dans les développements

de ¢;, 2o, £3, la variable # par son développement en p, on a le systéme
(€) — i+ (Bip+Bipt+. . . +Blo+.. . )=F,=o0 (1=1, 2, 3).

D (Fy, Fy, Fy)
D& % 29)
puissances de &, &,, 23 et p, au voisinage du choc. En prenant les développements de deux quelconques des ©;, en
remplagant dans ces développements # par son développement’en p et ensuite les 2 par leurs développements en fonction

de %; et de p; enfin en ordonnant suivant les puissances de p, on met les conditions de choc sous la forme

Le déterminant fonctionnel = I pour s = 0. Par conséquent 2!, &3, 2 sont développables suivant les

1R

6 — lI"(E_I: Zzy E;-,, P);

0,=" (%,

(@)

AN

En remplacant w; et Z; par leurs expressions en fonction de %, v, 2, p., p., p-, on obtient des séries en o ne différant
pas au fond des conditions du choc établies par Bisconcini (?).

9. Mais toutes nos opérations de substitution et d’explicitation de fonctions implicites ne peuvent.en généval que
diminuer les vayons de comvergence des sévies. En tout cas, on ne posseéde pas de criterium a priorz permettant de savoir
s’ils sont ou non augmentés. Ainsi nous pouvons étre seulement sfirs que les conditions de choc trouvées sont valables
dans un domaine de convergence intérieur a celui des séries d’ott nous sommes parti. Et nous avons trouvé que le cercle
de convergence de ces séries est excessivement petit.

Supposons, par exemple, que nous cherchions & prévoir le choc d’une cométe et de Jupiter. Les conditions (@) ci-dessus
nous donneront la possibilité de décider si le choc aura lieu ou non seulement pour un intervalle de temps inférieur
a 22 heures. S'il s’agissait de la Terre, cet intervalle serait plus petit que 8 minutes. Encore faudrait-il que nous ayons
obtenu le développement général de nos séries. Si I’on se borne aux premiers termes de celles-ci, la prévision sera toujours
de 'ordre d'une tres petite fraction de seconde. Ainsi nous pouvons conclure que, au moins dans le probléme.3 trois
degrés de liberté, les prévisions de choc par la méthode générale, donnée par Levi-Civita et Bisconcini ne peuvent avoir
aucune utilisation pratique.

On peut étendre les raisonnements qui précédent au cas général du probléme des trois corps, en utilisant les rayons
de convergence des séries; trouvés par M. Sundman, au voisinage d’un choc. On peut aussi traiter le méme probléme
par les procédés employés dans notre présent travail, en utilisant la transformation de Levi-Civita. On trouve toujours
que les prévisions ne sont valables que pour un temps extrémement petit.

10. Les travaux des différents auteurs, sur le choc binaire dans le probléme des trois corps, se partagent en deux groupes :

1° Les travaux qui étudient le choc en 7égulavisant les équations différentielles au voisinage du choc. Ce sont les

travaux de Sundman qui régularisent avec la variable » = j %7 de Levi-Civita avec sa transformation de contact, etc.

(1) Dans le cas général du choc binaire dans le probléme des trois corps.
(?) Les conditions de M. Bisconcini sont en coordonnées polaires.



20 Les travaux qui traitent la question du choc, en étudiant les caractéristiques des équations différentielles au voisinage
des points d’une multiplicité singuliére.

Dans cet ordre d’idées, il faut mentionner les recherches de M. Chazy, qui a poussé trés loin I'étude des caractéristiques
singuliéres dans le mouvement des trois corps.

M. Chazy transforme les équations différentielles de telle fagon que la recherche de singularités du mouvement des
trois corps se rameéne 4 I'étude des caractéristiques singuliéres, traitées par Poincaré dans le cas des systémes différentiels
du premier et du second ordre dans son mémorable travail sur les courbes définies par les équations différentielles. (*).

Il faut remarquer que tous les travaux qui traitent le mouvement au voisinage du choc ou la question des conditions
de choc, soit par régularisation des équations différentielles, soit par ’étude directe des caractéristiques singuliéres,
permettent d’obtenir les développements en séries, dont le domaine de convergence est trés limité, ou du moins les
procédés d’investigation dont dispose I'analyse et qui permettent de s’assurer de la convergence des séries considérées,
leur assignent les limites trés faibles. Nous citerons les paroles de Poincaré (3) :

« L’étude des intégrales des équations différentielles dans le voisinage d'un point donné, quelle que soit son utilité au
point de vue de calcul numérique, ne saurait étre regardée que comme un premier pas. Ces développements, qui ne sont
valables que dans un domaine trés limité..., ne peuvent étre considérés comme une véritable intégration. »

Ainsi, si I'on envisage le cOté pratique de la question (on donne les positions et les vitesses des trois corps, décider
s'il aurait le choc ou non), les conditions des chocs données par les différents auteurs ne permettent de répondre a
cette question que pour un temps trés limité (abstraction faite des calculs des coefficients trés longs et pénibles, et de
Uincertitude sur ’erreur commise en utilisant un nombre limité de termes des développements). Ainsi tous les travaux sur
les conditions de chocs ne peuvent servir pour étudier les questions concrétes de systéme solaire.

11. Mais on peut se placer a un autre point de vue, tout différent, en étudiant gualitativement les caractéristiques
singuli¢res dans le probléme des trois corps pour obtenir quelques renseignements généraux sur ’allure du mouvement
dans les cas singuliers.

M. Chazy, dans son travail Sur le probléme rectiligne des trois corps (*) obtient de cette fagon des résultats nouveaux,
En éliminant le temps entre les équations différentielles et I'intégrale de forces vives, il raméne 1’étude des chocs 4 I'étude
des caractéristiques d’un systéme différentiel du premier ordre au voisinage d’un nceud pour le choc binaire et au
voisinage d’un col pour le choc triple quand la constante % des forces vives est égale & 0, et & I’étude des caractéristiques
du systeme différentiel de second ordre au voisinage des lignes de nceuds pour les chocs binaires et au voisinage d’un col
pour le choc triple, dans le cas ol % 2 o. Il forme aussi la surface de Poincaré, lieu des caractéristiques holomorphes,
aboutissant au choc binaire ou triple, et pour # < o il forme aussi la surface lieu des caractéristiques aboutissant au
point de vitesse nulle.

Ainsi M. Chazy forme les conditions des chocs binaires et triples en partant directement des équations différentielles,
en se passant des variables régularisantes, utilisées par les différents auteurs pour former les conditions du choc. De
cette facon, il obtient tous les résultats connus directement.

Nous indiquerons les résultats nouveaux obtenus par M. Chazy : Si un mouvement (dans le probléme rectiligne des
trois corps) présente deux instants de vitesse nulle, ou un instant de vitesse nulle et un choc symétrique de deux corps,
ou deux chocs symétriques de deux corps, ce mouvement est périodique.

Ce résultat il I'obtient grace a I'étude de I’allure du mouvement au voisinage du choc et de 'instant de vitesse nulle,
sans calculer des coefficients des développements et en utilisant la forme générale des équations des caractéristiques
singuliéres au voisinage des points singuliers.

Derni¢rement M. Kiveliovitch (¢) a étendu ces résultats au cas général du probléme des trois corps. Appelons

(1) Voir Buvres de Henri Poincavé, t. I, 1928.

(3) Loc. cit., page VI.

(®) Bulietin de la Société mathématique, t. LV, 1927, p. 222-268.

(%) Sur les points singuliers du probléme des trois corps (Bull. astron., t. VII, 1927, p. 89); Sur les vitesses nulles dans le probléme
des tvois corps (C. R. Acad. Sc., t. 194, 1932).

THESE BELORIZKY. $
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« événement singulier » dans le mouvement général le choc binaire ou la vitesse absolue nulle. M. Kiveliovitch montre
que le mouvement général des trois corps ne peut présenter qu'un seul événement singulier. M. Kiveliovitch obtient ce
résultat en régularisant le mouvement au voisinage du choc suivant les méthodes de M. Levi-Civita et en étudiant la
forme générale des coefficients dans les développements des conditions du choc ou de vitesse nulle. Les calculs sont assez
longs et les résultats ne se présentent pas d'une fagon immédiate comme les conclusions de M. Chazy basées sur I'étude
des caractéristiques singuliéres.

12. Dans un travail récent, Sur les multiplicités singuliéres du probléme des trois corps (*) M. Chazy applique au cas
général la méthode employée par lui dans le probléme rectiligne. Il généralise le théoréme d’existence des solutions
des équations différenticlles du domaine réel au voisinage des nceuds, cols et foyers dans le cas des équations du premier
ordre, et au voisinage des lignes de noeuds, de cols et de foyers dans le cas des équations du deuxiéme ordre.

En éliminant le temps et en prenant comme variables les rapports des coordonnées et les rapports des vitesses, il obtient
un systéme différentiel d’ordre 10. Il montre ensuite que I'étude du mouvement au voisinage du choc se ramene a I'étude
des caractéristiques holomorphes passant par les points de multiplicité singuliére. De méme, 1’extension du calcul par
lequel on forme en un col d’un systéme différentiel du second ordre la surface, lieu de caractéristiques, mise en évidence
par Poincaré, permet & M. Chazy de former directement les deux conditions de choc binaire. '

Si on voulait construire effectivement les développements de ces conditions par la méthode de M. Chazy, on serait
amené a des calculs bien longs et bien pénibles, car les équations différentielles deviennent trés compliquées quand on
élimine le temps. D’ailleurs, la formation de ces développements ne saurait présenter 'intérét pratique, car on ne serait
toujours assuré de la convergence des séries obtenues qu’au voisinage de l'instant initial. Mais sans nul doute on pourrait
obtenir d'une fagon directe et plus évidente les résultats de M. Kiveliovitch, en étudiant les caractéristiques qualitati-
vement, comme M. Chazy I'a fait dans le cas rectiligne du probléme.

(1) Bull. des Sciences mathém., t. LVI, 1932, p. 79-104.
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CHAPITRE IIL

POINTS SINGULIERS OU LA VITESSE S’ANNULE.

1. — Généralités.

1. Reprenons la transformation de Levi-Civita pour la régularisation du choc binaire en utilisant les variable
canoniques de Jacobi.

Soient x; les coordonnées de P par rapport a Py et #; les coordonnées de P’ par rapport au centre de gravité de P et P,,.
On a alors le systéme canonique

dx: _  OH dx,  OH
. at - op Tt 9p
(I) dpi __ OoH ap; _ OH
at — Ox dat 0%
(1=1, 2, 3),
avec ; /
H = 2p(pir g3 #) + S (- 7+ ) — {22 0 2 4 TR )
1 1 , M
H:%_Fﬁ’ H:m’(mﬁ—m)'

f étant la constante de gravitation.

Remarquons que les $; sont proportionnels aux composantes de la vitesse relative du corps P dans son mouvement
par rapport a Py, et que les p; sont proportionnels aux composantes de la vitesse de P’ dans son mouvement rapporté
au centre de gravité de P et P, ’

Nous supposerons que la distance

PP, —7— \/ m

- ¢'annule. En faisant la transformation indiquée par M. Levi-Civita,

dt —vdu et pi= %_, ’ %= 0% — 20)1‘2 0%,
on a le systéme canonique transformé
(o OH g O
du — % auw  ox’
) & W dn M
. dv o’ v~ Jp;
(t=1, 2, 3),
avec
H=7(H—-C)=o.
On a
b S I N T mom’
Hi= - pt+ 0";[5}* PV + b7+ 1) —f—;l— + S C] — [mom.
Pour 7 = o,
L m(bm .
'._zf I

wmy, M
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En se bornant aux premiers termes des seconds membres du systéme (1), on a

dwm;
du

Etant donné que pour » = 0, w2 = 0 (car » = w27 et £ 37 0), les seconds membres restent holomorphes méme au
voisinage d’un choc binaire imaginaire ou les x; ne sont pas tous nuls (%).

Mais la transformation ci-dessus fait apparaitre de nouvelles singularités qui n’existaient pas dans le systéme (I),
A savoir les points on £ s’annule, que ce soit dans le domaine réel ou dans le domaine imaginaire. En effet, si Z = o,

. p ape s . . . . Mo M
o devient o, car w?{ est différent de zéro [ puisque, si w2 =0,£=2f I—“—I # 0).
my | m

En se souvenant que £ = 7 (p? + p3 + p32), on voit que si £ = o, la vitesse relative des deux corps P, et P s’annule.
Quand on développe en séries, par la méthode de Levi-Civita, les intégrales du systéme (x), suivant les puissances
de u — u,, au voisinage d’un choc, les points ol la vitesse s’annule dans le domaine réel ou imaginaire interviennent

et limitent le rayon du cercle de convergence. C’est ce qui explique qu’il soit si petit quand onl'évalue par le théoréme classique
de Cauchy-Picard.

II. — Retour au probléme des deux corps.

2. Pour illustrer ceci, prenons le probléme des deux corps. Ecrivons les équations du mouvement sous la forme
canonique
{ dx __ JF dp _ JF

Al VAR e
(11) » ¥
ay _JEdg___ OF
at — og’ oy’
avec
B O e ok
F=_(ptq)— [ =h
En appliquant les transformations de Sundman et Levi-Civita, on a
d(x),‘ o ()F/
w05
i oW
au~ dw;
(1=1, 2),

(1) Remargue. — On a alors pour l'instant du choc
M =—z0) > oL
les w! ne sont donc pas nuls tous & la fois.

En écrivant les intégrales dans ce cas, on a
1 & .
;=0 — H prgutafuie.

par conséquent,

S Q)
mi:-—és o)y + Asu+. ., 0 =—u E oty +But+. ..,
d’ou
B, .
t—t‘.::—g- E w4+ gu—f—

Ainsi, au voisinage d’un choc binaire imaginaire, quand les # ne sont pas nuls tous & la fois, les coordonnées sont repré-
sentées par des séries en \/'# —¢,,.
On retrouve de cette fagon une proposition énoncée par M. Chazy (Voir C. R. Acad. Sc., t. 187, 1913, p. 1398).



olt
F—#(F—h)= gr(gb'-' @) — vh— f (g m) = 2_ — % — f(my+ m) = o.
En développant, on a le systéme
oy I (I1—2hn?)
auw T 2% ’
(2) dz; ,
T =—2hn;

(1=1, 2).

En ce qui concerne le probléme des deux corps, si I'on considére le systéme (II), les seules singularités sont des chocs
dans le domaine imaginaire. Les transformations successives de Sundman et de Levi-Civita régularisent les chocs, mais
les seconds membres du systéme (z) cessent d’étre holomorphes pour les valeurs % = o, ou7 V2 = 0. Par conséquent, les
développements des intégrales en séries procédant suivant les puissances de u — u, (%, étant la valeur initiale réelle
ou imaginaire) ne seront convergents qu’'a l'intérieur d'un cercle décrit autour de u, et passant par le premier point
singulier u#, pour lequel V2 = 24 g% = o.

Montrons que ces points #, existent.

Ecrivons le théoréme des forces vives sous la forme

l

t=Vir= fpu(z — g) pour le mouvement elliptique,

2fp pour le mouvement parabolique,

SNV
I

Kaay
i

f 1¢<2 -+ g) pour le mouvement hyperbolique

(r=my+ m).

3. Considérons le mouvement elliptique.
SiV=o0,0na
r—=2z2a=—a(1— ecosU),

¢ étant I'excentricité (¢ < 1) et U 'anomalie excentrique.

On tire
I
cosU=— =
<
En posant U = « - 8¢, on trouve
. ef—eB
sSmot ———— =— O,
2
eB e 3 I
oSt —— — - =,
2 €

Donc
a==(2k+1)T,

I+ \f'f—;— e*

~

<

ﬁ:argch§ =xlog

Ainsi, en appelant Uy les affixes des points singuliers dans le plan de la variable U, ol les vitesses s’annulent, on a

U= (2h+ 1w+ ilog VI E

<

aUu . . .
En remarquant que dy = ", on en tire, si pour U = 0, # = 0, nau = U, » étant le moyen mouvement.
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Ainsi ¢ étant donné, le rayon de convergence des séries en # — #,, u#, étant une valeur quelconque réelle de #, est

g

/ P
1 - _ ) SIyIT—et)
R_%‘—l\/[_(zk—t—li)'rr—nauo] -+ log (—————},

% (2 & + 1) 7 correspondant a la partie réelle du point critique le plus proche de Uq (Y).
Dans le cas général ol u, ne serait pas réel,

s . I. y
R'= w,—u, =— U,;— U,

U, étant toujours 'affixe du point le plus proche, ol la vitesse s’annule (fig. 9)

©p
3
" o
Uoe o
) <
v/ i
NS T
& Axe des ny
-Tn -bn -3n -n 0 |~ U, |3n 5n 7= )
o

Fig. 9. — @ désigne les aflixes de U_; § = log I—i_—‘/e'———i .

Si uy est réel, la valeur maxima que peut atteindre le rayon du cercle de convergence est

R,.= I /Tr"+logll+\/1—°£
na €
. . . . I
Soit U, la valeur de U, pour laquelle il y a un choc imaginaire, alors cos U, = -
<
Nous avons trouvé que pour V =0, cos Uy = — o Par conséquent le point singulier le plus proche de U, sera a la

distance 7. Soit #. la valeur de la variable # qui correspond 2 la valeur U, de la variable U. 1l résulte que si /'on développe

les »; et les £ sutvant les puissances de u — u., les sévies en u — u,. convergent seulement & I'intérieur du cercle de vayon P

On voit aussi que les séries sont valables pour une valeur du module du temps
|U,— U, — &(sinUs— sinU,,.IhI- —t— L,

t. étant I'instant du choc et £, I'instant ol la vitesse s’annule.

(*) 11 est d’ailleurs facile de voir que, dans le cas du mouvement elliptique, les intégrales sont

£ = n2a3(cosU +¢), Ey= n2a’ Y1 —e2sinU;
—sinU V1—zecosU
W= ——— Wy= A
an(x+ccosU)

fl

an(I—+ ¢ cosU)’
et -

o s 1—cecosU
E=mn?a’(1-+ ccosU), W=

#n2a(1+ecosU)

' . . ‘ I
On voit alors directement que pour cos U = — crE=oeto; = ==



On a d’ailleurs

T étant la période de révolution.

4. Dans le mouvement parabolique il n’y a pas de points singuliers ot la vitesse s’annule & distance finie, par conséquent
les intégrales du systéme (2) sont holomorphes dans tout le plan.

En effet, dans ce cas, on a

- f,—f,=const., o, =a, %+ b, Wy == d, % + b,;

a, a,, by, by sont des constantes.
Si 'on considére le mouvement hyperbolique, on trouve

Us=—=1 [i arc cos (— ;-) =+ zk-rc] s en prenant

I
arc cos <-—'g> , < T.

Les points pour lesquels V = o sont imaginaires purs et le rayon de convergence des séries dans le domaine réel est égal a

1 /I
R=— \/n‘-’a"uﬁ'—u— arccos‘-’K—— —>~
na €

On voit, en raisonnant comme précédemment, que si l'on développe les séries au voisinage d’un choc, ces séries auront
un rayon de convergence égal 4
I
T — 2 arc cos<g>

na

I .
(en prenant arc cos : dans le premier quadrant) .

III. — Influence des points singuliers envisagés ci-dessus.

5. Nous venons de voir que la transformation de Levi-Civita régularise bien les chocs binaires, mais gu’elle cvée de
nouvelles singularités, qui limitent la convergence des séries.

Etant donnée cette particularité de la transformation employée, si I'on cherche a étudier le mouvement pour toutes
les valeurs du temps, méme en se bornant au temps réel, on ne peut pas employer toujours les mémes variables. Ainsi
au voisinage d'un choc, les variables qui le régularisent sont w; £ et x;. p;, par exemple. En dehors du choc, quand les
distances mutuelles ne descendent pas au-dessous d’une certaine limite, on doit prendre pour variables x;, i, %i, pi.

C’est pour cette raison que M. Levi-Civita, sans plus d’explications, préconise la possibilité de choisir « les paramétres
canoniques Vi, g1 (b = 1, 2, ..., 6) définissant I’état du mouvement des trois corps » de fagon que ys gn coincident
avec x;, x;, pi, p; dans le domaine ol il n’y a pas de choc A craindre, et avec les variables canoniques régularisantes
dans le domaine out 1'une des distances peut s’annuler.

Mais comme, au moins dans une partie du domaine d’existence des intégrales (celle correspondant aux chocs possibles),
la convergence des séries qu’on peut obtenir est trés faible, on ne peut pas songer 2 utiliser ces méthodes pour les besoins
pratiques d’Astronomie, et cela méme si I’on trouvait explicitement les parameétres ys, g, & employer. On ne posséde pas,
en effet, d’autres moyens pratiques de recherche des intégrales des équations que les développements en séries des
puissances, méthode a laquelle on est d’ailleurs conduit par la définition méme des équations différentielles.
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CONCLUSIONS.

Nous croyons avoir établi que ni la méthode de M. Sundman, ni la méthode de M. Levi-Civita ne peuvent étre utilisées
pour les problemes concrets d’Astronomie. Si la méthode de M. Sundman permet d’obtenir effectivement, abstraction faite

des difficultés des calculs, les intégrales pour tous les temps, pratiquement, ces intégrales sont utilisables pour un
intervalle du temps excessivement réduit.

Les conceptions de M. Levi-Civita ne permettent pas non plus d’utiliser pratiquement les intégrales qu'on pourrait
obtenir suivant ses idées.

Dans les deux méthodes, la régularisation du mouvement au voisinage des points singuliers ne les élimine pas en fait
dans tout le plan de la variable indépendante, comme cela a lieu pour le probléme des deux corps, quand on introduit
la variable # (qui n’est autre, & un facteur prés, que 'anomalie excentrique).

Peut-étre trouvera-t-on un jour des variables ou des transformations permettant de régulariser tous les points singuliers
possibles dans le probléme des trois corps, 4 la fois dans le domaine réel et dans le domaine imaginaire, sans introduction
de nouvelles singularités, comme il arrive malheureusement avec le procédé de M. Levi-Civita. L’intégrale générale serait
alors représentée par des séries entieres, convergeant dans tout le plan de la variable indépendante.

Etant donné que, comme nous 1’avons vu, le calcul des coefficients des développements des intégrales, obtenues par les
méthodes générales, devient vite inextricable, on ne peut guére songer a utiliser ces développements que si 'on peut
se contenter d’'un nombre trés limité de termes,

Ce serait seulement si les séries étaient convergentes dans tout le plan de la variable indépendante, et de ce fait rapide-
ment convergentes, que 'on pourrait songer a les appliquer aux calculs effectifs de la Mécanique céleste.

Vu et approuveé :
Paris, le 2 mai 1933.
Le Doves pE Lo FacuLTé DES SCIENCES,
C. MAURAIN.

Vu et permis d'imprimer :
Paris, le 2 mai 1933.
LE RECTEUR DE L'ACADEMIE DE Paris,

S. CHARLETY.
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