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PREMIÈRE THÈSE.

EXTENSIONS

DE

THÉORÈMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL

DES FONCTIONS MÉROMORPHES

INTRODUCTION.

Lorsque M. Picard en 1879 a découvert ses deux théorèmes devenus
maintenant classiques, il a donné un essor nouveau à la partie des
études mathématiques concernant les fonctions uniformes. Dans le
premier de ses théorèmes il a démontré qu'une fonction entière prend
toute valeur finie a sauf une au plus, dans le second que plus généra-
lement une fonction uniforme prend autour d'un point singulier
essentiel isolé toute valeur a finie ou infinie sauf deux au plus (y, 1%
2», 3») p .

Après lui, à son tour en 1896, M. Borel a précisé le premier théo-
rème de M. Picard en démontrant que, si ƒ(5) est une fonction
entière d'ordre positif et fini p, l'exposant de convergence des racines
de ƒ (s) — x est égal à p pour toute valeur finie de x sauf une au plus.
Définissant ensuite Tordre p d'une fonction méromorphe il a démontré
plus généralement que si ƒ (s) est méromorphe d'ordre p et n(^) méro-
morphe d'ordre p'<^p, l'exposant de convergence des racines de

(1 ) Voir la bibliographie.

Thèse A. RALXH. I
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f {s) —11(5) est égal à p sauf pour deux fonctions l l ( - ) au plus
(6, 1% 2% 3% 4°).

Ces théorèmes ont donné naissance à une foule de travaux très
intéressants tantôt de nature qualitative comme ceux de M. Picard,
tantôt de nature quantitative comme ceux de M. Borel.

La puissante théorie des familles normales de fonctions édifiée par
M. Montel (g) a permis de découvrir de nouveaux résultats qualitatifs
plus précis que ceux de M. Picard. Ainsi M. Julia a trouvé en 191g le
théorème suivant :

Soit f (z) une fonction méromorphe possédant une valeur asympto-
tique; il existe une suite infinie de cercles F(n) d'équation

| z — œ(n) | — a(/i) | œ(n) ], lima(/i)r=o, limj x(n) \ = 00,

tel que f (5) prend dans Vensemble de ces cercles une infinité de fois
toute valeur sauf deux au plus (e, i°, 20, p. 127).

Il en a déduit qu'il existe au moins une direction (J) telle que dans
tout angle de bissectrices (J) il y a une suite infinie de cercles F(/i).

M. Valiron appelle (J) une direction de Julia.
En 1924 M. Milloux réussit à trouver indépendamment de la

théorie de M. Montel de nouveaux résultats (ƒ, i°). Il a démontré
que si ƒ (s) est une fonction méromorphe à valeur asymptotique, il
existe une suite infinie de cercles F(n) tels que, si z décrit F(/i), la
représentation sphérique de f (s) couvre toute la sphère de Riemann
sauf peut-être les environs de deux points, raison pour laquelle il
appelle les cercles F(/i) cercles de remplissage.

En 1925 M. R. Nevanlinna a publié sa remarquable théorie des
fonctions méromorphes basée' sur l'emploi de la fonction T (/•;ƒ)
ouvrant ainsi aux recherches de nouveaux chemins. Il retrouve,
généralise et précise des résultats de MM. Borel, Hadamard et
Valiron.

Dans plusieurs de ses mémoires M. Valiron a repris la théorie des
cercles de remplissage et poussé leur étude à un haut degré de perfec-
tion. H y a introduit la fonction T(r; ƒ) . 11 a démontré l'existence
de cercles de remplissage pour toutes les fonctions méromorphes pour
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lesquelles on a

(logr)* ^ ;

En 1928 (7; 3°) il a trouvé des résultats à peu près définitifs sur le
nombre n, des zéros de ƒ(5)—11(5) dans le cas où ƒ (5) est d'ordre
positif et 11(5) une constante ou une fraction rationnelle. Il a démontré
l'existence d'une suite infinie de cercles de remplissage d'équation

\z—j;(n)\ = oc(n)\a;(n)\i lim oc\(n) — o, Km' x{n) \ = cc.

dans lesquelles on a

Il découvre ainsi pour les fonctions d'ordre fini p l'existence d'une
direction (B) au moins, telle que l'exposant de convergence des
racines de f(z)— n(s) situées dans un angle quelconque de bissec-
trice (B) est égal à p sauf pour deux fonctions H(z) au plus. Le théo-
rème de M. Borel se trouvant ainsi complété il appelle (B) une
direction de Borel.

M. Milloux a repris et précisé la dernière étude de M. Valiron dans
le cas où 11(5) est une constante, trouvant (ƒ; 20)

",>a s(n)T(r„; ƒ)

et donnant ainsi aux résultats de M. Valiron une forme plus simple.
Puis M. Valiron a précisé encore davantage plusieurs résultats de
M. Milloux (i; 4°? 5°) et donné finalement à son théorème cette forme
simple et élégante :

Soit f (z) méromorphe d'ordre fini et positif'p et tel que l'intégrale

diverge; il existe une suite infinie de cercles T(n) d'équation

\ z ~ x(n)\ = a(n)\x(n)\, lim a(?i) = 0, Um\œ(n) | = 00,

jouissant de la propriété suivante : Pour chaque n, f (z) prend 5l(n

(]) Comptes rendus, t. 186, p. 1189-1191.



fois au moins dans T(n) toute valeur, sauf au plus celles qui sont
représentées sur la sphère de Biemann à Vintérieur de Vun ou de Vautre
de deux cercles de rayon Y](n), la série

2
\x(n)\?

étant divergente tandis que

converge. Il s"*ensuit qiiil existe toujours une direction (B) telle que la
série

A

étendue aux modules rq des zéros de f{p) — oo appartenant à un angle C
arbitraire de bissectrice (B) diverge pour tous les x sauf deux au plus.

Il a ensuite étudié les fonctions d'ordre p ̂ > -• En s'appuyant sur

une proposition antérieure ( i ; i° p. i34) il a précisé le dernier
théorème par Fénoncé suivant {i; 70).

Soit ƒ (5) une f onction méromorphe d'ordre p ̂ > -• Si la séide

relative à un petit angle A' de mesure inférieure à - diverge, il existe

dans tout angle A de mesuie supérieure à - et contenant A' à son

intérieur (au sens strict) une suite infinie de cercles T(n) adéquation

| x{n) \ = 00,

telle que dans F (n) f (s) prend dl(n)fois au moins toute valeur x sauf
au plus celles qui sont représentées sur la sphère de Biemann à Vintérieur

n

de Vun ou de Vautre de deux cercles de rayon 2 % la série

St{n)



étant divergente. Il s'ensuit qu'il existe toujours une direction (B) inté-
A

rieure à A telle que la série

2- "
A

diverge quel que soit Vangle C de bissectrice (B) et pour tous les x sauf
deux au plus.

Dans un travail récent («; 6°) il a précisé davantage encore la distri-
bution asymptotique des valeurs de / ( s ) dans certaines directions en
démontrant qu'à chaque direction (V) est attaché un nombre p(V),
limite pour tous les x sauf peut-être ceux d'un ensemble de mesure
linéaire nulle de l'exposant de convergence des racines de ƒ(*) — x
appartenant à un angle de bissectrice (V) et dont l'ouverture tend
vers zéro. Il appelle p(V) « l'ordre moyen » de ƒ ( - ) dans la direc-
tion (V).

En 1928 M. Biernacki (a) a donné une généralisation importante
du premier théorème cité de M. Valiron en démontrant que :

f(z) étant une fonction méromorphe d'ordre p, ïï(*) une f onction
méromorphe d'ordre p'<Cp &> £^>o un nombre arbitrairement petit, il
existe une suite de cercles F(n) d'équation

\z — x(?i) \ = oc(n) \ x{n) |, lima(«.) = o, limj a;(n) j =00,

dans chacun desquels f(z) — H(^) admet plus de x\(n)\P~E racines
quel que soit II(^) sauf pour deux fonctions exceptionnelles au plus. Il
en résulte qu'il existe toujours une direction (B) d'*argument <p telle que
Vexposant de convergence des racines des équations f(z) — H(^) situées
dans l'angle \ arg£ — cp j <^ z est égal à p? quel que soit t sauf pour deux
fonctions II(s) au plus.

Ce sont des généralisations de ce genre mises sous la forme des
théorèmes de M. Valiron dont il s'agit surtout dans le présent
travail (1).

Pour atteindre ce but nous généraliserons d'abord un théorème de
M. Valiron. ƒ, P , Q , R étant des fonctions méromorphes dans un

(') Un résumé a été publié dans les Comptes rendus, t. 192, p. 1189-1191.
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cercle (C) soit 91 la limite supérieure du nombre des zéros de
ƒ — P , ƒ — Q , ƒ — R dans (C). Nous calculons une limite supé-
rieure du nombre des zéros de f(z) — x dans un cercle concentrique
à (C) et de rayon vingt fois plus petit pour presque toutes les valeurs
de x. Cette limite est linéaire en 91 (théorème I). Nous en déduisons
une généralisation d'un théorème de M. Milloux donnant une limite
inférieure du nombre des zéros de f(z) — II(^) dans un certain
cercle, ïl(s) étant Tune ou l'autre de trois fonctions méromorphes
(théorème II).

Dans le Chapitre II nous établissons à l'aide de ce dernier résultat
et d'un théorème de M. Milloux l'existence d'une suite infinie de
cercles de remplissage pour toutes les fonctions ƒ (s) — II(^) dans le
cas où ƒ (5) est d'ordre fini positif ou nul et où II(^) vérifie des condi-
tions de la forme

(1) T[(i + a)r;U]<a*T(r;/)

dans le cas de l'ordre positif et fini, ou

dans le cas de l'ordre nul (a est inférieur à un nombre fixe) (théo-
rème III). Nous précisons ce résultat dans le cas de l'ordre fini et
positif (IV).

Dans le Chapitre III nous généralisons ensuite le premier théorème
cité de M. Valiron en l'étendant aux fonctions f(z) — II(^) où II(^)
vérifie une condition du genre (1) (V, VI, VII). Dans les cas particu-
liers nous retrouvons le théorème de M. Biernacki et nous complé-
tons un théorème de M. Nevanlinna en montrant l'existence d'une
direction (B) pour toutes les fonctions /(-s) — II(*), où ƒ et II sont
respectivement de la classe de divergence et de convergence de leur
ordre p (VIF).

Dans le Chapitre IV nous étudions les fonctions d'ordre p ̂ > - dans
le sens de M. Valiron en étendant son théorème déjà cité aux fonc-
tions ƒ (s) — I Ï ( J ) (VIII, IX).

Dans le Chapitre V nous démontrons en appliquant la méthode de
M. Valiron, qui lui a permis de démontrer son deuxième théorème
cité? que sur chaque direction (B) il existe une suite infinie de centres
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de cercles de remplissage pour toutes les fonctions ƒ(-*)— ü(^ ) , où
n(^) est une constante ou une fonction méromorphe. Ici encore les
théorèmes ont une forme analogue à ceux de M. Valiron (X, XI).

Le Chapitre Vil est consacré à des généralisations de deux théorèmes
de M. Milloux concernant les fonctions d'ordre nul vérifiant une
condition du genre (2) et les fonctions d'ordre infini pour lesquelles
on a une inégalité de la forme

Pour les fonctions d'ordre nul nous montrons l'existence de direc-
tions (J) pour f (s) — Iï(s) (XII).

Dans le cas de Tordre infini nous trouvons des cercles de remplis-
sage pour ƒ(3) — n(w), où Iï(-s) est d'ordre fini ou d'ordre infini
(XIII, XIV, XV). On en déduit pour ces fonctions des directions ana-
logues aux directions de Borel.

Le dernier Chapitre s'appuie sur Je théorème de M. Valiron con-
cernant Tordre moyen p(V) de f{z) dans une direction (V) quel-
conque. Nous nous bornons aux directions (V) d'ordre p(V)^>o.
Nous montrons que sur chacune de ces directions il. y a une suite
infinie de centres de cercles de remplissage d'ordre c(V) pour toutes
les fonctions /(s) —11(3), où 11(3) est d'ordre inférieur à p(V). On
en déduit que toutes ces fonctions ƒ(3)—11(3) sont dans la direc-
tion (V) d'ordre moyen p(V). Gomme dans le Chapitre V nous avons
essayé de donner aux résultats la forme du deuxième théorème cité de
M. Valiron.

Qu'il me soit permis pour terminer cette introduction d'exprimer
ici même toute ma reconnaissance à M. Valiron qui a inspiré et dirigé
ce travail et auprès de qui j'ai trouvé une aide constante.

CHAPITRE I.

NOTATIONS DE M. NEVANLINNA.

1. Soient ƒ (3) et #(3) des fonctions méromorphes dans un cercle
d'équation

| ! R
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n(\z — zo\ = r; f=g) désigne le nombre des racines de/(z) = g(z)
situées dans le cercle

chaque racine étant comptée autant de fois qu'exige son ordre de
multiplicité.

Si (F) est ce dernier cercle, on écrira aussi

On pose
', f=g\.

ou

On a donc

Les fontions N et T sont définies comme suit :

r e

I \

f-ff)

i

2 7T ^

log|A| = lo

log] A

!og

usieurs

log

. | = O

A

fois

Â +

Si A

logl

-h

log

-h

log
i

i' si | /

si | À j ̂  i .

•4-

A i — log

A|
•+-

i
I

Â
•

dB,

| | / A

= f [n(\s-zo\ = t;f=#)-n(\z-z0\

-h n( z — ,z01 = o ; ƒ = g) logr ;

[«( |5 — co | = «î ƒ — # = o c ) - « ( | 5 —£0

-h w(| 5 — 50 i o; ƒ — # = < » ) îogr ;

'A t

dl
= : o ; f — g= o c ) ] - -

= /« ( j 5 - =„ | = 7-; ƒ - g ) + \ ( | s - S|11 = /•; ƒ - ,̂  =
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c étant le coefficient du premier terme du développement de
(s) — g(z) autour de z0 nous écrivons

si £0 = o? nous mettons simplement C ( / — g ) .
On sait qu'on a, d'après M. R. Nevanlinna (h, 2°, p. 6),

Remarques préliminaires.

2. Nous utiliserons dans la suite souvent les inégalités suivantes de
M. Nevanlinna :

log|a-h b l^log] a\ ~\~ log] b \ -h Iog2;

<loel a 1 -h log! b I -h loff 2.log| a -h b | = log| a H- 6 | — log
a-h b

On a donc, / ( ^ ) et ^'(^) étant deux fonctions méromorphes,

m(r\ f+g)i>in(r\ ƒ) H- m(r\ g) -+- log2.

Or comme on a évidemment

N(r;/+^=oo)^N(r; ƒ=») + N(r; ̂ =00).

on en déduit

En particulier, si a est une constante,

T(r ; ƒ + a) ^ T(r ; ƒ) H- loga + loga.

Généralisation d'un théorème de M. Vaiîron.

Dans son mémoire (7, 3°, p. 77 et 81) M. Valiron a donné une limite

Thèse A. RACCII. a
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supérieure du nombre des zéros de ƒ(:;) — x dans le cercle \z — zx,\ =7',
connaissant une limite supérieure du nombre des zéros de f(z)— P(*0>
f(z) — Q( s ) j f{z) — R(^) dans le cercle \z — z{) j = 2r, dans le cas
où f(z) est méromorphe et P(^) , Q(- ) , R(^) rationnels. Ce théo-
rème a été précisé par M. Milloux ( i ) dans le cas où P, Q, R sont des
constantes, puis de nouveau par M. Valiron (-). Nous allons le
généraliser pour le cas où P, Q, R sont méromorphes. Nous appli-
quons la méthode de M. Valiron en introduisant comme M. Milloux
un théorème de Boutroux (c).

5. Soient ƒ ( - ) , P(^)> Q(-)> ^-CO ^ e s fonctions méromorphes
dans le cercle [ z \ = i\ a étant une constante, nous nous proposons de
trouver une limite supérieure du nombre des racines de f(z) = a
dans un certain cercle intérieur au précédent, connaissant une limite
supérieure du nombre des racines de ƒ — P , / — Q , ƒ — R dans le
cercle | z | = /•.

Si \z — zo\ = c est un cercle intérieur au cercle \z | — 7*, on a, en

( ]) Soit f(z) une fonction méromorphe daus le cercle \z \ = i, et n ^ prenant
pas plus de £fL fois trois valeurs a, by c dont les distances sphériques sont supé-
rieures à à. Dès que dt dépasse une constante numérique, le nombre des zéros

de f{~') — x intérieurs au cercle j z | = — est inférieur à

670 £>X H- i i l o g - + 11 loi?^?

d désignant la distance sphérique de x à une certaine valeur exceptionnelle
possible (ƒ; 2, p . 202).

(-) Si f{z) est méromorphe pour | s | < 1 et ne prend que dt fois au plus les
valeurs o, T, 00, le nombre des zéros de f(z) — x dans Je cercle j z \ < r < 1 est
moindre que

A51 B 1 , 1
77—rf ^jr^TT^r

sauf au plus pour les x représentés sur la sphère de Riemann à l'intérieur d^n
cercle C( r ; ƒ) de rayon â - < i . A, B, a, (3 sont des constantes absolues (t; 5°).
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supposant ƒ(^o) fini, différent de a, et A ^> i,

fit

Or comme on a

on en déduit

fia,)-a
s - s,, ! = p; ƒ) + logj a \ + loga,

f(zo
-h loerl a \ -h loc 2

Cherchons maintenant une limite supérieure de T(z— za=^z-1 ƒ )
en faisant intervenir les fonctions / — P , / — Q , ƒ—11. On a, en
écrivant T(ç) à la place de T( [ s — J 0 | = p ; ©),

d'où

d'ailleurs

de même

d'où

('a)

- Q) = T ( T C( ƒ -

i O-P i



de même

d'où

(A)

de même

d'où

(h)

de même

d'où

- 12 -

Q — P _ f— P

ƒ — P _ f — P R — Q R — P

f- <i

= T ( P > + Ï ( Q ) 2 l o g 2-

En ajoutant de ( i , ) à (iB) membre à membre, on trouve

d'où, en remplaçant dans ( i ) ,

( 2 ) n ( \ S - = 0 \ = £ ; f =

où les fonctions T du premier crochet du second membre sont
relatives au cercle \z — s01 = p et où Ton a posé

K'' ~ f-i) R-P

4. Pour limiter T ( F ) nous appliquons une inégalité fondamentale
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de M. Valiron (7; 3°, p. 72),

( 3 ) T ( ! z z * — 0 ; F )

• 36 log—l— + 12 log| F(^) | + log — ^

| = |utp; F = oo)]

-y -4- const. (/JE. >• 1).

On en déduit finalement

(4)

où Ton a posé

(5)

B =

36 loe •los

^

-f-log|al~h^^ö. const.

On remarque que l'inégalité (4) n'est utile que si F'(s0) n'est pas
trop petit, sans quoi il faut utiliser l'inégalité (2). Nous distinguerons
donc deux cas suivant que [F'(so) | est grand ou petit. Nous suppo-
sons bien entendu que le cercle \z — z01 = fjip est encore dans le
cercle [ s | = /•, et que F(z0) je 00.

Pour trouver une limitation des expressions (5), nous décomposons
les fonctions T en leurs composantes m et N, et nous les limiterons
séparément.

t>. LIMITATION DES FONCTIONS N. — Soit <D(Z) une fonction méro-
morphe dans le cercle |z | = r. Soit \z — zQ | = R un cercle intérieur
à | z i = 7\ Si P1, P2J . . . ? Pp sont les points intérieurs à | z — zQ | = R,
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en lesquels on a 9(5) — /;, et si 9(^0) p^ &3
 o n peut écrire

où M est le point d'affîxe <s0. Or le dénominateur peut être limité par
le théorème de Boutroux, que nous utilisons sous la forme de
M. H. Cartan (rf; p. 18) : P n P 2 j . . . , P/; étant p points distincts ou
non d'un plan et h un nombre positif arbitraire, on a

point M, sauf peut-être pour des points qui peuvent être
enfermés dans des cercles en un nombre au plus égal à p dont la somme
des rayons est ieh.

Nous en déduisons que dans toute bande de largeur K, formée par
deux courbes parallèles, il y a au moins une courbe (B)? parallèle
aux courbes frontières de la bande, telle qu'en tout point M de (B),

l'inégalité précédente est vérifiée, pourvu qu'on prenne h <^ j—

(par exemple A = — y Nous appellerons une telle courbe (B) une

courbe de Boutroux. Pour un tel point M d'affixe zQ on a donc

R/' , i?.R

Si g est une constante numérique supérieure à 1, ce qui aura tou-

jours lieu dans la suite? on a donc

N(| j —SO | = RÏ 9 ~ £ ) <const./7.

6. (H,) . — Revenons à notre problème. Soient 91 le plus grand
nombre des zéros de / — P? ƒ — Q, / — R, et n le nombre des zéros
et des pôles de l'ensemble des fonctions P, Q, R, P — Q? Q — R?

R — P dans le cercle [ z | = r de centre O.
Définissons une courbe (B) relative à l'ensemble de toutes ces fonc-

tions? c'est-à-dire relative aux points P,3 P2 ; . . ., Pp en lesquels on
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(z) = o, avec

ƒ - 1', ƒ - Q, ƒ - K, P, Q, R, P - Q, Q - R, R - 1*,

Tï ' / " \ ' I I ' lïP ' Q ' R ' P — Q ' Q — R R — P

Nous considérons d'abord une bande formée par deux droites paral-
lèles situées à une distance — du point O. La courbe de Boutroux
correspondante est une droite (D). Nous considérons ensuite la bande
formée par la couronne circulaire de centre O', projection de O sur
la droite (D), et dont les cercles limites ont pour rayons - et —|
La courbe de Boutroux correspondante est un cercle (C) de centre O'.
Nous prendrons comme courbe (B) l'ensemble formé par le cercle (C),
et la partie de la droite (D) intérieure à (C), c'est-à-dire son diamètre.

Dorénavant, le point z0 de (2) ou (4) sera toujours sur la
courbe (B). On choisira les constantes A et ^ de façon que le cercle
z— z0 j = 2 contienne toujours le cercle |^ | = —> et que le cercle
z — zQ | = pip soit toujours intérieur au cercle | z | = r. Pour cela, il

suffît par exemple que le cercle \z — ̂ 0 J = p ait son centre sur (B),
soit tangent au cercle z = -^-r et qu'on prenne

. k i3 16a
10

Dans ces conditions, on voit immédiatement que toutes les fonc-
tions N intervenant dans (2) ou (4) sont limitées supérieurement par
l'expression

(6) A05t -h Borc,

où Ao et Bo sont des constantes numériques.
Distinguons alors les deux cas annoncés à la fin du n° 4 .

PREMIER CAS. — En un point z0 de la courbe ( B ) O / Z Ö

Cherchons d'abord une limite supérieure pour C (5). Nous choisi-
rons pour £0 le premier point satisfaisant à l'inégalité précédente,
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rencontré en cheminant sur (B) à partir de O'; on a donc en appe-
lant O' l'affixe du point O'

donc
log| F(-.) I < 1?(O') | -h const.

Nous supposons maintenant / ( O ' ) fini, sans quoi on prendrait un
point voisin de la corde (B) comme le centre du cercle (B). De même
nous supposons f(z0) ^lIih quitte à remplacer z0 par un point voisin s'a

rencontré avant z0 et en lequel on aurait, par exemple,

En choisissant ensuite P (z) et Q (s) de façon que l'on ait

/•(O')-P(O')

on peut écrire
/(O')-Q(O')

i7) log|F(O')||loè
R(O')-Q(O')
R(0') —P(0')

= log i-t-

^log|P(0')|H-log|Q(0')

p(çy)-Q(O')
R(O/)-P)O/)

I

R(O')-P(O')
2 Iog2.

loga.(h) C ( / - Q),e=log|/U) - Q(-o) i^log|/(-o) i •

En tenant compte des inégalités (i7) et (4) ? on trouve finalement

(7) C < 12 logi P (O') | -h i2log;Q(O') | + 12 log
P(0') —

-h A±n -h const. -h ( lo

En tenant compte de (6) et de Thypothèse (H,) on trouve immé-
diatement

(8) A < À 2 5 t H-B2n.

Limitation des fonctions m.

7. Pour limiter la quantité B (5) nous sommes obligés de faire une
nouvelle hypothèse permettant de limiter les fonctions m intervenant
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dans B. M. Valiron nous a suggéré de limiter la moyenne superficielle
de façon que P, Q, et R diffèrent sensiblement et que en même temps
P et Q ne deviennent pas souvent trop grands. Supposons donc qu'on
ait relativement au cercle [ z | = r,

(H*} i
où W est l'une quelconque des fonctions P, Q? p __ Q> Q _ ^ R _ p*
On s'appuie alors sur le lemme suivant :

Soit *P\^) une fonction méromorphe dans un cercle de rayon ?\ Si
l'on a pour ce cercle

il existe dans toute couronne

intérieure au cercle | z \ = r au moins une circonférence \s — s01 = r0

telle que l'on ait

(Pour plus de clarté, nous reporterons la démonstration de ce lemme
à la fin de ce paragraphe. )

8. Le premier terme par exemple du second membre de B (5)
s'écrit

Comme le cercle \z — z01 = ? est tangent au cercle | z | = f i — ̂  )r?
il existe dans la couronne, formée par ce cercle et le cercle concen-
trique tangent au cercle )z \ = r, une circonférence \z — z \ = rQ pour
laquelle on a

Thèse A. RAUCH.
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Nous avons évidemment, d'après l'hypothèse (H< ),

Or comme la fonction T(r) est non décroissante, on a donc

En procédant de la même façon pour les autres termes de B (5), on
trouve finalement

(9) B<B,/i-hC4log-J.

Les hypothèses (H3) nous permettent maintenant de limiter davan-
tage la quantité C (7). Nous avons par exemple pour un cercle quel-
conque de centre O' et intérieur au cercle | z \ = 7*,

loi»

En faisant intervenir comme tout à l'heure une couronne centrée
en O', intérieure au cercle |s[ = r, et dont les rayons sont dans un
rapport constant avec r? on y trouve encore un cercle pour lequel on
a, d'après l'hypothèse (H2) ,

Or comme on a dans tous les cas, d'après l'hypothèse (H^),

on trouve

ci

Nous pouvons appliquer le même procédé aux termes analogues du
second membre (7).

Nous trouvons ainsi

(10 ) C < B .̂( n -4- G., log — -+- const.

^ _ a | -*- loSl/(5o) i + log| a | j .



— 19

Finalement on a

/zMs — ~ o l ~ ^ ; ƒ = a

< a dt -h (3 n -h y log-^

i

La dernière parenthèse est de la forme

-hconst.

A-B

Pour limiter une expression de ce genre, considérons deux cas :

ài° L'un au moins des ^nombres |A | ou | B | est inférieur à ^; soit

On a

d'où
logl A | = Log| A - B + B | ̂ Iog| A - B | > Iog| B | + loga,

P g log
A

A

i

—

i

—

B

B

Iog| A — B | + a log| B | -h Iog2

2 log| B |

En supposant

on a donc

| À - B | > d ,

2° Aucun des nombres | A | et | B | n'est inférieur à -• On a donc

d'où
log |A| = log|A|, log |B | = log B | ,

AB
P = los

A - B
A "" B



représente la distance des inverses des points z = A et z = B

par rapport au cercle | z = i. En supposant donc la distance sphérique
des images sphériques des points z = A et z = B supérieure à S, on
voit facilement que Ton a

P < const. logTr-
o

Ceci reste naturellement exact dans le premier cas. On en déduit

I I / I l \

< ocâZ -4- p/i ~h Yi 1°R~~Ï + Ŷ  l°g-s H- const. ( f/ < ? J < - h

quel que soit a, sauf peut-être pour les a dont les images sphériques
peuvent être enfermées dans un cercle de la sphère de rayon o.

Comme le cercle \z — z01 = ^ contient le cercle | z | = — » le second

membre de (i i) limitera a fortiori le nombre des zéros de f{z) — a

dans I -s I = —
1 ' 20

DEUXIÈME CAS. —En tout point z de la courbe (B) on a

On en déduit comme plus haut

loglF(x;)]<log|F(O0|-Hconst.<B//i-f-G/log^H-const.

Si r, est le rayon du cercle (B) on a donc

m (| s — 0' \ = r,, F ) < Bf n 4- C' log ^ -h const.,

N ( j z — O' | = ?\ ; F = oo)< A7/5T -H B/;/i + G;/ log i -h const.
Ce

Appliquons (2) en y faisant z0— Of, p = /*,. D'après les inégalités
précédentes on a :

5 — O' | = r4 ; F ) < A"'31 -h Wf n + G/ff log »

Les autres termes intervenant au second membre de (2) se limitent
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comme dans le premier cas, et comme le cercle \z — O'| = -=• contient

encore le cercle z 1 = —? nous avons finalement le théorème :

I. Soient f(z), P(*)j Q(5)? R(z) des f onctions méromorphes dans

un cercle de rayon rydeto des nombres donnés inférieurs à - > dt le plus

grand nombre des zéros des fonctions f—P, f—Q? ƒ — ~R et n le
nombre des zéros et des pôles de Vensemble des JonctionsP, Q, R? P — Q,
Q — R, R — P dans ce même cercle. Si dans ce cercle

le nombre des racines def(z) — a dans un cercle concentrique de rayon —

est au plus égal à

adt-\- (3/i H- y! log-x H- y3 log^ -b const.,

sauf au plus pour des valeurs a dont la distance sphérique (sur la sphère
de Riemann) à une valeur exceptionnelle possible est inférieure à o.(a,
P? Yi ? T̂  sont de$ constantes numériques).

9. Donnons maintenant la démonstration du lemme.
Soit W(z) une fonction méromorphe dans le cercle \z | = i\ Suppo-

sons qu'on ait dans ce cercle

Nous avons donc a fortiori dans la couronne (s) définie par

supposée intérieure au cercle {z j = r,
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c'est-à-dire

Ï k' „ 2 7î

-V, f tdtf log|V(5o-4-<cIÖ)|rf9<A.

k

Le premier membre s'écrit encore

I k

Or comme la dernière intégrale est supérieure ou égale à

k

on a? a fortiori,

Yr J

II y a donc dans l'intervalle T<t<Tf au moins une valeur
telle que

où G est convenablement choisi. Car, s'il n'en était pas ainsi, on aurait

II y a contradiction si l'on prend ce dernier terme supérieur à A.
On voit qu'il suffit de prendre

i k*kf

10. Faisons dans le théorème I dz= o = e"01. On obtient comme
limite supérieure des racines de /(-s) — x

A = a'«9t-h (3n-h const.
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L'ensemble exceptionnel est inclus dans un cercle de rayon e~tn. Si
deux valeurs x sont à une distance sphérique supérieure à e~t9r, Tune
d'elles au moins est extérieure à l'ensemble exceptionnel. Si l'on sup-
pose ensuite que le nombre des zéros de f—x correspondant à ces
deux valeurs de x est supérieur à A, on se met en contradiction avec
le théorème I, de sorte que l'une au moins des hypothèses de ce théo-
rème ne sera plus exacte. On obtient ainsi immédiatement le corol-
laire suivant, généralisation d'un théorème de M. Milloux ( ƒ ; 2°,
p. 202) :

I'. Soit P? Q, R w/z système quelconque de trois fonctions méro-
morphes dans un cercle C de rayon r, et vérifiant dans ce cercle Viné-
galitè

Supposons que le nombre des zéros et des pôles des fonctions P , Q, R,
Q — R, P — Q? R — P dans le cercle (C) soit inférieur à £31, où t est
inférieure à une certaine constante numérique <^ 1. Si la fonction ƒ*(*),
méromorphe dans le cercle (C), prend dans le cercle concentrique à (C)
et de rayon 20 fois moindre, plus de 9t fois deux valeurs, dont la dis-
tance sphérique est plus grande que e'31, V équation f— II = o, où II est
Vune au moins des fonctions P, Q, R, admet dans le cercle (C) plus de
kdt racines.

k est une constante numérique. Le corollaire est valable dès que dl
dépasse une certaine constante numérique.

1 1 . On déduit immédiatement du théorème I une généralisation
d'un théorème de M. Milloux (ƒ ; 20, p. 2o3). Soient ƒ(*) , P (s ) ,
Q(JS); R(*) des fonctions méromorphes dans une région (À) conte-
nant à son intérieur un domaine (D). Partageons le domaine (D) en
p domaines partiels (D, ), (Da), . . •, (Dp). Soit (I\) le cercle concen-
trique au plus petit cercle contenant (Dt-) et de rayon 20 fois plus
grand. Nous faisons les hypothèses suivantes :

i° Le nombre des zéros de f {2) — a dans la région (D) est supé-
rieur à M pour certaines valeurs de a\



2° Le nombre des zéros et des pôles de l'ensemble des fonctions P,
Q, R, P — Q, Q — R, R — P dans la région (A) est égal à rc;

3° On a, relativement à chaque cercle (F,-), i = i , 2 , . . . jt>,

4° Le nombre des zéros de ƒ — P , / — Q , f—R dans chaque
cercle (F^) est inférieur à 51. Le théorème I nous montre alors que
dans un quelconque des domaines (D,) le nombre des zéros de f(z) — a
est inférieur à

I +

a dl -h (3 n -h Yi log -3 -h Ys log a —
• const.,

où Ai désigne une certaine valeur exceptionnelle possible pouvant
dépendre de (D(). Par conséquent le nombre des zéros de / ( ^ ) — a
dans le domaine (D) est inférieur à

• c o n s t .

Pour limiter le dernier terme, supposons l'hypothèse i° vérifiée

pour toutes les valeurs a du cercle | z | < - 3 de façon à pouvoir appliquer

le théorème de Boutroux-Cartan. Nous prenons comme valeur de a

l'affixe d'un point de Boulroux du cercle [ z | < - pour lequel on a

a étant choisi ainsi, le nombre des zéros de f(z) — a dans le
domaine (D) est inférieur à

apdt -+- j3/m -h Yi/? log -3 -+-p const.,-3

où a, P, Ŷ  sont des constantes numériques. Nous mettons l'hypo-
thèse i° en contradiction en prenant

M=p[(ot const.] =p(kdl -4-
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En supposant n < — > on en déduit le théorème :

IL Soient f(z), P(-s), Q(^)? R(^) des f onctions méromorphes dans
une région (A) du plan contenant à son intérieur un domaine (D). On
partage le domaine (D) en p domaines partiels et Von construit les
cercles (I\) concentriques aux plus petits cercles contenant les domaines
partiels (D,) et de rayons 20 fois plus grands. On fait les hypothèses
suivantes :

( Le nombre des zéros dans f(z) — a dans (D) est supérieur à M pour
(c ) <

) toutes les valeurs de a pour lesquelles on a\a\•<3"
M

L,e nombre des zéros et des pôles des fonctions P, Q, R, P — Q, Q — R,
e MR — P dans (A) est inférieur à (ou e est inférieur à une certaine

constante numérique inférieure à 1).

Alors il existe nécessairement un cercle (T\) à Vintérieur duquel Véqua-
tion f— II = o, II étant Vune au moins des fonctions P , Q, R, admet

M
plus de c— racines, c est une constante numérique. Le théorème est

valable dès que — dépasse une certaine constante numérique.

Remarque. — II est évident que II est encore exact si l'hypo-
thèse (e<) est vérifiée pour les valeurs ay dont la représentation sphé-
rique est incluse dans un cercle de rayon -•

CHAPITRE II.
SUR LES CERCLES DE REMPLISSAGE DES FONCTIONS MÉROMORPHES

DANS LE PLAN SAUF A L'INFINI.

12. Nous allons généraliser quelques-uns des théorèmes établis par
MM. Valiron et Milloux sur les zéros d e / ( ^ ) — II(*) dans les cercles

Thèse A. RAUCH. 4
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de remplissage, f(z) et II(^) étant des fonctions méromorphes sauf à
Tinfîni. Nous nous appuierons pour cela sur des théorèmes établis par
ces auteurs dans le cas où les H sont des constantes en adaptant leurs
méthodes à ce cas un peu plus général.

15, M. Milloux démontre le théorème suivant ( ƒ ; 2°, p. 206) :

Soit f(z) une fonction méromorphe d''ordre nul ou fini. Dans la cou-
ronne C(/*, R) définie par

r < | s | < R ,
le nombre des zéros de /"(-s) — a est supérieur à

pour toutes les valeurs de a dont les représentations sphériques sont
incluses dans un cercle de rayon - » et ceci dès que Von a

2

T(R)>c(/), T(R)>

c ( / ) est une constante dépendant uniquement de f(z).

14. Nous allons appliquer à cette couronne le théorème II. Intro-
duisons les notations de ce paragraphe. Partageons le plan par des
demi-droites issues du point z = o en angles égaux de mesure a. Leur
nombre est — * Traçons ensuite les cercles

= I , 2, . . . ,

de façon à diviser la couronne C(r, R) en p quadrilatères curvilignes
semblables. On voit qu'on a

d'où en prenant a assez petit
, R

p = —;—const.
1 a2

Les cercles (F,:) dépasseront un peu la couronne C(r, R) mais ils



- 27 -

restent dans la couronne

Nous prendrons donc cette dernière comme domaine (A) et la pre-
mière comme domaine (D). La condition (c,) sera vérifiée, si Ton
prend

K4

Passons à la condition (c2). Soit 77 le module du centre du
cercle (F*); son rayon est (r,aconst.). Soit (Q,) la plus petite cou-
ronne de centre z = 0 contenant (F,). Elle a pour rayons ri9 r2 :

(1 —

On a évidemment

Or comme on a quel que soit

on a aussi

De même, on trouve pour les autres termes de la condition (c2)
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Or on a

P) + T(r; Q ) ~ C(P —Q) + log2.
Donc

<co^st. j T[(n-i5«)R;P(*)]

H-T[(i + i 5 a ) R ; Q ( 5 ) ] - C ( P -

et deux expressions analogues en Q — R et R — P. La condition (c2)
sera donc renforcée par

^ ^ J 3 T ( R ' ; P(*)]-f-3T[R'; Q(z)] + 2 T[R'; R(s)]

_C(P-Q)-C(Q-R)-C(R-P) + 31og2J<-.
R'=(H-i5a)R.

En tenant compte des valeurs de M et p on voit donc que la con-
dition (c2) sera vérifiée si l'on a

R
R

/ )
2 const., <?(s) = P(*), Q(*), R(a);

- a ^ r ( R
R

/ )
2 const.,

Passons à la condition (c3). On a par exemple

N[(n-i6«)R; P(*)=oo]

d'où
n[(iH-i5a)R; P(^)~c

i + ioa
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Le dernier membre limite a fortiori le nombre des infinis de P ( s )
dans (A). On procédera de même pour les infinis de Q? R? P — Q,
Q — R, R — P. Pour ces derniers on a évidemment des inégalités de
la forme

»[(i + i5a)R; P(*) - Q(s) = oo]

L'ensemble des infinis de P, Q, R, P — Q, Q — R, R — P dans (A)
est donc limité par

j T[R'; P(s)] + TLR'; Q(s)] + T[R'; R(s)] }•

Pour limiter le nombre des zéros de ces mêmes fonctions dans (A)
on écrira

et deux expressions analogues pour Q(^) et
De même

n[(n-i5«)R;P(a)-Q( s) = o]
const.

<

a

const.

L'ensemble des zéros de P, Q, R, P — Q, Q — R, R — P dans (A)
est donc limité par

^ 5 ! ' { 2T[R'; P(s)] -4- 2T[R'; Q(s)] + 2T[R'; R(s)] — C(P)

- C ( Q ) - C ( R ) - C ( P - Q ) - C ( Q - R ) - C ( R - P ) + 31oga|;



- 30 -

On voit donc que la condition (c:!) est vérifiée dès que Ton a

î?003< / C Sp\,T(R;/) ,

Nous vérifierons évidemment (i) et (2) à la fois par les seules iné-
galités (2), en y faisant et = a, a étant choisi assez petit. On en déduit
finalement :

III. Soient j\z) une fonction méromorphe d)ordre nul ou Jini\
l̂ C-3)? Q(*)> ROO w n système quelconque de trois fonctions méro-
morphes. Supposons vérifiées les conditions suivantes :

(DM) T(r; ƒ)>*(ƒ), T(R; ƒ)

(e)

(S) = P(S), Q(s), R(5), P(s)_Q(S), Q(s)-R(3), R(s)-P(c),

Alors il existe dans la couronne C(r, R) un point (Vafjixe
x(r <C | x | <^ R) centre d'un cercle (F) adéquation

à Vintérieur duquel le nombre des racines de f{z) — Tf(s), oü 11(5) est
l^une au moins des f onctions P ( s ) , Q(s)> R(-s)j w* supérieur à

Le théorème s'applique dès que nx et - dépassent des constantes

numériques.



Application aux fonctions méromorphes d'ordre positif.

18. Nous allons d'abord montrer que la condition ( Jll) est vérifiée
pour une suite infinie de valeurs de 7*? si Ton prend pour C(r, R) des
couronnes d'épaisseur relative finie.

Prenons - = P . La condition ( Jtl) se réduit à la suivante :

ï ( ** r ; ƒ ) > 24 T ( kr ; ƒ ) ( r > r0 ).

Soit p l'ordre de la fonction/(p ^> o). On sait que l'intégrale

diverge quel que soit ^<^p. [On écrira dans la suite T(r) au lieu
de T(r ; ƒ) . ] Or on a, en posant

Par conséquent la série

(4)

diverge, quel que soit A <^ p. Or? supposons qu'on ait à partir d'une
certaine valeur/) de l'indice n

(5) T(r/i)^

on en déduit

n~(rn) T( / V )

Si nous prenons ^ <^i, le crochet restera fini et la série (4) ne
pourrait plus diverger. Nous démontrons ainsi deux faits :

i° Quelle que soit la valeur initiale r0 de i\ il existe une infinité de



— 32 —

nombres de la suite

r0 , Âr0) k2r0, . . . , k>*r0,

(quel que soit A <^ c)? pour lesquels on a

(6)

2° Si nous supprimons dans la série (4) tous les termes pour
lesquels on a (5), la série des termes restants est encore divergente.
Nous avons donc une série divergente (4')? qu e l °[ue so^ ^ <C P?

Faisons correspondre à chaque terme 7
n de la série (4') la cou-

n

ronne ( ™S rflj. Comme on a

cette couronne peut contenir le centre d'un cercle de remplissage [il
suffit que les conditions (C) soient vérifiées et que Ton ait r^>r0] . Si
ces couronnes ont des parties communes ou se touchent, il peut arriver
que certains cercles de remplissage soient comptés plusieurs fois. Afin
qu'il n'en soit certainement pas ainsi il suffit de supprimer dans (4')
assez de termes, pour qu'à chaque terme de la série ainsi modifiée

puisse correspondre une couronne ( jlj rn\ n'ayant avec les autres

couronnes aucun point commun. Mais pour que cette opération soit
intéressante, il faudrait naturellement que la nouvelle série diverge
encore. Or nous allons démontrer qu'on peut supprimer, de trois
termes consécutifs de (4;)? pour lesquels les couronnes se touchent,
chaque fois les deux premiers sans changer la divergence de la série
ainsi modifiée. En effet on a, dans ce cas,

Après avoir supprimé o, i ou 2 termes consécutifs partout où cette
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opération est nécessaire, nous avons finalement la série divergente (4")

(quel que soit X <^ p).
Or (4") restera divergente si Ton prend A = X(/z); fonction de /i?

tel que

l(n) <p, limX(n) = p.

Nous pouvons modifier ensuite la série

i'T(rn)

sans changer sa divergence en supprimant tous les termes inférieurs
ou égaux aux termes de même rang de la série convergente

car Fensemble de ces termes supprimés forme une série convergente.
Nous aurons finalement une série (4"0J

T(r„)>24T(^),

divergente, où chaque terme vérifie

Donc en posant

l(n) = p — y(n) [KmY3(w) = o], .

on a pour n assez grand, en remarquant que ƒ (s) est d'ordre p,

r r W < T(rB) < rr i ( n ) , Km e±(») = o.

Nous pouvons donc appliquer le théorème III dans la couronne

yp 'ft) correspondant au wièmc terme de la série (4ff/)* On obtient :

Thèse A. RAUCH. 5



IV, Soit f (z) une fonction méromorphe d'ordre positif. Étant donné
un nombre a, il existe une suite rK, r2, . . ., r„, . . . de valeurs de r,

jouissant des propriétés suivantes

2° La série

diverge quel que soit X < X ( n) <^ p ; lim X ( n) = p ;
3° iSV II(^) ^ ï «ne fonction méromorphe telle qu'on a

+ a)r„, H]< a*T(r„, ƒ),

i7 existe dans la couronne ~ < | ̂  | < 7*,t MTI pom^ d^affixe a?(n), centre

d'un cercle de rayon a | J?(W) |, à l'intérieur duquel le nombre des zéros
de f(z) — n ( s ) erf supérieur à

toutes les f onctions Il(z) pour lesquelles on a

C(n-n J lH)>—«*T(/-„,/).

nOi„(-5) eï niiW(-s) ^onf rfew^r fonctions exceptionnelles possibles, véri-
fiant les conditions

C(nO(ll)>-a*T(r„, ƒ),

C(n O | I l -n i i B )>-a 4 T(r n , / ) .

Le théorème est applicable dès que a est plus petit qu'une certaine
constante numérique.

Remarque. — Si l'intégrale
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diverge, c'est-à-dire si ƒ (s) est, d'après une classification de M. Valiron
de la classe de divergence de son ordre, on peut remplacer dans IV
partout X par p.

III et IV sont des généralisations de deux théorèmes de M. Milloux
( / ; 2°, p. 207, 209).

Cas particuliers.

16. i° Considérons d'abord le cas simple des fonctions 11(5)
d'ordre p'<^ p. Étant donné £^>oon peut écrire

T(r«; ƒ)>/«-*, /•„>/•(ƒ, e),
T ( r ; n « ^ , r £r(II, e);

d'où
l, e).

Le théorème IV sera donc applicable dès que l'on a

ou encore

Comme a est une constante, ceci a lieu à partir d'une certaine
valeur rn^> r(e). Si l'on a par exemple

quelque petit que soit e, prenons X = p — s, d'où p ' ^ X ^ p . Il est
évident que la condition

C(IT) > - a * T (#•„;ƒ)

sera vérifiée à partir d'une certaine valeur r(II, a), si l'on suppose

A chaque fonction II correspond un r(II? E). et un r(II, a). Or comme
la série (7) diverge, il en est encore ainsi de la série
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On peut donc appliquer IV à toutes les fonctions Tl(z)=éo et
d'ordre inférieur à p.

2° Un autre cas plus général est celui des fonctions II(^) pour
lesquelles on a, quel que soit /«^> i\,

(',) T[(n-a)r„;n]<a*T(r„; ƒ).

Supposons par exemple que ƒ vérifie

(4)

où A est une constante positive. Pour avoir (^ ) il suffit

ou encore

ou encore

Ceci a lieu pour toutes les fonctions II pour lesquelles !.—- tend
vers zéro. A chacune de ces fonctions II correspond un nombre r(II)
tel que Ton a (z*3), r, = r(II). On raisonnera ensuite comme dans le cas
précédent.

Remarque 1. — Les fonctions telles que (z2) se présentent assez
souvent. Il en est par exemple ainsi si Ton a

ArP<T(r; ƒ)<*/* (r>?\),

où h et £ sont des constantes positives. M. Valiron appelle ces fonc-
tions a très régulières ».

Remarque IL — Les fonctions telles que (i"3) comprennent en parti-
culier la classe de convergence de l'ordre p. Car l'intégrale

r T ( r ; I I )
J rP+1

étant convergente, on a



— 37 —

Le théorème IV s'applique donc aux fonctions II(^) de la classe de
convergence de Tordre p chaque fois que la fonction f est a très régu-
lière » et du même ordre.

CHAPITRE III.

LES DIRECTIONS DE BOREL.

17. M. Valiron a découvert dans son Mémoire ( i ; 3°, p. 8o, 82)
l'existence, pour toute fonction méromorphc d'ordre p positif et fini,
de directions, qu'il a appelées a Directions de Borel », c'est-à-dire de
directions (B) telles que Texposant de convergence de la suite des
zéros de f(z) — II(s) relatifs à tout angle admettant (B) comme
bissectrice est égal à p, sauf pour deux fonctions au plus. M. Valiron
a démontré cette propriété dans le cas où les fonctions II(0) sont des
constantes ou des fractions rationnelles. M. Biernacki (a) a généralisé
ensuite pour les fonctions II(s) d'ordre inférieur à p. Nous allons
généraliser ces résultats et passer ensuite aux fonctions / ( s ) d'ordre
nul ou d'ordre infini.

18. Pour cela, cherchons une fonction a = a(/i) tendant vers zéro
avec - telle que, pour tout X <^ p, la série

n

(8) 2^ipï>
correspondant à la suite (/•„) du théorème IV diverge, et que
a*(w).T(/i

n) tend vers l'infini. Appelons S(rc) la somme des n pre-
miers termes de la série (7), et prenons par exemple

On a

T(rt) , , 1 T(r„)
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On en déduit la divergence de (8) dès que l'on a o < £ < - -

Évaluons Tordre de grandeur de a*(n).T(r7l). On peut écrire

(9) « . („)T(r l l )=g^

= const.r!j*eT(rn)
|-*e.

Car on a

const.

II suffirait de prendre £ entre o et j pour que le produit a*(/i).T(r,l)

augmente indéfiniment. Mais T(r„) étant de l'ordre p on peut choisir
e = e(n) et X = X(/i) fonctions de n? e tendant vers zéro et X tendant
vers p, pour que le dernier membre de (9) soit d'ordre p et pour que

Vi 0E2(/i)T(r„)

2—^r-
diverge? donc pour que (8) diverge pour tout X < p.

On a ainsi le théorème suivant, généralisation d'un théorème de
M. Valiron(i; 4°) :

V. Soit f(z) une fonction méromorphe d'ordre p ̂ > o. // existe une
suite infinie de cercles F(/i) d"1 équation

jouissant de la propriété suivante. Pour chaque n le nombre des zéros de
f(z) — U(z) dans F(re), soit n[r(rc)-, ƒ = I I ] ? vérifie

n[T(n)] f= n] > «2(/i) T(r7i; ƒ), \x{n) \<rn< P\ x{n) |,

• les f onctions n (^) , poz//* lesquelles on a, quel que soit n,

{ [1 + a(n)] r„; ïï j < «*(n) T(rn; ƒ), C(H) > - a*(n) T(r„; ƒ),

sauf peut-être pour celles pour lesquelles

IIo,n(^) ^ H4 „(5) eïa/i? deux fonctions exceptionnelles possibles de la
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famille ^ ( a , ƒ ) vérifiant la condition

C(n O l „ -n i i n )> - a*(n)T

Quel que soit X<X(/i) <^ p, lim X(n) — p,

do) 2 :

diverge et

JogrB
 P

Si ƒ(*) ^f rf<? /a c t o de divergence de son ordre p? on peut remplacer
dans (io) \par p.

19. Si donc II(-s) est une fonction non exceptionnelle de la
famille ^ ( a , ƒ ) , on a

de sorte que la série

diverge, ce qui entraîne la divergence de la série

étendue aux modules des zéros de ƒ—II situés dans la suite des F(n)
et réciproquement. Je dis que (12) diverge pour toutes les fonctionsII
de la famille ^ ( a , / ) sauf deux au plus.

Soient en effet deux fonctions P(*) et Q(^) de cette famille
) =?â Q(^)]. Supposons que les séries (12) correspondantes,

2 1 1

r7[T(n); f=P?W e t r,[T(n);f =Q]M»i'
soient convergentes. Il en est donc de même pour les séries

yn[T(nyj=P}
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et

L'ensemble des termes de (10) pour lesquels on a

forme une série convergente, sans quoi ( n ' ) divergerait. En suppri-
mant ces termes dans (10), il nous reste une série divergente (io') :

nW*y> / =

L'ensemble des termes de (io') pour lesquels on a

forme une série divergente sans quoi ( n " ) divergerait. En supprimant
ces termes dans (10'), il nous reste une série divergente (10") :

n[T(n); ƒ =ï>] < ««(n) T(ra; ƒ),

Comme on a évidemment à partir d'une certaine valeur r0 de rn

C(P-Q)>-«*(n)T(r„) (r^r0).

P(-s) et Q(^) peuvent servir de fonctions exceptionnelles pour la
suite (s) des cercles F ( / Î ) correspondant à (10"). On a donc pour tout
cercle r (n) de la suite (s)

n[T(n)-, f=R]>**(n)T(rn; f)
pourvu que

( Q ) ( ) ( f )

C(R) >-«*(/*) T(r«;/).

Il en est évidemment ainsi pour toute fonction R(*) de la
famille ^ ( a ? ƒ ) telle que
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dès que rn est assez grand. Comme (10") diverge, il en est encore ainsi
des séries

et

r,[r(n);/
On en déduit :

VI. Soient f (z) une fonction méromorphe d'ordre p ̂ > o et II(^) une
fonction méromorphe de la famille F (a, ƒ ) définie par

77 existe une suite de cercles T(n) d'équation

\z — x (n) \ :=z a (n) \ w (n) \, lim a(n) =o ,

étendue aux modules des zéros de f(z) — ü(^) mwà rf^Ti^ fe r ( / i ) , est
divergente quel que soit II(^) sauf pour deux fonctions exceptionnelles
au plus.

Sif(z) est de la classe de divergence de son ordre p, on peut remplacer
dans (i3) \par p.

20. Divisons maintenant avec Mlle M. Collier (Thèse, Strasbourg)
le plan enp secteurs égaux ($,), (ja), . . • ? (^ )pa r des demi-droites,
issues du point z = o.

Supposons le secteur (jf) défini par

Répartissons la suite infinie des cercles F(/i) du théorème V en
jo groupes ( ^ ) , (g2), . . ., (#>), |de façon que le groupe ( # ) ait ses
centres dans le secteur (^). Réunissons ensuite les termes de la série (1 o)
relatifs à chacun de ces groupes (gt)- Soient S4, S2, . . . , Sp les
sommes correspondantes. Il est évident que la série (10) pourra ainsi

Thèse A. RAUCH. 6



se mettre sous la forme

„4, s1+s.+ .

Comme (i4) diverge, il en est encore ainsi de l'une au moins des
sommes S,-. Soit H'indice correspondant (i<Z<jo). Nous pouvons main-
tenant citer pour ce secteur (S,) un théorème identique à V avec cette
différence que la suite des T(n) ne se compose plus que de ceux qui
ont leur centre dans (S/), et que la suite des fonctions excep-
tionnelles n0)tt, ni)7i est plus restreinte. Nous en déduisons ensuite un
énoncé analogue à VI, se rapportant au secteur (^) seulement, avec
deux fonctions exceptionnelles au plus. Ces fonctions exceptionnelles
ne sont plus forcément les mêmes que celles du théorème VI, en ce sens
qu'elles peuvent être exceptionnelles dans le secteur ($,) sans l'être
dans le plan entier. Par conséquent ces fonctions exceptionnelles peu-
vent dépendre du secteur (^).

Subdivisons ensuite le secteur (sL) en secteurs égaux et opérons sur
le groupe de cercles (gt) et la série (^) comme nous avons fait pour la
suite F(n) de V et la série (10). Nous mettons ainsi en évidence un

nouveau secteur d'ouverture — pour lequel on a encore des théorèmes

analogues à V et VI. En continuant toujours de la même façon, on
voit qu'il existe chaque fois au moins un secteur d'ouverture de plus
en plus petite, pour lequel on a toujours des théorèmes analogues à V
et VI avec la remarque précédente sur les fonctions exceptionnelles
possibles. Soit (B) la limite des bissectrices de ces secteurs. Il est évi-
dent que tout angle ayant pour bissectrice (B) et une ouverture arbi-
traire contiendra pour n assez grand les cercles F (71) appartenant à
un secteur de rang assez grand. On en déduit :

VIL Soient f (z) une f onction méromorphe d'ordre p ̂ > o et U(z) une
fonction méromorphe de la famille F(a? / ) , il existe toujours une direc-
tion de Borel(B) telle que pour tout X <^ p la série

étendue aux modules des zéros de f(z) — II(-s) appartenant à un angle
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arbitraire de bissectrice (B) diverge quel que soit ïï(s) sauf pour deux
fonctions exceptionnelles au plus.

Si f(z) ^^ <& la classe de divergence de son ordre p, on peut remplacer
A joar p.

Cas particuliers.

2 1 . Comme dans le n° 16, nous allons appliquer les théorèmes V,
VI et VII à certains cas particuliers. Nous avons vu (n° 18) que, si

Ton prend a ( n ) = S(n)-£, a:t(n). T(rn; ƒ ) est pour net - assez grand

de Tordre p.

i° En raisonnant comme au n° 16, on voit que V, VI et VII sont
applicables aux fonctions méromorphes II(s) d'ordre inférieur à p.
On retrouve ainsi un théorème de M. Biernacki (a).

2° Un autre cas plus général est celui où Ton a quel que soit rH^>rQ

T{ [i + a(n)]rn; II} < ec*(n) T(rB; ƒ).

Ceci a lieu pour toutes les fonctions pour lesquelles TV / n (k

tend vers zéro avec - -r
Supposons par exemple que f(z) vérifie

^ry^ >A>o (r>ru /i =

Parmi les fonctions II se trouvent alors celles pour lesquelles
-^~—- tend vers zéro, en particulier les fonctions de la classe de con-
vergence de Tordre p.

3° Étudions encore le cas où ƒ et II sont respectivement de la classe
de divergence et de convergence de Tordre p[n(^) ^ o]. Remarquons
que si Ton prend a(/i) = S(/i)~% la série

diverge pourvu que Ton ait £ <^ T- La démonstration se fait comme

aun° 18.



En prenant donc £ <̂  j la série

diverge. Or, n(^) étant une fonction quelconque de la classe de con-
vergence, la série

converge.
Soit (S) la suite des cercles T(n) du théorème V. La série (i5)

correspondante

diverge tandis que

\x(n)\?

converge. Je dis que la série

relative à la suite (S) des cercles F(n) de centres a?(n) diverge, sauf
pour deux fonctions II au plus.

Nous appliquons la méthode du n° 19. Soient P(-s) et Q(s) deux
fonctions exceptionnelles de la famille, et R(^) une fonction quel-
conque de la même famille (P ^ Q ̂ à R jà P ; PQR ^ o). Nous avons
donc les séries convergentes suivantes :

(i5) étant divergente, nous pouvons en extraire par cinq opérations
successives analogues à celle du n° 19 faites avec les cinq séries (16)
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une nouvelle série (i5') divergente et telle que

n[T(n);f=P]
n[T(n);f=Q]

\x{n)\9

a(/01r„;R}<«*(»)T(r„;

Soit (S') la suite des F(n) correspondant à (i5'). Diaprés les deux
premières inégalités (i5') on a, a fortiori,

D'ailleurs à partir d'une certaine valeur de n on peut écrire

(i5')2 C(a>) > - « * ( » ) T(rn; ƒ), co = P - Q, Q - R, R - P, P, Q, R.

En tenant compte des trois dernières inégalités ( io ' ) ainsi que de
(iS7), et ( i5 ') a , on voit que le théorème V s'applique aux fonc-
tions P , Q et R, P et Q sont deux fonctions exceptionnelles, tandis
que R ne l'est pas; donc

(17) n[Y(n);f=R]>aHn)T(rn;f).

La divergence de (i5') entraîne forcément celle de

\x{n)9

En tenant compte de (17) on en déduit que les séries

Zà r^ [ r (n ) ; /=

divergent. A fortiori\ la série

relative à la suite (S) diverge.
Nous précisons ainsi un théorème de M. R. Nevanlinna (A; 3).
Subdvisons maintenant le plan comme au n° 20 en p secteurs égaux.

Pour l'un au moins de ces secteurs la partie contributive correspon-
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dante de la série ( i5) relative à la suite (s) des cercles r ( n ) , ayant
leurs centres dans ce secteur, diverge. On opérera sur (s) comme nous
avons opéré précédemment sur (S). On trouvera encore une série
analogne à (18) mais relative aux T(n) ayant leurs centres dans le
secteur en question. Les fonctions exceptionnelles peuvent naturel-
lement dépendre du secteur, mais leur nombre est au plus égal à deux.
En continuant ensuite comme d'habitude, on obtient le théorème :

VII'. Soient f(z ) une fonction méromorphe d'ordre p et de la classe de
divergence etH(z) une f onction méromorphe d'ordre p et de la classe de
convergence [ I I ( ^ ) ^ o ] , il existe toujours une direction de Borel (B)
telle que la série

étendue aux modules des zéros des f(z) — Iï(s) appartenant à un angle

arbitraire A de bissectrice (B)? diverge quel que soit II (s) sauf pour
deux /onctions exceptionnelles au plus.

CHAPITRE IV.

SUR LES FONCTIONS MÉROMORPHES D'ORDRE FINI p ^> -
2

22. Nous allons généraliser le théorème suivant de M. Valiron

*ï 7°) :

Soit f (z) une f onction méromorphe d'ordre p ̂ > -• Si la série

r,(À';/=«)P

étendue aux modules des racines de f(z)—a situées dans un petit

angle A' diverge, il existe dans tout angle A de mesure supérieure à -

et contenant A' à son intérieur (au sens strict) une suite de cercles G(n)



ayant pour équation
{ \oc(n -4- 2) I > 2\cc(n) L

\z~x{n)\ = a{n)\x{n)\ ' \ ;.'f , / , '
( l i m a ( n ) = o, lim |a?(/i) | = oo,

te& £*/£? c£an£ C(n), /(-s)— x admet au moins 9Z(n) solutions pour tous
les x sauf au plus ceux qui sont représentés sur la sphère de Riemann

dans deux cercles de rayon e 2
? la série

(V 2é \x(n)}9
étant divergente.

[a(/i) est la fonction habituelle. On peut aussi considérer à sa place
une constante a aussi petite que Ton veut.]

Nous appliquons à ces cercles le corollaire F. Nous ne considérons
que ceux des cercles C(/z) pour lesquels 9X{n) dépasse la cons-
tante numérique du corollaire F. Il y a dans chacun de ces cercles
certainement deux valeurs de x dont la distance sphérique est supé-
rieure à e~^n\ pour lesquelles /(-s) — x admet plus de DX (n) racines.
Vérifions les conditions de F. Soit T(n) le cercle concentrique à C(ra)
et de rayon 20 fois plus grand. P, Q, R étant trois fonctions méro-
morphes quelconques, il faut qu'on ait d'une part

et d'autre part le nombre des zéros et des pôles des fonctions P , Q?

R, P — Q5 Q — R, R — P situées dans T(n) doit être inférieur
à t9l(ri) (e inférieur à une constante numérique). Introduisons la
couronne

œ(n)\

contenant le cercle F(/i) et procédons comme au n° 14, On voit que
nos conditions sont vérifiées si Ton a

C[W(z)]>
Q(5), R(5), P(z) -

csa 31 (n),
(z), Q(z) - (z) - P(-).



Nous remplaçons encore c E par a. Nous supprimons ensuite dans la
série (2) tous les termes pour lesquels on a

src{n) < 1 _

Cela ne change pas la divergence de la nouvelle série, et les 9t{n)
seront de Tordre de | œ(n) |?, donc supérieurs à la constante numérique
du corollaire F. Finalement on a le théorème :

VIII. Soit f (z) une fonction méromorphe d'ordre p > -• Supposons

que la série

étendue aux modules des racines de f(z) — a situées dans un petit

angle \Af) diverge. Soit \A) un angle quelconque de mesure supérieure

à - contenant \A'/ à son intérieur (au sens strict). Il existe dans \A/

une suite de cercles T(/z) d'équation

|JS — a?(/i) | = a|a?(/i) |, \œ(n-\- 2) | > 2\x(n) \ (n > nOi a < a0),

à Vintèrieur desquels le nombre des zéros des f(z) — x est supérieur
à dl(n) sauf pour les valeurs de x intérieures à deux cercles sphériques

n

de rayon e \ II en est de même pour les zéros de f(z) — n(*), ou II(-s)
est une fonction méromorphe telle qu'on a

] > - a2 si{n), cp = n, n - nOj7i, n - n l iB1

IIo^(^) et II, tn(s) étant deux fonctions exceptionnelles possibles vérifiant
les conditions

C(n0;7i— n i ; 7 l ) > — x*
On a de plus

,. los SI (n)
log\œ(n)\
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et la série

\a;(n)\9

diverge.

2 3 . On procédera ensuite comme d'habitude. On prendra pour a

une fonction OL(JI) tendant vers zéro avec-> mais pas trop vite de

façon que la série Sa2(n) n. diverge encore, et que a*(n)9l(n)

continue à tendre vers l'infini (cette dernière quantité pourra même
rester de Tordre de |a?(n)|P. On introduira ensuite la famille JC(a)des
fonctions définies par

Cette famille dépend naturellement de f(z\ car 3t(w) en dépend.
On obtient le théorème suivant :

IX. Soit f (z) une fonction méromorphe d'ordre p^>^~- Supposons
que la série

rq\PJ\f=

A n y\
diverge. Soit A un angle de mesure supérieure à -> et contenant A' à son

intérieur {au sens strict). Il existe dans \AJ une suite de cercles F(n)
d'équation

\z — x(n)\ = a(n)\x(n)\) ]im«(/t) = o, lim | x(n) \ ~ oo,

que la séi'ie

étendue aux modules des zéros de f— II située dans T(n) est divergente,
et ceci pour toutes les constantes II sauf deux au plus, et pour toutes les
fonctions U de la famille K(a, ƒ ) sauf deux au plus. K(a , ƒ ) est
définie par

[K(a, ƒ)] T { [ n - a ( / i ) ] | a r ( n ) | ; n j < « « ( / i ) ^ ( / i ) . U{z)?â.o.
Thèse A. RACCH. 7
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II existe donc dans P angle \A/ toujours une direction de BoreKJS) telle
que la série

étendue aux modules des zéros de f— II appartenant à un angle arbi-
A

traire A" de bissectrice (B), diverge quel que soit II sauf au plus pour
deux constantes II et deux f onctions II de la famille K(a, ƒ) .

Remarque. — Ici encore on voit que la famille K(a? ƒ ) comprend
en particulier toutes les fonctions méromorphes d'ordre inférieur à p,
mais aussi certaines fonctions d^ordre p, on pourrait procéder comme
aun°21 .

CHAPITRE V.

LES DIRECTIONS DE BOREL ET LES CERCLES DE REMPLISSAGE

DES FONCTIONS MÉROMORPHES D'ORDRE p POSITIF ET FINI.

24. Nous avons-vu que les cercles de remplissage donnaient nais-
sance à des directions de Borel. Cherchons à établir la réciproque.
Pour cela nous suivrons la méthode de M. Valiron pour établir son
théorème du n° 22.

(B) étant une direction de Borel, la série

,. ; v. o.<p).

étendue aux modules des zéros de f(z) — a relative à tout angle \AJ
de bissectrice (B), diverge pour toutes les valeurs de a sauf deux au

plus et quel que soit A <̂  p. Considérons donc un petit angle A quel-
conque de bissectrice (B) et de mesure a. Considérons les quadrila-
tères Q(/>), limités par les côtés de cet angle et par les cercles
|^ | = 2/J et |^ | = 2P+1. Divisons les quadrilatères Q(p) en quadrila-
tères homothétiques Q(jo? i) par les cercles

/ = ! , 2,
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On voit facilement que si a est assez petit, on a

const.
a

Soit r(/>, i) le cercle concentrique au plus petit cercle circonscrit
à Q(/>? i) et de rayon 20 fois plus grand. Soit 5t(/>, 1) le minimum
du nombre des racines du produit [ ƒ (z)—œK \[/(s)—^2 ][ƒ(£)—#3]
pour tous les systèmes de trois nombres a?,, a?a? ^3 dont la distance
sphérique mutuelle est supérieure à 2~~/;. D'après le théorème de
M. Valiron le nombre des racines def(z) — œ dans Q(/>? i) est donc
inférieur à

sauf peut-être pour les x extérieurs à un cercle rl{p) i) de rayon 2~'\
L'aire totale des cercles Y](J9, i) pour i = i, 2, . . ., J, et pour p fixe

est
const. .v const.

D o n c T a i r e t o t a l e de t o u s les c e r c l e s Ï ) ( / I , î)(p = A? 2
3 . . . ; ^ = 1 , 2 , . . . )

es t

2 coiïst. const. ^ 1

Or? cette série converge, on peut donc prendre P assez grand pour
qu'on ait

. const. v* l const. . . . , . . , , ... .
(3) . > - ^ 1= — < 4 7T (aire de la sphère de Kiemann).

/»=p

On déduit de là qu'il y a des valeurs a de a? extérieures à tous les
cercles exceptionnels. En appelant 51 (jo, m) le plus grand des
nombres 3l(jo, i) on a? a fortiori, quel que soit A ̂ > o,

= const. > LL-

II est évident que la série ' 2 ~ ^ converge, car a est fixe. Comme
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la bissectrice de l'angle A est une direction de Bore], le premier
membre de (3) diverge quel que soit a et pour tout X <^ c, de sorte
que

y 91 (p, m)

diverge quel que soit a et pour tout A <^ c. On peut même mettre à la
place de a et X des fonctions a(jo) et X(_p) tendant vers zéro et vers p

respectivement, de façon que ^ -±—ir continue à converger et que

2 — fk'n n e c e s s e P a s de diverger. Aux termes de cette dernière
série correspondent des cercles de remplissage l\p7 iri). Nous avons
donc :

X. (B) étant une demi-droite de Borel d'une fonction f(z) mère-
morphe d** ordre p, il existe sur (B) une suite de points d^affixes x{n)^
centres de cercles F(n) d'équation

\z — œ(n) » = a ( n ) j x(n) •, liur a ( n ) = o, l im ; x(n) \ = oc,

à Vintérieur desquels Véquation f"(s) — x possède dt(n) zéros pour
tous les x sauf au plus ceux qui sont représentés sur la sphère de Riemann
dans deux cercles de rayon 2~n, la série

étant divergente pour tout A <^ o.
Si la direction (B) est une direction de divergence de son oindre p, on

peut remplacer 1. par p.

En continuant ensuite comme au n° 22? on trouve :

XI. (B) étant une demi-droite de Borel d\ine fonction f (s) mèro-
morphe d]ordre p, il existe sur (B) une suite de points d"affixes oo{n\
centres de cercles T{n) d* équation

\z — x{n)\ = z(n)\x{n)\, l i m a ( / i ) = o, l i m | a? ( / i ) | = oo,

à Vintérieur desquels le nombre des zéros de / ( s ) — Iï(*) est supérieur
à
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Quel que soit X <^ p, la série

Bl{n)

diverge et

fonctions II comprennent toutes les constantes sauf deux au plus
ainsi que toutes les f onctions méromorphes de la famille K(a, / ) définie
par

] T{ [i + «</*) | * (w) | ; H i < «»(«) 0t(w) [II(*) ^ o]

sauf deux au plus.
Si (B) wf 7/ft£ direction de divergence de son ordre p, on peut rem-

placer \ par p.

Remarque, — Ici encore la famille K(a, ƒ ) comprend en particulier
les fonctions méromorphes d'ordre inférieur à p ainsi que certaines
classes de fonctions d'ordre p.

CHAPITRE VI.

SUR LES FONCTIONS MÉROMORPHES D'ORDRE NUL ET D'ORDRE INFINI.

1. Sur les fonctions méromorphes d'ordre nul.

25. Le théorème III n'est applicable que si n{ et - sont assez
grands. Comme on peut écrire (voir ce théorème)

„•>,),
•i on T(R; ƒ) . j

il suint que v ' ^ soit assez grand.
ry

Les conditions (OU) sont toujours réalisables, si l'on prend - assez
grand. Les couronnes C(r, R) ne sont plus forcément d'une épaisseur
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relative finie. Les conditions (C) seront vérifiées, si l'on a

( C )

On généralise ainsi le théorème de M. Milloux (ƒ ; 20, p. 208) et
Pon trouve :

XII. Soient f (z) une fonction méromorphe dy ordre nul pour laquelle
on a

T £ T ; l ^ = o c

(logr)2

etïl(z) une f onction de la famille $-(a, ƒ )
o, r

7/ existe une suite de cercles T(n) adéquation

| G — x(n) \ = y.(n) \ = ot(n) j a;(FI) |, lim «( / i ) = o, l im|a?(«) | = 0 0 ,

lesquels f (z) — II(^) admet une in fînùé de zéros quel que soitH(z)
sauf pour deux f onctions exceptionnelles au plus.

Nous en déduisons l'existence d'une direction de Julia (J) corres-
pondant à ces fonctions II(^).

2. Sur les fonctions méromorphes d'ordre infini.

26. Comme au n° 13, partons du théorème suivant de M. Milloux :

Soit f{z) une fonction méromorphe d**ordre infini. Dans la cou-
ronne C(r, R) définie par

/ ' < | 5 | < R

le nombre des zéros de f (z) — a est supérieur à

const.
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pour toutes les valeurs de a dont les représentations sphériques sont

incluses dans un cercle de rayon -? et ceci dès que Von a

/ T(/.7*)f H
4 l

En suivant la méthode du n° 14, on trouve la généralisation sui-
vante d'un théorème de M. Milloux (ƒ ; 2°, p. 214) :

XIII. Soit f (s) une fonction méromorphe d'ordre infini\

un système quelconque de trois f onctions méromorphes\ Supposons véri-
fiées les conditions suivantes :

T(R'; ƒ)>*(ƒ),

la couronne C(r, R) z/n poz'/if d^affixe
(r <^ | a? | <^ R) centre d^un cercle (F) d*équation

à Vintérieur duquel le nombre des racines de ƒ (-s) — n(z) , ori
/'wne au moins des fonctions P? Q, R? ê ^ supérieur à

e», , , ,
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Le théorème s'applique dès que n, et - dépassent des constantes

numériques.

27. Nous allons montrer qu'il existe une infinité de couronnes
d'épaisseur relative arbitrairement petite pour lesquelles (Jlt ') est
vérifiée.

Prenons
~ = /r;k = i + a.

Les conditions (3TI') se réduisent à

T(R/)>72T(Ar) (r>r0).

Il est évident que Ton a pour r assez grand

r < kr < h:- r < R' < k" r.

Donc il suffit d'avoir T ( P r ) > 72T(Ar), pour que (5Ti') soit
vérifiée dans C(r, kzr)t Or? on ne peut pas avoir tout le temps

sans avoir

ce qui est impossible si f(z) est d'ordre infini, aussi petit que soit la
constante a.

Nous avons ainsi en particulier le théorème suivant :

XIV. Soit J'(#) une fonction méromorphe d^ordre infini. Il existe une
suite de valeurs r,, r2, . . ., rn de r jouissant des propriétés suivantes :

v> logT(r,;/) i

îogrn a

2° Aï II(^) est une f onction méromorphe telle que

[ae(a, ƒ] T[(n-a)2r / i ;nj<a9-T(r / i ; ƒ), C(H) > ~ a2 T(rw ; ƒ),

ÎY existe dans la couronne
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un point d^ af fixe x(n)7 centime dUin cercle T(n) dy équation

\z — x(n) \ = <x\ x(n) \,

à Vintérieur duquel le nombre des zéros de f— n est supérieur à

T(rB;/)const.

pour toutes les II(s) de la famille #C(a, ƒ ) sauf peut-être pour celles
pour lesquelles

H0(n(-s) et II, „(s) étant deux fonctions exceptionnelles possibles
vérifiant

C(no ,n-n i i n)>-« ïT(rn ; /) .

28. Le théorème s'applique en particulier à toutes les fonctions II
pour lesquelles on a

+ a)«r;ÏI]<a*T(r;/) (r>r0).

Pour r assez grand, ces fonctions comprennent celles d'ordre infé-
, irieur a -•a

Nous pouvons maintenant comme d'habitude remplacer a par une
fonction a(n) tendant vers zéro avec~> mais pas trop vite? pour que
Ton ait encore

logr a{n)

On trouve ainsi :

XV. SoitfÇz) une f onction méromorphe d'] ordre infini. II existe une
suite infinie de cercles T(n) adéquation

\z — x{n)\ = ai.(n)\x(n)\) î ima(rt) = o, lim | x(n) | = oo

jouissant de la propriété suivante. Pour chaque n le nombre des zéros
de /(-s) — n ( s ) dans T(n) est supérieur à

T(rn;/)const.

pour toutes les f onctions 11(5), pour lesquelles on a, quel que soit n,

{ / - a»(n) T(r,; ƒ),
Thèse A. RAUCH. 8
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sauf peut-être pour celles pour lesquelles

C(W) > — xHn) T(r„; ƒ), ^ ~ II - ïïU;/(; II - IIl>/t;

llo,„(s) <?* II1jre(s) <:Jtan* deux f onctions exceptionnelles possibles de la
famille 3CX (a, ƒ ) vérifiant la condition

On voit donc qu'il existe des cercles de remplissage vus de l'origine
sous un angle qui tend vers zéro. Ceci entraîne l'existence d'une
sorte de direction de Borel au moins, pour toutes les II de la
famille H(a, ƒ ) sauf deux au plus. H(a? ƒ ) est définie par

D'après la propriété i° du théorème XIV, la famille #6, (a, ƒ) com-
prend en particulier toutes les fonctions d'ordre fini.

CHAPITRE VII.

EXTENSION D'UN THÉORÈME DE M. VALIRON SUR l/ORDRE p ( V )

D'UNE FONCTION MÉROMORPHE SUR UNE DIRECTION (V).

29. M. Valiron a démontré (i; 6°) que si / ( s ) est méromorphe
A . A

dans un angle A à toute direction (V) de A est attaché un nombre p (V),
limite pour presque tous les x de l'exposant de convergence des
racines de ƒ (*) — x appartenant à un angle admettant comme bissec-
trice (V) et dont l'ouverture tend vers zéro. Il démontre en particulier
le théorème suivant :

(V) étant donnée quelconque intérieure à A, Vordre réel p(a?, V)
{c'est-à-dire le coefjicicient de convergence) a la même valeur p(V)
pour tous les œ sauf ceux d^un ensemble E(V) dont la représentation
sphérique a une mesure linéaire nulle; pour les x exceptionnels on
a p(x} V) ^> p(V) sauf au plus pour deux valeurs de x.

Nous allons étendre en partie ces résultats pour les directions (V)
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d'ordre p(V) >̂ o. A étant un angle quelconque de bissectrice (V), il
est évident que la série

diverge pour presque tous les x et quel que soit A <^ p(V). Nous pou-
vons donc appliquer la méthode du n° 24. On trouve ainsi :

XVI. (V) étant une direction d'ordre p(V)^>o d'une fonction
méromorphe /(-s), il existe sur (V) une suite de points d^affixes x(n),
centres de cercles F(n) d** équation

\z—d?(;i)| = a ( n ) j ^ ( / i ) ] , l i m :>;(/*) = o , J i m | œ{n) j = oc,

à Vintérieur desquels le nombre des zéros de ƒ (5) — 11(5) est supérieur
à dl(n). Quel que soit X < p(V), la série

TÇ Sd{n)

diverge et

Les fonctions II comprennent toutes les constantes sauf deux au plus
ainsi que toutes les fonctions méromorphes de la famille L(a3 ƒ )
définie par

|L(a, ƒ)] T{ [! + «(/»)] |^r(W)!;n} <«>(/!) 51(W)

sauf deux au plus.
Si (Y) est une direction de divergence de son ordre p (V) > o, on peut

remplacer X par p ( V).

On en déduit immédiatement :

XVII. Si (Y) est une direction d'ordre p(V) ^> o, la série

2 /A û'

étendue aux modules des zéros de ƒ (5) —11(5) situés dans tout angle A
de bissectrice (V), diverge quel que soit X < p(V) et pour toute f onction
de la classe L(a, ƒ ) sauf deux au plus.
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Si (Y) est une direction de divergence de son ordre c(Y)>o? on peut
remplacer A par c ( V).

Remarque L — La famille L(a, ƒ ) comprend en particulier les
fonctions méromorphes d'ordre inférieur à p(V), ainsi que certaines
classes de fonctions d'ordre p(V).

Remarque H. — Si f(V) atteint son maximum p = ordre de / ( s ) ,
(Y) est ce que M. Yaliron a appelé « Direction de Borel ». On
retrouve ainsi les théorèmes correspondant à ces directions.

D'après XYII on voit que l'ordre réel de ƒ {£) — ü(^) sur (V) est
au moins égal à p(Y). Nous allons démontrer que cet ordre est égal
à p(Y) pour presque toutes les fonctions f(z) — ü(-s), où II(*) est
d'ordre inférieur à p(V).

En effet, supposons que l'ordre réel de ƒ ( * ) — ïï(^) sur (Y) soit
supérieur à p(V) pour une fonction 11(5) d'ordre inférieur à p(V).
Donc

ou 1 on a pose
F(s)=/(5)-II(*),

diverge pour certaines valeurs jjL>-p(V)et quelle que soit la cons-
tante y , sauf deux au plus. Nous en déduisons un énoncé analogue
à XVI avec des cercles de remplissage I\ (n) pour toutes les fonctions
n , ( s ) de la famille L4(a,, ƒ) définie par

sauf deux au plus. La série

diverge? ce qui entraîne la divergence de

n[Tt(n) ;F = n±]

La famille L 4 ( a 1 ? / ) contient en particulier les fonctions II,(z)
d'ordre inférieur à [JL. Comme p(V) <C fx, nous pouvons prendre

n t (2) = — U(z) -\~ ,x (a?
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d'où

On en déduit la divergence de

et par conséquent de

s / A ; y [{x>p(V)]-
AJ )

Or, d'après le théorème de M. Valiron, ceci est impossible pour la
plupart des valeurs de oc. On en déduit :

XVIII. Si f(z) est d)ordre p, Vordre p(V) est le même sur toute direc-
tion (V) pour toutes les fonctions f'(s) + II(*), II(^) étant d'ordre infé-
rieur à p(V). Il y a exception pour deux fonctionsU(z) au plus.
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