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Recherches sur les équations s = f (x, y, z, p, q)
intégrables par la méthode de Darboux*

Par J. Pasquier.

Introduction,

À) La Méthode de Darboux. — Une équation aux dérivées
partielles du second ordre est intégrable par la méthode de Darboux
lorsqu'il existe deux combinaisons intégrables pour l'un des systèmes
différentiels de ses caractéristiques. Les intégrales premières qui cor-
respondent à ces combinaisons se nomment invariants. Les invariants
sont encore les intégrales communes à deux équations aux dérivées
partielles simultanées du premier ordre à n variables. La connaissance
de deux invariants pour l'un des systèmes de caractéristiques permet
de ramener la résolusion du problème de Cauchy à l'intégration de
deux systèmes successifs d'équations différentielles *) ; la connaissance
de deux combinaisons intégrales pour chaque système de caractéris-
tiques permet d'obtenir l'intégrale générale de l'équation du second
ordre par l'intégration d'un système d'équations aux différentielles
totales complètement intégrale2). La méthode de Darboux est la
mise en oeuvre de ces deux théorèmes. Les équations de la première
classee) et, en particulier, celles qui ont une intégrale générale expli-
cite ont deux invariants pour chacun de leurs systèmes de caracté-
ristiques. Par extension, nous appellerons équations de la première
classe celles qui jouissent de cette dernière propriété.

B) Les équations s=f(x, y, z, p, q). — La recherche des inva-
riants se trouve simplifiée pour les équations de la forme s = f(x, y,
z, p, q) car elles admettent x pour invariant d'un de leurs système de
caractéristiques et y pour invariant de l'autre système. C'est pourquoi
on appelle l'un de ces systèmes le système X et l'autre le système Y.

*) GOURSAT. Équations aux dérivées partielles du 2ème ordre. (GAUTHIER*
VILLARS). Tome II, p. 139. Ce tome sera désigné, dans la suite, par l'abrévia-
tion E . IL

2) GOURSAT E . II p . 123 etmi
3) GOURSAT E . II p. 217.

Buletinul Faculiâ}ii de Çtiinfe din Cernâuji. V, 1931. 1



268 J. Pasquier, [2]

L'exposé qui suif se rapportera, à moins qu'il ne'n soit dit autrement,
au système X de caractéristiques.

L'ordre d'un invariant est l'ordre supérieur des dérivées qui
figurent dans son expression. Tout invariant d'ordre n est de la
forme cp (x, y, z, p{,... pn) et vérifie

Inversement, toute fonction <p qui satisfait identiquement à (1)
est un invariant d'ordre n au plus *).

Nous désignerons le premier membre de cette équation par
l'opérateur A„ cp. Cette notation est, à l'exception de l'indice supérieur,
empruntée à la thèse de M. LAINE 2). L'indice inférieur précise l'ordre
supérieur des dérivées qui peuvent figurer dans <p. Nous supprime-
rons les indices quand il n'y aura pas a craindre de confusion. Les
autres notations employées dans ce travail sont celles de M. GOSSE

(Journal de Liouville, Tome VIII, Fasc. IV 1929, p. 301 et seq.).

C) Involutions. — On dit qu'une équation est en involution
avec s = / lorsqu'elle à en commun avec elle une intégrale dépen-
dant d'une infinité de constantes arbitraires. Toute équation en invo-
lution est de la forme cp (x, y, z, pd , . . . pn) — O où cp vérifie (1). On
réserve d'ordinaire le nom d'involution aux équations <p = O telles que
tp vérifie (1) mais seulement en tenant compte de <p = O. Si cp est d'ordre
supérieur à 1 résolvons par rapport àpn; soitpfl + cj> (x,y,z,p,1,...pfl-i) = o.
La condition nécessaire et suffisante d'involution s'écrit alors

(2) ti(Pn + V = (Pn+<ï)^

L'importance des involutions dans le problème qui nous occupe
fient à la structure des invariants. M. GOURSAT3) a montré que tout
invariant d'ordre n > 3 était de la forme

(3) Pn + ty U, y, z, p t , ...pii-i),
A O, y, z, p i . . . pm)

où Ton a m<n et où pn+ty — o est une involution.
!) GOURSAT E . I l p. 106.
2) LAINE. Thèse. Annales de la Société Polonaise de Mathématiques. Tome

VII , 1928, p. 8 8 - 1 4 8 . Cracovie.
3) GOURSAT. Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2*e série,

T . I p. 461. M. GOURSAT a publié dans ce même numéro des Annales de Toulouse
deux memoires fondamentaux qui ont ouvert la voie à tous les travaux ultérieurs.
Nous désignerons ces mémoires par les abréviations M\ et M2.
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M. GOURSÀT et M. G A U 1 ) ont précisé la forme de A. Si l'on
a m > 2 on A = pm + X (x, y, z, p{... p^-i) et pm + X = ° est une
involution.

Si m. == 7, y4 == 0 est encore une involuiion, mais toutes lias
involutions du premier ordre ne peuvent pas servir à former un in-
variant; il faut encore et il suffit qu'elles vérifient identiquement

1 §p

Enfin, toute fonction A (x, y, z), qui satisfait à

8/

peut avec une involuiion d'ordre n > 3 constituer un invariant. Nous
dirons qu'une équation s = f admet une involution d'ordre 1 ou
d'ordre 0 s'il existe une fonction A satisfaisant à l'une des deux
dernières conditions écrites. Cette manière de s'exprimer est incor-
recte, mais elle est commode et ne prête pas à confusion. Nous
appellerons, dans ce qui suit, première involuiion l'involution d'ordre
minimum et seconde involution l'involution d'ordre minimum après
la première.

D) Les conditions nécessaires d'involution. — À chaque nom-
bre n crrespond une équation (2). Il semble donc qu'il faille une infi-
nité d'opérations pour s'assurer qu'une équation n'a pas d'invariant. Si
la première involution est d'ordre m > 2, M. GAU 2) échappe à la
difficulté en établissant deux conditions nécessaires, mais non suffis
santés d'une première involuiion, qui ne font intervenir que des fonc*
tions du 1er ordre. Ce sont les conditions

( } \ r /8/\i

| 2) U[ OL + (m-1) [a H{f) + H^JJ + F(f) = o.

On a posé ici avec M. GOSSE
 3)

!) GAU. Thès€.. Gauthiers^Villars 1911, p. 26 -28 . La Thèse de M.--CÖ»
a été publiée dans le Journal de Liouviile T. VII, série 6, 1911; p. 123—240.

s) GAU. Thèse, p. 37—38;
3) GOSSE. Journal de Liouviile. Loc. cit. p. 302.
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M. GOSSE a fait faire un pas important à la théorie en géné-
ralisant de façon systématique le procédé de M. GÀU : „Des conditions
nécessaaires et suffisantes pour qu'il existe un invariant ou une invo-
lution on peut déduire des conditions seulement nécessaires qui ont
l'avantage d'être très simples. On profite de leur simplicité pour res-
treindre la généralité de la fonction / (x, y, z, p, q) et Ton essaye, par
des transformations appropriées de ramener l'équation à une forme
canonique avantageuse. On peut alors revenir aux conditions néces-
saires et suffisantes et l'on se trouve, en général, devant des calculs
plus abordables" 1).

Pour appliquer ce principe, M. GOSSE a donné, dans sa thèse,
une condition nécessaire à l'existence d'une seconde involution lorsqu'il
en existe une première d'ordre 0 ou d'ordre 1. Il a obtenu ainsi les
conditions

Enfin M. LAINE dans sa thèse, a comblé la lacune qui sub*
sistait en établissant des conditions nécessaires à l'existence d'une, se-
conde (X fonction arbitraire de x) involution, quand la première est
d'ordre 2. Elles constituent jieux groupes dans lesquels la première
équation exprime précisément l'existence d'une involution du second
ordre

(G)

(L) ^ %r

M. GOSSE a démontré2) que l'ensemble des conditions (G),
(L) est est nécessaire et suffisant pour assurer l'existence d'un inva-
riant d'ordre 3 quand la première involution est d'ordre 2.

GOSSE. Mémorial des Sciences Mathématiques, fascicule XII, p. 31.
C. R., 7 Mai 1928.
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Cet invariant est

-r log (p2 + % + « (pz + <|>) + ^ - o - Z log (p2 + 4.).

J 'ai moi-même remarqué qu'étant donnée une première involution
d'ordre n, pour qu'il y ait un invariant d'ordre n -\~\ il faut et il suffit
qu'il existe deux fonctions a et a vérifiant (G)2 et (L)2.

E) Les équations de la première classe de la forme s ==
f(x, y,'z, pyq).

Il est naturel de chercher à déterminer tout d'abord les équations
de la première classe. Lie a étudié les équations s = f (z) *). CLÀIRIN

les équations s = f (x, y, z)2). MOUTARD
 3) a obtenu les formes cano-

niques des équations dont l'intégrale générale peut prendre l'expression

z = F (x, y, x} x
9... x™\ y, r . . . Y<»>).

M. GOURSÀT4) a formé et intégre toutes es équations qui ont
un invariant d'ordre 1 ou 2 pour chaque système de caractéristiques ;
il les ramène à onze types canoniques. M. GÀU 5) a étudié dans sa
thèse les équations linéaires en p et g en réservant pour un travail
ultérieur 6) celles d'entre elles qui ne contiennent pas l'une des
dérivées p ou g.

C'est M. GOSSE qui, le premier, a entrepris la recherche des
équations de la première classe dans les hypothèses les plus générales.
Sa thèse 7) et le mémoire 8) qui l'a suivie sont des ouvrages fonda*
mentaux par l'ampleur du sujet qu'ils traitent et par la puissance de
calcul qui s'y déploie. Enfin M» LAINE 9) a complété le catalogue des
équations de la première classe qui ont un invariant d'ordre 1 ou 2
pour l'un de leurs systèmes de caractéristiques en découvrant plusieurs
types d'équations qui avaient échappé à ses devanciers. Il a comblé
une lacune de la théorie en établissant ses conditions (G) et (L) et

!) GOURSAT, E . II, p. 182.
2) CLAIRIN, Bulletin des Sciences Mathématiques, T . 29, 1905, p, \TJ.
3) GOURSAT, E . II, p. 228.
4) GOURSAT, M et M
5) GAU, Thèse.
6) GAU, Annales de l'Université de Grenoble, T . X X V , n. 1, 1913, p. 95 & sq,
7) GOSSE, Thèse. Libraire Privât, Toulouse — et Annales de la Faculté des

Sciences de Toulouse, T . XII , 1920, p. 10r et sq.
8) GOSSE, Annales de Toulouse, T . X V I , 1924, p. 1T3 et seq.
9) LAINE, Thèse.
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il a fait une première application de ces conditions en recherchant les
équations linéaires en p qui ont une première involution d'ordre 2 et
un invariant d'ordre 3 pour chacun de leurs systèmes de caractéristiques.

F) La détermination des équations întégrables par la méthode
de DARBOUX sans être de la première classe est un problème beaucoup
plus difficile, puisqu'on ne peut appliquer à sa résolution que des
conditions se rapportant à l'un des systèmes de caractéristiques. Il a
pourtant été abordé par M. GOSSE avec un grand succès, principalement
dans une note aux C. R. du 18 mai 1931. Ce succès est dû à la
maîtrise avec laquelle M. GOSSE manie les transformations de BACKLUNG

et à l'emploi systématique qu'il en fait.
Ceux qui ont étudié les problèmes dont il est question ici n'ont

pas manqué d'être étonnés par la symétrie que présentent les calculs
qu'il faut développer dans des hypothèses qui d'abord paraissent fort
différentes *), et du rapprochement qui s'établît de lui-même entre les
résultats qu'on obtient2). Il est tout-à-fait remarquable que M. GOSSE
ait réussi à ramener par des transformations de BACKLUND toutes les
équations de la première classe connues à des équations linéaires ou
à des équations de M. GOURSAT. C'est pourquoi on est souvent tenté
de croire que les moyens analytiques dont on dispose ne sont pas
adéquats à l'emploi qu'on en fait ; il semble bien que la clef du
problème soit dans une connaissance plus complète des transformations
de BACKLUND. Mais, pour s'en servir d'une manière sûre et facile, il
faudrait, en particulier, savoir distinguer toutes les équations qui
admettent de telles transformations et déterminer les transformations
qui sont admises par l'une d'entre elles. Malheureusement, malgré
les beaux travaux de CLAIRIN et de M. GOURSAT, la recherche de
transformations de-BACKLUND ne peut guère se fare que par des
tâtonnements hasardeux.

Voilà pourquoi, lorsque nous aurons appliqué à une équation
une transformation de BACKLUND, nous continuerons l'étude de l'équation
transformée à moins que cette transformée ne corresponde à l'ensemble
des équations d'un type déjà étudié.

G) Position et division du problème. — Ce travail se présente
d'abord comme une généralisation du dernier chapitre de la thèse de
M . LAINE. J e me suis, en effet, proposé de rechercher toutes les

*) On en trouvera un exemple dans les calculs qui m'ont donné une méthode
pour la première partie de ce travail.

2) LAINE, Thèse, p. 39.
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équations qui ont une première involution d'ordre 2 et un invariant
d'ordre 3 pour chaque système de caractéristiques. C'est un dessein
limité, mais l'expérience prouve que les conclusions débordent souvent
les limites de l'énoncé. J 'ai déjà dit que M. GÀU avait résolu ce
problème pour les équations linéaires en p et g et M. LÀINÈ pour les
équations linéaires en p seulement et qui dépendent effectivement de p .
Cependant le travail de M. GÀU sur les équations s = a (x, y, z) q -f
-f b (x, y, z)x) a besoin d'être repris, du moins lorsque ces équations
n'ont pas une intégrale intermédiaire du 1er ordre du système X.

J'ai dû ; pour le faire, établir des conditions d'involution parti-
culières aux équations 5 = 7 (x, y, z, g). J e me suis alors aperçu que
ces conditions permettaient d'aborder et de résoudre, dans toute sa
généralité, le problème de la recherche des équations de cette forme
qui sont de la première classe. C'est pourpuoi ce travail se divise en
deux parties dont voici l'objet et la conclusion.

Première partie. — Recherche des équations s= f (x, y, z, p, g),
non linéaires en p ni g, qui ont une première involution d'ordre 2
et un invariant d'ordre 3 pour chaque système de caractéristiques.
La discussion présente plusieurs cas distincts. Un seul donne des
équations de la première classe qui sont

6 est une fonction de x et y qui doit satisfaire a un système de
deux équations aux dérivées partielles du 4e ordre qui admettent des
solutions communes. Les conclusions négatives s'étendent souvent
d'elles-mêmes au cas où la seconde involution serait d'ordre quelconque»

Seconde partie, — Recherche des équations 5 == / (x, y, z} q)
de la première classe.

Si l'équation est linéaire en g, on est ramené à des types déjà
connus (équations linéaires, équations de M. GOUI^SÀT).

Si / n'est pas linéaire en g, 5 = / (x, y, z, g) n'est jamais de la
première classe, à moins qu'elle ne se ramène par une transformation
ponctuelle à l'équation de M. GOURSÀT 5 = e z ] /yg 2 +g.

Cette seconde partie se présente comme la généralisation des
travaux de LIE et de CLÀIRIN puisqu'elle ajoute aux équations de LIE

s=/(z) , -e t -aux équations de CLÀIRIN s = f(x, y, z) un nouveau type
d'équations s=f(x> y, z, g) entièrement étudié dans toutes les hypothèses.

J) GAU, Annales de Grenoble, T. X X V , n. 1, 1913, p. 95 et seq.
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M. QOURSÀT a bien voulu s'intéresser à ce travail. Cette faveur
m'a sans doute été acquise par la bienveillance que M. GOSSE n'a
cessé de me témoigner. C'est peut-être à l'amitié de M. LAINE que
je dois de n'avoir pas perdu confiance au milieu des difficultés de
l'entreprise. Enfin, j'ai éprouvé plus d'une fois que l'obligeance de
M. BOULIGAND ne le cédait en rien à son beau savoir. J e leur en
fais mes respectueux remerciements. Les encouragements des Maitres
sont le secours le plus précieux à ceux qui s'essayent à les suivre.

PREMIÈRE PARTIE.

Recherche des équations s= f (x,y, z, p, q), non linéaires en p ou q,
qui ont une première involution d'ordre 2 et un invariant d'ordre 3

pour chacun de leurs systèmes de caractéristiques.

Généralités.

1. La condition pour que r-\-$ soit une involution pour le
système X peut s'écrire

(1) ^ ^ - ^ + H(J).= o..

La condition nécessaire et suffisante à l'existence d'un- invariant
d'ordre 3 s'obtient en ajoutant à (1)

(2) A | 0

(3) ^

Posons a , = 5—h a <|>, nous ti-rons de (1) et (2)

(4) Aâ,+ a H(f) + H(|^) + F(f) - o.

Or les conditions {2) et (4) ne son? autres que les conditions
(1) et (1') du Ch III de la thèse de M. GOSSE, dans lesquelles on
aurait fait m = 2.

On obtiendrait de même pour le système y des conditions qui
ne sont autres que les conditions (2) et (2') de M. GOSSE, dans les*
quelles on aurait fait n = 2.

Posons comme l'a fait M. GOSSE,
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nous passons encore de (1') et (2') à (1") et (2").

Or le chapitre III de la thèse de M. GOSSE est tout entier
consacré à .la discussion des conditions (1), (1"), (2), {2"). Ses con*
clusions s'appliquent dons au problème qui nous occupe dès quelles
ne supposent pas m + 2 ou n^2. Nous obtenons ainsi quelques ré*
sultats et une méthode. Nous avons d'ailleurs ici l'avantage de pos-
séder un ensemble de conditions, non seulement nécessaire, mais
encore suîflsant à l'existence d'un invariant d'ordre 3. savoir : les
conditions (1), (2), (3),

2. On peut modifier cet ensemble comme il suit. M. GÔSSE

lire 1) de (2) par une intégration

(5) A log a'-f - B(x, y, z, q) = o.

On peut alors remplacer (3) par

(6) A|x - XB + F(f) = o,. p. = G + x log a.

Appliquons à (5) l'opération H, nous avonç

(7) A H (log a') + *H(f) + H^j - H(B) = o.

Posons OL2 = at— H (log a'), nous tirons de (4) et (7)

(8) Aa2+ H (B).+ F (/) = o.

Cettte relation est la relation (1") p. 39 de la thèse de M. GOSSE,

Soit encore v ~ d2— (A, nous avons

(9) Ay -f XB + H(B) = o.

Il est clair que l'ensemble (1), (2), (6) çsî un ensemble néces*
saire et suffisant à l'existence d'une involution d'ordre 2 et d'un in-
variant d'ordre 3.

(1), (2), (9) est encore un tel ensemble. En effet, écrivons la
hf r ,

condition d'involution A 2̂ log (r+-^) = g - et posons p = log [a (
La combinaison de la relation précédente avec (5) donne

GOSSE,, Thèse, p. 39.



276 J . Pasquier, [10]

et l'on voit qm-i-JrXp + v est un invariant d'ordre 3.n dx

3. Division du problème.

Soient

^ = o, (1 ') A«4 cp - tp | £ + # , (ƒ) = o ;

8/ 82/ §/ §2/

+ (2'} A ^ + ^ +
(6) Ay^-ZB + FCO-o, (6') A-rX^XA
où / / j (/) et A ont des significations évidentes.

À cet ensemble de conditions nécessaires et suffisantes ajoutons
la condition surabondante.

(8) ^yiw + H(B) + F(f) = o

et la condition corrélative que nous appellerons (8').

Posons, comme nous l'avons déjà fait, a = —, nous tirons de

(2) par deux intégrations successives

(10) ^a^aB+Bi{x,y,z,q).

et (2') donne de même
(10') bb^bÀ + Ài.

Désignons par des accents les dérivées de a, A et A{ par rap-
port à p, et celles de 6, B, Bd par rapport à q ; les relations (10) et

(10f) donnent deux expressions àzj-^y-% et, en les égalant, on a

4£
La discussion de cette condition nous amène à envisager diverses

hypothèses suivant que les quantités

ne sont pas nulles ou que certaines d'entre elles k

!) GOESE, Thèse, p. 40.
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Remarque» Avant d'entreprendre cette discussion remarquons
qu'on peut toujours changer a en g (x, y, z) a + g{ (x, y, z) puisque
cette fonction n'est définie que par l'équation différentielle du second

a1'
ordre — = a. H s'ensuit que toute relation de la forme

a

y,( a Y

/ a y
dans laquelle h n'est pas nul, est équivalente à I—) = o. Remarquons

\ a !
encore que, dans l'hypothèse a'% o qui est la nôtre, les deux
tités (—7) et I—A ne peuvent être nulles à la fois.

\ a I \ a 1
Nous avons donc à étudier six cas distincts.

(II) (TJ=O,

(lm (Xi'-o,

U \-ü)*o;

(V) (^-o,

(VI) (4)"-o.

Il suffit de reprendre les raisonements de M, GOSSE au Ch. III
de sa thèse pour vérifier qu'ils ne supposent pas m $2 ni n £ 2.
Il s'ensuit qu'on peut étendre les conclusions de ce chapitre au pro-
blème qui nous occupe. Les cas (I) et (II) ne contiennent donc
d'équation de la première classe.

Chapitre I. Etude des cas (III) et (IV).

( 1 V' / h Yf

In = 07/ = °"

Compte tenu des remarques qui précèdent, nous pouvons prendre

a = log (p + a0), et soit b = e^g , soit b = (q + $<*)K
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<*o, Po et Pi sont des fonctions de x, y, z. On a d'ailleurs î^ + o et,
dans la seconde expression de b, Pi + 1.

Nous avons ainsi à distinguer deux hypothèses.

4. /ére Hypothèse : a = log (p + a0), 6 = e^7 .
La condition (11) s'écrit

ef donne
Jl\" D p .

ö = 7— e
"= p (x, y, Z) (-1)", |

/ ^ V'"\ = P — , ^ t = P (p + a0) log (p + O + a^p -f a3,\a i

Reportons en (10) et (10'), nous avons successivement

ê +P S ) + f?l = ̂  + tP (P + a°} '°g (P + Kc

La comparaison des deux expressions de -^—V- donne

P2 = o, Si = jjr e " P / / - <7 ̂  log P i + «> (x, 7, z).

On a donc

/= (̂

Utilisons maintenant la condition (8). Il se présente des termes

5r
^ £5 f ^ r

en e"2^1<5rqui proviennent de / y - et de -^- ^ - . Leur coefficient,

[
 ao) + ^] [p log (p + O + 2p +

doit être nul II faut donc prendre p = a2 = o, et / est linéaire en qt

ce qui.est contraire à nos hypothèses.
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5. 2^ e Hypothèse : a = log (p + a0), b = (q + po)&.
La condition (11) donne alors

&i = P (p + a0) log (p + a0) + «, (p + a») + «3,

Par le même procédé on tire de (10) ef (10')

Pi 5 ^ = ^ - + (1 - PiH<7 + Po)'pl [p log (p + à.) + p + a.2] -

S2 /
et la comparaison des deux valeurs de -5—5— donne

op oq

5
p oq

= Pi P2 (p + «o) l0g (p + «o) + P ,W (P + «o) Pi «4 ,

Reportons en (10) et (10f) et identifions les deux valeurs de
il vient

Cette dernière relation est la condition de compatibilité des deux
équations

IZ ÔZ_ oZ _ §Z__

Prenons Z pour nouvelle fonction inconnue, nous avons

En revenant aux minuscules, ce changement de fonction nous

permet de prendre a0 = p.o — 0 et, par conséquent, #4 — p4 — 0, -̂ — — o;
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/ = (p.2p log p + ̂ p)q + y (pp log p + a p) q1 '^ ^ p - pq log g,

La condition (8) présente alors un terme en (log g)2 qui doit

disparaître, ce qui donne -5-^ = 0. Elle contient des termes eng 1 " 2 ^ 1 *

<7 » g, g0. Si Ton n'a pas 1 — 2 ^ = 0, aucun d'eux ne peut se
réduire avec un autre. E n particulier le coefficient de g1"2^1 qui est

[ p (p log p + a,) (p \ogp+2 p+flt)1 —Pi

Pi2

doit être nul, ce gui exige p = a, = o. Mais alors / serait linéaire en g.

Si Ton a Pi = —, il vient

J
/ = p log p (P2g -f 2 pg 2 ) 4- p (coç + 2 a2gt),

1 J_
4̂ = - p (p2 iog p + <«>), B = p-2ç + 2 pg 2;

La condition (8f) présente alors un terme en (log p)2. Son

coefficient,
1 /3

doit être nul, ce qui exige p = p2 =
: o. / serait alors linéaire en p .

P a r a g r a p h e I I ( 1 ) ' = o, (^ ) " ( | ) "*° -

6. L'équation (11) s'écrit ici

Posons

^ 9

nous avons

11 résulte de la remarque du n° 3 qu'on a nécessairement

^ = ^ = 0 . Il en résulte également qu'en changeant 6, s'il en çit



[15] Recherches sur les équations s = f(x, y, z, p, q) intégrables etc. 281

b e s o i n , o n p e u t t ou jou r s s u p p o s e r p 0 — o o u p{ = o, c ' e s t à d i r e

( a Y
— I ; et puisque a =
a !

log (p + ao)> on obtient

^4 = 0^4-02, ^ i = Pi (p4-^) log (p4-<*<>) +o 3 p4-o 4 , Oi = O; (x, y, z).

Reportons en (10'), nous avons

L'équation (8') présente alors un terme en [log (p + a 0 ) 2 qui
ne peut se réduire avec aucun autre. Son coefficient

/1 Y

doit être nul, ce qui exige soit pi = o, soit I77I = o. Ces deux con-

ditions sont incompatibles avec nos hypothèses.
On verrait par des calculs analogues qu'on ne peut pas non

plus supposer Af\ = o.
Les cas (III) et (IV) ne contiennent donc pas d'équation de

la première classe.
Remarquons qu'on n'a fait appel jusqu'iei qu'aux conditions

(2) et (8) et à celles qui en découlent, ainsi qu'à leurs corrélatives.
Il s ensuit que les cas (!)„ (II), (III), (IV) ne contienne!pas d'equa*
iion de la première classe, même si l'on n exige pas que la seconde
involulion soit d'ordre 3.

Chapitre IL Élude du Cas (V) (p)"= 0, (~)'' {~j^ 0.

I. On peut alors prendre soit a = ettlP, soit a = (p + ao)
aV De

l'équation (11) on tire en procédant comme au No. (6),

Il en résulté qu'on peut prendre soit p4 = o, A!\ = o; soit
p0 = o, À"~ o. Les deux coefficients p0 et pd ne peuvent d'ailleurs
pas être nuls à la fois sans quoi (10') définirait / comme linéaire en p.

On a donc à envisager

Soit Po * .o, p, = o, 4"= po ( y , ^"4 = o, B", = p0 (£)" ;
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Soit Po = O, p, * O, A"~ O, A"~ pk ( p ) , B\ ~ P l ( £ ) .

lé/e Hipothèse a = eW.

Soit d'abord p0 * o, p t — o , ^4 =•— e-aip + S o p 4 - a^ ^41==

L'équation (10') donne

En reportant dans l'équation (8') il se présente un terme en e -2aip .

Son coefficient, — ~ r > | ^ "^(z/) |> ^ ° ^ ^*re nu'» c e ^ ^ es^ imposible.

Si 1-on suppose pd = o, p0 = o, on arrive de la même manière,
à la même conclusion.

2ème Hypothèse a = (p+ ao)ai.

8; Définissons une nouvelle fonction inconnue Z par la relation
Zx
-y- = a0, nous avons

Nous pouvons alors supposer a0 = o et prendre a = p*1.
L'équation (10) donne

On a d'ailleurs

Reportons dans la condition (8'), nous obtenons dés termes
en g1"204, qx~ai

r q et g0. Si l'on n'a pas l - 2 a | = o, aucun d'eux ne
peut se réduire avec un autre. Or, le coefficient de q{'2ai est
1 - o t • 1
— ^ B L (B\ + Po); il ne peut être nul. Il faut donc prendre a J = — »
at ^

Nous ne ferons pas ici d'hypothèse particulière sur p0 et sur pL.
et nous aurons



[If] Recherches sur les équations s— f(x, y, z, p,q) inîégrables etc. 283

Reportons en (10) et (10') nous obtenons deux expressions de /

La comparaison des deux expressions /donne

En changeant b en fc> -j- ;x on peut toujours déterminer [x de

façon que cette dernière condition devienne - ^ — 3lbL = o. Son inté-

grable générale est alors bL = ? (x, y, z) ? (x, y, g).
Si nous passons de b à ? par la transformation 6 = a çp + [i»

et si, ensuite, nous revenons à la notation 6, eh remplaçant ? par b»
nous avons

(12)

1

La forme / = 2pB -V p2 B rend compatibles les équations (10)
et (10').

9. Considérons maintenant les conditions (6) et (6')

Elles donnent par comparaison

Dérivons une fois par rapport a p et une seconde fois par
rapport à g, nous avons

Dérivons encore une fois sur p

S 8 / 8X

Buletinul Facultâtii de Çtiinfe din.Cernâuti. V, 1931.
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Or f=2pB + 2pTBh |^=2B+^p"TB1, |^ = 2B'p + 2B\pT

*'-2B+BlP-i. £,'—1
Reportons en (14) nous obtenons

(2 B'p + 2 B'iPT)

Dérivons encore une fois sur p et faisons ^-^ = v, nous avons

enfin

3 ± 8 v
2 p 2 ^ = a

Considérons encore les conditions (8) et (8')

AU + ^(B) + F(f) = o, Aï ̂ + Ht (A) + F(/J = o.
On en tire

Ay

Or, puisque fî ne dépend pas de p, on peut écrire H(B) = &{ B.
On a de même i/i(^4) = Af^[.

Posons w — A = (iï, \̂ f — B = Xj, nous avons

Deux dérivations, l'une par rapport à px l'autre par rapport à g
donnent

z SpSgSp §g §p2 SgSz SpSg 6g Sp Sg2

Cette relation est du même type que (13). On peut, par con-
§2

séquent, en posant ~^~2=== vit en tirer une relation telle que (15).

Pour faire l'étude de (15) remarquons que B\ dépend néces-

( iUf

—f\ =• o. Nous som^
mes ainsi amenés à distinguer deux cas, suivant qu'il existe ou non,
entre B' et B\ une relation de la forme

B = 7T;i B ' i + 7C2, %i = TCy (x, y , z) .
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P a r a g r a p h e I. // n'existe pas de relation telle que

10. On tire alors de (15)

t 2 S 2 V §V

(19) 2pr-g- + 3 F"=O.

Par combinaison de (17) et (18) on obtient

PSp

et toutes les intégrales de cette équation satisfont à l'ensemble des

précédentes. JNous avons ainsi v = a p 2 et, puisque v = -r—^ on a,

en changeant les notations
j_

(20) |A = a p 4- uL p 2 4- a2. a,- = a7- (x 7, z).

Par le même procédé on obtient

Or; .(Ai= w—^4, c'est-à-dire, en changeant les notations,

8 ó :

D'ailleurs, par définition, w = ~- + ^ —H(\og a). (N0S2 et 3).
Nous avons donc ici

C'est-à-dire, en changeant au besoin les notations,

(2) * - P p 2 + Pip^+

Reportons ces formes de (J/ et, de $ dans (6) et dans (1).
avons en (6)
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+ (2 B.+ B, p'h (2B'p+ 2 B', pJ) = 0,
cc qui entraine

(C)
Sa, ,SB,

' Sz

3)P + qP + *iBl-XB + '2BiB?l~o.
oy Oz

La condition (1) après qu'on y a reporté <|>, donne de même

2) ̂  + g ^ + Pi B + 3 p B, + 2 ̂  + 4B,B'+4B B',=o,

P a r a g r a p h" e IL B' = nL B\ + K2>

11, (22) B^^BL+K, q +7C3.

On en tire ^B _ int n . SB. 5K2 STC3

ox ox ÔX öx . ̂ x

qu'on peut écrire, en utilisant les expressions (12) de B et Bt

b 1 5̂ 9 S%

Deux dérivations sur g donneraient

Ti r 1 Silo. Sîlo

H faut donc supposer 7i4 = TT5 = o et par suite, y - = -̂— '="•'$..
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D'ailleurs, en vertu de (22) nous avos

s = / = (2 p, ^ + 2 p 2 ) BL + 2 K2 pq + 2 TC3 p .

Posons Z^=Z(y,z). Nous pouvons délermiuer Z de manière
à faire disparaître le terme en pq et nous avons, en modifiant les
notations

î

5 = ƒ = 2 (ÎUIP + pT) BJ + 2 tp. t = T (y, z).

Il faut alors en (22) prendre ^2 "- o.
Faisons en (15) S '= TC1 B'J, nous obtenons les deux équations

(24)

L'intégrale générale de cette dernière est
2.

-v = a (x, y, z) p" 2 -f <p (x, y, p).

Reportons en (23), nous obtenons encore l'équation (23) au

remplacement près de v par <p. Posons <p = <PiP" (23) devient, en

écrivant ç x pour -r— ,
8p

(25) 5t4 (2 m \ + 3 <p',) + 2:pïf\ = o.

Il faut encore ici faire deux hypothèses sur rc4.

12. À0) œ. = o.-
i . . .. .

Dans cette hypothèse s-2'cp + 2Bip2 (B ^ y)i

O n tire de (25)
( )

et, en modifiant au besoin les notations on a

3 1

a p + ax pT

Reporions dans la condition (6), nous obtenons
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ce qui entraîne, par annulation des termes de degré 1 en _p

5y öz ' oz

II faut prendre TC, = O, sans quoi cette relation définirait B,
comme linéaire en q. Mais alors ^ est encore de la forme (20) et
on retrouve les conditions (C).

En procédant comme au Nö 10 on aurait successivement
3 j . .

'

Si nous reportons <j> dans la condition (1), nous obtenons, en
particulier, par annulation des termes en p 2

ce qui définit B, comme linéaire en q, à moins qu'on ne prenne
«3 = 0. Mais, si Ton suppose % = o. f]> est de la forme (21) et on
retrouve les conditions (F).

On tire alors de (C)r et de (F),

On a donc d'abord -^- (8 — a)•= o
oz

puis /Q - v 8t
(P-«)5-o.

Supposons d'abord F" + o. Il faut prendre fi — à = o.

On tire de même de (O2 et (l\

^ (P» - «0 + g ^ (6, - «,)•+ (Pi ~ «01 + O P - 2 «) B t = 0,

ce qui exige qu'on ait 3 fi — 2 a = o, sans quoi Béerait linéaire en g.

Il faut donc prendre p •== a = o. Mais alors (CX donne s- =fp

et Téquation étudiée s'écrit
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En posani Z = Yiz, on peut déterminer Y\ de manière à avoir,
à des changements de notations près,

Une telle équation admet ttnvolution du premier ' ordre p 2, ce
•qui est contraire à nos hypothèses.

13. Remarque., De (C)i et (Y)\ on tire

^-(P-a) + çA(p.a) + 2(p-a)B = a

Si l'on suppose [3 — a * 0, cette équation es du type (22) où
l'on aurait ^ = 0. {C)t et (F)i ne sont donc compatibles que si'l'on
prend P = a.

14. B°) fi.+ o,

L'étude de (25) nous amène à distinguer encore plusieurs
hypothèses, suivant que ff', n'est pas nul dans Tune au moins des
expressions de v qui servent à déterminer ^ et \^h ou bien suivant
qu'il l'est dans les deux.

1 °. Soit -^~Y = aP~ 2 + ? iP" 2 , avec f i * o,

(25) donne alors _ B

<Pr = - ^1

1)»

2 TCj p T _(- 1
—

= «p 2 _

i
TT • 2 1Ci 4 - p" 2 2 ïï, TCĵ p 2

Une primitive de — ̂  r
 x est =—̂  = 2 -••" -ç;; . , s

(fî  p -]- pT)2 7Tip-|-p2 ^]p2 4" 1

bien qu'en changeant les notations suivant les besoins on a

[ît, 7r2 * o, ay = a/ (x, y, z), rcy = ity (x, y)J .

En procédant comme au n° 10 on tire de là
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a^ - 7T2 (7CiP2 + l)log(7T i P2 -f 1) -f [3p2 +

1 i • J

Reportons cette expression de ^ en (1) et annulons le coefficient
du logarithme nous avons

g- fa ÎT2) p + p pT + (2 Bp 4- 2 B,pT) fa ~2 + 1 ' 7r2 p-4) _

- (2 fî + BiP"T) (~, z2p+iz2P2) = o.

On en tire

Or B — Tui B. == t (y, z). L-i dernière équation donne donc

g-log rc2 =
T <y> 2) = y,..

et l'on a

On peut alors faire disparaître le terme 2 l p en prenant pour
nouvelle fonction Z^Y^ où Yi est une fonction convenablement
choisie, et Ton a

et F-fa]7^) donne -^-1. == o, rc, = X(x).
Oy Oy

Mais s = 2 CZp + p^~) B, admet révolution du premier ordre
JL

X p + p 2 , ce qui est contraire à nos hypothèses.
Il faut donc prendre ici ff'] = o, et l'on obtient encore les

conditions (F).

2°. Soit —^ = rJp 2 -f 'fLp~ 2, avec rf\$ o. .

De la même façon qu'on vient d'obtenir [xb on obtient

|x = TC2 log (x, p 2 _)_ 1) -f- ap -f- ĉ j p 2 _j- a2.

En reportant dans (6) on en tire les conditions (C) et deux
autres dont l'une est
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On tire de cette dernière

291

S Y'
g- log ni (x, y) - - T (y, z)--y,>

ce qui donne

puis + pT) B

Posons Z = Y2z, nous avons P = Y2p,

1 = 2 (XYp + pT) Bt-ly

Cette équation admet encore une involution du premier ordre.
. 3°. Il faut donc prendre à la fois

82a 1 S2 a, 2
g-2" = a (x, y, z) p 2 d "§^2 = a i ( x , y , z ) p " 2 # (? f

x=o).

On obtient encore les conditions (C) e/ (F). Il nous reste à en
faire l'étude.

P a r a g r a p h e I I I . E t u d e d e s c o n d i t i o n s (Ç) e t (F).

15. Posons a = : P = (x, ^ = (i,, p2 = 2 [i2, P 3 = ^ 3 , p£ - a± = (x4,

2 - 2 «2 = 2 fis-
Les conditions à étudier s'écrivent

^ o ,2) ^ + g ^ + h _B+,3 (I.B,.+ 2 ̂  + 4.{ft B'

Rappelons d'ailleurs qu'on a

2 B = a0 — + — (o1 — -g-), avec 6 = 6 (y, z, g), | ^ j | ^ | * o,

rn1f)i«i Ac> Stiinte. Hin P^mSi.*! V
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ö , = p0 — -(- f, y , o,- = <3y (x, y, z), Pi = Pi (*> y> *)•

Supposons d'abord (x{ * o ; nous pouvons écrire (G) 4

«fc.hB + 2

et nous en tirons par une dérivation

'3 xr j v y i rs

C'est-à-dire une relation de la forme

52 52 y I
log [A3 + Ç ^ r ; log [V, + a (x, y, z) £, + p (x, y, z) - , = o,

qui doit avoir tous ses termes nuls. Il faut donc prendre, en particulier

\I} = Xlz(y1 z).

(6)4 donne alors, en modifiant les notations

JB = &ktgtL+<x.(x, y, z) fi;, + p (x, y% z) -g-4

et Ton a

E n posant Z— Z (y, z), on peut déterminer Z de façon à faire

disparaître le terme en pq, ce qui revient à prendre -é- log [x3 = o„

c'est-à-dire |A3 = XL Y j . (0 )4 s'écrit alors

Z 4 Y', - XL YL B +2 {^2Bi+ 2 ^ - o,

c'est-à-dire

(26) 2 Y'i-p+ Y ^ + tA (y, z) 6 + T 2 (y,z)- 0.

L'intégrale générale en est

b = t3 (y, z) f ( Y, g - 2 Y\ z, y) + r4 (y, f),

où ? est une fonction arbitraire. En posant Z=Yéz on peut déter-

miner Y> de manière que Yï q — 2 Y'x z s'exprime au moyen de y et

Q" seulement et" Von a, en reprenant les minuscules
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Ce qui permet de prendre

c'est-à-dire
= ty(y, q),

66

Supposons maintenant [x. ~ o et X$ o. Nous pouvons reprendre
sur (G)Q, à des différences de calculs près, les raisonnements qui
viennent d'être faits sur (G)4.

On a d'abord

On peut ensuite, par un changement de fonction prendre -J-2 == o,

et (G)Ô s'écrit

ce qui est une équation telle que (26)

Un en tire encore -rr- == o. •
öz

16. Supposons enfin X =• [x3 = o. (G)Q devient

ôy ^ ?JZ §x '

et, puisqu'il ne peut exister de relation du premier degré entre 77, -r-,
et g, il faut prendre, en particulier,

a B + — = 0

Le système des équations (G) prend alors la forrfïe

(G')

oz

2)

3) A!

4) A;J.

6)

,6B,

2 B t B'= o,
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Dérivons (G')i par rapport à x, nous avons, en tenant compte
de (G')5 et de (G')6,

fe + fe B + (Ë" ̂  H ~ ^4)B' "
Multiplions (G')B P a r 1̂4 e* (G')4 par (x.2, puis ajoutons à la

relation précédente, nous avons

Un en tire comme précédemment ^- — o, a moins qu on ne

prenne

(27) | j + |*2 ̂  = o,

(28) | £ + (i4 [J-4 - 2 il2* = o.

Dérivons de même (G% par rapport à x, nous avons

A fe+[i ^ ~ ""̂  ~ ̂ (|ti ~ N)]Bi ~4 H Bi B ' j = ° '
qui, combiné avec (G')3 donne

(I11 ~ H) 4 ^(|Xi ~ H)]Bi=°'
ce qui exige, en particulier que le coefficient de B t soit nul, c'est-à-
dire, en tenant compte de (27) qu'on ait

(29) ^ + fx.,!x1=o.

Opérons de la même façon sur (G')2> nous avons

-.4 ft, (B, fî'+ B B'i) - 8 m S , B', = o,

qui, par combinaison avec .(G')., et (G'):1, donne

Or on a -=r̂  + ^ [̂ .2 = o. Il faut donc prendre, en particulier
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Mais on lire de (29)

II vient par suite
(f*i - 4 (x4) d {x2 = o.

Or, si Ton prend A [i2 = o, (G')à définit B\ en fonction linéaire
de ç, ce qui est impossible. Il faut donc prendre

(30) ft = 4 |i4,

et (28) donne alors

(31) | | + 2 ^ 4 = o.

Enfin, dérivons (G')i Pa r rapport à x et combinons avec '(G'),
nous avons

O, 2|+„. =

Il faut donc prendre

(32) 2^-^4=0.

Je dis que, dans ces conditions, s = 2 B p + 2 B, p~2" saësfaif' à
la condition d'involution du premier ordre

àp

Cette condition est, en effet, équivalente aux trois suivantes

On satisfait à la seconde en prenant X == çp (x, y, z) B^ Les
deux autres s'écrivent alors

(33)

(34) j _i
Multiplions (G')4 par — 4 et ajoutons à (G')? ; en tenant compte

de (30) et (32), nous obtenons

- B^z log m + ^ + 2 (BB'.-B, B') = O.
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Cette équation n'est autre que (34) dès qu'on prend <p = —

De même (G% n'est autre que (33) dès qu'on tient compte
de (27).

11 résulte de ce qui précède qu'il faut nécessairement prendre
86 _

^ 0 ' n- u TW u ^ 5b 8b

P a r a g r a p h e IV. Hypothese ^- = s - = 0.
17. Nous venons de démontrer qu'on peut mettre l'équation

étudiée sous la forme

s= f(x, y, z, p,q)=-gA-\- -g Alt

A,-= ^ ^ = 2 (

et l'on a B = ^ - ' ( 5 , = ^ ^ , cp, = 9-(x, y, z).

La forme de /es t précisément celle qui est discutée par M.

GOSSE dans sa thèse (p. 46 et seq.), mais dans l'hypothèse I — I * o
\a 1

qui est contraire à celle dans laquelle nous nous trouvons. Nous
allons pourtant employer, avec ses notations, l'essentiel de sa méthode.

Posons 7-, = Q et reportons dans la condition (8), nous obtenons

tw .. §w , iw , * , y, , N ̂  . rScp . Sep,

qu'on peut écrire, avec des notations évidentes,

% + q % + ( a + * i b ) Q + { a > + •** f c + c t 4
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Des dérivations successives par rapport à q donnent

^ • + a, + [a + a3 + («, + 2 a4) b] Q'+ (as + aa b 4- a4 è
2) (Q Q')'= ,o,

i / O' \' O'2 / O'2 \'
Q + («.+ 2 a4) ( ^ j + 2 «4 ̂ ö ? + (a3+ 2 «4 &) (^Q»)

+ (a, + 2 a4 6)

Or, on ne peut pas avoir ^ + iTyvyJ == o, car de celle relation
on lice

En changeant b on peut prendre Y= o, puis

b Q' + -~r = o, c'cst--à^dire I —/i' = o.

Ce qui est contraire à nos hypothèses. Nous pouvons donc écrire,
avec des notations évidentes,

a j + 2 a4 + 2 a4 Q, + (a3 + 2 a4 6) Q, + (a? + a3 fe + a4 6
2) Q4 = o.

Une nouvelle dérivation prise par rapport à q donne

(35)

Nous avons d'ailleurs posé

a4 = =4(? + ^'X
On ne peut avoir cp -\-Â'=o sans prendre cp = cp2 = o ; l'équation

5=/aurai t alors une involution du 1er ordre, ce qui €sf contraire à
nos hypothèses.
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Divisons (35) par <*4, et dérivons par rapport à p, nous obtenons

(36) (Q.I+a + 6 Q . 4 ) ^ + a , l î . = e. •

Or nous avons posé

1 1

1 1
l•;.; - a4 = 3 <?2 p + 4 cp cp2p2 -f cp2

?,

a,

Pour qu'on ait ^—- = o il faut prendre — = — et, alors, on

S a2

a aussi 5 = 0 ,
Spa4

L'équation (35) définit alors M comme une fonction de la seule
variable y à moins qu'elle ne se réduise à une identité, c'est-à-dire
qu'on n'ait à la fois

M. GOSSE a éliminé cette dernière hypothèse x) pour des raisons
qui valent encore ici.

Mais, avec M= Y, on a <pz= Y<p, cp3== Ycp2,

équation qui a une involution du 1er ordre.

Prenons enfin -.— "ô + o. Nous tirons de (36), ou bien Q'4 = 0,
ôpap 4

Q'3 + -Q4 = ° e*> e n reportant dans (35), Q'2 + -?ê = o, hypothèse que

nous venons d'écarter;
, . - ' • •• - 8 a 0

ou bien
-Lia 4-QIVJ-/,- 5P«*-Y

ôpa4

(3OSSE, Thèse p. 49.
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On peut d'ailleurs, en changeant b prendre Y=o et, par conséquent,

et (36) donne alors Q'4 = 0. Nous retombons sur une hypothèse que
nous venons d'écarter.

Le cas (V) ne contient donc pas d'équation de la première
classe.

Chapitre III. Etude du cas VI (j)"= (|r)''= o.

18. Nous savons qu'on peut prendre soit a = eaiP, soit a = (p-\~^o)ai

avec 0̂ 4=0 et, de plus, ax+ 1 dans le second cas. Il faut donc envisager
successivement les trois hypothèses

= (q 4

lère Hypothèse : a = ea>P, b = e^ q:

19* La condition (11) donne alors

ai ri

Reportons en (10) et (10'), nous obtenons successivement

et, corrélativement,

S2/
L'identification des deux expressions de » » donne

l
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L'identification des deux expressions de /, tirées de (10) zï (10')
donne ensuite

Reportons en (10) la valeur de B tirée de cette relation, nous
avons pour définir f

Cette valeur de / introduit dans (8) un terme en e"2(oCjP + ^ ^

qui provient de T~IT * Ce terme ne peut se réduire avec aucun autre.

p2
Son coefficient —- doit être nul. Il faut donc prendre p = o.

On voit encore qu'il existe en (8) un terme en e" $L qui pro-

vient de /-s— et ne peut se réduire avec aucun autre. Son coefficient

— ~ a.̂ 2 doit être nul, ce qui exige o.6 = o. Mais, alors, / est linéaire
Pi

en ç, cas que nous avons exclu de cette étude.

2ème Hypothèse : a = e 0 ^ , b = (q + po)^.
20* En procédant de la même manière on obtient d'abord

i
§2/

L'identification des deux expressions de ^ ^ tirées de (10) et

de (10') donne ensuite

(10) et (10') deviennent
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Dérivons par rapport à p et identifions les deux expressions de

I ' Ü Vknt ^ - f = (Po P, - fc) e«P + % ̂ p ,
ce qui exige qu'on ait à la fois

II existe, donc une fonction Z(x, y,z) telle que aA= y - et ^$0= ^ - ,

Prenons Z pour nouvelle fonction, nous avons

La remarque du n° 3 nous permet alors de faire o.{ — 1, p o = o
c'est-à-dire, en revenant aux minuscules, de prendre

a = eP, b = q\ p, = o, A = p, [p., e"P+ co (x, yyz)\

L'identification des deux expressions de / tirées de (10) et (10')
donne ensuite

Changeons p et a3 en p ^ et a 3 p p nous avons

Reportons dans (8), nous obtenons un terme en q (log g)2 qui

provient de / y - et ne peut se réduire avec aucun autre. Il faut donc

8(3
annuler son coefficient, c'est-à-dire prendre —̂ = 0.

Il se présente alors des termes en g0, g, g1"^1, g1"2^1. Il faui

donc soit prendre P i = y , soit annuler le coefficient de g^"2^1. ,Ge

-coefficient est (1 — P1) (a3
2 — p2e"2p). Mais on ne peut avoir a., = p = o,

sans quoi / e s t linéaire en g. Il faut donc prendre ^ = y .

Considérons maintenant la condition (8') et, dans cette condition,
1 1 . 1

le terme en e"2p dont le coefficient est — y (P, g -f- pg2) (3 |3, — g" 2);.
Pour que ce terme disparaisse il faut avoir p., = ç> = o et / e s t

indépendant de p, cas exclu.
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3ème Hypothèse : a = (p + *0)
a\ b = (q + %f\

P a r a g r a p h e I. D i s c u s s i o n d e s c o n d i t i o n s (10)-c l (10')*

T r a n s f o r m a t i o n d e s c o n d i t i o n s (1) e t (l')> (6) e t (6')*

2 1 . O n a ici

À i = -7 (p + ao) x " a i + *, (p + O + a3 >

g 2 /L'identification des deux valeurs de 5—5— tirées de (10) et (10')

donne

Reportons en (10) et (10') et identifions les deux expressions
de /, il vient

o) iog ( g + w = ( p + a °

i «2 ( ?+ W 1-^ 1- « , ^ (q + Po) log (q + W + PJ -

Ce qui exige d'abord (termes en p -(- a0) log (p -(- a0) et termes
en (p + «o)l-a0

ei par raison de symétrie



137] Recherches sur les équations b= f(x, y, z, p, q) intégrables etc. 303

On a ensuite (termes en p)

et enfin
^ ~~~ P f ^ 51 O 51 •

Oy Oz Ox OZ

Nous avons déjà vu au n° 5 que cette dernière égalité permet
de prendre a0 = % = o, a = pa\ (3 = gK

On voit par ce qui précède qu'on doit prendre ensuite
6a. 63,
Sy §x

et Ton a

L'une des conditions (10) et (10') donne alors

~~aLJz pq g -9 "~Pi "§7 p g g p*

Modifions w et p et prenons a = -^, P = ~ . Ces quantités ne
Pi a i

peuvent être confondues avec les quantités a et [3 qui figurent dans
les conditions (2) et (2') dont nous venons d'achever la discussion.
Nous avons

f = a'pq l b l fr

~ pg log q f—1 pq log p.

puis, en particulier,

B==coaJç-f.aa2grl"P1— ax —?§—i g log g.

22. Reportons nous maintenant à (8) et considérons d'abord le

terme en pg (log g)2. Son coefficient 4 1-̂ - log pJ doit être nul II faui

donc prendre —̂1 = o et, par raison de symétrie, -*p = o.

II se présente ensuite des termes en g0, g, g pl, g pi et, comme

précédemment il faut prendre $0 = -j ou bien armtder le coefficient

de ql'2K
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Soit d'abord P. + y . Le soefficient du ferme en g1"2^1 est, après

suppression du facteur 1 P t, qui ne peut être nul,

Il faut donc prendre

= o.

Si Ton a a == o, / est linéaire en g, cas exclu. Il faut donc
supposer a — — 1.

Par raison de symétrie, si nous supposons <*!* — nous devrons

prendre p ̂  = — 1, si bien que nous avons à envisager les deux cas
suivants

(À) a1 = ^1 = — \, alors p = o;

23. Examen du c#s (À) a1 = (31 = _ 1, p ^ o .

ƒ= w p g - f 7.pq2Jr^p2q) B = — w g - a g2
t

Revenons à l'équation (8). Le terme en g1"2^°=rg3 disparaît.
Les termes en g0, q, et g2 donnent

§W 1 S log q

op p hx

Pour que la première et la dernière de ces équations soient

compatibles il faut qu'on ait —̂ = o. Par raison de symétrie on doit

Sa
prendre j-= o. On tire alors de la dernière

3

et, en reportant dans la seconde, on obtient

S-lgp!-M»P+,v)-!+gp!-
On en tire g = o. Mais alors / e s t linéaire en p , cas exclu.
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II faut donc supposer a1 = £, == -•

24. Examen du cas (fi) at = ^ = —•

(37) / = ö ) p q r + a p 7 2 + pp2 ç + p p 2 q2 = Hlq + Miq2t
1 1 1 ±

avec jHi = <ûp+Êp2, jFf s=ap4-pp2, B = - (a> qr + aç2).

Remarque préliminaire.

Le problème posé exige que la première involution soit d'ordre
2, mais les conditions du N° 3 n'excluent pas les involutions d'ordre
inférieur à 2. Il est indispensable pour ce qui va suivre de savoir
d'abord reconnaître les formes de / qui donnent lieu à de telles invo*
lutions, c'est-à-dire qui sont telles qu'il existe une fonction u (x, y>
z, p) vérifiant

8 /

On en tire

Cette dernière relation donne u = a4 (x, y, z) /ft ( a ^ o ) . En re#
portant dans la première on obtient

En reportant dans la seconde on a ensuite
S 1 / 55 S 1 \ 1 i l

Y^ (aP + PPT)+ ai ( g^P + YZPY) + ai ^ P + PP7) (a + 2 PP"T^

1 1 1
(û + - p p 2) = o,

De ces diverses relations on tire a i a==X(x) .
Puisque w et, par conséquent aA ne sont définit qu'à un facfeiàr

près dépendant de x seul on peut prendre.
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Soit aAa = o, soit a,a = 1,

et il reste à vérifier à la fois
Ç» 5> A A

tyfopH0' 8i(aiP)--2a*Pcû+2aaiPsssO#'
Soit d'abord 04 a = o, ce qui exige a = o. Les équations pré-

§0)
cédentes sont compatibles des qu on prend ~— = o.

Soit ensuite oti a ==• 1. Les équations précédente prennent la forme

^P 8a §p 6a 1

25. Reprenons l'étude du cas (B). Nous allons, pour des raisons
de calcul, lui appliquer la condition (6) au lieu de la condition (8)

(6) A]>

Les accents désignent ici des dérivées prises per rapport à p.
\_

Annulons les coefficients des termes en g0, q2., g, nous avons
trois conditions

(C) , 2) K^-^a + ^

(C)2. est de la forme

Son intégrale générale s'écrit

y* = w± p •Jrz'w2.p~2'Jr w8 + wé log (p -f a p~ï)> Wi =^= Wj (x, y, z).

Il est facile de voir que si a == o on a encore la même forme avec

Reportons en (C)u nous avons d'abord y-4 == o, puis
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p 4-

Multiplions par p + ap2 et awnulons les CQefficients de p2 ,p ,p2
ci p°, nous obtenons

Sw-3 . 1 2\ . fîw, . 3 \ . Sa+H+nv+Ta9+W

8 p .

Supposons a $ o ; nous avons d'abord

\ Sw.i , 1 o

Les deux dernières équations donnent ensuite

(C,)

à moins que Ton n'ait

(C,) 3) ^p + i - p2 = o avec w4 = o,

Reportons {-t en (C)3 nous avons d'abord -g-^==o, puis

5p 8a 1
, 5 ^ 2 4. , 8TTS , S + 8 z p 2

ap 2

Buletinul Facultâtii de Suinte din Cernâuti. V. 1931.
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Si Ton suppose a $ o, on en tire, en procédant comme on vient
de Ie faire avec (C){

(C2) { 2) -j£

3) ^ —(——— p W2 — ~^r x w -f- — pi == o, a v e c wA = o ,
oz 2 2 2

à moins qu'on n'ait

II suit de la qu'il faut prendre wA = o, sans quoi il existerait
une involution d'ordre 1 car (39) et (40) ne sont autres que les con-
ditions (38) d'une telle involution.

Soif donc {x = P7jp + w 2 p ï . + w3.

Reportons enfin cette expression dans (C)2, nous obtenons

, 1

1

i ^ _ _ _

1 , . 1 ' ! *

On en tire

(C3)

Nous avons déjà vu que si l'on prend a = o il faut encore faire
\F4 = o et il est facile de constater qu'on retrouve les conditions (C,),
(C2) et (C3) dans lesquelles on aurait fait a = o.

26. Afows a//o/2S démontrer qu'il faut écarter cette hypothèse
a = o e/, c/'wiîe faço/2 générale prouver qu'il faut prendre a . [3, a>. p = o.

En effet, avec a = o, (Cj), (C,) et (CJ s'écrivent
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(C)

O) ~s

4)£o
5) è0

) +
+ P) + y

+ ») = o,

, + P) + P fo + ») = 0,
x

8) ^2 + 2• P = o.

De (C)2 et (COs on tire d'abord j-=o, puis en dérivant (C')s

Or, on ne peut prendre — = o, sans quoi il existerait une

volution du 1er ordre (N° 24). Il faut donc prendre
qui combiné avec (C')s donne

= 0, ce

= P = o.
Soit donc a = p == o, w2

 = °- ^ n o u s res^e à satisfaire aux cinq
conditions (C').i> (C')3, (C')4, (Cf)6, ( C ) Î qui contiennent quatre fon*
ctions arbitraires w\, w3, w, et p. Remarquons d'ailleurs que si nous
utilisons la condition (6') corrélative de (6) nous obtenons par raison
de symétrie cinq nouvelles conditions telles que les (C) ; contenant
seulement deux nouvelles fonctions arbitraires. J e dis que l'ensemble
des (C')i et de leurs corrélatives est ici incompatible. En effet, nous
tirons de (C')7 et de sa symétrique

§2logp
l~7

62 log p

Sx
ce qui donne

(41)
Slogp

ùz
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D'ailleurs la combinaison de (C')4 avec (C')j donne

52 log p ,

c'est-à-dire Z ' + -^- + a) (Z — co) = o,
oz

équation de RICCÀTI dont l'intégrale générale est

On désigne ici par 6 une fonction arbitraire de x et y et on a
Z"

remplacé Z par — -yf>

Reportons en (41) cette valeur de w, nous obtenons

n _ " (x> y)
9 z + e '

et l'équation s = f s'écrit

Z' Z"

Prenons Z pour nouvelle fonction inconnue et employons de
nouveau les minuscules, nous avons

1 , u 1 1

ce qui revient a taire w -= ;....:.. A » p = ——z .

z+U z + ö

Avec ce^ valeurs de w et p, la condition de compatibilité de

(C')a e^ de (C)6 p g- + -3T ̂— = o, n'est pas vérifée.
On devra donc supposer a . p $ e.
Considérons maintenant l'hypothèse p == o.

(Q), donne ^ + y p = o,

On tire ensuite de (Cj); ^ - = o .

(C3), s'écrit ^ + Jd + |- t ó = o.
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Reportons en (C2)2 les valeurs de ^ + —wet de\^2, nous avons

§ log S 6 log a
oz oz

et, par raison de symétrie

68 iog,.+ 4 a i o i | 5o) =

oz oz

t Soo
ce qui enifâlrtè * - = ö.

Mais alors (Ci)] donne a = o et / e s t linéaire en g. On doit
donc prendre p$o.

Enfin il faut écarter ïhypothèse co = o, car ( Q ) / , (C^j et ( Q ) ,
puis, de nouveau (CJi donnent successivement

hw\ 8a
- ^ = o. - ^ = 0,^1=0, a = o.
Sz l oz y i

ce qui doit être exclu'.

Conclusion, L'étude de (6) et de (6') nous a donc montré qu'il
faut supposer a^cop^o et nous a donné les 9 conditions (C,)> (C2),
(C8) et 9 conditions corrélatives.

27. Il nous reste à considérer la condition (1)

La discussion est tout à fait semblable à celle de la condition (6).
La relation précédente donne d'abord
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On peut écrire (G), sons la forme

3

8p \H2j / ,

On en tire, en modifiant les Ui,

> ^

a p2
î

—- + u5 log (a p 2

vàp v5 (ap + p) log Op + p).

Lorsqu'on reporte dans (G)3 il se présente des termes loga-
rithmiques dont il faut annuler le coefficient

ce qui entraîne

1

1

En reportant dans (G)l on obtient de même

()

II résulte alors des calculs qui ont été développés au N° 24 que

v5 Hi satisfait à à\ u — u ^ - = o. Il faut donc prendre v5 = 0

_3 J_
<[> = V^p2 + V, p2 + V, p + V4 p2 .

On tire alors sans peine de (G)i les conditions

(G,)

^

de (G)2 les conditions
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(G2)

et, enfin, de (G)3

Sa

2)

3)

4) T p V 3 = y a V 4 + 8|==0-

On tirerait de même de (1') 12 conditions corrélatives de (Gi),
(G2) et (G8).

Remarque. Si l'on avait utilisé la condition (8) on eût obtenu
encore des conditions telles que (G).

P a r a g r a p h e IL D i s c u s s i o n d e s c o n d i t i o n s (G) et (Gy)
et d e s c o n d i t i o n s c o r r é l a t i v e s .

28. Dans ce qui suit nous marquerons par des accents les
fonctions telles que v, et Wj qui figurent dans les conditions corréla*
tives de (G) et (G/). Avant d'écrire cet ensemble de conditions re-
marquons que (Çi)i et (63)1 entraînent w\ = Vj.

Nous avons alors à discuter le système suivant, nécessaire et
suffisant pour assurer l'existence d'une involution d'ordre 2 et d'un
invariant d'ordre 3 pour chacun des systèmes X et Y de caracte*
risiiques

(1) S ^ + ^ a = 0 >

(2) +">)+<» (v, 4- «>) = o,
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(3) « (y,+ J-») +!?»<>;

(2') ĝ  (v\ + »j + • (v', + ») « o,

(30 H v ' , + 1 ^ + 11-0 ;

(4) •â+ .p-*

(5) £ (v2 + P) + | co (v2 + p) + 1 ̂  (vd + m) - o,

"(6) « fa + P) + 3p (v, + «a) + 2 | | + 2« p = o,

(?) P(v2+P)+yPP+^=o;

(8) - 5 7 + 4 - a p = 0'

(9) ^(Wr2 + p ) + l W ( « , 8 + p ) + p( V l + ») = 0>.

(10) a(V2 + p) + 2 p ( v 1 + » ) + 2 ^ + | - « p * o i

00 p(^ + P) + jpP--I« = o;

(40,. ^ 2 + PP = o,

(50 ^ (v'2 + «) +j » (V'Î + «) + 1 * (v', + ») =- ••

(60 P (v'2 + a) +3p(v', + »)+ 2 ^ + 2«p - o ,

(H p(v'2 + « ) + | p a + J | = oi

(90 ^ (Va. + «) + 1 « (w'a + «) + « (v'i " = o.
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(10') p (w'2 + «) + 2 p (v\ + «) + 2 ̂  + | ap = o,

(U') {

02, | ' H P S - .

(.4,

(15', ^

06) |S , O ,

(ir) ^ + | „ , + |?V3 + y

(18) a v 4 - p v 3 - - 2 ^ = o;

(16')

an
(18')

distinguerons les deux hypothèses (vi +o>) (v't -f <°) * o
-f Bi) (v*, + tû) = o.
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lère hypothèse (v4 + <*>) Wx + tó) * o.

29. De (5) et (9) on tire

(42) A (3 ̂  _ 2 va + P) + j ö> (3 w2 - 2 va -H p) = o,

de (6) et (6')
(43) « v 2 - P v'2 + .3 p (vj - v'i) = o,

de (10) et (10')
(44) a w2 - ? w2 + 2 p (v, + v',) = o,

ce qui donne

qu'on peut écrire

(45) a (3 w2 - 2 v2 + P) = P (3 w'2 - 2v'z + a).

30. 1°) Soit 3 w 2 - 2 v 2 + P = o.

On tire alors de (45)

3w'2— 2 v'2+ a=o ,
puis de (7) et de (11)

Sot
p 6 Z 4

Il faut donc prendre X— o.
(11) donne alors

i 2 "*

et, en reportant en 3 w^ —- 2 V2 + P = o, on obtient

Or (4) et (8) donnent

II faut donc prendre ^ - = o. Par raison de symétrie on a de
Sa y

même ^ - = o. Mais on tire alors de (46) P P = o, ce qui est à rejeter.
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31. II0) ( 3 ^ 2 - 2 V2 + P) ( 3 ^ 2 - 2 ^ 2 + 00*0.

Dans cette hypothèse (42) donne

Yz log (3 w2 — 2 v2 + P) = - — w,

et la proposition corrélative permet d'écrire

g- log (3 w2 — 2 v2 + P) = g- log (3V2 —.2 v'2 + «)•:•

II s'ensuit qu'on tire de (45)

(47) ^ l og«'è l ô«p-
Mais alors la comparaison de (3) et (3') donne vi = v\ et (44)

s'écrit

a \r2 — § wf2 = o.

Multiplions (11) para et (11') par p et comparons, nous avons

(48) Za 2 =yp« .

Nous distinguerons encore deux cas

32. À0) X*o.

On tire de (1) et (1')
Sa2 _ Ô(B2

6x Sy'
Ecrivons (48) comme il suit

nous avons y ^ A ^- = o.
o x ûy

Si nous posons Y = TJ', X = $r, la solution générale de céffe
équation est (i = [x(ê + Y), z). Prenons 6 et 7j pour variables indé*
pendantes, ce qui ne change ni a ni 6, l'équation s= /devient

On a marqué ici par des traits que a, p, co, p, sont exprimés
au moyen de 4 et ÏJ.
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Reprenons d'ailleurs, pour la commodité de récriture, les lettres
x et y et les minuscules, nous avons

(49) a*=p* = jt(x + y , Z ) ,

ce qui revient à faire X=Y= L On en tire, en faisant appel à (23)
et (24)
(50) _P = s à, v'2 = s v2, w'2 = s ^2-

Considérons maintenant (2) et (3). On y satisfait en prenant

a2 + l ) i
S § 8 if

= -r— l o g U ç— lO£ ̂ —•
o z 5 z 8 z

Öh tire de là
0 0 i7 3 Ö

§ z S z 2 v z

Reportons dans (l), il vient
S2 , 8 u 3 62

 t 1 S w _
y oz o z 2 oy vz

S , Ou 3 S , , 1

oy oz Z oy o z Z o z Z o z

et, par une nouvelle intégration,

-28u . 1 . ! - , . ,
U 2 g - + U 2 =sr — Çj U 2 — <p2 ( x , y ) ,

Su 3

(6) et (f) donntnt ensuite

puis (10) et (10')

et enfin (52) et (53)
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c est^a^dire, puisque "à~=:â~'

8z § z 8y §z , •

î>2 + 3 u + g^ = <p3 (x, y),

Su
et, en remplaçant •*— par son expression tirée de (51).

i_

(54) pa = Çj + (ç, - 3) u + cp u2 + u2.

On tire encore de (52) et (53)

P2(vi f CÛ) + — p a p - a 2 - a ^ = o ;

1 S . 1 Su 1

. 1 o » , 1 ,2 2 1 Sa2

donc ^ 2 Ü a p + 7 e a P ~ a T V = ° '

Remplaçons p2 par son expression (54), nous avons

(55) sp = <pau"' +«p,— 1 + '^uT-j-u + g-log a2.

Or - l o a2 = — • — •

8y ôy 8z ' 8z

D'ailleurs on tire de (51)
8 2 u , , 3 -L

On
S 3 JL
g-loga2 = —çpi —ycp2ü2 — 2 w,

€t (55) donne
-i . 1 , 1

Sp=='f3W — 1 — y f 2 U 2 — U.

Reportons enfin en (54), nous obtenons

-i 1 1
(~ 1
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Cette relation définit u comme indépendant de z, ce qui conduit
à a = o, qui est une impossibilité.

Elle doit donc se réduire à une identité, ce qui exige d'abord
qu'on ait cpa = o. Mais alors le premier membre contient un terme
indépendant de u et la second n'en contient pas. On arrive donc
encore à une impossibilité.

Il faut donc prendre X= Y= o.

33. B°) X=Y=o.

On tire de (11) ^ 2 = = ~ | $>

puis de (8) l ^ f *

D'ailleurs (14) et (15) s'écrivent

* % - * •

Leur compatibilité exige

c'est-à-dire 2 ƒ + a 8 = o.
ôz

Mais on tire de (10)

On doit donc avoir p(vy+w) = o, ce qui est impossible.

Lhypothèse (vL-{- (*>) (v\ + (0)4: o ne convient donc pas à des
équations de la première classe.

2èm Hypothèse vx + w = o.

34. Il n'y arien à changer aux raisonnements des Nos 29, 30
et 31 qui nous ont conduit à la relation (47), puis à v\ = vi. L'hy-
pothèse Vi + (0 = 0 entraîne donc sa corrélative v.L 4 <o -•= o.

On tire de (1) et (1')

puis de (3)
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et de (3') ^ (2 co, + oi8) = o.

Donc 2w, + w2 = F(z).

Posons j p ( z ) . - 3 | 7 1 - 2 ^

2 Z' Z"
nous avons «) = _ — —• (8 fonction arbitraire de x et y).

Par conséquent on peut prendre

, 2 K £ B 2
Z ^ v7 Z/ — VJ

Posons encore oo = — 2 ^- log x (x, y, z),

nous, avons TT = —
zC — "

(5) donne ensuite

où, d'ailleurs, <3d peut être nul.
Portons dans (6), nous obtenons

§z ' ° ] (Z-6)2 ' " (Z-Ô) '

On a ainsi

• = o ,

Prenons Z pour nouvelle fonction, nous avons

P=Z'p, Q = Z'q, S = Z" ^

et, en revenant aux minuscules

(56) i =
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Nous sommes ainsi amenés à prendre

(58) v, = • , = . - 2

z—<

ces va/eurs (I), (2), (3), (1'), (2'), (3') SOT?/ satisfaites.
2 3 (x y)

35. On vérifie (5) en prenant v2 =
 LJ— •

Portons en (4), nous avons

z _ e 5 y
+ ( z - e)2+7=Q \ j i i +p 2 / - 0>

ce qui exige

(59)

Considérons ancore (10) et (11), nous en tirons

ce qui donne, en particulier

Or on ne peut pas prendre p| = o, sans qî oi (59) donnerai
encore o = o, puis p, — o. Il faut donc prendre

(60) p, =

puis X = o . On a alors en (59) o = — 2 |/6A, puis

(6i) • p;=

et (56) devient

1/6

Avec l'expr^ssiQn précédente de a on a v2 == — 4 -J™. = — 2.p*

P a r raison de symétrie et au moyen de (10') et (11') on a ainsi

<62) v3 + 2Mo, v'2 + 2« = o, ^ + | p = o, w'2 + f a - o .



[57] Recherches sur les équations s = f(x, y, z, p, q) intégrables etc. 3?3

Nous avons de la sorte satisfait aux conditions (4), (5), (6),
(r), (8), (9), (10), (11), et aux conditions corrélatives.

Remarquons d'ailleurs que ces relations entraînent

(63) ' -a ^- = p ̂ — = —- p a P = — p --.

Dans ces conditions il est facile de vérifier qu'il existe une
fonction wà satisfaisant à (14) et (15) et une fonction w's satisfaisant
à (14') et (15').

36. Restent donc seulement à vérifier (12), (13), (16), (17),
(18) et les conditions corrélatives.

11 est facile de voir qu'il existe une fonction v3 satisfaisant à
(12) et (13) et une fonction v 3 satisfaisant à (12') et (13').

On a en effet en (13)

et, en reportant en (12), f se détermine par la relation
-7

Considérons enfin (16), (17) et (18); et d'abord dérivons (18)
par rapport à z

Sv4 , Sa W6 Sp S2p
a - s — r v4 -z p -5 v-, 5 Z 5—s- = o.

oz oz oz oz oxoz
Le comparaison avec (17) donne

Le coefficient de v4 est identiquement nul en vertu de (3), celui

de v;j en vertu de (63). Remplaçons -^ par son expression tirée de

(13) nous avons

oxoz 2

D'ailleurs (63) donne
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II vient donc

ce qui résulte aussi de (63).
Dérivons maintenant (18) par rapport à y et comparons avec

(16) il vient
§a Sv-x Sp ^ 82p-

V4 __._ p _ L _ v 2 ^—g- = o.
Oy oy oy Oxoy

Eliminons v^ entre cette relation et (18), nous avons, en tenant
compte de (12)

Or

Le dernier crochet peut s'écrire

ce qui est identiquement nul.

On a donc en (65)

— 9)2J z—8L3x8yz—9 \ Sx y Sy r i ^ / ( z - _ 6 ) 2
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Cette relation doit être une identité en r- On doit donc avoir *
z —o

ternies de degré 4

ce qui est vérifié identiquement ;
termes de degré 3

v vy

ce qui est une identité dès qu'on tient compte des valeurs de pi et de
termes de degré 2

p 2 ^

ce qui est encore identiquement vérifié par les valeurs de pt et de
termes de degré 1

(67)

qu'on peut écrire, en tenant compte de (64)

On en tire par une intégration

(68) ^

Les fonction ,̂ p2 et 'f qui figurent dans cette condition sont

liées par les relations

(69) P2 = A ^ fA+2|î=o.

L'élimination de rf conduit enfin, après division par p22, à

(TO) ^ I ^
On a une condition symétrique de (70) en considérant (120* (130,

(160, CIO et (18')
1 6 V 6

Les conditions (TO) et (70') sont les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les 36 équations du N° 28 soient compatibles.
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Remarquons que l'équation (E) se conserve dans tout change-
ment des variables x et y et nous voyons sans peine qu'on peut,
en changeant au besoin la variable x, prendre en (70) X= o ou
X= 1. On peut de même en (70') prendre soit Y=ot soit Y = 1.
Nous verrons d'ailleurs au N° 38 que X ~ o entraîne Y =• o.

3<\ Le problème que nous nous sommes posé exige qu'il
n'existe pas dévolution d'ordre inferieur à 2. Il faut donc éliminer
les formes de fj qui sont telles que (E) admette de telles involutions.

Or, nous avons établi au N° 24 les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'il existe une involution d'ordre inférieur à 2 pour
le système X. Ce sont les conditions

(38) *%-^ = °> «!-~r^-y«(*P-«P) = o.

La dernière est identiquement vérifiée en vertu de (3) et de (63).
Quant à la première, l'équation (66) permet de l'écrire

S P2

L'unique condition d'involution d'ordre 1 pour le système X
est de même

8" Po

De. (71 ) nous tirons

Si X=o, nous devons prendre 6X> y = o,, et, en changeant au
besoin les variables x et y, 9 = x + y .

Si X si est pas nul nous pouvons prendre X= 2,

Posons |/0x = Z, nous obtenons 6y = Q, puis

S=2ZQ.

L'intégrale générale de cette équation est1)

-A yi

E n prenant X ziY pour nouvelles variables on aura

GOURSAT E. I, p. 96.
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z

x + y
L'intégrale générale de (T2) est alors

x + y

On peut, d'ailleurs, en changeant z, prendre a = o, 6 =

Nous avons ainsi ramené à deux formes les équations (E) qui
admettent un invariant d'ordre 2 pour le système X. Il résulte d'ailleurs
de l'expression de 6 que ces équations ont un invariant du même,
ordre pour le système Y.

Avec 9 = x + y, l'équation (E) s'écrit

( +

A û 1

Avec G = •— on a
x-f y2 1 1

z(x+y)+\
Cette dernière équation se ramène d'ailleurs à la précédente en

posant Z =
z

Dans la première faisons enfin z — (x + y) = Z, il vient

s z - 2 (P+1- +VP+T) (Q+ I + VQTT) -O.
Cette équation est du iype IV de M. GOURSÀT

 1).
38. Les équations que nous venons d'obtenir ne répondent pas

au problème proposé. Il faudra donc exclure les formes de 6 qu'on
peut, par un changement des variables x et y ramener à 9 = ( x + y ) - •

Cette remarque faite, revenons aux conditions (70) et (70') et
cherchons d'abord les foctions Ö = (x + y)u qui leur satisfont. Un calcul
d'identification facile donne, en plus des deux formes de 6. que nous
venons d'écarter, 0 = ( x + y) - 1 .

La- solution b = ( x + y)"3 donne l'équation de M. LÀTNÉ 2).
La solution H = (x + y)3 donne une équation nouvelle.
On peut d'ailleurs obtenir une infinité d'équations (E) de la

première classe en procédant comme il suit :

1) GOURSAT, Ei, p. 67.
2) LAINE, Thèse, p. 59.



328 J. Pasquier, [62]

Faisons I ^ = o en (70). Nous remarquons d'abord qu'il faut
aussi faire Y= o en (70') sans quoi on aurait un invariant d'ordre 2.

Les conditions (70), (70') set réduisent alors à une seule

Posons log p2 = — (u + log V 2), il vient

SxSy

L'intégrale générale de cette équation, qui est l'équation de
Liouville, est donnée par

ZX'Y
e ~ {X+Yf

On en tire

2 y J'Y'

v*y * X + Y

et, en prenant X et Y pour nouvelles variables

bx>y~2Y+y'
Cette équation est de la première classe. Elle a été intégrée par

M; GOURSÀT x). Son intégrale générale est

6 = —

En reportant dans (E) cette valeur de ö, nous obtenons une infinité
d'équations qui répondent au problème que nous nous sommes posé.

39. Reprenons cette équation (E) (N° 35) et considérons la
transformation de BACKLUND

z - 6 ' U z-6

On constate sans peine que l'élimination de Z conduit à
l'équation (£).

A) GOURSAT, Bulletin c1 ; la Société Mathématique de France, t. XXV,
2, p. 44.
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Eliminons z. Nous avons d'abord

-6)_ex]8 [Q(z_6)_Qy]2
- 9 = — ^ " '

+ 2 ^
z — 6 z — 6 bx y

-2Z p*e-2Z Q2e-2Z
_ JX^

z — 6 Hx ' z — 6

Posons encore e~z=zi, nous avons

Il resie à écrire que le second membre est une différentielle
exacte, ce qui donne

Cette remarquable transformation est due à M.- GOSSE *).
En égalant à zéro les invariants (au sens de LÀPLACE) h et k

de (E{), on a les conditions (71) et (ri ') . Les conditions (70) et (70')
ne sont autres que hï = o et ki = o. Les équations (E) qui répondent
au problème sont donc celles qu'on obtient en appliquant la trans*
formation (T) aux équations (E^ qui ont un invariant d'ordre 2 pour
chaque système de caractéristiques L'ordre minimum des invariants
a diminué d'une unité lorsqu'on a passé de (E) à (£j).

La transformation (T) permet de constater que l'ensemble des
équations (E) qui sont de la première classe n'est pas constitué
uniquement par les formes de 6 qui satisfont à (71) et (Yl') ou à
(70) et (70'). Au contraire les équations (E) qui répondent à notre
problème se présentent comme un cas très particulier des équations
(E) de la première classe. Il est clair, en effet, qu'on peut déterminer
6 de telle sorte que (E{) admette un invariant d'un ordre n quelconque,
fixé d'avance pour l'un de ses systèmes de caractéristiques; il suffit
pour cela de poser hn-\ ~ o au kn-\ = o. Il existe d'ailleurs des formes

!) GOSSE, C. R. 25 Janvier 1932. - M. GOURSÀT (C. R. 4 Avril 1932) ra*

mène par une nouvelle T. B. cette équation (EL) à l'équation s2 = -̂ —~ p q qu'il a

étudiée dans le Bulletin de la Société Mathématique de France XXV, 1897, p. 36.
Cette dernière équation ne peut avoir d'invariant pour un de ses systèmes^ sans en
avoir aussi pour l'autre. Il en résulte que. l'équation (E) est de la première classe
dès qu'elle a un invariant.
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de 6 qui sont telles que {E{) admette pour chacun des systèmes uti
invariant d'ordre minimum aussi élevé qu'on voudra. Il suffit pour
cela de poser hn-\ = o et de prendre, par exemple, ô = 6 (x + y), ce
qui est la condition nécessaire et suffisante pour que (E^ soit une
équation à invariants égaux.

Remarquons enfin que l'équation d'EuLER 1)

ü (p, p ) .x—= * - H -s- = o,
Qxoy x — y àx x — y oy

est un cas particulier de l'équation (£,) dès qu'on y fait p =.P'. Il
suffit de faire 6 = (x -— y) ^ ' . On peut d'ailleurs changer y en — y.
Les résultats obtenus au N° 38 se rattachent ainsi à des résultats plus
généraux : On sait 2) qu'il faut et qu'il suffit que p soit un nombre
entier pour que £ (P , j3) soit de la première classe, Tordre minimum
d'invariant est alors P + 1 si P est positif et — p si P est négatif.

SECONDE PARTIE

Recherche des équations s = f (x, y, z, q) qui sont de la
première classe*

Chapitre L Généralités.

Soit (À) s = ƒ (x, y, z, g).

Nous nous proposons dans ce chapitre d'établir des conditions
nécessaires à l'existence d'un invariant du système X. Il est d'ailleurs
clair que l'existence d'une involution de ce système pour (^4) entraîne
celle d'un invariant puisque

A« 6 = 6-^- s'écrit A£ 6 = o.
hp

40. Supposons que ô (x, y, z, p) soit une intégrale intermédiaire
du 1er ordre nous aurons

Cette équation définit / comme linéaire en q à moins qu'on
n'ait à la fois

Se Se §6-
3y §z §p '

-1) DARBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces, tom. II, Ch. III, p. 55.
2) DARBOUX, loc. cit., p. 62.
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c'est-à-dire que l'invariant 6 ne soit autre que l'invariant banal X.
L'étude des équations (À) linéaires en q et admettant un inva-*
riant du 1er ordre a été faite de façon définitive par M. GAU *).
Lorsqu'elles sont de la première classe elles se ramènent par des
transformations ponctuelles à des équations linéaires, à des équations
de MOUTARD, à l'équation s= qz, à l'équation de M. GOURSAT s~ qèz>
ou à l'équation de M. GAU s = (ey-\- e'z) q.

4L Nous écrirons l'involution d'ordre minimum sous la forme

pm + cp (x, y, z,p{ pm-\) == o,

et nous supposerons m>\.
De la condition d'involution

on tire

ce qui entraîne

^— —' Xm - 1 Pm - 1 + <KÎÎ - 2 (X, y, Z, plf . . . . pm - 2),
Opm-\

et, en reportant en (2)

Àm-2 ^m-2 + Xn-i - 7 - ^ 2 + 5~ = °'

Si Xn-i'n'est pas nul, par combinaison avec (2) on obtient

v / ^T ^4^ - 2
An? - 1 ( Xm - 1 ̂  5,

\ Opm-1 Öpm_2
II existerait donc un invariant d'ordre 722 — 1, ce qui est con*

Sep
traire à nos hypothèses. Il faut donc prendre Xm-\ = o et g est

au plus d'ordre m— 2. Le raisonnement se peut poursuivre jusqu'aux
dérivées du premier ordre. Nous avons donc

(3) i ^ - :

GAU, Annales de l'Université de Grenoble t. 25, p. 104, N° .6.
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et, en reportant en (1), on en lire une condition nécessaire à l'exis-
tence d'une involution du système X

(KO A?|i(x,y,z) + Z / + ^ = ö ,

dans laquelle X peut être nul

42. Nous allons chercher de nouvelles conditions nécessaires à
l'existence d'une telle involution.

Remarquons d'abord que les expressions *) M"n~ sont formées,

dans l'hypothèse ^—=o, dès qu'on a n = 3, et supposons m > 3.

Reportons dans (1) l'expression de rf tirée de (3)

? = (Xp + [X)p/w-l + qm-2(x, y, Z,pu ?m-2)y

nous obtenons

(4) ^ _ 2 ^ 2

tdm'xf\ , , dm~xf
Le symbole I-7-—[) désigne, suivant l'usage, l'expression m - 1

privée de son terme d'ordre supérieur.

On a ensuite

tym-2 , { v | ^ 5 / , A/f/H--2
.i = 0,

m-2 d tf 8 /S/
c est*à*dire, en tenant compte de Mm -1 = On—• 1 ) — ^ - + T " F"'

r c/x oz og öz
^
opm-2

Posons u = ! ^ 2 - ^ (Zp + ix)2 - (m - 1 ) ~{Xp + [x), nous avons
opm-2 Z ax

_ . v , S/S/
(5) Aj +

Je dis que u est au plus d'ordre 3, Cela est évident si Ton
a m<5. Supposons donc m — 2 > 3 et u d'ordre £ > 3 . Nous
tirons de (5)

opĵ

et, en reportant en (5)

*) GOSSE, Journal de Liouvîllc, loc. cit., pag. 303.
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rfk-X f

ce qui entraîne

c + _ _ = , 0>

- i

L'équation (6) s'écrit donc

S/6/
(7) A ^ . +

•on en tire

op^-2 ^z ax^z oqùz

Posons

Nous avons 6/6/
A + ^

Si nous rapprochons cette relation de (5) nous contatons que
iu — v est un invariant d'ordre k, ce qui est contraire à nos hy-
pothèses.

Il faut donc que u soit au plus d'ordre 3. Supposons le d'abord
d'ordre 3. En procédant comme nous venons de le faire, nous retrou-
vons d'abord la relation (f).

On en tire par dérivation

A Suj * v df . ( v v v 5/ fi d 8/ S/ 6/
op dx ùz dxùz oqùz

et, en posant

nous avons

Cette relation est incompatible avec (5) car leur ensemble définit
w comme un invariant d'ordre 3.
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II faut donc que u soit au plus d'ordre 2. Soit doue

hqhz
Nous avons encore u = ^p2 -f- u{ (x, y, z, p), où 4 peut être nuL

öx og oz

On en tire par Ie procédé déjà employé

Ui = -y Xp 2 + ( ^ + Xd) p + X (x, y, z), où Xt peut être nul.

et Ton a enfin

Remarque. (K2) a été établie dans Thypothèse 723 > 3.. Cette
condition subsiste pour m = 3.

En effet, la relation (4) est encore vraie ; elle s'écrit

On en tire

8/5/

et, par le même procédé que tout à l'heure, une relation telle que (5).

au moyen de laquelle on obtient encore
Plaçons nous maintenant dans l'hypothèse m = 2, nous avons

*?*+£= o,

et on peut remplacer (K2) par la condition

(K'2) |^
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Les conditions (K4), (K2) ou (K'2) vont nous permettre de
résoudre le problème que nous nous sommes proposé.

Nous supposerons d'ailleurs essentiellement que dans (A) on a
8/ 8/ , • 8/
¥""•§"+°- L'hypothèse *- = o a été traitée par M. G O S S E 1 ) ; l'hypo*

£> £

thèse -=- = o par CLÀIRIN
 2).

Sç

Chapitre IL

Equations linéaires en q. (A) s= b (x, y,z) ç + c (x, y,z).

P a r a g r a p h e I. C o n d i t i o n s (K,), (K2) ou (K'2) et (P)4, (P)».

(P), Aî6 + 6e = o,

(P), Aïp-ye#,( / ) + ̂ = o , avec ƒ/,(/) = ̂  + ç^-
oz • oy oz

44. On tire de (P),
o" ou . v ou

Sz Sx 8g •*

- \86 S6

z/ 8g Sz

Si -r- = o, (F') { est vérifiée par 9 = 6 (z, y).
*»T ^ A

Si Ton a v~ + o, on doit prendre -^- + o et on tire de la der*
oz §g

nière relation

A

II faut donc prendre g-,+ qr= — u (x, y), ce qui entraîne

log ô = v (x,y) — log (Ü + g).

En reportant dans la seconde des équations (8), on voit qu'il
faut prendre

bx ~ ox

ce qui permet, en posant Z=z+<f(x,y)> de ramener (A) à la forme

s=a(x,y,z)p.
x) GOSSE, Mémorial des sciences Mathématiques. Fascicule XII, p. 43.
2) CLAIRIN, LOC. cit.
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1èr* Hypothèse y -* o. Etude de s = a(x)y)z)q.

45. M. QÀU a fait cette étude quand a est indépendant de y 1 ) .
Il a obtenu les équations de la première classe s= ezq, et 5 = (ez-\- e"z)q.

II faut leur adjoindre s=zq. L'hypothèse ^- = o est ainsi entièrement

traitée. Nous' supposerons donc -̂ —+ o.

Condition {K{)

(8, | = ». % %

a — s (x, y) e"Xz + T (x, z), s = (a e"Zx + T) Ç.

Si X n'est pas nul, on peut prendre X = — 1 et Ton a par
conséquent l'un des deux types d'équations.

(9) S=(G-fT)g,

(10) s = (3ez+v)q.

Pour (9) on peut prendre JX = — t,

et, pour (10), [! = *! — -£-*•> avec !=-<—•*

Sa
II est facile de voir que la condition (Kf

2) exige ^~ = o ;

l'équation est alors d'un type que nous venons d'écarter.

46. Condition* (K2)

\ox öqr/ oz og

Appliquons cetk condition à (9) nous obtenons

+ + <' +
La condition de compatibilité s'écrit

On en tire

GAU, Thèse, p. 109-116.



[?1] Recherches sur les équations s = f (x, y , '/., p , q) intégrables etc. 33<T

== a.

Nous avons ici à distinguer deux cas
1°. Ou bien ê = o et (K.) est vérifié dès qu'on prend t = X:i

(À) s'écrit alors, en modifiant s

s = (a + X2 z) g.

En posant Z= X±z on peut prendre X, == 1 et Ton obtient

(I) « = (- + z) g.

2°. Ou bien on a ç + o. On peut alors, en modifiant a et V
prendre Xà~ o et il vient

+ 2 + 6

4
Sz

Dn en tire

On peut donner à cette équation la forme

(II) S ^

4T. Appliquons maintenant la condition (K2) à (3) nous avons,
en désignant par des accents les dérivées par rapport à z

ce qui exige

°y
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Une dérivation par rapport-a.y donne, après suppression du

facteur non nul *--
Ôy

S tfi + *) 4- t ' + V + 2 (Ê + 1) a ez= o,

ce qui exige £ + 1 = o, puis

12) ^ " - ^ = 0, t ' - T l = Z 2 )

€t (11) donne alors, en changeant Xi

L'intégrale génerale en est

1 = 6,7,
Celle de (12) est

On a donc, en changeant S2,

Suivant que — dépend ou non de xt on peut donner à cette

équation Tune des formes

(III) s

(IV) s

48. Condition (T'2). On a dans tous les cas 6 = —>

ox oz oq q ùz

Cette condition se vérifie sans peine pour (I) et (II) ; il suffit
83 8a

de prendre Y= — 1, (3 = p (x, y) et, dans un cas, ¥~==T~> dans

1 autre r— = :

Appliquons la à (III) on en tire

éz ' Sx L J £g

ce qui entraîne
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Ces équations ne sont compatibles que si l'on prend X=Y— o.
L'équation (III) s'écrit alors

(Hl).

Application de (F',) à (IV).
On a, puisqu'il faut ici supposer X$ o

5 9 §9 §6

Ces équations sont incompatibles.
Il faut donc écarter le type (IV) et continuer l'étude de (I), (II)

ei (III)a.

49. Etude de (I) 5 = (a + z) q.

La transformation q = ez change cette équation en

Elle élève d'un ordre les invariants du système Xy s'il en existe,
et abaisse d'un ordre ceux du système Y. Or, l'invariant minimum
du système X pour (I) est au moins d'ordre 3 ; il est, au moins d'ordre
4 pour sa transformée (I)d. Mais Clairin a démontré qu'une équation
telle que (I)a ne pouvait être de la première classe que si elle se
ramène par une transformation ponctuelle à une équation de Liouvilte,
laquelle a un invariant du 2e ordre pour chaque système. (I) ne peut
donc pas être de la première classe.

Etude de (III), s=(x+ y) e£ q.

Pour qu'il existe un invariant 1/(x, y, z, pA, . . . pm) il faut et il
suffit qu'on ait

A3, 811 Su . rSu . dfSu . , dm'xf 8(1
opL dxop2 dxm lopm

Or de / = (x + y) ez q on tire

+ y)ezp + (x + y)2 e2*] g.

dnf
D'une façon générale -7-^ presente q en facteur commun et; il

QX

renferme un terme et un seul en (xJry)n+1 qui est (x + y)n+l e(n+^zq*
Si nous reportons dans ày

m u f et ses dérivées successives nous aurons

Buletinul Facultatif de $liinfe din Gcrnauti. V, 1931. 6
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d'abord à prendre ¥~~==o, et le terme en (x+y)n+l e(n+l)z ne peut

pas disparaître. L'équation (III)a n'est donc pas de la première classe.

Elude de (II) s = (X+ ~— + ez) g.

Posons g = ez, nous avons

x + y

x+y!" - (x + y)*

Revenons aux minuscules, puis posans Z= z + çp (x, y), il vient

x+y! ox oy (x + yf

Nous pouvons prendre cp de telle sorte qu'on ait

+ Y + _ J 0 — 1 — O
Sx x+y ox oy (x + yY

et
S=Xi(x+y)ezR

II suffit d'appliquer à cette équation les conditions (K'2) et (K2)
pour vérifier qu'il faut prendre X\ constant. On peut alors, en modi-
fiant Z prendre Xi = l et l'équation précédente est du type (III) a.
Elle n'est donc pas de la première classe.

Conclusion. Les seules équations de la première classe qui
satisfont à celle première hypothèse sont des équations de M, GÀU.

2ème Hypothèse -sr- = o s = a (x, y) q + b (x, yf z).

50, Ces équations vérifient (Pj) (n* 1). Appliquons leur la
condition (KJ.

Il faut prendre X$ o, sans quoi b et, par suite, / serait linc*
aire eu z, On tire de l'équation précédente
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II résulte de la dernière équation que fi est du premier degré
en z, et, de la précédente on tire alors

b = a{ e'Xz + a, z + a3, a, = a/ (x, y),
puis

E \ posant d'abord —Xz = z{ on obtient une équation de même

forme dans laquelle X= — 1. O n peut ensuite prendre a = l en

posant z\ = Z2 — log a j .

Soit donc

s = a ç + ez + a2 z -f £3.

Si nous revenons à (V\) nous avons a2 = —̂ et fi = az + at (x,y).

Nous prendrons donc, en changeant les notations,

(13) s =

Appliquons la condition (K2)

( 1 4 ) '

Si Ton prend a = o, on a une équation de Clairin, Si Ton
pred a^o, la dernière équation donne

A == — z+a^z + a^

En reportant dans la précédente on obtient un terme en z2

dont le coefficient est — i a g- et qui ne peut disparaître que si Ton

prend £ = o ou — = o.
ùy
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Soit d'abord 4 — o ; X = = aXj z + a% — o. En reportant dans
la première équatiou (14) on observe qu'il existe deux termes en ez

qui ne peuvent disparaître que si l'on a I i + a = o. Il faut donc
dans tous les cas prendre a =X et l'équation (13) s'écrit

Cette équation se ramène à une équation de CLÀIRIN en posant
Z = I z où g est une fonctipn convenablement choisie de z.

Si maintenant nous appliquons à (13) la condition (K'z) nous
obtenons a = o et nous avons encore des équations de CLÀIRIN.

Conclusion. Les seules équations qui, dans cette seconde i?y~
pothèse peuvent être de ia première classe sont des équations liné*
aires ou des équaiions de Clàirin.

Paragraphe II (F',) n'est vérifié que par 9 = o.
51. M. GÀU a démontré1) qu'à l'exception des équations de

CLÀIRIN les seules équations de ce type qni satisfont à la condition
(K{) sont

(B) s=e*q+ai(x,y)e"'*'+a2(x9y)

où l'on a m > 2, m étant Tordre minimum d'involution du système Y,

dj***
y

Reprenons la condition (Kj) nous en tirons les deux suivantes

0 z

La compatibilité de ces équations exige X+m — o. Rempla-

çons ai par-£— nous avons

(x = (m — 1 ) e -h m a2 ,

(B) s=e* ^

Condition (K). En annulant séparément les termes indépen^
dants de q et le coefficient de q, la condition (K) donne

)̂ r î
§z + | [(m - 1 ) e + m a2 j C< +X, e + (ç + 1 ) e2* = o,

(15) ^ + î

GAU, Annales de Grenoble, p. 162.
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La première définit X comme fonction du second degré en ez.
Dans la seconde e ^ + 1)z doit donc disparaître. Son coefficient est
m (£ + \) a^ II faut donc prendre £ + 1 = o. Mais alors la première
cquation (15) définit X comme une fonction du premier degré en ez.
Les termes en emz doivent donc disparaître de la seconde. Il faut
alors, en changeant XL prendre

m öx

et l'équation (B) s'écrit

1 S2

s= ezq+al emz ^T" log a{ .
m oxoy

Si l'on fait le changement de fonction z = Z log a{ on a

En posant encore —log a{ = —log a et en revenant aux mi-

nuscules on a

La transformation de BACKLUND p — a ez = Z donne

Q = emz, S= m emzp = in e7222 (Z + a ez).

En reprenant les minuscules et en changeant a et z on a ainsi
m + 1

o).

52. Pour que pw + <p (x, y, z,p{ . . . p w - i ) soit un invariant on
doit avoir

(16) A v l T + |j^-f=o.
Dans A^ . j çp ne figurent que les dérivées de / d'ordre infé-

rieur à n — 1. Or, en se bornant aux plus hautes puissances de
\_

qm, on a successivement

£ 7 +
dx m

et, d'une façon générale,



344 J. Pasquier, Recherches sur les équation s== f x, y, z, p, q integrables etc. [78 J

dkf (m+l)(m + 2)...(m + k) . t ^ïll .
dxk nr

II en résulte que Ie premier membre de l'équation (16) contient
m + n

un terme en q~^~ qui ne peut se réduire avec aucun autre et dont
le coefficient n'est pas nul.

m + 1

L'équation s = z ç + aq m n'est donc pas de la première classe.
L'application de la condition (K'2) à l'équation (B) montre qu'il

faudrait prendre a{ = o, ce qui est contraire à nos hypothèses.
Les seules équations du type étudié dans ce paragraphe qui

puissent être de la première classe sont donc des équations de CLÀIRIN.

53. Conclusion générale.
Les seules équations 5 = a (x, y, z) q + 6 (x, y, z) qui sont de la

première classe se ramènent par des transformations ponctuelles à des
types connus qui sont des épuations linéaires, des équations de CLÀIRIN,

de MOUTARD, l'équation de M. GOURSÀT s=qe7-, l'équation de M,
GÀU s = (ez+ e'z)q et l'équation s^qz.

J'ai étudié également les équations <s = / (x, y, z, g) non linéaires
en g. Les seules qui soient de la première classe sont celles qui se
ramènent par des transformations ponctuelles à l'équation de M.
GOURSÀT s= ez]/yq2 -}- q. Cette conclusion, qui est très simple, s'ap-
puie sur des calculs trop longs pour trouver place ici. J e me propose
d'en donner les développements dans un second mémoire.
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