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LES POINTS SINGULIERS DU PROBLEME .
DES TROIS CORPS

INTRODUCTION.

L'étude des points singuliees du mouvement des trois corps, qui
s’atuirent suivant la loi de Newton, commence seulement vers la
fin du xax” siecle. C’est grace aux travaux mémorables de Cauchy
et de ses éléves sur les équations diltérenticlles qu'une étude sys-
tématique de ce probleme a é1é¢ possible. \vant tout il ¢tait néeces-
saire de faive une étude détaillée de 1ous les cas singuliers qui
peuvent se présenter. Cette question a été ¢tadiée par M. Painleve,
comme apphcation de ses recherches sur les équations difléren-
ticlles (). 1T démontree e théoreme suivant : le mouvement est
régubicr tant que les distances sont supéricures a une limite finie
différente de zéro. Aucsitot que le mouvement cesse d'étee régu-
lier, deux cas peuvent se présenter :oa°

ou les trois corps se
choquent en un seul point: ou »* deux des corps se choquent et
le troisieme reste a une distance fine des deux autres (2).
Malhcureusement on n’a pas encore réussi de démontrer un
théoréme analogue pour le probleme des n corps. il est possible

que d’autres singularités que des choes peuvent se présenter. Seul,

(') PaINLIVF, Lecons de Stochholm, p. 58>-586.

(*) Ce résultat a cté deja prescenti par Weierstrass dans sa corrcspondance
avec S. Kowalewshi (4cta mathem , t. 35, p. 57-33), la publication a paru pos-
téricurement aux recherches dc Painleve
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AL Chazy a réussi a généraliser le théoréme pour le cas des quatre
corps, quand les distances sont finies (V).

En ce qui concerne la question des conditions que doivent satis-
faive les varviables initiales pour qu'un choc binaire soit possible,
M. Painleve indique. sans démonstration. que les variables doivent
satisfaire & deun conditions, dans le cas général.

Une fois P'étude des points singuliers tranchée il fallait régula-
riser le probléme. Cette question a ¢1¢ analysée en 1go3 par Levi-
Civita (?) pour le cas du « probléme resteeint ». 11 obtient une
relation analy tique uniforme sous forme d'une série développable
suivant les puissances eroissantes de L distance 1 des deux corps
qui se choquent. Cette relation entre les variables initiales caracté-
rise les choes passés et futars, Tha fait ansst une Gtude (lnuliluli\'v
de Forbite d'un planétorde au voisinage du choe. Dans un second
mémoive (4) il réussit @ obtenir une représentation holomorphe de
tous les éléments de La trajectoire dans une région suffisamment
voisine du choc, sans ali¢rer la forme canonique des Gquations.,

Pextension de la méthode précédente pour le eas général des
trois corps a ¢té faite par M. Bisconcini-( 1) qqui réussit a régularviser
le probleme. en supposant seulement ue fa vitesse angulaire du
rayon vecteur entre les deus corps qui se choguent reste finie quand
le temps 7 tend vers ¢y instant du choc. Cette sapposition faite,
il prolonge analytiquement e mouvement au delia du choe bimaire,
Il obtient en outre. sous forme explicite, les deus conditions du
choc développées en <éries infinies. Malheurcusement ces séries
sont trés compliquées et convergent pour un intervalle de temps
suffisaniment voisin de Finstant du choce ¢, condition pour L véri-
fication de laquelle on ne possede pas de eriterium,

Un pas déeisif a ¢1é fait pae Mo Sundman dans ses travaux
de 1gos a tgra (7). \vant tout il ¢tudie le choe des trois corps. T
démontre le vésultat, déja annoneé par W eierstrass, que ce cas

(1) Sur les singularetés... ( Comptes rendus. t. 170, 1920, p. 375).

(*) Traiettorie singolari... i Ann. di Matematica, série 111, t. 9, p. 1-32).

() Sur la résolution qualitative... ( Acta matematica, t. 30, p. 305-327).

(*) Sur le probléeme des tiois corps ( Acta mathem.. t. 30, p. 19-91).

(%) Recherches sur le probléme des trois corps (Act, Soc. Sc. Fennicee,
t. 34, n° G, 1007); Nowvelles rechercles sur le probleme des trois corps (1bid.,
t. 35, n° 9, 1900) Mémoure sur le probléme des trois corps ( Acta math., t. 36,
p. 105-179).



— 3 —

peut ¢ présenter seulement quand les constantes des aires sont
toutes nulles a la fois. Done. suivant un théoréme de Dziobek (1),
le mouvement doit étre plan. Les corps au voisinage du choc triple
tendent @ 1” on vers une configuration de Lagrange — les trois
corps occupent les sommets dlun triangle équilatéral. on 2° vers
une configuration d'Euler - le mouvement est rectiligne ¢t les
trois masses vérifient une certaine relation algébrique. Poar le cas
du choc biaire M. Sundman réussit a végulariser le systéme sans
la condition restrictive de M. Bisconcini. La base de ses recherches
est constitucée par e théoreme de Cauchy-Picard pour le systéme
des ndquations difféeentielles du premier ordre, ne contenant pas
explicitement la variable indépendante. M. Sundman applique au
svsteme différentiel premierement. la transformation Radau-Jacobi
qui consiste a ¢liminer du second membre une des trois distances
et, deuxicmement, Lo transformation v = rdu (r — distance
mutuelle des deux corps qui se choquent). 11 se sert ingénicuse-
ment de la foncetion introdutte par Lagranze (la comme des carrés
des distances divisés par leurs masses). En appliquant le théo-

veme de Cauchy il démontre que Les variables peavent étre déve-

loppées en séries suivant les puissances de (11— ¢, )L‘ qui sont défi-
nies analytiquenment avant et apees e choe binaive. Pour plus de
symétrie il mtroduit une variable . telle que les coordonnées du
corps. leurs distances mutuelles et le temps soient développables
en séries comvergentes suivant les puissances de 73 ces séries repré-
sentent le mouvement pour toutes les valeurs véelles du temps et
cela (lll(‘]\ que soient les choes qui se produisent entre les corps.

Quelques compléments a la démonstration de Sundiman ont été
donndés par MM. Birkhott (2). Hadamard (V) et Chazy (4).

Des géndéralisations de la méthode pour le cas des n corps ont
é1é données par MM. Pizzeti (°) et Armellini (¢). Ce dernier a

(') Mathematische Planeten Bewegungen, Leip7ig, 1888. p. 68-69.

(%) Dynamical Systems, Chap. IX.

(*) Sur l'allure de mousement (Ann. de U’Ecole Normale, 3° sénie, t. 39,
p. 124 et sunv..

(") Sur un Memouve de M. Sundman (Bull. Sc. math , t. 39, p. 249-26%).

(°) Generalizzaszione di alcuné formole del Sundman (Giorn di Matem.,
3¢ série. vol. 6, p. »7>-283).

(°) Un theoreme geénéral sur le probléme des n corps (Comptes rendus,
t. 158).
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encore appliqué les développements de Sundman au cas ou les
points sont remplacés par des sphéres ¢élastiques ('), Le cas du
choc binaire a ¢été ¢tudi¢ encore par MM. Ermakoff' (%) et
Bohl (*). M. Chazy a donné les théorémes suivants concernant
les choes binaires (%) ¢

1* Dans le probléeme des trois corps, quand le temps croit indé-
finiment. il est impossible que deux corps tendent Funvers Pautre
en restant a distance du troisieme corps supéricure a une longueur
fixe;

2° Dans le probleme des trois corps, tout choc de deux corps a
licu dans le plan de maximum des aires.

Le cas du choe triple a ¢1é ¢tadié par MM. H. Block (*) et
Chazy () et tout récemment, par M. Sokoloff (7) qui a généra-
lis¢ le cas du choc triple pour un espace am dimensions. 1 a fait
une étude intéressante des séries au voisinage mmmdédiat d'un choe
triple: il a indiqué, en outre. une velation entre les conditions ini-
tinles qui caractérise un choc triple.

Le cas du « probleme rvestreint » a ¢té ¢tudi¢ d'une facon plus
complite par G. Birkhofl (*). Il régulavise le probléme par une
transformation applicable aux deux choes binaires d’un planétoide
avee le corps S et avee le corps ).

\ partie de 1915, M. Levi-Civita veprend dans une <érie de
mémoires le probleme de la végularvisation en conservant la forme
canonique des Gqquations. 11 considere que « Ia route suivie par

(') Estenzione della solusione del Sundmann (Rend. Reale Ac. Lincei,
ser. 2, vol. 24, p. 184-190).

(*) Les wntégrales du mouvement des trois corps ( Mathem. Shornick, v. 30,
n° 3, Moscou).

() Ueber ein Dreikorper problem (Zeit. Math, und Physik, vol. 54,
p. 381-418).

(%) Sur les points singuliers... (Comples rendus, t. 157, 1013 ). Sur les sin-
gularités impossibles (Comptes rendus, 1. 170, 1926); Sur certaines trajec-
toires... (Bull. astronomique, t. 35, p. 3°1-389): Swr U'allure du mouvement
(Ann. Ecole Nor male, p. >g-130).

(%) Sur les chocs dans le probléme des trois corps (Ark. for Math. Aistr.
cet, Fys., t. o, n° Y, 1609).

(%) Bulletin astr , t. 35, 1918, p. 376 et suiv.

(*) Condition d’une colliston générale des trois corps (Acad. Sc. d'Ukraine,
hieff, 1928).

(%) The resricted problem of three bodies (Rend. Cir. Mat. Palermo, t. 39,
pP- 255=33%).
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Sundman n’est pas directe, elle demande lintroduction d’un
grand nombre des variables supplémentaires et, en outre, les équa-
tions du systéme régularisé ont complétement perdu leur forme
dynamique. ce qui est génant pour Vapplication a ces équations
des méthodes de la mécanique analytique » ('). M. Levi-Civita
étudie auparavant le mouyement plan (2). I régularise le systéeme
sans détruive la forme canonique des équations et donne sous
forme explicite la relation que doivent vérifier les variables ini-
tiales pour quiun choc binaire se produise au temps ¢ = ¢,.

“n ce qui concerne le mouvement dans Pespace. M. Levi-Civita
étudie dans un autre mémoirve (V). en se basant sur une étude
d'Andoyer. une transformation qui régularvise le systéme sans
détraive la forme canoniquc.

Je me propose dans ce travail. en utilisant les transformations
de M. Levi-Civita @ 1 de donner. sous une forme symétrique et
simple les conditions du choc binaive: 2 d'étudier les orbites au
voisinage d'un choc binaire: 3 d'¢tudier les orbites périodiques
avee un ou plusicurs choces binaires. Japplique en outre ces
méthodes pour la recherche des conditions du choe triple ou
d’ordre n.

Je ne veux pas terminer ce travail, sans exprimer toute ma
reconnaissance & M. Jean Chazy. professeur a la Sorbonne, qui ne
m’a jamais cessé ses conseils el ses encouragements et a toujours
accueilli avee bienveillance mes résultats.

CHAPITRE 1.
LES EQUATIONS DU MOUVEMENT ET LES CONDITIONS DU CHOC,

Soient my,. m et m' les masses de trois corps Po. P et P'; 1y 1y
et r, les distances PP, PP, ¢t PP,
Rapportons le corps P a P, et P’ au centre de gravité g de P,
pp
et P.

(') Fragen der Klassischen und Relativistischen Mechanik (Berlin, Springer,
1924).

(2) Rendiconti dei Lincet, vol. 24, 1913, p. 61-73, §21-433, (83-502, 553-569.

(3) Acta mathematica, t. 42, 1018, p. y3-143.
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Utilisons le systéme canonique de Jacobi (') et soienl
(1. L2y Xyo pry P2, P‘)

les coordonnées canoniques de P et (4}, 2, &1 pi, p,, p;) les

Fig. 1.

yod

Q
)

.
0 7 P

coordonnées de P’. Les équations canoniques du mouvement
seront

dz, _  JK dr, Ok
e e T 9p,’ aH = ap)
dape _ __ In fl_/'_':_ﬂ\.l. (i=1, 2, 3).
ot dur, ot dr,,
3 '
= L 2 I 22 % 22_ g
h=3 T ZI)' 21’ 2[)' rooore 1
1 1
(integrale de- foices vives)
_mgin o (nea—— m)m
= me—m’ H e m +m

a=k*mgm, 2y = k2m,m’, 23 = A2mm', k? = constante d’auraction] ,/

3 s
2 , O , m 2
2= zx,, 11= Ti— ———— I}
\ my--m
1 1

3

N my 2
= Z ry——m—— ;) .

mo—m
1

Les intégrales des aires

7

(@aps— 13ps) - (X p',— &'\ pi) = ay,
(Im) (#3pr— 2 ps) + (2',p,— Z\ pl) = as,
( (@ypa— ropy) — (¥ PY—2h p}) = a;.

(') Sur Uelinunation des neuds (Jouinal de Liouville, i** série, t. IX).
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Dans toutes ces recherches nous supposerons que la constante
des aires. c’est-a-dire la quantité «} -+ a2+ alz%o.

Régularisation de Levi-Civita. — Emvisageons le mouvement
pour lequel Ln constante des forces vives E a une valeur donnée
a 'avance et supposons (u'a linstant # =o0 les corps Po. P se
choquent. r=o0. Appliquons la transformation de Sundman
dt =r du (u=o0 pour t =o).

Les 't solutions du systéme (I). qui satisfont a la condi-
tion K = E vérifient également le systéme

& dr,  JH dr: . oH

l_ - )——_9 T - ')—,.
(I ) du Jap; 1N’ Jp; (i=1.2.3)

dpi __ oM dp

Cde T dry] du — dr}

avec
H=,(K—E).

Appliquons la transformation Levi-Civita,

m’—-vm '2—-253 .

’l

ri=Einwt—2w; Z Ejwj, pi= — r

w2’

ll
"
<
<

[£]

Cette transformation ne change pas la forme canonique des équa-
tions car on vérifie facilement que

ip, rl.r,-—-i(o,- Ati=—d iEimi .
! i 1

Le systeme (1) devient

&g oH ds;  dl
du — doy du —  do,
1 i=1.2,3
LY dw; f_[l_l /ﬂ o JH ( :3)
Code T r{’_f,-' du J=
avec
3
— /R —E]=0? LI n_ e 0% pla
H=r[h—E]=3ot| s - o Zp, i T 0
'
ou
3 1 C xy As ~
e O —m Zw2 | — 2T e D e =
= b 22U i ').:L' ZP: ry s E &



’ 4 4
m 2 om
=Yt () por— 20N (Let—20, ) for )
mo—+ m nmg—-m f ’
1 1
q m 2 2m
13= E 2 —2 ) prwt— — E Ewt—20 2 E,0, |z
3 ) 4 ¢ Vel t
mo— m mo— m
1

Les intégrales des aires ne changent pas de forme

( (B2 —E w2) — (24 py— 2\ ph) = a,
(1v) (Eswi—E1wy) - (2, p\y — X'\ py) = @,
v (Brwe—Eaon) — (2 po— 24 p}) = as.

Les conditions du choc binaire. — Le systeme (III) est
régulier au voisinage d’un choc binaire (r=o0), c’est-a-dire
wy=0,=»,=o0, les ¢, n’étant pas toutes nulles a la fois, on

trouve d’aprés lintégrale des forces vives H=o0 quc ¢ tend
vers 2 pot.

On peut done développer au voismage de w=o0 les &, 0, &
et p, en séries sutvant les puissances croissantes de u, les cnefﬁ—
cients étant des fonctions régulicres des valeurs initiales £°, 2%,
et p de t. x;, et p; pour u=o0. On aura donc les dévelop-
pements :

§o—E = ul (& 70 Pl w).
(V) 2, — 20 = u\, (5, 20 pluw) (i=1,2,3),
\P;—'P’Lozupl(wr"t 7Pt [w);

I

(VD) w,=uQ, (5% x,* poluw) (¢=1,2,3).

Les A,, X,, P, et &, sont des fonctions réguliéres des ¢, x
pletu.

Les équqtiuus (V) représentent une substitution des variables,,
&, et p, aux variables 20, ¢} et p)*. On peut donc faire une inver-
sion et U'on trouve finalement

t ?

s B =& - uAi(E. 2 pi|u)
(V") Q 0 =z, uX|(§.z,. pi ) (i=1.2,3).
Pl =p—uP(E. . plu).
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On voit facilement que les fonctions Al. X! et P, sont comme

les A,. \,. P,des fonctions régulieres en %, x;, p; et u. En cffet,
st Fon compare (V) et (V') on trouve

A=—A, X,=—X\, e P,=—P,

-t €

Si Pon substitue les valeurs des ZP. r}® et pi® tirées des équa-
tions (V). dans les ¢quations (V1) on trouve

(VII) w, = uQ (5,2, p,u) (r=r1,2.73).

En ¢liminant # entre les trois équations ( VIT). on trouve les deux
conditions cherchées entre les valeurs initiales pour l'existence
d'un choe binaire. s1 T'on pose gue les 20w, r; et p, sont les
valeurs initiales quelconques pour Uinstant «# quelconque.

Calcul effectif des deux conditions. — Soit « suffisament petit

et développons les € suivant les puissances croissantes de w. On
aura

o= 2V 2 u——alur - - afunae, ],

les o étant des fonctions des £, Zyetp, (4 j=1,2.3.).
Differentions (VIL) par rapport & u, on aura

;
do, _ d(1eQ)) JQ, dk, JQ, d.r) 9Q, dp’i™
-5 = -—Z)"— -— U ? )

du JE, 7(—( - 4)79 du T JE du

dw, dz, dr] dp
Al VIR LA [J

du du’ du
téme (1) on obtient flual(,'mem

en remplacant par leures valeurs tirdes du sys-

(Vi) _ l)ﬁ —Qu _, - '12 («)Q', JH 79, JH JQ; JH

7 TE, dw, " ax, ap,  ap, oz

En remplacant les €/ et o, par leurs développements en u et
en comparant les coefficients de mémes puissances de w. on peut
calculer de proche en proche les coefficients af. Pour effectuer
cette opération il faut d’abord développer H suivant les puis-
sances croissantes de o1 a cet effet développons avant tout
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a . . » -
—+ -2, on trouve, en posant pour simplifier Pécriture.
ry re

H 3
52 — ‘2 W [ 5 w2—- ‘w5 Yo
eE= Dy et A= SiwF— 20y 151 VA Ea ]
{ .
1 /

a 2
[= 2L 22
o e
- m m
= k*m' 0 —
n 20
L _2m AN 22— B2yt — [
' my -~ m my—m
A ’ P ’ L
_ k2m'(my—m) _ Amomm' 1 Freph - AR2momm' 3 \:
o Mmy——m 2537 my—+ n 258
(m —my 3
+ R2mgmm’ )

Bt A Armgmm'(m —mgy) 5
E2epb A —
(mg-—m)* 277

—— A3
(mo—+ m)H2 2p%
2 " m? a_ :
- A Mo Mm'(I* + mi— mom) 3‘ £ o8
(Mo~ m)s 8s
rmomm' (m2-- m3— mom) 15 E2 ot A2
—— — & 0] 4
(mg—+ m)s 4p7°

+ termes de degré 10 en w,+..
k2m'(m,+ m
= _‘__——(P"—.—l +Ti+[10]—...,

[n] désigne les termes de degré n en w;.
On trouve finalement

r . 2 ’
() He=— 2 —  Eo? ',21,;.2_M_E
m 2 \ A
]
—~—— szl]——[l2]'—— ces
. Ju o ,J 1 o K2m/(mo+m) -
@ =g Do TR e
5 7]
—+ -’Ee(v)zll‘—su)‘-’l)—s:- - [12]—‘—. 3
JH I \ A2(my - m) L
— = 25w —_— 2 e e f
3) dw; 2’U'[z\u.’ 21)' 3 m'—E
r B2 ')l'
——a2%w, Iy “fe? oo (1) +...,
12 N rRm'(my+—-m) , . I,
%) oz, = 203 > T et + 12} —...,
(5) JH

1
— Ewm2 — p’.
ap, " ‘u,[’:

En substituant dans (VIII) les valeurs (2), (3). (4). et (5) et
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en remplacant , par uz o, u", on trouve

o
10=.—-—l— E—l, z'=0 12-—— M E!’
t 20 % t "y t 124 E
M O
£ K} 1 3
2, = 0, A T — 2y 2, = 0,
Gop? £
IS .V 1\2‘ 1 R2momm' E®
T s Iy
(1X) 5040

8—9_6 mo——m @ubp3

ave

"

3 2 3 E 2

3k2mymm’ P i ¢ /E' 4

T (mo+ m)uszr 2:'&"’ [ T—'Y

0 balih " y §48u0 08 e

\ al=o, ¥ =1 g;' -+ m, .z,
13

el

.
a, = Uy ’—E' = My T+ Na Py,
otw 'on a posé pour simplifier

1 " Rrm'(my-+m
M= — ZI,Q.'___;’____)_E_
)}J, o

§
D'une facon générale, d'apres les expressions des dérivées par-
tielles de H et de la forme des équations (V1I1) on voit facilement
que les équations (VII) seront de la forme
(VD)

w, = \Z

B r,—+ Cp,.

Les AL B et C sont des séries croissantes de « de la forme

© « =
N -

\ = Z a,u’, B = E b, un. C= E cp 't
1 7 10

les a,,, b, ct ¢, sont des fonctions symétriques en £,..r; et p, c’est-
a-dire restent invariables lorsqu’on change Z,,

b .
L. p,en —é,.
a2y, — poioelles restent en outre mvariables par la permutation
circulairve des mdices.

<n cffet. soient o, = E o), 1" el supposons que tous les termes ',

J

. 0y . 0 ’ ’ . .

Jusqu'a o, soient de la forme (a). \é,+ Ba,+ Cp,, il faut démon-
trer que a, | sera aussi de la méme forme.

Si Pon développe les dérivées partielles de H par rapport a

r,, p, et par rapport a m,. en remplacant les », par les n premiers

e
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termes en u. on voit facilement qu’elles seront toutes de la
forme («). St l'on reprend la formule (VIIL) on trousve que le
premier membre est de la forme («): le troisiéeme terme du
second membre est aussi de la forme («). donc 2!, . qui est égale
a la différence de ces deun termes. sera aussi de la forme (a).
C. Q. F. D.
On voit que les premiers termes de \. B ¢t C seront

\ u Mt M2
S T I x
2% 121222 6otz
1 17 \l_'“ 1 A2mymm’ E2
51 5040 ut 896 (m, m) pdp!
/o 2
1SA2momm’ . _
—_— e ui—...,
(my mHpdgs -
+ ‘
- )
& xj
=
B=—3t—0———t"— boug— bjou'o+, ...
448503
C= cuV—cputt—...

On peut encore déduire de la forme des équations différenticlles
quelques conditions pour les coefficients a,, b, ct ¢,. Les équa-
tions diftérenticlles ne changent pas lorsqu’on change o, p) et ©
en — o, — p,et —u. D’apres les équations (VIT') on trouve
Ap(—pr) = (—)y"au(p),
b (—pl) = (— 1)1 b, (po).
en(—py)=(—nm  cpu(p).
on peut trouver d'autres relations analogues.

Pour éliminer u entre les trois équations (VII') on peut opérer
de la facon suivante (seulement dans le cas de l'espace). On
vésoul les trois équations par rapport a \. B et C. ¢n utilisant les
intégrales des aires on trouve

N ’ ’
E a;v, 2 a,p, E a,.r,
1 1 |
=— B= ——) C=— —_—
ElazEz E a, s E a,z,
1 1 1

les a, sont les constantes des aires.

(X) A
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Supposons que 'on connaisse les valeurs w?, 2?2, £, p}® pour

un certain moment initial w,; dans ce cas A. B ct G ont des
. . >
valcurs données a Pavance

]
ol . S .
aipi; a;xr;

H B',: — s (:“:———

1
o ’
0 (1)
za,w Eat’:'i Eaisi
1Y}
1

-\u =

On peut tirer 1 en fonction de \ et substituer cette valeur dans
les deux autres formules.

Ces formules se simplifient davantage. si I’on choisit comme
plan de maximum des aires le plan .y, dans ce cas @, = a,= o et
Pon trouve

NS Y SR zip
LTI 0= gy ? VT g ?
33 S L4

on trouve donc u :Zl,,,(:\..)"‘; les deux conditions du choc

n
seront

(\l) n“ :zb" [Zm IIII(AO),"] ”7 et C“ :En o [zm l"‘(AO)m] N
7 7

Si Pon calcule les premiers termes de ces développements on
trouve

et (Y. dmaen () o O :r:r:(fi' .
u 2.1,(53> 3]\']‘1 e 5 M2yt , .

En reprenant les variables primitives (zi. pi), (x, p;) les condi-
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tions deviennent

(XJn Kz,—~Lp,—~Mzr;+"\Np,=o (i=1,2,3),

les K. L, M, N sont des fonctions analogues a A, B et C et
s’expriment en \. B. C suivant les formules

K=Ap>; L=— IL’ > \Er,p, ;i M=B: N=C.
I
Dans les A, B et C il faut remplacer les Z, et w, par leurs expres-
sions en fonctions des z, et p,. ¢’cst-a-dire
' 7
Ei=a,pr—op, 21‘,/;,; w,:l%' et r==tow?

1

ct u en fonction de ¢ par la formule

13
t:f Ew? du,
L

1
le développement de @ sera une fonction croissante de ¢*.
Comme complément a toutes ces formules il est utile de donner

les développements en séries 2, o, 2. p).
On a d’aprés les equations diftérentielles du probléme

1 MyE) »
k0 0y 2 220 4
fi=g¢, 1.2 n u /!'g‘lll!l"
r0 0 2 0
1 1 M, ¢ 2 M3 5
m,:-————i'—u——; - U — g — 0
a1 & 3! 2u3 g, FRRNTERE N
! 5 5 3
x= b et M Lo pl o SM oM L
¢ 22 3! i 5'  a2ptn dr;]e6!
I\ w! EoMy fOM\ 10
D =1;;"——-£ — 7 22 ‘: =) =5 e
212 \dx) [0 3! win \dw, /o5
" \) PYZAL
= ey

122 T 120p3
d’ou

LM 1
= (1>pn2L)t— ‘(:’(ugﬁ)‘t-‘-....

Quelques conséquences. — En utilisant les développements pré-
cédents on peut démontrer le théoréme suivant :
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Dans le cas général du moucement newtonien 'des trois
corps dans Uespace il ne peut se produire qu'un seul choc
binaire. exception faite des orbites périodiques.

En cffet supposons qu’on ait deux chocs binaires aux ins-

tants w, ¢t w,: dans ce cas on a deux systemes de trois équations
de la forme (XI1).

(XIT) Kis, -Lip,——Myr, -\ p;=o0 (i=1,2.3),
(XII") hyo, —Lop, Max, N\ap,=o.

Si 'on élimme entre ces deux systémes, par exemple, r,., z, etx; on
trouve trois équations

hp, -lL,r, -H,p;=0 (i=1,2,3).

Un systeme homogéne des trois ¢équations a trois inconnues H,,
I, et H,. Supposons qu’elles ne sont pas toutes nulles a la fois,
il faut donc que le déterminant

PP
P a4 py | =o.

, ,
Ps Ty py

En utilisant les intégrales des aires (on suppose partout que la
constanle des aires 3£ 0) on trouve

E a,p,= o,
1

c’est-a-dire que le vecteur (p,) se trouve constamment dans le plan
de maximum des aires. De méme. en ¢liminant les p,. ou &£,
ou p; on trouve de la méme facon que les vecteurs (), (p))
et () se trouvent dans le méme plan de maximum des aires le
mouvement est done plan, ce qui est contraire a notre suppo-
sition.

Considérons le cas o H,=H,=H;=o0. Daprés le calcul
des Hon a

Hi=Lihs—Kk,L,, Ho= M;kh,— Kk; V], et H,= N h,— Ky N..
Si tous les H sont nuls on aura

K L _M

K, L. M.~

-
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c’est-a-dire que les systémes (X1II) et (XII7) sont identiques. on a
donc un seul systéme des conditions. done un ~eul choc binaire,
ce qui est contraire & notre supposition.

Pour le cas du plan on a un théoréme analogue : les orbites
planes du moucement newtonien des trois corps admettent au
plus dewr choces binaires. sauf le cas des orbites périodiques. Si
le. nombre des choes est supéricur a deux. le mouvement est
nécessairement rectiligne.

En effets supposons que e systéme admet trois choes binaires.
aux moments &y, %, ¢l u, on aura trois systémes de conditions

(a) § h,.r, L My oy =Ny py = ol
| Kyza--Lyp,  Myxh-— Ny ph= o.
Vi 2 P

(%) Koy — Lopy— Moy — \op'i = o,
! Kors  Lapy  Marh—N\aph= o,

™) ; Koy Lypy Myx,— Nyp| = o,

Kyrg— Laypy - Myxy — Nyply= o,

Nous pouvons grouper ces six équations d’une antre maniére, a
savoir
Kerg—L,pyr M2y — N p =0,
Kizs—L,p,- Mxb+Nph=o0
(i=1,, 3).

Oa peat tirer du premier systéme I, By —T—',
Py Py P
N L, M, R N M,
N, L. M. KR, N, M,
r N, L, M;| D, p, K. N, M, DR
o [k L, M, | D pr T D =D
K. L. M,
K: Ly M,
el
hi Li Ny
K, L. N.
i | ki La No| D
Py D =T 71D
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| T . . x . Ty -
De méme si 'on tire du second sy >|emcp—,’, £ oy 22, on trouve

2 P2 2
e _Dooop D2y Dy
P D’ p D’ P D’
-

c’est-a-dire. en comparant les deux valeurs on a finalement

T PSPy

- 3
T2 P2 Xy j 2

tous les vecteurs sont dirigés suivant une méme ligne droite, le
mousement est done rectiligne.
Le scul cas d’exception ¢’est que tous les déterminants

D=D,=D.=D,=o,
mais dans ce cas le troisieme systéme est une conséquence des
deux premiers, ¢'est-a-dire (qu’on a sculement deux systémes de
conditions pour deux chocs binaires et non trois. contrairement a

notre supposition.

Quelques cas particuliers. — Premier cas. — Si Pon néglige
es teemes a partie de w? ( ¢'est-a-dire ¢7) on trouve facileme
les 1 tie d t-a-dire ¢7 trouve facilement,
d’apres les valeurs des coefficients & de la formule (IX), que les
équations de condition du choe se présentent sous la forme

wp=§ - wy= 5y -, 0= &

les ¢ — des infiniment petits de Tordre de w?. En revenant aux
variables primitives on aura
ry=pPr -, La= Pa—= T ct 3= p3-+ N3,

i
3

les m, des infiniment petits de l'ordre de ¢*. Cela signific que si

1
Pon néglige les termes a partir de ¢* le mouvement se rapproche
d'un mouvement rectiligne.

10
Dewvieme cas. — Si l'onnéglige les termes a partir de u"’(t 3 ),
les équations de condition du choc deviendront

w,= A%+ Bx,+ ¢,

THESE RIVEITOVITCH. 2
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e, infiniment petits {de Pordre 'de u'?. Si entre ces trois équations
on élimine A et B en négligeant les ¢, on trouve une condition de
la forme]

’ ,
Wy &y Xy
wy, %, xh |=o0
wy £ 2

aux termes de ' prés.

Si Pon développe ce déterminant en ‘utilisant les intégrales des
aires on trouve

(6) Za,x}: o,
1

c’est-a-dire. que pour un instant suffisamment voisin du choc
binaire. le troisiéme corps e trounve dans le plan du maximum
des aires. L'¢quation (6) nous apprend que o’ est an moins de

Pordre de ll"'(l"“), done p'; au moins de Pordre de w7, Ce résultat
a 6té déja démontre par M. Chazy dans son Mémoire de 1922 (').

On peat faire d'autres applications en utilisant la propriété des
fonctions \. B ¢t € des équations de condition. Comme A com-
mence par les teemes de premier degeé en wo B de degré 5 ¢t G de
degré 1o on peut considérer des formules de la forme

—KAB =T, unt et AC2— K'B*=Tyu2?

si Pon choisit convenablement les nombres K et K’ de facon a
annuler respectivement les coefficients de #'® et de w?'. Si P'on
exécute les calculs on trouve aux termes de w'' prés. et en substi-
tuant les valeurs de AL B et € en fonction de E3, w,. X, et pj,
d’aprés les formules (X1)

3 >

T, pr— ')p,z.r,[:,

’
78 .
r — = P (p)=Tyut
; ; 5 P (p)r=Tutt,

et la deuviéme formule aux termes de u?? prés

3

3
P . . . 448, ,
‘pL., (') lZ[(.r,p-—-— ')p,Zl.r,pl ry— —7—5— wrad(py)d = T,u,

1

(1) 1nnales de I’Ecole Normale, 3* séric, 1. 39, p. 127-128.
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Point attiré par deux centres fixes. — Une application intéres-
sante présente 'étude d'un point attiré par deux centres fixes
suivant la lor de Newton.

Considérons le mousvement dans espace et choisissons comme
coordonndes les axes absolus passant par un des points fixes O de
masse my. Sotent les coordonnées du second corps fixe P @ a,, a,,
@, sa masse m,. Les coordonnées canoniques du corps mobile de
masse M oseront @ 2y 1,0 140 pye pa. py- Les équations du mouve-
ment seront

(0 dzx, _ JF dp,  JF

A et
3
7 — . ) Xe )
FeuXpor—(%+%)=E
1

(intégrale des forces vives),

3 »
~
rt= E .I,'!, r':= : (xi— aj)2.
1 1

On voit facilement que les seuls points singuliers sont des chocs

(it=1.2.3),

binaires MO et MP. Considérons e mouvement au voisinage du
choe MO et supposons que le choe se produit au temps ¢t =o.
Pour régulariser le probleme appliquons @

1 La ttansformation dt = r du (v = o pour t = o).
2 La transformation Levi-Civita

wy

~
= L — 2 =
ri=%5un re, E 0, Pi o’
1

et prenons comme nouvelle fonction canonique H=r(F —E)=o0
comme dans le cas général des trois corps. E est fixée d’avance.
Le systeéme transformé devient

% oH dw, JH .
(2) = e dw =, =L 23

X2
H=—a— pf—io? [7 — E]_—:.o.



— 90 —
On voit facilement que ¢’est un svstéme régulier d’équations
e . . ~ % .
différentielles. Le point w =0 et = -'I' correspond au point du

choc MO. On peut donc développer les 2, et o, sutvant les puis-
sances croissantes de u. On trouve

(3) L= uX,5 w)
et
) o= 1Q,(E} | ) (i, j=1,2.3.

les 2 les valeurs de &, pour u = o.
Du systéme (3) on peut par inversion tirer les valears des €9 en
fonction des £, et ¥, on trouve

(3) =% uX,/(% ),

en substituant ces valeurs de £? dans (4) on trouse finalement

-t
6 o, = uQ, (5, u) (E=1, 2, 3.
7 b 2

on s'assure facilement, comme dans le cas général des trois corps,
que les fonctions X, et £, sont des fonetions régulieres.

Si Pon ¢limine « entre les trois équations (6)on trouve les deux
conditions du choe binaive. que doivent satisfaire les varviables
imitiales pour un mstant quelcongue .

Par un raisonnement analogue a eelui du cas général on Sassare
facilement que les égnations (6) seront de la forme

(7) w,= A%, Bua, (6 —1, 2, 3.

les A et B sont des fonctions développées suivant les puissances
croissantes de w. paires en Z, ¢l «a, et invariables par la substitu-
tion circulaire des indices 7. Si I'on revient aux varviables cano-
niques primitives les équations (7) deviennent

(8) 77,  Bp, vd, =0 (f==1.2. 3.

c’est-a-dirve trois équations homogenes a trois inconnues : z. 3 ety.
Pour que le systéme admette une solution, il faut que le déter-
minanl
| =1 po a
Zy ps as | =o,

Zy Pz Ay
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c'est-a-dire une condition pour que le mouvement soit plan. Done,
il R'existe pas d’orbites & choe binaire dans Uespace. Si 'on
passe au cas du plan on démontre facilement que toutes les
orbites planes admettent aw maximum un choc binaire.

En effet. pour deux choes successifs aux instants ¢, et ¢y, il faut
que les vaviables vérifient deux systémes de conditions

(9) zr, — 3p, v, =0
cL
(10) 2ri— 3 pi- Ya=o0 (i=1, 2,).

Si Uon ¢limine entre ces quatve équations homogénes, par
exemple p, et pa. on trouve deux ¢quations homogénes

loy, ma,=o0 et lry, —-ma,=o.,
Si 7 et m ne sont pas nulles toutes les deux a la fois. il faut
ay a, . g . . .
que = = —, c'est-d-dire le corps mobile se ment sur la droite qui
T3 oy

passe par les deux corps fixes. le mouvement est done rectiligne.
St 7 et m sont toutes les deux nulles, comme on a ’

ar mer B
[ — 23— 32 = o. m =3 N =o.

il faut que

e
I
-<-
™

c'est-a-dire que les deux systémes de conditions () et (10) sont
identiques. il n'y a (qu'un seul choc binaire, ce qui est contraive a
notre supposition.

Si Pon développe les a, 8 et y suivant les puissances de u et si
Fon ¢limine w entre les deux équations de condition on trouvera
la condition approchée du choc binaire dans le plan: tous les
caleuls faits on trouve

.
Ay A} [(n',-' a3z) (.r,p,_——p,.r,)]‘
N 2.2 rp®

(1)

= = -t e

(2e= A2Mm., 2. = k2 Mm,. p2= p?—+ p3).
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Le probléme restreint. — Souient les deux corps S etJ de masses
un ¢t p. qui tournent d'un mowmvement uniforme autour de leur
centre de gravit¢ commun O. Posons SO = r, et JO = r..

Soit ry—+ro=1, on a en oulre r,—pr,=o0. Souil un petit
corps P de masse m attiré par S et J. Rapportons le mouvement

Fig. 2.

72 N
J o S x

]

aux axes £y passant par O et tournant d’un mouvement uniforme

de vitesse 7. Les équations canoniques du mouvement du point P
seront de la forme (')

- dg, i)_fi dp, JF .
) i = opt  du = oy, =2

F= £<P¥—LP§)+ rn(prgs— q1p)— U =E,

1 1 [
=1 =+ = 5
Vigi—rdt~ g3 V(gi— )t -¢3

Considérons le mobile P au voisinage d'un choc avec S, ce qui

correspond & ¢, =r, ¢t ¢g:=o0. Pour régulariser le probléme’
posons

0

dt = PS.du (u = o pour ¢ = o),

I'instant du choc étant ¢ ='o,

2 k3

gr=ri+fwt—o20, E g o, et Ga2= 52— 20, E £, o
1

1
(0= w}-+wi).
(]

o Wy
Pr= —» = .
t "? P2

©?

(') CuarLIER, Die Mechanik des Himmels, B. 11, p. 107-10%.
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Prenons comme nouvelle fonction canonique
H=fwxF—E)=o,

E constante des forces vives fixée d’avance.

La transformation est canonique. en cffet, on a

2[},/[([, —iw,tlﬁ', = dW.
1 ]

On lrouve un nouveau Sy stéme csmonique

%, __dH dw, _ JH .
T = de? dw =  F=Lk
H=—1+ iE — >n(w.’,—'2—’;'11-)._.)’;'003—&»’(;: -+ E)=o.
P2

[Pz": V(ge - 1)+ 75]-

Le mouvement est régulier et I'on a, par -analogic avec le cas

général, la condition du choc binaire en éliminant w entre les
deux ¢quations

(2) w, = uQ,(5]|u).

Si lon développe H suivant les puissances croissantes des w, et
I'on calcule les coefficients des puissances de w dans les équa-
tions (2), on trouve que les o, seront de la forme

(@ =A% +B,
| wa= AE,—C,
u

2 1/ ri\ ws
A—'—————;—-—!——k -—‘—|')"—+.-..
13 3

2/ &

= —nriut--cyut -

(2)

13
B=bsus+..,. et C

En variables primitives les conditions seront de la forme
xgi1+ Bpr—y=o0 et 2gs+ Bps+ 3 =o0.

On voit par analogie avec le cas général que le systéme admet
des orbites avec, aw plus. dewr chocs. De la méme facon les
orbites dans Uespace admettent aw plus un seul choc.,

Cas d’exception. — Ces cas se présentent lovsque, au lieu des
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trois conditions (espace), ou deux (plan), on a seulement une
¢équation de la forme

Axz—Br -Cp—Dp’'=o.

dans ce cas on ne peut pas ¢liminer le temps, et les conditions
initiales ne sont liées par aucune relation déterminant le choc.
Ce sont des cas ou la production d'un choc est conditionnée par
les données mémes du probleme. Comme exemple typique on
peut considérer le probleme ¢tudie par M. Chazy (*) : un systéme
des trors pomts qui sont au sommet d'un triangle 1soscele. dont
deux masses sont égales, le mouvement admet un plan de sy métrie.

Fig. 3.
z
m
r4
M
S, v+
~
N,
~
N
\\ '
AN =z
N !
Nm

Soient les masses Jégales m. la troisieme masse M. Rapportons le
mouvement au corps M. Le plan 1), plan de symétrie. Les équa-
tions du mouyement seront

drz x dry y

7{;=—(M+?nl) ;I' —(7[—1- —_(\\l"‘“’ln);’;},
(Mt-o2m) d2z _  m I z
— M dE = W (M —>m) T — (M — 2m) ;

(pr= 72

)2 32,

L’intégrale des forces vives sera

1 dr\? i\ m N ds\?
r= ".[(7/,) *(,/i) “a M- ’"”(W)]

m (M A»m)__(\l—om)___F
4M z P -

(') Comptes rendus, t. 188 1929 p. 370
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» 1 o 43
dz _ JF dy
de T ap? dr =
o) P
'ﬁ’ - de
dt T oz dt —

Les seuls pomts singuliers sont -

—_ 2 —

Si l'on passe a la forme canonique

- n

=E
P

JF

’)—(] ’

JF

— =
Jdy

_m
-
ds _ OF
dt — o’
dr  JF
7AREErTE

(M+2rn)],

1* un choc triple ou 2° un choc

binaire des deux masses égales. Etudions le dernier cas qui cor-

1‘(‘\1)011(1 QA T =

O.

Pour régularisét le systéme considérons les transformations

dt — s du

I ="tw

2
2, 7

et prenons comme fonction canonique

H=:[F—F]=o,

en suppo~ant E donnée a 'avance.
On trouve finalement :

2

\ 7 =

) ) dp

du —

H=—-
1

n
——
>

JH  dy
pre du
Jor du

4 1
” " 2 2
2 3 ‘—;(v)-[—!.(()-

Le choc correspond au point

v = 0.

JH

g’

JH
—a

(I!)__ et

-

|4 .
N 2m

dt JH |
du_ dw’
do JH |
du T T O
rm E]

P

= .

Le systeme (2) et régulicr et il admet comme solution :

3)

cL

f)

- g o

Zo— U (Eay Tuy V(5 Poy Qo W),
o= ulX(Eo, Tuy Doy Poy Qo ),
Vo Y (Eoy Zay Doy Poy Qo tt),
p=p.-uP(..).

g =qu-uQ(..)

o= uQ(E, Loy Yoy Po, Golit),
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les Zy. Zo. .. .. ¢» sont les valeurs de ces varviables au point du
chocu=o0:I.\, Y.P.Q ct £ sont des fonctions réguliéres déve-
loppées suivant les puissances croissantes de u.
Si Uon tire des équations (3) les valeurs de £y, @y, .- .. go en
fonction de 2. &, ..., ¢ et on les porte dans ( §) on trouve

4" w=ulE, xr. .y, p, qlu,

c’est-a-dire une seule relation entre les variables et u. On ne peut
donc pas appliquer & ces cas nos théorémes généraux, car la tra-
jectoire du choc est rectiligne — 'axe des =,

CHAPITRE 1I.
ETUDE DE L'ORBITE AU VOISINAGE D'UN CHOC BINAIRE,
Supposons que la troisicme masse est suffisamment petite.

Reprenons les équations primitives (1), écrivons-les seulement
sous une autre forme :

(A) A5, I(H - Hy) do, (1L + Hy)
e dus, ! du i ’
dz, o, -H,) dp, _ 9(H,—H,) .
B =" du T am . U=had
z x 2 0 2
H=—2+ = E(-)z[—p',——f‘—'————i;-—-E]:——-z—l——E-—&—Eng'”
o am P i 2p
0__ 40 0 0
H, = tw? [3.'__"_2. 4 il-AJ 2 — g = Ew?[H) | 4+ a— 2,
. P 1 72
(2= kImgm; 2y = AFmom’; af = A} mm’ et a = Akzmm’),

Nous avons ajouté a H, un terme supplémentaire o — a9, a
cause de la valeur de E fixée d’avance d'apres la transformation de
Levi-Civita. Pour cela on suppose A2 le cocfficient d’attraction,
comme variable, pour pouvoir appliquer plus tard les trans-
formations iso-énergétiques suivant la terminologie de Levi-
Civita. Voir a ce sujet les travaun de MM, Andoyer ('), Levi-

(') L’anomalie crcentrique... (Bull. astr., t. \\X, 1913, p. §25).
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Civita ('), et de Sitter (2). 2 — x, peut étre considérée de 'ordre
de la fonction perturbatrice. On voit facilement que le premier
terme de H, est de Vordre de wS.

Pour intégrer les systémes (A) et (B) appliquons la méthode
de variation des constantes arbitraires. Pour cela considérons le
systéme

&, oH
de = Jo = 280w, M,
do,  JH %,
(A @ == ==t (55 M)
I P )
M= —xp2— 2 —E
( = ° E)
el
dr, oM, oM,
(B)) ‘T‘ o=
‘ | P 0
V'du = dr; T 7T drx]

Appliquons aux systémes (A,) et (B,) la méthode d'intégration
de Jacobi. Considérons d’abord le systéme (B,). Si I'on revient a
In variable primitive ¢(dt = :im? du) le systéeme (B) devient

, (_l.r_; __JH), dp; _ JH)
(BY) O Tl ST 0w
Intégration du systéme (B,). — Lc¢ systeme (B)) représente le

mouvement des deux points de masses m, + m et m' qui se meuvent
suivant la loi de Newton. On a 'intégrale des forces vives : H, = C.

donc
M = C — E = con-t.,

ce qui nous servira dans la suite.
Supposons C << O, on a le mouvement elliptique. Appliquous
a8

les méthodes générales de la Mécanique céleste (*) : pi= Pr

(') Nuovo sistema canonico di elementi ellitici (Annali di Matematica,
3 série, t. 20, 1913, p. 153).

(*) On canonical elements (Comptes rendus de U’Académie d'Amsterdam.
vol. XVI, 1913, p. 279).

(3) PoINCARE. Legons de Mécanique céleste, t. I, Chap. IlI, p. 63-89.
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-~

1 JS \?2 JS \2 JS \? __—1‘:—1‘._3__(:
o) ~Ga) () -5 =o
A N

p
g M (Mmy— m)

2 - "\ Ia masse totale).
nmy— n— m

a)—al=k (o m —m') = A u'N
kN2
207
du neeud. 7, 'inclinaison. 9, + g, longitude du périhélie. /, I'ano-

. c /EIN
malie moyenne, @, grand axe, ¢, ¢xcentricité et n, = v.:l_‘ .
1

On a

Soient C = — » oy L'anomalie excentrique. 9, lalongitude

x|y = a,(cosw— e, ) (cos g cosl, — sin &, sinl, cosiy)
—a,sinw, | 1— e3(sin g, cosh, — cos &, sinl, cosry),
xy=a;(cosw,—e;)(cosg,sinl; sing, cos0,coss)

< aysinw, | 1— ¢3(—sing, sin0, - cos &, cos b, cosdy).
Les variables conjugudées
Li=p'\ &3 \Nai, Gi=uygNa;(1—ed)
8, = G, cosiy, U= wy—e;sinw,, 2=a, (1—cosw).

Prenons comme ‘ariables canoniques le systeme de Delaunay

< e, & 0,
Ll G[ (‘)]
et reprenons le systéme (B).
Comme les £, et w, sont indépendantes des z) et ) le systéme (B)

peut étre remplacé par le suivant :

I Y ap LI, — Hy

drx),

phaudl QY JP ==

du fo ap, du 50 Jdur,

ou

(B dr, _ O(H, — 1) dpy __ O(Hie 1)
2 dt ap, ’ dt Jc,

c’est-a-dire que les svstémes (B) et (By) sont équivalents si 'on
change les vaviables indépendantes « et ¢ ainsi que les fonctions
cara téristiques Hy + H, et ', = 1I',.

On peut donc prendre pour le systeme (B,) comme fonction
perturbatrice la fon tion H,. On trouvera finalement pour les
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variables de Delaunay le systéme

dli _ Ol Wy dg, _ oHy _ o(H) -+ Hjp)
ot JaL, dt = 9G, J9G, !
0, W, J(H) - Hy)
de — 98, ~ T oe, ’
1L PIIIA I, — HY)
C, a2 200 — M)
(G2) < dt al, EIA ’
dG, _ M, _ J(H, -Hy)
dt = 9z Jgy !
A8, _  JU,  J(H, - Hy)
dt A0, T LN '

Chacune des équations (C,) peut étre écrite sous une forme
analogue au systeme (B). ¢est-a-dire

dl, I(H, — 1Y)
_—y

Een2
—_ == w2
du N Il

Comme tw? dépend seulement de I, par Uintermédiaire de

Al‘lxu’;\l l,\

\l:C——]&:—-——)—lzf—-— N

Si Pon regarde dans les équations M comme une constante, on
pourra transformer (C,) en un systéme (C)

) Aty dH, ~ 1) 48, _ J(H,—H,)
e du — JL, ’ o du a0, :

] o — o, ne dépendant pas des éléments [, g4, ... 1.
Le 1 dant pas des ¢l g, , 0,. La

relation entre # ¢t t({;=n, t) sera donnée par la <olution du ~ys-
téme (A).

Remarque. — On peut aussi prendre pour les valeurs de
I'excentricité I/, — ~voisin de un, le sextuple iso-énergélique de

Levi-Civita @ (w0 g4, 6,0 Wil Gy 9y): les oy, 200940 Gy 1 8,
avant la méme signification qu'avant. sauf WV = V/m.n.. Dans
ce cas M = C — E <era une constante fixée d'avance, car les valeurs
de C et Esont tivées d’avance. 1l faudra seulement ajouter ala fone-
2y 7y — 2 — af

tion perturbatrice un terme complémentaire : Zw? -

car le coeffi ‘ient d'attraction est suppos¢ variable.
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Intégration du systeme (A,). — Posons

) el

), = ()_E,—.
11 faut résoudre le systéme aux dérivées partielles *
‘ JT(980\2 (98N [0S\ 5 _
) ve[(%) = (&) - G2) |- ===

Eftectuons le changement de variables :

(3) Ey,=Esinf cosy,

ny

= Isingsing,  Ey=Ecosy,

on trouve :

) JS, 24_ 1 /0S:\? I 98,2 £ —
o0 () B () e () ] e

Oun voit immédiatement que si 'on divise tous les termes
par 2 Mg (£ 7 o comme nous avons supposé en appliquant la trans-
formation de Levi-Civita) on est dans le cas du probléme des deux
corps. On peut donc satisfaire a I'équation (2') par une fonc-
tion 5, =5 + G, d'apres la méthode de Poincaré. S une fonction
de 2 et G une constante. On trouve, comme

1)51 . s ’)Sl _ l)Sl -
E‘ = ‘t—{s—’ s =G et 7?— y
) dS\* G2 3 _
(2") ME[(TE)*'&?]J”TII“‘“—W

d’ou
d a G2 1 = s =
) —d—s-_—.\/m—?s——mgy/l‘, d’ou S=f\/RdE.

La solution que nous venons de trouver n’est pas générale,
car clle dépend seulement des deux constantes arbitraires G
et a(a=A2m,m) au licu de trois. Pour avoir la solution générale
il suffit de remplacer Z (I'angle de 2 avec ;) par un autre angle £
que fail le vecteur Z avec un axe A du plan £, £.: soit  Pangle
de A axec %, on trouve facilement

w:

£y cos0 ——%;sinb
A b R £ kA

S

cosy =
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et, par analogie avec le calcul de Poincaré :
g = —cos¢ (t, Pinclinaison).

Posons finalement

d9S,

Jdx

98,
et W’ _——6,

Il

R
&%

I

%

les o', 2 et ® sont des constantes, ou des fonctions linéaires de u.

De I'équation 250—’ = —0 on tirc 8 = G cos1.

) 2 JS . P .
Passons a 'équation == v R. 11 faut distinguer deux cas sui-
vant que M S o.

Pour M <o, on a le cas hyperbolique. pour M > o, le cas ellip-
tique que nous allons ctudier. Il faut que € — E > o comme

_ —hRipONe
il faut que E<<oet E|>|C|.

z*Radmet deuxracines £’ et£”. Pour que les racines coient réelles
il faut que a?p? — 2 pMG? > o. Soit £'<<t". Posons

F=a(i—e) et F=a(1—+e),
d’ont
’ ” 2 2122 — ¢ 2
a=Y"¥ e e 22ME \/a pi—2p VG
2 a? P' x2
et
2
p=a(1—e)= 7N:G .

Cherchons les valeurs des w, et Z,. Pour cela calculons les va-
leurs des.

iz' 2MEw;=2>M F('N
soit
=B wm (), e ()
A A W A T AE
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- . aS
En utilisant les équations (3) el o, = d” on trouve
S
wg=  ©;sin{ 053 — wysiny sing - w;zcosy,
(5) wr= ®;¢c0os{c0oSF -- 0, COSY sinp — wssiny,
wp=—w;sinlsing —w,sin{cos?,
d’ou 'on a finalement
0 = wgco~{ — wygsing,
(6) ¢ W= WESINY COsF - wrcosysing — wgsing,

©3=mgsin{sing - ©7COS{COSY— 15COS¢
ct

Xo,=tyR=\ER.

Reprenons le systéme (A,)

i

(4
) i Wi,
(
et
dw, . 1\ &
(8) Tu ——(“"’ - m)?

de ces équations on tire

2”"% = aMESE, 0, = 2 MEVER,
d’ou
174

had )
du

:2\[\?_3—,

cn intégrant on trouve

(9) f & =z\lfdu-—const\
vER

Posons
w . w

(10) E=E’(-os‘=; +E”~m=; = a(1— e cosw).
Faisons varier £ de " a z, alors «w varie de @ & w ¢t « de u, & w.
On a

E dE —_— "
(][) :;)u,\l dw:zM(u——u“).

E ‘/IEi R‘ D



— 33 —

D’aprés la valeur de % on voit qu’il est plus régulier de rapporter
le mouvement au second foyer. Posons donc w'= & — 7. on trouve

f=a(1— eco-w'),

o' joue le role de I'anomalie excentrique.

Nous avons intégré de £’ a Z, car d’aprés les conditions initiales
du choc il faut avoir, pour u,= o,

f=pz=12a;
donc
w =0 et e =1,

Pour trouver la valeur de w on peut utiliser I'intégrale des forces
vives
— = —E-—!—Ew’M:o,
2
on trouve
I — e cosw’
2pM(1+ ecosv)’

w?=

d’ou, si Pon revient au vecteur primitif r, on trouve

a(r— e cosw) ,
r=fw= —————m——* = a,(I—e cosw
E 20 M l( )7
c’est-a-dire o' est anomalie excentrique, la méme que pour les
coordonnées £,, seulement le grand axe est devenu

a x

a|=m—=é—ﬁ.

L’anomalie moyenne

n
e=uw—esinw =n(l—1l)=n [ rdu

Yuy

w’ —— v
= n‘/‘; \/;Fﬁ ai(1— ecosw’)dw' = nat‘/;‘a— (W' — e sinw’),

d’ou
Vi _ ey aw
Vv veGMy _ My
(12) n= a = p = 1
r2a

Cherchons les valeurs des £,. On a

...ds’ _C+.d§.
£§=3G6 =79

TRESE KIVELIOVITCH. 3
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Posons
a1 — e?)

E::
I— € Ccosy

On trouve facilement que g ={ + ¢ (n — v sera 'anomalie vraie
pour le vecteur £). On a

Ecosv = a(cosw + e) et Esing = a y1— e?sinw'.
d’ou finalement

E,= A,a(cosw +¢e) -~ B,ay1—e2sing,

Ay= cos g cosb — sing sinb coss, B; = sin g cos8 — cosgsinb cosi,
Aa= cosgsinb — sing cosb cosi, B.=singsin0 — cosg cos0 cosi,
A;=sing sny, B.= — cosgsind,

3 3
ZA?:l, 28?:1, 21\13,:0.
1 ) )

Les paramétres étant o, G et 6, on trouve

.98, [t & 0 ——a
z_m‘_ufgzm_m\)iwy.w_ SM Y T e

Posons

2M
on aura
a8,
aw =
— 081 . I)S| _
g-——’—)ﬁ—ﬁﬂ—v et 76--—"'—'9.

On aura de cette facon un sysiéme canonique des variables

.o . W G e
lso—cnergéuques( C g0 :

w

W':z" I L T

‘/ — e?
0= g—l—c;cosizGcosi et G = ———-
v2uM \2pM
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On trouve linalement les formules suivantes :

Bi=y 22 M(Wcosa'+ \’W’T—_G—’)(co“gc‘”a —sing cos® %)
. v;‘_}:’\_[G sinw’ (sing cost) —cosgsind ?G)’

Ea=y 22 M(Wcosw — m)(cost’" sin0 -+ sing cosd %)
—y2uMG sinw’(sing sinf — cosg cos0 %)’

Eo=\ 2pM( W cosow' — W2 —G?) sin,gr—‘—'g(;:?—2
—_— Gr— 92
— ZFMGsinw’cosg &-(-—i

et

E=y 'IHM(W’—i— wcosw‘)-

Pour développer la fonction perturbatrice il faut calculer les

valeurs des w;.

On a o
vodE 1 dE /-J,\l__ 1 1 dg:
Wi=OME du T 2ME dw w T yapM E d ?
d’on
o — A;W'sinw’ - B;G cosw’
) = p—— ’
TS aM(W . |\ Wi— G cosw)
dans les A; et B il faut remplacer
. ® .. yGz—e2
COSL = — et SN = ————a—)
() (J

W’2sin2w' + G2 cos2w’
20 M(W + y W2 G2 cosw')?

w2=

Les «; deviepdront
A(W cosa’—  W2_—G2) — B;Gsinw'
VoM

Li=Ejw*— 20Xk =

et
W' — W2—G2cosw’

v 2 M

r = E(v)’ =



— 36 —
On vérifie facilement que la transformation est canonique
3
_ JS, JS, L '_’§1 JS,4
dS = D\ G i g AW G2 dG— Tk v
1
1
:Zw, dz,+ o' dW' + g dG — 8 db,
1
donc

dSi—d(wW W'+ gG) = d(S,— w W' — gG)
3

= Ew, dt,— W dw' — G dg — 0 d.
1

C. Q. ¥. D.
Le systeme général deviendra le systéme (A),
(A dw' _ oH dg _ oM de oM
D W TIW W T T & T w®
et le systéme (B),
By a, oM de,__om
(B: du = L, N T Y
ou, si 'on passe a la fonction perturbatrice H,,
dw _ />M _oH, dg _ oH, dY _ oH,
du ~V & T oW du — 9G’ du ~ 98’
AW __ oMy 4G __ oMy do _ oM.
du — ow’ du ~ "~ Jg’ du— " 90
et
dly _ (W'— yW?—Gicoso) wsM*  oH, dg, _ JH,
du — VoM L} JaL,’ du ~ JG,’
d0, _oH  dL, __oH,  dG, __JH,  de, __ JH,
du ~ 96,’ du i’ du ~  Jdgy’ du — 90,

H, ne contenant plus de termes en a — a,.
Pour le cas plan on trouve facilement les formules en annulant
I’angle d’inclinaison { = 0. On a les deux systémes

L & et w g .
Ly G‘l) W G
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Pour ’étude des orbites a choc il faut considérer dans le mouve-
menl non perturbé e =1, c'est-a-dire G et ® = o.
Pour appliquer ce développement aux orbites périodiques a
choc ainsi que pour la symdéirie des développements il est préfé-
rable de remplacer le systeme (B) par un systéme iso-énergétique

W &1 0
W, G, e/’

dw, _ @:\/;C oH, dg, _ oH, de, oH,

aw =V o 70,

on aura les équations

T oaow,? v = G, e du = 98,

On peut encore simplifier en rapportant le mouvement au plan de
maximum des aires.
Les intégrales des aires sont

V62— 82 anl — | G1— 82 sinb, = a,,
— VGT =82 cosh +  GI— 02 cos 0, = aa,

0 -+ 6, = Q.

On aura
a,=a;=o0 et a, = k.

Appliquons la transformation de Poincaré (Méthodes nouvelles,
t. 1, p. 39-40),

k I k 1
6=5ﬁ——?k(G’—G?), 0, = ;_z_k(G’_G?)
soit

G=TrT et G, =T;.

On aura finalement les systémes

dw 2M dH,. dg dH.

du = ‘/ v oW du = or’
dW JH, dr JH,
du T 9w’ du ~ 7 9g’

h dw, (W’—y\—\_’tﬁcosw) -OH, dgy _ dH,
AT GuM(Wi— Wi—Teosw,)  IWi T du T T

AW, oH, dr, _ oH,
Tde T dw,’ A T 9gy
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(pour plus de simplicité on a cemplacé ' et W’ par w et W,

H, = o [z','(}—i zs;(l—i ].

\ ¢ 1

b

et pour le cas plan, si 'on pose g — gy =w ¢t G =1I. on trouve

dw \/2_“ aH,
du ~V u oW’
dw, W2y W2 (A =102 cosw JHa
(1) A e (WE = Wi —Econwy)  IWH
AW oM, AW, 9l
du — 7 0w’ dic. T ow,!
do o, AL oM,
de = o’ du — 7 9w

Les variables g. g, 6. 0,. G. G,. O, ®, sont les variables de
Delaunay. Les W et W, sont proportionnelles aux grands axes,
w et w, sont les anomalies excentriques.

CHAPITRE I11.

ORBITES PERIODIQUES AVEC CHOC BINAIRE,

Cas du plan. — Considérons le mouvement plan. donc les équa-

tions (11 du dernier chapitee. Soit pour © = o on a un choc binaire

des corps P,P. Dans ce cas G=o0 ¢t = \V\/m( 1 4 cosw)
pour I, =o.

Le corps P déerit d’un mouvement périodique un segment de
droite de longueur v/m W et le corps P"une ellipse. Rempla-
cons I, par eH,, ¢ un paramétre suffisamment petit de ordre de
la troisieme masse. On peut démontrer que dans e I)lan
powr e F# o et suffisamment petit. on peut acolr des solutions
periodiques acee chocs analogues awr solutions dela deu rieme
sorte de Pornearé. ¢ est-a-dire aux excentricités fines et incli-
naisons nulles.

Pour démontrer ce théoréme il suffit de répéter avec quelques
changements le raisonnement de Poincaré ( Méthodes nouselles,

t. I. Chap. ).
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Soit pour ¢ = o,
W = Wo, W= Wy, = Ilo, w =k u+ A,

aM
“’1=?(u)+A!7 ® = W, k= :—l;

©®
9(u) est déterminée par la relation

Wy —e;sinw, = %'-(w——sinu') “+ 4, A =-——<— h.—h,) ’

ou
hy= A —sini,, h,=A,—e;sinA,,

netn, les moyens mouvements

" — aMp e — 2C

- W’ T W,

Supposons que 2\ — )n un nombre entier.
n

Si u augmente de T, & augmente de AT ct soit A, tel que
n
kT = 27, alors w, augmente de —,;' aw = 2mn. Le mouvement est
donc périodique pour e = o.
Soit & 3£ o ¢t suffisamment petit et posons pour u = o
W =Wo4 :5., W, = W{+ E‘i: et mI=1I"+ ;5.,,
w=Aa+ 3, wi=M0+3; e w=w— 3
| car pour u =oona —¢(u)=o].
Pour u =T on aura
W=\\°+($,—'~qpl, \\‘1=‘V‘|'+ ‘3:—5“;”, n=ue+ {33—4—4!3
ct
w=k, T+ &+ 3|+ ¢). wy=mk T + A+ 35+ ),
B =wy+ 3, + V.
Cherchons les conditions pour l'existence «des solutions pério-
diques pour e o ct suffisamment petit. Il faut premiérement

que $,=¢ =0 pour u="T ct que le déterminant fonctionnel
des ¢, et &) par rapport aux 3, et ) soit différent de zéro pour

!
g = 31:‘5‘-: o.
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Le systéme ¢, = ¢,= o n’est pas indépendant. Comme le sys-

téeme admet une intégrale des forces vives, une des conditions

devient inutile, soit ¢, = o. D’autre part on peut choisir Porigine

des temps de facon que v =o, ¢’est-a-dire A, = 3, =o. dans notre
cas il faut prendre u,= o, donc 2, = o.

De meéme pour e = o, ¢, ¢t ¢, sont identiquement nulles. On

.
peut les remplacer par 2 V' = L‘ = 0.
c

Calculons les . Pour cela écrivons la fonction des forces vives
sous la forme H=H' + ¢H,,

, oM Ew? . 2C
=—2+W "}L_‘FT[\\l‘/—{:——(a?—i—zg)].

les deux derniers termes sont de Vordre de e.
On a, pour e =o,

T
Y+ Ay l_f d—wdu

_f TOH, (Wot 3, We+ &, I0)du T (2H
- odWo - (’)p' =0

Yo+mk'T= f d“' _-f ’)H' du —/ (’)H ) du.
d3s /e=0

On voit facilement que H'| est une fonction linéaire de W + 3,
pour ¢ =o0. Pour que les dérivées de ¢/, par rapport a $; ne
s’annulent pas toutes on peut se servir de artifice de Poincaré qui
consiste a prendre, au lieu de 'intégrale des forces vives, une fone-

tion quelconque de cette intégrale. ce qui ne change pas les équa-
tions. Dans notee cas il faut seulement transporter la constante «,
dans le second membre et prendre comme intégrale f(H + a,).
Il suffit, par exemple. de prendre (H —+ «,)?. qui devient pour
e =0 — (I + 2,)?. Dans ce cas le déterminant fonctionnel

(ogz) =

Il reste a s’assurer que le déterminant fonctionnel

",Jz Y.
> 3

L)

1 - T ]
( ) :j"v .327 5! ahd
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car le déterminant fonctionnel
L 23 2
( B0, 4,4, ¥
\ 31, 22y .i'h sj‘." v l
est pour ¢ = o un produit de deux déterminants fonctionnels

U* q/';
Vl|y q’-‘l) y - K ‘!“
31, Ba ’3, ;' A

273

car pour ¢ = o les | et ¢, ne dépendent pas de B,. B, et §. 1

faut donc démontrer I'inégalité (1). On a

T T
. (Tdw ,  rToH , o,
“"—‘[ d—ud“i[, m”"—-f on 4

0

De méme on trouve

! T T
Y ()——l—l} du et k) = [ M, du.
€ w J, Jm

Calculons ces intégrales pour e =B,=f,=o0 (i =1, 2, 3).
Pour cela considérons la valeur moyenne de H, pour e = o,

T
1 JH,
R = T ( Joor du

Dans notre cas il y a une complication provenant de ce que H, est
développée en w ¢L wy; v, étant une fonction tres compliquée

de u et w. Il s'agit donc d’exprimer w, en fonction de w. On

trouve facilement que la fonction perturbatrice

H,=X8,p,cos(prw—+pw, —Ilo+ h),

les B,.. B, fonctions de II. W et W,. 1l sagit de transformer cette

série en une fonction de v seule, en utilisant la relation
. n, .
wi—e sinw, = — (w—esinw)+ A;

e tendant vers 1.
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Appliquons l'artifice de¢ Hansen, simplifi¢ par Poincaré. Soit

. n \
F = 2B, , E/pwrprwd  soit o' = 71'—“' + A, d'ou
F = SAm,,m, Etlmw+m,n ’)7

2—1 P2 5 LA
Am.,m, = ';n—, Bl’nl’:‘]'"l—/’n (_ n mze) ‘lml—‘l’a(”bcl ):
PP )

les J sont des fonctions de Bessel.

n
Dans le cas de¢ Hansenon a J,, (-—— 7' m_.e) pour e <1, dans

notre cas comme ¢ tend vers un, on n’a pas le droit de développer
suivant les puissances croissantes de ¢, étant donné que le rayon
de convergence de e est plus petit que un.

On trouve finalement

\ ’ r
I, = Z Ay, my €OS(My w4+ maw' + h'w + 1),

my, my
c'est-a-dire
' n ’ "
H,= A, m, COS my + ;”lz w+m.A+ R+ h'],
my, m,

alors

T
I I w0 ' - "
R = T.[ H, du = _—kl'l z Anq, my COS(Ma A + h'w + h"),

" . . n
le X' se rapporte aux indices my et m, tels que m, + —”lmgzo,

. . n,
c’est-a-dire -2 = — m, on trouve donc
1

Yy Ton, Tou, dR
é _0 mdu_.o A (lu—le?K

de méme

T

Y YoM, , . dR

" ”,/0‘ Jo du = /”Tdmo'
T

Yo _ [TOHs g dR
—;—- = du = I\leuo

11 faut donc

() B = dw, = do
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R admet un maximum ou minimum. c'est-a-dire le systéme ()
admet des solutions de Uorvdre de multiplicité impair. On voit
facilement que la fonction perturbatrice contient seulement des
cosinus, donec "= o.

dR o d

. . . R
On peut satisfaire au systéme S« == ~— ¢n prenant
. I7AN s,

A =w,=o.

Reste a satisfaire a I'équation AR = 0.
diw

Si Von se rapporte au développement de e H, on Yapercoit faci-
lement, comme dans le cas classique, que H,. done R, ne contient

. . IR .

que des putssances paires en II* ou I Done (—(Im admet une racine

en II° de Vordre de multiplicité impair. La valeur I'=G =o
dR

annule ite ¢! rend R maximum ou minimum avee A = o, = 0. Si
Pon choisit d’avance la constante des aires A = G, — I les condi-
tions seront satisfaites ¢t Pon aura, au moins, une solution pério-
dique pour e £ o.

On a donc une orbite périodique avee choe binaive, analogue
a celle de Poimncaré de la deusieme sorte, Uexcentricité ¢ élant
voisine de un. 1l est hien entendu que la condition du choe doit
étre vérifice. Cette orbite dépendra des trois parametres, la con-
dition du choc rédutt ce nombre @ deua .

Orbites périodiques dans ’espace. — Reprenons le systéme ()
du dernier chapitre.
Supposons que pour ¢ = o0 on a

(13) Weo W ‘1’7 r”! r(l)r A, A‘!r é’", g‘l‘»
les valeurs initiales de nos huit varviables.
Les variables & ¢t 0% sont choisies de telle facon, comme
n . .
pour le cas plan, que le¢ rapporl;‘ = m soil un nombre enticr

et &, T égale a un multiple de 27, quelles que soient les six con-
stantes To. T, A, A, g". et 2. I Sagit de choisir ces six
constantes de facon que pour des petites valeurs de e les équa-
tions du mousement admettent une ~olution périodique avec choc
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binaire, telle que nos huit variables soient fonctions de & et se
réduisent au systéme (3) pour ¢ = o.

On opére comme pour le cas plan; on prend la valeur initiale
de v =0 de¢ facon que A,=o. Ensuite on forme le H, et sa
valeur moyenne R.

Il s’agit de déterminer les cing constantes T, T, g%, g9 et A,
de fagon a rendre R maximum ou minimum. A chagque maximum
(ou minimum) de R correspondra une solution périodique. Nous
avons a satisfaire aux relations

R dR dR dR dR

AN, T dg, —dgt = ° e

ar

= 0,

On satisfait facilement au premier systéme en faisant
A=g'=gl=o0.
On a facilement, comme A, =o et =0,
R = XA cos(m Ay~ mag0 + myg?),
A dépend de WO, WY, T? et I'¢;

| Wo > |ro| ct |We>|T) .

Comme
D=0 Iy |+ (e,

I'Y ¢t T° varient dans un champ limit¢. La fonction R admet donc
un maximum ou minimum auxquels correspondent des solutions
périodiques.
L'orbite périodique dépendra en géndéral de cing paramétres
diminués de deux conditions du choc. donc de trois paramétres.
Comme applications ¢tudions deux cas particuliers.

Orbites avec deux chocs successifs. — Soient trois corps po,
p et phavee les masses mg. m et m'.

Rapportons le mouvement au corps p, et soient (x,, pi)
et (.2}, p,) les ¢éléments canoniques.

Faisons la transformation de Sundman U dt =du (U est la
fonction des forces) et considérons la transformation canonique



de Levi-Civita :

578

N

w;

xi=Ew® —20; E Ejwj. pi= —
1

(pour £ =o0; u = o).

w'?

3
e ,2: " )
z,=fiw*— 2w Ejmjv P;z
1

On obtient un systéme canonique

y M deo __JH df_on  dei __ ol
du ~ du;’ du ~— 9%’ du =~ dw)’ du T O,
(I=1,2,3);
an H:EE[p.w’-'—i—-p.w’—o—2p02w1m;——Ew5w=]_l=°

28’2
a'f0?+ af' o'+ o oo gm

(E est la constante des forces vives ayant une valeur fixée d’avance,
A la distance pp’ et p, p', po. a, &, o sont des fonctions des
masses ).

Supposons que la constante des aires « soit différente de zéro,
E et£' bornés; on s’apercoit facilement que les seuls points singu-
liers sont les chocs pyp et pop'. qui sont régularisés par la trans-
formation.

Si l'on développe les équations du mouvement (1) en utilisant

dw dw' .
b ; Y n . ; .
Iintégrale (II), on trouve pour —— et —— les valeurs suivantes :

dw ‘ot dw’ .
(I w:iw A et Tu-_ﬁm B.

Supposons que pour { =0, &4 =0 on ait un choc PopP, c’est-
a-dire w = o, £ 2 0. Comme w est une fonction positive. elle croit

. . dw . . . .
a parur du moment u = o, n >o0 Jusqu’il un certaim maximum

pour lequel %(S = 0. Mais ;d{—lu: tend vers zéro si : 1” A tend vers
zéro ou 2° i'»'? tend vers zéro, c’est-a-dire si la distance po p’'= o.
On peut donc choisir parmi U'infinité des trajectoires a choc simple
une trajectoire qui aprés avoir passé par un choc p, p aboutit pour
un temps & = u,. convenablement ehoisi. a un choc pop'.
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Une fois arrivé au deuxiéme choc p,p' on peut raisonner de la

do’

méme maniére sur I'équation différentielle = Zw?B et I'on trou-
vera qu'on peut choisir une trajectoire. laquelle abontit a nouseau,
pour un temps u = u, convenablement choisi. a un choe p, p. ete.

Comme nous avons démontré dans le premier Chapitre qu’'une
orbite dans T'espace n'adimet quun sceul choe binaire et dans le
plan. au maxiumum. deux choes binaires. Forbite en question. qui
admelt plus de deux choes. doit néeessaivement étre périodique, et
comme clle admet deux chocs différents pop et pop'. elle est
plane.

Si Pon utilise les deux conditions pour Pexistence des deux chocs
différents, on peut réduire le mouvement a un systéme du second
ordre.

Exemple de Poincaré. -— Comme second cxemple on peut con-
sidérer les orbites que Pomcaré appelle de deuxiéme espéce (').

Il s’agit de deux planctes de masses infiniment petites, chacune
décrivant une cllipse keplérienne autour du corps central. A un
certain moment ces deu ellipses se rencontrent, ou passent trés
prés 'une de Pautve, de facon que la distance mutuelle de deux
planétes devient trees petite: a ce moment leur action perturbatrice
mutuelle pourra deveniv sensible et les deux ovbites subiront des
perturbations mmportantes. Puis de nouveau les plancies déeriront
des ellipses. mais ui differeront beaucoup des anciennes. Consi-
dérons le cas limite ou ces ellipses se rencontrent et la distance
de deux planétes devient nulle. Pour que le systéme soit pério-
dique. il faut que chaque orbite admette an moins deux choes. Mais
d'aprés nos résultats une telle orbite. admettant  deux chocs
binaires, doit étre plane. Une orbite pareille admettant plus de
deux choes binaires ne pent pas exister. sauf «i Ie mouvement est
rectiligne.

(') Méthodes nouvelles, t. I, p. 363-371.



On peut considérer un choe muluiple comme hmte d'un certain
nombre des choes binaires. Pour le démontrer ctudions un choe
triple, qui peut étre considere comme hmite des deux chocs
binaires, se produisant an méme instant. En effet. rapportons le

mouvement des deux corps pet p' de masses et m' au troisiéme
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CHAPITRE 1V.

CHOCS

corps O de masse m,,.

MULT

IPLES.

Reprenons le systeme (1), du dernier chapitre

o &

(2)

~ M . M EY - R .
Calculons les dérivées partielles de H par rapport a 2, ;. ¢, oy

ﬁ:

—atw—a'io't—a

JH dw, Jll %, JH
Jw,’ du = _‘/757' du ;:)(.,;’
(r=1,2),
i
H=¢tF] po'?+ 202 )}102 w,w,—E®w2n?
1

"

A

en utilisant la relation H = o. On trouve

)1
P
’!—*-{- =tw?2]aX —ainr —
JE, M g2 %,
I
om_ o L0
-7 = W a . —azm- 9
A N :
JH ,
7:)_' = EE’[?‘P',('“—“ zF'o(’"/_"'AE‘”,',("‘]
0 'I
1
psgr ‘5 93
2a w = » 7 212
—0a’ e Sl — A"t w2 —
2a'twy; . w; fw2E Jong
I)H ’ , 9
o = ' [2nw,— 2pow;— 2En?tw)]
1
d—

-_ 2aE’m]—

"y
ra’t

w2
w
2O o agort w

ol w2

dwm,

du —

L/

7
w,

= 0.
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Si 'on applique les mémes raisonnements que dans le cas ordi-
naire du choc binaire, on trouvera par les mémes développements
la condition du choc binaire, seulement avec les nouvelles variables.

On trouvera pour un choc binaire au temps u = u, les con-
ditions

(3) w¢=¢51+352+"{w; (izl)‘l);

@, B, y des fonctions symétriques en £,, £, et w,, invariables par le
changement circulaire des indices et développables suivant les
puissances entiéres et croissantes de (% — u,). On aura

o

n ﬁ 1.
1=21n(u—uo)“, ‘i:}u S (n — up)®, Y :-Zy,.(u—-uo)“;
1 o 2

si entre les deux équations (3) on élimine (« — u,) on trouve la
condition du choc (comme on a vu le mouvement est plan, car on
a deux chocs binaires). En calculant les coefticients par la méme
méthode que pour le cas simple du choc binaire et en utilisant les
formules des dérivées partielles de Il on trouve pour les premiers
coefficients

|y = ___._"EE""’i,
2 2
—2apefro P oy a(ub—a) PEw)
(4) {ag= B 1 -+ = 1- 9 seey
Bi=o, Ba=o, Bs=o, Bi=o, ceeey
| Y1=o0, Y2 = ay.ow’sg.;_l, cees

De méme pour le second choc a l'instant # = u, on aura les
conditions

(%) o=af+ BE+ Yo  (i=1,2),

les &/, B/, ¢/, fonctions syméiriques en E;, »; et £/, invariables par
le changement circulaire des indices et développables en séries
entiéres et croissantes de (¢ — u, ). En éliminant (« — u,) entre les
deux équations (5) on trouve la condition du choc binaire a I'ins- -
tant u,.
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On trouve de la méme maniére

1’:2a’,,(u—u,)", @’:2 Bl —uy)n, *;':ZY'"(u—u.)",
> 1 2

les premiers coefficients seront

vy

’ a’E“’!
p‘:— sl;’
a’ 2 w2 0
(6) By — T M,«»,—au:a—a)Zm»,
N .
, g
Y1=0, Yy=a'powis,
Al

Reprenons les deux systémes d’équations (3) et (5) et ¢liminons
entre ces ¢quations @) el o', on aura
a4 -3
) r+a, By

wik 1 — 5=y (i =1, 2);
=7 I— oY

de ces équations on tire

8 2y o fy— sk ot Fv—8 _ Lhiwe—fawy,
Ey—Ee £ 1=y EiEy— a8,

. N vy le - . .
de méme si entre les svstémes (3) et «(5) on ¢limine o, et wy on
lrouy e

1!)'__ z l',_'__, . ,
() oty BEEFa—u G=nw,
"
de ces équations on tire
(10) By — @ — iy — 35w, et ay’ -2 _— "au’z—-E;"’
1— vy 5B — EaE) 11—y --Ea—.se.

d’ou de (8) et (10) on peul tirver

, ' . .
(1) Iv- yY—ay—a2  Eee—5wn gy, —Eyo, C

2 1
= a9 b 3
11—y B Ey—Eat) EiEp— &k,

(i est la constante des aires.
Les syvstémes (8) et (10) remplacent les systémes (3) et (3). Sup-
posons qu’on fait tendre w#, vers u#,. on anra comme limite un choc

THESE RIVFTIOVITON 9
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triple. Si Von reprend l'équation (11) on voit d’aprés les valeurs
des coefficients e, 8., 7., &), B}, et 7, que le premier membre con-
tient cn facteur, lorsque u, tend vers u,, (v — u,)', donc si l'on
prend comme origine du mouvement Uinstant © = u, le premicr
membre estnul. il faut done que C = o. ¢’est-a-dire pour 'existence
d’un choc triple il faut que Ia constante des aives soit nulle. D’autre
part nous avons trouvé que le mouvement est plan. On a donc les
deux conditions trouvées par M. Sundman.

Cherchons les autres conditions du choc triple. Pour cela il
suffit de réduire d'une équation, ui indique la condition C =o.
les systémes (8) et (10). par exemple la deuyieme du systéme (10).
Il reste trois conditions; st on ¢limine (v — u,) on aurales deux
conditions restantes du choc triple.

Remarque. — Pour DPexistence d’un choc triple il faut que
les variables initiales remplissent trois conditions: en effet, comme
le mouvement est plan, il faut que les coordonnées x(t — ¢,) = o,
Yyt —t)=o. ' (t—t,) =o0,y'(t —¢t,)=o.sil’on ¢limine (¢ —¢,)
entre ces uatre équations on aura les trois velations cherchées.

Calculons ces conditions. Si dans les systemes (8) ¢t (10) on
développe les coeflicients  suivant les puissances (u - wu,) et
(& — u,) et Pon fait tendre «, vers uy, on trouve

2y (U —ty) - %l — Ug)® —...= Ilwr,EliII —A
T Tl e & —
% (u— o)+ 3y (u — gy, .. — MEe @il o
"Elysl“
Byya(u —wo)? (3 11+ Baxe) (e —uo)* ... — Mol B
T ONESEN

Si l'on tire la valeur de (u — u,) de la premiére ¢quation et 'on
porte cette valeur dans les deux autres équations, on aura les deux
conditions cherchées :

By [ ]

(.’) ”“(ﬁxYn“‘ﬁY)(a );[ (-—;?:_);I\"_'--] —l‘--.=B~

.\ 2y o 1A2 - . .—
gl;[' (zl)z‘_\""‘-..]——Jg(z ),[ Z—z'—)-!A-——-.,,] —.=C.
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Si Von revient aux variables primitives «,, p,, .z, et P il faudra
’ ’ -

remplacer les a,, «,, 8, B,,7.,A,B et C par les valeurs suivantes :

’

_ ar
S
. 2aperph a(prp*—a) Sx;pj
dg = — 2 JPi.
e T z< 1P zp,z zipy ) — L
1= a}‘-ol"‘[)'.
ar a'r
‘31'——— ,_,gpy"

2

2 «
>0 2
fa=— 250 2 2, £y p—2p) 2, EP
rep°p? o i

2
a(p'rp:— a’)zim’/

— y

Ty

prript
A= _Mpy xipi— lPIZJL'JPJ il
P ll@p*—2p 2a,p,, rpi—2p,22ip)l’
B = " Ly Pi “
Wzp*—2p 2, p,, zp*—p 2ripill’
C= |z.p*—2p. 22,p), il

fzip?—2p.22,p, @ p"— 2piZa;pjl|
(pi=2Xp;  p?=3Ip?)
Si 'on arréte le développement (12) aux premiers termes-on aura
des formules assez simples :

, L, a'py p’rp’ 3
B 3pt A — prIp’h —_— . L == .
(12") riptA = rsptC et \/a2 pr T A={B
Cas des » corps. — Passons au cas général des n corps ct sup-

posons que les seuls points singuliers sont les chocs des corps
entre eux.

SiPon ne considére que les choces binaires on démontre facile-
ment le théoréme suivant:

Le cas général des n corps. abstraction fuaite des autres
points singuliers, admet au maximum »>n 3 choes binaires
pour les orbites dans Uespace et 2n — 4 choes binaires pour les
orbites planes, sauf les orbites périodiques.

En effetsoient 2 et p) ({=1.. ....0 -1/ =1,2, 3) les coor-
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donndes canoniques des corps des masses — m, rapportées au

corps m,. Pour chaque choc binaire on aura un systéme des con-
ditions de la forme

Al zy— Abrd - AS et —Bhpl—- Bl pt Y =0
(J=r1,2 3).

Supposons qu'on a plus de (27 -— 5) chocs par exemple (2 — 4)
on peut donc fairc varier U'indice A de 1 a (2 — 4). On aura
donc (22 — 4) systémes des trois équations de condition.

Si 'on prend I'ensemble des équations ayant Pindice j ftixe, par
exemple j=1. on peut éliminer entre ces (27— 4) équa-
tions (27— d)variables. par exemple t ) o2t pl, oL pttt T
restera donc une ¢quation de la forme

(1) 2.} - aax} a5 =o0;

si on répéte le méme raisonnement pour les indices j=2
et j=23, comme les coefticicnts Aj ¢t Bj sont les mémes

pour j =1. 2. 3. on aura deux autres équations
(2) AL Ay xF -y =0,

(3) ) —a,xd- =

On a trois équations homogeénes (1), (2), (3) a trois inconnues:
pour qu’clles admettent une solution il faut que

1 1 1 1
x)ory ol
x3 x3 w3 |=o,

ot @y xy

c’est-a-dire que les vecteurs o', .02 et 2% s¢ trouvent dans le méme
plan. Si 'on élimine les autres variables. an trouve finalement que
tous les vecteurs ok, p* se trouvent dans le méme plan. Le mouve-
ment cst donc plan.

D’une facon analogue on démontre le théoréme pour le cas du
plan.

Si 'on introduit les chocs triples, quadruples. cte.. et en se
basant sur le théoréme qu’un choc d’ordre m peut étre considéré
comme une limite de (m — 1) chocs binaives se produisant au méme
instant. on peut démontrer le théoréme suivant :
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St le systeme des n corps admet s, chocs binaires, s, chocs
triples. ... et s,_, chocs d’ordre m. les s, vérifient toujours
ure certaine inégalité, & savoir

$| =28 —381—... -(m—0Dsp 1Son—3 (pour I’espace)
et

S1— 283 eeiiiennn (m—1ysm—S2n—4 (pour le plan).

Si 'on applique le méme raisonnement au cas des n — 2 corps
attirés par deux centres fixes, on aura pour I’espace

n—1\
N isi<on —3j.
d i= 4
'
t
cl poul' le mouvement plau

m—1

E is;S2n—3.

Vu et approuve ;
Paris, le 17 avril 1932.
Le DoveN pe LA FACULTE DES SCIENCES,
C. MAURAIN.

Vu et permis d’impruner :
Patis, le 17 avril 1932.
Le RecTEUR DE L'AcapgmiE DE PAms.
S. CHARLETY.



