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PREMIÈRE THÈSE

SLR

LES POINTS SINGULIERS DU PROBLÈME

DES TROIS CORPS

INTROIH CTION.

L'élude des points singuliers du iuou\eiueiit des trois corps, qui
s'attirent suivant la loi de Newton, commence seulement vers la
fin du xix(> siècle. C'est grâce au Y travaux mémorables de Gauche
et de ses élèves sur les équations différentielles qu'une étude sys-
tématique de ce problème» a été possible. Vvant tout il était néces-
saire de faire une étude détaillée de tous les cas singuliers qui
peuvent se présenter. Cette question a été étudiée par M. Painlexé,
comme application de ses recherches sur les équations différen-
tielles ( ' ) . Il démontre le théorème suivant : le mouvement est
régulier tant que les dislances sont supérieures à une limite finie
différente de zéro. Aussitôt que le mouvement cesse d'être régu-
lier, deuv cas peuvent se présenter : i° ou les trois corps se
choquent en un seul point : ou V deux des corps se choquent et
le troisième reste a une distance finie des deux autres (2) .

Malheureusement ou n\\ pas encore réussi de démontrer un
théorème analogue pour le problème des n corps, il est possible
que d'autres singularités que des chocs peuvent se présenter. Seul,

(') PAINLIVF, Leçons de Stockholm, p. 58>-586.
(-) Ce ré>uitat a été déjà pressenti par \ \ eierslrass dans sa correspondance

avec S. Kowalewski ( 4cta mathem , t. 33, p. 57-1S), la publication a paru pos-
térieurement auv recherehes de Painle\e
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\l. Chazy a réussi à généraliser le théorème pour le cas des quatre
corps, quand les distances sont unies ( f ).

En ce qui concerne la question des condition* que doivent satis-
faire1 les \arial>les initiales pour qu ' un choc binaire soit possible,
M. Painlevé indique, sans démonstrat ion, que les variables d o u e n t
satisfaire à deux conditions, dans le cas général .

Une fois l 'étude des points singuliers tranchée il fallait régula-
riser le problème. Cette question a été anaivsée en i(>o3 par Levi-
Civita ( 2 ) pour Je cas du « problème restreint ». 11 obtient une
relation analv t ique uniforme sous forme d'une série* dé\eloppal)le
suivant les puissances croissantes de la distance /* des deux corps
qui se choquent . Celte relation entre les \ar iables initiales caracté-
rise» les chocs passés et futurs. Il a fait aussi une» étude qualitative
de* Forbite d U n planétoide au voisinage élu choc. Dans un se*cond
mémoire ( •* ) il réussit à obtenir une représentation holomorphe ele
tous les éléments de la trajectoire dans une région suffisamment
\oisine du choc, sans .«Ilérer la forme canonique des équations.

LVxleiision de la méthode précédente pour le cas général de's
trois corps a été faite' par M. Bisconcmi-( ' )qu i réussit à régulariser
le problème. e*n supposant seuleme'iit que la vitesse angulaire du
r a \ o n xecleur entre» les deux corps qui se choquent reste linie quanel
h* temps l tend vers /„, instant du choc, (.elle supposition faite',
il prolonge» analv tiquemeiil le mouvement au delà du choc binaire'.
Il obhe'iil en outre , sous forme» explicite, les deux eondiliems élu
choc développées en séries infinies. MalheureusemeMil ces sériels
sont très coinpliqtieVs e1! con\eàrg<»nl pour un inter\a!le de temps
siiflisaiiiine»iil voisin de l'instant du choc /„. condition pour la véri-
fication de laepielle on ne possède pas de cr i ter ium.

I n pas déeisit' a élé fait par M. Suudman <lans ses travaux
de1 if)O~ à ieji'i ('*)• Vvant tout il étudie le choc des trois corps. Il
démemlre h» résultat , déjà annoncé par \ \ eierstrass. que» ce* cas

(l) Sur les singulintès... {Comptes rendus, t. KO, 1920. p. J75).
(-) Traiettorie shtgolari... (Ann. di Matematim, série III, t. 9, p. i-3a).
(3) Sur la résolution qualitative... ( Arta mateniatica, t. 30, p. 3o5-3a7).
( ' ) Sur le problème des trois corps ( h ta mathem., t. .30, p. 'iq-qi).
(&) Iif'chetches' sur le problème des trois corps (Art, Soc. Se. FennicŒ,

t. 3i , n° (î, if)<»7); .\omefle.s /^cherches su/' le pi obteme des trois corps (ibid.t
t. 35, n° 9, IO^P/ Mémoire sur le problème des trois corps ( Acta math,, t. 30,
p. 105-179).
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peut ne présenter seulement quand les constantes des «ires sont

toute*» nulles à la fois. Donc, suivant un théorème de Dziobek (*),

h» inou\ement doit être plan. Les corps au \oisinagedu choc triple

tendent i i" ou \crs une configuration de Lagrange — les trois

corps occupent les sommets d'un I nantie équilatéral, ou 2° vers

une configuration d Kuler - le niouxeiueiil est rectiligne et les

trois niasses vendent une certaine relation algébrique. Pour le cas

du choc lunaire M. Suudiiiaii réussii a régulariser le système sans

la condition restrictive <le M. Biseoncini. La hase de ses recherches

est constituée parle théorème de Cauehv-Picard pour le système

<les n équations différent telles <Iu premier ordre, ne contenant pas

evpheiteiueiil la \anal>le indépendante. M. Sundiuaii applique au

s\sièine different iel preimeremenl. la transformation Hadau-Jacobi

qui consiste a éliminer du second memhre une des trois distances

et, deuxièmement, la transformation fll = rdit (r — distance

mutuelle des deux corps (pu se choquent). Il se sert ingénieuse-

ment de la fonction introduite par Lag range (la somme des carrés

des distances <li\isés par leurs masses). En appliquant le théo-

rème de Caucln il démontre que les \«niables peinent être déve-

loppées en séries suivant les puissances de (/ — /„)* qui sont défi-

nies anal\ tiquemeiil a\anl et après le choc binaire. Pour plus de

symétrie il introduit une variable r. telle que les coordonnées du

corps, leurs distances mutuelles et le temps soient développables

en séries convergentes suivant les puissances der ; ces séries repré-

sentent le mouvement pour toutes les valeurs réelles du temps et

cela quels que soient les chocs qui se produisent entre les corps.

Quelques compléments a la démonstration de Sundinan ont été

donnés par MM. BirkhoH (-'). ïfadam.ird (*) et Chaz\ ('•).

Des généralisations de la méthode pour le cas des n corps ont

été données par MM. Pizzetli ( ') et Vrmellini (°). Ce dernier a

(1) Mathematische Planeten Bewegungen, Leipzig, 1888. p. 68-69.
(2) Dynantirai Systems, Chap. IX.
(3) Sur Valluro de mouvement (Ann. de l'École Normale, 3e série, t. 39,

p . 12^ e t s i m . ) .

(*) Sur un Uemoi/e de M. Sundman {Bull. Se. math, t. 39, p. 249-264).
(J) Generalizzazione di air une for mot e del Sundman (Giorn di Matent.,

3 ' s é r i e . <vol. G, p . -> 7 >_ 2 83) .

(b) Un théorème général <tur le problème de% n corps (Comptes rendust

t. 158).
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encore applique les développements de Sundman au cas où les
points sont remplacés par des sphères élastiques ( ' ). Le cas du
choc binaire a été étudié encore par MM. Ermakofl* (2) et
Bohl (*). M. Chaz\ a donné les théorèmes suivants concernant
les chocs binaires ( ' ) :

i° Dans le problème des trois corps, quand le temps croit indé-
finiment, il est impossible que deux corps tendent l'uiixers l'autre
en restant à distance du troisième corps supérieure à une» longueur
fixe;

2° Dans le problème des trois corps, tout choc de deux corps a

lieu dans le plan de maximum des aires.

Le cas du choc triple a été étudié par MM. IL Bioek (•) et

Chazj (°) et tout récemment, par M. Sokolofï' (7) qui a généra-

lisé le cas du choc triple pour un espace à m dimensions. Il a fait

une étude intéressante des séries au voisinage immédiat d'un choc

triple; il a indiqué, en oui ri', une relation entre les conditions ini-

tiales qui caractérise un choc triple.

Le cas du « problème restreint » a été étudié d une façon plus

complète par G. Birkhoil' ( *). Il régularise le problème par une

transformation applicable aux deux chocs binaires d'un planétoïde

avec le corps S et a\ec le corps , | .

V partir de i () i ) , M. Levi-Civita reprend dans une série de

mémoires le problème de la régularisation en conservant la forme

canonique des équations. Il considère que « la route suivie par

(*) Estenzionc délia sotitzione del Sunditumn {Rend. Renie Ac. Lincei,
scr. 5, vol. *2i, p. 184-190).

(2) Les intégrales du mouvement des trois corps (Aiathem. Sbornick, t. 30,
n° 3, Moscou).

(3) Ueber ein Dreikorper problem ( Zeit. Math, und Phjsik, voï. 34,
p. 3 8 I - 4 I 8 ) .

(4) Sur les points singuliers... {Comptes rendus, t. 157, iqi3»: Sur les sin-
gularités impossibles (Comptes rendus, \. 170, 1026); Sur certaines trajec-
toires... (Bull, astronomique, t. 3">, p. 0*1-389): S'ur l'allure du mouvement
( 4nn. École Nor male, p. >q-i3o).

(5) Sur les chocs dans le problème des trois corps ( irk. for Math, istr.
f et, Fys.y t. .">, n° U, icfog).

(6) Bulletin astr , t. 35, 1918, p. 376 el suiv.
("*) Condition d'une collision générale des trois- corps (Acad. Se. d'Ukraine,

Kieff, 1928).
(*) The resricted problem of three bodies (Rend. Cir. Mat. Palermo, t. 30,

p . 1 5 5 4



Suiidmaii n'est pas directe, elle demande l'introduction d'un
grand nombre» dos variables supplémentaires et, en outre, les équa-
tions du système régularisé ont complètement perdu leur forme
dynamique, ce qui est gênant pour l'application à ces équations
des méthodes de la mécanique analytique » ( ' ) . M. Levi-Civila
étudie auparavant le mouvement plan (-'}. Il régularise le s\stème
sans détruire la forme canonique des équations et donne sous
forme explicite la relation que doivent vérifier les xariables ini-
tiales pour ({iiuii choc binaire se produise au temps t =. t0.

Kn ce qui concerne le niou\emenl dans l'espace, M. Le\i-Givila
étudie dans un autre mémoire ( { ) . en se basant sur une étude
d'Vndover. uni» transformation qui régularise le système sans
détruire la forme canonique.

.le me propose dans ce travail, en utilisant les transformations
de M. Levi-Chita : i° de donner, sous une forme s> métrique et
simple les conditions du choc binaire; V d'étudier les orbites au
voisinage d'un choc binaire; >" d'étudier les orbites périodiques
a\ec nu ou plusieurs chocs binaires. J'applique en outre ces
méthodes pour Li recherche des conditions du choc triple ou
d'ordre n.

Je ne \eux pas terminer ce travail, sans exprimer toute ma
reconnaissance à M. Jean Chaz\ . professeur à la Sorbonne, qui ne
m'a jamais cessé ses conseils et ses encouragements et a toujours
accueilli a\ec bienveillance mes résultats.

CHVP1TRE 1.

LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT ET LES CONDITIONS DU CHOC.

Soient mu. m et in! les masses de trois corps P o . P et P ' ; r , r*
et r2 les distances P 0 I \ P ' P 0 et P ' P .

Rapportons le corps P à P,, et P ' au centre de gravité g de P©
et P .

(*) Fragen der Klassischen unit Relalivistischen Mechanik (Berlin, Springer,
1024).

(a) Rend icon ti dei Lhicei, vol. 21, 1910, p. 61-7 >, 4 Î»-453. 48>-5O2, 553-5%.
(3) Acta mathematica, t. 42, 1918, p. 93-1 '|3.



Utilisons le système canonique de Jaeofei ( • ) et soient

(Xi, X2J^$, Pu piiP-)

les coordonnées canoniques de P et (x,, j?'f, JO\; p\, p\, p'9) les

coordonnées de P'. Les équations canoniques du mou\entent
seront

dxt __ àK du*', __ àK
dt àpt

 9 dt àp'i
d-Pi __ <^ dPt ^k / • __ 2 3 \
dt (JJC, dt d E'U

K = -—

(integrale cle> foi ces vives)

I U = > \X ~ —
L ;M0— m mL

a £= k^rn^m, at = k2mnm', a2 = k2mm', k2 = constante d'attraction | ,

>/ - =

Les intégrales des aires

/

(II)

(') 5wr Vélimination des nœuds {Journal de Liouville, ir* série, t. IX).
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' Dans toutes ces recherches nous supposerons que La constante
des aires, c'est-à-dire la quantité a\ H- a\ -h a\ p^ o.

Régularisation de Levi-Civita. — EmLsageons le momement
pour lequel la constante des forces Aives E a une "\aleur donnée
à l'avance et supposons qu'à l'instant t = o les corps Po . P se
choquent. r = o. Appliquons la transformation de Sundman
dt = r du (u = o pour t = o).

Les QO11 solutions du système (1), qui satisfont à la condi-
tion K. = K ^vérifient également le .système

( ^Ei - 'Zii fIfl - —
(1') \ d U ~ f W <lll~ ')fj) (« = ! , » . 3)

J d^f <>H / / />, ^ H
\. <:/«< ~ 6^^ / ' f lu ~~ ôx'i

avec

H = r(K — E ) .

Appliquons la transformation Levi-Civita,

Cette transformation ne change pas la forme canonique des équa-
tions car on vérifie facilement que

Le

f I f I \

avec

i i

O U

système (t

du

' t K R J —

) devient

___ f)\\

dH

* 1 2JXW*

//to; />n

"~ ij? JL^'

« = 1.2, 3)
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et

m 0 —
i

Les intégrales des aires ne changent pas de forme

(IV)

Les conditions du choc binaire. — Le système (III) est
régulier au voisinage d'un choc binaire ( r = o), c'est-à-dire
w1 = Wj=(>) t=:o, les <*t n'étant pas toutes nulles à la fois, on
trou\e d'après l'intégrale des forces vives H = o que £ tend
vers 2juia.

On peut donc développer au voisinage de u = o les £,, OÙ,, X'̂
et y/t on séries suivant les puissances croissantes de u, les coeffi-
cients étant des fonctions régulières des v.deurs initiales £j*, j?'e°,
et ƒ>/ de ÇM x't1 et />f' pour a = o. On aura donc les dévelop-
pements :

^ — < - «V(5f, ^,°, P? ! « = i , 2 , 3 ) ,

(VI)

Les A t, X,, P4 et O{ sont des fonctions régulières des £f, w'f
9
f

Les équations ( \ ) représentent une substitution des variables£M

*^lBl p[ aux variables H". ^,rt et ///*. On peut donc faire une inver-
sion et l'on trouve finalement

( V ) i = 1,2,3),

=/>;



On \oit facilement que les fonctions A ,̂ XJ et P,' sont comme
les A,, Y,. P, des fonctions régulières en Et, jc'n p', et u. En effet,
si Ton compare ( \ ) et ( V ) on trouve

A I = = — A ; , X , = — X ; et P , = — P ; .

Si l'on substitue les valeurs des Ef. i\tt et pr
t° tirées des équa-

tions ( \ ' ) . dans les équations (^ I) on trou\e

( V I I ) o>,= HQ'^x'^pyu) (i = 1,2,3).

En éliminant u entre les trois équations ( VIT), on trom e les deux
conditions cherchées entre les \aleurs initiales pour l'existence
d'un choc binaire, si Ton pose que les £,, &>,, v[ et p\ sont les
Valeurs initiales quelconques pour l'instant u quelconque.

Calcul effectif des deux conditions. — Soit u suffi sa ment petit
et développons U-s H( suivant les puissances croissantes de u. On
aura

VU,— if a 1 / - a / / / - ^ - a f / f 2 _ . _ a J ' un _ i _ . . . ] ?

les af ét.int des fonctions des £y, jr^ et />^ ( i , y = i , 2, 3,) .
Different ions (VII ) par rapport à w, on aura

dwt __(/(MÛ'ti Y /dû, r/S, àQ', da-j àQ^ dpj\

du ~~ ^?/ "^ ^ J 7 \ f)$i du f)jr'j du Op'j du/'

, , do), dÇ, dr. dp, , 1 • , !
en reiiiplarant —=— > -—<> —^ et ~~ par leurs valeurs tirées du S">s-1 (tu (lu du du ' J

tème (III) on obtient finaleuient

(vin, - '4 = oi
àu ^ t \ à \ , fh», âjTj ôpj âp'j àx'j J

En remplaçant les Ht et co, par leurs développements en u et
en comparant les coefficients de mêmes puissances de u< on peut
calculer de proche en proche les coefficients a". Pour effectuer
cette opération il faut d'abord développer H suivant les puis-
sances croissantes de «, ; a cet eilet développons avant tout
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X
— -f- — i on trouve, en posant pour simplifier l'écriture.

1 \ I /

1\

et

m*—m

~- «tovA —'

A2tn0mm'{mi~+- mj— in om) 3
_ _ _ _ _ _ —^

h-m^ m m'(171%—mjj—mQm) i5 >.* t * •
(mo-i- m)- 4p7 "*

-h termes de degré 10 en u>t H- . . .

^ i 4 I * [ l 0 ]

[n] désigne les termes de degré n en WÎ.
On trouM» (iiiaïi'inent

_ h) I..wJfi,

:]

_

J

(5) _ = ^ ? / , # .

En substituant dans (VIII) les \aleurs (2), (3), (4), ^t (5)
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oc

en remplaçant w* par ii\^a"uH^ on trouve

(IX)
1 f 5o4o [X* 896 m0-^- m {x6p3

®l*

~

XTon à posé pour simplifier

M= —,

D'une façon générale, d'après les e\[>ressions des dérivées par-
tielles de H et de la forme des équations ( \ 111) on >ott facilement
que les équations (VII) seront de la forme

(MI') (0,= \H, B r ; + G/?;.

Les V., B el C sonl des séries croissantes de u de la forme

les ir/M b,, et r„ sont des fonctions symétriques en H»- ̂ l', et p', c'est-
à-dire restent invariables lorsqu'on change £,, r'r p\ en —£§.
— J:^, —y/,; elles restent en outre invariables par la permutation
circulaire des indices.

En effet, soient (s),=:^?<x'/tu" et supposons que tous les termes a'.
0

jusqu'à cc'n soient de la forme (//), V£, -f- Bjc't-+- Gp'tJ il faut démon-
trer que OL}

H ( sera aussi de la même forme.
Si Ton développe les dérivées partielles de II par rapport à E,.

r'#, p\ et par rapport a o>,. en remplaçant les ç»>f par les n premiers



termes en u* on voit facilement qu'elles seront toutes de la
forme («)• î*>i l'on reprend la formule (VIII) on trous e que le
premier membre est de la forme (0)1 le troisième terme du
second membre est aussi de la forme ( a)* donc yJn ,, qui est égale
à la différence de ces deux termes, sera aussi de la forme (#)•

c. Q. F . D.

On voit que les premiers termes de V, B et C seront

i À2 tn^rnni

8ç)(> ( m , m ) ]j 6 p '

\\ 2~1
1 I) J

On peut encore déduire de la forme des équations différentielles
quelques conditions pour les coefficients a / t, bn et cn. Les équa-
tions différentielles ne changent pas lorsqu'on change «<, //, et w
en — &>,, — />'f et — u. D'après les équations (VII') on trouve

«/«(—Pi) —( i)'"^1 ^m(Pi),

6m(—/>;> = ( — i y + ^ o o *

on peut trou\er d'aulres relations analogues.
Pour éliminer u entre les trois équations ( \ II') on peut opérer

de la façon sui\anto (seulement dans le cas de l'espace). On
résout les trois équations par rapport à V, B et C, en utilisant les
intégrales des aires on trouve»

( X )

les a t sont les constantes des aires.
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Supposons que l'on connaisse les valeurs «w®, Q1, x'j*, p)° pour
un certain moment initial ?#„; dans ce cas A., B et G ont des
\aleurs données à l'avance

On peut tirer u en fonction de A et substituer cette valeur dans
les deux autres formules.

Ces formule^ se simplifient davantage, si l'on choisit comme
plan de maximum des aires le plan xy^ dans ce cas as = a->= o et
l'on trouve

OJ'Î p'.f JC'£

on trouve donc u = ^*/ m (A 0 ) / M ; les deux conditions du choc
ni

seront

(XI) H.=y&„ry '»(A.)"1", et C.="V €

Si Ton calcule les premiers termes de ces développements on
trouve

En reprenant les variables primitives {x,. /?,), ( ^ ƒ>',) les eondi-



— 14 —

lions de\iennent

(XJI) K^-*- L / > , - M j r ; + V ; = o (i = i, 2, 3),

les K, L, M, N sont des fonctions analogues à A, B et C et
s'expriment en A, B, C sui\ant les formules

r'/># ;

Dans les \ , B et C il faut remplacer les H, et w, par leurs expres-
sions en fonctions des z, et //,, c'est-à-dire

et w en fonction de f par la formule

lo déxeloppemenl de f/ sera une fonction croissante de t\
Comme complément a toutes ces formules il est utile de donner

les développements en séries £,, G>O x'r //r

On a d'après les équations différentielles du problème

£o M' \ Î 0 //S 5 \ l 0 / àM^2
* '^ ' 3!

d'où

" = f > " * """ l o

Quelques conséquences. — En utilisant les développements pré-
cédents on peut démontrer le théorème suivant :
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Dans le cas général du mouvement newtonien des trois

corps dans l'espace il ne j>eut se produire qu'un seul choc
binaire, exception faite des orbites périodiques.

En elïet supposons qu'on ait deux chocs binaires aux ins-
tants uu et it\ : dans ce cas on a deux systèmes de trois équations
de la forme ( \ l i ).

( X I I ' ) K t / , - L , / ) , - - M , r ; - \ ( / > ; = o ( / = i , 2 , 3 ) ,

( X I I " ) \\> f, — Lïf>, \l«*', \zp'( = o.

Si l'on élimine entre ces deux s\ stèmes, par exemple, «r,, x<2 e tx z on
trom e trois équations

11,/?, -ll>r', - H j / > ; = o ( i = i , ' i , H).

Un s> sterne homogène des trois équations à trois inconnues H4 ,
II_, et H,. Supposons qu'elles ne sont pas toutes nulles à la fois,
il faut donc que le déterminant

Pi

Pi

P'i

X ,

j r \

P\
p'l

p'\

En utilisant les intégrales des aires (on suppose partout que la
constante des aires ^ o) on trouve

c'est-à-dire que le vecteur (pt) se trouve constamment dans le plan
de maximum des aires. De même, en éliminant les p,n ou jc'n
ou p\ on trouve de la même façon que les vecteurs (.r,), (//t)
et (a/,) se trouvent dans h» même plan de maximum des aires le
mouvement est donc plan, ce qui est contraire à notre suppo-
sition.

Considérons le cas où H, := H 2 = H3 — o. D'après le calcul
des H cm a

Si tous les H sont nuls on aura

et H.
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c'est-à-dire que les systèmes (XII') et (XÏF) sont identiques, on a
donc un seul s\sterne des conditions, donc un seul choc binaire,
ce qui est contraire à notre supposition.

Pour le cas du plan on a un théorème analogue : les orbites
planes du mouvement neivtonien des trois corps admettent au
plus deux chocs binaires, sauf le cas des orbite*, périodiques. Si
le nombre des chocs esl supérieur à deux. le înomenieiit est
nécessairement reelilii*ne.

VAX e Het, supposons que le système admet trois chocs binaires,
aux moments u0. ux et u2 on aura trois s\ sternes de conditions

(T)

Ms,i\»-r

2 = - o.

Nous pouvons grouper ces six équations d'une autre manière, à
sn\oir

Ki.rt~ \.lpl Wtjc\ — ̂ //>', — o.

,K t .v> — L/ /o-i - M f x\À -+- IN ,/>'2 = o

( « = i , '>, H).

On peut tirer du premier système ~> ~ et ~-Ï

N, U M
N2 Ls M
N L y\
K t Li M

K2 L 2 xM

K3 L3 M

t

2

3

i

t

3

D"1

K, V M t

K» N2 M2

K \ 3 M, E
D

K2

K..

Ni

N2

IX,
D
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De même si Ton tire du second s\stème ~> ~ et —• » on trouve
/>2 i>2 P'2

£!* — — £l ^1 - __ r ^ '̂a — _ D*
/>2 "" D * />'2 ~ ~~ D ' ^ " ~~^ 1) '

c'est-à-dire, en comparant les deux valeurs on a finalement

Xx — El — x'\ — Pi

tous les \ecleurs sont dirigés suivant une même ligne droite, le
momement est donc rectiligne.

Le seul cas d'exception c'est que tous les déterminants

mais dans ce cas le troisième' svslème est une conséquence des
deux premiers, c'est-à-dire qu'on a seulement deux systèmes de
conditions pour deux chocs binaires et non trois, contrairement à
notre supposition.

Quelques cas particuliers. — Premier cas. — Si l'on néglige

les termes a partir de u~' (^c'est-à-dire t[ ) on trouve facilement,
d'après les valeurs des coefficients a." de la formule ( IX) , que les
équations de condition du choc se présentent sous la forme

les e— des infiniment petits de l'ordre» de u1. tën revenant aux
variables primitives on aura

Ti—Pi -T,i, X2 = /»«— T|2 Ct #3=/>3-*-'n3>

les ri, des infiniment petits de l 'ordre de t l . Gela signifie que si
7

l'on néglige les termes à partir de t% le mouvement se rapproche
d'un mouvement rectiligne.

les équations de condition du choc deviendront

TIIKSK K1VEIIOV1TCH.
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€i infiniment petite [de Tordre'de &10. Si entre ces trois équations
on élimine \ et B en négligeant les s, on trom e une condition de
la forme]

i El X\

aux. termes de uU) près.
Si l'on développe ce déterminant en utilisant les intégrales des

aires on trom e

(6)

c'est-à-dire- que pour un instant suffisamment \oisin du choc
binaire, le troisième corps se trom e dans le plan du maximum
des airos. I/équation ((>) nous apprend que J\ est au moins de

l'ordre de uU)\t » J, donc p\ au moins de Tordre de u~. Ce résultat
a été déjà démontré par M. Chaz> dans son Mémoire de 1922 (*)•

On peut iaire d'autres applications eci utilisant la propriété des
fonctions V. B el C des équations de condition. Comme A com-
mence par les termes de premier degré en u, B de degré 7 et C de
degré 10. on peut considérer des formules de la forme

G — KA>B = IV<n et AC*— K'B^= T^u^

si l'on choisit convenablement les nombres K et K' de façon à
annuler respectivement les coefficients de uin et de u£X. Si Pon
exécute les calculs on trome auv termes de w'1 près, et en substi-
tuant les valeurs de A, B et C en fonction de £a, G>#{, JC\ et pnJ

d'après les formules (XI)

et la deuvième formule aux. ternies de u22 près

TJH
p-

(*) innales de VÊcole Nnrmale, > série, t. 39, p. 127-128.
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Point attiré par deux centres fixes. — Une application intéres-
sante présente l'étude d'un point attiré par deux centres fixes
suivant la loi de Newton.

Considérons le mouvement dans l'espace el choisissons comme
coordonnées les axes absolus passant par un des point*» fixes O de
niasse tn,. boienl les coordonnées du second corps fï\e P : nx% a2 ,
a% sa masse /ti2. Les coordonnées canoniques du corps mobile de
masse M seront : j?,, t _,, i , ; p{. j)>* p\. Les équations du mou\e-
ment seront

(intégrale des forces vives),

On voil facileinenl que les seuls points singuliers sont des chocs
binaires MO el \ fP. Gonsidéioiis fe mouvement au voisinage du
choc MO el supposons qne le choc se produit au temps t = o.
Pour régulariser le problème appliquons :

i° La tiansforinatioii dt — r du (u = o pour t = o).
;>° La transformation Lc\i-(^ivita

et prenons comme nouvelle fonction canonique H = r ( F — E) = o
comme dans le cas général des trois corps. E est fixée d'avance.

Le s\stème transformé devient

H = —
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On voit facilement que c'est un système régulier rPéqualions
différentielles. Le point &> = o et £ — — correspond au point du
choc MO. On peut donc développer les £t et o, suivant les puis-
sances croissantes de ti. On trouve

(t) 5, = 5? wX((Sjf //)

et

les £j* les valeurs de £, pour u = o.
Du système (3) on peut par inversion tirer les valeurs des £f en

fonction des \, et M, on trouve

en substituant ces valeurs de Ef dans (-{) on trouve finalement

on s'assure facilement, comme dans le cas général des trois corps,
que les fonctions Y, et il, sont des fonctions régulières.

Si l'on élimine H entre les trois équations ((i)oii trouve les deux
conditions du ehoe binaire, que doivent satisfaire les variables
initiales pour un instant quelconque //,.

Par un raisonnement analogue a celui du cas général on s'assure
facilement que les équalions ((>) seront de la forme

( 7 ) o),= Aci lift, (i—1, >, 3 ».

les V et B sont des fonctions développées suivant les puissances
croissantes de ?/, paires en £, et a, et invariables pnr la substitu-
tion circulaire des indices /. Si l'on revient aux variables cano-
niques primitives les équations ( - ) deviennent

( «S) y r, pp, Y<7, =_ o ( i = 1. 2 . \ >.

c'est-à-dire trois équations homogènes à trois inconnues : a. JSety.
Pour que le svstème admette une solution, il faut que le déter-
minant

. r , p { « i |

«Tj p« Ctm = O,
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c'est-à-dire une condition pour que le mouvement soit plan. Donc,
il ritriste pas d'orbites à choc binaire dans Vespace. Si Ton
passe au cas du plan on démontre» facilement que toutes les
orbites planes admettent au ma.i i/nunt un choc binaire.

En elïet. pour deux chocs successifs aux instants /0 et £ f , il faut
que les variables vérifient deux systèmes de conditions

et

(10) * > / - ! - y pi- Y ' a < = = o (1 = 1 , 2 , ) .

Si l'on élimine entre ces quatre équations homogène**, par
exemple />, et p2* on trou\e deux équations homogènes

IJC\ mai—O et l.r-, - ma*= o.t

Si l et ni ne sont pas nulles toutes les deux à la fois, il faut

que — ' = — » c'est-à-dire le corps mobile se meut sur la droite qui

passe par les deux corps fixes, le mouvement est donc rectiligne.
Si / el m sont toutes les deux nulles, comme on a

/ __ %y— rja'= o. m — y?'— ?Y =z °'

il faut que
5 — 1 — 1
*' ~ y ~~ Y'

c'est-à-dire que les deux systèmes de conditions (()) et (io) sont
identiques, il n\ a qu*un seul choc binaire, ce qui est contraire à
notre supposition.

Si Ton développe les a, (3 et y suivant les puissances de u et si
l'on élimine u entre les deux équations de condition on trouvera
la condition approchée du choc binaire dans le plan; tous les
calculs faits on trouve

i

L -f J



JLe problème restreint. — Soient le> <leu\ corps S et J de musse**
un et jjL, qui tournent d'un moiixemeiit uniforme autour de leur
centre de gra\ité commun (). Posons S() = rt et JO = r2 .

Soit r< -f- r2 = i, on «t en outre r,—-|ur.» = o. Soit un petit
corps P de masse rn attiré par S et J. Rapportons le mouxeinem

Flg. 3.

aux ax.es xy passant par O et tournant d'un mouvement uniforme
de vitesse n. Les équations canoniques du mouvement du point P
seront de la forme { f )

(0" dt ~

F= \

Considérons le mobile P au \oisinage d'un choc avec S, ce qui
correspond à qiz=ri et q2= o. Pour régulariser le problème
posons

dt = PS.du ( n = o pour * » o)2

Pinstant du choc étant t = o,

e t

(«*=

( ! ) CHARLIER, />{> Mechanik des Himmels, B. II, p.
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Prenons comme nom elle fonction canonique

H = Jw«<F — E) = o,

E constante des forces vives fivée d'avance.
La transformation est canonique, en eflet, on a

Oa trouve un. nouveau système canonique

du "~ 3ïTt' ~7ïïî'~~~d*t ( » - » * * ) »

H = — n - I ç _ )n(o)i £>—5iw2)ï«*a— £co2f— -4- E Jss o.

Le mouxeinent est régulier et Ton a, par-analogie a\ec le cas
général, la condition du clioc binaire en éliminant u entre les
deux équations

(2) w i = uû^Ç.I M)-

Si l'on développe H suivant les puissances croissantes des wt et
Ton calcule les coefficients des puissances de u dans les équa-
lions (2) , on trouve que les o>, seronl de la forme

. 2 M 1 /

A — T ^ 1 ^

B = 6 5 i t 5 - f - . . . e t G = — w r i M * — C i / / ^ - . . , .

Kn variables primitives les conditions seront de la forme

^pi-1- y = o et P ^

On %oit pur analogie a\oc le cas général que le système admet
des orbites avecn au plus, dent chocs. De la même façon les
orbites dans Vespace admettent au plus un seul choc*

Cas d'exception. — Ces cas se présentent lorsque, au lieu des
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trois conditions (espace), ou deux (plan), on a seulement une
équation de la forme

À J — B r' - Cp — Dp'= o,

dans ce cas on ne peut pas éliminer le temps, et les conditions
initiales ne sont liées par aucune relation déterminant le choc.
Ce sont des cas où la production d'un ^choc est conditionnée par
les données mêmes du problème. Comme exemple typique on
peut Considérer le problème étudie pai M. Chaz\ (*) : un s\stème
des trois points qui sont au sommet d'un triangle isoscele, dont
deux masses sont égales, le înouxement admet un plan de sjmétrie.

M

o/

771.

X

X I--S

Soient les masses |égales m. la troisième masse M. Rapportons le
moinementaii corps M. Le plan i )', plan de sMiiélrie. Les équa-
tions du moirsement seront

d*x
dt* ""

(M -+-?/

— ( -*-*
X

m

d* y

-fc = - (M - •
Y

L'intégrale des forces vives sera

m ( M ~ym) ( M — 9 m )

4M i p
_

/ ' ) Comptes rendus, t. 188 1929 p.



Si l'on passe a la forme canonique

( i )

dx
dï

~di

1 1ht
)F dz

' dï
dr
~dï

'V

= v | (M -4- 2 W ) | ,

~"Tz'

Les seuls points singuliers soul * i° un choc triple ou 2° un choc
binaire des deux masses égales. Eludions le dernier cas qui cor-
respond a z -= o.

Pour régularisei le système considérons les transformations

dl — z du z — cto2. / =

et prenons comnn' fonction canonique

en supposant E donnée à l'a\ance.
On troinc finalement :

1 7777
dl

du
dp
du

on

dy _
du

dq =

du

an
fJll

di»

ànt

Le choc correspond au point
a2

Le système (2 ) est régulier et il admet comme solution

(S )

Cl

ii)

o, JTo, Jo, P», q»\ w)>

..). q = qti ~~ K Q



les £«. x» y» sont les valeurs de ces variables au point du
choc u = o; i \ \ , \ . P . Q et Q sont des fouctions régulières déve-
loppées suivant les puissances croissantes de u.

Si l'on lire des équations (3) les \aleurs de £0. «r0, . . . . </0 en
fonction de £, <z\ . . . , q et on les porte dans ( \ ) on trou\e

( 4 ' ) w = f / 1 2 ^ , J". „>, ƒ ' , ? 1 il),

c'est-à-dire une seule relation entre les \ariables et u. On ne peut
donc pas appliquer à ces cas nos théorèmes généraux, car la tra-
jectoire du choc est rectiligne — l\rvo des r.

CÏUP1TRE IL

ÉTUDE DE L'ORBITE AU VOISINAGE D'UN CHOC BINAIRE,

Supposons que la troisième masse csi suffisamment petite.
Reprenons les équations primitives (III ), écrivons-les seulement

sous une autre forme :

du ôifit du

^ ( H » - H , ) dp', _ ,>(H,-r-H2)

r f V n'2 7 ( l _ „(I ~| Ç
H, = - a -r- ^ - sfO* ^ . _ ^1 î l - . E = — a - - J - -h Çco**!',,

' J * L ' î * ? J 2 H L

f ~0 -yO -yO ,/ft 1

^ - ^ ~ 7T ~ 77J ~ a - " = ?<°Î [H'2 'et a =

Nous avons ajouté à H2 un terme supplémentaire a — «Oî à

cause de la valeur de E fixée d'avance d'après la transformation de

Levi-Civita. Pour cela on suppose À2, le ( oefficienl d'attiaction,

comme variable, pour pouvoir appliquer plus tard les trans-

formations iso-énergétiques suivant la terminologie de Levi-

Civita. \ oir a ce sujet les travaux de MM. Vndover ( ' ) , Levi-

ez L'anomalie cxrentiique... {Bult. astr., t. \ \ \ , 1913, p. 4^5).



Civita ( ' ), et de Sïuer ( 2 ) . x — a0 peut être"considérée de l'ordre
de la fonction perturbatrice. On \oit facilement que le premier
terme de H2 est de l'ordre de w6.

Pour intégrer les systèmes ( \ ) et (B) appliquons la méthode
de variation des constantes arbitraires. Pour cela considérons le
système

f i = fïï = .2ÇW|Mdu àoi;

«M <7^ Ç \2»JL /

2JJ. p /

(A,)

et

Appliquons aux systèmes (A<) et (B4) la méthode d'intégration
de Jacobi. Considérons d'abord le système (B,). Si Ton revient à
la variable primitive t(dt = ZJÙ1 du) le système (B^) devient

Intégration du système (B,). — Le système (B'f) représente le
mouvement des deux points de masses m0 H- tu et ni' qui se meuvent
suivant la loi de Newton. On a l'intégrale des forces vives : H', = C.
donc

M = G — K = con^t.,

ce qui nous servira dans la suite.
Supposons C < O , on a le mouvement elliptique. Appliquons

les méthodes générales de la Mécanique céleste ( : î) « />/= -3—?•

(l) Nuovo sisterna canonico di elementi eliiiici (Annali di Matematica,
3e série, t . 20, igi3, p. i53).

(•) On canonical éléments (Comptes rendus de l'Académie d'Amsterdam,
vol. XVI, i<)i3, p. 279).

(3) PoiNCARÉ. Leçons de Mécanique céleste, t. I, Chap. III, p.



On a

la ma5se totale).

Soient G — 0> — j <v, rauoinalic excentrique, 0, la longitude

du nœud, /| l'inclinaison, 0s -\- g\ longitude du périhélie. /, Fano-

malie mo^onuc, ax grand axe, et excentricité et //, = 4 / -A_.
y " a,

On a

.r', = a, (costal — €y ) (cos^i cosO, — sin X\ sinO, cos/j )

i — ^%f (sin^ r
1 cosOt — cos Ari sinOj cos / i ) ,

t sinOi s in/n cosOt cos/ | )

sini,'i sinO, — COSA'I cos6, cosi r) .

Les \ariables conjuguées

L t = JJL' y k% \ « i ? G , = JJL' y Ag

Prenons comme \ariables canoniques le système de Delaunaj

0,
e,

et reprenons le système (B).
Gomme les £, et w, sont indépendantes des x\ et p\ le système (B)

peut être remplacé par le sui\ant :

_ . 2du Op\ du f)x't

ou

(Bt)
\ — u:2) dp',

9dt <)p\ de <)x\

c'est-à-dire que les systèmes ( B ) e l ( B 2 ) sont équivalents si l'on
change les \ariables indépendantes u et t ainsi que les fonctions
cara téristiques H, -}- H2 et H', -*- II',.

On peu! donc prendre pour le *>\ sterne ( B_> ) comme fonction
perturbatrice la fon tion H',. On tromera finalement pour les



\ariables de Delaunax le système

dli __ à( H', H', )
dt ' ~

dt ôlx

dGv rM\
dt àffi

dt

è
à/,

Hi)

H , )

Hi)

Chacune des équations (C_.) peut eire écrite sous une forme
analogue <m s>sleuie (B), r'est-a-dire

Comme &̂>- dépend seulement de ÏJ{ par l'intermédiaire de

Si l'on regarde dans les équations M comme une constante, on
pourra transformer (C2) en un système (C)

dit _
K } du ~~ Uû

Le on — a0 ne dépendant pas des éléments /4, gt, . . ., O4. La
relation entre u et t(lx — nxt) sera donnée par la solution du sys-
tème (A).

Remarque. — On peut aussi prendre pour les valeurs de
l'excentricité /, — \oisin de un, h* sextuple iso-énergétique de
Levi-Civita : (*r,, £>4, $,, \ \ ,, G,, B^ ); les a'M £i.Q{* Gt et %n
avant la même signification qu'avant, sauf \ \ x = \/9 ^.'C.a^. Dans
ce cas M = C — E sera une constante ü\ée d'avance, car les \aleurs
de Cet E sont fixées d'avance. Il faudra seulement ajouter a la fonc-
tion perturbatrice un tenue complémentaire : £GJ2 l- =•
car le coeffi -ient d'attraction est supposé variable.



Intégration du système (Aj). — Posons

11 faut résoudre le Système aux dérivées partielles

Effectuons le changement de A ariablos :

(.3) Ç, = £sinScos?, c> = ?Mn£ sin?,

on trouve :

On voit immédiatement que î Ton divise tons les termes
par 2 \l£ (£ ^ o comme nou> a\ous supposé en appliquant la trans-
formation de Le\i-Gi\ita) on est dans le cas du problème des deux
corps. On peut donc satisfaire a l'équation (V) par une fonc-
tion S, = S -f- GÇ, d'après la méthode de Poincaré. S une fonction
do 4 et G une constante. On lrou\e, comme

d'où

«> i :

La solution que nous \enons de trouver n'est pas générale,
car elle dépend seulement des deux constantes arbitraires G
et OL((X = k2rnani ) au lieu de trois. Pour a ^ i r la solution générale
il suffit de remplacer t (l'angle de £ a\ee c$) par un autre angle Ç
que fait le \ecteur £ a\ec un axe à, du plan ?l5 Ç2 ; soit B l'angle
de A axec Et on trous e facilement

cos£ =
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et, par analogie avec le ealcul de Poincaré :

Tg = — cos* ( i , l'inclinaison).

Posons finalement

et

les </, g et 0 sont des constantes, ou des fonctions linéaires de w.

De l'équation —^- = — 0 on tire 0 = G cos i.

Passons à l ' équat ion^ = y/R. Il faut distinguer deux cas sui-
\ant que M ̂  o.

Pour M<Co, on a le cas h\perbolique, pour M>>o, le cas ellip-
tique que nous allons rimlioi. Il faut que C —- K > o comme

il faut que E < o et j E | > | G |.
^-'R admet deux racines £' eti!'. Pour que les racines soient réelles

il faut que a-> J— ? ^ M G 2 > o. Soit £'<£*. Posons

c '= a(i — e ) et

d'où

a = Lzt-L = ua, i — e2= 2^-

et

^*a(i--««) =

Cherchons les valeurs des 4>, et H,. Pour cela calculons les va-
leurs des.

soit



En utilisant les équations ( 3 ) cl c*>i =. - ~ on trouve

to? = o>i sin Ç cos r — to2 sin £ sin sp - to3 cos£,

( 5 ) wç = wj cosÇ cos3 - - to2 cosÇ sin ? — <

Wç = — wj sin ÎI sin r — to2 sin Ç cos s»,

d'où Ton a finalement

i ojj^rtoicon^ — to

(6) / to2= to|sin^ cos9-1-toçcosÇ sin9 — i

f o)i = (o? sint sin s - toçcos^cosç —

et

Reprenons le système ( A4 )

(7) S
et

(8) Ç f = ( +
dil \ 2{X

de ces équalions on tire

d'où

en intégrant on trouve

r et- m r ,
(9) I —=== = 2M I du — const%

Posons

v / % % 2 2 v

Faisons varier \ de ̂  à ç, alors w varie de TT à w cl'w de u0 «
On a

(11)
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D'après la \aleur de \ on voit qu'il est plus régulier de rapporter

le mouvement au second fojer. Posons donc w' •=. iv — TT, on trouve

£ — a{\ — e co»»«/),

iv' joue le rôle de l'anomalie excentrique.
Nous avons intégré de £" a £, car d'après les conditions initiales

du choc il faut avoir, pour w0—o,

£ = 2|xa = 2a ;

donc
w' = o et e = i.

Pour trouver la valeur de w on peut utiliser l'intégrale des forces
vives

on trouve
i — e cos w'

to 2 == - — —,
J ( l \ l ( l + C COS» <l̂  )

d'où, si l'on revient au vecteur primitif r, on trouve

et ( i — e cos tv')
r = £Ü>2 = — : : : r^ = a i ( i — e cos w ),

* 2{xM V '

c'est-à-dire w1 est l'anomalie excentrique, la même que pour les
coordonnées £i, seulement le grand axe est devenu

2 \k M 2 M

Lfanomalie moyenne

~" "" ° Jtt

= n r\/^-a(i

d'où

. . ^

Cherchons les valeurs des \t. On a

THÈSE KIVBLIOVITCH.
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i — e cos v

On trou\e facilement que g = Ç -+- v (n — v sera l'anomalie vraie
pour Ie vecleur E). OD a

v'-h e) et £ sint> = a y/i — £2 sintv'.

d'où finalement

££ = A / a (cosw '+ e ) - J -B l ay / i —

Ai = cos#- cosO — sin^sinO cos/, Bt — sin^cosÖ — cos^-sinÖ COSÏ,
sin6— sin^ cosö cosif, B 2 = s i n ^ s i n 0 -— cos^ cos6 cost,
s\ni, B, = — co«»^ sint,

Les paramètres étant a, Getö , on trouve

- , = — V ? M IXW = | / -TT W = « — W0.

Posons

on aura

e l

On aura de cette façon un système canonique des variables
/ W' G % \

iso-enereétiques ( ) :

a i / i - e 1 • r» • /^
0 = — , cost = Gcosi et G =

V 2 p M
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On trouve iindlement les formules suivantes :

t = ^ 2 p. \ î (W'cos «•'-+- ^W'2— G*)( cos^cosO — sin^cosô ^ )

— y2(uMG slnw' {sin^cosO - cos^-sinO — j *

s = \ 2 u. M ( W'co^ w' — \ VV'2 — G2) ( cos^ sin 0 -h sin^ cosÔ ^ j

— \ 2jxMG sinw'/sin^sinÔ -r- cos^- cosû — j»

'~r~ vW'2— G 2 ) s in^^——

— V 2tuM G sintv'cos^- ^

et

| = VafTSMTV'-H v / W 2
( ~ G

Pour développer la fonction perturbatrice il faut 'calculer les

valeurs des w,-.
On a

__ _ i_ d^ _ __i_ i5i4 / l M - L_ 1 ffli
t 0 ' ~ .t\l* du 2MÇ rfn/V7 n v^jlM 5 ^ ' '

d'où
— Â/W'sinw' -BjGcosw'

dans les At et B/ il laul remplacer

e . . \ G*—e*
C O S Ï = 77 e t s i n £ = - -^ ,

W'2 sin2tv'-+- G2 cos2w'
tO "~ A jxM ( W-+- y W'2— G2 c o s ^ ) 2 *

Les jui devieiïdronl
_ Af( Wcost»'— y W2—G*)-^- BfGsi

et
W — i W'2— G2 cos tv'

r = | w * = • • -
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On vérifie facilement que la transformation est canonique

= V ( Ü ( d^-*- w' rfW'-H ̂  rfG —
1

donc
= rf(S, — w' W— )

3

wi rffi— W'ûfo/ — G <i^ — 8 <tfÔ.
1

C. Q. F. D .

Le système général deviendra le système (A),

et le système (B),

dh an dBt __ àU

ou, si l'on passe à la fonction perturbatrice H2,

du ~V ix ~*~ à\\rf ' du ~ âG ' du ~~ àB f

_ __ fJHt dG àttt dB àH,
du ()w' '

et

du <)w' ' du t)g '

h _ ( W^— y/ Wyg — G* cos «/) ^

du ~" ^e, ' du ~~ f)lt ' du ~~ ôgx ' du ~~~ "dfT '

H2 ne contenant plus de termes en a — a0.
Pour le cas plan on trouve facilement les formules en annulant

l'angle d'inclinaison i = o. On a les deux systèmes
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Pour Fétude des orbites à choc il faut considérer dans le mouve-
ment non perturbé e = i, cest-a-dire G et 0 = o.

Pour appliquer ce développement aux orbites périodiques à
choc ainsi que pour la svmélrie des développements il est préfé-
rable de remplacer le système (B) par un système iso-énergétique

on aura les équations

On peut encore simplifier en rapportant le mouvement au plan de
maximum des aires.

Les intégrales des aires sont

\ G2— 02 sinO - v Gf —O? bine, = «1 ?

_ V/G2 — 02 cos 0 -+• v Gf — e f cos6, = a2 ,

O -+- O, = at.

On aura
a,= a^= o et cti = k.

Appliquons la transformation dePoincaré (Méthodes nouvelles,
t. l, p. 3g-4o),

soit
G = r et

On aura finalement les systèmes-

_ < /r

(O
du \ 2]HvT(Wf— \ Wf —r?

du dwi du
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(pour plus de simplicité o a a remplacé w' et W pat w et

et pour le cas plan, si Ton pose g — gs = w et G = II. on trouve

dw\

( W f — v W f — i r

__

du dm
Les variables g, g^ 0, 0{. G. G,. 0 , 8 , sont les variables de

Delaunay- Les W et W , sont proportionnelles aux grands axes,
w et Wi sont les anomalies excentriques.

CHAPITRE III.

ORBITES PÉRIODIQUES AVEC CHOC BINAIRE,

Cas du plan. — Considérons le mouvement plan, donc les équa-

tions ( I I) du dernier chapitre, boit pour u = o on a un choc binaire

des corps P 0 P . Dans ce cas G = o et £ = W \/^fzM( i + costv)
pour II2 = o.

Le corps P décrit d'un mouvement périodique un segment de
droite de longueur o y/afxM W et le corps P' une ellipse. Rempla-
çons II» par eH_>, £ un paramétre suffisamment petit de l'ordre de
la troisième masse. On peut démontrer que» dans le plan
nom e y^ <> et suffisamment petit, on peut avoii des solutions
périodiques ftver cho( s analogues aur solutions delà deurtème
sorte de Poincarè* eVst-a-dire aux excentricités finies et incli-
naisons nulles.

Pour démontrer ce théorème il suffît de répéter avec quelques
changements le raisonnement de Poincaré ( Methoden nouvelles*
t. I. Cliap. III).
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Soit pour e = o,

W = W«, W, = Wy, ïl = II»,

M) est déterminée par la relation

ti'i — eisinwi = — (tv — sinti')-t-A, 4 = — / —i A,, — hs) i

Aj^âi—sinA,,

n et ïi\ les moyens mouvements

Supposons que — == /n un nombre entier .

Si u augmente de T , iv augmente de ktT el soil A', tel que

A', T = 27T, alors W\ augmente de — 27: = 2/nTT. Le mouvement est

donc périodique pour e = o.
Soit £ ̂  o cl suffisamment petit et posons pour u = o

\v = \ \ o-t- [ii, Wi = w » + jia et n = n«-4- [5.,,

w = A, -H- 3',, Wi = Aj -h 3'2 et w = w0 — t3o

[car pour 1/ = o on a — <p(a) = o]«
Pour u = T on aura

w = WOH-^-U^, \v,=

et

<v = A-! T -4- lt -+- i3', -+- ty\,

Cherchons les conditions pour l'existence .des solutions pério-
diques pour s ̂ é. o et suffisamment petit. Il faut premièrement
que <];t = ^ = o pour a = T et que le déterminant fonctionnel
des <{/, et ̂ ) par rapport auv J3, et (3) soit difFéren» de zéro pour
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Le système tyl=ty'i= o n'est pas indépendant. Comme le sys-
tème admet une intégrale des forces vt\es, une des conditions
devient inutile, soit ^ , = o. D'autre part on peut choisir l'origine
des temps de façon que tv — o, c'est-à-dire A, = j3'( ̂ =o. dans notre
cas il faut prendre uo= o, donc hx = o.

De même pour e = o, f|»_» el r $̂ sont identiquement nulles. On

peut les remplacer par — = ^ = o.

Calculons les ^!. Pour cela écrivons la fonction des forces vives
sous ta forme H = H', -f- EH'2,

les deux derniers termes sont de l'ordre de g.
On a, pour s = o,

^ ƒ -j—du= ! -—±.du~ I i-pr-)
Jo du Jo <yVV« ^ V^/t^ -

du.

On voit facilement que H', est une fonction linéaire de W ° + (3|
pour e = o. Pour que les dérhées de <j/{ par rapport à (3,- ne
s'annulent pas toutes on peut se ser\ir de l'artifice de Poincaré qui
consiste à prendre, au lieu de l'intégrale des forces \i\es, une fonc-
tion quelconque de celle intégrale, ce qui ne change pas les équa-
tions. Dans notre cas il faut seulement transporter la constante a0

dans le second membre et prendre comme intégrale yXH -f- oco).
Il suffit, par exemple, de prendre (H-t-oc0)-\ qui devient pour
g = o — (II', -j- y,,)-. Dans ce cas le déterminant fonctionnel

Il reste à s'assurer que le déterminant fonctionnel
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car le déterminant fonctionnel

est pour s = o un produit de deux déterminants fonctionnels

car pour e = o les <J/, et ty'2 ne dépendent pas de (33. (3j et (3',,. 11
faut donc démontrer l'inégalité ( î ) . On a

<m, rTon\,

De même on trouve

un rT àH» ù-x /*T f)lU
J_I = ƒ — du et -i_ = I __— du.

Calculons ces intégrales pour e = (3,= P't = o (e = i, 2, 3).
Pour cela considérons la valeur moyenne de H2 pour s = o,

Dans notre cas il y a une complication provenant de ce que H2 est
développée en w et wK\ (v, étant une fonction tres compliquée
de u et w. Il s'agit donc d'exprimer (v, en fonction de tv. On
trouve facilement que la fonction perturbatrice

XI*— Ep,,,/,, cos( /? ,« ' - f - />2^, - 1rs -f- A),

les (3^, (3/?2 fondions de II, W et W , . Il s'agit de transformer cette
série en une fonction de KV seule, en utilisant la relation

i'i — eisin«>i= — (w — e sinw) -4- à;n

e tendant vers 1.



\ppiiquons l'artifice de Hansen, simplifié par Poincaré. Soit

F = 2B'ptPtE
l(P^P*»>i), soit «'' = ^ <r -f- A, d'où

~ W2<M Jmt-/ia

les J sont des fonctions de Bessel.

Dans le cas de Hausen ou a $mi__Pi ( m_»e j pour e <Z i, dans

notre cas comme e tend \ers un, on n'a pas le droit de développer
suivant les puissances croissantes de f, étant donné que le rayon
de convergence de e est plus polit que un.

On trouve finalement

\ ? / ' i»\
11 , rz: ^ A-//t m COS( /Tîi iV ~k~ ttl*> W —\— II HT -+~ II )*

Jimà

c'est-à-dire

Hâ= \ ^'m^m^ cos I Imi H mt \ w -t- mtA •+- h'm -4- /i* L

alors

R = 1 TTH rftt - ^ i - V A cos m * -H A'w ̂  A"
T . / o

 2 A:il ~ m | | W l 1

le ^ f se rapporte aux indices ///, et m*> tels que /ni H m2=z o,

c'est-à-dire — = — //t, on trouve donc

de même

—• = I ~ ï ~ d u = A t T
2 *A <^TiT

II faut donc
c/R

0 "S



R admet un maximum ou minimum, c'est-à-dire le svstènte ( a )
admet des solutions de l'ordre de multiplicité impair. On \oit
facilement que la fonction perturbatrice contient seulement des
cosinus, donc h" = o.

On peut satisfaire au svstèuie -rr = —.— en prenant
a \ (fmt,

 l

A = w© = o.

Reste à satisfaire à l'équation —.— = o.H //II*»
Si l'on se rapporte au développement de sH2 on s'aperçoit faci-

lement, comme dans le cas classique, que Iï_», donc R, ne contient

que des puissances paires en IT' ou II. Donc - ^ admet une racine

en II0 de l'ordre de multiplicité impair. La \aleur 11° = G = o

annule -T^0 et rend R maximum ou minimum avec A = m{) = o. Si

l'on choisit d'avance la constante des aires A = G, — 11° les condi-
tions seront satisfaites et l'on aura, au moins, une solution pério-
dique pour s ^ o.

On a donc une orbite périodique avec choc binaire, analogue
à celle do Poincaré de la deuxième sorte, l'excentricité e étant
\oisine de un. M est bien entendu que la condition du choc doit
être vérifiée. Cette orbite dépendra des trois paramètres, la con-
dition du choc réduit et1 nombre à deui.

Orbites périodiques dans l'espace. — Reprenons le système (I)
du dernier chapitre.

Supposons que pour e = o on a

(?) w«. wy , r«, r<>, A1? A,, g\ g'U

les valeurs initiales de nos huit \ariables.
Les variables iv° et w{[ sont choisies de telle façon, comme

pour le cas plan, que le rapport ^ = m soit un nombre entier

et À*|T égale à un multiple de iir. quelles que soient les six con-
stantes F0, F,1, A,, A.». g{\ et g". H s'agit de choisir ces six
constantes de façon que pour des petites valeurs de c, les équa-
tions du mouvement admettent une solution périodique avec choc
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binaire, telle que nos huit variables soient fonctions de £ et se
réduisent au système (J3) pour £ = o.

On opère comme pour le cas plan; on prend la valeur initiale
de u = o de façon que A, = o. Ensuite on forme le H2 et sa
\aleur m o vernie R.

Il s'agit de déterminer les cinq constantes F°, F", ^° , g® et A2

de façon à rendre I\ maximum ou minimum. A chaque maximum
(ou minimum) de R correspondra une solution périodique. Nous
avons à satisfaire aux relations

</H dR __ dR _ dR dR __

dYi~"d^~~d^~° e t dF»-7ïr»-°-

On satisfait facilement au premier système en faisant

On a facilement, comme A, = o et 9 = 0',

A dépend de W°, W(;, Y» et F? ;

i wo | > | ro | et | w» | > | r« f.

Comme
, r? | — | ro i < c < ! H I - H r« |,

F" et F0 \arient dans un champ limité. La fonction R admet donc
un maximum ou minimum auxquels correspondent des solutions
périodiques.

L'orbite périodique dépendra en général de cinq paramètres
diminués de deux conditions du choc, donc de trois paramètres.

Comme applications étudions deux cas particuliers.

Orbites avec deux chocs successifs. — Soient trois corps p0,
p et p avec les masses //?0« m et m'.

Rapportons le mouvement au corps pn et soient (a?f, pi)
et ('*'r Pi) 1°S éléments canoniques.

Faisons la transformai ion de Suiidman l ^ = d«(U est la
fonction des forces) et considérons la transformation canonique
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de Levi-Cività :

i = £iOJ* — 2 Mt Çy / / /

i (pour t = o; u = o).

On obtient un système canonique

1 } du~ di»C du âh' du ~~ àmf
t
J du ~

u _ ES'

a Çw* - h a$ Ü>
 2 -4- a

(E est la constante des forces vives ayant une valeur fixée d'avance,
A la distance pp' et p., jjt/, /jt.o. a, a', a" sont des fonctions des
masses).

Supposons que la constante des aires a soit différente de zéro,
\ et £' bornés ; on s'aperçoit facilement que les seuls points singu-
liers sont les chocs />„/> el p^p'* qui sont régularisés par la trans-
formation.

Si l'on développe les équations du uioux émeut (1 ) en utilisant

r intégrale (U) , on trouve pour ^ el - ^ les \aleurs suivantes :

(III) ^ = ?'<«'= A et ^ = 5 « * B .
x ; du H du *

Supposons que pour t = o, u = o on ait un choc pop, c'est-
à-dire ÛJ = o, \y£o. Comme o> est une fonction positive, elle croît

à partir du moment u = o, -j~ > ° jusqu'à un certain maximum

pour lequel -~ = o. Mais -y- tend vers zéro si : i° A tend vers

zéro ou 2° £'&)'2 tend vers zéro, c'est-à-dire si la dislance pop'= o.
On peut donc choisir parmi l'infinité des trajectoires à choc simple
une trajectoire qui après avoir passé par un choc pi%p aboutit pour
un temps u = u{* convenablement ehoisi, à un choc pop'-
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Une fois arrivé au deuxième choc pnp' on peut raisonner de la

même manière sur l'équation différentielle ~j- z= £wiB et l'on trou-

\era qu'on peut choisir une trajectoire, laquelle aboutit à nom eau,
pour un temps u = u> convenablement choisi, a un choc pu/K etc.

Gomme nous axons démontré dans le premier Chapitre qu'une
orbite dans l'espace n'admet qu'un seul choc binaire et dans le
plan, au maximum, deux chocs binaires, l'orbite en question, qui
admet plus de deux chocs, doit nécessairement être périodique, et
comme elle admet deux chocs différents ƒ>„ƒ> et p»p\ elle est
plane.

Si l'on utilise les deux conditions pour l'existence des deux chocs
différents, on peut réduire le mouvement à un système du second
o rd re.

Exemple de Poincaré. — Comme second exemple on peut con-
sidérer les orbites que Poincaré appelle de deuxième espèce (•) .

Il s'agit de deux planètes de masses infiniment petites, chacune
décrivant une ellipse keplérienne autour du corps central. A un
certain moment ces deux ellipses se rencontrent, ou passent très
près Tune de l'autre, de façon que la distance mutuelle de deux
planètes devient tres petite; a ce moment leur action perturbatrice
mutuelle pourra devenir sensible et les deux orbites subiront des
perturbations importantes. Puis de nouveau les planètes décriront
des ellipses, niais qui différeront beaucoup des anciennes. Consi-
dérons le cas limite ou ces ellipses se rencontrent et la distance
de deux planètes devient nulle. Pour* que le s\sièine soit pério-
dique, il faut que chaque orbite admette au moins deux chocs. Mais
d'après nos résultats une telle orbite, admettant deux chocs
binaires, doit cire plane. Lne orbite pareille admettant plus de
deux chocs binaires ne peut pas exister, sauf si le mouvement est
recliligne.

( ') Méthode? nouvelles, t. III, p. $63-3; i.
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CHAPITRE IV.

CHOCS MULTIPLES.

On peut considérer un choc multiple comme limite d'un certain
nombre des chocs binaires. Pour le démontrer étudions un choc
triple, qui peut être considère connue limite des deux chocs
binaires, se produisant au même instant. En effet, rapportons le
momement des deux corps p et p' de masses /// et m' au troisième
corps O de masse m0.

Reprenons le système (I) , du dernier chapitre

du (JOJL ' du ()*, ' du f ho', du d%'(

( 2 ) H = | p I fJLo>'2 -+- a' to2 ^ . u « 2 W| l°' — K ( ° 2 (°'2 I

Calculons les dérhées partielles de II par rapport à £,, &>,% cU^t
en iitilis.inl la relation H = o. On troine



IQ

Si l'on applique les mêmes raisonnements que dans le cas ordi-
naire du choc binaire, on trouvera par les mêmes développements
la condition du choc binaire, seulement avec les nou\elles variables.

On trouvera pour un choc binaire au temps u = u0 les con-
ditions

(3) ««>i=«5i-+-pÇi-HT«; ( « = i , 2 ) ,

a, (3, y des fonctions symétriques en £t, %t et ($)'n invariables par le
changement circulaire des indices et développables suivant les
puissances entières et croissantes de (u — u0). On aura

si entre les deux équations (3) on élimine (u — a 0 ) o n trouve la
condition du choc (comme on a vu le mouvement est plan, car on
a deux chocs binaires). En calculant les coefficients par la même
méthode que pour le cas simple du choc binaire et en utilisant les
formules des dérivées partielles de H on trouve pour les premiers
coefficients

(4) 3 £3 ' £2 '

, = : O , PJ=O, P J = O , (34=O, . . . . ,

De même pour le second choc à l'instant u = u% on aura les
conditions

les a', (3', y\ fonctions symétriques en |t-, &>/ et £',, invariables par
le changement circulaire des indices et développables en séries
entières et croissantes de (u — uK ). En éliminant (u — w,) entre les
deux équations (5) on trouve la condition du choc binaire à l'ins-
tant u*.



— 49

On trouve de la même manière

les premiers coefficients seront

a', = a'2 = %\ = %\ » o, . - .,

(6)
2

Reprenons les deux systèmes d'équations (3) el (5) el éliminons
entre ces équations o^ et G>'O on aura

de ces équations on tire

de même si entre les systèmes (3) et *(5) on élimine W| et
trou\e

on

do CPS cqu.afions on tire

e ,

d7ou de f 8) et ( I O ) on peul tirer

2 — g>w t -^ e t m^ —

(4 est la constante des aires.
T̂ es s> sternes (8) et (10) remplacent les systèmes (3) et (5) . Sup-

posons qu'on fait tendre un vers //,. on aura comme limite un choc
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triple. Si l'on reprend l'équation ( n ) on voit d'après les valeurs
des coefficients a t, 8 t, yn an (3't, et y\ que le premier membre con-
tient en facteur, lorsque u0 tend vers w,, (u— uo)\ donc si Ton
prend comme origine du mouvement l'instant u = un le premier
membre est nul, il faut donc que C = o, eVst-à-diro pour l'existence
d'un choc triple il faut que la constante des aires soit nulle. D'autre
part nous avons trouvé que le mouvement est plan. On a donc les
deux conditions trouvées par \ I . Sundman.

Cherchons les autres conditions du choc triple. Pour cela il
suffit de réduire dune équation, qui indique la condition C = o,
les svslcmes (8) et (10), par exemple la deuxième du système (10).
Il reste trois conditions; si l'on élimine {u — w0) on aura les deux
conditions restantes du choc triple.

Remarque. — Pour l'existence d'un choc triple il faut que
les variables initiales remplissent trois conditions; en effet, comme
le mouvement est plan, il faut que les coordonnées x{t — t0) = o,
y(t — 70) = o, rr(t — t()) = o,yr(t — £0) = o, si l'on élimine (t — t0)
entre ces quatre équations on aura les trois relations cherchées.

Calculons ces conditions. Si dans les systèmes (8) cl ( I O ) on
développe les coefficients suivant les puissances (// - «„) et
(M — a,) et l'on fait tendre ax vers ut)1 on trouve

Si l'on tire la valeur de {u — u0) de la première équation et Ton
porte cette valeur dans les deux autres équations, ou aura les deux
conditions cherchées :



Si Fou revient aux variable* primitives x t, ptJ x[ et pn il faudra
remplacer les a4, a2, p\, (3^ / 2 , A, B et G par les valeurs suivantes :

' — '*& Por*p* V / ' o / X1 ' / \

I 7

B =

Si Ton arrête le développement (12) aux premiers termes on aura
des formules assez simples :

(„0 , V A = ,>'>C et

Cas des n corps. — Passons ou cas général des n corps et sup-
posons que les seuls points singuliers sont les chocs des corps
entre eux.

Si Fon ne considère que les chocs binaires on démontre facile-
ment le théorème suivant :

Le cas général des n corps% abstraction faite des autres
points singuliers* admet au maximum >n 5 chocs binaires
pour les orbites clans Vespace et %n — \ chocs binaires pour tes
orbites planes, sauf les orbites périodiques.

En effet soient x'j atpj (t = 1, •> n - 1 :y = 1, 2, 3) les coor-



données canoniques des corps des masses — mt rapportées au
corps ra0. Pour chaque choc binaire on aura un système des con-
ditions de la forme

À * a r } - A/ x}-... - A,*., or/"» - B *</>)-... -r- B^pf » = «

Supposons qu'on a plus de (a n — 5) chocs par exemple (2« — 4)
on peut donc faire ^arier l'indice À* de i à (a/* — 4)- On aura
donc (2/i — 4) v\sternes des trois équations de condition.

Si Fon prend Fensemble des équations a>ant l'indice j lixe, par
exemple y ' ^ i , on peur éliminer entre ces (zn— \ ) équa-
tions ('jut - 5) \ariables. par exemple : x[ . . . x"~!, p\, . . . />'/
restera donc une équation de la forme

>'/ '

(i)

si Fon répète le même raisonnement pour les indices y = 2
et Jz=oi coin 1 ne les coefficients Aj* et B^ sont les mêmes
poury* == 1, 2, 3, on aura deux autres équations

(2) «ix%
2— <x.tx%~- a ,x i j= o,

Ci) ZiX\ ~%tx1- a,a?» = o.

On a trois équations homogènes (1), (2) , (3) à trois inconnues;
pour qu'elles admettent une solution il faut que

cVst-à-dïre que les \ecteurs x1 . ,r2 et x^ se t rouen t dans le mèînc»,
plan. Si Fon élimine les autres \ariablcs. 0̂ 1 trouve finalement que
tous les vecteurs xk, pk se trouvent dans le même plan. Le mouve-
ment est donc plan.

D'une façon analogue on démontre le théorème pour le cas du
plan.

Si Fon introduit les chocs triples, quadruples, etc., et en se
basant sur le théorème qu'un choc d'ordre in peut être considéré
comme une limite de ( m — 1) chocs binaires se produisant au même
instant, on peut démontrer le théorème suivant :
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Si le système des n corps admet st chocs binaires, s% chocs

triples, . . . et sm_, chocs d'ordre in, les st vèrijient toujours
une certaine inégalité, à savoir

A*I - 2 4 ' Ï — 3 s n — . . . -(ni — i)$m tS*>n — ^ ( p o u r l ' e space )

et
Si — '2s., ( m — i) $m—t^2/i — 4 (pour le plan).

Si l'on applique le même raisonnement au cas des n — 2 corps
attirés par deux centres fixes, on aura pour l'espace

et pour le mouveinenl plan

— \
—3.

Vu et approuvé ;
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