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A MA FEMME





PREMIÈRE THÈSE.

SOLUTIONS VOISINES

DES

SOLUTIONS DE LAGRANGE
DANS LE PROBLÈME DES n CORPS

INTRODUCTION

M. Andoyer nous avait conseillé de reprendre les recherches effectuées
par de nombreux auteurs sur les solutions périodiques du problème des
n corps, d'en faire un exposé d'ensemble, et, chemin faisant, de les com-
pléter, d'en préciser les résultats partout où cela nous serait possible. Nous
avons, dans ce but, réuni une grande masse de documents, dont beaucoup
sont plus ou moins classiques et dont d'autres sont personnels. Nous avons
commencé la réalisation du travail que nous avait proposé M. Andoyer, et
nous en présentons ici la première tranche.

Nous nous occupons, dans les pages qui suivent, des solutions rigoureuses
qu'Euler et Lagrange ont découvertes pour le problème des trois corps et
qui existent encore dans le cas des n corps (nous nous bornerons toujours
au cas où la loi d'attraction est celle de Newton).

Le Chapitre 1 est consacré à établir l'existence de ces solutions : la
méthode utilisée dérive directement de celle que M. Andoyer a développée
{Bull, astronomique, XXIII) en vue de la recherche des positions d'équi-
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libre relatif dans le problème des n corps ; Pintroduction d'un paramètre de
grandeur X nous a permis d'obtenir ainsi les trajectoires qui sont des
systèmes de coniques semblables ayant un de leur foyer au centre de gra-
vité des masses.

Nous étudions, d'abord, le cas où les n masses restent alignées, et nous
établissons, d'après M. F. R. Moulton (Periodic Orbùs, Chap. VIII), que le

problème admet-n! solutions. Nous supposons ensuite que les n masses

restent toujours dans un même plan, d'ailleurs fixe; comme illustration,
nous étudions le cas n = 4- Après avoir exposé quelques généralités clas-
siques, nous discutons aussi complètement que possible le problème res-
treint, c'est-à-dire le cas où trois des masses étant finies, la troisième est
nulle; ce problème a été traité par M. F. R. Moulton (Trans, of the Am.
Math. Society, I) par une méthode toute différente de la nôtre (l'étude des
courbes de vitesse nulle), mais sans discussion. M. Moulton annonce l'exis-
tence de vingt-huit solutions : les dix-huit solutions, dans lesquelles les
masses finies restent alignées, existent bien, et comme nous le montrons,
pour tous rapports finis des masses (*); mais, dans le cas où les masses
finies sont en triangle équilatéral, nous montrons que les dix solutions
annoncées par M. Moulton existent, comme il l'a lui-même prouvé si
m, = m2 = m3, que les six solutions extérieures au triangle M1 M2M3 sub-
sistent pour tous rapports des masses, mais que si, partant de l'égalité, nous
faisons varier les masses par continuité, deux des quatre dernières solutions,
intérieures au triangle, disparaissent, si l'une des masses devient ou trop
petite ou trop grande par rapport aux deux autres. Enfin, nous montrons
comment les solutions étudiées rejoignent celles du problème restreint des
deux corps (mz = o) ou celles du cas où une unique masse finie se trouve en
présence de masses nulles (m1 = m2 = o). Nous nous sommes étendu assez
longuement sur ce cas, qui, à notre connaissance, n'avait jamais été discuté
complètement, car c'est le plus simple après le problème restreint des trois
corps.

Nous terminons cette étude du problème plan en exposant des cas spé-
ciaux, symétriques, étudiés par M. Lindow et par M. Longley. Nous nous
occupons enfin du cas où les n masses sont dans l'espace : les trajectoires

(1) La discussion, dans ce cas, se trouve aussi dans HBNRÏCK BLOCK, Sur une classe
de singularités dans le problème des n corps {Meddelanden frân Lunds Astrono-
mika Observatorium, Band I, n° 6).
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sont alors des droites concourantes; comme illustration, nous étudions le
cas où une masse nulle se trouve en présence de quatre masses finies égales
aux sommets d'un tétraèdre régulier (généralisation du problème plan
étudié précédemment); enfin, nous déduisons de notre théorie les résultats
obtenus par M. E. Brehm (JPartikularen Integrale des Problems der
n Körpef).

Le Chapitre II est consacré à l'étude des solutions voisines des positions
d'équilibre relatif dans le problème de n corps (X = const.) en se bornant
aux termes du premier ordre dans les équations du mouvement; en d'autres
termes, il est consacré à l'intégration des équations aux variations. Nous
prenons pour cadre le beau Mémoire de M. Andoyer (Bulletin astrono-
mique^ 23). Les paragraphes 16 à 18 et 22 sont consacrés à cette exposition,
fort importante pour la suite de notre travail; en voici d'ailleurs les
résultats essentiels. Les équations aux variations forment deux groupes ;
l'un d'eux ne contient que les variables £, et son intégration dépend d'une
équation algébrique d'ordre n en h2, A(A2) = o; cette équation admet la
racine simple h2 = o7 elle admet aussi h2 = — i, racine simple si les
masses sont alignées, double en cas contraire, et les (n — 2) ou (n — 3)
autres racines sont réelles et négatives ; l'autre groupe ne contient que Ç
et Y], et son intégration dépend d'une équation algébrique d'ordre 2/ieng12,
A(g*2) = o; cette équation admet la racine simple g2 = o, et la racine
triple g-a = i ; enfin, dans le cas où les masses sont alignées, l'équation
A(g*2) = o se décompose : à chaque racine h2 de A(&2) = o, différente de o
et — 1, correspond un facteur du second degré en g2, dont les racines eng"2

sont réelles et de signes contraires si h2 <^ — 1.
Nous avons explicité la solution dans le problème des trois corps de

masses finies : nous retrouvons naturellement des résultats classiques, mais
nous nous sommes efforcés de préciser la disposition des trajectoires infini-
tésimales. Dans les paragraphes 23 et 24, nous avons complété le travail de
M. Andoyer. Nous montrons d'abord que dans le problème restreint aligné
(71 — 1) masses» finies + 1 masse nulle, alignées), l'unique racine utile
h2 = —P est inférieure à —1 ; il en résulte que les deux racines g2 utiles
sont réelles et de signes contraires. Nous montrons ensuite que si n masses
finies restent alignées, les racines variables de A(&2) = o sont toujours
inférieures à — 1 ; il en résulte que celles de A(g*2) = o se groupent en
« quadruplets » de g, tous de même structure : deux racines réelles opposées,
deux racines imaginaires pures opposées; ce fait nous permettra dans la
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suite de traiter complètement le cas où les n masses sont alignées. Nous
terminons ce Chapitre en explicitant la solution : dans le problème restreint
des trois corps (résultats classiques); dans le problème restreint des quatre
corps, les trois masses finies étant égales (Lindow); dans le problème
restreint des quatre corps, deux des masses finies étant égales. Ces deux
dernières applications montrent, sur des exemples, que si les masses ne sont
pas alignées, tous les cas théoriquement possibles se présentent effecti-
vement : les deux racines de l'équation aux g2 peuvent être toutes deux
positives, toutes deux négatives, réelles et de signes contraires ou com-
plexes conjuguées; nous ne pouvons donc espérer ici la belle simplicité du
problème aligné.

Dans le Chapitre III, nous développons les solutions périodiques au voisi-
nage des positions d'équilibre relatif en nous bornant au problème restreint :
(n — j) masses finies et une masse nulle. Les raisonnements sont, à de
petites modifications de détail près, ceux de M. Moulton et de M. Buck
(Periodic Orbùs, Chap. V et IX), mais leur portée se trouve considéra-
blement accrue, du fait même de l'étude faite au Chapitre II de notre
travail.

Dans le problème restreint aligné des trois corps (deux masses finies et
une nulle, alignées), M. Moulton a montré l'existence d'orbites (A) à trois
dimensions et rattachées à la racine h2 = — P, et d'orbites (B) situées dans
le plan du mouvement des masses finies et rattachées à la racine positive
g2 = a3; il a, de plus, donné la forme analytique des premiers termes du
développement de ces orbites ; ces résultats subsistent entièrement pour n
quelconque, les quantités P, A, C, etc. qui entrent dans les calculs ayant
seulement une signification plus générale.

Si les masses ne sont pas en ligne droite, les orbites (A) existent toujours,
et à chaque racine positive de l'équation aux g2 correspond une famille
d'orbites (B) : il peut donc y avoir deux familles de telles orbites (comme
dans le problème restreint équilatéral des trois corps, étudié par M. Buck),
une seule famille ou aucune. En résumé, dans le problème restreint, au
voisinage de chaque position d'équilibre relatif de la masse nulle, il existe
une famille d'orbites (A) à trois dimensions, et pour chaque racine positive
de l'équation aux g-2, une famille d'orbites (B) planes; l'existence d'orbites
périodiques plus compliquées, dans des cas spéciaux de commensurabilité,
reste possible quoique peu probable.
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Le Chapitre IV est consacré au même problème dans le cas où les masses
sont toutes finies. Nous étudions d'abord le problème aligné des trois
masses; cette question a été traitée par M. H. E. Buchanan; mais dans son
Mémoire, M. Buchanan élimine les coordonnées de l'un des points maté-
riels, en utilisant les intégrales du mouvement du centre de gravité; ce fai-
sant, il détruit la symétrie des équations, masque l'allure générale du pro-
blème et rend difficile la généralisation. Nous avons estimé qu'il valait
mieux conserver la symétrie. Pour cela, nous avons tout d'abord mis les
équations du problème sous forme normale; l'application des intégrales du
mouvement du centre de gravité prend alors une forme très simple : six des
variables sont nulles et les équations ne contiennent plus que douze variables
symétriques. Les intégrales des aires, tout au moins en ce qui concerne les
termes utiles à notre raisonnement (termes indépendants de e)3 sont aussi
fort simples dans ce système d'inconnues. Nous montrons ensuite l'exis-
tence d'orbites de période ^ et de période — qui généralisent les orbites

(A) et (B) du problème restreint; il existe aussi des orbites de période 2n,
mais nous montrons que ce sont les solutions elliptiques de Lagrange déjà
connues. Les cas de commensurabilité conduisent aux mêmes difficultés
que dans le problème restreint.

Notre méthode permet d'étendre les résultats précédents au cas de
n masses finies alignées : chaque masse nouvelle, en plus des trois pre-
mières, introduit une racine h2 inférieure à — i et un « quadruplet » de g,
ayant même structure que celui que nous avons rencontré dans le cas n = 3 ;
nous avons, en plus des solutions elliptiques de Lagrange, une famille
d'orbites (A) pour chaque racine h2 différente de o et — i [soit (n— 2)
familles], une famille d'orbites (B) rattachée à chacune des racines posi-
tives g2 de A (g*2) = o [soit aussi (rc — 2) familles].

Nous faisons ensuite le même travail pour le cas équilatéral du problème
des trois corps : le Mémoire de M. Buchanan qui traite du même sujet et le
nôtre présentent les mêmes différences que ci-dessus. Ici, il n'existe que les
orbites de Lagrange (de période 2ÎC) et deux familles d'orbites (B) de
période— et — > encore faut-il, pour que ces orbites (B) existent, que

m^m2 -\-m2mz + m3/n, <^ — * La généralisation au c a s / i > 3 est beaucoup
moins régulière que dans le cas des masses alignées.

Nous signalerons enfin que la méthode de calcul, en partant des équa-
tions en £ et Y), que nous développons au Chapitre V pour la construction
des orbites asymptotiqaes, s'appliquerait ici presque sous la même forme.
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Le Chapitre F traite enfin des orbites asymptotiques aux positions d'équi-
libre relatif. Nous étudions successivement le problème restreint, masses
alignées et masses non alignées, le problème des trois masses finies alignées
qui conduit naturellement à celui des n masses finies alignées, et enfin le
problème des trois masses finies en triangle équilatéral. Nos preuves
d'existence se font en appliquant un théorème de MM. Poincaré et Picard
(E. PICARD, Traité d'Analyse, t. III, Chap. I et VIII), et nos constructions
des solutions introduisent les constantes d'intégration sous la forme même
de la démonstration de M. Picard.

D'une façon générale, toutes les orbites étudiées sont planes. M. Warren
{Am. Journ. of Math., vol. 38) avait étudié le problème restreint aligné des
trois corps (deux masses finies et une nulle alignées), et il avait montré
l'existence de deux orbites tendant asymptotiquement vers chaque position
de Lagrange, avec une tangente limite : ces résultats subsistent entiè-
rement pour n quelconque. Le problème restreint non aligné présente plu-
sieurs cas : les deux racines g*2 sont positives et il n'y a pas d'orbites asymp-
totiques ; les deux racines g*2 sont de signes contraires et les conclusions
sont les mêmes que dans le problème restreint aligné ; les deux racines g2

sont négatives, et nous avons deux familles à un paramètre d'orbites
asymptotiques tendant vers la position de Lagrange dans deux directions
limites opposées; les deux racines en g2 sont complexes : dans ce cas, déjà
rencontré par M. Daniel Buchanan pour le problème restreint équilatéral
des trois corps, nous avons deux familles à un paramètre d'orbites asymp-
totiques s'enroulant en spirale autour de la position de Lagrange et rétro-
grades par rapport aux axes mobiles. Nous avons réservé à ce cas une
discussion plus complète : d'abord il ne se présente pas si les masses sont
alignées; au contraire, il se présente dans le problème restreint des trois
corps pour lequel nous avons calculé les premiers termes de la solution.

Notre étude du problème des trois masses finies alignées diffère beau-
coup de celle de M. Daniel Buchanan; d'abord, nous conservons partout la
symétrie dans les calculs; ensuite, nous avons montré au Chapitre II de ce
travail que% dans ce cas, les racines g*2 de A(g2) = o sont —p2, o, i (triple)
et a2 : un seul des quatre cas envisagés par M. Buchanan se présente effec-
tivement; nous montrons alors l'existence de deux systèmes de trois
orbites qui tendent vers les positions de Lagrange avec une direction limite
commune; enfin, nous esquissons à cette occasion une méthode de calcul
des solutions à partir des équations en £ et TJ.

La méthode s'étend facilement au cas de n masses finies alignées : en
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plus de o et i? A(#2) = o a (n — 2) couples de racines —pj et
(£ = 3, 4, . . •, n), nous obtenons deux familles à (n — 3) paramètres
d'orbites tendant vers les positions de Lagrange avec une direction limite
commune.

Nous traitons dans le même esprit le problème équilatéral des trois
masses finies et nous obtenons deux familles à un paramètre d'orbites en
spirales et rétrogrades.

Nous avons arrêté là notre présent travail; l'étude des solutions voisines
des solutions elliptiques de Lagrange demanderait une place au moins
égale, nous la réservons pour une prochaine publication, ainsi que l'étude
de l'évolution des solutions ainsi trouvées : c'est là qu'auront leur place
l'exposition et la discussion des résultats numériques très complets dus
à G. Darwin, à M. Strömgren et à ses collaborateurs et dont nous n'avons
point parlé jusqu'ici.

THKSK MBYER.



CHAPITRE L
SOLUTIONS DE LAGRANGE.

SOMMAIRE.

1. Equations générales du problème.
^ . Cas où les masses sont alignées. Cas v = 2, v — 3.

3. Généralisation au cas : v quelconque. Existence de — v ! Solutions (Moulton).

4. Cas où les masses sont dans un plan. Cas v = 3.
5. Cas v = 4- Généralités.
6. Cas v — 4. Problème restreint : trois masses Unies alignées et une masse nulle.
7. Cas v = 4- Problème restreint : trois masses finies en triangle équilatéral et une masse

nulle. Généralités.
8. Cas particulier m,\ — m$ — m3.
9. Etude des solutions doubles et évolution des solutions; (F) n1a pas de points dans l'aire (C).

ni dans l'aire (B), mais en a dans le triangle M|M2Ma. Examen des cas limites m% = o.
m a = 1.

10. Étude de quelques cas symétriques (Lindov* ï.
11. Autres cas symétriques (Longley).
12. Cas où Jes masses sont dans l'espace. Cas v — 4-
13. Cas v ==• ;>. Problème restreint : quatre masses finies au sommet d'un, tétraèdre régulier

et une masse nulle.
14. Etude d'un cas particulier (E. Brehm).

Comme il est bien connu, Lagrange a montré l'existence de solutions
particulières du problème des trois corps, dans lesquelles les distances des
trois points matériels conservent des rapports constants pendant tout le
mouvement. Euler avait déjà rencontré le cas où les trois corps restent en
ligne droite, et Laplace (Mécanique céleste, IV) a repris les investigations
de Lagrange en leur donnant une forme semi-géométrique. Ces résultats
devenus classiques (c/ . TISSERAND, Mécanique céleste, t. I, Ghap. VIII;
CHARLIER, Die Mechanik des Rimmels^ 9e Part ie; MOULTON, Introduction to
CelestialMechanics•, Chap. VIII) ont donné lieu à de nombreuses générali-
sations; nous nous bornerons ici au cas où la loi d'attraction est celle de
Newton.



— 11 —

1. Nous pouvons, naturellement, supposer immobile le centre de gravité
des masses, et le prendre pour origine O d'un trièdre trirectangle d'axes
de coordonnées fixes, soit T.

Les distances mutuelles des v points matériels Mi9 M2, . . ., Mv restant,
durant tout le mouvement, proportionnelles, la configuration du système
à un instant t quelconque, se déduit de sa configuration à un autre instant t0

par une homothétie et une rotation autour de O : il existe donc un trièdre
trirectangle T', mobile, par rapport auquel chaque point du système décrit
une droite passant par O; nous supposerons, de plus, qu'à l'instant ini-
tial T' coïncide avec T. A l'instant initial, M; a pour coordonnées (par rap-
port à T o u T ' ) ^ , j E , ZI\ à l'instant t, il a pour coordonnées par rapport à T'

Soient/?, #, r les composantes sur T de la rotation de T' à l'instant t.
Les composantes de la vitesse de M, sur les axes T' sont

V.r,= — M r j i — q zt) -h VxL

celles de l'accélération du même point sont

dt

dt

De plus M; est soumis, de la part des autres points à des attractions dont
les composantes sur T' sont

7

1-

la constante d'attraction étant, par un choix convenable du système
d'unités, faite égale à l'unité.
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Les équations du mouvement du point M\ sont donc

i £ m'

2. Caj ô i /̂ ,y masses sont alignées. — Supposons d^abord que tous les
points M( restent toujours en ligne droite (v > 2), nous prendrons cette droite
comme axe O£, alors yi = zi = o; nous pouvons, de plus, choisir OY) de
telle sorte que q ̂  o ; les équations (1) se réduisent alors à

Les deux dernières donnent :

Soit r = o (O£ fixe, mouvement rectiligne) ;
Soit p = o, rX2 = [x(constante) (O£ tourne autour deO^, mouvement

plan).

Dans tous les cas, les v premières équations deviennent

Les v quantités - V/w^^-^-^ doivent être égales à une même constante — P ,

et l'on a

Chaque point décrit une orbite keplérienne de foyer O.
Les conditions de possibilité sont données par les équations

( 2 ) X f = ^ m j ^ " * 1 4 - k * X i = o ( 1 = 1 , 2 , . . . , v ] j
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On a la relation

Restent donc n— i relations pour déterminer n— i paramètres de forme
(k étant donné).

Dans le cas v = 2, on retrouve (r étant la distance MA M2)

m<>r
= 5 " W2] -h m* r1

Dans le cas v = 3, en supposant ^ < ^ 2 <C^3? o n a ^es trois équations

' 12 ' \ 3

^'\2 ^23

'"T 3 ^ 2 3

On peut d'ailleurs remplacer Tune d'elles par leur combinaison

m1œ1-\- m2^..+ m^x^^ o
en posant

on tire

z étant donné par

-h

équation du 5e degré, qui a une et une seule racine positive, convenant au
problème.

A chacune des trois dispositions possibles des trois points correspond
donc une solution.

3. On peut généraliser (Lehmann Filhès-, Moulton) et montrer que
v points matériels peuvent pendant tout le mouvement rester en ligne droite,

les distances mutuelles restant proportionnelles, et cela de -v! façons, cor-

respondant aux -v! dispositions relatives de ces points.
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Supposons d'abord la proposition démontrée pour v points et ajoutons
au système un (v + i)ièrae point de masse m^—o', le système (2) se
décompose.

i° Les v premières équations, qui ne sont autres que les v équations
déterminant les solutions étudiées pour le système des v points de masses

finies, et admettant par hypothèse ^v! solutions réelles.

20 La dernière

sy* . /y* /Y* o** -*y* ^™— jfY^

V4_, =1 mx —— -h m s -^-5 • - h . . . - h /nv s ~+~ ^l ^v- t - i = o ,

qui détermine a?^,, les autres a? étant connus.

Considérons une solution œ^ a?J, . . ., a?" des premières équations et
supposons les notations telles que

^?<^S<. . .<a?5:
d'ailleurs

on conclut qu'il existe une racine réelle en a?v_(_1 dans chacun des intervalles

soit v + 1 solutions ; soit en tout - ( v + 1 ) ! solutions.

Considérons maintenant une solution ao°A <^ x\ <^ . . . <̂  x*^ obtenue
pour mk = m°k>o et supposons que mk varie d'une façon continue en restant
supérieure ou au moins égale à zéro. Les valeurs xi, a?2, . . ., ccv+i subiront
des variations continues à partir de leurs valeurs initiales; elles resteront
des fonctions définies et continues de mk tant qu'aucune d'elles ne deviendra
infinie et tant que deux d'entre elles, restant finies, ne viendront pas se
confondre; d'autre part, un système de solutions d'un système algébrique
à coefficients réels ne peut devenir imaginaire qu'en devenant infini, ou en
s'unissant à un autre, en solution double.

0. Si tij tend vers zéro (i<^y), oot et Xj restant finies, le terme corres-
pondant dans X£ devient +00, donc un rig doit tendre vers zéro de telle
sorte que le terme correspondant tende vers —oo(g<^ «); . . . finalement
un rA mq doit tendre vers zéro et X, où tous les termes sont positifs, sauf k2œs,



ne peut être satisfaite; donc deux racines xt et Xj ne peuvent se confondre
en restant finies.

b. Si xh tend vers —ce, il en est a fortiori de même de xs et la relation
m{xA + . . . +mv_Ma?v+1 = o montre alors que #VM tend vers +00. Mais
puisque k?xx tend vers —oo, X, montre que x2 tend aussi vers —00, de

telle sorte que x2 —xK tende vers zéro; k^x% et ^—5—- tendant vers —oc,

X2 montre que xz tend vers —00; . . . finalement xv+A doit tendre aussi
vers —00, d'où contradiction-, donc aucune rac ines ne peut devenir infinie.

c. Le système (2) ne peut avoir de solution double que si

t, X,, .... X
J / ( <3?) j

2 m*

' •

Si tous les m sont différents de zéro, multipliant les lignes par sjm^ \/m2

et divisant les colonnes par les mêmes quantités, on obtient

X - 2 -

rU

que Ton relie immédiatement à l'équation en S(S = — k2) de Thyper-
quadrique

( /)1 (/ )
H

-h. . . = 0,

qui a manifestement toutes ses racines réelles et non négatives.

Donc A > o. D'ailleurs si mk = o, A se réduit à un déterminant de même
forme, multiplié par un facteur positif, et le système (2) n'a jamais de
solution double.

Finalement, quand mk varie en restant supérieur ou au moins égal à zéro,
les solutions du système (2) sont toujours des fonctions définies et conti-
nues de mk qui ne peuvent jamais passer du réel à l'imaginaire, les -(v + 1) !



— 16 —

solutions trouvées pour mk = o se retrouvent par continuité pour toute
valeur positive de ce paramètre.

4. Cas où les masses sont dans un plan. — Supposons maintenant que les
points Mt restent toujours dans un même plan (v>3), que nous prendrons
pour plan £ = o ; le système (I) se réduit à

p Q q Y \ Ji[q (l*p)f] = o.

On a donc
X2/>r — (ï*qy=Kqr-h(lip)f~ o,

d'où
A*(/?2-h?2) = const.,

on voit aussi que les quantités

sont de la forme y; il en est donc de même de ^2(?2 —/>3), et par suite de

d'où
A* {p2 -h q2) = const.

Par suite, ou bien
p = q=zo

ou bien
À = const.

Dans ce dernier cas, p2 + 9% ?2 + ^2
? j t ) 2 + r2 S(>nt des constantes, donc

aussi/?, q, r, d'où
pr = qr =^o.

Alors, ou bien
p = ^ = o ( déjà trouvé )

ou bien
r = o :

le plan £OY] tourne autour d'un axe fixe contenu dans ce plan lui-même ; on
peut le choisir pour Occ de sorte que q = o. Les équations d'équilibre sont
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alors

-Pty<= \ E mJZ^TZ'' d 'o ù /»'=const.;

mais avec les premières on peut former la combinaison

à laquelle il est manifestement impossible de satisfaire; doncjo
le mouvement est plan.

Les équations (i) deviennent donc

d'où Ton tire

puis

enfin

et

Les quantités — ^ m ^ 7 " ^ ^ et — ^à
m/J T^ ' doivent être égales à une

même quantité — P , et Ton a

y-^± + £,
y ^ v '

chaque point décrit encore une orbite keplérienne de foyer O. Les condi-
tions de possibilité sont données par les équations

(3)

THESE MEYER
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En tenant compte des relations

i= o,

il reste sn — 3 relations pour déterminer in — 3 paramètres de forme du
système (k étant donné).

On peut former des relations ne contenant que les masses m, et les
distances r-(j

(xt- xj) ( Y,- Yj) - Ln-yi) (X,^ X;) = o

ou

étant différent de « et y et

7/

On peut aussi remarquer que les équations de condition (3) expriment
que la fonction

? + ^ 2 mtm,rf, (M =

satisfait aux conditions du premier ordre.
Ses dérivées premières sont toutes nulles, comme il arrive dans la

recherche des maxima et minima.
Dans le cas de trois points; on a le résultat classique depuis Lagrange :

les trois points forment un triangle équilatéral.
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5. Étudions le cas de quatre points. On a entre les r les six équations

m (123) -î -î- -hm4(I24) A 4 - =o ,
( - ' H l r2-\.\ L'i4 r24j

„,..( i3a) I - i - - -^ -1 + ^(134) [ 4 - - - 5 - 1 =o,
LFi2 ' J1 J L r i 4 ' 3 4 J

Lri2 T\ i

I ~r~^T
L 7 12 r i 4

à 4- = 0,
L ' 2 4 riA J

L '2 t r i 4 J

Outre la relation
0 l
1 O

' rl
i rl
i r2,

qui exprime que les quatre points sont dans un plan, les r vérifient encore,
quelles que soient les masses, une relation obtenue par exemple en éliminant
m2? m3, mh entre les trois premières équations ci-dessus, et qui peut s'écrire
sous la forme symétrique :

-ï."i r , + r'

i r

(Cette relation nécessaire n^est pas suffisante : tout quadrilatère la véri-
fiant n'est pas une figure répondant au problème, car les masses placées aux
sommets ne seraient pas forcément positives. Prenons par exemple un
losange

on trouve les conditions
nu = m, >~ m

et en appelant <p Tangle de M, M^ avec Mi M2?

m ï \ 5 5 J l = /W, I 5—:—• I .

L 8 cos3 9 J -[ 8sinJç? J
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D'où

Des six équations du problème, on déduit facilement, en exprimant que les
masses sont positives, les résultats généraux suivants (Dziobek) :

a. Les quatre points M^, M2, M3, M4 forment un quadrilatère convexe :
chacune des diagonales M1M3 et M2M4 est supérieure à tous les côtés
M< Ma, MoM3, M3 M4, M< M4, et, de plus, les deux côtés extrêmes (le plus
grand et le plus petit) sont opposés.

b. L'un des points M, est intérieur au triangle Mi M2M3 ; et

M1Ma<MîM3<M3M1;

alors M3M* <^ M, M4 <^ M2M4, et dans chacun des triangles de sommet M4,
c'est le côté M1 M2 ou M2 M3 ouM^M, qui est le plus grand.

6. Développons complètement les calculs dans le cas des quatre points,
en supposant que trois d'entre eux aient des masses finies et que le qua-
trième (M*) ait au contraire une masse infiniment petite (m4 = o). Ce
dernier n'exerce aucune action sur les trois premiers qui, par suite, doivent
être, soit en ligne droite, soit aux sommets d'un triangle équilatéral.

Supposons d'abord que les trois masses finies soient en ligne droite; on
peut prendre cette droite pour axe des a?, et l'on a, pour déterminer les
coordonnées de M4, les deux équations :

(4) 2* \\\

[ ni* m* m* , ,~|

ou bien ^ 4 = o et l'on retrouve les solutions alignées précédemment
étudiées, ou bien on a les deux équations

m,

r 3 " ^ -3
24 '34n.

On peut prendre comme variables r14; r24, r.ih en ajoutant l'équation



d'où

A'2 x, mt r, 2 t

r À'3a?3 nx%r^ i 1 A'2 .07,

A*2 J%Ouand -^r-reste inférieur à la plus petite des quantités-^——et —->
^ ^ 2 4 r t n ™2/"23 ^ ' " î s

l'expression qui constitue le premier membre de la troisième équation
décroît de + oo à — oo : nous avons toujours une et une seule solution réelle
pour(r24> 7*14 j ''34)? donc deux solutions symétriques par rapport à y = o.

7. Supposons maintenant que les trois masses finies forment un triangle
équilatéral, dont nous prendrons le côté pour unité de longueur

Les coordonnées de ces trois masses sont (en prenant Ox parallèle à

Fig. 1.

y

\
M,

M, M2J
I

2

~ 2

0

M

" "M'

j

2 2

y<> ^ ^ • —

M
[

2

y/3
2

M

M
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On a de plus
r?4" M

m1 -f- m2 —

Les équations sont ici :

m,
M M

n.

i M

i mx — m*
* 2 M

— IVI xK = o,

•>'*— V M

ou, en prenant comme variables les r :

- r ï 4 - i ) +f = o,

la dernière des équations (6) exprimant que les quatre points sont dans un
plan. On a d'ailleurs :

- rj)
(43l) (4l2) (123)

On en déduit facilement que si aucune des masses miy m3, mz n'est nulle,
il ne peut y avoir de solution que dans les aires laissées en blanc (fig. 2); et
que de plus? pour toute solution,

Il en résulte que si les trois masses m^ m2, m3 restent finies, aucune
solution ne peut ni disparaître ni apparaître à Finfini.
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D^utre part, d'après les équations (5), aucun rne peut tendre vers zéro,
au moins tant qu'aucune des masses m{, m3? m3 ne tend vers zéro.

Enfin le déterminant fonctionnel des équations (5) par rapport à
et yA est

n ' 4 1 / V J h, t/ \ }

_ 3y

OU

,m.
J l

Or, des équations (6), nous tirons



avec
H R**3 2 r'.\ *'* jn.'ù

'\K ' 2 4 ^34
y

Le lieu des solutions doubles des équations (6) est donc

9 ttj n2 H3 t\.t tt2 n3 + Kj n3 -^—h n3 na ——h nx tt2 —
L - ' 1 4 ' 2 4 ' 3 4

1 2 \ / l 4 r 2 4 ' 2 4 r 3 4 r 3 4 r i * / J

Le cercle R1 = 1 5- = o correspond au cas limite m2 = m3 = o; et il

en est de même de R2 = o et R3 = o, qui correspondent à mz = ms = o et

II reste enfin la courbe (F) :

qui a, comme nous le verrons, des points réels.

8. Étudions dJabord le cas particulier m{ = mi = mz. Alors les deux pre-
mières équations (6) s'écrivent :

/ % f/ \ / o T l x \ r!44- r14r,4H- rL "1( r l t - r„) ( r w + r54) (3 - - j - - — - w ) 4- <4
 a

u " ^ = o,
L \ r \k '1\ ' 3 . 5 / " l 4 r 2 * J

On a

ou

ou

ou les

: ou

deux crochets nuls en même temps ; mais alors
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donc, si les trois distances ne sont pas égales, deux d'entre elles le sont; il
nous suffît d'étudier le cas riA = r2k : ccA = o et y* est racine de l'équation

3

Posons (en supprimant l'indice de j , puisqu'il ne peut y avoir d'ambiguïté) :

Alors

i/3 . y/3
£ > o, si y > Y ; £ < o, si y < -y-

•7' F s O 0 = 3-i-
2 £

6£

y

Fi

F',

F»

F',

30

o \

— oc

/3
6

Inflex

—

V/6

4

• \ -

V'3
6 4

,6 y/3

9 '

a /* 8

3

/

\

6

0

16

— 3/3
6

i6/3

9

56
25

0

/* 3 /

2

/* 3 ,

3 -h 6/3

/3 3 / 2

2 4

6

* ,e

+ 4

/ 3

9

?r

16/6\
20 /̂

V/3 ,
6 ~"

Inflex.

4
i

0 0

H- 00

/ f -hoc

THESE MEYEH,
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II y a donc pour x = o, et outre y = o trois racines en y ;

7~— 0,2390,

r ~ _ _ O j 9 3 5 2 )

y -=. 1,1800.

Fig. 3.

Donc, dans le cas particulier,

nous avons dix position de Lagrange : O; A, A', A"; B, B', B"; C, C'
et G".

9. Reprenons l'étude de la courbe (F), lieu des solutions doubles des
équations (5). Si nous prenons le point M3 pour origine des coordonnées,
<T) s'écrit :

r = R R R — H R v^ -5 K ^ V5 -5 1- H H y / ö ——5
' a

Plaçons-nous, d'abord, dans Taire (C) qui contient la solutionC : R4 et R2



sont positifs, R3 négatif; de plus "—,—— < i ; et Ton peut écrire
rrih

' 2

3 f R,(,r — y
r5

L r i \
r5

24

Posons cc— pcosö, j = p sinô (p :=r34). Quand nous nous déplaçons sur

un cercle p = const.? ô variant de ^ r à ^ , R4 croît, r44 croît et y — \j3a;

décroît; le premier facteur du premier terme atteint son minimum sur
27T

= -5-; ce minimum

(pl+p + i)*

croît de o à 1 — —T=- quand p croît de o à i ; le facteur étudié est donc tou-

jours positif. Le second facteur est la somme des deux quantités

toujours positives dans (C). Le premier terme reste positif dans (C).
En raison de la symétrie évidente de (F) par rapport à l'axe M3y, nous

pourrons étudier les autres termes, seulement dans la moitié de (C) pour
laquelle x<^ o. Alors, r44<^ra4, R1<^R2 : le second terme est positif. En
tenant compte de la relation

nous voyons que le coefficient de R 3 j est négatif; donc le terme entier est
positif. Reste à étudier le coefficient de R^ac : son premier terme croît tou-
jours, et son second décroît toujours quand on se déplace sur p =1 const. de
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Q— - ^ à 6 = o;le coefficient étudié sera donc toujours supérieur à sa valeur

sur 9 = -5-j qui n'est pas toujours positive; mais sans détruire le raisonne-

ment, nous pouvons prendre dans le second terme

3\1$ a.y -+- y/3 R{

la première partie est positive, et la deuxième permet d'écrire, comme coef-
3ficient de -R3a;,

et l'écrire

3 y/3

4

ri,

H 3

qui, pour Q = -y > prend la valeur

;i'[< - O (1

mais si o <^ p
- 3

p2)2 —i>-p(H-p),2 '

P 2 ) ( Y -H5p j

En définitive, (F) n'a aucun point réel dans l'aire(C) : la solution C existe
seule, dans cette aire pour tous rapports des masses finies. Il en est de même
de C' et de C" dans leurs aires respectives.

Plaçons-nous maintenant dans l'aire (B) qui contient la solution B. Cette
aire se trouve divisée en deux parties par le cercle (y) circonscrit au
triangle M, M3M3 : soient (B,) la partie intérieure à ce cercle, et (B3) la
partie extérieure.
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Plaçons-nous d'abord dans (B2). Nous pouvons écrire :

3 ^ - If
Ji

'Is
-R,R 2 H- ViR, G' —

' i

Étudions le coefficient de R3 : l'expression R4 — — ̂  r~^> quand

on se déplace sur un cercle r14 = const., atteint sa valeur minimum sur le
cercle (y) ; les coordonnées d'un point de ce cercle peuvent s'écrire :

et la valeur minimum étudiée est :

- ( i -hV3 sinö — cosô)

qui décroît toujours, de +oo à o3 quand 0 croît de — ^ à ~\ on a donc

p Jï{y±^Ù^ y/3 ( j+y/3^)

et de même
n , /QCX — V ^ ) ^ V'3 ( j — y/3a?)K V ^ >

D'autre part - ^ ^ — ^ - est égal à \ [p3 étant le rayon du cercle qui
r'\hrTi\ PTt

passe par M,, M2, et le point (a?, j ) ] ; cette quantité, dans (B2) reste com-
prise entre 3 et 4. Donc; le terme en R3 reste toujours positif dans (B2).

Considérons, maintenant, le coefficient de la quantité positive

— s/3 J 3 v ; les expressions J ^ v
 3

 y et ^—2
 v

 3
 7 restent comprises

''H^'f! ' 1 * ' 3 4
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entre i et 3, le coefficient étudié est donc supérieur à

- R, R5 + ^ R^ILZ^Ef + V^R; 7 + ^

a L S 2 ' IL J 2

et reste positif dans (B2). Par conséquent, F reste positive dans (Ba).
Plaçons-nous alors dans (B,), ou plus exactement dans la moitié (B',)

de (B1 ) pour laquelle cc^> o. Nous pouvons écrire :

4

L
\ (y + y^V

Remarquons, d'abord, que a .a ̂  et ^J
 a

 v\.À
X' restent compris

entre '3 et 4.
Puis, considérons Fexpression

14

' ;i
(o<X<„

et déplaçons-nous sur un cercle (K) passant par M, et M2 :

—1=0

ce cercle balayera (B,) quand [x variera de o à^ | - h la quantité que nous

diétudions est :

avec

« = 7 - h i - , ux<: u < o , w , =
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Par la suite, nous serons amenés à poser J'3 — u . = —-—; alors
3 r v . r tanga'

a \

Nous avons le tableau de valeurs :

F' - F -

de plus, — [jiw, est une fonction croissante de [/. et

II en résulte que si

(1 —

F est toujours positive sur le cercle ( K ) . Soit X, la valeur limite obtenue;
en introduisant vA =—y K et correspondant à uiy nous avons

2^/3^-3

fonction qui croît de o à — i = 0,5396, quand vx varie de 1 à ~~~ • Sur

chacun des cercles (K) nous avons la relation

Considérons, de même,

sur le même cercle ; nous pouvons poser

>' = — y—~- psini
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avec

Nous avons

7T 7T
<<

= -A- cos (ö — ̂  sîn (0 - «).

Soit G l'expression étudiée, sa dérivée par rapport à 6 a, dans l'inter-
valle utile, le signe de

(3 — 3 1 — > 5-h 3 (1

ou de

H- ^ ? 3cos0 cosfô — ~) sin (Ô - ex) - sin 0 cosf 20— « — £Y | ;sina | V 6/ \ 6 /J'

3
la première forme montre que si X < ^ ; cette dérivée croît avec 9,

3 + ^ 3
et nous avons le tableau de valeurs :

signe (1 — 3 A) 3 C O S - - —
'2 ce

cos —
[ 3 cos 2 h v/3 sin - cos - -+-1

a a 2 J

oo, signe (3À — i) i — r — — l( y^3 + t a n g - )
L 2 \ 3 / J

Or, dans notre intervalle

3 -+- v''3 tang -
< 1 — •

^ -h \/3 tang —h tang2 - 8 cos3 -

( la première de ces expériences décroît de 0̂— = o, 763 à o, 70, quand
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- varie de — à \ tandis que la deuxième décroît de

Nous serons assuré que G sera décroissant et restera positif sur le demi-
cercle (K) pour lequel x > o si X > X2,

.-h tang^

A3 est d'ailleurs une fonction de a qui décroît de -—^2x * ' = o,497

^ ï ( l ~ ) ~ °?4°4» quand a varie de ^ à —? ou vA de î à ^y-* On a donc

Par suite

Or

En effet, nous avons le tableau suivant :

1-1,

I

o,5o3

i

s
\

i,13675

0,58548

o,5

/

\

3

0

0

= I , I 5 5

,596

,46o

Le coefficient de —R^ est donc positif. Celui de —\/3-—^— est la
somme de deux termes :

< o

THÈSE MEYER.
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et

Le second terme de F est donc positif.
En définitive la courbe (L) n'a pas de points réels dans Taire (B) : la

solution B subsiste toujours? et seule dans cette aire. Il en est de même de B'
et B" dans leurs aires respectives.

Les six solutions, extérieures au triangle M4M2M3, trouvées dans le cas
m{ = m2 = m3, subsistent pour tous rapports des masses.

Avant d'étudier (T) à l'intérieur du triangle M1MaM3, nous ferons
deux remarques. D'abord, la courbe n'a, sur les côtés du triangle, aucun
point en dehors des sommets; en effet, faisons d3 = y3 ( 2 ^ + y 3 ) = o,
nous obtenons

d'où
ï \ 2 =o (qui donne M4 et M2)

et

Entre les points M̂  et M2

d'où
(y

4

qui n'a pas de racine entre — - et i .
Avant M1

d'où

qui n'a pas de racine positive.
Remarquons encore que les points M1,M2?M3 sont des points isolésde(F)',

en effet, au voisinage de M3, nous avons, en posant cc= p cosô, y = p sin6,

3
- p4 ( 7 sin2 9 -\-n cos2 ô ) H-.. . = o.
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Étudions enfin (F) à l'intérieur du triangle; plaçons-nous, plus particu-
lièrement sur la bissectrice x = o (axe de symétrie de F) : rih = r 2 4 . L'équa-
tion qui donne les y des points de la courbe se décompose :

L'origine de ce fait est la suivante : les équations (5) sont de la forme

leur déterminant fonctionnel est

(PU (PU / â2U \ 2

si a? = o ,

alors -3-r fournit R1 — -—^- et - n , lautre facteur.

L'expression
2 3\/3

r2 4 — y -h i
j 2 J

s'annule pour ^^=o, et pour une seule autre valeur de yy comprise entre
V/3

- T e t o :

y ==.— 0,37233.

Soit P le point correspondant.
Considérons maintenant le second facteur

Dans le cas particulieroù nous nous sommes placés (étude de F sur a? = o)?

m, = m2 ; nous pouvons poser

1 — u.
^ — l~j
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Les solutions de Lagrange pour lesquelles x = o sont données par l'équation

(7)

ou

y/3

Cette équation aura une racine double, si nous avons aussi

L'élimination du rapport — donne, comme nous le savions a priori,

l'expression que nous devons étudier. Or, il est facile de suivre l'évolution
des solutions de (7) suivant les valeurs de [/.. Posons (e\i > o) :

ug J

i = i -4- -Sr»

y

A

-,

O -—
2

—

4

o \ —(i—^"V"

2

H-

0

- h

'$ g

6

i

•3)

2

8^/3

9

0

_

-t-oo

-f-

00

+ X

0

-hoo

de plus
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Les cas extrêmes, et le cas [L= >̂ ont l'allure suivante t

Fig 4.

Nous voyons que pour une valeur de fx, comprise entre ~ et 1, les deux

courbes sont tangentes : les solutions A et O viennent se confondre en une

solution double (pour disparaître quand [x croît )? située en — 5̂- et — — •

y— — 0,72574. Soit Q le point correspondant.

Les valeurs de [xqui correspondent aux points P et Q sont

p P = O , 11960, ixQ= o, 42342.

Si nous tenons compte de l'existence de trois axes de symétrie à 1200 les
uns des autres, nous voyons que (F) est une petite courbe entourant le
centre du triangle M< M3 M3.

Quand les trois masses sont voisines de l'égalité, les dix solutions trou-
vées subsistent; quand cette égalité se trouve suffisamment rompue, deux
des solutions intérieures au triangle disparaissent et il ne reste plus que huit
solutions.

Examinons pour terminer les cas limites :

a. Une des masses, mÀ par exemple, tend vers zéro : B tend vers le
sommet du second triangle équilatéral de base M, M2: A, C' et G' tendent
vers les solutions alignées du problème restreint des trois corps ; deux des
trois solutions O, A' et A" ont disparu ; celle qui reste, ainsi que B', B" et C,
tendent vers M3*, en posant o;=pcos6, j = p s i n 6 (l'origine étant M3),



— 38

nous avons
m.

; 3 COS20 — s in2 0 ) -h p . - . ( ^ 3 cos2# -h sin2 0 ) + p . . .

>

et nous voyons que les solutions de Lagrange tendent vers M3 de telle sorte
que, à la limite,

taner 2 0 = v/3 —- :

aucune difficulté ne se présente, tant que le rapport — reste fini et non nul,

c'est-à-dire tant que la seule masse mz tend vers zéro.

è. Deux des masses, mA et m2 par exemple, tendent vers zéro : toutes les
solutions de Lagrange tendent vers le cercle p =/*34 = i. Si nous posons
p — i -+- £? nous avons

m 2

I 4/

mx

avec

r | 4 = z ( i 4 - £) [2 -h vy3 sinö — cosö] H- e2.

Les trois dénominateurs sont nuls pour 6 = -=- et 9 =

Si nous posons 6 = — + «, nous obtenons

quand /^ et m2 tendent vers zéro, - tend vers zéro par valeurs négatives et
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nous avons
/3m* 3 y/3

G'et A" tendent vers MM tangentiellement à M< M3 ; de même A' et C"
tendent vers M2> tangentiellement à M2M3 ; O et A ont d'ailleurs disparu.

Si 0 est différent de ~ et -^> le dénominateur de m3 est différent de zéro ;

Fig. 5.

les positions limites de B, B', B" etC sont données par la relation

— (t — - i - — ~ \ (y/3 cos9 — si

\ h = 2 -h cosö, ? 4 = 2 H- y/3 sinö —

Ces positions dépendent de la valeur de ^ et évoluent comme l'indique

la figure 5.

10. Le cas symétrique, où les masses finies sont égales, peut être géné-
ralisé (Lindow) : n masses égales forment une figure de Lagrange quand
on les dispose aux sommets d'un polygone régulier de n côtés; posons

, = /tt2= . . . =mn— — et prenons le rayon du cercle circonscrit pourm



unité de longueur

y=. COS-

k= Sin

sin(*—/)-

on a alors

Considérons alors une masse infinitésimale M de coordonnées polaires p
et 6, et soumise à Faction newtonienne de ces n masses; en posant

k. — O 2 p COS ( — Q
\ n

les équations qui déterminent la position de M sont

cos •£_,)Q ) — p

d\J
i n ( 2 — ^ —0 )

-=• — O.

I — 2 p COS ( 0 ) - h p 2

Or, en utilisant les coefficients b^ de Laplace et remarquant que

si X n'est pas un multiple de n, et
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on obtient pour p <^ i

n — \

V —V * ~n\- b^ -f- binï cosnO + b^ cosznd -+-... ,
^ / Z 2 *^ zA a L2 J

o y / ^ 0 j + 2

mais
, 2

-p2sin2a)2

on déduit

Y =2 f (ikit A
t / I — 2 p COS I 0 J -h p2

71

4re0£

,2/y i — 2 p " sinzncc

d'où

dU 4 ^ 2 • r C sm2 / la i — p2 r tsm4 / ia ,
- ^ 7 = — ~ — p n s m n 9 I p r-r ö 9̂  • AW ia " a -
<77 7T A i / j p2 sin2 ce L1 — 2 pn smin at cos n y-\-p sin oc y

Or,

V ( P , Ö ) = ^

d'où

dU(p, 0) __ i

Donc, si p T^ i, -jg n'est nul que si sin/iô = o, c'est-à-dire 6 = -^- •

Reste le cas p = i, mais l'élément différentiel de l'intégrale qui donne -^

reste fini et continu en p pour p = i f sauf naturellement pour 6 = —? \ et

de plus positif; donc pour p = i, -^ ne s'annule que pour 6 = — TI.

En définitive, M doit se trouver, soit sur le rayon vecteur d'une des

masses finies ( 8 = —- J» soit sur la bissectrice de deux de ces rayons vec-

/A 2A-I-I \
teurs 9 = u )•

V rt J

Considérons d'abord le cas 9 = ; p <^ i.

THliSE MEYER.



On a

â\J K o 2/i f2 p psin'2a H-pKsin2"a
dp 7T ,

quantité toujours positive.

Soit maintenant 0 = <1—^-\ o > i .

1 2 « p ' M sin'z"al
" o . , ^ (i —p«sin««)2

(1 — p 2 sm 2 a) i v ' ' |

UP1— !

p n - h sin2/icc i 3/zpre*"1sin

. | p B — s i n * B « , a . 2 x
; IP S i n a^

^ = U l - U t .

Il est facile de vérifier que, entre i et + oo, U1 croît d'une quantité finie

à + oo? tandis que U2 décroît de + oo à o ; l'équation — = o a donc dans

cet intervalle une et une seule racine.

Soit maintenant 0 = -—— T.

*~o 4 / i —

n
(2k -h I)TI

f (2A-+I)7T ,~P
1 — 2 p COS h p2

Si p < i,
T:

K'2 „ <zn r l i i — p « s i n 2 " a
0"^ / l- ;

fi — p2 sin2 a * + P^ sinÎB a

dp " TU
2. f* f P s i n 2 a £ ~ P" sin2'1 a
TU / , 9 • 9 xl i + p^sin-"a

^o L(£ — p 2 s in 2 a) 2 l

doc.

Si p est très petit ?
dU
— -
dp

donc positif et croissant.

i
) p h . .



Pour

au
dp

dU
ûp

?'-

l

4

M

= i , on

I

s m -

a

l

n

i

71

n

n— )

Zd . (

1

. 27T

2 / 1

2 A' -

]

sin

-

ri

[

3TT+*

in

. in — 2

2 t t

Ï I
. 2 tt — 1 I

Sin 7T I
2/2 J

Cette quantité est toujours négative.
Pour p > i,

lJ_^K2
 2 M T i_

~ n 2 ?* J 0 vV2— s i
pn— sin2"

sin2 a pn-hsin*»a

7̂(p

8 a )

i 2/ip""1 sin2" a l

• , XTT (pn+sin2"a)2

Quand p augmente indéfiniment, -r- a pour valeur asymptotique /iK2p à

laquelle elle reste d'ailleurs toujours inférieure.

Il y a donc toujours une racine de -*-' entre + £ et i? et une autre entre

i et +oo. Il semble d'ailleurs que ce soient les seules.
Voici leurs valeurs pour les cas les plus simples (Lindow) :

e
n. n

3 2,o4382

k i,88o46

5 1,78288

6 1,71728

7 1,67000

8 i,6343o

O,4I38Q

0,69738
0,82218

o,88432
0,91899
0,94014

I561979

1,60241

1,69792

1,59224

1,584i2

x,57452

11. 11 est d'ailleurs possible d'obtenir des figures de Lagrange relative-
ment compliquées, à condition qu'elles soient matériellement symétriques
par rapport à chacune des droites qui joint Tune des masses au centre de
gravité O; en passant en coordonnées polaires, les équations du problème



_ kk —

sont :

= 0

= i, 2, . . . , n\

Puisque la figure est matériellement symétrique par rapport à chaque
droite M^O, les équations en sin(Oy—94*) sont satisfaites; certaines des
équations en cos(8y-— 6;) sont d'ailleurs identiques. Prenons par exemple
avec M. Longley, n — kl masses disposées sur / cercles concentriques,
les k masses qui sont sur le cercle de rayon rt étant égales : les k équations
correspondant à ces k masses sont identiques; il reste donc / équations
pour déterminer K2 et les rapports de /— i rayons à l'un d'eux.

Bornons-nous, pour développer les calculs, au cas de huit masses sur
deux cercles (Longley) :

Premier cas : Quatre masses m sur le cercle de rayon r, quatre masses M

Fig. 6.

6

sur le cercle de rayon R > r, chaque masse m a même angle polaire qu'une
masse M, on obtient les deux équations



En éliminant K2

M [ 4 ( ~^"—

[ R / i \J£\ r

7îU + ~ A P ^

K
( R -

r

rf (R
R
+ rf

r 2 R r

Deuxième cas : Les huit mêmes masses, mais les rayons vecteurs d'un

Fig. 7.

système de quatre masses sont les bissectrices de l'autre système :

M R— r-

L ( r 2 -

En éliminant K2, on a la relation

• R*)* R 2 )
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On obtient, par exemple,

R
r* 2. 5. 10.

M ( Premier cas o,2636 9^914 3o858i4
m ( Deuxième cas. . . . 2,622 I fM97 33o,37

12. Les masses sont dans Vespace. — Supposons enfin que les Mt ne soient
pas dans un plan (v>4). Les équations (I) montrent que X2/> ?̂ X

2grr, X2;p

sont de la forme •=-; donc /?, q1 r restent proportionnels pendant tout le

mouvement : la rotation a une direction fixe que nous pouvons prendre
pour axe des O^ (p = q = o).

Les équations (I) deviennent alors

(Ibis)

On déduit comme au paragraphe 4

Ck*r)'=o;
mais alors,

^ 2 r 2 = — et X2

À

par suite : ou bien
1 =zconst. = i

r étant aussi une constante co ; ou bien

Si X = const., r = 00, les troisièmes des équations (I bis) s^écrivent

ij - — n = O,

d'où Ton déduit

ce qui est impossible.
Si r = o , il reste ~k2~kf/— — K2 (mouvement rectiligne keplérien de



chaque Mt), avec les équations de conditions

2 Z I %l

En tenant compte des six relations,

et

on a (3/i — 6) relations pour déterminer (3 n — 6) paramètres de forme
(K étant donné).

On peut former les relations

) l

Zj I (X.-: (Y,

OU

V mk(ijhk)\ ~ ~ U=o (A différent de ij\ h)y

ou remarquer que les équations de conditions expriment que la fonction

- — y^rrtjrt,

satisfait aux conditions du premier ordre.
Dans le cas de quatre points, tous les rtJ sont égaux : les points forment

un tétraèdre régulier.

13. Considérons le cas de quatre masses finies égales M4, M2? M3? M4 et
d'une masse infinitésimale M; nous nous bornerons au cas où les quatre
premières se placent aux sommets d'un tétraèdre régulier; on peut poser,
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en prenant le côté de ce tétraèdre pour unité de longueur

m i —

— o,

3

V/3
"" 6 '

m 2 = : 77

Jï —

i3=z7n4=i;

i

V/6.
4 '

V/6
1 2 '

V/6
12"'

alors K2 = 4-
La position de M est déterminée par les équations

n

y y H—
y y y 2 J i

v/6 v/6 v/6 v/S
V ^ - + - — ^ + — JS + —
4 12 12 12
L H 1 1

avec

v/3V
6

c'est-à-dire les relations

> x z^z r1-\~ r\ — 2 rg Î



on en déduit les équations

i ir
~ r 2 ) 3 + 7iï "^ 3 + ^ " 4 + r 5 - " ^ ) =

Lri r2 r3 r4 J \r3 '2/

et par suite, ou bien

ou bien trois des r sont égaux; on peut alors se borner au cas
les s de points cherchés sont donnés par

=y = o et

i2 ;

Posons

1 2

4

£>o, •; £ < o , s i z < V

Alors,

«r_ ^= 4 2 Ê

v/6\r / v^VI
I 2 / L V ' 2 / - I . u l - -

7 2

6e

THESE MEYIÎR.
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z

w,

u\2

— (

o \

00

ïnfiex. N

-h

) - 4

3
V/6/

/ fl /

J H ; 4 -

^ 3 \fç> ,

t (
9

3 ^ 2 V 3

2^~9~

8

3

^ 12 '2 y

\ Inflex.

) v
4' ~^"°

o

- h

o jfl H- oo

II y a donc pour x —y = o, et outre 3 — o? trois racines en 2 (fîg- 8).

Fig. 8.

14. Pour terminer, nous déduirons de la théorie ci-dessus les résultats
obtenus par M. Erich Brehm : considérons cinq masses M*, Ma, M3? M4; M5

et cherchons les configurations dans lesquelles deux des distances sont
égales, par exemple r, a = 7% A = a.

Les équations

( - i - - - i - ) = o,
V 2 5 ' a s /

~ - pr) = o

nous montre que deux cas sont possibles :
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i° (2345) = o. Les quatre points 2, 3, 4> 5 sont dans un même plan,
ce qui entraîne par la considération de toutes les équations contenant
(2345) ou (2354) ou (2453) ou (3452),

Considérons d'abord le premier cas : les cinq points matériels sont les
sommets d'une pyramide quadrangulaire dont les arêtes latérales sont
égales; le quadrilatère de base est inscriptible et par suite convexe; il reste
les six équations

Si l'on écrit les équations qui ne contiennent que les distances mutuelles
des points M2? M3, M4? M5? telles que

ou encore, plus simplement,

[(234) exprimant le double de la surface M2, M3, M4], on voit que ces
quatre masses réalisent une configuration de Dziobek, précédemment
étudiée.
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On a alors, pour déterminer a, les équations

L \ / 1 I l \ / t

a r \ ! \ a

i

qui se réduisent manifestement aux deux premières, celles-ci étant compa-
tibles en vertu de la relation

Enfin les équations aux ^ donnent

K2 = — ( m± -h ?nm 4- m j -h rnf -h m , ) = — •

Examinons maintenant le deuxième cas. Nous avons, entre autres, les
équations

satisfaites si

car

ou bien si
45)^ : - (1345)

Dans cette dernière hypothèse, il faut ou bien que

(les cinq points sont dans un plan, ce que nous ne supposons pas) ou bien

on en déduit facilement que cette configuration ne peut se présenter que si

s = m et m{ = m, =
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Alors on a
i i

i ri, aà

avec -7^ + -rr = a\TT a v e u 7— - i - —?r-

m t 6 x i 4 3

Reprenons rapidement le cas général w2 = m3 ; il reste les six équations

on en tire les relations indépendantes des m :

qui se réduisent à deux par addition ; et les relations

i i i i i

51 ___ (ia34) ~s ~ b~' _ (ia34) F' ~ ^
i i (i245) i i (is45) 1 1

r >l5 C r 4 5 C r t 5 r .

I l I I I I

?* ( is35) / j t a ' ( i235) a
m (i?45) 1 i (1245) 1 1 (1o^5 ) 1 1

( s

^ ^ (2345) 7J7 ~ 6 _ (2345) 7f,
45 ( 4 5



auxquelles il faut joindre la relation qui exprime que les cinq points sont
dans un espace à trois dimensions :

ou
I

o

a2

"?*
«2

O

I

I

I

I

I

I

a2

0

62

c2

I

o

a2

a2

i

r-

b*

0

ri,

I

a2

-h r 2
2 3

0 I

1 0

i r?

soient six équations homogènes pour sept quantités; on a, d'autre part (en
prenant les équations en -s),

bà
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CHAPITRE IL
SOLUTIONS PÉRIODIQUES

AUTOUR DES POSITIONS D'ÉQUILIBRE RELATIF

PREMIÈRE APPROXIMATION.

SOMMAIRE.

15. Equations générales du problème.
16. Étude de A (A*) = o.
17. Étude de A(#2) = o.
18. Cas où les masses sont alignées.
19. Applications : trois masses finies en triangle équilatéral.
20. Trois masses finies alignées.
Si. Exemple numérique (E. Strömgren).
22. Problème restreint (une des masses est nulle).
23. Étude particulière du problème restreint dans le cas où les masses sont alignées : P est

toujours supérieur à i.
24. Extension au cas où les masses étant alignées sont finies : les racines de A( / Î 2 ) = o, autres

que o et — i sont inférieures à — T .
25. Trajectoire de la masse nulle dans le cas aligné du problème restreint. Application :

V = 2 + I .

2G. Cas équilatéral du problème restreint des trois corps.
27. Problème restreint des quatre corps : trois masses finies égales et une masse nulle.

Toutes les masses sont alignées; les masses finies sont alignées; les masses finies sont
en triangle équilatéral.

28. Problème restreint rn± = o, m* = mó = ——^-, m4 = JJL. Solutions voisines des positions

d'équilibre relatif situées sur l'axe de symétrie.

Existe-t-il des solutions du problème des n corps qui, par déformation
continue, peuvent se réduire aux solutions de Lagrange étudiées dans le
Chapitre précédent? En particulier, existe-t-il des solutions périodiques
satisfaisant à cette condition?

Nous étudierons, ici, le cas où X = const., c'est-à-dire le cas où les
solutions de Lagrange sont des positions d'équilibre relatif, le système total
étant alors animé d'une rotation constante to.
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15. Nous prendrons un système d'axes rectangulaires Oxyz : l'origine O
sera le centre de gravité des masses M; en équilibre relatif, et pourra être
considérée comme fixe-, O^ sera la perpendiculaire au plan de ces Mt et sera
fixe dans l'espace ; les axes Ox et O y seront fixes dans le plan des M; et par
suite animés d'une vitesse de rotation co autour de O s ; on supposera les
unités choisies de telle sorte que la constante de gravitation et la vitesse de
rotation w soient égales à l'unité; les équations du mouvement seront

(3)

avec

d'2xt djt i àF
dt2 dt mt dxt

d2yt dxt i ÓF

df-

t = i , 2 , 3 , . . . , n)

ti rrtj

On a d'ailleurs les relations

m}Xi= o,

et l'intégrale de Jacobi

Nous poserons

mijt— o,

2 l\dt J \dt J \dt \

ou
Xi— •

On obtient
rrj=(u~ Uj){Vi—

(9)

~dF
dH>£

d^
dt2

I dut 2 ^F
i V— i —r~ = r~>

ai nii öVi
I dvi 2 6?F

' V — l -j: — — X 7 '

THKSB MEYER.



— 58 —

Soient ut = an vt = bn zL = o une solution de Lagrange (équilibre relatif) ;

nous poserons

£ et S étant des paramètres, pour l'instant, arbitraires, £,, Tjo £, et T les nou-
velles variables.

On a d'ailleurs

V mI{al—aJ)plJ=o,

en posant

les équations (8) deviennent alors

(10)

3 (^"^z)2 3 (£ i-g /)(r ) i-
8 bt-b, 4 «,-«/

i 5

Pour t = 0 = o, les équations du mouvement se réduisent à
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Le système se décompose alors en deux systèmes linéaires à coefficients
constants : les équations aux £,-; et les équations aux E, et 7j£%

16. Étude du système aux £•. — Posons

p ^ p

On a

\ quantités réelles).

La solution générale, de la forme ^ = X,-^, est donnée par les équations

( 1 2 )

et

P31
= o.

L'équation À(A2) se réduit à une équation en S = —h2 (multiplier les
lignes par \jm^ sjm<^ . . . et diviser les colonnes par ces mêmes quantités) :
celle de l'hyperquadrique

-h p i • • . = 0.

Il en résulte que l'équation en h} a toutes ses racines réelles et non positives.
Il est d'ailleurs évident que A(A2) = o admet la racine h* = o (remplacer

une colonne par la somme des colonnes). Mais alors les ~kt sont tous égaux et
ne peuvent satisfaire à la condition SmfXf = o [conséquence de Sm^/ = o]
que si A/ = o : on retombe sur la solution de Lagrange d'où Ton est parti.

D'ailleurs, multiplions les équations (12) par m( et faisons leur somme;
en tenant compte de Z(m,Pl7 = o, on obtient

et l'on voit que, pour toute racine de À(A2) = o, autre que h2 = o, la con-
dition 2/WiXj = o est satisfaite.

Multiplions les équations (12) par mta, (ou par mtbi) et tenons compte
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des relations d'équilibre qui s'écrivent ainsi :

ou
2-

mt at — y m f dj vjx = o,

et des relations

on obtient

En multipliant de même par m,#i(ou rn^bt) les lignes de À(A2) = o, on
voit que h'2 = — i est une racine simple si les M,- sont alignés (les a,- sont
alors proportionnels aux bt) et double si les Mj ne sont pas en ligne droite.

Dans le premier cas, on peut prendre X; = Xa,; dans le deuxième cas,
A- = Xa^+ |JL6J; cela correspond à la possibilité de mouvement deLagrange
suivant des coniques semblables.

Pour les racines différentes de h2 = — i, les X,- satisfont aux relations

Dans tous les cas, il existe des solutions périodiques pour lesquelles
Ç; = Y),- = o et les ti sont des fonctions sinusoïdales de T.

17. Étude du système aux £,- et Y],. — Les P;/- et P/, ayant la même signifi-
cation que ci-dessus, posons

les P' et les P" sont des quantités conjuguées.
Les équations aux $ et r\ sont alors
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La solution générale, de la forme

est donnée par les équations

et

1 p
2 "

' P
9. !*•••

a 1 ' 1

Multiplions les colonnes de A(g2) par /m, , \Jm^ . . ., ^mi.\fm2y . . ., et
divisons les lignes par les mêmes quantités ; si nous changeons alors >J— i
en — y— *? les lignes et les colonnes s'intervertissent : A(^*2) = o a donc
ses coefficients réels. Changeons g en —gy quelques permutations faciles
de lignes, puis de colonnes, conduisent à un nouveau déterminant où les
lignes et les colonnes sont interverties : Péquation est donc une équation de
degré in en g2.

Une racine positive en g2 ou deux racines conjuguées fournissent pour g
des couples de la forme a -f- p sf— i, — a -+- [3 \J— i, auxquels correspondent
les constantes

A;-hA';y/~, B ; + B ; V ~
et

B ; - B; V / =

et la solution

^ = (BJ+ Bîy/^7) CW-

Les -̂ et yjt sont conjuguées et conduisent 'à une solution réelle en xi et yit



On aura une solution périodique réelle (a?,-,y,-; e t ^ = o)s i (3 = o, c'est-
à-dire si Ton a pris une racine positive de l'équation en g1.

A une racine négative en g- correspondent deux racines [3 y — l e t

— {3 \]— i ; la première, par exemple, conduit à la solution

h= (À'-h A' y C T ) <^T , Vi= ( A ' ~ À' V
/Zr^> e-?T,

£; et Yjj encore conjuguées, mais ne fournissent pas de solution périodique.
Utilisant les relations

et les relations (déduites des conditions d'équilibre relatif)

ou
51 _miaiPij=mja;=

En multiplant les n premières lignes par m,, m2? . . ., m7i et en ajoutant,
on obtient une ligne qui contient (g* + i)2 en facteur; en opérant de même
avec les n dernières, on met en évidence le facteur (g1 — i)2 ; en multipliant
les n premières lignes par mi bt1 m2b2 . . . , et additionnant, on obtient une
nouvelle ligne :

m^bÀ ^ + ( ^ + I ) s I mtbA ^ + (£'4-0*1, . . . , -m.a^ - msas, . . . ,

en multipliant les n dernières par mxas, /^2a2? . . ., on obtient de même

- w i i & i , - m s 6 S ) . . . , m L a A ^ h ( # — 0 * , ^ * û t > I ^ + ( é ' — O M • • • >

ces deux lignes deviennent identiques si

c'est-à-dire
^ = ^ 0 OU
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L'équation admet donc la racine triple g2 — i et la racine simple g2 = o.
Considérons, par exemple, g*= i : on peut prendre les Al- = o et les B,

égaux, mais alors la relation E/W/B/ = o n'est vérifiée que si B, = o.
On peut prendre aussi

alors, la racine g = — i donnera —3p,a^et \ibh et Ton aura une solution
réelle en prenant pour X et [/, deux quantités conjuguées; ce dernier cas
correspond aux mouvements de Lagrange suivant des coniques semblables.

Les n premières équations (i3), multipliées par m]y m2, . . ., conduisent
à la relation

les n dernières conduisent de même à

on en conclut que, pour toute racine autre que dzi , les conditions néces-
saires

sont satisfaites.
Considérons maintenant g2 = o ; on peut prendre alors

pour que ,̂ et Y],- soient conjugués, il faut que A soit imaginaire pure.
Cette racine correspond au fait qu'on peut faire tourner le système d'un

angle arbitraire sans rompre l'équilibre relatif.
En multipliant les n premières équations par mAbAj m2b2, . . ., on

obtient

de même, les n dernières multipliées, par mK ax ̂  m%a%, . . . , donnent

- + ( ^ —i)2 V mtatBi-Jr - V mibi^i= °i
[_ 2 J ^ " i 2 ^» i

pour toute autre racine que zh i et o, on a les relations



En définitive, on aura de nouvelles solutions périodiques voisines des
positions d'équilibre relatif en prenant :

i° Les racines de A(Aa), différentes de o et de — i ;
2° Les racines réelles de À(g*2), différentes de o et de ± i.

18. Dans le cas où les masses M* sont en ligne droite, en prenant cette
droite pour axe O ce,

ai~bi=a;? (réel)

et

Soit h2 une racine de A(A2), il lui correspond des X, donnés par

(12) hh*-

ou

Multiplions les n premières équations (i3) par m,X;; de même, les n der-
nières; il vient

l'équation en g admet donc les racines de

o

cette équation a une racine positive si h2 <^ — x et deux si — i < h2 <̂
(ce dernier cas ne peut d1 ailleurs pas se présenter comme nous le mon-
trerons par la suite); d'ailleurs, pour les racines de A (g*) autres que celles
de (e),

Dans le cas où les M, sont en ligne droite, il suffît donc de pouvoir
résoudre A(&2) = o.

19. Appliquons cette première approximation à quelques exemples.
D'abord, au problème des trois corps.
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Supposons que les trois masses ne soient pas en ligne droite; la
figure d'équilibre relatif est le triangle équilatéral, et les coordonnées de
M,, M2, M3 peuvent être prises égales à

avec
mL-\- mâ-f- m, = i (pour avoir K 2 = i),

on a

Si nous posons j = 1- (racine cubique de l'unité), nous

avons

puis

l'équation en h? n'a que les solutions banales (o et dz i ) ; l'équation en g2

n'aura d'autres solutions que si
i

mi J7Z2 -h mt mz -h m> mx < —

Ï, y m2} m2 sont les rapports des trois masses à la masse totale

si ces quantités représentent les masses, l'unité étant quelconque, la rela-
tion ci-dessus devient, en rétablissant l'homogénéité,

La distance du centre de gravité O au centre du triangle est

12

THES 15 MEYER.
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la condition trouvée s'interprète donc géométriquement ainsi : le centre de
gravité des trois masses doit être extérieur au cercle concentrique au

triangle et de rayon 4 /— (le côté étant l'unité et le rayon du cercle

circonscrit i/~ Y

Cette condition étant remplie, nous aurons deux solutions positives g/J

etg1"2, donc, deux groupes de solutions périodiques de périodes—?- et —„*
8 8

Pour calculer les coefficients A,- et B,, nous avons d'abord les relations

2 mt A/ = o et ^ niibiki=o

qui donnent
A, _ A:i = A3 ^}^

et

^^ iiBi=o et ymLaihL=o

qui donnent

mzmlj'
__

On peut déterminer \ et [/., les équations (i3) fournissant les deux
relations

~f-i)2-h M + ~i

j 4- m,) -h /x ( g — i ) 2 + M = o,
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compatibles si g est une racine, différente de o et de ± i de l'équation
A(#2) = o, soit g* ou#".

Chaque couple de racines (àzgJ ou ± gn) donne un groupe de solutions
périodiques :

lA = m% mj1 U, £2 = m3 m I t / U, £3 = m t m B U ,

'ni~m,77i.J V, n.— m^mj^y^ •/)..= m, mâ Y;

U— }

3 3
— 1 (A-h li)[mj -h mj*-t- /«:i], V = - ('A1 — lt

^ = - (A - /

^ et /étant des constantes réelles.
Les trajectoires sont de petites ellipses ayant pour centres les points M,,

Ma? M3, positions d'équilibre relatif.
Si, (Tvme façon générale, novis posons

u et uf', p et ^ étant des couples de constantes conjuguées, et a une variable
réelle, l'ellipse a pour équation cartésienne

W*[(uuf ->r W') — ( II' 9 H- UVf)~\ — li^ll1 V — UVf

Les directions des axes sont données par

i(ufv — uvf)
tang 2 9 = - ^ ^ .

Si nous prenons 29 défini par les relations

sin2cp cos 2 9 1

l'équation réduite de l'ellipse est

X'2[(uu'-\~ vv') — 2 \'uutvv''\ + Y-[(uuf-h vv') + 2 y
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Les carrés des axes ont pour valeurs

2= ww'+^'+ 2 \juu*
2 = uuf-\- PV''— 2 \Juu!

Pour les trois points Mi? M2, M3, nous trouvons

tans:2Cp1 =
2 m..— m.. —

2 m, — m„ —

tang2(p3 =
v — m2)

imx — m, —

On peut construire ainsi les directions des axes : soit A la droite qui joint
le centre de gravité des masses Mi? M2, M3 (en équilibre relatif) au centre
du triangle équilatéral dont elles sont les sommets; les coordonnées du
centre sont

i ( i 0 e t )H(m*+m.~m)'
2 " 6 ** " * '

de M3, par exemple, abaissons la perpendiculaire sur A : les axes de
l'ellipse (M3) sont les bissectrices des angles formés par cette perpendi-
culaire et le côté opposé M, M2.

On obtient ensuite :

sin 2 cp, cos 2 cp!

ni, —• i m*,

sin 292
» — 2 m.

sin 29., cos 2 9:.
i \\Jg*—

4 _ J
ö °

91 .
4J
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En supposant mi<^mn<^rnZj on peut schématiser les résultats par la
figure suivante.

Fig. io.

D'ailleurs,
m% ml

m\ m\

nv\m\

UV,

et en appelant 8ft l'angle du demi-diamètre de l'ellipse qui passe par la
position instantanée du mobile avec Ox :

cost

sm y, —y«) = ~

les trois ellipses semblables sont donc parcourues de la même manière.
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D'ailleurs,

les trois mouvements sont donc rétrogrades.

20. Supposons maintenant que les points M,, M2? M3 dans leur position
d'équilibre relatif soient en ligne droite. On a alors, en prenant cette
droite pour axe O ce :

Cette équation admet la solution A2 = o et la solution h2 — — i (ou plus
généralement h2 = — co% co étant la rotation du système d'axes mobiles);
elle ne peut avoir de racine double que si_pM = p 2 3 =^31, condition impos-
sible à réaliser, puisque les points sont en ligne droite; la troisième racine
/^ — — /^ e s t toujours différente de — co2. Or, si mz = o, les racines sont

et — /t!j = —

et si Ma est entre Mi et M2,

Les racines inconnues de A(^2) = o sont données par l'équation

qui a toujours une et une seule racine positive en £'2, soit g\ ; en substituant
co2 et Aï;, on voit que

a>*</i3<£?.

Pour /r = — A2, les constantes X,, X2, X3 sont données par les relations

(les a,- se réduisant aux abscisses a?,- des positions d'équilibre relatif); donc,
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Pour g2 = g] les constantes A,, A2, A3 d'une part, B,, B2, B3 d'autre
part, vérifient les mêmes équations que les X. On a donc

_AÎ A, _ ., _

1', a-2 a \ — «:t

B, B.,
, — fl3

A
a» —

ni

- Cl y

3

et v étant donnés par les deux équations compatibles

d'où

La solution est de la forme

/ - / s* ri ri

•u,SI

fll —

«;, — a.2
m, u,

v, -n -

« , — <:

z> V n

a.2— a,

avec
U = ( A- + //) e^ — K ( A — //) e-**,

V = — K( A- + (i) e^ + • ( A — //) e~^\
On tire

^ = ( K ) [ / / s i r

(i + K) [ / sîn^T H-

i— K01 (A COS^T

et les deux groupes analogues, en changeant = en ou —

Les trajectoires sont des ellipses semblables dont un axe est porté par Ox
(droite M^MsMs). Pour la discussion, on peut supposer gi > o (si Ton
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prenait g^ < o , K se trouverait changé en^» mais le changement de i en

— Ï, A en — K/r, et / en — K/ redonnerait le même mouvement).
Alors,

On en conclut que O a? porte le petit axe de l'ellipse et que le mouvement
est rétrograde.

21. Développons les calculs dans le cas examiné par M. Stromgrën
(Monthly Notices, LXXX, ou Kopenhagen, 34) :

les points étant dans l'ordre M, M2M3. La position d'équilibre relatif est
évidemment

que nous prendrons égaux à i. On a alors

et

Nous prendrons aussi

I ~ ~ 2 ~ ~ I ~ 9'

de façon à avoir o>2 = 1.
Alors

On a d'ailleurs
"kx = —7.2 ̂ =X3 (évident).

L'équation qui donne les valeurs de g2 différentes de o et de zb i est ici

d'où
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On a ensuite

[
(

K + I 7 + 2 ^ 2 1 + 2 ^ / P
^ = •ƒ v - = — y i-\-i2\h =

VU-12 ^2 7

22. Dans le cas où l'une des masses, Mi par exemple, est infiniment
petite, d'influence négligeable, et peut sans erreur sensible être considérée
comme nulle, le problème se décompose en deux : étude du mouvement des
(n — i) masses finies M2, M3, . . ., M^; puis ce mouvement étant considéré
comme donné, étude du mouvement de M^ En particulier, on peut sup-
poser que les (n — i) masses finies restent en équilibre relatif, et étudier
alors le mouvement de Mi : ce sera le problème restreint.

Les équations du mouvement sont alors (co2= i) :

\ i du* d¥
1 H- 2 J— I -~ = 2 -r—>v dt di\

Elles admettent alors l'intégrale première de Jacobi :

Les positions d'équilibre relatif sont ici les solutions des équations

à d

uK = aM çK = b{, z^ = o étant Tune d'elles ; posons encore

£ et o étant des paramètres, pour l'instant, arbitraires.
THESE MEYER.
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Les équations du mouvement deviennent :

2

3 ? 3 ^ HK 3 S1 l 5 tiBuzStÙl
8 <^="^ 3 *i - */ ï ^ - *ƒ ~ "8" (bi-àjf J

2

i6 r?, 16
35
16
5 n>(ai-a,y _ 9 ^ _ > 5 r r (»,-«/)- I
6 ; • , « • /i r?, 4 ^ r.V J

35 e ( « i - M ' _ i5 e'E(»i-fr/)' _ 9 51^1
16 ri) "4 ;•,•• 4 r?,J'

4 ^ " 8 " r?j J '

pour £ = S^o, les équations donnant la première approximation sont



(Comme il n'y a pas de confusion possible, nous écrirons simplement
P, P', P".) On a encore une équation qui ne contient que Z :

Ç = r} COSAT -h ct sin/it, h-=—P.

Les deux équations en Ç et r\ conduisent aux relations

g étant racine de l'équation

A toute racine positive de cette équation en g-2 correspond une solution
périodique :

A B'

A, A' et B, B; étant conjugués*, les directions des axes sont données par

(A'B-AB') .P"—P'

II est commode, ainsi que Tont fait de nombreux auteurs, d'utiliser pour la
discussion de ce cas (mouvements plans du problème restreint) l'étude de
la surface

Un mouvement réel s'effectue tout entier dans les régions

F + C = V > o .
Si

et si C est choisi de telle sorte que F + C = o, la surface $ = o a e n M ( un
point conique, les axes du cône des tangentes étant O^ et les directions

.P"—F
t 2 ;
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car alors, en portant l'origine en M,

les termes non écrits étant du troisième degré au moins.

23. Portons plus spécialement noire attention sur le cas, où les masses
finies étant alignées, la masse nulle est voisine d'une des positions d'équi-
libre situées sur cette droite.

L'équation aux g- se réduit à

On peut alors montrer que P — i > o e t que, par suite, l'équation en (§*2n'a
qu'une racine positive.

En effet, supposons M< entre MK et MKH_, ; alors

La première parenthèse est positive, et nous allons montrer que la deuxième
est supérieure à i. On a

du 3/«/- 3/»£
tlxx ~ ( x , — xk)

v ( œk r l — x, )

Cette dérivée s'annule pour

i i
£ H- m ^

et la fonction u a alors pour valeur

on a d'ailleurs pour u la variation

xk

oo \^ u' /t -+- oo

u reste donc toujours supérieur à (/wA. + iwA+l)pA.i/i+1, quelle que soit la
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position d'équilibre relatif dans l'intervalle M/.MA-M • Or, parmi les équa-
tions d'équilibre des masses finies, il y a

t(x« — xk )pitk -h. . . + mk-x(xk-y

-h mk^{xk^ — xk)pk>k+1-\-...-{- mn(xn—xk)pk}Tl~h xk=

-h mk+t(xk^ — xk+i )pk+uk+i -t- . . .

4- mn ( xtl — xkJhl ) p k + x >n -h xk+l = o

avec

Retranchons la seconde équation de la première. Il vient

r i i "i r i i l

+ (xk+l — xk) [mk-\- mk^]p,iik+]

+ ^ + ! r^ r ^ -h . . .+ /«« 4 -^— =

Toutes les parenthèses où les /• sont explicités sont négatives, (a?k+h —
est positif; donc

et

Reste à examiner le cas où M, est ou avant M2(xi<^cc2)7 ou après
Mn(d?, ̂ > xn) ; il suffit évidemment d'étudier l'un d'eux : xs <^ œ^.

L'équation qui détermine x, quand on connaît x2y . . ., a?;l, s'écrit

Appelons M/t et M;l+1 les masses finies les plus voisines de o (a? ; i<o,

En tenant compte de la relation
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nous pouvons écrire

Ym^x, , mhxhl fmtx»-h. . .-4- mhxh~\

mjt+la?A+i + . * . -h /Mi»a?,t mh^yxh^ mnxn ^
^> .j ^^ ^ " r" • • • I .,

Par suite

j

donc encore

Dans le cas où m, = o, l'équation aux g2 n'a qu'une seule racine positive.

24. Nous pouvons en déduire qu'il en est de même pour toutes les
équations en g2, quand toutes les masses alignées sont finies. Il faut montrer
que Téquation A(/i2)= o n'a, en plus des solutions / ^ = o et h2 = — 1 ? que
des racines inférieures à — i ; nous avons déjà vu qu'il en est bien ainsi
dans le cas des trois corps. Supposons que la propriété soit vraie pour
(n — i) masses, et montrons qu'elle est encore vraie pour n.

Si l'une des n masses, MA par exemple, est nulle, A(/i2) = o admet la
racine h~ = — P/,*<^—l e t les racines d'un déterminant À,(&2) d'ordre
n — i, qui n'est autre que le A(h'2) de n—i masses finies : il admet donc
les racines o, i et n — 3 racines inférieures à — i.

Faisons croître Mk depuis zéro jusqu'à une valeur finie arbitraire (la
rotation to2=£2 restant égale à i ) ; les ce, donc les jf>, varient d'une façon
continue, les p restant toujours les inverses des cubes des distances
mutuelles. Il en résulte que les racines A2 varieront aussi d'une façon
continue.

D'autre part, aucun desjo ne deviendra ni infini, ni nul, et le terme en h2ft

qui a pour coefficient + i ne peut disparaître : les racines /r, d'abord infé-
rieures à — i , ne peuvent lui devenir supérieures qu'en traversant cette
valeur. Nous allons montrer que A(A2) = o ne peut admettre A2 = —i
comme racine double si les masses sont alignées.

Supposons en effet que A(/ia) = o admette fi2 — — i comme racine
double ; les équations

se réduiraient à n — 2 distinctes et donneraient pour les X des expressions
de la forme ~ki= \t-ai-\- v6t (les bt n'étant pas proportionnels aux 0,-); nous



aurions deux groupes d'équations

2 nij ( ay- — af- )pkj -h a, = o

et

de même forme que celles qui donnent les solutions de Lagrange dans le
plan; nous pourrions former les équations

dans lesquelles les (*,/, A) ne seraient pas tous nuls, et il existerait entre
les/) des relations dans lesquelles ils pourraient être interprétés comme/)
d'un système de points non linéaires, ce qui est impossible.

25. Dans le cas des masses alignées, les axes de l'ellipse (trajectoire de
première approximation) sont : la ligne des masses et sa perpendiculaire,
car P " = P ' = P.

Posons (g ^> o) :

* =
lp ( -~ i )^+ i p
2 Ö 2

nous avons
AA'e- '^,

A' e^1^ ;
d'où

I = ( I - A - )

y = I - = ^- «ï— A e'^-h A' e~^) = (i -i- /,-) a sin(^»T 4- 9) ;

le grand axe est perpendiculaire à la droite des masses, et le mouvement est
rétrograde.

Développons les calculs pour quelques cas particuliers et occupons-nous
d'abord de celui où il y a deux masses finies. Nous pouvons poser :

M2 et M3 dont la distance est prise égale à 1 étant sur l'axe Oao, leurs coor-
données sont ([/., o, o) et (1 — [/., o, 0).



- 80 —

Supposons d'abord que M, soit sur la droite M2M3; nous aurons trois
positions d'équilibre relatif possibles :

in ( I - W 0 (bi (W (a)

x° En posant : xx = i — [/. + «, la position (a) est donnée par la racine
réelle positive de

///' -f- (3 — p ) M* -f- (3 — 2 p.) «:! — p. «2 — 2 p « — p = O,

qui se développe sous la forme

/a\3 Ï /pY I /a\

W 3 V̂  / 9 W

2° En posant de même a;, = i — p. — M, la position (b) est donnée par la
racine réelle positive de

ws — (3 — p)tó*-+- (3 — a p ) ^ 3 — p«2H- i\ku — p = o,

dont les premiers termes du développement sont

• = ! f
3° Enfin, en posant xK = — i — [i. + M, la position (c) est donnée par la

racine réelle positive de

ir— (7 + p ) « * - h (19 H- 6p)w : ] — (24 - h i 3 p ) « 2 H - (12

qui donne le développement

7 23 x
//, — - L U ~

Alors,

où xi a Tune des trois valeurs précédentes.

26. Supposons maintenant que M1 soit l'un des sommets des triangles
équilatéraux de base M2M3, par exemple

1 sjl
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P — i ? l'équation en s n'a pour solution que
£ = c3 COST -h r . siiiT.

De plus,

Téquation aux g- est donc

4
qui a deux racines positives si

donc si

Chacune d'elles donne une solution de la forme

3

VÎ = « - [ (

A. et A' étant imaginaires conjuguées, et g une racine positive de Téquation
aux g.

Les directions des axes de la trajectoire sont données par

Si nous choisissons

nous obtenons pour longueurs des axes :

le petit axe est dirigé approximativement veî s la grosse masse (les direc-
tions des axes étant les mêmes pour les deux solutions gA et g-2), si

éJ\>A% *x>^> et . Y 1 <V a .
TIIKR13 MKYKR.
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27. Examinons encore sommairement le cas de trois masses finies égales.
Ces masses M2? M3? AL, peuvent être alignées, ou aux sommets d'un triangle
équilatéral.

i° Si elles sont alignées (sur ()<r), on peut prendre :

m ,— ni . = j)t,t^z T ( p o u r GO2— I J .

M, peut occuper quaLre positions d'équilibre deux à deux symétriques par
rapport à o : (a) et («'), (b) et (6'),

/ / i h

La position (r/) est déterminée par Tunique racine supérieure à i de
l'équation

—,r,—o f j ; . m t ,7^707 ) ;

la position (6) par la racine comprise entre o et 1 de l'équation

(.^, — \ ) 2

Alors,

1

1

V

A'

/.

, «

2. O

( > i i 3

20 Les masses AL, M;i, M, étant toujours alignées, il existe pour M,
deux positions d'équilibre relatif, symétriques par rapport à Ox et qui, ici,
seront, par raison de symétrie, sur Oy ; celle dont l'ordonnée est positive
sera déterminée par

v , = r. i3() ' |3



D'où
" P"— 2 p — i — ± _ . _ i "

9 L^-^-ï;5 J
L'équation aux#- n'a que des racines imaginaires; la seule solution pério-
dique est donc ici

Ç •=. r ^ c o s : -;- c+ sinr.

V Les masses M.», M3, M, étant les sommets d'un triangle équilatéral,
on peut poser

•1 4 4 ^

Comme nous l'avons vu, les positions d'équilibre relatif de M, (m, = o)

F i g . i i .

sont sur les hauteurs du triangle M2IVI:tM, et, par raison de symétrie, il
suffit d'étudier celles qui sont sur OyÇz\ — o). Alors,

- -
3 ' 1



Donc tang2çp = o? et les axes des ellipses trajectoires sont parallèles
à Ox et O j .

En posant

I ___

un calcul déjà fait nous conduit à

Le tableau suivant donnera un résumé des résultats :

()
A

n
G

o

—0

—a
i

y*>

,238908

,935i86
, 180007

L)

I

I

P.

3 V 3

,068000

,701481

0

4.539508

—o,4o34i2

-1 ,66^96

s* *

imaginaire

1,987^45
imaginaire

i?35334o

1

1

—0

—2

-

,2828^0

Pour A, mouvement rétrograde, grand axe parallèle à Oy.
Pour B, mouvement rétrograde, grand axe parallèle à OJ?.

28. Pour terminer, disons quelques mots du cas où deux des trois masses
finies, placées au sommet du triangle équilatéral, sont égales.

Posons

v=f*>

et plaçons l'origine des coordonnées au point M/t

1
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les coordonnées du centre de gravité des trois masses étant d'ailleurs

Les solutions de Lagrange qui sont sur Taxe de symétrie (;r = o) sont
données par l'équation

Nous avons toujours une solution (B) entre — \/3 et 15 etunesohition (C)
entre o et 1. Si [x<^o,42^42 ( c / ' § ^ ) ? nous avons encore deux solutions,

O et A, entre — — et zéro, mais quand JJL croît et traverse la valeur précé-

dente, ces deux solutions se réunissent en solution double et disparaissent.

Ici

v "

/*?.»

Rappelons que les racines de l'équation aux g- sont réelles si

(jP'* — 8P>o,

le signe de leur produit est celui de (P + a)2 — 9P'~, et celui de leur
somme, celui de 2 — P. Le tableau suivant donne les signes de ces
quantités :



J J L .

o.11960

T

T
O, \>rÓ'\'2

l

3

0

- ' S

I

3

1

i

1

's
0

\4 /

~~ 3

0,7'^r>7 1

— V

a-)"1
o , 6 o ; 8 ,

1

— T

- V ' 3

i 3

"4
4 - 8 5 1 7

3 v 3

5 - 8680

<s

— 1 . 7 0 D

1

1

r'.

11

~" T

0

î . >3()r>

8

11

~~ y

— 1,661»

— 1

—o,4334

1

0

0

—

0

0

- \

-*-

-h

A

C

f B

Ce tableau montre que, dans le cas où les masses ne sont pas alignées, les
racines de Téquation aux g2 peuvent présenter toutes les combinaisons
possibles : imaginaires conjuguées? réelles et positives, réelles et négatives,
réelles et de signes contraires.
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CHAPITRE 1IL
DÉVELOPPEMENT DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES

(PROBLÊME RESTREINT).

SOMMAIRE.

29. Equations générales. Solution générale pour s = o. Transformation des équations ;
forme normale.

30. Allure générale de la solution des équations générales, développées suivant les puissances
de £.

31. Existence des orbites A (à trois dimensions).
32. Existence des orbites B (dans le plan des masses finies).
33. Cas de commensurabilité. Ces cas peuvent se présenter. Cas \/P = />s, Tt = qr>.
34. Cas ffi = qv, G± = pa.

35. Cas ^/P = jos, <?i = qa, ^ = rcx.
36. Construction des orbites : symétrie des orbites dans îe cas où les masses sont alignées.
37. Construction des orbites (A).
38. Construction des orbites (B).
30. Résultats. Ca^ des masses alignées Cas équilatéral des trois corp*.

Nous avons vu, au Chapitre précédent, qu'au voisinage de certaines
solutions, d'équilibre relatif de Lagrange, il existait, au moins en première
approximation, des solutions périodiques; ces résultats ont été obtenus en
faisant, dans les équations du mouvement, o = t = o. Nous nous proposons
maintenant de chercher si ces équations du mouvement admettent des
solutions périodiques, développables suivant les puissances de s, et qui se
réduisent à celles que nous avons trouvées quand z = o ; ces dernières ayant
pour période T, tant en t qu'en t, celles que nous nous proposons d'obtenir

Tauront encore T comme période en T, mais leur période en t sera T; = *,

et nous verrons que o n'est en général pas nul, mais développable suivant
les puissances de s.

Nous nous placerons au voisinage d'une des solutions de Lagrange:
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Problème restreint.

29. Nous examinerons d'abord le cas le plus simple, le problème restreint ;
le seul mouvement à déterminer, celui de la masse nulle est donné par les
équations

= ( r _ h 3 ) ï [ e Z s - 4 - e * Z 1 - h . . . ] ,

avec
,w V^ a \ — ai

' = 2 "'^57ir^
X., = - j A' -'"- - | A":»i - 'v H' -o5 + - A T-,

V. = - v B"i2 - T A.' E»j - | A V + - A' rJ,

*>='*&?-%»-<?-*€&-%:

_ V miP\i

T W

' = y '"/P
TJirSE MKYER.
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les sommations étant étendues à j = 2, 3? . . ., n. c'est-à-dire à toutes les
masses finies.

Dans le cas où les masses finies sont en ligne droite, ainsi que la masse
nulie5

zy nijPu

'ik

Si nous réduisons ces équations aux termes du premier ordre en £, rj, £,
c'est-à-dire si nous faisons e = o, 0 ^ 0 , nous pouvons écrire la solution
générale. En appelant a,, — ai, CT2 et — a2 les solutions de

nous pouvons l'écrire sous la forme suivante (en vue des calculs ultérieurs) :

o = (1 ~ /7, /) K, ^ ' - 5 ' H - (1

+ (r

les K et L étant des constantes arbitraires et

- 6 r ~ 3P'

— Sgi
2 p -4. 4 — 3 ( P ' + Pr/) "" — (S^'-h 3i(P ' ~~ Pff) '

é tant égal à a,, — a,, a2, — ff2 respect ivement pour 6,, A3J 6itJ 6^.
Dans le cas où les masses sont toutes alignées

O - j " <7>>O ; ! 7 2 — / p . p > <>,

I + 2 P , - OS— 1—O.P

— 2 cr ? 3 p

Pour discuter Texistence des solutions périodiques quand s n'est pas nul,
il nous sera commode de mettre les équations différentielles sous la forme
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normale (tout au moins les deux premières); à cet effet, nous poserons

d'
dr

J ü zz= ( i + 3)[i<7, ( i — bx i) K, — /o-, (i — 6 2 0 «a •+- «o1!! (T — h.\ 0 «.f— «o"â(Ï — Â 0 ? / i l -

Le déterminant A2 de cette transformation n'est pas nul, en général; en
effet, il est égal à

— '2,0Ö l 1 —r~ O / " ^ 1 ̂ - ' l w Ô — CTT J~

3 ~ [4ff7 + aP + 4 — 3 ( P ' + P")] U^l + aP + /i — 3 ( P ' + P" ) ] '

En particulier, si les points sont en ligne droite, il est égal à

et dans le cas des trois corps en triangle équilatéral, avec les notations du
chapitre précédent, nous trouvons

^4 — 27(1 — 2JJ.)3 tant que trï

Si nous effectuons le changement de variables (i5), les équations (14) pren-
nent la forme

H- icr., ( i + <5 ) ?/, = —^— j A u ( £ \ 2 + s2 Vp{ + . . . ) -4- A) <( ( A ' 2 + £2y . + . ; . ) | ;

Aft/ étant le mineur par rapport à la ligne de rang A et à la colonne de



rangy du determinant

A —

i - ! - /> , / i -1- b» i i -h b:i i i -+- b,i

i — //, i i — b,l r — b.,i i — 6 ,r i

}( t — h } i ) — <r, f i — h* i ) v A \ — b . / ) — er.,, f i — h , t i )

30. Nous remarquerons encore que la trajectoire traverse sûrement le
plan z = o : en effet, la solution étudiée étant périodique, z présente au

moins un minimum ( pour lequel -r-Ç^oj; et un maximum (pour lequel

r ^ ° ) î et l'équation
re-

montre que le maximum de z est positif ou nul, tandis que le minimum est
négatif ou nul. Nous pourrons donc toujours prendre la valeur initiale de
lÇ nulle

L2 = —L, et r o = - —=:sin(i-h oH'Pr.

Si nous voulons obtenir la solution des équations (i4) développée suivant
les puissances de s, nous sommes amenés à poser

et à déterminer successivement (ç0, rJO, ^0) puis (£, YJ, £,), etc. Nous
connaissons déjà £0? rjo; T,, ; les triades suivantes seront déterminées par les
équations

X(£ , - / ) , ) = £';

zz={ï

fi -1-

3 °) i5 3 1

"8 P >"^ - ', V'--"Tl" 8 V ' r ' " + 7 V Ç "
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et

)2 — ^ A ' ^ i - - -£- B'riurn

4 ' * 4 " !\

I"
— Ço (-g- D'ÇJ

Les premiers membres sont les mêmes pour tous ces systèmes, et les
seconds membres de chacun d'eux sont connus par l'intégration des sys-
tèmes précédents. Les constantes K1? K2, K3, K4 et L qui entrent dans £0Y]0£0

seront déterminées de telle sorte que, pour T = O? ces trois fonctions et

leurs dérivées se réduisent aux valeurs initiales de £, YJ, T? 2> -y> y ' ce qui

est possible puisque A =/=. o\ alors, à chaque stade suivant, les fonctions ç,l?
T]/i? Z>n devront s'annuler, ainsi que leurs dérivées, pour T = o. Ces fonctions
sont obtenues de l'intégration, sous la forme

la — {i \- h, i) kJ a h A) K2.rt e b. i) K, ,t

; o\ T),

les Fy/t étant homogènes par rapport aux constantes K7 et L et de degré
n + i ; A n'étant pas nul, nous déterminerons les K/y( par les relations

drln=rtH= -=— ~ o pour T = o ;



\ji>n et [j.2>fl seront donnés, de même par Zfl = - ^ = o; finalement, £,o r,„, Zn

seront des polynômes homogènes de degré n-\- i par rapport aux k y et L.
Nous aurons les mêmes conclusions pour les iijn et Z,n les uJn étant des

combinaisons linéaires et homogènes des quantités c)n -~> rln et— "̂-

Soient
Ü—x- '>j

;

les valeurs initiales correspondant à une solution périodique, pour
prenons des conditions initiales voisines

= G = o ;

nous aurons

(j irJi 'ir:^.

" " v ^ i + a)

et la solution générale des équations (16) sera de la forme

. a, v; o. r

\h

les <ï>/{ n étant de& polynômes aux a} et y, dont les coefficients sont des fonc-
tions de T et de o.

Cette solution sera périodique, de période T, si

( 18;

Ç'fa iStsX.avY; s, ô, T ) — Ç' (a j a ,

^ a , y ; s , 5 , ( ) ) = <»,

Mais il ne faut pas oublier que les équations (i4) admettent l'intégrale
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première de Jacobi, qui peut s'écrire ici

Les six relations de périodicité se réduisent à cinq distinctes, auxquelles
nous devons ajouter (pour achever de déterminer cM, a2, a3, (3M y et o, en
fonction de E) une relation arbitraire.

IH. Orbites À. — Nous savons qu'à toute solution d'équilibre relatif du
problème restreint correspond une solution périodique infinitésimale

de période — (l'origine étant choisie de telle sorte que/pour T = O; le

mobile traverse le plan z = o avec une vitesse L).
Alors

d'ailleurs la dérivée partielle de l'intégrale (19) par rapport à £' = y est 2 -~

qui, pour a/ = y = £ = o, se réduit à 2L(i + o), non nul: nous pourrons
donc supprimer la sixième relation de périodicité. Examinons d'un peu
plus près comment les a, et y entrent dans la solution générale; nous repré-
senterons cette solution, symboliquement, sous la forme suivante :

ML ^YjM-rsM

entendant par exemple que ç2 est la somme d'un polynôme homogène et
du troisième degré aux ay, et de (L + y)2 multiplié par un polynôme linéaire
et homogène aux a, (les u conserveront la forme de £ et r(); nous ajouterons
que le terme en (L + y)*1 dans X provient uniquement des termes
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dans la troisième équation du troisième système, et que les termes

eu s(L + y)'2 proviennent de -(x + ô)2A"C;; et -(i + o)- ArQr

Les cinq relations de périodicité qui nous restent s'écrivent alors

1 * v [ > - ^ " - 5 l ï — i ' | -+- e [ ( L - i - y ) 2 < \ + . . . ] = (» '

J " r ^ i ^ ( L ) A î ( L ) [ / ( L )

Le déterminant fonctionnel des quatre premières équations (20) par rap-
port à a t , ou, a3; aA est pour £ = 0 = 0

( e"7^ — 1 ) ( e -'^ — 1 ) ( Éf'ff*'r — 1 ) ( e - ^ — 1 ) .

Il est différent de zéro si, ni a/f, ni a 2 ï ne sont des multiples de 21, c'est-
à-dire si ni a, ni a2 ne sont des multiples de v̂ P (cas que nous réservons
pour Finstant).

Nous pouvons alors résoudre ces quatre équations par rapport aux ay,
sous la forme

Si ni cr, ni c2 ne sont des multiples de \/P, les ej ne seront pas nuls, et
les Qy contiendront des termes en (L + y)2 seul. Portons ces valeurs dans
la dernière équation (20): nous obtiendrons une relation entre y, 0, £, à
laquelle nous devrons joindre une relation supplémentaire, d'ailleurs arbi-
traire. Cette relation ne peut être 0 = 0: en effet, supposons 0 nul identi-
quement; /*, étant homogène et de degré un aux a/; notre relation sera
divisible par s2, et, d'autre part, elle le sera aussi par L + y (car l'équation
différentielle en £ contient Ç en facteur dans son second membre); après
division par E 2 ( L + y), il restera des termes en (L + y)- seul qui ne dispa-
raîtront pas identiquement : les uns proviendront de la substitution des a,-
dans A, et contiendront A' ou A" en facteur, parmi les autres le seul qui
contient C :

/io(L + T)-2 = - ^

n'est pas nul.
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Au contraire, y n'entre que par la combinaison L + y et peut être soit
fixé, soit incorporé à L : alors, Tunique relation entre S et s peut être résolue
par rapport à o sous forme de série entière commençant par un terme en s2;
en reportant la valeur fixée de y et celle de o en fonction de £ dans les a,,
on obtient la solution des équations (20) sous la forme

lesp étant des séries entières en £.
Remarquons que les résultats auraient été les mêmes en remplaçant

T = J ^ p a r jx— (jjt. entier): s étant donné, il existe une seule orbite de

période -7^ (le mobile traversant pour T = O le plan C = ^ = o avec une

vitesse donnée L + y)? mais la solution de période ~ peut être considérée

comme ayant pour période ^~- quel que soit l'entier u : donc les orbites

étudiées se ferment après une révolution.
Nous appellerons ces orbites, orbites A (désignation de M. Moulton dans

le cas de 2 -+-1 masses alignées).

32. Orbites B. — Soit a2, une racine positive de l'équation aux g2 ; nous
savons qu'il existe pour z = 3 = o une solution périodique infinitésimale

de période — (l'origine de T étant choisie de telle sorte que pour T = o, le

mobile ait une vitesse perpendiculaire à l'axe des x : — = o.
Alors

K, = K2= K, K,,= K,~ L = o ;

la dérivée partielle de l'intégrale de Jacobi par rapport à //, se réduit, pour

' ^ ; 4af 4 —

et n'est en général pas nulle : si toutes les masses sont alignées cette dérivée
se réduit à

THÈSE MËYER.
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POr, P étant supérieur à un, ni P — i ni i — - ne peuvent être racines de

l'équation aux g2. Dans le cas équilatéral des trois masses, cette dérivée est
égale à

qui n'est pas nulle si les racines a2 et al sont distinctes.
Nous pouvons donc supprimer la première relation de périodicité.
Considérons d'abord F avant-dernière

* —sinvrJi - h à)- h £ v p ( a , , Y, O. e ) ,
( n ô ) \ P ff '

qui contient, comme nous l'avons déjà remarqué, y en facteur; après divi-
sion par y, cette relation se réduit, pour a,- = y = o = e = o, au terme

i . i /P
—= Sin 2 7T

\ ;p en

qui n'est pas nul, si, comme nous le supposons pour l'instant, yP et ai ne
sont pas commensurables ; il faudra prendre y = o, alors £ = tf =^ o : l'or-
bite cherchée est plane.

Il nous restera donc pour déterminer a1? ou, a;i, a4 et o en fonction de £
les trois relations

(9.1)

(K-f- a2)[f--/7rS —

a., l ̂  (Tl — i j - h E^:t(a, a2a.ja40£) = o ,

y^\e Gi — i I + s ^ v

Mais nous devons ajouter deux relations : Tune, remplaçant £(o) = o et
provenant de ce que T n'entre pas explicitement dans les équations du mou-
vement, et l'autre, remplaçant la relation défaillante du fait de l'existence
de l'intégrale de Jacobi.

L'orbite, étant périodique, est fermée; nous pourrons donc choisir
dxl'origine des T de telle sorte que y- = o, ce qui donne

( 2 - 0 o " i ( « | — a a ) - l c - 2 ( a . , — a t ) = o .

Pour choisir la deuxième relation, examinons de plus près la forme des
équations (21) : reportons-nous aux équations (16); le système qui donne
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les M,-, est de la forme

= i , 2 , 3 , 4 ) ;

les Üji étant homogènes du deuxième degré et a ayant les valeurs G, , — G,,
G2 et — a2 ; développées, les 4>Jt contiennent des termes constants et des
termes d'argument

± '2iiTi(i - h Ô ) T , ± a z 0 - 2 ( 1 - 1 - Ô ) T , ± / ( o ^ - t - o - o ) ( 1 -4- Ó ) T e t d = ?(°" i — f f ï ) ( l + < 3 ) T

et n'introduiront, par l'intégration, aucun terme séculaire; d'autre part,
les termes en a, et ses multiples disparaîtront dans les relations de pério-
dicité : on en conclut que 2>3 et 2>4 contiendront des termes constants par
rapport aux <x.jy tandis que &2 n'en contiendra pas.

Si nous considérons ensuite les équations

qui donnent les «y2, nous remarquerons que les <J>y2 contiennent des termes
d'argument dziG^i + ö)^ qui introduisent par intégration des termes
séculaires dans les u<2i et u22 : i2>2 contiendra des termes en s2 seul qui ne
s'annuleront pas identiquement. Les équations (21) sont donc de la forme

( K + a*) [ e-**™ _ Ï ] + e / s H- e2<p2 -h . . . = o,

-e / : ,H- £2cp:; + . . . — o,

Pour 0 = £== ay = o, le déterminant fonctionnel des deux dernières, par
rapport à as et a4; se réduit à

[ e ff* — TJ |_̂  CFI — I J

et n'est pas nul si, comme nous le supposons pour l'instant, G2 et a, sont
incommensurables; on peut résoudre ces deux équations sous la forme

les séries S ayant en général un terme constant, puisqu'il en est ainsi de
et ƒ, .
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L'équation (22) devient alors

ille permet d'exprimer a, (et, par suite, a3 et aA) sous forme de série
entière en aa, 0 et z.

Portons dans la première des équations (21); elle deviendra

( 23 ) ( K -+- a- ) f e--™ 1 ] H- s- W( a* os ).

^¥ contenant un terme constant ; il résulte que l'on ne peut supposer 0 = 0.
On peut, au contraire, fixer a2 (par exemple, l'incorporer à K avec lequel
il apparaît toujours par la combinaison K + a2) ' l'équation (23) donne
alors o sous forme de série entière, commençant par un terme en £J.

Les résultats eussent été de même forme si nous avions remplacé

T = — par \L—- (|JL entier) : on en conclut que les orbites étudiées se.

ferment après une révolution.
Nous les appellerons orbites 13.

33. Cas de commensurabilitè. — Les quantités y P, G,, a2 peuvent-elles
devenir commensurables? Si les masses sont alignées, a\ est négatif et ne
peut donner d'orbites périodiques; il n'y a donc à examiner que le cas v̂ P
et a,. Posons a, = A\/P, nous obtenons la relation

V P2 — A * P ( 3 — P) -h ( 1 — P) (1 -h 2 P) ;

P étant supérieur à 1, cette équation a une seule racine positive en A- qui

croît de 1 à ~ quand P croît de 1 à-> puis décroît de | à 1 quand P croît
o

de K à oc. Or, P varie d'une façon continue avec les masses : il sera donc
possible d'une infinité de façons d'avoir une valeur de X2 rationnelle et
carré parfait.

Examinons encore le cas équilatéral des trois masses

Quand \x varie de o à o,o385. . ., l'une des racines en a'2 varie de o à ->

et l'autre de 1 k - ; chacune d'elles, ainsi que leur rapport, sera une infinité
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de fois le carré d'une fraction*, d'ailleurs,

Si v~x = —,,p et q entiers, la première de ces relations donne

Si q2 —p- est un carré parfait, la deuxième détermine [/. de telle sorte
que i , , <j2 soient rationnels.

Nous voyons qu'il est possible que deux des quantités yP, cr,, a2 soient
commensurables et aussi que ces trois quantités peuvent être des multiples
d'une même quatrième. Les cas que nous avons réservés peuvent donc se
présenter : nous allons les examiner maintenant.

Supposons d'abord

7, = qa >, q el a> o ) .

Nous avons alors, pour o = £ = o, une solution périodique infinitésimale de
la forme

É/J—K, etar", f/a = K, e-"7*7 (KL et K2 conjugués).

de période T = — (l'origine des T étant choisie de telle sorte que, pour

- = o, le mobile traverse le plan £ = o).
On a alors

Nous allons d'abord expliciter, dans les relations de périodicité, les
termes qui nous seront utiles pour la discussion.

Eu égard aux équations (16), les cinq premières peuvent s'écrire :

L -\- Y
— : Slll >.77

Nous avons, sans calcul, les résultats suivants : z>,, y3, ç>3, o., sont des
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polynômes homogènes et du deuxième degré en K, + a, K2 + a2, a:t.
et L + y; cp, et <p2 ne contiennent ni (L + y), ni termes du deuxième degré
en K, + a, et K2 + a2 ; oz et cp.v, au contraire, contiennent ( L + y)- et des
termes du deuxième degré enK, + a, et KL> + aL> ; <p6 est linéaire et homo-
gène en a3 et a4; fK et /^ contiennent des termes en (L + y)2 (K< + a,),
(L + y)2 (Ka + a3)et des termes du troisième degré e n K , + a1 etK^, -h a2 ;
ƒ,, contient des termes du deuxième degré en L H- y, K, + a, et K2 + a2.

Si, comme nous le supposons, Œ2 est incommensurable avec a, les troi-
sième et quatrième équations (24) sont résolubles par rapport à a3 et a4

sous forme de séries entières en a,, a2? y, 0, £ commençant par des termes
en £ seul; en portant dans les trois autres équations (24), nous n'aurons,
après les premiers termes, que des termes en £2. Comme précédemment,
nous voyons que nous ne pouvons supposer 0 = 0, car si nous admettions
cette hypothèse, les trois équations que nous venons de former, après
division par s2, contiendraient des termes constants et ne pourraient être
vérifiées pour ay —y = £ = o [0 n'entrant, en somme, que par la combi-
naison (t + O)T et n'étant pas nul identiquement, nous le négligerons, nous
le ferons nul dans les termes en z et £2 où il se trouverait toujours multiplié
par des puissances des variables étudiées],

II nous faut, avant tout, préciser la forme de tons les termes utiles.
Revenons aux équations (16), et posons

? / / = UJo - h S Uj] - h E2 M/2 "4- . . . ,

les «\o et 0̂ sont connus; les u.t et ^ sont déterminés par le système suivant :

= c l ; ( K , - h <x}y en<7>-'->r c 0 / ( K l -h a , ) ( K 2 4 - a 2 ) - i - £ / ( K 2 -h a 2 ) 2 er"21'*17

H- &;( K2 -+- a 2 ) a, etf-ffrMV'- _|_ :\tj( K2 -h at ) %,t e^~-^~^ ~

-j~—sin2\'pT-+- ternies en a2, a;ia4, oc;n

î T - h

les Cly, . . . , DYLJ', tT, . . . ? S étant des constantes et f, = a, p2 == — a , ,
p a ^ C j , pA = — CJ2- Nous avons besoin, dans ç i ? ç a et 95, des termes du
premier degré en a3 et a M dans o3 et cp ,̂ des termes indépendants de 0^
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et a, :

L J )

termes en aï|, a;(oc4 et a^,

2(2ff, — <TS) ï ^ ï )

i— (7S)

II nous faut encore les termes d e / , , / 2 , / 5 qui sont indépendants de a:t

et a.v*, ces termes ont deux origines distinctes : les uns proviennent des
termes en ë****" dans les seconds membres des équations qui donnent M,,,
W22 é t o i l e s autres sont les termes séculaires provenant des termes qui,
dans les seconds membres des mêmes équations, sont en elGl% pour la pre-
mière, e~i<TxZ pour la seconde et sin \ / P T OU COS \ / P T pour la dernière.



Nous avons, pour déterminer les termes indépendants de a3 et a4 dans w l a :

3/o-
DU.i (L + y ) 2 / i o. y T* hin •>, \ P T — /c , cos a y P T

X [ 2 CV( K j H- «j ) e'**" -h tS, ( Ks + as) Éf-'ff»"]

C - .> . T ) ,

i T _ e _ ,

1

( i 2 \ l 5 sin 2 y' P T -h /o* 1 cos 2 y/P,T 4 P _((J A 1

^ 4P-<7Î /a.CP-ffï)6 'VJ

X [es, (K! -f- a , ) e ^ - + 2C, ( K , + «,) f -" ' T ]

i ( » O - O - ) ' f f

i 2 v;P sin 2 v/P^ — '°*2cos 3 V Ï̂>T '* ^

X [ t O ^ K i - h oc{) e
i(JiZ-h 5 r

1 ( K 2 + a s) e~'ffiT]

1 ( 2 ^ , - < 7 a ) V ; ' 3 P

2 y P s ' n ' ^ y PT-h/<T3cos2 V ^3<l

X [ 6 , (K, H- a, ) e ^ ' + ^C, (K, + a s ) e " ' ^ ' ]

i|)

* cos y Pr-f-o-j sin \ P T ]

s i n v p . _

X 2 D1I, — J - sin v 'P T
V'P

termes du 3e degré en HM) et z^,,. et en Çj; //1(, et tlttilt.



Les termes séculaires sont de la forme

M et N étant des constantes. Ceux qui contiennent (c-ia*T— i) sont :

"cl:;(K, + a, )- d3:[(k, + a,) (K,-i- a2) e.(Ka-f- a2)2

X
i-((7a— e 'J—

. 1(7,
a

X
/ ( 0 - . + 2CT,) J

On aurait des résultats analogues pour «2 3 ; on obtient de même avec
termes séculaires de la forme

et termes en (e±i(7jT— i) :

• 5 < L + 1

_r'; j.v"^'f. xcn̂ «
•Un •

s ) 2

«'-"*-.;!.

\ous pouvons alors reprendre la discussion : en portant les valeurs de a3

et a* tirées des troisième et quatrième équations (24); dans les trois autres,
on obtient

y)2]+...=o.

y) [R(L-^yj;i+S(Kl + a0(K,

car les termes en e-"171^— 1 disparaissent.
Si K , ^ o , l'intégrale de Jacobi permet de supprimer la première des

TllKSE MEYKR.
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relations (a/j), mais alors la seconde équation (a5) peut être résolue par
rapport à 3, et si nous portons dans la derniore, nous obtenons une équation
qui n'est pas satisfaite pour a, = aa = Y = E = o, que si

L(M',K,K2+Y,L2) = o.

Nous pouvons prendre L = o, nous devons prendre alors y = o3 et nous
retombons sur les orbites B qui se ferment après une révolution.

Si L j£ o, l'intégrale de Jacobi permet de supprimer la sixième relation
de périodicité (que nous n'avons pas écrite); la dernière des (25), après
division par (L •+- y), peut être résolue par rapport à o, et après substitution
et division par £% les deux premières deviennent

Pour que ces deux équations soient résolubles en a,, ou et y s'annulant
avec £? il faut

ïK

Ces relations sont satisfaites pour K, = Ka = o, et nous retombons sur les
orbites A qui se ferment après une révolution.

Pour qu'il existe des orbites périodiques distinctes de (A) et de (B), il
faut que les conditions

soient satisfaites.
Dans le cas où les corps sont alignés, elles se réduisent à une, comme on

peut le voir de la façon suivante : les coefficients M, N, M', N' sont indé-
pendants de K, j K2 et L ; supposons K, = K2 (réels), c'est-à-dire supposons
que le mobile infinitésimal traverse Taxe des x perpendiculairement :
co = Ui + u2 sera une fonction paire de t et y = n I(H, — ua), uue fonction
impaire; il en résulte que M' = — M et N' = — ÎN, ces quantités étant
d'ailleurs des imaginaires pures.

La condition unique déterminera L si K, et K2 sont donnés (pour une
solution réelle, il faut d'ailleurs que M,N,<o) ? et les équations (26)
deviennent

M,(KSHh a..

-K ï ï a 3 -ha,y . 2 i ̂ ~

s] +"

£. . . - ~
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Si nous éliminons a,, par exemple, la relation obtenue après division par z
contient un terme constant qu'il faudrait annuler.

Dans le cas où tous les corps ne sont pas en ligne droite, on obtient
encore une condition en écrivant que les deux relations (27) sont compa-
tibles, condition qui n'est en général pas satisfaite.

Dans un cas comme dans l'autre, la condition que doivent satisfaire les
masses (en plus de la condition de commensurabilité) est fort compliquée,
et la discussion en serait très laborieuse.

34. Supposons maintenant que a, = </T, a2 = pi Ça réel et positif). Nous
avons alors, pour 0 = z — o, une solution périodique infinitésimale :

ul = K]e
i(JiZ, i/»=K<>e-irJi~ (K^ et K2 conjugués),

u:i=K:ie
ia*~, u^= K4 e~îfJ*~ (K3 et Kv conjugués).

de période T = — •

Alors L = o. La cinquième relation de périodicité

(o, étant linéaire et homogène enKi + a^ K2 + a2? lv;î + a3 et K4 -+- a4)
ne peut être satisfaite que par y = o si nous supposons \/P incommensu-
rable avec a, et <ja. Si K,, par exemple, est différent de zéro, l'intégrale
de Jacobi permet de supprimer la première relation, et il reste trois rela-
tions de la forme

K3 ne peut être nul; nous ne pouvons donc faire 0 ̂  o; si nous résolvons
la première des relations (28) par rapport à 0 et si nous substituons dans
les deux autres, nous obtenons, après division par z2

7

(K..H- a â ) [ H ( K j + a J t K j + a J + S (K : iH- a:)) ( K t + a j ] 4 - £ . . . = 0.

( K; 4- a, ) [R ' ( K, 4- a, ) ( K2 4- xs) 4- S'( K:. 4- oc,) ( k^ 4- a j ] 4- s. . . = o,

et il faut, pour pouvoir les résoudre, que
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Si K;{ = KM nous retombons sur les orbites (B) qui existent même
pour CT2 = //?. ?, .

Pour qu'il y ait d'autres orbites périodiques, les masses devraient
vérifier une condition non identiquement satisfaite.

35. Supposons enfin que yP =ƒ><?, a, = qa et a2 = ra. Nous avons une
solution infinitésimale :

u} = Kx eiGl~, / / * = Kâ e"*7»" (K, et K2 conjugués),

« ; , = K;; e^*7, «4=K4e~'CT«T (K. et Kv conjugués),

de période T = ~— (l'origine des T étant telle que pour T = o, £ = o).

Les relations de périodicité sont de la forme

( 1 J ) [ 1 ( 1 O ( K 2 + a . j 4 - i \ ^ ( K , H - a , ) ( K , + a J + R1(ÏW-y)2]^...—o

et les trois analogues. . ., et

( L H - Y ) • A
= Sin 2 /> 07T

Nous ne pouvons faire o ̂  o.
Si K, 7^0, nous pouvons supprimer la première; mais en résolvant, par

exemple, la deuxième par rapport à S, et en portant dans la cinquième,
nous devons avoir L = y = o, et nous retrouvons les orbites (B) ou une
relation que nous reverrons par la suite.

Si L ^ o , nous pouvons supprimer la sixième (que nous n'avons pas
écrite); résolvant la cinquième par rapport à o, et substituant dans les
quatre premières, nous obtenons quatre relations de la forme

K/fT/K1K,+ SyK2K,+ VyL»] = o (y = i, 2, 3, 4)

(T|, Sy, Y1 étant des constantes) qui doivent être vérifiées pour que le
système donne une solution.

Ou bien K, = K2 = K;i = K4 = 0, et nous retrouvons les orbites (A);
Ou bien les masses vérifient deux relations obtenues en éliminant K1K3,

K3K4 et La et qui ne sont pas identiquement vérifiées,
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En résumé, nous sommes assurés de l'existence des orbites (A) à trois
dimensions et des orbites (B) planes, sans pouvoir affirmer que, dans
certains cas spéciaux de commensurabilité, ce soient les seules : dans chaque
cas particulier, il serait d'ailleurs possible de lever l'incertitude.

3G. Nous allons construire ces deux sortes d'orbites, mais auparavant,
nous montrerons que, dans le cas où toutes les masses sont alignées, elles
sont symétriques par rapport à Taxe Qx.

Par rapport aux axes {pc,y, 5), les équations du mouvement sont de la
forme

d'2x d y „ . ,

dt* dl

finies ne changent pas par la transformation

x = x\ y = — r', z = — s', /=—/ ' ;

il en résulte que si nous prenons les conditions initiales

d y dz dx

a?,y) j seront des fonctions paires; j , z et €-jj des fonctions impaires de/ ;

d'où symétrie par rapport à l'axe Oœ et par rapport à Fépoque f = 0; si
l'orbite est périodique, elle coupera donc Oa? perpendiculairement à
chaque demi-période.

Considérons d'abord les orbites (A) et supposons que pour £ = o,

dx
j~z = — =0,

c'est-à-dire a, = a2 et a:t = aA ; si ce choix est possible, les orbites obtenues

seront telles que, pour T — 4L,
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c'est-à-dire
—ï'oyf-«-o» ~

I -^ . —lu,, [+51 ™

= sin TTÔ H- e 2., — o

(en faisant y = o comme nous en avons le droit). Ces relations ont une
solution unique en a,, aa et o, développable suivant les puissances de £ : ce
résultat est immédiat car a, y£ 2myP.

Considérons ensuite les orbites (B); avec les mêmes hypothèses, nous
avons les conditions

(en faisant a] = a2 = o) qui déterminent une solution unique en a3 et o.
Or, e étant donné, il existe une seule orbite périodique : elle est donc

symétrique.

37. Construction des orbites A. — Posons donc

« / = lljQ -h S Uj] -h £2 itj* H- . . . ,

3 = e2 3S

on a d'abord
L

M J 0 = M 2 O = «^o= «40= o, Ç o = — sin \ ' P : .

Les termes en £ sont donnés par

— /cr, Mn

les U;i étant de la forme CXĈ  ; les ?/yi et £, devant être périodiques et de
période
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Nous obtenons
« / ! = a ï i ° - H a j ? : c o s 2 y P r -f- £>/f'J s i n ^ y'P-î

Ensuite, les termes en £2 sont donnés par

'<7, ?{«*,:= — ?C7,
dz

du,, . . ^

asç0 + v..

Va étant de la forme

les Ujt et C2 devant être périodiques, de période

Nous obtenons

et

11 est facile de montrer que le procédé pourra se continuer indéfiniment :
supposons que jusqu'à une certaine puissance n -— 1 de e, on ait développé
la solution, jouissant des propriété suivantes :

iij.ikz=o (y = i, 2. 3, 4;, ^ . - O i ^ ^ o ,

Ç2Jt=i somme homogène de sinus de multiples impairs de y/P*r,

wy i ! i+l=soninie de sinus et cosinus de multiples pairs de \Vr.

Les termes suivants seront donnés par

dUjn . . V .
- £ i<jjUj= 1 Gj 2 Ö*«y.«-JfcH"
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Reportons-nous aux équations (iG); les seconds membres des quatre pre-
mières sont de la forme

$„ étant une fonction homogène de degré n + 1 en £, rh '(, donc en u} et T,
lÇ n'entrant d'ailleurs que par son carré.

Le coefficient de tp dans $yi s'obtient en prenant l'ensemble $£J des
termes de poidsp en uJ/; et £A. (les £/. entrant dans leur ensemble à des puis-
sances paires seulement); donc

Si <7 est impair, le terme correspondant disparaît; nous allons montrer
que les autres termes disparaissent aussi si n est pair; en effet, un terme
quelconque

u ' / " I U " ' | I • • ' " 2 0 " * - » l * ' ' .10 ( t
: ï I * ' ' " M 0 lLh i • ' • V o S j • ' •

est tel que (g étant pair)

O£10H~ a u -h . . . -h a20--h « ï tH - . . .H - oc:.0-t- O£:I1H-. . .

a l j + 2 « | 2 + 3a l :.-f-. . . -h a21-h 2 a22-h . . . + a : î l n- 2ÖC;;̂

~h av1 -h 2a t l + . . . 4- (3t -h 2(3., H-, . . = « — p — </.

S'il y a des à3 d'indice impair, le terme est nul; s'il n'y a pas de [i d'indice
impair, la somme des p d'indice pair est paire; donc,

sont de parité différente ; leur somme 2(/' + i)ay-A. est impaire et S(2 A + 1 )«/,.»/.
est impaire, par suite différente de zéro ; le terme contient donc des «/7.(X-pair)
et disparaît.

Quand n est impair, U/w est une somme de sinus et cosinus de multiples
pairs de \ / P T (car les X>k entrent, dans leur ensemble, à des degrés pairs).

D'ailleurs CJ,/; et U2«, lJ:t« et \]hn sont à coefficients conjugués.
Étudions de même le second membre de la dernière des équations (1 G)

les Wn étant homogènes et de degré n-+-1 par rapport aux iij et v? mais les £
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entrant sous forme impaire, nous pouvons écrire

Si p ou q est impair, le terme correspondant est nul ; si p et q sont pairs
tous deux, un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire
montre que Vn = o si n est impair, et que si n est pair, Yn est une somme
homogène de sinus de multiples impairs de \ / P T .

D'ailleurs, VB ne changera pas si Ton change i en — i : tous ses coeffi-
cients sont donc réels.

Alors si n = 2 m, nous avons

dx

d^n

Donc,

Si, au contraire, n — 2/?? + 1, nous avons

, 2
d'où

M/.ïm+1 = 4 ^ + ! + 2 a j ^ + 1 cos 2 X y/Pr -h ô } ^ ^ sin 2

Le procédé continue donc indéfiniment.
En pratique, dans ce cas, il est plus simple d'opérer, par la même

méthode, directement sur les équations e n a ? , j e t s .

38. Construction des orbites B de période — Nous pourrons supposer que

THKSE MEYim.
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pour T = o, a?' = o, c'est-à-dire que pour T = o,

0" 1 ( « 1 — lLt ) + ff 3 ( « 3 — M * ) =

et que
J?z= ^ j -4- M2-h «3-t- M 4 = «

Alors

2

Les termes en s sont donnés par

~d^ ~

les U/t sont de la forme

être péri
deux relations
les uh doivent être périodiques, de période — > et vérifier pour t = o les

nous aurons une solution de la forme

M 4 1 =

D'une façon générale, le terme en tn sera donné par

duln .

les Uy„ étant des polynômes en «yft (A < n) de degré n + 1 ; en nous repor-
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tant aux équations (16), nous voyons que le changement de i en — i inter-
vertit les équations qui définissent, d'une part u{ et «2> d'autre part,
uz et u4; les fonctions initiales ui0 et u20 jouissent de la même propriété; il
en sera de même à toutes les étapes du calcul : ulk et u2k, «3A et uAk (k < n)
forment des couples conjugués; il en résulte que le coefficient de e"7^
dans U1n et celui de e~iGxX dans U2/l sont conjugués. Mais nous avons montré
que la détermination de on est possible; donc

, À-t-Bi Â — Bi
On — ; : = — : 5

A est donc nul et on réel.
On obtient ensuite les ujn sous forme de somme de la forme

les couples uAn et u2n, u3n et uhn étant conjugués.
Et le procédé peut être continué indéfiniment»
Nous avons supposé, dans ces conditions, qu'il n'y avait pas de commen-

surabilité entre yP , <S\ et a2; la construction se poursuit de façon tout à
fait analogue, quoique un peu plus compliquée dans les cas de commen-
surabilité.

39. Donnons quelques résultats; dans le cas où les masses sont alignées,
les calculs et les résultats sont relativement simples, car le nombre des
quantités qui entrent dans les équations est assez limité; en posant

nous pourrons calculer les termes du troisième ordre.
Pour les orbites ( A ) , nous obtenons (en incorporant L a s avec lequel il

apparaît toujours sous la forme L"£n) :

—3A

yx=

64 P-

__ 9
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Pour les orbites (B), nous avons, de même, en incorporant K à £, et en
posant

. a'1 -h i -4- 2 P
n = — bxi = 5

2(7

m = b, —
ap

3 A ( / i 2 — 2 ) F m n ~|

8(//i(T — w p ) [_ °* P J

A ( n1 -\~ 2 ) I ni 3 n p ~| /Ï A. p2 -f- o"2

S (ma — wp)L°" 4°"2~^"p2J 2(wp-h/zo-)(7(4(72-l-p2)
Knm(n%A~ 9.) t72-hp2 nk Vn 3mp 1
[{(ma — ap) a(l\a1-\~ p2) 4(^p + L J

t^1=r:a1+ COS0T6 H- 2 [a — (a-f- b) cosar H~

j ^ ^ r — n sinoT£-h2[ /z(a-h ^) sinor ~h

3 A T m( (\a H- 2 è -h n r ) (— 2 / i a + w& -4- c )~3 A T

2L p(ma — n p )

Prenons encore le problème restreint des trois corps, cas équilatéral; les
masses finies JJL et 1 — \x ont pour coordonnées

a?2 = 1 — p. et a:?} = — p. ;

la solution de Lagrange donne, pour la masse nulle, la position

Les orbites A sont alors

[(1 —

v/3 f i q — 3(i — 3ju)2 V/3 8(1 — 2tx) . d l ,

2 L7° — 9C1—2/j.)2 2 70 — 9(i — 2p.)1 o J

^, = s inr .s -\ -x—— — TsinSr — 3 sinrl£ : ï,

~~ 7 3 — 9( i — 2/x)26 "
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Pour les orbites B, nous emprunterons à M. Th. Buck les expressions
suivantes :

#i = ( fJU -H ecoso^T-t- £ 2 [ a 1 0 + a t l coso^r H- a'M sin O^T
\ 2 J

- h a n c o s 2 < 7 t T -+- a ' i 2 s i n 2 a t z ] - h . . . ,

y/3 r3y/3(i —2a) 8a< . 1
2 L 4crf-h9 /io-f+9 J

cos

les coefficients a et 6 ayant les valeurs ci-dessous

9 A 1 0 H - 3 \ / 3 ( i — 2 u ) B 1 0

h — 3 V3(i — 2a ) A10— 3B10
-?

__ 3 y/3(i—
11 "

7, Sô CZn — 3 y 3 ( l — 2 u ) ^ ,
Q zzzz — • • — y

II O"7 —)— Q

(i6<7? •+• 9) A12 H- 3 y/3(1 — 2pt)B1 24- IÔ^-I B',,
ai2 ! _ _ _ _ _

,, _ 1 6 7 ^ ^ + 3 ^ 3 ( 1 — 2jui)A;2— (i6q-^H-3)B;,o

les quantités A et B s'exprimant au moyen des coefficients

? 4o"̂  4- 9



— 118 —

sous la forme suivante :

H-u(i-

B10 = - A

B I t = — ^

, •+- bt)].

Bibliographie.

MOULTON (F. B.), Periodic Orbits, Chap. V et VI : Oscillating satellites about the straight-
line equilibrium points (Carnegie Institution).

BüCK (Th.)? Dans Periodic Orbits de F. R. MoULTON, Chap. IX : Oscillating satellites near
the Lagrangian équilateral triangle points.

PLUMMER (H. G.), On oscillating Satellites (second Paper), (Monthly Notices, vol, LXIV).
PERCHOT (J.) et MASCART (J.), Sur une classe de solutions périodiques dans un cas spécial

du problème des trois corps (Bulletin astronomique, t. 12).
BROWN (Ernest W,), On a new family of periodic Orbits in the problem of three bodies

(Monthly Notices, vol. LXXI).
WILLARD (R.), On a family of Osciltating Orbits of Short period {Monthly Notices,

vol. LXXIII).



CHAPITRE IV.
DÉVELOPPEMENT DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES

(CAS DES MASSES FINIES).
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46. Cas de commensurabilité.
47. Cas de n masses finies alignées.

Trois masses finies en triangle équilatéral.

48. Équations générales. Solution générale pour e = o. Forme normale. Intégrales premières.

49. Orbites de période — • Existence. Construction.

oO. Orbites de période 2K. Existence. Ce sont les orbites elliptiques de Lagrange.
51 • Cas général.

Cas de trois corps, de masses finies, alignés.

40. Les équations du problème sont alors

(29)

dx2
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Z n — -

Les polynômes X/rt? Y/w, Zin étant homogènes et de degré n~\-1 aux £, rb £;
dans les deux premiers, les £ n'entrent qu'à des degrés pairs, dans le
dernier, ils entrent seulement à des degrés impairs.

Pour £ = o, le système se décompose : un système au £ et un système
aux £ et YJ.

L'intégrale générale du système aux £ est (pour E = o) :

avec, d'ailleurs, les deux intégrales premières :

2 JHyÇ/= o, 2 m; —̂  = o,

d'où L 5 =L f l = o (— h2 étant la dernière racine de A(A2) = o; — / r < — i).
L'intégrale générale du système aux Ç et yj est ;
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avec les intégrales premières :

qui imposent

a2 et — p2 étant les deux racines de l'équation en g2 :

et
7,2

er*-hi — ,

n ni

— li = — p2 -(- i — h2 2 p Î

Nous sommes amenés à faire le changement de variables

2 ï

2

X [ (1 -I- n)i(ju, — (1 — n)i(7U,t+ (1 -4- li)pu~ô— ( 1 — / i ) p w 0 ]

ô) j — $aiiut — aYiu*-v- mtm:i(at— a;î)
X [(1 — n)iaux— (1 -t- n)iauk-h (1 — li)pu5— (i-h lî)pu6)
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Le déterminant de cette transformation n'est pas nul, car c'est celui d'un
système fondamental d'intégrales du système aux £ et YJ (pour z = o). Les
équations aux \ et Y] prennent alors la forme

iï2 - h 1 ( 1 -

ŵ  •+- ia-(i-

u \ - p ( i -

« i •+• P ( i -

1 ( 1 ( i

= e(i +

= e ( i - h

= e( iH-

= e ( i - h

= e(i +

) W 9 ^ £ ( i + a )Q 1 0 )

= e ( i -h
W ' l 2 — * ( * + ^ ) M l 2 ~ ' ( J

les Q étant des séries en £ dont les coefficients sont des polynômes homogènes
aux Uj et L>j ayant les mêmes propriétés que ci-dessus.

De même, en posant

(3a)

nous obtenons

(33) )^—e(n-3)R3)

=e(i+3)RB>

Les équations du mouvement admettent dix intégrales premières.
Les six intégrales du mouvement du centre de gravité (que nous avons

fixé à l'origine) donnent ici :

nous pourrons réduire les équations (3i) aux huit premières, et les équa-
tions (33) aux quatre premières, en faisant dans les seconds membres :



Les intégrales des aires s'écrivent, par rapport aux axes fixes

1 dt * J dt

Or, la rotation des axes mobiles étant constante et égale à i,

Xy = Xj cos t — jj sin t, Yf = x; sin t -+- j ' y cos ̂  ;

d'autre part,

Si nous posons

(les dérivées a?', j ' , ^; étant prises par rapport à £, mais Ç', yj', pétant prises
par rapport à T), les intégrales des aires s'écrivent :

La première seule ne contient pas t, ou T. Mais, i0 et T étant deux valeurs
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de T, nous tirons des deux dernières intégrales les relations

*4(T0) —*3(T0+T)sin(n-8)T = o.

S'il existe une solution périodique, de période T ^ zkiz, nous avons, pour
cette solution, quel que soit T0,

et il en est de même si T = 2£TÎ et S ^ O. NOUS voyons en particulier que vK

et p2 ne peuvent avoir de termes indépendants de s.
Si T = 2/en, 0 = 0, les relations précédentes donnent seulement

et nous en concluons que c, et r2 sont périodiques si les autres variables le
sont.

Mais, dans ce dernier cas, la solution étudiée est périodique, non seule-
ment par rapport aux axes mobiles, mais aussi par rapport aux axes fixes;
d'autre part, la solution de Lagrange, circulaire, dont nous sommes partis,
subsiste quand on donne à son plan une orientation quelconque autour de O;
nous pourrons donc supposer que

«I^—<!>,— o,

cela revient à remplacer notre solution circulaire par celle dont le plan est
perpendiculaire au moment de la quantité de mouvement; cela ne diminue
pas la généralité du problème.

En définitive, nous poserons

d'où

nous aurons
F1=Cf

M F i = F 3 = o,
et nous aurons toujours L, = L a = o.

Nous remarquerons encore que la solution circulaire de Lagrange, qui
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nous a servi de point de départ, se reproduit quand on la fait tourner dans
son plan, ou ce qui revient au même quand on change l'origine des temps;
nous pourrons donc faire partout ?/8(o) = o, c'est-à-dire K7 = o (ce qui
revient à poser t = tx -+- eK7ï).

Écrivons encore l'intégrale des forces vives :

\ 2 (cj — ck) {rij— -rik)

4

. ^ /—T)*) 2 — 2^/»**/>/*(Çy — C*)2 -h £[...] = const.

Nous avons, a priori\ \i relations de périodicité, qui doivent être compa-
tibles :

UjiT)-Uj(o) ( y = i , 2 , . . . , 8 ) , ^ . ( T ) - f ( o ) (y' = i , 2 , 3 , 4 ) .

mais le nombre des relations distinctes est moindre, à cause de l'existence
des intégrales premières.

Nous poserons encore

Uj^= M/o - h £ U'n -h S2 Ujt H- . . . ,

et nous déterminerons successivement les coefficients des diverses puissances
de e.

4i . Orbites de période^-* — Nous prendrons comme solution géné-
ratrice

M / = O ( y = i , 2, . . . , 8), ^ = ^ = 0 ,

^3 = e'7^, p^ = —7- e~î7lT ( L réel )

(pour T = o, les mobiles traversent le plan Z = o).
Si nous partons, avec des conditions initiales voisines, pour T = o :

en faisant y 4 = y3 puisque le temps n'entre pas explicitement dans les équa-
tions du mouvement.
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Les conditions de périodicité s'écriront :

^ 0 1 ^ — l I -h £$!—O, OC*le l[l+Oi à —i j -4 -6*4=0 ,

7<—ij-h £ $ ( = o , a^e A —ij -h s OA=o,

e A —iJ+e*B=o, aG[e *—
(34)

7 — O , ÖC7 ( I + O 7 -

Le déterminant fonctionnel D
 l

 } se réduit pour ay-= yy= £ = T = o, à ̂  •

Or? dans les conditions indiquées,

-^— = 2(1 + 8) 2 /» !Wj/n jL/ i« \ niojn^a* — «.;)-;

le déterminant n'est donc pas nul et Ton peut supprimer les relations de
périodicité relatives à u7 et t>3, et les remplacer par des relations arbitraires.
D1autre part, nous avons h^> i ; si nous posons a = 'kh, quand h varie de

1 à +oo, X reste compris entre i et |» et ne peut être ni un entier ni l'in-

verse d'un entier. Alors, les relations (34) donnent

a y = e S y - ( a 8 î y:J) d, e) ( y = i , 2, . . . , 7 ) .

y ; — £ S } ( a 3 1 y 3 , 8 , e) (y = i , 2 ) .

En portant ces valeurs dans la dernière des équations (34), elle devient

R contenant des termes en (L + y)3 qui ne sont pas, en général, identique-
ment nuls : nous ne pourrons donc faire S = o 5 au contraire le coefficient de 8
n'étant pas nui, nous obtiendrons

En reportant dans les expressions des ay (y = 1, 2, . . . , 7) et de y< et ya?
ceux-ci seront aussi exprimés sous forme de séries en a8, y3, t.

Le paramètre y3 entre toujours par la combinaison L + y3 ; il peut donc
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être fait nul, ce qui revient à l'incorporer à L; a8 n'a d'autre effet que de
faire tourner dans son plan la solution de Lagrange initiale, il peut être
pris égal à o.

En résumé, les solutions périodiques de période ̂  existent.

Nous allons montrer que Ton peut choisir les conditions initiales de telle
sorte que les orbites obtenues coupent Ox orthogonalement à chaque demi-
période. Les équations du mouvement en cc, y} z [équation (8), Cha-
pitre II] ne changent pas, si Ton change yt en — yh zt en — ^ et £ en — t :
il en résulte que, si Ton prend les conditions initiales :

les Xj seront des fonctions paires du temps, et les yj et zf des fonctions
impaires : Ox sera un axe de symétrie.

Avec nos variables, ces conditions initiales deviennent :

et il nous suffira d'écrire qu'au bout d'une demi-période :

/ 7U \ dXj

c'est-à-dire

UX=U«, M3=f/4, «:i=W6, «3=0, ^+^=0,

Ces relations s'écrivent :

a^e h — e / iJ-h£^ |^o, a:]\ e
 h ~ e hj -4- £ <!>;. = o ,

F (1+5)7:5 - 0 + 3 / 7 1 ^ 1 ^_7T

Si nous incorporons y3 à L (y3 = o) nous avons, pour déterminer a1? a3,
a5, a7, yt et S, six équations qui sont résolubles par rapport à ces variables.

42. La construction de ces orbites se présente d'une façon tout à fait
analogue à celle des orbites (A) du problème restreint. Nous posons

u; = ujo -h e un -h £2 a;-2 - h . . . ,

Vj= V/o H- £ P/i -h £2 P/o -h . . . ,
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nous connaissons les uJO et r/0 :
ht

Dans le calcul des termes en s, les Q,- se réduiront à des termes en e--11^
et des constantes, les R, seront nuls; en tenant compte des conditions de
périodicité et des conditions initiales, r,-= o, nous obtiendrons

D'une façon générale, nous aurons, pour déterminer les termes en s" :

ut/l1

(35)

p 2 j

/7.tt_j[.+ UH/t,

Admettons que les termes précédant
vantes :

V 4 M )

satisfassent aux conditions sui-

des puissances paires de e—Ul~%

vtk — somme homogène des puissances impaires de e—lliT.
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Les équations du mouvement ont, par rapport aux variables u d'une part,
et aux variables v d'autre part, la même structure que les équations du
problème restreint : l'induction obtenue dans ce cas, pour les orbites A
subsiste; ici, cependant, nous avons deux relations pour déterminer onj

mais nous les savons compatibles et nous verrions qu'alors, elles donnent
pour on une valeur réelle, car les équations en vZll et \\n sont conjuguées.

Nous savons d'ailleurs, et nous pourrions le vérifier en utilisant à chaque
étape, les équations en *r, y et z que : jcjn ne contient que les cosinus des
multiples pairs de k , yJn que les sinus des multiples pairs de ki et zJ}l que
les sinus de multiples impairs de AT.

43. Orbites de période — • — Nous prendrons la solution génératrice :

ttA= k <?"". tt,t = k e~<^ (K réel),

it/=o (y — i, *.>,, 5, 6? -j, 8) , Vj=o

(pour T = o, le mobile traverse, perpendiculairement, Taxe O.r). Prenons
des conditions initiales voisines :

en faisant a a =a, t puisque le temps n'entre pas explicitement dans les
équations du mouvement.

Nous avons les conditions de périodicité, parmi lesquelles nous consi-
dérerons d'abord

Toutes les fonctions zxY contiennent en facteur un terme linéaire aux y; si
donc nous résolvons les trois premières relations par rapport à y,", y2, y3 et
substituons dans la quatrième, elle sera divisible par y,; mais, après
division, elle contiendra un terme indépendant des a, y, o, z : la seule solu-
tion acceptable est donc y, = y.» = y3 = y.t — o, et les orbites étudiées sont
planes.
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II nous reste les huit conditions :

(36)

'U CT — i j 4-

«.[y-^-i].

Mais le mouvement étant plan, il ne nous reste que deux intégrales pre-
mières : la première intégrale des aires et l'intégrale des forces vives. Or,
pour a, = o = £ = o,

D(M 7 , UA)

et

Mais en tenant compte des relations qui définissent la position d'équilibre
relatif

On a donc

mais
_ 1CT _ ( 7 2 + I + 2 / l 2

<72+ I — h2 2GT

d'où

Donc
D(FlT FJ
D(u 3 , M7)

nous devons supprimer les relations de périodicité relatives à w3 et u7 ; il
nous reste six conditions pour les huit inconnues ay et o; nous pouvons
déterminer a<, aa, a3, a0, a7 sous la forme

«;=€K /(«3 ) «s, o, O (/ = !, 2, 5, 6, 7)

et nous obtenons une relation

(K -t- O£3)[0-2£icS—i] -+• £2<]>'=O.
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$' contenant des termes du deuxième degré en K + a3 ; nous ne pourrons
faire o E= O, mais nous pourrons au contraire tirer de cette équation

Ô = £ 2 S ( a , , 3£8) £ )

et le paramètre a3 pourra être incorporé à K; de plus, la solution initiale
de Lagrange, dépendant, dans son plan, d'une arbitraire, nous pourrons
imposer une condition supplémentaire aux a,- : par exemple oc8 = o.

Nous pouvons aussi prendre les OLJ de telle sorte que la solution obtenue
soit symétrique par rapport à O ^ ; en effet, si nous posons

s= o ,

et si nous écrivons qu'au bout d'une demi-période l'orbite coupe perpendi-
culairement Ox7 nous obtenons les conditions

r ï lH-3i£ -i i+6 - 1 ^ ,

wt— ; / 4 = ( K - h afJ) [ e(ïïS — e - m S ] -h eŒ^ — o,

^ / 8 ^ OC 7 ( l -h3) - H-6^ ' 8 =: ( ) .

En incorporant a3 à K, nous avons quatre équations résolubles par rapport
à a,, a5, a7 et o.

44. La consti^uction de ces orbites se présente d'une façon tout à fait
analogue à celle des orbites B du problème restreint. Les termes indépen-
dants de s nous sont connus :

u,o=u C/ = i , % S, 6, 7, 8 ) ,

a ,0 = K 6jM7T, K 4 0 = K e~zffT ( K rée l ) ;

d'où
j?,=r num^a* — a;,)KcosoT,

•>', =zn.mîmtt(ai — öt,i)K sinor,

et deux groupes analogues.
Étudions les termes en s; les équations du mouvement en œy y ne

changent pas par la transformation

il en résulte qu'elles ne changent pas, par Tune des transformations :
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a. uK en z/2> ̂ 3 en uA1 u$ en uQ et vice versa, w8 en — ?/8; T en — T (Z/7 et ?"
restant inchangés);

è. z/5 en wc et vice versa, u-l en — «7, i en — z? T en •— T ( « , , «2? â? ̂ 4? "s
restant inchangés).

Considérons Q^ et Q21 : ce sont deux polynômes homogènes et du
second degré aux uj0; les coefficients des termes conjugués («g0 et w*0, par
exemple) sont conjugués; comme la transformation (a) intervertit les
deux premières équations (3i), nous pouvons conclure que Q^, et Q24 sont
de la forme

Qlt = Aïï £ -H AW i e^* + ByY £ e~^\

nous aurions des résultats analogues pour Q:M et Q^H? Q^I et QC1.
Précisons encore la forme de Q7I et Q 8 I ; en utilisant les transforma-

tions a et è, nous trouvons

Q71= A71(c«OT+<r-"«),
Qsi = Af^ i + A;2» * [ c « " + «->'« ].

En imposant la condition que les uJX soient périodiques, de période — >
nous obtenons la solution sous la forme

31 ei>ffT +w 3 1 = K 3 1 ei>ffT + aî/V H- ^-n

»» c -

les ayv£ et 6^ étant des constantes réelles.
Il nous reste à déterminer K31, K41 et K81 : nous imposerons aux ujx les

conditions qui expriment que les mobiles coupent orthogonalement
pour t= o

ws—o, u,= uf^ d'où K 8 1 ~ o , K 3 1=K f t l ;

nous achèverons de déterminer K31 en posant par exemple a?41 = o. Fina-
lement, nous avons

œJl=C{jf-h C};' COSOT-h Cjr1COS2(7T,

ĵ yjL = Dy/ ' sin CTT -h Dj?; sin 2 or.



Supposons que jusqu'à zn~* nous ayons développé la solution jouissant des
propriétés suivantes :

Les xjk sont des sommes de cosinus de multiples de at-,
Les yjk sont des sommes de sinus de multiples de at, sans terme constant,

le plus grand multiple étant (& + i)at.

Nous aurons, pour déterminer les termes en s'1, les huit premières équa-
tions (35) : nous aurons, pour déterminer on deux relations forcément
compatibles, et conduisant à une valeur réelle; l'application des transfor-
mations a et b nous amènerait ensuite à conclure que la forme de la solution
reste la même et que le processus peut se continuer indéfiniment.

45. Orbites de période 27:. — La solution génératrice est alors

u,= K e<\ « 2 = K e - > \ Uj=o (y = 3 , 4 , . . . , 8 ) ,

(K étant réel).
Partons alors des conditions initiales

j=aj (J = 3, 4, . . . , 8),

en faisant a2 = a!, puisque le temps n'entre pas explicitement dans les
équations du mouvement.

Les relations de périodicité sont alors :

r (K + c t ^ r ^ 8 — i]-h e O5=o, (K -b ajfe-2^5 — i]-4-£<I>2 = o.

(3;)

Mais précisons la forme de <Dy', revenons toujours aux équations (3i) et
étudions les Qy ; si nous appelons Aie déterminant de la transformation (3o),
ou, plus exactement, si nous posons

, M l 5 )
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nous avons

+• As/-[ Y 2 î - h e V2, A i n / [X : i 3 + e \ , . A1:i/[ Y î 2 -h s V.... + . . . ]

(A;t/. étant le mineur de A relatif à la ligne de rang h et à la colonne de
rang k).

Considérons les fonctions «,, //2, «7, uM e,, r2 (celles qui, dans les
expressions de £,-, Yjy, £/, o n t pour coefficient «y) et cherchons dans Q, les
termes qui ne contiennent que ces fonctions, c'est-à-dire ceux qui intro-
duiront dans les <£>y les constantes non nulles K et L seules. Dans les Xy/o

Yy/o Zy/(., les termes qui ne dépendent que des fonctions ci-dessus auront
des coefficients de la forme

et, en vertu des relations qui définissent l'équilibre relatif, ils sont de la
forme AaJt

Portons alors notre attention sur les colonnes de A qui proviennent de uA,
«2, //7, M8; transcrivons explicitement leurs premières lignes :

axî

-3a, j a ,

3axi aA

-3«, o, ya,

3 a, / — a j / — a |

2 /
a..

Si nous multiplions ces colonnes par i, 3, — 6z*, 4? et si nous en faisons la
somme, les seules lignes non nulles sont la deuxième, la sixième et la
dixième, respectivement égales à 4#i h à^hi et f\azi\ de même les multipli-
cateurs 3, i, —Gi et — 4 ne laissent subsister que les lignes de rangs 45

8, 12 avec les valeurs —[\<i\i, —4a27\ —4<M? nous pouvons en conclure
que Q;î? Q^ Q5, Q,. ne contiennent pas de termes formés uniquement
avec //,, z/2, z/7, w8, ç\ et r2; il en résulte que <I>:>, <I\, $;>, ^u n'ont pas de
termes indépendants de a3, a,n a3, aCl, v3 et y4.

Nous pouvons de môme constater que R3 et R,t [équations (33)] et
par suite Wd et WA jouissent des mêmes propriétés.
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Finalement, nous voyons que les équations (7) donnent

et que, par suite de la structure des Q7- (j = 3, 45 5, G) et de Tî:i et R/(,

II en résulte que

Les trois masses sont toujours alignées, les rapports de leurs distances
restant constants et égaux à ceux de la solution circulaire de Lagrange qui
nous a servi de point de départ, nous retrouvons les solutions elliptiques
de Lagrange, et ce sont donc les seules solutions périodiques de période 2 T.

Alors les deux dernières intégrales des aires donnent y< = y2 = 0 (car
F3 et F3 sont homogènes et linéaires par rapport à ces quantités). De plus,
K n'étant pas nul, la première intégrale des aires et l'intégrale des forces
vives nous permettent de supprimer les conditions de périodicité relatives
à iii et ui, car pour E = 0 = T = ay- = o

D ( H- , ?/v) ât/]

et

nous ferons, comme toujours, a8 = o et il nous restera deux équations :

(R + a , ) [ e - ^ ^ i ] + £ L 2 7 : ( K "^ a , ) a 7 -h . . .]-H ea [12 (K-ha1)3/7r + . . .] H-o

27ra7H-£[i2(K -h a,)2 in + . . . ] = o.

La seconde détermine a7 et la première donne alors 0 = 0; ce dernier
résultat pouvait être prévu : la solution cherchée est périodique dans l'es-
pace absolu et dans l'espace relatif; il faut donc que 0, fonction continue
de £, qui tend vers zéro avec lui, soit une fraction, quel que soit s; elle doit
donc être nulle. Enfin a, reste arbitraire et peut être incorporé à K.

Le développement de cette solutiou est celui, bien connu, de la solution
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du problème des deux corps :

JCj=. (lj [ I — 2 K £ C O S * — 2 K ' £ 2 ( l — COS 2t) — 3 K : Î £ 3 ( C O S ƒ — COS 3 ^ ) - h . . . ] ,

j - y —a, /jK£sin1 + K2£2sin2/

ellipse de grand axe 20, et d'excentricité e = Ks.

— (7sin3/ — Qsintf)-h. . . ,

46. Cas de commensurabilité. — Examinons rapidement les cas où les
racines h, a et 1 sont commensurables.

Supposons d'abord h=-(pet q entiers) et partons de la solution
(pour £ = 3 = o ) :

a, = Y,,ê\ iU_=Kte~i\ u,= b (y = 3 , fu 3, 6, 7, 8),

de période

les conditions initiales seront

,, Ks-4-aSî «y fy = 3, A, 5, 6, 7 , 3 ) ,

Tn Ï2, — ( L : , + Y ( ) « , ( L + Y ; . ) / .

Si L3 n'est pas nul, nous pouvons supprimer les conditions de périodicité
relatives à u7 et ^3; celles qui restent sont de la forme

(38)

( K, -h a, ) [

(K2 -+- «2)f
- 1 ] -+- £ / , -h 82 9, -4- . . .,

— 1] -h £ ƒ » + e 2 9 2 + . . -,

£ ƒ. -j~ . . , ^

( L , + y,) L e - 2 1 ^ 8 — 1 ] - h e ^ - l - £ > ; + . . . ,

ainsi que les deux relations remplaçant les conditions relatives à v< et ca.
Les ƒ et <\>% sont du second degré par rapport aux conditions initiales;

cp,, <p2 et <D\ du troisième degré, ƒ, et / 2 ne contiennent pas L3, et ne
contiennent pas les K au second degré; / 3 , fAj / r o ƒ„ ne contiennent pas
de termes du second degré en K, + aM K 2 + a a , aT? a8; iv.2? mais en

TIIKSTÎ MRVER.
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présentent en (L;r-f~ y3)2 ; ƒ§ contient des termes du second degré aux K, et
(L3 + y3)

2 -, tyA ne contient pas les K et ne contient pas (L»-f- y-i)2; 9* e t 9*
contiennent des termes du troisième degré par rapport aux K, mais ne
contiennent pas (Ln + y3):;' <p'v ne contient pas de termes du troisième degré
par rapport aux R, mais contient (L3-|- y:s)

:i*
Nous ferons a 8 = o ; a:i, a4, a3, ac, a7 sont développables sous forme de

séries commençant par des termes du premier degré en S et e; en portant
dans la dernière équation, nous obtenons

S4 contenant des termes en (Ls+y»)3 qui ne sont pas nuls; nous ne
pouvons donc pas faire o~^o; nous ferons ŷ  = o et nous aurons o, com-
mençant par un terme en e2; de plus F 2 = F n = o nous donnent ŷ  et y2

commençant par des termes en s.
Substituons ces résultats dans les deux premières équations : nous

obtenons deux relations qui, après division par £2, contiennent des termes
indépendants de s, cc<, a2. Ces termes disparaissent si nous faisons Kf = R2 = o
et alors oci et a2 sont déterminés : nous retrouvons les orbites (A) de

période™- Si les R ne sont pas nuls, il ne pourrait, peut-être, exister

d'orbites périodiques que si les R et L3 vérifiaient une condition dont les
coefficients sont des fonctions compliquées des masses.

Si, au contraire, L3 est nul, nous avons les solutions de Lagrange, sans,
cependant, pouvoir affirmer que ce sont toujours les seules.

Supposons maintenant que <T=-* nous aurons (pour £ = 0 = 0) la
solution

u! — K v e
ix, u., ~ K., e~-n, u. = K:î e

itJT
y 11K = K., e~iar,

de période
27T

SiK3 n'est pas nul, nous pouvons supprimer les conditions de périodicité
en u% et w7 ; nous ferons a 8 = o ; nous aurons ŷ  = y a =y 3 = y.ï = o; les
orbites seront planes. Nous aurons ensuite a-, afl, a7, débutant par des
termes linéaires en z et 0; nous ne pourrons faire 0 = 0; nous ferons, au
contraire, a3 = o, et nous obtiendrons S, commençant par des termes en e3;
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en substituant ces résultats dans les deux premières équations, nous
obtiendrons deux conditions qui seront vérifiées :

Si K, = K 2 = o et nous retombons sur les orbites (B) de période — ;

ou si Kj K2K3 vérifient une relation dont les coefficients sont des fonctions
compliquées des masses.

Si au contraire, KH est nul, nous avons les orbites de Lagrange, sans,
toutefois, pouvoir affirmer que ce sont toujours les seules.

Supposons encore que h=-> a = - ; nous aurons (pour £ = o = o) la

solution

«/ = o (y = 5 , 6 , 7 ) 8 )

de période
27T 2TT

27:g = p ~r =r—•
^ r h a

Nous sommes amenés à des conclusions analogues : existence des orbites
déjà connues, sans pouvoir affirmer leur unicité.

Reste enfin le cas - = - (h et a n'étant pas rationnels) pour £ — 8 = o?

nous avons la solution

de période
T 2 7T 2 71

Les relations F2 = F3 = o donneront y4 et y2 commençant par des termes
en s.

Si K3 n'est pas nul, les intégrales premières permettent la suppression
des conditions de périodicité relatives à u2j u-\ celles qui restent sont de
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la forme

27Tj -h£<I>7 — o , f K ; + a ; ) [ e - 2 m / > 5 — T ] - h £ <I>V—o,

Les premières donnent a,, a2? a;o a(J, a7 commençant par des termes en £
et en 0, la sixième donne alors 8 commençant par des termes en s2 \ en
portant dans les deux dernières, nous obtenons deux relations qui ne sont
pas satisfaites si nous faisons a/=

<Y< = o=:£ = o; mais elles le sont si nous
faisons préalablement LH = L,4 = o, et nous retrouvons les orbites de

période —; si L3 et L, ne sont pas nuls nous avons, comme toujours,

une relation entre K3, L3 et L4, qui conduit aux mêmes conclusions.
Dans le cas L 3 ^ o , nous pouvons procéder différemment, supprimer

les conditions en u7 et <v, alors, par le raisonnement habituel, nous

retrouvons les orbites de période -^ en faisant K 3 = o , où nous devons

satisfaire à une relation entre K3, L,, et L4.
En résumé, dans le cas des trois masses finies et alignées; nous sommes

assurés qu'il existe, en plus des solutions elliptiques de Lagrange, deux
classes d'orbites périodiques : les unes à trois dimensions qui généralisent
les orbites (A) du problème restreint, les autres planes qui généralisent les
orbites (B). Dans certains cas très particuliers, il pourrait peut-être exister
des orbites plus compliquées, et nous saurions lever l'incertitude dans
chaque problème numérique.

47. Cas de n masses finies alignées. — Ces conclusions peuvent être
étendues au cas de n masses finies et alignées. Comme nous l'avons vu au
Chapitre II, le problème de la première approximation dépend de la
résolution de l'équation A(A2 ) = o.

Chaque corps, en plus des deux premiers, introduit une racine —h?
(différente de o et de — 1), mais nous avons vu que ces racines sont, en
valeur absolue, supérieures à 1 ; le raisonnement que nous avons fait pour
prouver que la racine h2 = — 1 est simple nous permet aussi de montrer
que les racines de l'équation À(A2) sont, toutes, simples. La solution
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générale des équations en £ (pour s = o) contiendra donc les fonctions r,«
v>>} r;3 et p0 avec les mêmes coefficients, et en plus, (n— 2) couples du
type (p3, t\v); les coefficients de ceux-ci vérifient, en particulier, les
relations

Les intégrales de translation du centre de gravité imposeront encore
^ = v0 = o ; les autres intégrales premières conserveront, par rapport aux <y
non nuls, la forme trouvée.

Chaque racine — H' (différente de o et de —-1) fournira pour £ et ÏJ un
quadruplet de solutions; les exposants de ces solutions sont donnés par

cette équation en g-, ayant une racine positive et une racine négative; les
coefficients sont donnés par

et
/y—O,

(les X/A étant les coefficients des termes des ̂  correspondant à — frln avec k
différent dey); nous avons ainsi (n— i) équations aux A; et ( n—1)
équations aux B;, qui nous fourniront ces coefficients sous la forme

les A,y étant les mineurs du déterminant

ni, m* m,

z/2^,2 nul** m:]l:ii

et v sont alors donnés par les équations compatibles

^ l ;



Chaque racine — h'j donnera un quadruplet du type (*/3, ui9 «5? H6), les
coefficients internes du quadruplet ayant la même forme que dans le cas
étudié et les coefficients externes (A,y) vérifiant les relations

et

La solution générale des équations aux \ et r( (pour E = O) contiendra
donc M]; //.», u7J usi ?/,», î/)0, «M, M, o (avec les mêmes coefficients) et en plus
(n — 2) quadruplets du type (M3, « O M3, M«).

Les intégrales de translation du centre de gravité imposent encore

et les autres intégrales premières conserveront par rapport aux tij la forme
trouvée dans le cas n = 3.

Il en résulte que tous les raisonnements précédents, qui ont été basés sur
les propriétés ci-dessus, sont encore valables et conduisent aux mêmes
conclusions :

La racine 1 (plus généralement co) redonne les solutions elliptiques de
Lagrange.

Chaque — fij donne une famille d'orbites A, à trois dimensions. Chaque
racine positive gj donne une famille dWbites B, planes.

Cas de trois corps, de masses unies, en triangle équilatéral.

48. Nous prendrons la solution de Lagrange sous la forme

\/3

et
m{ 4- /«a-h / « J ^ T (pour a\oir ô 2 =̂ 1).
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Les équations du mouvement sont ici

= (i -+- ôyitXi., •+- £-\,-:i + . . . ] .

3)

X//t, Y//t, //„ sont des polynômes homogènes par rapport aux difterences
'ii— Ëy, Yjf— Yjy, L (— ̂ y, de degré T I + i ; dans X(>1 et Y,-n les C entrent sous
forme paire; dans Z,-rt ils entrent sous forme impaire.

Nous appellerons y et y'2 les racines cubiques imaginaires de l'unité

' - = - - - ' •

Pour £ = o, nous pouvons écrire la solution générale des équations
Les équations aux £y sont indépendantes des autres, nous prendrons leur
solution générale sous la forme

2 = a2[ L, ~ L, <r-'

-h L. e^^.

.._ f, L O T ( H - Ô) ,

J ;^_ L o T ( I -4- Ö),

à -h L 6 T ( I -4- ô),

avec

% = m 1 :î = — m J

Nous avons d'ailleurs les intégrales premières

qui donnent



Nous ferons la transformation

s i = ö T i ( t ' i -

^ = (i + 6) [a, iiv, - r3

dont le déterminant n^est pas nul^ et les équations aux Zj deviennent

( v\ — / ( i + ö) t', = £( i + 3 )R , , r^H- / f i + S) r s = e ( n - ô ) R S î

{ r', = e ( n - 8 ) R , , ^ ~ ( i + ô )P f = £ ( i + Ô)KG.

Les intégrales premières ci-dessus s'écrivent r 5 = ctl = o; nous pourrons
réduire les équations ( 4 0 a u x quatre premières, en faisant dans leurs
seconds membres *>3 = ^ = o.

Occupons-nous maintenant des équations aux $A et YJ/,. Pour £ = o, leur
solution générale est donnée par le tableau suivant :
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avec les intégrales premières

qui imposent

a] et a\ sont les racines de l'équation

O " 1 V"

Ces deux racines sont réelles et positives si

I

elles sont imaginaires conjuguées en cas contraire; dans le premier cas,
nous avons deux couples de racines réelles opposées ± a, et zh o., ; dans le
second cas, nous avons deux couples de racines imaginaires opposées.
D'autre part.

#Y — 3 v 3(y / ; , —

N o u s a u r o n s A * I ? 7 7 ^ , « ; , , « / t e n r e m p l a ç a n t «• p a r a , 7 — e r , , cr a t k t — crL,.
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Nous ferons le changement de variables :

H - m * / ? ? J 2 [ ( i + 7 i j / ; w i - h ( i H - 7 i â / ) u , r - h ( i - r n i ) u t - ± - ( i ~ ^ n J )

, 7 « 1 ( / [ ( i + 71 ! / ' ) « , - h ( Ï - h n 5 / ) « v - f - ( r 4 / î , / ) w h

2 e
—

2 7 7 i , y [ ( i — 7 1 , / ) ; / , + f i — 71*1)11, -h (i — n.i)n--i- (i — n,

- f i — ( i - o ) ] rt, ///, - j - 3 n,
r/r

-4-

-H /?i., / / ? , / [ ( i — n{ / ) e , iu j — ( t — nii)V\ iu/.

— h, M7 + ( I - I -

Le déterminant de cette transformation, qui est celui d'un système fon-
damental de solutions d'un système linéaire, n'est pas nul.



Les équations aux £ et -/] prennent la forme

(43)

o)" .

r, (I -h ô) u,
71 ( t -+- à ) u >t

7.2( I - f - O) II-

7,{i-\~ô)ff,

= e ( x -

= £ ( ! •

/ ( n - ö ; W l J = c ( i -

[ l - H Ô ) W , „ — ( t + Ô ) / / , , = E ( I •

Les intégrales premières de translation du centre de gravité s'écrivent ici

U 0 — U i n — / / M f / , « O

et le système (43) peut être réduit aux huit premières équations dans les
seconds membres desquelles on fait */«, = u K 0 = u n = « ! 2 = o.

Si nous-posons

£ rj

-^-,+ (^~ °*)'Ç*J

/

= - £ P



les intégrales des aires s^écrivent :

zC,: — 4>, cos/ + O3 sin/ = C:î,

la première est indépendante du temps. Des deux dernières on déduit que
$2 — $;j = o, toutes les fois qu'on a une solution périodique dont la période
n'est pas zkr. avec o = o; mais dans ce dernier cas, on peut substituer à la
solution circulaire de Lagrange qui nous a servi de point de départ, celle
dont le plan est perpendiculaire au moment de la quantité de mouvement,
et Ton a encore

<&2 = <I>:ï = o .

En définitive on a

-T- £ [ . . . ] = o,

t^~ c[ . . . ] = 0 ,

En particulier, on doit avoir, pour ^ = £ = 0,

D'ailleurs, ^ muAu^k n'est jamais nul; V mk a\ et "V mkb\ ne peuvent s'an-
nuler que si

. — m 4 > ^ m. . .

Mais, nous pouvons, sans changer les axes des coordonnées, remplacer
notre solution circulaire de Lagrange par celle que l'on obtient en la faisant
tourner dans son plan d'un angle 9 [a/{ devient alors ake

1^ et bk devient
' 9 ] ; nous avons donc

et, par suite,
i j j lj t ) zzz Jj.j zzz ij,^ ' O î

mais alors, le même raisonnement appliqué aux relations F2 = F
montre que

(']=; v«= (';.= (^v=0.

D'autre part, nous pourrons faire K7 = o.
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Enfin, nous transcrirons l'intégrale des forces vives

3

77 ^ mkmiPki b _ ^

Ici, d'ailleurs, les/>/(/ sont égaux à i.

49. Orbites de période — • — Pour que de telles orbites existent, il faut
que

t
JJ. = m-i nu --h m? rn?i -h //2:i /^t < - _ •

Alors, quand JX croît de o à — > Tune des racines de l'équation aux g* croît

de o à ~ y et l'autre décroît de i à ^ • La plus petite peut être l'inverse d'un
entier, et leur rapport peut être rationnel.

Nous supposerons d'abord que ai et <j2 sont irrationnels et incommensu-
rables entre eux.

La solution génératrice sera

M ; l = z K 3 e ' " f f » T , M1 = R : i e - / * f f T , m-= <> (k = i. a . 5 , f i 7 , 8 ) .

Nous partirons de conditions initiales voisines :

« ; . = K ; ; H - a . . , « v z = : K ; j H - a . . , uk^zak (À" = i , 2 , 5 , <i, 7 . 8 ) .

p*=y* (̂ ' = 1, :>', 3, 4),

en faisant a3 = a4 puisque le temps n'entre pas explicitement dans les équa-
tions du mouvement.

Parmi les relations de périodicité, nous aurons



- lo i —

Ces quatre équations ont une solution unique en y,, y2, y- et y4, car pour
o = z = o, leur déterminant fonctionnel par rapport à y se réduit à

Or, ces équations admettent la solution y, = yL> = y s = y4 = o (car dans les
seconds membres des équations du mouvement relatives aux £, ces £ se
trouvent en facteur). Les orbites étudiées, si elles existent, sont planes.

Mais alors il nous reste une intégrale des aires F, et l'intégrale .des forces
vives F, ; pour a/t—O = C = T = O,

Ou-, Ou ,

-y-1 n'est pas nul: calculons ~\ nous obtenons

au,
o )- / 2 . 4 C T J

6 -,- -1— //? o — > / / / r j

-h

Cette quantité n'est pas nulle si a\ ̂  ()) c'est-à-dire si les racines de l'équa-
tion aux g1 sont distinctes.

Nous pouvons donc supprimer les relations de périodicité relatives à //;.
et u7 et il nous reste

( K , - r a,)L^~t2^5 —

Nous pouvons en tirer a,, a25 arj, a(o a7 sous forme de séries commençant
par des termes en s, puis 0, débutant en £2; il nous reste a8 que nous pou-
vons faire nul, car la solution de Lagrange n'est définie qu'à une rotation
près dans son plan, et a3 que nous pouvons incorporer à K3. Nous voyons
d'ailleurs que si a< est irrationnel et incommensurable avec <r2, les orbites
se ferment après une révolution.

La construction de ces orbites se présente toujours de la même façon :
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nous partons de
u,tQ= K eia*, rtw= K e~iai~ ( K r é e l )•

ifto=o (/i = i, •*, 5. 6, ; , S).

A chaque étape du calcul, nous imposerons aux ///lVl d'être périodiques de

période —; pour cela, nous devrons d'abord annuler les termes en ë*c' dans

l'équation en uz et les termes en e~iG1~ dans l'équation en uA ; nous obtien-
drons ainsi deux équations en oa forcément compatibles, et donnant des
valeurs réelles; après intégration, il nous restera, à chaque étape, trois con-
stantes que nous déterminerons en imposant, par exemple, les conditions
suivantes (pour T = o)

(car u8 définit seulement une rotation des solutions dans leur plan)

dx-,
- ^ •=0 , x,= xw.

Dans le cas où T, et a2 seraient commensurables, en étant cependant tous
les deux irrationnels, nous retrouverions les orbites précédentes, sans tou-
tefois pouvoir affirmer que, dans certains cas très particuliers, elles soient
les seules.

50. Orbites de période 2ÎI. — La solution génératrice sera

<fl = K e i x , « â = K e ^ , ak=o (£ = 3,4 ,5 ,6 ,7 ,8) .
r , = O. Vt=O, (J;;=r(); (^=0.

Ici, pour a / £ = y/t = £ = T = o,

D(«7, ul)~du1 ~ ^ v '

Nous pouvons supprimer les conditions de périodicité relatives à u, et u-tJ

faire y, = y2 — y:, = yA = o, et il nous reste

(4V)

(K -h a,)[e- ï1 t ' f i — i]-h £ f*-h

l ( â- t S

~ o,



Si nous nous reportons aux équations (41) et (43), nous voyons, comme
dans le cas des masses alignées, que Q:i, Q 1? Q;>, Qti ne renferment pas de
termes en «,, z/2) M-, u8 seuls, mais en renferment en r/; seuls.

Les vk étant nuls, nous avons

puis

Les quantités H,— £•>, £-> — £a3 • ••* "la— *j, seront proportionnelles à
a\ —^27

 ÖL>—-tf:ï3 . . .3 &;*— 6, et les masses resteront toujours en triangle
équilatéral. Nous retrouvons les solutions elliptiques de Lagrange, et ce
sont les seules solutions de période 2r>.

Il nous reste finalement deux relations : une qui détermine a7, et la pre-
mière qui (a, étant incorporé à K) donne, comme il convient, 0 = o.

Le développement de cette solution est, naturellement :

cik -+- f>k , bk — ctk .

2 '2

b^ — ctk . cik ~\- bk

avec
= i — 2 K c cos£ — 2 K - e - . î — cos it) — 3 K:îe'A (cos / — cos 3 /.) -4- . . . ,

K ' -£ 2 s in /

Les cas de commensurabilité n'apportent encore, sauf peut-être dans des
cas exceptionnels, aucune solution nouvelle.

En résumé, dans le cas de l'équilibre relatif de trois masses finies, en
triangle équilatéral, il n'existe, en général, en dehors des solutions ellip-
tiques de Lagrange, que deux classes d'orbites planes du type B, qui cor-
respondent aux deux racines de l'équation en g- ; encore faut-il que

27 (

51. Cas général. — Dans le cas de n masses finies non alignées, les résul-
tats généraux précédents subsistent, bien que leur généralisation se fasse
de façon beaucoup moins régulière que dans le cas où les masses sont en
ligne droite.

Chaque corps, en plus du troisième, introduira une racine — hirk qui don-
THÏîSE MEYER.
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nera un couple de solutions en C dont les coefficients vérifient les relations

m , /> t/ .£x:= <

Il introduira aussi quatre racines en g\, qui, ici, peuvent être réelles, imagi-
naires pures, ou complexes; mais les coefficients de toutes les solutions
issues des racines g vérifieront les relations

Les intégrales premières conservent la forme que nous avons utilisée; il en
sera de même des équations (4i) et (43) ainsi que des conditions de pério-
dicité.

Chaque racine simple —h? donnera une orbite du type A, et chaque
racine réelle positive g2 une orbite du type B; ce seront les seules, en
dehors des solutions elliptiques de Lagrange, sauf peut-être dans certains
cas très spéciaux.
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CHAPITRE V.
SOLUTIONS ASYMPTOÏ1QUES AUX POSITIONS D'ÉQUILIBRE RELATIF.

SOMMAIRE.

."H. Problème restreint aligné. Exibtence des orbites. Construction. Propriétés générales.
Premiers termes du développement.

53. Problème restreint non aligné.
oi. Cas des trois masses finies alignées
53. Cas des n masses finies alignées.
06. Cas équilatéral des trois corps finis.
57. Cas général.

Nous avons utilisé, pour la construction des solutions périodiques :

— les racines de A (A2) = o, qui sont négatives et donnent des termes de
la forme 'C = éil~ ;

— les racines positives de A(^-) = o qui donnent des termes de morne
forme en £ et YJ.

Les racines négatives et les racines complexes de A(g2) = o permettent
la construction de solutions asymptotiques (dans le sens de Poincaré) aux
positions d'équilibre relatif; c'est-à-dire de solutions développables suivant
les puissances de quantités de la forme eV, les OLJ étant des constantes ayant
leurs parties réelles négatives. De telles solutions tendent vers la position
d'équilibre relatif quand t croît indéfiniment, par valeurs positives.

Si les ay avaient leurs parties réelles positives, nous aurions des solutions
analogues, tendant vers la position d'équilibre quand t croît indéfiniment,
par valeurs négatives.

Problème restreint : cas des masses alignées.

52. Les racines en g sont ici : — ia, ia7 — p et p.
Remarquons d'abord que, quel que soit le cas considéré, problème



restreint ou général, aligné ou non, les Zj ne peuvent tendre vers zéro
quand t croît indéfiniment, que s'ils sont identiquement nuls. En effet, les
termes *£yo? indépendants de s, sont de la forme

r / 1 b i n ^ ' T 7 / -\-d» c o s ^ P i

et ne peuvent tendre vers zéro quand t croît à l'infini que si cjv = dji = o ;
d'où ^.0 = o.

Mais à chaque étape du calcul, les équations qui donnent les £y/i con-
tiennent en facteur, dans leurs seconds membres, les Xsjh (k <̂  n) déjà déter-
minés*, si nous supposons que tous ces Çy7. sont nuls, nous serons amenés à
annuler aussi les £y«- En définitive £y=o; et les orbites asymptotiques
étudiées, si elles existent, seront planes.

Nous ferons, de plus, dans toute cette étude, S = o, ce paramètre n'ayant
plus, ici, aucun intérêt.

Revenons au problème restreint (cas des masses alignées); à cause de la
symétrie, déjà signalée des équations du mouvement, il nous suffira d'exa-
miner le cas de la racine — p (t -> + oc).

Si nous posons 6 = £~p/, les équations aux af [Ghap. III, éq. (16)]
deviennent :

(•î">J

les Uy ne renfermant les iij qu'au second degré au moins. Ces équations
permettent de calculer de proche en proche les dérivées des iij par rapport

à 0, la seule dérivée qui reste arbitraire étant ~~; d'ailleurs, le coefficient

de-^~> dans l'équation qui la détermine, est —op — io\ de même celui
, df'u* . i - i di'u* i - i ds>u,

d e ~déf e s t — ?D + Ï ( J ; c e l u i d e ~d¥' ~~ ?P + ? e t c e l u i d e ~d¥'
Les trois conditions posées, pour la validité du raisonnement, par
M. Picard (Traité d Analyse, Ghap. I, § 11 et suivants*, Chap. VIII, § 22)
sont vérifiées : il existe donc une solution des équations (i), dépendant
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d'une constante arbitraire c (valeur de-^~ pour 0 = o J, s'annulant avec 6

et dévoloppable suivant les puissances de cO; les Uj et par suite £ et YJ,
xf et y s'exprimeront sous la forme de série de puissances de ce~?' et
tendront vers zéro quand t augmentera indéfiniment.

Pour la construction de cette solution, nous pouvons procéder comme
dans les Chapitres précédents; nous poserons

x = a -+- xf = a -h sx\s H- . . . -f- £".£*_, -h . . . ,

) ' — f £ r'u + . . . -h £"„)-;,_, -h

u/= w/o •4-£tf/ l-^...-t-eHw /-„ 4-

et nous calculerons successivement les coefficients des diverses puissances
de £.

Les termes en £ seront :

d'où
1'!)=:—me

Les termes en i1 sont donnés par

<o«11 = t l n ,

les Uy, étant des polynômes homogènes et du second degré en Ho et rJ0? ou
en a?0 e t j ' o ; donc de la forme Cy2c

2«~2P'. L'intégrale sera

2 & - h ^ (7 '

Pour que les «/, tendent vers zéro quand f > + ac, il faut
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Nous déterminerons ensuite K:t par la condition c^*- = o, c'est-à-dire
l-^~ = o, pour 6 = 0; d'où K 3 = o. Nous aurons finalement

Supposons alors que nous ayons déterminé les xu et y) (/*<^ w) et que
ces quantités soient de la forme

Les seconds membres des équations qui donnent les uJn sont des polynômes
en £A et Y]A(£ < n), ou en xk et y .̂, tels que, pour chacun de leurs termes,
la somme du degré et du poids soit n + i ; si nous augmentons chaque
indice de 1, tous les termes sont isobares, de poids n-f- 1, il en résulte que,
après substitution des valeurs trouvées pour les xh et y'ln les seconds
membres des équations aux ujn sont de la forme cn+i Gy n+, -̂ew-up* L'inté-
gration introduira quatre constantes arbitraires : trois seront annulées, si
nous imposons aux uja de tendre vers zéro avec 8(£-> + oo), la quatrième
sera nulle aussi, si nous imposons la condition

dxn du, n

—J7- — —jz^- = o p o u r fj - - o.
dh dO r

Finalement nous obtenons :

D„+, et E/^! étant des constantes déterminées. Et nous pourrons continuer
indéfiniment le calcul, car les diviseurs qu'introduit l'intégration sont
justement :

( « + [ ) o ± / V , no el (n-\ '>.)o

et ne sont jamais nuls. Nous pouvons d'ailleurs remarquer que la constante
arbitraire c rentrera finalement dans E, car elle apparaîtra toujours par la
combinaison (se).

Nous obtiendrons pour les premiers termes les valeurs suivantes :

. r — i a — £ r -?f — S 2 ( ) , e l?' — s ! 1 ) , t> - ! P ' 4 -

» - - - - £ / / # r P ' — ^ K . , ^ - 2 P ' — s ! 1 ' < - ' -P ' — . . . .
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avec

I) —

3 m-— > F mu li

> ma — no | 1 p2-^a2 3p

t i //z
2— -> )mn T p i l 3 m

mu — n p I ri p- H- cr ' 3 p I "^ //> p — /* ^

O f — m u n i 9

tna — no |_ c)p2-i-(7- l p | *(^ 'p

/>̂  o + no1

y m

\ .

/ta

(] ] —

\: =

//i cr — /; p

^<7 — no

— m <J n
)O1-i-Uî \p

> (mo 1 \p
2— \)

1 VK

4-C

m a — n p

Umn (3 ni-— 2)

m?

()p2 \p\

/??p + /I01

3
/// 0 -h /iO"

//(T ///

/i(7 ///

] m-—2) f p 1
— no I 9p2 + <72 \p

9p2 -l a1 (\p

3?/t(m2— \) \ nu m

Nous voyons d'ailleurs qu^un changement de valeur de z revient à un
changement dans l'origine des t\ il n'y a de distincts que les orbites £ = i
et e = — 1, par exemple.

Pour t — + 00 nous avons ~- = — m\ or il est facile, en se rapportant à

l'équation aux g\ de vérifier que m est négatif : la première orbite tend
vers la position d'équilibre dans le premier quadrant, la seconde dans le
troisième.

D'autre part :

2 ? ' ( . . . )

pour t très grand, l'une des orbites est directe, l'autre rétrograde.
D'ailleurs

3m*

^jp2 +- C7-]

( tn2 ) \p — 1 m\_ \p2 —• v — > P | 4 -1- 3/« p

> p-f i o~ -H cr2] ~~ p f ' l p M c?i
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or, quand P varie de i à +QC ?

pa — I — -2 P — ( 'A -4- 3 P ^ -h V q P 2 — « P
= ^ = — :

4

varie de a — ^; donc ~ < o e t / w / <C °5 P a r s u i t e 7, ( ~~— ) a le

signe de —e A. En particulier, les orbites correspondant aux positions
d'équilibre extérieures aux masses sont concaves vers l'origine O.

Nous avons étudié le cas de la racine (— p); celui de la racine p s'en
déduit sans difficulté. Le changement de t en — t et de y en —y ne modifie
pas les équations du mouvement (z étant identiquement nul) : la solution
développable suivant les puissances de e?1 s'obtiendra, à partir des expres-
sions en e~^y en changeant les signes de t et de y. Nous aurons deux
nouvelles orbites, symétriques des précédentes par rapport à Ox, et sur
lesquelles le mobile de masse nulle tend vers la position d'équilibre quand
t tend vers — oc.

Problème restreint (masses nou alignées).

53. Ici, plusieurs cas sont possibles :

a. Les deux racines de l'équation aux g2 sont positives : tous les expo-
sants caractéristiques sont des imaginaires pures; il n'y a pas de solutions

asyrnptotiques, au sens où nous l'entendons ce cas se présente, en parti-

culier, dans le problème restreint des trois corps quand jx(i — tx) < — •

b. Les deux racines de l'équation aux g2 sont, l'une positive et l'autre
négative : deux des exposants caractéristiques sont des imaginaires pures
opposées, les deux autres sont réels et opposés (ce cas se présente, par
exemple, dans l'exemple étudié au paragraphe 27, Chapitre II, trois
masses finies égales en triangle équilatéral, pour les positions d'équilibre
relatif A et C). La preuve de l'existence des solutions asymptotiques et le
développement de ces solutions se font, alors, comme dans le cas des
masses alignées. Le mobile infinitésimal tend vers la position d'équilibre
sur une trajectoire à tangente limite déterminée.

c. Les deux racines de l'équation aux g- sont complexes et conjuguées;
les quatre exposants caractéristiques sont deux à deux conjugués, et deux
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à deux opposés. [Ce cas se présente, dans le problème restreint des trois

corps quand (x(i— [^)]> ™» ou dans l'exemple étudié au paragraphe 27,

Chapitre II, quand les trois masses finies égales sont alignées, ou quand
elles sont en triangle équilatéral, pour les positions d'équilibre o et B.]

Nous allons examiner ce cas plus en détail. Les racines de l'équation
aux g sont

( T 1 = : OC H - (3 Z, — 0*! = — d — (3 / , (7*=: <% — (3 / , — <7t = — OC -+- (3 L

Posons 6 = <?'; les équations du mouvement, mises sous forme normale,
s'écrivent alors :

(46)

duv • (ai — (3)?/1~Uu
1 - ~ -h («/'— ( 3 ) M « = U

ad '

» du.

Si nous posons encoẑ e

et si nous considérons les uj comme des fonctions de î et de p2> nous
obtenons :

(47)

ces équations permettent de calculer de proche en proche toutes les dérivées

partielles des Uj par rapport à vh et v% (pour vx = v2= o); il restera cepen-

dant deux arbitraires - ^ et -^~; le coefficient de , -{ÏTTTI dans Téquation qui

la détermine sera :

pour u

pour ttS

pour MM)

pour w4

( i n _ ! ) ( « ! - . (3) + n ( _ a i _ P ) ;

(m + i) {ai — (3) -h n(— a« — p ) ;

w ( « i ~ (3) H- (n - i - i ) ( _ ai — 6 ) ;

m ( « i — ( 3 ) 4 - ( n — i ) ( — a i 1 —(3).
THliSE MKYER.
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Les trois conditions de M. Picard sont encore vérifiées : il existe des
solutions des équations (4y)? dépendant de deux constantes arbitraires ci

et c2 (valeurs de -~± et - ^ pour ^ = <̂  = o j , s'annulant -avec ^ et e2 et

développables suivant les puissances de c , ^ et c2e2. Les uj9 les Ç et r(,
les œ et y s'exprimeront sous forme de séries de puissances de c^e^^*^
et c2eH3-H*<)̂  [\s tendront vers zéro quand t augmentera indéfiniment.

Ces solutions se construiront par la méthode habituelle. Les termes en e
sont :

^0 = «10 + «40, 7 Î 0 = bl «10 H" hK «40

(è1 et 64 étant les constantes, imaginaires conjuguées définies au para-
graphe 29, Chapitre III); pour que les orbites soient réelles, il faut que cA

et c2 soient eux-mêmes imaginaires conjuguées.
Les termes en s2 sont donnés par :

dulx ., TT du*! - TT

les Û ^ étant des polynômes homogènes et du second degré en £0 et r\oy ou
en x\ et y\, par conséquent en ^! vK et ca<^ ; ils seront de la forme

L'intégrale générale sera :

p(O) p ( ( ) p(2)

Nous imposerons les conditions suivantes :
Les iiji tendent vers zéro quand t augmente indéfiniment; d'où

K2 = K3 = o.
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Les dérivées -—^ et - ^ > c est-a-dire -r-1 et r̂-1 sont nulles pour t=± + oc :

Les Uji sont des polynômes homogènes et du second degré en cA r,
et c2v2 ; il en est de même de

d'ailleurs dans tout le calcul Wj et MO Z/3 et w3 sont conjugués? ainsi que
leurs coefficients; les résultats sont donc réels.

Supposons alors que nous ayons déterminé xk et y'k(k<^n) et que ces
quantités soient des polynômes homogènes de degré (k-\- 1) en c, çi et C2P2?

et cherchons à déterminer les ujn\ comme au paragraphe précédent, nous
verrons que les UJn sont des polynômes homogènes en ci çi et c2 P2 et de
degré (71+1). Nous annulerons deux des constantes arbitraires, introduites
par l'intégration, en imposant aux uJn d'être nuls pour ï = + cx); les deux
autres seront annulées par la condition

pour t = 4-00. Les diviseurs qui s'introduisent dans l'intégration sont :

ils ne sont pas nul». Nous pourrons donc continuer indéfiniment lé calcul.
Nous obtiendrons :

X et Y étant les coordonnées de la position d'équilibre; <pn et tyn des poly-
nômes homogènes en c, vx et c2c2, de degré n.

En définitive ce et y s'expriment au moyen des variables

1 et ecjet-P-ai)^

Ci et c2 étant conjugués

Mais, par un changement de Torigine des temps r = T + £0, nous pouvons
rendre ces deux constantes réelles et égales; il suffit de prendre tQ tel que

p sina tQ-h q c o s a i 0 = o ,



la valeur commune des deux constantes, après la transformation, étant

c = \Jp* -+- q2 e~P'».

Mais alors la constante c s'associe à s, dans la combinaison tc\ dans la
construction de la solution, nous pouvons donc, sans restreindre la géné-
ralité, faire c^ = c2 = i.

La solution a finalement la forme (48), les <pn et tyn étant des polynômes
homogènes en t%, et pa, de degré n, dont les coefficients sont entièrement
déterminés. Nous obtenons une infinité d'orbites dépendant d'un para-
mètre £.

Pour / très grand

dx (— (3 + ai)c*17— ((3-Hai)e-a" -*-•-.,

les orbites s'enroulent en spirale autour de la position d'équilibre.
De plus

pour t très grand, cette quantité a le signe de ai(b{ — è4); en tenant
P

compte de a2 — (32 = i — - , elle est égale à

) 8(— a + P0 + 3(P/ — Pff)]
8 — 3(P'+Pff) — 8a(3« J

[8 —3(P/

ou à

_ _ , 8(32+ 3(3 g (P ; — Ptf) -h 8 -h 3 ( P / + Pg) t

"" " 64«2 — [3(PA— P") — 8|3i]2 '

les deux quantités

8((32-h i) zb [3 (3 i (P ' — P") -h 3 ( P ' + P7/)]

ont donc le même signe, celui de leur somme 8(f33+ i) ; elles sont positives
et 0LÎ(bs — 6V), négatif. Quel que soit e, les orbites étudiées sont rétrogrades.

On étudierait de même les orbites asymptotiques pour £ = — oo et déve-
loppable suivant les puissances de e{^ai)t et e{$~ai)t. Mais nous pouvons
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remarquer que, si dans les équations (i4) du Chapitre III nous changeons t
en —t et si en même temps nous intervertissons les aj et les b; de même
indice, les équations en £ et en Y] se trouvent interverties : a?' reste donc
le même, et y1 est changé en —y''. Ayant les orbites asymptotiques pour
î = -\-ao1 nous aurons les orbites asymptotiques pour t — — oc, de la façon
suivante : nous changerons t en — 1 \ nous changerons le signe de tous
les <jv, dans les coefficients des <pn et «̂5 nous intervertirons les ay et bh

c'est-à-dire les couples (P', P"), (A', A"), (B', B"), etc.

Donnons les résultats pour le problème restreint des trois corps

cas équilatéral, [x(i — [x) > — au voisinage de

v 1 v/3

alors

Sa fi — 3 y/3 (1 — 2 jm. )

Nous aurons

^ c ' l { ) + c',a cos2aî

! 0 ~ — jut) — 4 —
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CA m
io8f/.(i

e, » = —

* , = - '

io8fx(i— f

— - r
" i 6 L

3 .,

2 v/3+ 22(1 —

La solution au voisinage d e X ^ : - — UL, Y = ^-? z = ^ — œ s'obtiendra

en changeant t en — t et y 3 en — \/3.
1 /3

Les solutions au voisinage de X = : JJL, Y =
2

précédentes en changeant y 3 en — \/3.

1/3 . '— — s'obtiennent des
2

d. Les deux racines de Féquation aux g2 sont négatives; les quatre
exposants caractéristiques sont réels, deux à deux opposés (ce cas se
présente, par exemple, dans le problème examiné au paragraphe 28, pro-
blème restreint des quatre corps avec deux masses finies égales, quand la
position O s'approche du point Q où elle disparaît en s'unissant à A).

Les racines de l'équation aux g sont

* P i , — ' P i , — ' P a , *Ps-

En posant 6 = <?', puis i\ = 6~Pi et c2 = ö~p*, les équations du mouvement
deviennent :

dut du, TT

du*

du,

du*

du,
19lPiW ~*~^*W* = P* "-i ~*~ U 3 '
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Les diviseurs qui s'introduisent dans le calcul des dérivées , mjfn s o n t

{m — i)p t + npt, {m + i)p±-h wp,_, mp±-h (n -h i)p2, m p ^ - (^ — i)p2.

Les trois conditions de M. Picard sont vérifiées : il existe des solutions des
équations (49)? s'annulant avec R, et ^2? dépendant de deux constantes

arbitraires c< et c2 (valeurs pour ^ = p3 = o de - ~ et - ^ ) et développables

suivant les puissances de c, p, et C2P2. Les Uj, % et r\, ce et y s'exprimeront
sous forme de séries des puissances de c^-fV et c2e~^l\ ils tendront vers
zéro quand t augmentera indéfiniment.

Nous n'insisterons pas sur la construction de ces orbites qui se présente
comme dans le cas précédent, avec

*1 = — Pl, *S=Plï \ l=PSî * * = — PS-

Nous obtenons finalement :

y = Y -+• +t •+• +s + • • • + + » + * • • >

«p„ et 4>a étant des polynômes homogènes de degré n, en

et

Supposons les notations telles que p, <^ p2 ; par un changement de l'origine
des temps, nous pourrons faire ec< = ± i et la solution ne contiendra qu'une
constante arbitraire EC2; d'ailleurs

avec

d'où
rf/ c j b± pd e - ^ ^ - h r 2 6 2 p 2 e ~ P ^ - h . . .
dx ci ple-9it-\-c2 p5e-P^-h...

quand z^oo, -^ -> 61 ; les orbites tendent vers la position de Lagrange,

avec une direction limite; nous avons deux séries d'orbites à un para-
mètre c2 (c< = + i et c, = — i ) qui approchent de la position d'équilibre
relatif dans des directions opposées. Mais ici, dans le numérateur de
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dl ( ^ Z x ) ' *e t e r m e Prépondérant sera ou e~^^^]\ ou e~2ptl suivant que p3

est inférieur ou supérieur à 2p< et les deux cas sont possibles (cf. § 28).
Les orbites en eM et e+W se déduisent des précédents par le changement

de t en — t et de (7 — Y ) en — (y — Y).

Cas de trois masses finies alignées,

54. Dans ce cas, comme nous l'avons vu, les racines de l'équation aux g*
qui doivent être prises en considération (après application des intégrales
du centre de gravité) sont

i, *\ — P', o

et les équations du mouvement s^écrivent, en posant 6 = e~P* :

r, du* . T T - diu . T T

p 6 1 M = L - ? ô f + l " = u

~P ~d9 "" I C r W 3=

~ p ~di~ PM*=

Ces équations permettent de calculer toutes les dérivées des wy- par

rapport à 0, sauf-^l-qui reste arbitraire; les coefficients de ces dérivées

sont :
— n p d t i , — n p i h i a , — ( n - h i ) p , — (n — i)p et — np.

Les trois conditions de M. Picard sont remplies : il existe une solution
développable suivant les puissances de ô, s'annulant avec 6 et dépendant

d'une constante arbitraire c ( valeur pour 8 = o, de ~ \ ; les u^ les £,-etr\j9
les ccjetyj sont développables suivant les puissances de ce~^ et tendent
vers zéro quand t augmente indéfiniment.

La construction de ces orbites se présente d'une façon tout à fait ana-
logue à celle des orbites du problème restreint, quand les masses sont
alignées, car la structure des Û  est la même dans les deux cas. Nous
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obtiendrons une solution de la forme

(5o)

> ~ ay-{-Em»_m:i(az--a:i)e-P* — \ £' lD ln e~

i^a^— a{)e~?é —

.. = Ö;1 + £ ml

II n'y a, en réalité que deux solutions distinctes ( e = + i et £ = — i, par
exemple). Nous voyons d'ailleurs que, pour t très grand,

sont voisins de — /e t tendent vers cette valeur quand t augmente indéfi-
niment; en se reportant à la définition de /? on vérifie qu'il est négatif; les
masses tendent vers la figure d'équilibre, avec une direction limite com-
mune. D'ailleurs

si, en l'un des points, #, par exemple, l'une des orbites arrive directe,
l'autre arrive rétrograde.

La forme de la solution reconnue7 le calcul des coefficients peut être
effectué sur les équations en £ et r\. Nous avons les termes en s :

puis, pour déterminer les coefficients des termes en £%

les équations

B/[21> A,Pik + 1 2 BtPy4 = i (/*- ?. + a /«)R/;

THESE MEYER.
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analogues aux équations (i3) du Chapitre II, sauf remplacement de g
par 2îp, et existence de seconds membres :

R± — m* m.> \ m* al- 2 h nua\ -— ?

Nous pouvons utiliser de même les racines — h- de l'équation A (/a3) = o
et leurs multiplicateurs Xy ; en multipliant les trois premières équations (51)
par mj\j, et en faisant la somme, et en traitant de même les trois dernières,
nous obtenons :

I (2ï> + i)2 + H

laiA1~h I (2 tp — i )2-h M V / n 1 a 1 B 1 = - [ / 2 - 2

nous en tirons :

m a A —
4p2(4p2n- 1)

m1ai&1 — / 2 (3 s_i_ •)

( « i — «3) A i
2 - 1 + fea) + 8/p]+

(«2— «
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puis
mla'\. Àj. — axS -f- m2 m..(at — a%)T,

^ i a ? • A2 = a* S H- m.{ ma ( a:, — a, ) T,

Les termes suivants se calculeraient de même.
La solution en e~^ ayant été calculée, nous pouvons en déduire la

solution en e?1 : il suffira de changer t en —t et jy en —yj dans les
expressions (5o)

Cas de n masses finies alignées.

55. Les racines utiles de l'équation aux g2 sont : i ? o et les (rc — 2) couples
e t— P ; , . . . X e t — p £ .
Nous aurons des solutions développables suivant les puissances de

ajet—

car les diviseurs qui s'introduisent dans le calcul des dérivées successives
des iij par rapport aux variables c/{= e^kt ont les formes suivantes :

e t ~"

et les conditions de M. Picard sont remplies. Il restera, comme arbitraires,

les (n — 2) constantes cn qui sont les valeurs pour les vk = o des dérivées -~

provenant des équations en — pA.
La construction habituelle, au moyen des équations aux uJy conduira à

la forme

I y / J 1 ~ ^ / *- * * * î

les $yrt et Wjn étant des polynômes homogènes et de degré n par rapport
aux quantités ckvk=cke~Pkt; nous pouvons faire rentrer £ dans les ck\ alors,
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une de ces constantes fixe l'origine des temps, les (n — 3) autres déter-
minent géométriquement l'orbite.

Explicitons les <&y, et U'yi :

les A/y étant les mineurs du déterminant du Chapitre IV et

Nous avons

Supposons les notations telles que

alors quand t->--\-ao9 —^ ~> —Z3 et il en est de même d e - ^ e t -^ - Les

masses tendent vers les positions de Lagrange avec des directions limites
parallèles et indépendantes des ck\ d'ailleurs, pour t très grand, les termes
prépondérants dans la solution (7) sont les termes en e~9it\ d'après ce que
nous avons vu ci-dessus, il suffit, pour avoir toutes les orbites de faire
£C3=i ou £C3 = — 1 , en laissant arbitraires les ecA(A>3); nous avons
donc deux séries d'orbites, tendant vers les positions de Lagrange, des
directions limites, fixes et opposées.

Mais ici, dans le numérateur de ~r ( ——— )> le terme prépondérant sera
' dt\Xi— ai) r r

ou e~~(p3+p*}' ou e~w suivant que p* sera inférieur ou supérieur à 2p;i. Or les
deux cas sont possibles : il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter à
l'exemple du paragraphe 27 (Chap. II); la masse Mf est nulle, et les valeurs
de —h? sont : celle qui correspond aux trois masses finies égales, 2,4 et
la valeur de P : 2,026 ou i3,o48 suivant que l'on est en (a) ou en (V)\ les
valeurs correspondantes de p2 sont 2,919 et, suivant la position de M<,
2,287 [en (a)] o u 24?387 [en (6)]. Pour les valeurs finies mais petites
de m,, le rapport des deux p2 sera voisin de 2 ' 9 Q 9 OU de ——2.f ' r r r 2,287 2 ï 9 i 9
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Si p4^>2p3? les constantes tck(k^>3) n'influeront pas sur le sens de la
courbure finale, qui sera le même pour toutes les orbites. Il n'en sera plus

de même si p 4 < 2p3, le sens de la courbure finale dépendra du signe de — •

Le calcul direct des coefficients des divers termes peut, ici aussi, se
faire directement sur les équations en £ et Y], par la méthode indiquée au
paragraphe précédent; les racines de l'équation aux g se groupent, en effet,
en quadruplets analogues à celui qui apparaît dans le cas des trois masses
alignées, et correspondant à chacune des racines de A(A2) = o, autres,
que o et — i.

Les orbites en e9kt se déduisent encore des orbites en e~9kl par le chan-
gement de t en — t et de yf- en — y*r

Cas équilatéral pour trois masses finies.

56. Pour qu'il puisse y avoir orbite asymptotique, il faut que

[ou, d'une façon plus générale, l'unité de masse n'étant plus telle que
m, H- m2 -+- mz = i, il faut que

27 ( m t m2 H- mt ?n:i H- m:) m^ ) ;> ( m L -h mi -h m:K )2. ]

Les racines de l'équation aux g, qui doivent être considérées, sont

ij — i , a + (3 2, — a — (3i, a — (3i, — a + {3?, o et o.

Les diviseurs qui s'introduisent dans le calcul des dérivées successives
des iij par rapport aux variables vA = ^-?+ai'è< et c2 = e'-t3~afïf sont de la forme

m{ai — j3)4-n(— ai— (3)±/, m (a/ — (3) -h n(— a? — (3),

( m „ I ) ( a ï - _ ( 3 ) - h n ( - a ï - P ) 1 ( m H _ I ) ( a i - P ) H - n ( - « £ - P ) ,

/«(a/— P) + (« + i ) ( - a/— P), m (ai— ( 3 ) H - ( « — I) (— a/— [3).

Les trois conditions de M. Picard sont remplies, et nous aurons des
solutions développables suivant les puissances de c, et r2, s'annulant avec

ces variables, et renfermant deux arbitraires c, et ca, valeurs de - ^ et - ^

pour çA = v2= o.



La construction, en partant des équations aux uJy se poursuit comme
dans le cas du problème restreint que nous avons étudié. Pour avoir une
solution réelle, il faut prendre cA et c2? conjugués; par un changement de
l'origine des temps, nous serons ramenés à une seule constante réelle, que
nous incorporerons à e; la solution ne dépendra finalement que de la seule
constante s, et sera de la forme

£ 1 = a, -h e/ws j» 3 y s [ ( i H- nt i) e(-P+«*ï'+ (i + nfj) e(-P-*')'] -h s2 * 1 2 + . - . ,

nl=ùi~hem%mj [ ( i — nx i) <?(-?+«»)*.+. (i _ nj) e?(-P-«'><] + £2W12-h. . .,

£ s = a s - H emAmJ [ ( i -h wt i) e'-P+*^«-h (i -h nj) e ( -p-^) ' ] + 68 0 ^ + , , . ,

les $jn et Tpjn étant des polynômes homogènes en e
{~"+ai)/, et e{~\ af)', de

degré n.
Nous avons

y*

^ y2

dyA .À — /LX

dx:] 1 -+- |x
avec

Ces trois quantités ne tendent vers aucune limite : les masses tendent vers
les positions de Lagrange, en tournant en spirale autour de chacune d'elles,

les directions des vitesses faisant entre elles des angles qui tendent vers -g--

De plus,

dt \xx^a

les deux autres quantités analogues ne diffèrent que par le dénominateur

[s/(t e*u-h nKe-*H) -h
OU

Les trois dénominateurs sont positifs; il suffit d'avoir le signe de
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qui est égal à
__ ,8(34-31/3(1^— m,)B + 9(m1 + m i ) - 2

~ 3y/3(m1— m2)(3-hio —

les deux numérateurs ont le même signe, celui de leur somme 16 (32 + 8 ; ils
sont positifs et toutes les orbites sont rétrogrades.

La solution peut d'ailleurs être construite sur les équations aux £ et YJ.
Les termes en e sont :

, l1Q=mzmJ X, ^0=m1m ïX,
Y, Vw= mi

X = ( i -H/M)<?H

Y = (i — nxi)e

En e2, nous aurons des termes en e(-3?+3«0^ e n e-^ et en £(-2P-2«'U# Leurs
coefficients seront donnés par les équations :

(53)
At[acr+

Pour avoir les coefficients de gi-2^2^)* nous ferons : G = a + p^ et, dans
le second membre, nous réduirons : X2 à (i + n,,/)2 -̂"3?"1"30"**, XY à
(1 + njy-ap+a«o« et Y2 à(i — n< ï)aei-2P+2a£»'f. De même pour les coefficients
de (̂-aP-ao»")' :

£7 = — a + P /, X2=: (1 H- njy e H M » ^ ,
XY = (i -h »î) e t - 2 M*^ et Y2 —(1 — nKi)* ct-

2M«o^

et pour celui de e~2^£ :

(7 = (3i, X 2 = 2(1 + n,i) (1 + /i4i) e~2P',

X Y = [(1 H- / l i t ) (1 — nj) H- (1 — / l i i ) (1 H- nj)]e~*-?^

Y 2 = 2 (1 — n± i) (i — nKi) &-*&.

En multipliant les trois premières équations (53) par miy ma, m3 et en
les ajoutant; et en traitant de même les trois dernières, nous obtenons :

En multipliant les trois premières équations (53) par m{ è,, m2è2 ?
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et les trois dernières p a r m ^ ! , m^a^, mzaz, nous obtenons :

i)2+ i ^ m A A , 4 - ~

avec

Ri = — 2 w | i m * g Xs(m1y2+rn,y+7«3)+ ^Y 2 {mj + mj1-*- TO3) I,

Ra = — 2 m i m= V X2 ̂ Wlll/' ~*~ ' ^ + //Z:i^ + 8 Ya^//;]J + w '̂2 + W]^ '
d'où

|(aor —!)*-+- i l R , —?Ra

* i A , = L ^ ^ ^ ^ ^ = c X „

Enfin, en multipliant les trois premières équations (53) pary,y2 et i, et
les trois dernières pary%y et i, nous obtenons :

2H- - [A,y -h A./2 + A:ï] H- - [ w,y H- mJâH- m3] [ B ^ H - BJ + Ba] = S,,

mj -h w.,] [ A,y + AJ* + \ : i] + [( 2<j - i )2+ i j [ B ^ + B,y + B:;] = S,,

avec

i 5

j — j'2)]

m;

— m,)]
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d'où

/n3)S5

A , y •+•

(2a —i)2H- - St— -{mj + w.J!-+
A , = *= ••* ^

(2ff + i)2+ i S.— -(mj'+mj-t
B 3 = L «J 11

Si a est une racine de Féquation aux g, a -+- $i ou — a

D —3t72(5a2~i);

si a = (31',

Finalement :

?i~a?l(X} -4-

\ m^mt.Bxz=^bsSx -h

N m t m s . B;! = ;̂{ cï3, H-

Les coefficients des termes suivants se calculeraient par la même méthode.
Quand nous aurons calculé la solution en e<-?+°»)/ e t ̂ f~3~aî)£ pour la confi-

guration correspondant à

nous aurons évidemment la solution, développée suivant les mêmes
TIIKSE MEYBR. 23
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variables pour la configuration :

en changeant dans les expressions trouvées y 3 en — y/3.
Nous pourrons encore obtenir la solution correspondant à (I)etdévelop-

pable en e{(ï+*i]i et e(P~°"u : nous changerons t en —iy nous changerons le
signe de tous les "??**„; et dans les coefficients de $kn et ^F*,,, nous interverti-
rons les fl& et les ô/c de même indice, ce qui revient ici à changer ^3 en — \/3.

La solution asymptotique à II, pour t —— », s'obtiendra de même.

Cas général : n masses finies non alignées.

57. La généralisation est ici beaucoup moins régulière que dans le cas
où les masses sont alignées : de nombreux cas peuvent se présenter;
cependant la structure générale des équations restant la même, nous
pouvons affirmer que l'ensemble des racines de l'équation en g2 qui sont
négatives ou complexes conduira à des solutions asymptotiques, dévelop-
pables suivant les puissances de quantités de la forme e~nkl et e{~~^l~*~%m. Si le
plus petit des nombres ak et (̂  est un ak (réel), les orbites tendront vers la
position de Lagrange avec une direction limite; si au contraire c'est un (3̂
l'orbite tournera en spirale autour de cette même position.
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