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SUR LES POINTS DE PEANO D'UNE ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE

Introduction

Soit Féquation différentielle:

(E) y' = f(x,y)

où f est continue sans plus par rapport à l'ensemble des variables
y et x. L'existence en un point P de la région de continuité de /, titan
moins une intégrale de (E) a été démontrée par plusieurs méthodes {l}
et M. PEANO (?) découvrit de plus, le fait appelé aujourd'hui „phènomèiue
de PEANO" : possibilité d'existence d'une infinité d'intégrales issues d'un
même point P. Ce faisceau issu de P est ;; sans trous" [résultat de MIE (3)J
et il est limité en haut et en bas par deux intégrales : l'intégrale supé-
rieure M (P) et rintégraie inférieure m (P> (4). Le domaine d'existence
des intégrales a été prolongé par M. PERRON (5) Toutefois la question
traitée dans la plupart des travaux existants sur ce problème est celle
de l'unicité : recherche de conditions suffisantes pour assurer en un
point P, l'unicité de la solution, soit des deux côtés de P, soit d'un seul
côté. Je ne puis entreprendre ici, même d'énumérer les nombreux résul-
tats obtenus dans cet ordre d'idées ; je citerai seulement le cas d'uni-
cité à droite obtenu par M. PEANO (6) ; f décroissante en ?/, les condi-
tions d'unicité (des deux côtés) de M. OSGOOD (7), M. NIKUBORG (*),

(») Voir en particulier: ARZBLA: Memorie délia R. Accademia délie Scienze di
Bologna (5e série, t. V 1895 p. 75, 88 et 5f série t. VI 1896 p. 33—42). LA VAJLEÉ*
POUSSIN : Mémoires couronnés et autres mémoires. Àead. de Belgique in 8° 47,1892/3
mem. n<> 6 p. 3 -82 , P. MONTEL, Thèse, Paris 1907 ou Ann. Ecole Normale. 3® série
t. 24, 1907 p. 264.

(2) PEANO, Mathematische Annalen Band 37, (1890) p. 182-220.
(a) Mra, Mathematische Annalen Band 43, (1893) p. 533: Traduction

additions de l'article de M. PÉANO écrit en symboles logiques.
(4) OSGOOD : Monatshefte fur Mathematik und Physxk T. 9. 1898 p. 331.
(s) PERRON : Math. Ann. 78 (1915) p. 378-384.
(6) et (7) PEANO et OSGOOD loc. cit.
(s) VV. NIKLIBORC : Studia Mathematica, Lwow T. I, 1929 p. 201—210.



2 MARIE CHARPENTIER

M. MULLER (!) et les conditions d'unicité, (à droite en général) obtenues
dans de récents travaux japonais prolongeant ceux de M. TONELLI (2) et
M. MONTEL(3): en particulier le critérium de M. IYANAGA(4) et les résul-
tats de M. NAGUMO (5

Ce travail laisse de côté toute recherche sur les conditions d'uni-
cité et s'occupe plus spécialement de l'étude du champ des intégrales
dans le cas d'une seule équation y' = ƒ (x, y) (6) où f n'est soumise à
aucune autre condition que celle de la continuité.

Une condition d'unicité unilatérale (d'ailleurs absolument quel-
conque) n'interviendra qu'à titre d'hypothèse lorsqu'il s'agira d'appliquer
les résultats généraux à des cas particuliers.

Les points où se produit le „Phénomène de PEANO44 OU „Points de
PEANO" peuvent couvrir un domaine d'après l'exemple de M. LAVRENTIEFF(7),
ce qui montre l'inutilité de tout effort tendant à déterminer l'ensemble
E des points de PEANO dans le cas générai. D'autre part, la relation
entre la nature de f et la répartition des points de PEANO est difficile
à saisir : pour faire disparaître un point de PEANO il peut suffire de

changer f en — / ou en -4(8) par conséquent l'étude de E en partant
Î_J

de f semble encore interdite. Il y a donc lieu de chercher un moyen
indirect d'atteindre ces points : c'est ce que j'ai tenté en considérant
systématiquement la dépendance d'une intégrale vis à vis de son point
d'origine, et en particulier la dépendance du faisceau issu d'un point
P [ou zone d'émission de P, ou H(P)] vis à vis de P.

Ce dernier problème est déjà posé dans sa Thèse, puis repris en
1925 par M. MONTEL qui obtient les premiers résultats dans cette voie.

Même ainsi circonscrit, le problème n'est pas facile, étant donnée
la souplesse avec laquelle H (P) échappe à tous les moyens de mesure
<j.ue l'on tente de lui appliquer, et par suite la difficulté de comparer

(') MULLER ; Mathematische Zeitschrift T. 26, 1927, p. 617—645.
(2) L. TONELLI : Rendiconti délia R. Acad. Naz. dei Lincei vol. I, série 6 1<> sem-

p. 272.
(3) p. MONTEL ; Bulletin des Sciences Mathématiques 2e série T, 30, p 205—217.
(4) IYANAGA ; Japanese Journal o f Mathematics 1928, p. 253.
(5) NAGUMO : Voir en particulier; Japanese Journal of Mathematics 1930, p. 144.
(«) Pour le cas d'un système d'équations différentielles voir: MULLER^ loc. cit.

PÜKÜHARA : Japanese Journal o f Mathematics 1929, 30 Proceedings of the Impérial
Academy, 1928. etc.

(7) LAVRENTIEFF; Math, Zeitschrift, 1925, T. 23, p, 197 à 209. C'est ce que
nous appellerons dans la suite le „Phénomène de LAVRENTIEFF".

(8) Par exemple pour le point singulier de M. MULLER loc. cit. ou pour l 'exem
pie de point de PEANO : BIEBERBACH, Differentialgleichungen, p. 54.



INTÉGRALE VIS A VIS DE VORIG1NE 3

les valeurs de deux points de PEANO P et P' en donnant un sens à une
relation de la forme : H (P) % H (P').

Cependant une des tendances des mathématiques modernes à
l'origine de laquelle se trouve M. HADAMARD, et dont l'importance s'est
accrue dans différentes directions, tant par les travaux de M. FRÉCHET
-que par ceux de M. MONTEL, et bien d'autres recherches, consiste à
raisonner sur des êtres de plus en plus compliqués, considérés simple-
ment comme des éléments d'ensembles plus généraux. C'est ainsi
«qu'une fonction ne sera plus uniquement un nombre dont la valeur
dépend de la valeur d'un nombre, mais un élément d'un ensemble
déterminé, iUl en dépendance avec un élément d'un ensemble 9î (les
deux ensembles pouvant d'ailleurs coïncider). Ainsi, pour les fonctions
-de lignes, si Wl reste un ensemble de nombres, 9î devient un ensemble
de courbes, etc... .

Il est vrai qu'en général, comme dans l'exemple précédent, 9K
Teste un ensemble de nombres, la complexité se portant s.*r 9£, tandis
que dans le cas actuel, 9Î est simplement une région du plan des
xy et 3JÎ: ensemble des intégrales de E, devient très compliqué. Il
.semble même difficile de déterminer à quelle classe d'ensembles appar-
tient 2)1: peut-il être distancié ? Cependant on peut affirmer qu'il est
4in espace (V) car le voisinage d'un de ses éléments est parfaitement
déterminé (bande de largeur s construite sur une intégrale) et les
^poi?its d'accumulation" ainsi définis, lui appartiennent.

Ainsi la dépendance de l'intégrale I (P) vis à vis de P, m'a semblé
pouvoir être considérée comme une relation fonctionnelle généralisée.
-Remarquons que cette relation, si elle est toujours continue quand
l'unicité est assurée, peut ne pas l'être dans d'autres cas. Or, les fonc-
tions continues de variables réelles ont été prolongées par les fonctions
de BAIRE. C'est pourquoi, dès l'apparition, dans mes recherches, de la
-semi-continuité de H (P), semi-continuité qui joue un rôle essentiel dans
les travaux de M. BAIRE, 'ftn cherché, sinon des théorèmes à appliquer,
-du moins des idées directriees; dans la théorie des fonctions disconti-
nues, espérant que cette théorie, orientée vers la détermination des
-ensembles de points singuliers, me permettrait d'atteindre l'ensemble
des points de PEAXO apparenté à l'ensemble des points de non-conti-
nuité de l'intégrale.

Non-seulement j'ai pu, grâce à ce guide, obtenir, (Chapitre IV)
effectivement l'ensemble des points de PEANO, dans un cas particulier,
«nais bien des fois, j'ai trouvé des résultats analogues dans les deux
théories : tels les théorèmes suivants qui s'appliquent, soit directe-
ment, soit avec certaines restrictions, à la correspondance [P, I (P)].
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à) I*e maximum d'une fonction est une fonction seroi-eontini»
supérieure et le minimum une fonction semi-continue inférieure (*)•

Ce théorème s'applique sans restriction : M (P) est semi-continue-
supérieurement et m (P) est semi-continue inféneuremen't.

b) Les discontinuités de première espèce d'une fonction d'une
variable sont au plus en infini'é dénombrable (2).

c) Une fonction semi-continue supérieure est ponctuellement dis-
continue (3).

Je n'ai pu appliquer ces deux derniers théorèmes à H (P) que si
P appartient à une courbe de JORDAN à tangente continue.

d) L'ensemble des points où <*> (P) ^ a est fermé (4),
Le théorème s'applique en considérant la surface de H (P) pro-

longée jusqu'aux frontières droite et gauche de R [voir cbap. IV], sur*
face qui caractérise un certain ensemble de points, plus vaste que celui
des points de PEANO.

e) Exemple d'une fonction ponctuellement discontinue.
Le problème qui se pose naturellement après ces résultats esfe

le suivant : que dire du champ des intégrales d'une équation différen-
tielle, limite d'une suite d'équations différentielles pour lesquelles l'uni-
cité est assurée partout? C'est en quelque sorle le „problème de BAIRE";
que pourrons-nous dire des fonctions limites des fonctions continues ?

Malheureusement, ici, la distance augmente entre les deux théories t
Dans quels cas, à quelles conditions, pourrons-nous affirmer que le
champ des intégrales de Vêquation limite est bien limite des champs des
intégrales des équations de la suite P

M. MONTEL a démontré qu'il existe toujours en un point P, une
intégrale limite d'une suite d'intégrales des équations de la suiter

issue de P.
Grâce a ce résultat, j'ai pu, sans résoudre le problème, le rappro-

cher d'une autre question : étude des intégrales d'une équation différen-
tielle pour laquelle il existe une „intégrale complète11. Ce mot pouvant
être entendu dans un sens très général que m'a signalé M, BOULIGAND-,

nfamille d'intégrales telle qu'il en passe au moins une par chaque point
du plan et qui, par conséquent suffisent à déterminer par la pente de-
leur tangente, la valeur de /*(x, y).

Quelques exemples éclairent un peu la question et permettent de
poser avec précision le problème suivant : existe-t-il des intégrales tn-

(i) BAIRE : Leçons sur les fonctions discontinues p. 72.
(*) HOBSON : Theory of fonctions of a real variable p. 286.
0 BÀIRE : Loc. cit. p. 73.
(4) ÎBID: p. 77,
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accessibles au processus limite défini plus haut, c'est-à-dire qui ne peu*
vent être limites d'aucune suite a"intégrales des équations de la suite ci-
-dessus, de quelque façon que soient choisies ces fonctions et de quel"
*qm façon que soit choisi pour chaque équation le point d'origine des
intégrales ?

Les principaux résultats de ee travail ont paru aux Comptes-ren-
dus de F Académie des Seienees de Paris (!) et de l'Académie Royale
-de Belgique (2).

Je remercie vivement M. MONTEL pour les encouragements et les
«conseils qu'il m'a donnés, prolongeant les enseignements de ses beaux
travaux ; je remercie aussi M. POMPEIU et M. SERGESCO qui ont bien
voulu faciliter Ti m pressie n de ee mémoire, et j'adresse à M. BOULIGAND

l'expression de ma profonde reconnaissance pour la formation que je
lui dois et le dévouement avec lequel il n'a cessé de me prodiguer
«ses conseils au eours de ee travaiL

Chapitre L.

Existence d'un faisceau continu d'intégrales issues d'un point

1. Soit l'équation

<R) y = T{r, y)

tf(x, y) fonction continue sans plus par rapport à l'ensemble des varia-
bles x et y dans une certaine région î? (3) du plan des x y (4). Soit
^o(xo,yo) un point du plan, supposons que dans le rectangle R (con-
tenu dans S) :

w0 — a < # < xQ -f a , Î / O ~ * — V — 1/p + b
ou ait :

\f(x,y)\ < M;

mous choisissons a de façon que aM < 6.

2. Théorème d'existence. Par tout point PQ il passe au moins
une intégrale de E définie dans Vintervalle XQ—a, #Q-f-a.

Appelons ligne polygonale de CAÜCHY une ligne brisée:

y = $p (x)

(») Comptes rendue 191, 193Ö, p. 509 et 912 — 192, 1931, p. 189 et 401.

(0
(s) Par exemple un rectangle tel qu'il est défini plus bas.
(4) La substance de ee chapitre est empruntée à la Thèse de M. MONTEL;

:ayant besoin pour les chapitres suivants de mettre en évidence certains lemmes ou
ithéorèmes, j 'ai été amenée à en moduler quelque peu l'exposé.
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telle que le coefficient angulaire de chacun de ses côtés soit égal à \®L
valeur que prend f(x,y) il Tune des extrémités de ce côté.

Divisons l'intervalle (xo, XQ -f- a) en intervalles partiels par les*
points de division x\x2.*. xn et X = a^-f-a; construisons la ligne poly-
gonale de CAUCHY y = $p(x) passant en Po et dont les sommets sont
sur les parallèles à oy d'abcisses x0, X\ . . . xn X. Dans l'intervalle
(xu , Xk+\), 4>p(x) varie linéairement et la pente du côté correspondant,
de la ligne brisée est égale soit à f[xk, 4>P(xk)} soit à f[xk+x, <f>p{xk+\)\.
Il est facile de voir que toutes les fonctions 4>p{x)~yo sont bornées et
inférieures à 6, en valeur absolue.

Toutes les fonctions 4>p(x) passant par Po forment une famille de
fonctions également continues (elles sont à nombres dérivés bornés) ;:
par conséquent, de toute suite infinie de fonctions </>p, ou peut extraire
une suite nouvelle ayant une fonction limite. Il reste à montrer que-
cette fonction limite est une intégrale lorsque le nombre des côtés des
lignes polygonales augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant vers 0.

Soit:
<£l 4*2 • • • <f>p • . .

une suite infinie de fonctions </>p ayant pour limite la fonction 4> (x)-
Appelons </>P'(~) la dérivée à droite, par exemple, de la fonction <£p.
Prenons une valeur x de l'intervalle XQ , x0 + a : x appartient à l'un*
des intervalles partiels relatifs à la ligne brisée </>p .

Supposons que XR soit l'un des points de cette division, extrémité*
de l'intervalle partiel qui contient x et tel que <t>'p(x) soit égal à la<
valeur de f(x, y) au sommet de la ligne polygonale dont l'abcisse est
Xk . On a :

étant donné un nombre positif £ on peut lui faire correspondre un nom-
bre positif § tel que, dans tout carré de côté inférieur à 25, l'oscilla-
tion de / ne dépasse pas e. Prenons p assez grand pour que

La dernière inégalité étant possible, parce que le nombre des-
points de division xk augmente indéfiniment avec p tandis que la d i s -
tance de deux points consécutifs tend vers 0. On a alors

\ < a
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et par suite,

Donc les fonctions

tendent uniformément vers la limite

Par suite, les fonctions

tendent uniformément vers :

\f(x,<t>)dx

Or,

Donc

<f> (x) = l im <j>p (x) = y0 -\

et par conséquent:

<t> (x) est une intégrale issue de Po définie dans: XQ — a, #of+ ».

3. Théorème de compacité. Les intégrales de (JE) forment un
ensemble compact en soi (*) c'est-à-dire que toute famille infinie d'in-
tégrales admet au moins une fonction d'accumulation qui est encore
une intégrale de (E).

Les intégrales de (E) forment une famille de fonctions également
continues à dérivée également continue-

En effet, à tout nombre positif e arbitrairement petit, on peut faire
correspondre un nombre positif d, tel que dans le carré de côté S
l'oscillation de / soit inférieure à e.

(') Voir l'article de M. MONTEL : Bulletin des Sciences Math. 54, 1926 p. 507.
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Or si nous prenons :

p < ! et p^S

tout arc d'intégrale défini pour :

avec | #1 — x2 | ^ p

appartient à un carré de côté S :

II en résulte que le long d'une intégrale on a ;

I tix\ » V\) — /(*2 , 2/2) I ̂  « pour | ^ — #2 | < p

c'est-à-dire

I <£' (*i) — <£' fe) i ^ « pour | ar, — #2 | ^ p

Or on a un théorème de M. MONTEL (J)- 5'i ^^e famille de fonctions
'Continues est telle que ces fonctions possèdent toutes des dérivées égale-
ment continues, de toute suite infinie des fonctions f [x) on pourra extraire
une suite partielle, convergente, telle que la suite des dérivées de ses
termes converge vers la dérivée de la fonction limite.

En appliquant ce théorème à une suite d'intégrales de (E) nous
voyons que de toute suite infinie d'intégrales, nous pouvons extraire
une suite partielle convergeant uniformément vers une fonction continue
dont la dérivée est limite des dérivées des fonctions de la suite, done
est égale à f(x, y) qui est continu, et par conséquent est une intégrale.

Donc de toute suite infinie d'intégralest on peut extraire une suite
partielle convergeant vers une intégrale.

COROLLAIRE I. Une suite infinie d'intégrales issues d'une suite de
points Pi convergeant vers un point PQ , possède un ensemble d'accumu-
lation formé d'intégrales issues de Po .

COROLLAIRE II. Si toutes les intégrales de la suite passent par un
point fixe Q, toutes les intégrales d'accumulation delà suite passent par Q.

4. Théorème de Mie. Par tout pnnt situé entre deux intégrales
iisues de P, il p%sse toujours une intégrale issue de P .

Soit Q un point dont l'ordonnée Y est comprise entre les ordon-
nées <t>t (X) et $2(^) des points de même abcisse de deux intégrale»
issues de P.

(«) P. MCNTEL : Thèse p. 20.
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Par Q il passe une intégrale de (E) définie dans l'intervalle
4X—a, X) soit 4>(x); en Q on a :

Deux cas peuvent se présenter :

1°. Il existe une valeur X\ de xf telle que : {x0 < x\ ^ X)

* On) = <f>x (* ,) ;

il existe donc une intégrale issue de P passant par Q, soit 0(JT)

G (JC) = <£i (x) pour JC0 ̂  x < xx

6 (*) = 4> (JC) pour x, < x < X

e raisonnemet si pour une abcisse x2 on a: 4>(X2) =

2°. On a toujours pour

jto < x < X

comme <̂ j (x0) = <f>t(x0) et qae <f>{ , <̂>2 et <& sont continues, on a néces-
sairement :

* (*Y)) = $2 (^0) = 4>\ (^0) = 2/0
fC. Q. F. D.

5. Théorème d'Osgood-Montol. Les intégrales de (E) issues de P
sont comprises entre deux courbes limites qui sont des intégrales issues
de P: Viatégrale supérieure M(P) et l'intégrale inférieure m^P).

Soit I(P) une intégrale quelconque issue de P; désignons par
M(PJ la fonction supérieure (la plus grande des limites) des I (P).

LEMME I. Par un point Q de M (P) il passe une tntégraie issue de P.
Q par hypothèse, est point accumulation de points appartenant à

des 1(P), par Q il passe donc une I (P) [d'après les corollaires du théo-
rème de compacité].

LEMME IL Au-dessus de M{P) il nexiste aucune I(P).
Soit Q un point d'une li (P) situé au-dessus de M (P), soit R le

point de même abcisse de M (P), soit 2e la longueur QR et soit enfin
T le milieu de QR.

Tout point du segment QT est situé entre deux intégrales issues
de P : Ij (P) et l'intégrale issue de P qui passe par R (lemme I) et par

-conséquent est situé sur une intégrale issue de P (Théorème de MIE)
II existe donc une infinité d'intégrales issues de P possédant des



10 MARIE CHARPENTIER

points dans QT, donc à une distance positive au dessus de M(P) ce»
qui est contraire à la définition de la plus grande des limites.

LEMME III. Si Q appartient à M(P), à droite de Q [si Q est âr
droite de P] M(P) et M(Q) sont confondues.

1) Supposons que M(Q) possède un point R au-dessus de M(P)^
11 existerait alors une intégrale passant par P et Q, puis une intégrale-
passant par Q et R (Lemme 1) donc une intégrale issue de P passant
par R au-dessus de M (P) ce qui est impossible (lemme II).

2) Si M(Q) possède un point R au-dessous de M (P), il existe une
intégrale passant par Q et R et une intégrale passant par P et T
[T = point de M (P) de même abcisse que R]. Cette dernière intégrale
qui ne peut passer au-dessus de Q [Lemme II] doit couper la première
en un point S d'abcisse comprise entre les abcisses de Q et de R, par
conséquent on obtient une intégrale issue de Q [QST] qui possède au
moins un point T au-dessus de M (Q), ce qui est impossible.

6. On peut maintenant démontrer que M(P) est une intégrale.
Soient Qx Q2 Q3 . . . Qn . . • une infinité de points de M (P) tels que
leurs abcisses forment un ensemble partout dense [par exemple dans :
XQ ^ x *? xo + a\- II existe une intégrale passant par P et Qi , soit
<J>! (x). Prenons Qt et Q2 et soit Q' celui de moindre abcisse, et l'autre
Q" : il existe une intégrale reliant P et Q' puis Q' et Q", il y a donc
une intégrale passant par P, Qi , Q2 soit <J>2 (x) e tc . . . .

Il y a une intégrale <\>n{x) issue de Qi Q2 . . . Qn ; en effet soient
Q' Q"- • • Q(n) ces mêmes points rangés dans Tordre des abcisses crois-
santes, il existe une intégrale passant par P et Q' puis une intégrale
passant par P, Q' et Q" etc.

Considérons la suite des intégrales :

+1 (*) • . . i>n (x) . . .

elles ont pour limite une intégrale issue de P [théorème de compacité],
intégrale qui doit passer par construction, par tous les points Qn et par-
suite se confondre avec M (P), deux fonctions continues ne pouvant
être égales pour un ensemble partout dense de valeurs de JT, sans être
confondues.

Md(P) est donc une intégrale.
Même raisonnement à gauche.
Même raisonnement pour tn(P) qui, par conséquent, est aussi une

intégrale issue de P.
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Chapitre IL

Semi-continuité et limites du faiscean d'intégrales

7. Appelons zone d'émission de P ou 1I(P), la région limitée par-
M(P) et tw(P): d'après le théorème de MIE, H (P) se confond arec
l'ensemble des intégrales issues de P et elle est fermée. Elle caractérise
en quelque sorte P dans le champ des intégrales, tout en remarquant
que la nature de P est déterminée par Tallure de H (P) au point de vue
local : pour qu'un point soit régulier il faut et il suffit que H (P) se
réduise à une courbe unique au voisinage de P. Cependant l'étude de
H(P) dans sa totalité, étude plus accessible, peut fournir de précieux
renseignements sur le champ des intégrales.

Appelons „arc de contact" de M (Pf) et de M (P/) un arc d'un seul
tenant commun à M (Pf) et M(EJ

7), plus spécialement, un narc de tra~
versée" A sera un arc de contact tel que, si M(P,) est immédiatement
à gauche de A, au-dessous de M(P7), immédiatement à droite de A, M (P*X
sera au-dessus de M(P,) ou réciproquement.

1°. Semi-continuité de H(P).

8. Considérons simultanément deux points de la région utile*.
P/ et P/ : nous établissons d'abord le théorème auxiliaire suivant.

Théorème A. (l) Les intégrales supérieures {inférieures] issues de
deux points distincts Pi et P, ont au plus un arc de traversée lequel
est dans la bande A/y- située entre les verticales de Pt et P;. De plus si
Pj n'appartient pas à la zone d'émission de Pi, bord supérieur exclu
[bord inférieur exclu] les intégrales supérieures [ou inférieures] n'ont
aucun arc de traversée.

Remarque. Il existe au plus pour deux intégrales supérieures [ou
inférieures] outre peut-être Varc de traversée quand il existe, deux arcs
de contact qui, lorsque Pi n'appartient pas à H(Pj) sont strictement
extérieurs, de part et d'autre, à A//.

La démonstration s'effectue en quatre étapes.
l. M(Pt) et M(Pj) possèdent au plus un arc de contact dans cha-

cune des bandes ^g A,/ Ad. [A, est à gauche de A/;- et A</ à droite.]
Admettons l'existence de deux points de contact consécutifs K et

Q extrémités de deux arcs de contact disjoints situés dans un même
à. Ces deux points définissent sur M (P/) un arc l et sur M (P/) un arc

(') Voir la thèse de M. MONTEL, p, 40. Dans la suite les théorèmes auxiliaire»
seront désignés par des lettres A, B . . . et les résultats seront énoncés sous le nom.
de théorèmes : I, If, 111, etc.
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*h, sans points communs autres que leurs extrémités K et O; soit l,
au-de-sus de h, mais l peut être prolongé par M (Py) [à gauche ou à
droite suivant la position de P/J, jusqu'en P/, il appartiendrait donc à
une intégrale issue de Py et serait situé au-dessus de M (P/) ce qui est
^impossible [Théorème d'OsGOOD-MoNTELJ.

Même énoncé avec m (Pi) et m(Pj).
IL M (Pi) et M(Pj) ne possèdent aucun arc de traversée extérieur à A;
Soit K un point d'un arc de traversée appartenant par exemple à

À . Ainsi K est sur M (P*) à gauche de P/ et sur M(P7) à gutche de
P/, donc à gauche de K, M (K) est confondue tant avec M (P,-) qu'avec
M(P/) [lemme IÏI du Théorème d'OsGOOD-MoNTEL] dans toute la région
utile. M P/) et M (P/) peuvent donc avoir dans Â  un arc de contact,
mais non un arc de traversée — de même dans A<*; même énoncé pour
m(Pt) et m(Pj).

III. Si Pi est extérieur à H(Pj), il n'y a aucun point de contact
dans A// entre une intégrale issue de P , , / ( P/), et une intégrale issue de

Soit K le premier point de contact (à partir de P/) de I(P/) et
de H(P/) [dans A/y], P/K est au-dessus de H(Py), si P/ est au-dessus
H(P;) [au dessous dans le cas contraire].

Il est possible de former une intégrale issue de P,- de la façon
suivante: l'arc P/ K est emprunté à I(Pi), puis, à partir de K dans la
direction K P,, nous prenons l'arc K P/de l'intégrale supérieure [ou infé-
rieure] de P/ . Nous formons ainsi une intégrale passant par P/ et P/ ,
ce qui est impossible par hypothèse.

Remarque: Si P/ n'appartient pas à H(P;), P, n'appartient pas
à H(P/).

IV. Si Pi appartient à M(P/), M(Pt) et M(P,) n'ont aucun are
de traversée.

Soit P/ à droite de P/ [donc sur M<*(P/)]. A droite de P/ , M(P*)
et M(P/) sont confondues [lemme III du théorème d'OsGOOD-MoNTEL] ;il
n'y a donc pas d'arc de traversée à droite de P,- . A gauche de P/ ,
M (Pi) n'est au-dessous d'aucune des intégrales issues de P/ et en parti-
culier de M(Py) qui est une intégrale passant par P, . Soit K le premier
point [de Pt inclus à P/ exclujoù M^P/) se sépare de M (P/), à partir
de K tout point deM^(Pi) satisfait aux conditions de III et M (P/) à partir
de K possède au plus un arc de contact avec M(P/) à gauche de P/ •
{I et II].

Même raisonnement dans Ad. même énoncé avec m (Pi) et M(P/)
•et le théorème A est démontré
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9. Théorème I. (*) L'intégrale supérieure M(P) est fonction sem
continue supérieure de la position de P et Vintégrale inférieure m(P)
est fonction semi-Continue inférieure de la position de P, ou : à tout
nombre positif s arbitrairement petit on peut faire correspondre ui^
nombre positif TJ, tel que les inégalités :

\xt-x\ < ri , \yt-y\ < ̂

entraînent :

M(Pi)<M(P) + t

w(P/)> m(P) —e.

Convenons d'écrire pour deux intégrales Ii et I2 :

1) Ii ̂  h

si pour toute abeisse x de 8 on a :

2) I> ̂  h-e

si pour toute abeisse x de f? on a :

yx > y2— t

[on définirait de façon analogue : It < I2, Ii ̂  I2 + é\

3) îi > I2

si pour toute abeisse x de S on a :

2/1 > 1/2'

Pour la démonstration du théorème I nous avons deux cas à-
considérer.

Démontrons seulement le théorème pour Vintégrale supérieure.

10. a) Les points P/ tendent vers P en restant dans la „région
supérieure" de M(P)(2), c'est-à-dire qu'aucun point P/ n'est au-dessous*
de M(P).

D'après le théorème A :

(1) M(P , )^M(P) .

D'après le théorème de compacité, les M(Pf) ont pour ensemble*

(«) Voir mon article du Bulletin des Sciences Mathématiques, 54, Juillet 1930».
p. 203.

(*) Voir le mémoire de M. MONTEL : Bulletin des Sciences Mathématiques ; 5O>*
p. 205, où est établi cette partie a) du théorème.
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•d'aeeumulatîon une ou plusieurs intégrales issues de P ; soit Lp l'une
•d'elles. Comme l'inégalité (i) a lieu, quelque soit P, :

(2) L P >M(P)

mais d'autre part, par définition de M (P) :

(3) L P < M ( P )

ce qui entraîne :
L P =M(P)

et les M(P/) convergent uniformément vers M(P). Donc: à tout nombre
positif e arbitrairement petit on peut faire correspondre un nombre posi-
tif r\ tel que les inégalités :

\xt — x\ < ij \yi - y\ < ri

pour tout point tel que : [en appelant y M l'ordonnée d'un point de M (P)]

y> >

«entraînent :

(4) M (P) < M (P/) < M (P) + e

11. b) Considérons maintenant une suite de points P/ convergeant
vers P en restant au-dessous de M (P).

D'après le théorème A, l'unique arc de traversée K de M (P) et
de M(P/) est, quand il existe, d'un seul tenant et appartient à la bande
Ao/ [située entre les verticales de P et de P/].

1) K n'existe pas ; on a alors immédiatement : (Théorème A) :

<5) M(P) > M(P,-)

2) K existe, il sépare alors sur M(Pf) une partie L non au-des-
sous de M(P) et une partie N (contenant P/) non au-dessus de M(P).

Il vient donc :

<6) K = M(P)

<7) N < M ( P )

Considérons Qt extrémité commune à K et à L. L prolonge M (P/)
dans le sens P,- Q, , donc en L, M(P/) et M(Q/) sont confondues [lem-
me III du théorème d'OsGOOD-MoNTEL], Q{ qui est contenu dans 4$ et
appartient à M(P) tend vers P en même temps que P/; or Q/ satisfait
aux conditions de a) et il vient : à tout nombre positif s arbitrairement
petit on peut faire correspondre un nombre positif 0 tel que les inégalités

! * ( Q * ) - x | < 9 , \y(Qi)-y\<9
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entraînent

M(P) < L < M(P) + e ;

il suffira de choisir r\ tel que les inégalités:

1*/—*l < n , \yt—y\ < n
entraînent les inégalités (8) et par conséquent pour que, en réunissant
<6, 7, 9), elles entraînent :

M (Pi) < M(P) + e.

12. COROLLAIRE I. Lorsque Vunicité de l'intégrale est réalisée en un
jpoint P, l'intégrale unique issue de P est fonction continue de P(1)-

COROLLAIRE IL La zone d'émission H (P) est fonction semi-continue
supérieure de P — c'est-à-dire que : à tout nombre positif e arbitraire-
ment petit, on peut faire correspondre un nombre positif 7j tel que les
inégalités :

-entraînent
H(P/) < H(P) + e

en appelant H(P) + e la figure obtenue en construisant une bande de
largeur e au-dessus et au-dessous de H (P). Il serait difficile de conce-
voir H (P) — e.

COROLLAIRE III, Si pour un point P , M(P) se réduit à une courbe
unique, à tout nombre positif e arbitrairement petit on peut faire corres-
pondre un nombre positif -q tel que les inégalités :

\Xi—x\ < iq \yi — y\<n
-entraînent

M(P,) —e<m(P , - )<M(P / ) .

Il suffit de choisir y\ de façon à avoir simultanément:

M(P/) < M(P) + |

«d'où:

(•) Résultat déjà obtenu par M. MONTEL ÏOC. cit et depuis par plusieurs auteurs
des points de vue différents.
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2° Limites de H(P) pour une courbe de Jordan extéiieure à H(P)~

13. Théorème B. Si une courbe de JORDAN C, en un de ses pointe
P est extérieure à H (P), le long d'un arc A d'origine P, à tout point-
P' de A on peut faire correspondre un point Q' de Varc P'P distinct
de P tel que Varc Q'P {extrémités exclues) appartienne au domaine sitiié
entre H(P) et H(P').

LEMME. Si Varc P'P n'est pas situé entre H(P) et H{P') [P et F*
exclus] il a au moins un point commun avec le bord de H(P') le plus
voisin de H(P).

Supposons A au-dessus de H (P).
Soit S5 la région supérieure de M (P) [voir Théorème I, a)] ; par

hypothèse ds contient A. Mais ôs est divisée en deux parties par m (P*)
[bord de H(P') le plus voisin de H (P)], soient ôjs et ôs/ [ne contenant
ni Tune ni l'autre ra(P')]. P appartient à dsi .

Si P'P (ouvert) n'appartient pas à SSi » il possède, au moins un
point soit de ra(P') soit de 6SS ; dans le premier cas le théorème est
démontré, dans le second, soit K ce point de Bss [distinct de P' par
hypothèse], mais l'arc KP qui appartient à os et possède des points à
la fois dans dss et dSi a au moins un point commun P" avec la frontière
de 8 , et 8,/, soit m(P*).

C. Q. F. D.

14. SiP"P n'appartient pas au domaine situé entre H(P) et H(P';,,
c'est-à-dire si P" ne satisfait pas aux conditions du théorème B, il existe
sur P"P un point P'" de m(P'), puis sur P '"P un autre point P lv de
tn(P') etc.

Considérons l'ensemble e de tous les points P ' P " . . . possibles-
c'est un ensemble fermé [intersection des deux continus m(P') et arc
P'P] il a donc un dernier point Q' qui se trouve par conséquent soit à
une distance positive de P, soit confondu avec P, ce dernier cas doit
être écarté immédiatement : m(P') ne passant par pas P, et'l'arc Q' P ap-
partient au domaine situé entre H(P) et H(P').

COROLLAIRE. En tout point R intérieur à Q'P on a (Théorème A)~

M(P')>M(R)>M(P) I

m(P0>m(R)>m(P) ( S i A 6 S t a u ~ d e s s u s d e H<P)

M(P')<M(R)<M(P)

m(P')<m(R)<M(P)

15. Théorème II. Si un arc simple A d'origine P est extérieur



IJSTEGHALE VIS A VIS DE L'ORIGINE 17

pour toute suite de points Pt convergeant ver* P sur A, les M(P^
ont une limite unique en P, M (P), si a est an-dessus de H{P)fL(P) si
A est au-dessous de H(P). Les limites uniques correspondantes pour hs
m (Pi) seront l(P) et m(P). Elles soiit indépendantes du choix de A.

a)A Prenons A au-dessous de H(P).
Nous pouvons extraire de la suite P< une suite partielle P;- telle que

Ton ait constamment pour P, _ { entre P;- et P : H(P, rl) entre H(P/)
et H(P); pour cela il suffit de prendre pour P/ + i un point des P.
intérieur à Qj P, ce qui est toujours possible d'après le théorème B.

Nous formons ainsi une certaine suite monotone (l) de M (P/)

M (P/) < M (P, 4- 0 < . . . < M (P)

Cette suite a une limite unique en P qui est une intégrale (théo-
rème de compacité) soit Li (P).

Il est donc possible de trouver un point Pu de la suite des P#
tel que :

In (P) > M (P*) > Lx (P) - e

16. b) Mais au point P* nous pouvons faire correspondre le point
QA [th. B] tel que tout point R intérieur à Q* P soit entre H(P*) et
H (P) donc :

M(P) > M(R) > M(P*) > M P ) - «.

Considérons une suite quelconque de points Tn convergeant sur
A vers P ; à partir d'un certain rang m, ils appartiennent tous à Tare
positif Ok P et satisfont ainsi aux inégalités ci-dessus :

(1) M ( P ) > M(T„) > L , ( P ) - t .
n > m

Soit L^(P) une limite dos M (T«) ; des T„ , nous pouvons extraire
la suite partielle Up telle que les M (U )̂ convergent uniformément vers
^2 (P) — il est possible de choisir cette suite de façon que les M(UP>
forment une suite monotone comme ci-dessus. On a donc :

(2) La(P) > M(ÜP)

donc d'après (1)

1-2 (P) > L,(P)-e

Mais on pourrait Intervertir les rôles de Li(P) et de L^(P); e étant

(') Les ordonnées des points d'intersection des M (P/)avec une verticale sont
des fonctions monotones de l'abcisse curviligne de A.
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arbitraire on aurait simultanément :

et L i ( P ) > L2(P)

d'où U (P) = L2 (P)

17. Il nous reste à prouver que cette limite est indépendante d|ï.
«Ihoix de l'arc A.

Il nous suffit de considérer le cas de deux arcs A{ et A2, saÉ§
autre point commun que P dans un certain voisinage de P. Ceci ôsi
toujours possible en diminuant assez le voisinage, car, s'ils avaient une
infinité de points communs P/ convergeant vers P, la limite des M (P/)
unique et égale à L] sur Ai , sera aussi unique et égale à L2 sur A2 ,
tce qui entraîne la coïncidence de L{ et L2 .

Supposons A2 à droite de Aj , par exemple [au-dessous de
mt considérons les intégrales supérieures à droite d'une suite de points
Pi convergeant vers P sur A! .

Par suite de la convergence uniforme des M(P/) sur At , à partir
•d'un certain rang m, les P,- satisfont à :

Li (P)-e < M(P/) < L, (P) pour i > m

On peut choisir e assez petit pour que A2, qui n'est pas un6
intégrale issue de P, et possède le seul point P commun avec H (P) ait
au moins un point extérieur à la bande: Lx (P), Li (P) -e donc au-des-
sous de L Î ( P ) — £. Par suite, à partir d'un certain rang tous les Md(Pt)
coupent A2 : P étant au-dessus de tous les M (P,), soient Rk ces points
d'intersection; a droite de Rk , les courbes M* (P,- ) et Ma (Rk) sont con-
fondues.

Les Rk forment une suite dont la limite doit 1°. appartenir à la
limite des Md(Pi) 2°. appartenir à A2 ; ils convergent donc vers P et par
conséquent les M<* (Rk) doivent converger vers L{ (P). Mais ici les
M*(Rk) sont des Md(Pt) qui convergent vers Li (P), ce qui entraîne la
coïncidence de Li (P) et de L2 (P) à droite de P.

En intervertissant les rôles de A\ et A2 , on démontrerait la coïn-
cidence de Lt (P) et de L2 (P) a gauche de P.

Même raisonnement pour m (P).

Chapitre III .

Etude de A (P) sur une courbe de Jordan à tangente continue.

18. Nous voyons que les renseignements fournis ci-des-
sus sont assez précis pour ce qui concerne les discontinuités de
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H (P) en un point ; par contre ils deviennent insuffisants lorsqu'il s'agit
4e déterminer l'ensemble de ces discontinuités ; pour cela il y aurait
encore à résoudre nombre de questions accessoires et notamment les suivan-
tes : qu'appellera-t-on point de continuité de H (P) non plus relativement
é. telle ou telle courbe mais au sens absolu. Comment pourra-t-on déter-
miner les conditions auxquelles doit satisfaire C une courbe de JOR-
DAN pour être extérieure en tout point P à H(P), etc.

Le problème se simplifie si nous considérons l'empreinte de la
fonction H (P) sur une courbe de JORDAN J a tangente continue, pro-
cédé nous ramenant à Fétude d'une fonction d'une variable réeUe.

1° Étude de Pensemble des points ok la pente de J est égale à f(x, J);

19. Théorème C. L'ensemble E des points de tangence de J à la
direction p de pente ƒ(#, y), est fermé.

C'est une conséquence immédiate de la continuité de f(x, y) et
4e la continuité de la tangente à J : deux fonctions continues [de i'ali^
•cisse curviligne de JJ sont égales en un ensemble fermé de points.

COROLLAIRE I. Une courbe J tangente a une suite convergente
d'intégrales h est tangente à leur limite lut Q).

Soit P| le point de tangence de J et de 1/, soit Pw le point limite
«des Pf, il appartiendra 1°. à J, 2°. à lu, .

De plus J possédant une tangente continue a pour tangente ea
P« la limite de ses tangentes aux points P/ c'est-à-dire la direction p
«de pente f(xu) , y<J) tangente déjà a lw .

COROLLAIRE II. J peut être décomposée en trois ensembles, [qm
n'existent pas nécessairement tous les trois] :

1°. un système au plus dénombrable d'arcs d'intégrales A,1

2°. un système au plus d^nombrablp d'arcs de non-tangente J5,
3°. un ensemble non dense de points de tangence.
En effet E, étant fermé, peut comprendre une infinité au plus

dénombrable d'ares constamment tangent^ a p, soient des arcs d'intégra-
les A [nous supposons la tangente à J continue et orientée]. Soit C ïe
complémentaire sur J des arcs A : sur C, E sera non dense et les
points de non tangence de ,1 à p forment une infinité dénombrable d'arcs
ouvert^ [toujours parce que E est fermé].

(») Limite doit être entendue dans le môme &ens que précédemment (voir théorème
4e compacité, Ch. 1) : limite vers laquelle convergent uniformément les U.
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20. Théorème D. Sur un arc simple B a tangente continue, jamais
tangent à la direction p de pente f(x, y), fout couple de points P et Q
détermine un arc P() sitw' entre H (P) et H (Q).

S'il n'en était pas ainsi, PQ aurait des points communs avec
H (P) [par exemple] : A partir de P, PQ aurait un premier point K
commun avec H (P) [PQ n'étant pas tangent à H (P) par hypothèse] ;
K appartient soit a m (P), soit à M(P), a gauche ou à droite de P;
supposons-le, par exemple sur Mg(P): PK est entièrement au-dessus^
de l'arc d'intégrale \i d'extrémités P, K. Fermons l'arc PK par un ara
simple à tangente continue que nous pouvons choisir au-dessous de m
soit X la courbe de JORDAN à tangente continue ainsi obtenue.

Soit r, le vecteur unitaire de pente f(x, y) et s le vecteur uni-
taire de la tangente à Tare PK de B, orientée dans le sens KP.

r étant orienté dans le sens des x croissants et JJL étant à l'inté-

rieur de X, r est dirigé a l'intérieur de X en K et à l'extérieur de X

en P. Par conséquent, le triangle construit sur r et s sera en K orienté-
dans le sens KSR et en P dans le sens PRS, en choisissant comme,
sens positif le sens des aiguilles d'une montre.

Ce triangle varie de façon continue : pour que son orientation?
change, son aire doit s'annuler, sur l'arc PQ entre P et K il doit donc

exister un point où r et s deviennent colinéaires ; par conséquent un>
point où B est tangent à la direction de pente f(x, y), ce qui est
impossible par hypothèse.

COROLLAIRE. Si un point Q est sur B entre P et /?, on a les rela-
tions:

soit: m(P) < m (Q) Cm (R)

M (P) S M (Q) < M (R)
sou :

m (P) > m (Q) > m (R)

M (P) > M (Q) > M (R)

quels que soient P, Q, Ey pourvu qu'ils appartiennent à un même are B^
C'est une conséquence immédiate du théorème ci-dessus.

2°. Discontinuités de première espèce.

21. On appelle point de discontinuité de première espèce d'une
fonction d'une variable f {oc) un point xQ tel que f {xQ + e) et f{xQ — e)>
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aient des limites bien déterminées en XQ .
Par extension de cette définition nous appellerons „point de dis-

continuité de première espèce" pour une intégrale I (P), P variant sur
une courbe de JORDAN C, un point P tel que I (P') et I (P") aient des
limites bien déterminées en P, P' étant un point quelconque pré-
cédant P sur C et P" un point quelconque suivant P sur C.

D'après le théorème II (Chapitre II) si en un point P, C est exté-
rieure à H (P), H (P) aura au plus une discontinuité de première espèce
en P sur C.

Ceci posé, je vais démontrer que sur les arcs A et sur les arcs
B définis plus haut, H (P) n'a que des discontinuités de première espèce
au plus en infinité dénombrable. [Voir Introduction th. b.]

Étude des discontinuités des différentes branches de M(P)
«t m (P) sur un arc À.

22. Soit Md (P) : considérons deux points P et Q appartenant à
un même arc A, si Q est à droite de P, l'intégrale : PQ -f~ Md (Q) ne
sera pas au-dessus de M, (P), puisque issue de P.

Donc Mrf(P) > Md(Q).

Si nous considérons l'ensemble des points d'intersection avec une
verticale des Md (P), P appartenant à A : d'après la remarque ci-dessus,
l'ordonnée du point R d'intersection de V avec Md(P) sera une fonc-
tion monotone de l'abcisse curviligne de P sur A [fonction croissante
ou décroissante suivant le sens adopté sur A], par conséquent n'aura
que des discontinuités de première espèce en infinité dénombrable. (*)

23. Mais il serait facile de raisonner directement sur les Md(P):
en un point Q, les Md(P) ont une limite unique pour P à droite de Q
{ce qui est clair] puisqu'elles forment une suite croissante bornée supé-
Tieurement par Md (Q). Elles ont de même une limite unique si P s'ap-
proche de O à gauche [suite décroissante bornée inférieurement par
Md(0) qu'elle atteint]. Si Md est discontinue en O, ces deux limites ne
sont pas égales et par conséquent délimitent entre elles une petite aire
d'où est exclue toute autre Mrf(P) issue d'un point P quelcon-
que de A Nous justifions ainsi le nom de point de discontinuité de pre-
mière espèce donné à un tel point O et il ne peut y en avoir au

(») HOBSON : The Theory of fonctions of a real variable p. 286.
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plus qu'une infinité dénombrable sur un même arc A, nous pouvons
dire aussi qu'une telle suite [Md(P)] est monotone.

Le raisonnement est identique pour Mg (P), mg(P)f m<r(P).

Théorème III. Sur un arc d'intégrale A, H(P) ne possède que
des discontinuités de première espèce et en infinité au plus dénomr
brable.

Étude analogue sur un arc B.

24. Sur un arc B, d'après le théorème D les intégrales supérieu-
res [ou inférieures] vont encore former une suite monotone, tout point
de discontinuité de H(P) sera par conséquent un point de discontinuité
de première espèce [limites déterminées de chaque côté tant pour m (P)
que pour M (P), d'après le th. II. Ch. II] ; il peut y avoir doute seule-
ment aux extrémités de B qui ne lui appartiennent pas [B est ouvert
d'après le th. C] mais ces extrémités forment au plus un ensemble
dénombrable qui peut être négligé momentanément.

A chaque point de discontinuité de M (P) sur B est attachée,,
comme dans le théorème précédent, une petite aire positive [comprise
entre M (P) et L (P)] et deux aires caractérisant deux points d'un même
arc B n'empiètent pas [à cause de la monotonie]; donc M(P) [et w(P)]
ne possède sur B qu'au plus une infinité dénombrable de discontinuités
de première espèce.

Théorème IV. Sur un arc B, H (P) ne possède que des discon-
tinuités de première espèce en infinité au plus dénombrable. [Voir Intro**
duction. Th. b.]

Discontinuités sur J.

25. En réunissant ces différents résultats, nous obtenons sur une^
courbe de JORDAN J à tangente continue, un ensemble au plus dénom-
brable de discontinuités, plus un ensemble non dense [qui contient ̂ ei*
particulier les extrémités des arcs B qui n'appartiennent pas aux arcs^
A.] sur lequel on ignore ce qui se passe.

La réunion de ces deux ensembles contiendra donc certainement
l'ensemble des discontinuités de H (P) sur J et on obtient ainsi le :

Théorème V. Sur une courbe de JORDAN J h tangente continue,
Vensemble des discontinuité* de H(P) est au plus de première catégorie.

Ou bien : H (P) est ponctuellement discontinue sur toute courbe J l
[Voir Introduction, théorème c]
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Chapitre IV.

Étude d'an e^s particulier.

Définitions.

26. On peut, d'une façon générale, distinguer les points de PEANO
suivant l'allure de H (P) au voisinage de P.

1) H(P) se réduit à une courbe unique dans un intervalle posi^f
à droite de P.

Nous appellerons P un point gauche de PEANO.

2) H (P) se réduit à une courbe unique dans un intervalle positif
à gauche de P.

P est alors un point droit de PEANO.

3) Par P passent au moins deux intégrales distinctes tant à droite
qu'à gauche, P sera dit un point complet de PEANO.

On peut chercher le rapport possible entre la répartition des points
de PEANO en général et la répartition des points de PEANO d'une caté-
gorie donnée. Les méthodes employées dans les chapitres précédents
permettent d'étudier un champ où tous les points de PEANO appar-
tiendraient à une seule catégorie et montrent qu'alors le phénomène de
LAVRENTIEFF n'est plus possible. C'est à cette étude qu'est consacré le
présent chapitre.

27. De nombreuses conditions d'unicité unilatérale [à droite p. ex.}
ont été proposées : sans nous préocuper de savoir si telle ou telle de
ces conditions est réalisable en tout point d'une région R, remarquons
que si f est monotone en y dans H, les points de PEANO de R appartien-
dront tous à la classe a [si f est décroissante] à la classe j3 dans le
cas contraire.

Nous supposerons dans la suite, l'unicité réalisée à droite.
Pour éviter toute difficulté accessoire, nous supposons R choisie

de façon que, pour tout point P de R, H (P) soit prolongée jusqu'aux
verticales extrêmes droite et gauche de R, la région S dans laquelle se
trouve ainsi prolongée H (P) étant soumise aux mêmes hypothèses que
R : continuité de ƒ, existence en tout point d'une condition d'unicité
à droite.

Propriété fondamentale. Deux intégrales issues de points différents
d'une même verticale ne peuvent se rencontrer à gauche de la ver-
ticale (*)•

(/) Dans le cas d'une fonction monotone voir M. NAGUXO, Japanese Journal
°f Mathematica «930, p, 144.
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Soient I(P) et I(P') deux telles intégrales: soit K leur premier
point de reeontre à gauche [il doit exister si la propriété est fausse,
l'ensemble des points communs à ï (P) et I (Pr) étant fermé]. En K l'uni-
cité à droite ne serait plus réalisée contrairement à notre hypothèse.

Ensemble des points de Peano.

28. LEMME. Si P est un 'point de PEANO, H(P) est discontinue en
P sur la verticale de P.

Soit un point P tel que H (P) y soit continu, ainsi : à tout nombre
positif £ arbitrairement petit, on peut faire correspondre un nombre
positif r\ tel que :

(1)

pour tout point P' de la verticale V de P, entraîne :

M (P) — M (P') | < e

m (P) — m (P') | < e

Supposons P' au-dessous de P, par suite de notre hypothèse deux
intégrales quelconques issues de P et P' n'ont aucun point commun à
gauche de V par conséquent :

m (P) - M (P') > 0 ;

il vient donc :

<2) M(P) > m(P) > M(P')

4onc d'après (1) et (2) :

M(P) —m(P) < e

relation qui existe quelque soit e, par conséquent

M (P) = m (P)

«t P n'est pas un point de PEAISO il s'ensuit qu'en un point de PEANO,
H(P) ne peut être continue.

Il n'y a pas lieu de chercher ce qui se passe à droite, H (P) s'y
réduisant à une courbe unique.

Théorème VIL L'ensemble des points de PEANO est dénombrable
sur toute verticale.

Il se confond avec l'ensemble des points de discontinuités de
H (P), sur un arc de non tangence [Théorème IVJ.

Le même raisonnement est valable, non seulement pour les points
<de PEANO, OU points immédiats de PEAKO mais pour tous les points
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de la verticale considérée qui possèdent à leur gauche dans la région
utile un point de PEANode l'intégrale qu'ils déterminent ; nous les
désignerons dans la suite par le nom de „points médiats de PEANO*.

Leur ensemble est encore dénombrable sur toute verticale ; par con-
séquent :

COROLLAIRE. L'ensemble des points qui déterminent une intégrale
unique dans tout S, est partout dense dans R.

Il est, sur une verticale, le complémentaire de l'ensemble des points
médiats et immédiats de PEANO.

Appelons «biirf. H(P)» la surface fermée découpée dans S par
H (P) ; tout point où surf. H (P) > 0 est soit un point médiat, soit
un point immédiat de PEANO.

La semi continuité de H (P) [Th. I], entraîne :

29. Théorème VIII, L'ensemble des points où surf. H(P) > a
4tt fermé. (')

En effet, on peut faire correspondre à tout nombre positif £ arbi-
trairement petit un nombre positif r̂  tel que :

dist. PP' < ri

entraîne
H (P') < H (P) + e

(voir Th. I).

Si nous prenons les surfaces :
surf. H (P') < surf. H (P) + s(«)

^(e) étant infiniment petit avec £,

Si, par hypothèse, on a pour tout point P ' :

surf. H (P') > o.

Il vient, quel que soit e

surf. H(P) + $(*) > o

•donc, e étant arbitraire :

surf. H(P) > o

COROLLAIRE I. L'ensemble des points où surf. H(P) > o est
non dense.

(«) Ce théorème est valable dans le cas général, il se trouve placé ici pour
faciliter l'exposition des résultats suivants.
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C'est une conséquence du théorème VIII et du corollaire ci-dessus (*)̂

COROLLAIRE IL L'ensemble des points où surf. H(P) > 0 est de
première catégorie.

Il suffit de donner à a des valeurs positives, décroissantes, ten-
dant vers zéro, on obtient une suite dénombrable d'ensembles non
denses :

ensemble des points où surf. H(P) > a%

ensemble des points où surf. H (P) > a2

dont la réunion forme Fensemble des points où surf. H (P) > 0, celui-ci
est donc au plus de première catégorie.

30. Théorème IX. L'ensemble des points de PEANO est au plus de
première catégorie dans R et dénombrable sur toute verticale.

Il est contenu dans l'ensemble considéré au corollaire ci-dessus.
On peut remarquer que plusieurs points de ce raisonnement sont

très voisins de celui de M. BAIRE dans l'étude des fonctions limites de
fonctions continues.

Lignes de Peano.

31. Les résultats précédents, tout en nous apprenant que le phé-
nomène de LAVRENTIEFF n'est pas possible dans ce cas, ne nous donnent
aucun renseignement sur la structure de l'ensemble des points de PEANO 9

que nous allons étudier maintenant.
Appelons „ligne de PEANO" une ligne y = <f> (a) composée exclusi-

vement de points de PEANO.

LEMME. A gauche d'un de ses points P, une ligne de PEANO T
appartient à la zone d'émission de P.

A gauche de la verticale V de P, nous savons (Théorème VII)
que l'ensemble de toutes les zones d'émission de tous les points médiats
et immédiats de PEAVJ de V est dénombrable, ces zones d'émission étant
toutes fermées et sans points communs et aucun point de PIANO ne leur
étant extérieur. I qui appartient exclusivement à la réunion de ces zones
d'émission ne peut appartenir à toutes [un continu compact ne peut
être décomposé en une infinité denombrabîe d'ensembles fermés dis-
joints^)] elle doit appartenir a une seule, donc aH(P) avec laquelle,

(f) Voire BAIBB, loc. cit. l'étude des ensembles fermés.
(2) HAUSDO&FF ; Mengenlehre, 2* édition p. 162. Théorème de SIÏKPLNSKI.
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elle a déjà un point commun P.

Théorème X. Toute ligne de PEANO est une intégrale.
Par suite du leuime précédent. I étant en P intérieure à H(P)

possède en tout point une demi-tangente à gauche de ^pente f(x+ y)*
qui, par conséquent, varie continûment : I possède donc une tangente
de pente f{xt y)(l), elle est une intégrale.

32. LEMME. LJ existence d'un point de PEANO P' sur une intégrale
J issue à1 un point P d'une ligne de PEANO I entraîne sur 1 la discon-
tinuité de H(P) en P.

Supposons J au-dessus de I et considérons uue suite de points P*
de I tendant vers P a gauche de P.

Soit Qr, l'intersection de J avec la verticale de P/: à gauche 4e
P', on a évidemment (voir Chapitre I, lemmes du théorème d'OsGOOD-
MO.NTEL) :

™(P') > m(Q,)

[Qj pouvant être pris à droite de P'].
Or, par suite de la „Propriété fondamentale" m(Qi) et M(P|) ne

peuvent se rencontrer a gauche de P*:

m (Q,) > M(Pf)

donc P, étant à partir d'un certain rang à droite de P' [comme plu»
haut]:

m ( P ' ) > M ( P l )

Or M (P) > M (P') à gauche de P '
donc:

M (P) > M (P') > m (P') > M (P/)

Si H (P) était continu en P on aurait à partir d'un certain rang ;

M (P, ) > M (P) - e
donc

M(P) > M(P') > m(P') > M(P) - e à gauche de F.
e étant arbitraire îl vient :
M (P') =•= m (P') contrairement à notre hypothèse.

33. Théorème X ï. Une ligne de PFANO rencontre au plus une infinité
dénombrable de lignes de PEANO.

Soit I une ligne de PEANO et P un point de bifurcation où I ren-
contre une autre ligne de PEANO J ; par définition, il existe au moins

(*) LKBESGUK : Leçons sur l'intégration, 2e édition p. 76.
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un point de PEANO P' sur J, par conséquent (lemme précédent) H(P)
est discontinue en P sur I. Les discontinuités de H (P) sur T sont donc

au moins aussi nombreuses que les points de ramification de I et
comme (Théorème III) elles sont au plus en infinité dénombrabie, le
théorème est démontré.

Lignes X.

34. Remarquons que, de même que nous avons défini les points
médiats de PEANO, nous pouvons aussi définir les lignes mixtes de PEaNO,
intégrales possédant au moins un point de PEANO, à gauehe; dans S et
les raisonnements ci-dessus leur sont aussi bien applicables qu'aux
lignes de PEANO.

Soit X une de ces courbes [ligne de PEANO OU ligne mixte de
PEANO.]

Théorème XII. Il y a uu plus dans R une infinité dénombrabie
de courbes X fermées.

Nous disons qu'une courbe X est fermée lorsque l'ensemble P de
ses points médiats et immédiats de PLAINO est fermé, ceci à gauche
bien entendu puisqu'il est toujours ferme à droite.

Deux cas peuvent se présenter.
î°. X est entièrement couverte par P, par conséquent jusqu'à la

frontière gauche de H, elle possède toujours un point de PLANO à gau-
che de toute verticale, X existe jusqu'à cette frontière et par toute ver-
ticale il ne peut passer qu'une infinité dénombrabie de lignes X. (Th. VII)

2e. P a sur X un dernier point K qui lui appartient. Ce point K
est évidemment un point de PIANO. Considérons M̂  (K) et ms(K) dis-
tinctes par hypothèse : elles déterminent dans S une région d'aire posi-
tive d'où est exclu tout point de PEANO, donc toute autre ligne X ; à de
telles courbes X nous pouvons donc attacher des aires positives non-
empiètantes ; elles sont par suite au plus en infinité dénombrabie.

Il n'est plus ainsi, probablement, lorsque le dernier point de P sur
une courbe X, n'est pas un point de PFANQ [cas possible].

Il pourrait être intéressant de rapprocher l'étude de rensembl6

des courbes X de celle dune fonction multiforme (*), ceci montre l'in-
térêt de l'étude des fonctions multiformes fermées horizontalement d'un
côté. En particulier, si notre ensemble de^ X était fermé horizontalement
des deux cotés, il se composerait dune infinité dénombrabie de fonctions
uniformes, il ne serait pa^ nécessaire qu'il soit fermé verticalement.

(>) F. YASILESCO : Thèse Paris 1925, Essai sur lcb fonction^ multitormes de
rariables réelles.
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Nous pouvons remarquer que les procédés employés dans les deux
derniers chapitres sont très voisins ; pour déterminer l'ensemble des
points de discontinuité de H (P) sur ,1, l'ensemble des points de PEAKO
et l'ensemble des lignes de PEANO nous avons été amenés à les „ma-
jorer1* par des ensembles de points ou de lignes qui pouvaient être
déterminés ; c'est d'ailleurs le même principe directeur qui agit dans
les conditions d'unicité connues.

Chapitre V.

Extension du problème de Baire.

ï. Position du problème.

35. Dans le chapitre précédent nous avons obtenu effectivement
une fonction ponctuellement discontinue et sommes ainsi amenés à
nous demander si l'étude de certaines (!) équations limites d'équations
pour lesquelles l'unicité est réalisée : où par conséquent l'intégrale est
fonction continue du point dont elle est issue (Corollaire I, Théorème I)t

ne pourrait être entreprise.
Mais alors, il faudrait résoudre un problème préliminaire qui

semble très complexe :
Quand pourra-t-on dire que le champ des intégrales de Véquation

limite est limite des champs des intégrales des équations de la suite ?
Il existe toujours des intégrales de l'équation limite, limites d'in-

tégrales des équations de la suite : c'est ce que nous apprend le théo-
rème suivant dû à M. MONTEL :

36. Théorème. (2) Si la suite infinie de fonctions f„ (x, y) converge
uniformément vers la fonction continue f{x, y) toute suite infinie des
intégrales des équations :

y' = fn (x, y)

passant par P admet au moins une fonction limite intégrale de

y' = f(*, y)

Reprenons le nombre M supérieur à | f | dans le rectangle R
[Chapitre IJ. On peut prendre n assez grand pour que :

\f«\ < M
(') D'une certaine façon cela va sans dire ; puisque toute fonction continue-

est limite de polynômes.
(») P. MONTEL : Bulletin des Se Math. loc. cit., p. 209.
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dans R. Nous supposerons en supprimant au besoin un nombre fini de
ces fonctions que toutes les fonctions de la suite fn vérifient cette inéga-
lité. Nous prendrons | x \ < a' ; toute intégrale yn de l'équation :

y1 = fn (z, y)

vérifie l'inégalité
\y»\ < b

donc :
|y',,| < M

Les fonctions yx, y2 • . • yn forment une famille également conti-
nue. On peut extraire de cette suite une suite partielle yn , convergeant
uniformément vers la fonction yo(x) dans l'intervalle (—a', 4- a').

Prenons n >> N tel que :

!/>, y)-fn(x, y)\ < e

dans R. Au nombre e correspond un nombre S, tel que l'inégalité :

y\ —1/21 < 5

entraîne

Prenons n' > N' tel que :

|y«—yol < s

Alors si n' est à la fois supérieur à N et N' on âtlifâ :

\f(x, yn')—fn'(x, yn)\ < 6

\f(xy i/o) -f(x, yn>\ < e

donc :
\fi*> .Vo) -fn' {X,yn>)\ < 2 £

Ainsi y'n' = /n'(x, y«) a pour limite ƒ(#, t/0) uniformément, ^o a
•donc une dérivée yfo égale à f(x, y0), c'est-à-dire que y0 est une
intégrale issue de 0 de Féquation y' = /*(.r, Î/).

La réciproque de cette proposition (*) n'est certainement pas vraie.
Supposons, par exemple, que les fonctions f„ (x, y) soient des polynô-
mes, l'intégrai e yn est unique. Choisissons une suite yn

r convergeant
vers l'intégrale y0. La fonction f(x, y) est la limite des polynômes
fn'(x, y), mais une seule intégrale de (E), l'intégrale t/o peut être obte-

(f) Cette remarque est aussi due à M. MONTSL.
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nue comme limite de la suite yn
f puisque cette suite est convergente.

37. Si maintenant, nous considérons toutes les intégrales A dé (E|
issues d'un point P, nous pouvons nous demander, si elles ne pourraient
être limites de certaines suites d'intégrales Ln des équations ( E ^ oô§
intégrales n'étant plus astreinte* à passer par P; pour tendre vers unt
A issue de P il suffit que les L* passent par des points Pn qui tendent
vers P quand fn tend vers /.

Il est, en effet, possible dans l'exemple suivant, d'obtenir toutes
les intégrales issues de 0 par ce processus limite élargi.

Prenons dans un rectangle contenant l'origine ( l |

ƒ *= 0 pour y < 0

f » .A p O u r o < y < x%

f *= 2x pour x2 < if .

Soit l'équation :

{En) y' = fn=-^f n = l , 2 . .
' w + 1 '

Pour cette équation l'unicité est réalisée dans tout le rêôtangle et Ü
«eule intégrale issue de 0 est Taxe des x. Considérons la suite : Ln :
intégrale de (Kn) issue de point p£

y nkn

quand fn converge vers /, Lj tend vers la parabole :

x2

y=k

II est donc possible d'obtenir toutes les intégrales A issues de 0
comme limites d'intégrales des (En).

II. Intégrales complètes au sens large. Cas des families C.

38. Appelonb „Intégrale complète* au sens large (2) d'une équation
(') Cet exemple de point de PEAKO est emprunté à M. BIBBERBACH. Theorie der

Differentialgleichungen p. 54.
(2) Cette notion d'intégrale complete généralisée m'a été signalée par M. Bcm-

LIGAND qui Ta utilisée dans un expose consacré aux équations aux dérivées partiel-
les (tome 11 du Précis d'Analyse de M. LAiNh p. 266) et ou il remarque en particulier
que pour les équations formées par élimination de a dans : f(x, y, a) «= 0, sous cer-
taines hypothèses complémentaires, donc possédant une certaine intégrale complète, \&
phénomène de PEANO ne se produit pas.
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différentielle (Ë) une famille cTintégraleb de (E) telles qu'il en passe au
moins une par chaque point du plan et que, par conséquent, elles
suffisent à déterminer f(x, y) par les pentes de leurs tangentes.

En somme, grâce au théorème de M. MONTEL on est assuré de
l'existence en tout point P d'au moins une intégrale A limite d'une
suite d'intégrales des (En) ; on possède donc en quelque sorte, parmi
les intégrales de (E) une „ Intégrale complète" au sens large. Une telle
intégrale complète obtenue par ce procédé particulier, je veux dire :
limite de Ln, sera appelée dans la suite une famille C.

Le problème préliminaire est alors ramené à celui-ci : d'après la
remarque de M. MONTEL il peut exister des intégrales étrangères à cette
familie C ; mais existe-t-il des intégrales inaccessibles, même parle proces-
sus limite élargi, qui, par conséquent ne pourraient être limites d'aucune
suite Ln > de quelque façon que Soient choisis les fn et les P n .

III. Intégrale complète au sens classique ou famille r.

39. Il est un cas où l'on possède effectivement une intégrale com-
plète, c'est celui où il est possible de satisfaire à (E) par les lignes-
de niveau d'une fonction continue :

4> (x, y) = r

Appelons famille V une telle famille d'intégrales, je ne sais pa*
si, en général, elle est elle-même accessible aux suites Ln .

Il est possible, pour certaines équations, d'obtenir des intégrales
étrangères à la famille I'.

Premier exemple.

Soit:

i> (x, y) = x + s K 2e (y —x) e étant du signe de y—x e= +

l'équation différentielle de ces courbes :

admet pour intégrales non seulement les courbes :

mais aussi la première bissectrice. Des exemples analogues sont fournis
par bien de cas classiques.

Deuxième exemple.

Soit l'ensemble de CANTOB, défini sur le segment (0, 1) de l'axe
des x : appelons Y une fonction positive sur chaque segment contigu et nulle
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en ses extrémités de façon que la figure formée par un segment contigu
et Tare attaché d'une part, la figure formée de même sur un autre seg*
ment, soient homothétiques.

En tous les points de l'ensemble triadique nous avons :

Considérons :

,YdxS?
C'est une fonction croissante de x d'où Ton peut tirer # = <£(y);

nous appelons a la surface de la figure formée par le premier segment
contigu et Y:

La courbe représentative de y est tangente a un ensemble parfait
discontinu de parallèles à 0a?, dont on obtient les points d'intersection

avec Oy en enlevant du segment [0, -=- de Oy un segment médian

7
égal à Q } puis de chaque segment restant un autre segment médian

égal à Q etc.

Les courbes x — <Hy) = Y

forment une famille F et elles admettent une famille non dénombrable
d'enveloppes qui sont des intégrales de l'équation différentielle : yf=zf{xty)
des courbes de la famille V étrangères à l'intégrale complète (fainifle t)>
donnée.

Ün exemple analogue serait donné par la famille :

c*
x — ty(y) = Y en posant x — ty(y) dans y = V (Y + &) dx + C •

•'o
En tentant de généraliser ces résultats, on est amené à chercher

à quelles conditions doit satisfaire une famille de courbes pour être les
enveloppes d'une famille T : une telle enveloppe traverse les courbes I\
sauf peut-être aux points d'un ensemble de première catégorie. ( l)

(') Bulletin international de l'Académie Polonaise des Sciences et des Lettres.
Mars 1931 é

I
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II serait intéressant d'étudier davantage cette question et de résoudre
en particulier le problème suivant: Une même équation différentielle
peut-elle admettre deux intégrales complètes différentes ?

IV. Renseignements donnés par les familles F.

40. En tenant compte des résultats précédents, étudions ce qui
se passe dans un cas simple où les familles C et F sont confondues.

Soit l'équation :

y' - 3 /h

On obtient l'intégrale complète (famille F)

Formons une suite hn issue de (x0, 0) :

y - (x~x0) kx-xoy + i l

L'unicité est réalisée en tout point et en XQ

* n

Considérons toutes les Ln issues de points voisins de 0, on peut
choisir n assez grand pour que toutes ces Lu [pour n > N par exem-
ple) passent à une distance au plus égale à e des points (—1,-1) et
( + 1, + 1) : par conséquent 0x n'est limite d'aucune suite des L„ et
de plus, l'intégrale complète considérée ici est bien une famille C.

Il resterait à prouver que ce fait se produit pour toutes les En

possibles.
Au contraire si Pon prend :

y ' = 3 f h p O u r y > 0

y1 «= 0 pour y < 0

toutes les intégrales issues de 0 [dans une certaine région entourant
0J sont accessibles par le processus limite élargi : il suffit de prolonger

les Ln au-dessous deOx par : y *= ;

nous voyons alors que pour n assez grand, toute intégrale de y' = fn%

issue d'un point de Ox de la région utile à droite de 0, possède un
point dans un cercle de centre 0 et de rayon e : point que nous appelé-
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tons Pn conformément aux notations déjà employées et qui tend vers
0 quand fn converge vers f.

Il en est de même pour tout autre point de l'axe des x.
Nous pouvons remarquer qu'il n'existe pas ici de familles F.

î f O T E

Le théorème II (Chapitre II) peut s'énoncer ainsi (J).

Uintègrale supérieure est fonction continue de son point d'origine
dans la région supérieure (fermée) et dans la région inférieure (ouverte)
de H(P).

De même, Vintégrale inférieure est fonction continue de son point
d'origine dans la région inférieure (fermée) et dans la région supérieure
(ouverte) de H(P).

Voici un exemple où L (P) est différent de M (P) et de m (P).
Soit x > 0

pour y < 0, nous prenons pour courbes intégrales de (E) les courbes :

x3 . ax2 a3
 n ^ -

* - - ¥ + — e ° < * < « ;
puis nous prenons :

pour 0 < y < x2, y' — 2 Vy
2 v

pour x2 < y < 2x2, y' = - ^

pour 2x2 < y , y1 = 4x ;
pour x < 0 nous faisons dans les formules ci-dessus les modifications
nécessaires pour changer y' en — y' pour deux abcisses égales en valeur
absolue et de signes contraires (pour une môme valeur de y).

On peut voir(2) qu'à l'origine P :
M(P) est la parabole y = 2x2,
L(P) la parabole y = x2

m (P) l'axe des x y = 0.

Vu et approuvé Vu et permis d*imprime£

Poitiers, le 21 Avril 1931. Poitiers, le 22 Avril 193L

Le Doyen de la Faculté des Sciences» Le Recteur,
A. Billard h. Pineau.

(ï) C'est M. MONTEL qui m*a signalé cet énoncé qui FO rattache à celui de son
théorème du Bulletin des Sciences Mathématiques. — La itgion inférieure de H(P)
est la région inférieure de miP) et la région supérieure de H(P), la région
rieiire de M(P).

(2) Le lecteur est prié de faire la figure.


