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INTRODUCTION.

On supposait depuis Démocrite, Épicure et Lucrèce que la matière
est composée d'atomes ; mais jusqu'à ces derniers temps, la structure
discontinue de la matière était restée une simple hypothèse ; grâce aux
récentes recherches de Physique théorique et de Physique expérimen-
tale, elle est devenue une réalité.

On est ainsi tout naturellement porté à élaborer une nouvelle
théorie mathématique propre à l'étude des phénomènes discontinus, de
même que la théorie des équations différentielles et des équations aux
dérivées partielles est propre à l'étude des phénomènes continus de la
Mécanique classique.

La nouvelle théorie est le Calcul aux différences finies dont le
créateur et l'animateur est Niels Erik Nörlund. A la vérité, bien des géo-
mètres se sont occupés de cette branche d'Analyse, parmi les quels on
peut citer Euler, Stirling, Lagrange, Laplace, Boole ; mais ces auteurs
s'occupaient surtout des méthodes formelles. Plus récemment encore,
Poincaré, Gaichard, Picard, Appell ont consacré de beaux travaux à
cette théorie, mais c'est Nörlund, qui dans une suite de mémoires, au-
jourd'hui classiques, a mis le Calcul aux différences finies sur les bases
de la théorie moderne des fonctions J).

Cette belle théorie pourrait se suffir à elle même, en dehors de ses
applications ; c'est sous ce jour, d'ailleurs, qu'elle a commencé à se dé-
velopper, comme tant de théories mathématiques qui ont précédé les
théories physiques.

Il est bon, toutefois, que le géomètre ait l'intuition que ses efforts
ne vont pas en pure perte et que ses théories, comme le Calcul aux diffé-
rences finies, deviendront le cadre des lois de l'univers physique.

*) Cf N. E. Norlund, Sur l'état actuel de la théorie des équations aux différen-
ces finies, Bulletin des Sciences Mathématiques, 2e série? t. 447 1920? pag. 174—192
et 200-220.
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C'est pour moi un agréable devoir de rappeler que ce travail trouve
son origine dans les Leçons J) de M. Picard sur les équations fonction-
nelles, que j'ai suivies à la Sorbonne en 1921. La méthode des approxi-
mations successives, que nous utilisons d'une façon systématique et qui
impose le choix de la solution principale, c'est encore à M. Picard,
notre vénéré Maître, que nous la devons.

Plus tard, dans une séance du Séminaire Mathématique dirigé par
M. Hadamard au Collège de France, M. Borel, après avoir fait l'analyse
des travaux de M. Nörlund sur le Calcul aux différences finies, conseilla
aux jeunes géomètres d'approfondir et de continuer la nouvelle théorie.
Ce n'est pas seulement pour ce conseil que nous sommes redevable à
M.Borel: sa théorie de la sommation des séries divergentes est fon-
damentale dans notre travail pour la définition de la solution principale.

Dans la rédaction des cinq premiers Chapitres, nous avons suivi
les trois mémoires fondamentaux de M. Nörlund : Mémoire sur les poly-
nômes de Bernoulli2), Mémoire sur le calcul aux différences finies %
Sur certaines équations aux différences finies4). Cette première partie
est au fond préparatoire, notre principal but étant la définition de
la solution principale de l'équation linéaire aux différences finies, à
coefficients asymptotiquement constants et dont nous nous occupons
dans le dernier Chapitre Parmi les travaux se rattachant à nos recher-
ches, je dois citer un mémoire de M. Bochner5) et surtout un mémoire
remarquable de Hans Spath 6), dont la fin prématurée et tragique rap-
pelle celle de Evariste Galois.

Désignons la moyenne entre les valeurs cp (x-\ a) et cp (x), de
poids k et 1, d'une fonction cp (x), dans les points x-\-a et x, par le

symbole A,
a 1 k tp ( x 4 -

A ? (*) = T

0 Cf Emile Picard, Leçons sur quelques équations fonctionnelles, rédigées par
Eugène Blanc, Gauth ie r Villars, Par i s , 1928.

2) Acta Mathemat ica , T. 43, 1920, pag . 121—196.
n 3 ) Acta Mathemat ica , T. 44, 1922, pag . 71—212.

4) T ransac t i ons of the American Mathemat ica l Society, volume 25, number 1,
January 1923, pag. 13-98.

5) Hauptlô'sungen von Differenzengteichungen, Acta Mathematica, T. 51, 1928.
pag. 1—21.

( ) Über das asymptotische Ver halt en der Lösungen nichthomogener linearer
Differenzengleichungen, Acta Mathematica, T. 51, 1928, pag. 134—199.
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et suivant une notation classique, la différence du premier ordre, d'écart
i

p, par le symbole A,

Soient au a2,..., ap ; ku k2,..., kp ; Pj, p2,..., p̂  des nombres complexes
quelconques, dont les k( sont différents de — 1; posons pour la moyenne
du second ordre

2

A

4-

et pour la différence du second ordre

l y ( x ) = A /
ftA U ') Pi P2

pour la moyenne d'ordre p

n 1 / O—1 \

A Ï W = A( A X ? w l 0)

et la différence d'ordre q

V / \ A / A. ƒ v \ I ƒ ^

1 1

En (1) lesp opérations A et en (2) les q opérations A peuvent être

interverties d'une façon arbitraire; c'est ce qu'on voit facilement car
pour (1), par exemple, on vérifie directement

2 1 / I \ 1 / 1 \ 2

A ? W = A A ? W = A A T M = A ?(*)>
O.\ K2 K2 \ Ö-1 j &1 \ ^2 / ^2 Kl

i J.

qui montre que le produit symbolique A A est commutatif; on montre

ensuite, par induction complète, que 'dans le produit symbolique

A A ... A , qui représente l'opération A , on peut intervertir Tordre des
ai oz ap ai..ap



— 8 —

facteurs. La proposition établie montre que la fonction / (x), définie
par,

ƒ (x | a, ,kp ;... ;yptkp)= A ç (x), (1 bis)
ci »p

est symétrique par rapport aux p couples de lettres (%u kx),..., (zp kP )
et que la fonction g(x), définie par

g(x I Pi,...,Pff)= A <p(x), (2 bis)

est symétrique par rapport aux ç lettres p l r . . , pg .

p.?
Désignons par A ' a moyenne d'ordre p de la différence

d'ordre qt

P>Q P I Q \

A «p(x)= A A ?(x) , (3)

ou plus brièvement encore, lorsqu'il n'y a aucune confusion à craindre,
par

p>q p IQ

A ? (*) = À U <p M

P
en sous-entendant que la moyenne \ porte sur les écarts a, et les poids

g

kt et Ja différence A sur les écarts (3/ . On a, par exemple,

A A ? (x) = A
o \fi I a \

A ? (*) = A A ? (x) = A
 t - L ^ =

e.fi

1 1
La dernière relation montre que les deux opérations A e t A , dont

1,1

se compose l'opération A , peuvent être interverties, ou encore que le
] i

produit symbolique A A est commutatif, On montre de prochçen proche



que deux quelconques des (p -)- #) opérations 4ont se compose l'apèra-tiad

A , peuvent être interverties. En particulier,

F(x\auki;..;rj k \$u..£) = V ()

P I Q \ Q ! P \
= A A T (x ) = A A ç ( r ) | (3 bi

La proposition établie plus haut montre que la fonction F (x) dé-
finie par (3 bis) est symétrique par rapport aux p couples de lettres
(aj Ar,),..., (aP( /rp ); elle est également symétrique par rapport aux q let-
tres p,,..., p , .

On vérifie directement l'égalité

i * M = (*,+ !)'(*,+ 0 t t *•" *." T Cx + r. ., + ra ̂
et l'on montre, par induction complète, que

LP E > a » )» ^ ter)
où l'on a mis

i v y k n k rp

(*1+1)-.(**+1) &•
Tout pareillement on a

et par induction complète on trouve

^ 'f (*) = S ? (x + si Pi + - + *« Pff )» (2 t e r )

où l'on a mis

2-,-SrS-S<-•>'--*•
Enfin, la fonction F (x) définie par (3 bis) a pour expression

Thèse Raclis,
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où Ton a mis pour abréger l'écriture
i

v̂  1 1

^-(k, + l)..(*p + 1) p,.. % —0 r— s~0 Sq-0

En (1 ter), (2 ter) et (3 ter) on lit directement que les fonctions dé-
P Q P,Q

finies par les opérations A, A, A sont symétriques par rapport aux p
couples de lettres (a1? Z^),..., (zp, kp) et par rapport aux q lettres p ls..., p'fl.

Lorsque les kt sont égaux à l'unité, l'opération A se réduit à l'o-

p
pêration V et l'égalité (1 ter) devient

où le signe S signifie qu'il faut donner aux r& de toutes les manières
possibles, les valeurs o et 1 et de faire la somme des termes ainsi
obtenus.

Supposons ocj = a2 = . . . = &.p = a ; ^ •= /r2 = • • • = ^p == ^ ï
PJ =T= p2 = ... = p9 = p ; les formules (1 ter), (2 ter) et (3 ter) deviennent

? ( ) p

J&, f W = (* + 'r'
Nous nous donnons la fonction cp (x) et nous nous proposons

de définir et d'étudier la solution principale, au sens de Nörlund, de
l'équation linéaire aux différences finies

A* F (*) = ?(*) . (4)

La solution dépend de x et des at, £,• et p;- ; nous la désignons
par F(p'9) (x | a,, *!;..; ap , /:p | p^..., pg ).

Lorsque ? (x) = (m-\~q) {m-\-q— l)...(/n+l) x/;i, l'équation (4) ad-
met comme solution un polynôme de degré (m-\-q), déterminé à un po-
lynôme de degré (g—1) prés ; parmi ces solutions polynomiales, nous
choisirons convenablement un polynôme que nous désignerons par



(x | au k{;.„; ap , kp | p l r.., p? ) ; ce polynôme est de degré (m-\-q) ;

nous dirons qu'il est d'ordre (/?, q).
Lorsque o (x) est un polynôme arbitraire de degré n, la solution

principale de (4) est une somme de polynômes

et lorsque ç (x) est une fonction quelconque, la solution principale de (4)
s'exprime encore, moyennant une formule sommatoire, à l'aide de ces
mêmes polynômes.

Dans le premier Chapitre nous définissons et étudions les princi-
pales propriétés des polynômes R$ (x | au /q;... ap , kp ); dans le deuxième
Chapitre nous définissons les polynômes Rm'^ (x \ OLU kx\...\ ap,kp | p l r . , ^ )
à l'aide des polynômes Bernoulli-Nörlund B(m (x | (3lv.., $q ) et exposons
les propriétés dont nous aurons à faire usage dans la suite.

Dans le troisième Chapitre nous établissons une formule sommatoire,
en considérant successivement les trois opérations

i p p>q

A > A » A^ ff .

Cette formule sommatoire donne le développement d'une fonction arbi-
traire en série de polynômes R{f'g) (x); nous déterminons aussi le terme
complémentaire de ce développement sous forme d'intégrale définie.
La méthode est la même lorsqu'on substitue aux trois opérations envi-
sagées une opération linéaire quelconque A.

Le quatrième Chapitre est consacré à la démonstration de l'exis-
tance de la solution principale Fto?) (x) ; pour la définir, on prend pour
point de départ la solution formelle donnée par la méthode des approxi-
mations successives, à la quelle on applique ensuite la méthode de som-
mation exponentielle de M. Borel. Avant le passage à la limite, il con-
vient de transformer la solution formelle à l'aide de la formule somma-
toire établie dans le Chapitre précédent.

Dans le cinquième Chapitre nous étudions la valeur asymptotique
de la solution principale, pour les grandes valeures réelles et positives
de la variable; nous utilisons sa valeur asymptotique pour déduire des
nouveaux développements en série de la solution principale, développe-
ments convergents à volonté. On étudie ensuite les principales propriétés
de la solution principale et on calcule ses dérivées. On a le résultat im-
portant suivant : la dérivée d'ordre (m-\~q) de la solution principale tend
vers une limite finie lorsque x tend vers l'infini ; c'est une propriété ca-
ractéristique de la solution principale,



Dans le dernier Chapitre nous appliquons les résultats des cinq
premiers Chapitres à la définition de la solution principale de l'équation
linéaire aux différences finies, dont les coefficients tendent vers des li-
mites finies lorsque x tend vers l'infini.

CHAPITRE 1.

POLYNÔMES R ($ (X | a, , k{ ; . . , ; ap , kp ).

L'équation
p
A F(x) = xm,

Cf . . Op

où m est un entier non négatif, admet comme solution un polynôme uni-
que de degré m et qui sera dit d'ordre p et que nous désignons par

£} * K , *i ;. -, «P ; *P ) *)•

§ 1. POLYNÔME DU PREMIER ORDRE.

Désignons par Rm} (x a, k) ou plus simplement par Rm (x | a, *)
ou encore Rm (x), le polynôme tjui satisfait à l'équation

i

ARm(x) = xm, (O
c'est - à - dire

k Rm (x + *) H- R* (x) = (A: + 1) x'«. (1 bis)
On déduit par dérivation

et si l'on applique la formule de Taylor,

40"- .» (2)
En particulier, pour h = a, compte lenu de (1 bis),

(3)

>) Cf mon Mémoire sur les polynômes R^ (x), Bulletin Mathématique de la So-
ciété Roumaine des Sciences, T. 30, 1927.



La dernière égalité est une relation de récurrence er^tre les poly-
nômes R,, (x), v = o, 1 , . . . , m.

On déduit pour les premières valeurs de m,

k
Ro (x \<*9k)= 1, R, (x \a,k) — x- ƒ—r"i a

R2 (x | a k) = x2 — (2 a Rj (x) -[- a2) ̂ =

\2

: a '

ce que Ton peut écrire encore

R2(* i M ) = * » -
i

et si Ton utilise le symbole à,

Je dis qu'en général
m l—ka\v *

2 ( ^ j AJC«. (4)

En effet, la formule (4) est vraie pour m = o, 1,2; supposons - la
vraie jusqu'à (m — 1). La relation de récurrence (3) donne

R < i * > " Î ( ffl " g

cç./.rf.
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On voit sur la formule (4) que le polynôme Rm (x | a, A:) est homo-
gène et de degré m par rapport à x et a ; il est de degré m par rapport
, k
a jfc+V

Soit ç (x) un polynôme arbitraire de degré m et considérons le po-
lynôme

F (x+/i)=?(x+R(/i) )=?(x)Ro(A)+ - " P R1(/0+...+^ryR,,,(/0- (5)
1

Appliquons aux deux membres l'opération A par rapport à la va-
a

riable A,
i i '( 1 o (H')1x>(x) o (Hx)
A F (x-KO = ? (x) A Ro (A) + —f̂  A Ri (A) +... +^~}—'AR(m>(A)=

= ? (x) 1 + - ^ A -!~... + ^ f-;- Am = ? (x H- A).

Comme il y a un polynôme unique qui satisfait à l'équation

A F (x) = ? (x), (6)

il résulte que la solution de (6) est le polynôme F (x) tel que, sous forme
symbolique,

F (x + h) - ? (x + R (h))y

où Von convient de remplacer, après le développement de 9 (x + R (A)),
l'exposant par indice, Rv (A) par R„ (h). En particulier, pour ? (x) = xm,
l'équation (6) devient

Rm (x + A) = (x + R (A)) «

qui n'est autre chose que la formule (2).
Considérons de nouveau le polynôme (5) et appliquons aux deux

1
membres l'opération A par rapport à la variable x,

À F (X+/Z) = Ro (h) À ? (x)+ ̂ 4 ^ À ?' (x)+... + R"f) A? C«)(x) ;
a a l a /72 ! a

mais le premier membre est égal à ? (x -f- A) et l'on obtient ainsi la for-
mule sommatoire

m Rv(A) 1

TP" A ? v) (̂ c)j (7)
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qui donne le développement d'un polynôme arbitraire <p (x) en série de
polynômes Rv (h), v = o, 1,..., m.

Pour donner une application delà formule (7), considérons le po-
lynôme

o (x) = Rm + ,(x) — lx — a) Rm (x) .

On a
i a

A ? (x) = YZLT\ R m

et (7) devient

Proposons-nous de calculer

où B, (/z|a) est le polynôme de Bernoulli ; sous forme symbolique, le po-
lynôme donné s'écrit

1
et si l'on applique l'opération A,

a

À Rm (x + h + B | a, A:) = (x + h + B)"! = Bn(x + h\ a).
a

D'autre part, le polynôme

satisfait à la même équation
i

A P (x -f /z; = Bm (x + /z | a)
a

et les deux polynômes sont identiques,
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Considérons enfin le polynôme

_,. (x\a,kj,

où Ev (h | a) est le polynôme d'Euler; sous forme symbolique, le polynôme
donné s'écrit

et si Ton applique l'opération A

Le polynôme

satisfait à la même équation

A p (X + h) = Em (x + A | a)

et les deux polynômes sont identiques,

t v = o

Si l'on pos. Rt- (o) = R*, les équations (2) et (3) deviennent en y
faisont x = o,

Rm (h) = (h + R)m, (8)

ou encore

o , Ro == 1. (9 bis)
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On peut donc commencer par définir les nombres Rv par la relation
de récurrence (9) et définir ensuite le polynôme Rv (h) par l'équation (8).
Pour les premières valeurs de m on a

Ro = 1 , Ri = — r— •— ? R2 = —
K~T~ 1 \

Je dis qu'en général

s/-1» (>•
Pour le montrer, on suit la même marche que celle utilisée pour

établir la formule (4) ; on vérifie directement qu'elle est vraie pour
m = 1 , 2 ; on suppose qu'elle est vraie pour (m—1) et l'on déduite
l'aide de la formule de récurrence (9) qu'elle subsiste pour m.

Si l'on remplace en (5) les polynômes Rv (h) par les expressions (4),
on obtient

Il résulte que la solution F (x) de l'équation (6) peut se mettre sous
la forme remarquable
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Considérons l'équation

qui peut s'écrire, en changeant x en - x ,

* (—l)m Rm ( a - X - a | a , -£- )+(— l)m Rm (a—X | a, - I ) = (* + 1)X'» .

a >~TTLa dernière équation montre que le polynôme (—l)m Rm (a—x

satisfait à la même équation que le polynôme R,n (x | «, k) ; il sont donc
identiques

Rm (x | a, k) — (— l)m Rrn (a—X | a, -^ ) .

Mais le polynôme Rm (x ' a, /:) est homogène et de degré m par
rapport à x et a,

Rm (X | a , k) = Rm ( X—a | — a , A ) • (12)

Soit a un entier positif impair et considérons le polynôme

1 _j_ k ' W

On déduit

«m

4 («+*-) © =*
Le polynôme P (x) satisfait à la même équation que le polynôme

Rm (x | a , A:), ils sont donc identiques et si l'on remplace dans cette
identité x par \x x , on obtient

i±|^-^Rm(x+v^|a)^). (14)

Lorsque jx est un entier quelconque, on obtient une formule plus
générale, déduite de (14) en y remplaçant k" par — (—k)u.

Si l'on remplace dans l'équation de définition

k Rm (* +
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successivement x par x -j- a, x - j - 2a , . . , x -J- u a, on multiplie les
équations obtenues par — k , k2,.. , (— A:)" et on ajoute les résultats
on obtient

relation, aux notations prés, signalée par Darboux et qui, suivant les
paroles de l'illustre géomètre «justifierait une étude plus détaillée de ces
polynômes". l)

§ 2. POLYNÔMES D'ORDRE POSITIF p.

Soit p un entier positif; par définition, le polynôme
£ | «i , ki ; . ; acp , kp) que nous désignons aussi par R$? (x), satisfait

à l'équation
p

A R{5)(*) = * m - (15)

Soit /? un entier positif plus petit que p ; l'équation peut s'écrire
encore

p—n n
A A Km (̂ Xj -=- X ,

et comme l'équation

A F (x) = xm

f l K

admet la solution unique R^ "} (x | an + 1 , /cn +1 ; . . ; ap , /cp ) , il résulte

que l'on a

A R%\x\auk1;r,ap,kp)=R<£-nXx\an+ukn+i; ;*p,kp) (15bis)

J) Cf pag. 310, S#r les développements en série des fonctions d'une seule variable,
Journal dç Mathématiques pures et appliquées, 3e série, t. 2, 1876.
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L'équation (15) de définition est donc équivalente au système

A R^ (x | a, , kl ) =. x™ ,
a,

À R<*> ( x | a, , A, ; a 2 Ar2) = R<J> ( x | a , , A:,) , ( 1 6 )
«2

A

On déduit par dérivation de (15)

et si Ton applique la formule de Taylor

Pour/z=ap , l'équation (17) devient, compte tenu delà dernière équation du

système (16),

( a B ( * ) +^ Î ( (T )

relation de récurrence analogue à (3).
De l'équation (11) et de la dernière équation du système (16) on

déduit pour R ̂  (x) la forme remarquable,

(19)
et de proche' en proche

m m

^ a k' - a M-



Mais les différences d'ordre plus grand que m de x"1 sont identi-
quement nulles et la dernière formule devient

R 2 (i^)'"... (î +-11)"^ " £ ̂  m'
où le signe ]T] s'étend à toutes les valeurs entières non négatives des v„
dont la somme Vj -|- v2 -f- ... 4- vp <J /n Par exemple,

p

R 0 w — l y K 1 w — ^4r

On voit sur la formule (19 bis) que le polynôme R (m (x) est homo-
gène et de degré m par rapport à x et av a2) .., aP ; il est symétrique par

k
rapport aux a,, et par rapport aux ——-- ; la formule (19) montre qu'il

est de degré m par rapport à -<—
- ) - 1

Soit cp (x) un polynôme arbitraire de degré m et posons

(20)
p

Appliquons aux deux membres l'opération yv P a r rapport à la

variable //,

p

A FO

Mais il existe un polynôme unique F (x) qui satisfait à l'équation

A F (x) = <?(*),

d'où il résulte que la solution de la dernière équation est le polynôme
F (x) donné dar (20). En particulier pour ? (x) = x"\ on a

H - A ) =

qui est , sous forme symbolique, la formule (17). Si l'on applique
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maintenant l'opération Â aux deux membres de (20) par rapport à
la variable x, on a r;'^rjp

P p R^Y/z) P , Rm (h) p

Mais le premier membre est égel à cp (x -f- /z) et nous obtenons la
formule sommatoire

m P ( p ) (h\ P

o(x + /i) = V ^ 7 f y A ?M(x), (21)

qui donne le développment d'un polynôme arbitraire ? (x + h)> ^ e degré
m , en série de polynômes RtP) (h) , v = o , 1,.., m. En changeant un peu
les notations, (21) s'écrit encore

et si Ton pose F (x) = R{£* (X), ƒ ? > / ? , compte tenu de l'équation (15
bis), on obtient

] (™ ) Ri (/Î «„ A:,;..; aB, A:n) R
(
;^f (x | a n + , , kn + ! ; ap, Arp), (22)

ou sous forme symbolique

R $ ( x + / i ) = (R rn

relation qui montre que les polynômes Rm}(x) sont des polynômes d'in-
terpolation l).

On déduit la relation plus générale,

où les entiers non négatifs pi ont une somme

]) Cf René Lagrange, Mémoire sur les suites de polynômes, Acta Mathematica
T. 51, 1928, pag. 201 309.



_ 23 -

En particulier pour n=\,

Si l'on pose R <? (o | «„ k^;ap>kp ) = R^ (a, *,;. ;*p,kp ) et l'on fait
en (17) et (18) x = o , on obtient

))m> (23)

*P (Rfp) + «p)ffl + R # - (*p + 1 ) R(pm;)- (24)

Ou peut donc définir le polynôme R ̂  (A) par l'équation (23), après
avoir déterminé les nombres R ^ par la relation de récurrence (24).

§ 3. THÉORÈMES DE MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT.

Considérons Téquatjon

Y' Rm} (x + at j au -jr ; a2, A2;..; aA AP )-f R ^ (x | alyj^ ; a2, /c2;..; aA /cp ) =

- ( A + 1) R ( ^ > (x | aP, k2;. ; «p, ArPf);

multiplions les deux membres par ki et changeons x en—x,

( ( | k / )

Mais le polynôme au second membre est homogène et de degré m
par rapport à x et a2,..., ap, d'où Ton déduit l'identité

(—1) m R^i^ — xla^ia^k^.-^kp^^ix *uk};—a29k2;..\—<xPtkp)9

caries deux polynômes satisfont la même équation.Onchanghex en—x,
otj en—0Ly et compte tenu de l'homogénéité de R(m(x),

7 l \ — ï' A* ' 2 ' /C2»*'J aP.KP ) — K m ^X | a ] 5 "•!»••? aP,KP )* \ ^ )
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Mais le polynôme Rm*(x) est symétrique par rapport aux p Couples
de lettres (ax, /q). , (aA kp), donc

R*m (^—ai—a2 I — «i, TT î — a2T- ; a3, *3;..; aA *p) = R^ (x | a1? Z ;̂..; ocP2 *p),

et si /z est un entier plus petit que p,

R (P) / i / / \
m (*— a l—••— a n |—al>7T >*•>—a«, T~> an+l> ^n+1 Î-J aA ̂ P ) ==:

. p(P) / v I „ U . . _, j^ \

En particulier pour n—p, compte tenu de l'homogénéité de

a i + . . . + *P-x\ a i ,^-;..; aA ^ - ) = ( - l ) m R^(x|«i, *i;-î ^ ^ )• (26)

Si l'on pose x = -i- (aj+. .+ap ) et ensuite x^^o^ on obtient

l i p p )

)a

Soit [i. un entier positif impair et considérons le polynôme

On déduit d'abord

* i P ( * + «i) + P(*) = RÜ,_ i) ( x | ^ a2> ^ j . . . ; (* *p , kp ) ,

et ensuite, l'identité

r ^X^ —— t\m \?C ^*i» '^lî t̂ 1 ^2» 2> • * • ï f* ^P ) "^p )

car les deux polynômes satisfont à la même équation; si l'on remplace x
par s*x, on a

X + v

1
^ ^^ a2j k2i.. • ; &p , kp ). (27)
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Soit n un entier positif plus petit quep et soient ^,..., >xn des entiers
positifs impairs; on déduit de (27), par symétrie,

— L i i ^ 1 i lzb^n p(p), Y i a i . £ . a« ^ . e* k • • «p * ï

où Ton a mis pour abréger récriture

En (28) on a la formule de multiplication pour le polynôme R;? (x),
lorsque les entiers ^ sont quelconques, (28) prend une forme plus géné-
rale déduite de (28) en remplaçant A/*1'par—(—ki)"i . Dans le cas
particulier n —p et |x,r= ;j,2= . . . = [jJ0 = jx où ta est impair, (28) devient

§ 4. POLYNÔMES D*ORDRE NÉGATIF — p

Posons, par définition,

Rff (x) = xm.
Nous avons défini le polynôme d'ordre positif p par l'équation

A Rî#(x) = x'« (15)
«!..ap

et nous convenons d'exprimer la dépendance entre les polynômes xm et

R(^ (x) aussi par l'équation

= A xm. (15 ter)

L'équation (15) exprime que le polynôme xm est le résultat de
p

l ' opé ra t ion directe A app l iquée au p o l y n ô m e R^ } ( x ) , t a n d i s q u e

Thèse Radis, 3
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l'équation (15 ter) exprime que le polynôme Rm} (x) est le résultat de
—p

l'opération inverse A appliquée au polynôme xm; au fond, l'équation

(15 ter) n'est qu'une forme symbolique de l'équation (15) et elle pourrait
~p

servir à définir l'opération inverse A .

En changeant dans la dernière équation p on — p, nous sommes tout
naturellement conduits à définir le polynôme d'ordre négatif — p, par
l'équation

p
R(~p (x | a,, kx\ . . . ; ap *p ) = A xm,

qui exprime que le polynôme R(„TP) (x) est le résultat de l'opération di-

directe A appliquée au polynôme xm. Le polynôme R(„7P) (x) est évidem-

ment la solution polynomiale unique de l'équation (30) ; il est de de-
gré m; hommogène et de degré m par rapport à x et a,,..., %p ; symétrique
par rapport aux p couples de lettres (a1} Aj),.--, («P , &P ).

i

Appliquons aux deux membres de (30) l'opération A ,
C/p + i

1 (-P) p+1 (-P-1)
A Rm (x | «j, /Tj;...; ap , A:p ) = A x'n = Rm (x | a l t Aj;«<;

apH-l «i-^p+i

et si l'on répète l'opération

n (—p) ( - p n)

A Rm ( x | au /Tj;...; a p , Arp ) = R m (^ | a l 3 ATJ;...; a p + n ,

d'où il résulte que l'équation

établie pour n < p subsiste pour n*^>p et pi end dans ce cas, la forme

A R%Hx\*i,kv»;*P,kp)= " A A Rî!?(*l«i>*i«>ap, * P ) =

«—p

A x m = RJ£



En particulier, l'équation de définition (30) peut être remplacée par
le système équivalent

(-2) (x | a,, Ar, ; a2. *2) = À R ^ 0 (* I «i. *i) (31)

R H P - I ) (X, I alf kx ; . . ; a^+i, *p+1) = yv R^7p) (* I «i • *i > • • î "P > *P )•

Reprenons l'équation (22) en modifiant un peu les notations, n et p
étant deux entiers positifs

R(«+P) (x+h | «!, /r, ; -. ; *P+n, *,+„) = (22 bis)
m

et appliquons aux deux membres l'opération

A
r/t rjp, ryj ft^

par rapport à la variable h,

/rp+n) - (32)

et si Ton applique aux deux membres de (32) l'opération

A

par rapport à la variable x,

R ( - P «) ( X + A | a , , A, ; . ap+/I, ftp+n) = (33)
m

(v"p) ( h I a i » *i ; • • ; ap > kp ) R'm-l (x I ap+i > ^P+I ; • •

Les formules (22 bis) (32) et (33) montrent que sous forme symbo-
lique, l'équation

R W (x | a,+1 , /cp+i ; . .
est vraie pour les valeurs entières de n et p, positives ou négatives.
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Signalons quelques cas particuliers ; faisons en (32) //=o,

m

R(-P) {x+h | «,, kl ; .. ; ap , kp}=J£O ^ R(^P> (* ' «> ' * ' ; •; *"
V— 0

ou sous forme symbolique

R^ P ) ( x + h | a, , ^ ; . . ; ap , kp ) = | h + R(-*> (X | OLX , Âr, ; . ; ap , kp ) |

Faisons en (32) n = p , a p + ] = a, /rp+i = / r i , . . , o%p — ap , /r2p =^ /rP ,

qui pour /z = o devient, en posant

R<-*>( o|a, , k, ; . . ; ap , kp) = RM» (a, , /c, ; . . ; ap , kp )

(
m-̂ v ( «i , *i ; • • î *P . *p ) Rû») (x | a, , A, ; . . ; ap , kp), (36)

qui est une relation de récurrence entre les polynômes R(f> (x) du même
ordre positif p.

Si Ton fait en (35) x=o on a

f , , * i ; - ;^P^P) (37)

qui est une relation de récurrence entre les polynômes R<V-P> (X), du même
ordre négatif — p.

Les deux dernières équations montrent que le polynôme
R(m Cx I a i ' ^ri î • \aP > kp) s'exprime à l'aide de x et des nombres
Rm~̂  ( a i » ^1 » • * > rj-p ' ^ ) exactement de la même manière que le poly-
nôme R\n

 p) ( x | a t , Â"j ; . . ; ctp , kp ) s'exprime a l'aide de x et des nombres
R(f) ( a, , * ! ; . . ; ap , A> ).

L'équation (34) montre que le polynôme R{-P) (X) s'exprime à l'aide
des nombres R[~p) de la même manière que le polynôme R<£) (x) à l'aide
des nombres R\?\

Pour x = o , (36) ou (37) devient une relation de récurrence entre
les nombres R<P> et R(-P),

i/^o o,
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Si l'on tient compte des relations

(f Rm 00 _ / A /

les équations (36) et (37) deviennent

m ry(p) rfv n(—P) / \

-P— = Xm ,V ^ — rfV R ^ (X) _ Ym V Î^L.
Zu v! rfxJ' ' ^0 v!

relations qui montrent que le polynôme R ^ (x), ordre positif ou négatif,
est la solution rationnelle unique d'une équation différentielle à coef-
ficients constants.

p
Si Ton applique l'opération A a u x deux membres de 19), on

E71-. Vp

trouve que le polynôme d'ordre négatif (—p) satisfait à l'équation

où le signe ï s'étend aux valeurs entières non négatives des y*t dont la
somme

+ . + vp <; m.

§ 5. FONCTIONS GÉNÉRATRICES.

Soit ƒ (x) une fonction analytique holomorphe dans le voisinage
de l'origine

et appliquons aux deux membres l'opération A ,
GEL. Cp

7Ary ƒ (x) = £ ^ 7 ^ R{~P) (x | a!,*! ;. . ; *p,kp ), (38)

développement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et et
des a/. Nous avons en (38) la moyenne d'ordre p d'une fonction ƒ (x)3 ex»
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primée à l'aide de ses dérivées. Dans le cas particulier ƒ (x) =e f x , (38)
devient

série convergente pour toutes les valeurs de x et t.
Nous avons au premier membre la fonction génératrice des poly-

nômes R (-*> (x) d'ordre négatif —p En particulier pour x = o, on ob-
tient la fonction génératrice des nombres R<rp)

ptaxJ

T7T7+T • •
II

bis>
Je dis que la fonction génératrice des nombres R >̂ est la récipro-

que de (39 bis), c'est-à-dire

£ ^ A : ' ; - - ; t t - * ' > ' (4Obis)

série convergente pour ^suffisamment petit En effet multiplions les
deux dernières équations

f
Compte tenu de (37 bis), le coefficient de —f est égal à zéro pour v > 1,
égal à l'unité pour v = o et la formule (40 bis) est établie.

Si Ton multiplie (40 bis) par l'équation

on obtient au premier membre la fonction génératrice des polynômes
(x) d'ordre positif p

txyL

(40)
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On peut arriver plus directement à l'équation (40) en développant
le premier membre, qui est une fonction holoniorphe autour de l'origine,
en série entière par rapports la variable t,

kx ef ai -f- 1 k

p

On applique aux deux membres l'opération A par rapport à la varia-

ble x,
<é^% 4.v P

d'où l'on déduit par identification avec le développement on série en-
tière de etx

 y

p (P)

rv \x) — xv rr\x) — KV \x i a1? KX ,,., aPj KP ) .

§ 6- CAS PARTICULIER.

Supposons a{ = a2 — . . . = ap = a, /:, = £2 = . . . — kp — k et
désignons par Rm}(^ 1 a, *) et R(^p) (x | a, k) les polynômes d*ordre po-
sitif p ou négatif - p, dans ce cas particulier. Les fonctions génératrices
(39) et (40) deviennent

Déri vons (42) rapport à

d'où Ton déduit par identification
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ou encore, compte tenu de
(P+i) (P-H) (P)

/TR, (X + «) + R,. (x)=(* + I)Rr (x),

Pour p = 1 et p = 2 on a
(2) U I 1 / (1) (1)

R ( ) ^ R ( ) ( ) R

Je dis qu'en général

En effet, (44) est vraie pour p=:l et p ~ 2 ; supposons-la vraie
jusqu'à (p—1) ; (43) donne

et si Ton groupe les termes

(*)= [ - J - ] ̂ j- L"~71— R»+*W ((x~^a)D
x (X—a).»(x—pa+a)

-\-s D (x—a) . . . (x—pa-f~a)

et compte tenu de la formule de Leibniz,

La formule (44) montre que le polynôme R£fx (x) est une somme
linéaire de polynômes du premier ordre Rr|5 (x) , 5—0, l,...,p.
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Une autre expression remarquable de Rm+1) (x) se déduit de (19),

En effet, (45) est vraie pour p=o , car elle se réduit à (4) ; en la suppo-
sant vraie pour/?, la formule (18) donne

)- y

f f l^**)"'(*+>)? xm

et si l'on pose r-f-s=v, le coefficient de I, , 'I est

c a f d

Dérivons maintenant la fonction génératrice (24) des polynômes
d'ordre négatif

+
GO f n rt h- 00 f v 00 fv

x V - T R ( ~ P ) ( J C ) 4 - - ^ • V — p(-^ + 1)rv a-^^ — V — p ( " ^ ^ Y \
A 2LJ v ! * v ; ' A1 4 - 1 2-* y ! K" \x~ra)— Za v ! K" + J W»

Vn(-P)/V\ 1 P ak p(-P+l) /y. | Â D(-P) /v^

D'autre part, la dernière équation du système (31) peut s'écrire
encore

k R(rp+1) (x + a) + R("^1)(x) = (ft + 1) Rt~p) (x)

et si Ton élimine R£~p + 1) (X -|- a) entre les deux dernières équations

)-^±J(RiV?W-(x+P«)RÎ; P)W). (46)
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La formule (46) se déduit de (43) par le changement de p en —p.
Pour p = 1 et p = 2, on a

RM (x) =
 k - ± l |R<+>> (x) _ (jc + «) Ri" « > (x)),

et si l'on élimine R(,-1} (x) et Rl+2? (X) ,

2l (R("+22)(*)~ (2 * + 3 a) R''

Je dis qu'en général

y i ) ). (47)

La formule est vraie pour p = 1 et p = 2 ; supposons-la vraie
jusqu'à p et remplaçons en (47) le polynôme Ri^f(x) par son expression
déduite de (46),

(47) devient

et si l'on groupe les termes, compte tenu de la formule de Leibniz,

« (P+Ï)Î 2 ^ tó"1' D; (x+«) •• (x+P«+»).

La formule (47) est une relation de récurrence entre les polynômes
du même ordre négatif — p.
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On établit de la même manière, \a formule plus générale

'~P)W =( a l ' c ^ k à ^ ' * > & Q ) W D*(*+/>«+a)..(x+pa+<7«), (48)
* y s—o

qui donne le polynôme d'ordre négatif — p en fonction des polynômes
d'ordre (~p — q) et qui se réduit, pour p = o, à (47).

§ 7. POLYNÔME D'ORDRE CONTINU.

Désignons par p une variable continue, réelle ou complexe et
considérons la fonction

qui est holomorphe autour du point t = o ; son développement en série
entière est de la forme

les coefficients a, étant des fonctions de a, A: et p. Multiplions-la par la
série

2 + + r +
On obitient un développement delà forme

Èpr) V = 1 + | R<f> (x) + | j R(^ (x) + .. -f- i l Ri'> (x)+.. (49)

dans le quel R(,p) (x) est le polynôme de degré v

ce polynôme sera dit, par définition, polynôme de degré v et d'ordre
continu p.

Dérivons les deux membres par rapport à x,

e = 2 J v !

2 nn-R« (x) = 2 ^
+ 1 rf £(p)

+- 1)! d7
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et par identification

Considérons l'identité

k 4î
etx

et en développant

et par conséquent

* R!P + 1 ) (x + «) + RÎP+1) (x) = {k + 1) RÎP) (x). (51)
Les deux équations (50) et (51) montrent que les deux propriétés

fondamentales du polynôme d'ordre positif subsistent pour le polynôme
d'ordre continu.

Si l'on dérive (49) par rapport à t, compte tenu de (51), on obtient

Ri'-" W = *-±-' (R!'+«(*)-(* - p . , R» W ), (52)

relation identique à (43).
Remplaçons en (52) p successivement par/?- 1, p—2,.. on déduit

a / p(p-l)...{p+\-q)

1-9)
D . ( x _ p a ) . . . ( x _ p a + g a _ a)> ( 5 3 )

où p est une variable continue et q un entier positif.
Faisons en (52) tendre x vers zéro,

(54)

On a R(o?) = 1 et (54) donne de proche en proche

Ces relations montrent que R,(,p) (x) est un polynôme de dégre v en p.
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CHAPITRE IL

POLYNÔMES R%9\X | a,,*i ; .. ; *Ptkp ' ,3, ..., % ).

§ 8. POLYNÔMES D'ORDKE POSITIF (p, q).

Soit B ^ (x ! Pi,.., p9 ) le polynôme Bernoulli-Nörlund de degré
/n et d'ordre q et considérons l'équation

X F(x) = B<?<x|Pi,..,pff). (55)
a i » ap

II existe un polynôme unique qui satisfait à cette équation ; nous le
désignons par R(

r
p
n
q\x | oiltkiin;aPjkp \ fa,.., $q.) ou encore par R{£'q) (x) ; il

est de degré m et sera dit d'ordre (p, q),
q

Si Ton applique, aux deux membres de (55), l'opération A, o n a

/ * ] . . fi g

F (x) = m (m— l)...(m—g-fl) x m ^ . (55 bis)

La solution polynomiale de (55 bis) est déterminée à un polynôme
de degré (q—1) prés et il convient de définir R^'9) (x) par l'équation
(55) ou par le système équivalent d'équations

1 (1,9) (q)

A Rm (x | ahkh\ pj ,., % ) = B m (x | p! ,. , pç ),
« 1

1 (2:(/) (1, ç)

A Rm (x | ah ki ; a2) *2 | p, ,„. pç )=Rm (x | a^/r, | pt .., [̂  ). (56)
«2

1 (P,

Si l'on pose R{£q)(x) = B(^} (x), Jes équations (56) s'écrivent

A Rm (x I alj/c1;..;a/)/r/jpiï..,Pç)~Rm ' (x | ahk ï..;a/_i} ki-.]) | pj,..,P9),

£ = 1 , 2 , . . . ƒ > .

On déduit par dérivation de (55)

= m
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et si Ton applique la formule de Taylor,

\ V I

Pour h = ap , compte tenu de la dernière équation (56),

Km W + / , l 1 1 1 1 aP Km-I W -j 1- I m \ ap Ko W I—Km W- ^Oj

C'est une relation de récurrence avec la quelle on peut calculer
les polynômes d'ordre (p, q) lorsqu'on connaît les polynômes d'ordre

(P—li Q)'
De l'équation (11) et de la dernière équation (56) on déduit

^ ! L / " — / r p a p \7' v (P-i,q)

—* iZ_4 1 A" -J - 1 / 3 ^ ' a i > ^ i *••) aP~~h fip~l IJ] »••> \Jq )

et de proche en proche

RCP' ff) (x i ai,*!;..; «p, /rp | $v..f P) = (59)

\ t p + i / U i + i / * / " «i m l l l ï " " " '

où le signe S s'étend à toutes les valeurs entières non négatives des v,-
dont la somme

Par exemple,

Le polynôme B ^ (x | pl9.., (3g ) est homogène et de degré m par rapport
aux variables x, pl5.., gg; il est symétrique par rapport aux J ,̂.., pff> L'équation
(59) montre que le polynôme R( '̂ q) (x | «^ ^;..; aP) kp \ pj,.., pff) est homo-
gène et de degré m par rapport aux variables x, «j,.., aPl p^.., %\ il est
symétrique par rapport aux p couples de lettres (ai, £i),.., (aPj fep) et par

k
rapport aux q letfres (3lv., 3g ; il est de degré m par rapport aux 77~~r-r*

/c 7 , - j — l
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Soit 'f (x) un polynôme de degré (m -f- q) et posons

F(x + h) = ? (x + R(P' % ) = ? (x) R!P' % + (60)

Appliquons aux deux membres l'opération A P a r rapport à la va-

riable h,
v^ (g)

ÏÏB ( / ) +

et ensuite l'opération A , toujours par rapport à la variable h ; en te-

nant compte de

9 (Q) Q (Q) y t V—Q

à Bv (h) = o pour v <, q — 1, A Bv (h) = , ' } h pour y ̂  q ,

on a

Les trois dernières équations s'écrivent, sous forme symbolique,

p

, A F(

(g)
(

II existe un polynôme unique qui satisfait à l'équation (61) ; c*est
le polynôme donné par (60) et qui satisfait à (62). Appliquons main-

P , Q

tenant à (60), l'opération A , que nous désignons pour abréger

p>q
aussi par A , par rapport à la variable x ,

ip>q)
p'q (P'9) A Q

A F(x+/0 = Ro (»)A?
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Mais le premier membre et égal, en vertu de (62), à oti) (x -\- /?) el
nous obtenons la formule sommatoire

P , Q (U\ p q {,)

U A ? (x), (63)
?-—o

qui donne le développement d'un polynôme ?<*> (x -\-h) de degré m, en
(P.q)

série de polynômes R (h) , v = o , 1 , . . . , m + q .
On peut arriver plus directement à (63) en partant de (58), qui

s'écrit sous forme symbolique
/ iP,Q) \m (p,q) (P—1,Q)

kp ( R (h) +ap) +Rffl (h) = (Ap + 1) Rm (h) ,
d'où Ton déduit, ? (x) étant un polynôme de degré (m-\-q),

( (P,Q) ) ( (P,q) \ (i

kp ?(R (h) + *p + x) + 9 (R (A) + JC ) = (ft

et si Ton développe
( P , Q ) / f , , m + q (p l , q )

On applique successivement, aux deux membres, les opérations
i i i

, . . , A e t ensuite les opérations A ? • • » A ? P^r rapport à la va-
cp—1

riable x ,

7 1 — A •? ^x^

* vi»»p,/?|..#7

Si Ton pose ? (x) — Rr;i+9 (x , a t , /TJ ; . . ; /r^+rj / :p + r | $x,.., p ç 4 s ) , on a

(7_r ( x ) ,

)
(x),

q-l) .. (m-v + 1) R^l? (x)
pour v ̂  m ;
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pour, m < v <i m -|- q, le premier membre est identiquement égal à zéro
et (63) devient

Rm ( x + / i ) ^ £ «ÏL_W(O T^)„(m_v+l)R j n . | f (X)

ou encore

Rm (X+h | a b kx; .. ; « p + r , kp+r | p u .., $q+s) — 2 j \ v J R î '

où Ton a mis

(A Q) ip, <Ù

R, (/?) =RV (h | a i , kx;.. ; ap , kp \ $Y ,.., pq )

<r, 5) fr, s)

Rm_7, (x) = R m _ P ( x | ap_f_i f ̂ p + i ;.. ; xp±rtkp+r I P^+i J - J

(P,Q)
La dernière relation montre que les polynômes Rm (x) sont des

polynômes d'interpolation ; sous forme symbolique, elle s'écrit
r'q +s)(x + h) = (Rtefl) (*) + R(r 's) (x))m

d'où l'on déduit la relation plus générale

où les pi et ç/ sont des entiers non négatifs qui satisfont aux égalités

Pl+P +

§ 9 THÉORÈMES DE MULTIPLICATION DE L'ARGUMENT.

Considérons l'équation

J-RS- 'Hx + a, | a ^ l P( ,. . , f»2) + R&*(x [ a, , 1 | ̂ , . . , P2)

multiplions les deux membres par kx et changeons x en — x,

Th, p . =(*i + l ) 9 S ) ( - x | p l
Thèse Raclis.
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Mais le polynôme au second membre est homogène et de degré m
par rapport à x et |3j , . . , p9 ; la dernière équation s'écrit encore

1
p,

( - l ) m Ri?'9) ( a, - x |«,, I ) p,, . . ,p? ) = (A^+OBLVI - p , , . . , - p , );

elle montre que le polynôme (— l)m R^ ( a, —x |a1( •=- | (3t , . . , |3g )

satisfait la même équation que le polynôme Rm l9)(x|a! ^ |— ̂  ,..,—{^),

ils sont identiques,

R ( 1 » 9 ) / v _ _ „ I „ _ o o \ p ( l i Ç

m V-X- « i | « i r. tJi i • • > lJg ; — ^ m

Considérons maintenant l'équation

_|_n(P><7) / V I „
- j - Km ^ A [ OCj , J

que Ton peut écrire encore, le polynôme au second membre étant homo-
gène et de degré m par rapport à x , at,.., ap_ i , ^ , . . . p<?,

1
X — ap | a, ,

' ku p, ,. . , p,

[— l ) m Rm ' (^p — x ] a x , Aj ; . . ; «p , -̂ - | P i , - - , P9 ) —

— (Is _l_ 1 ̂  T>(P " " ^ ^ / v l « //- • • y-/ X' , I P Q
V^P M~ / ^ m V I 1 ' 1 3 * J ^ p — 1 > ^ P — 1 I — P i J • * j"~~r

équation qui montre que les polynômes

(— l ) m R^ ' 9 ) (aP — X | a2 , /f! ; . . ; ap , 1 1 p, , . . , 1 3 , ) ,
ftp

T)(P,P) /
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sont identiques, car ils satisfont la même équation. On déduit

Rm'q) (x — api a,, kx ; . . ; — ap, ^ | p,, . . , pg ) =

Mais le polynôme Rm'9)(x) est symétrique par rapport aux p
couples de lettres (ax , Ẑ ) , . . , (ap , kp ) ,

Rm ' (x -a j—. . -a p | - a j , r- ; .;—ap , 77 î &p+h ^P-M >"••>' a p + o ^p+r I Piv> Pg)

> (x | «„ A:, ; .; ap + r , * p + r | p , , , ,3, ) (65)

D'autre part te polynôme Bm + s) (x | & , >?<? + «) satisfait la relation

B (q -f- s / Q o î o oo o \

m (X — pj — • • • — {jq\ — tjj » • » — H ç , pç 4. i t • * y vq + s) —

On déduit, de deux dernières équations, la formule générale

+ *\x-*x « p - 3 , [iq ) = RSî+r'g + ' )(x) ï (66)

le polynôme au premier membre étant formé avec les écarts et les poids

al> 17>"f ~~ aP > T » a P + l j ^ P + l ï"î a P + O ^p-r-r, ? u - j ?qr ? Pg + 1) ~J ?q + S

et le polynôme au second membre, avec
a l > ̂ 1 ! • •! a p + r » ̂ p + r I ri ? • ' > i J1+S)

et qui pour r = s =• o se réduit à

R -J Ç> ( « i + • • + «P + ? r • + P q - X | a x, 1 ;. ; ap , 1 | p 1 ,.., % j =

= ( - l ) m R(mjg)(x | a i , * t ; . . ; ap , Arp | p x , . , ^ ) . (67)

Pour x = j(aj H h aP + Pi H ht \ ) l'équation (67) se réduit à

I a l » ̂  » ' • ï

h ap~f" Pi H h Pg i u, t. ]* o\

Soit fi un entier positif impair et considérons le polynôme

l+*V f?^ ^—/fj t\ V~~^~~ a /c 1 y a2» ^2'"» aP» M Ht v>
o
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On déduit
kt P (x + «i) + P (x) D(P-I,9) /

^ = R ( , , ,

Le polynôme P (x) satisfait à la même équation que le polynôme
Rm'9) (x | «lf ATJÎ [x o(2, Ar2;..; [j. «p, &p | [j. (51; .., ;j. pg) et ils sont identiques ; si l'on
remplace x par \K X , on à finalement

= w R - 9 ) (x I ~ ' *i; a2> ̂ 2; ••; «P, A:p | p,,... p,). (68)

Si [J. est un entier positif quelconque, (68) prend une autre forme,
obtenue en remplaçant k* par — (—As-

soient n un entier positif plus petit ou égal à p et soient \iu .., jjLn

des entiers positifs impairs ; on déduit de (68), par symétrie,

i;... s (-*i)=(-*-)^Rr(*+*i?+-+*.?) = (69)
l i l

1 —|— /rt 1 + Ar„ lxi V-n

le polynôme R^'9) au premier membre étant formé avec les écarts et les
poids

a u k f i ;..; a n , k*n; a n ± h kn+ù . . ; a P } k p \ P j , .., ( V

Mais le polynôme B ^ (x \ $u .., pg) satisfait à l'équation

où r est un entier positif plus petit ou égal à q et Vj,.., vr des entiers
positifs quelconques. Des deux dernières équations on déduit la formule
plus générale

$y=0 Sn^=0

1 I fr -t ! f, vi-vrRm (^i-1,*!;..;—,*n;a„+i-..;ap,*p ~ r y P r + i , . A ) , (70)
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Je polynôme R<£'0> au premier membre étant formé avec les écarts et les
poids

Nous avons en (70) la formule générale de multiplication'de l'argu-
ment pour le polynôme RÎ£ (x). Si les entiers positifs [JL/ sont quelcon-
ques, on obtient une autre formule déduite de (70) en remplaçant les kti
par — (— ki)uî. Supposons n= p, r = q, ^ = .. = \xp = vx ... = vq = JA,
[JL impair ; (70) devient

^—i p-i

§ 10. POLYNÔMES D'ORDRE NÉGATIF.

Posons, par définition,

Le polynôme d'ordre positif Rm'9) (x) a été défini par l'équation
p

A D / v r* îr • • /v i* I P 0 \ R^^ f Y ! P P \
I \ l A OCt, /Ci , . . , OCn, I n p i , . . , an) D / n I A j | J i , . . , Çini

0t.Ap m

et nous convenons d'exprimer la dépendance entre les polynômes

Rm'9) (x) et B{m (x) aussi par l'équation

(/M?) ^ P ( 9 )

- P p
où A est le symbole de l'opération inverse de l'opération A Nous

sommes ainsi tout naturellement conduits à définir le polynôme d'ordre
( — p , q) par l'équation

p
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Le polynôme d'ordre (p, — q) sera défini par l'équation

q) ( * i P= B

*

et le polynôme d'ordre (—p, — q) par l'équation

R(-P.-*>(X | a,, * , ;..; ap , kp | [3, ,.., p , ) = A B ^ ) (x , * , . . , g,) =

?' ( 7 4 )

1

' S i T o n a p p l i q u e a u x d e u x m e m b r e s d e ( 7 2 ) l ' o p é r a t i o n A , o n a
ot + i

A R<-Kti {X \ aX9 kx ;..; ap, kp \ ?u .., S3g) = \ '
«p + 1 fti • ap + 1

= R^P "1>9) (^ I «i, *i ;»; ̂ p + i, kp + 11 P!,.., pç )

et l'équation (72) peut être remplacée par le système équivalent

i

= A R(-'.«) (x | «„ A:,;..; a,- ^ | p,,.., ,3,) , / = o, 1 ,...p. (75)
«Z -f 1

Si Ton répète l'opération, on trouve que l'équation

A R^

établie pour /? < n, subsiste pour p ^ n et prend, dans ce cas, la forme
n n—p P

p r/j.. «p

'm \X) — ^m n' \X I a « + b Kn+ 1Î-Î ap> ^ p | tJi»--j l^ç)* ( ' 6 )
an + 1 .. ap

Les formules (75) et (76) sont vraies aussi pour q entier négatif ; c'est ce
qu'on voit en répétant les mêmes opérations, mais à partir de (73), de
même que le système (56) subsiste pour q entier négatif.

Considérons maintenant l'équation (64) où p, q, r, s sont des en-
tiers positifs et appliquons aux deux membres les opérations

2p 2q 2p 2q
A , A t A A

**!•• ^'py^l • ^'P fil fiÇjfil" PQ ^'1 ** ^'p) ^'1* ^'P fil ' PQ)^!*1 f*Q
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par rapport à la variable h ; on obtient

que Ton peut écrire plus brièvement encore
m

R0rP+rI,4ï)(x + / i ) = 2 ( « ) R/-M)(A) Rfc!> (x).

La deuxième opération donne

et la troisième

Si l'on applique maintenant les mêmes opérations à (64), mais par
rapport à la variable x, on obtient trois équations analogues, dans les
quelles p et q sont positifs et r et 5 positifs ou négatifs. Toutes ces équa-
tions montrent au fond que la formule (64) est vraie pour les valeurs
entières, positives ou négatives des p, q, r, 5 ; elle comprend un grand
nombre de cas particuliers ; par exemple pour r = s = o et p, q négatifs

(77)

Pour p — — r,q = — set ap + i = a,, fcp+i = /q ;..; a2/> = «Pf k2p = /cP , on a

(x + A)" = S (^) R ̂  *)(A) RfcSr* W, (78)

qui est une relation de récurrence entre les polynômes du même ordre
(q,p) ou (- p,—q). En (77) et (78), chacun des entiers p, q est positif ou
négatif ; (78) montre qu'il y a réciprocité entre les polynômes RÎ,M)(x) et
R(-p,~?) (x). Si l'on remplace en (78),

(p R(-P.-Ï> (x)

"dxv = m ( m _ i ) . . . (OT_V + i) R ( -P . -») (x),

on a
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et par réciprocité

v ! dxv

Les dernières relations montrent que le polynôme Rj£f^ (x) satisfait
à une équation différentielle à coefficients constants, p et q étant des
entiers positifs ou négatifs.

§ 1 1 . FONCTIONS GÉNÉRATRICES.

Soit ƒ (x) une fonction analytique, holomorphe autour de l'origine,

P, 9

Si Ton applique aux deux membres l'opération A , on a
P Q ^

.,,.„%.. Pq
 f W = S / ( ^ " ! ( 0 ) R^' "?) ( x | « , , *,;:.; ap,kp\ plf.., p, )

développement valable pour les valeurs suffisamment petites de x et des
a/ et py. Pour ƒ (x)=e**, on obtient la fonction génératrice des polynômes
d'ordre négatif (—p, — 9),

kp etap -\- 1 e ^ — 1 êh — 1

P̂ + 1 11 h

7
série convergente pour toutes les valeurs de t et x. La fonction généra-
trice des polynômes d'ordre positif (p, 9) est la réciproque de (79),
c'est-à-dire

*i + i frp + i Pi . J a / , e t t =
Ar^'* + 1 kp etaP + 1 e'A — 1 e'^ — 1

2 ^ R t P . » ) ( /? | «, , A:, ; . . ; <#, kP \ ? , , . . , p, ) (79 bis)

série convergente pour t suffisament petit. En effet, multiplions les deux
dernières équations,
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En vertu de (78), le coefficient de — est égal £ (* + h)v et la vérification
est faite.

Pour avoir la fonction génératrice des polynômes R(~p'g) (*), par-
tons de

série convergente pour t suffisamment petit, et appliquons aux deux
p

membres l'opération A par rapport à x,

1
00

y^ ^ ï" * \ r>*l} I ^ Oti f IV j , * • , CAp f i n p i j , , j p o I. ^OV/I

v=o

On déduit comme plus haut

' kp

, . . , p, ). (80 bis)

§ 12. CAS PARTICULIER.

Supposons a, = ... = ap = Pj = ... = Pg = OJ; /TJ = ... = kp = /r
et désignons par Rm'ç)(^ | o>, k) notre polynôme dans ce cas particulier.
Les quatre dernières fonctions génératrices deviennent

efx = 2 j - ïR ( r p ' ~ f l ) (x |w, / r ) , (81)T+V) (-sr:)

)^ Sf!R'/"(,|»,*), (82,
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Les équations (81), (83) et (84) se déduisent de (82) en y remplaçant
(p, q) par (— p , — q) (— p, q) et (p, — q) respectivement.

Dérivons (82) par rapport à t,

i'=O V '

On déduit, compte tenu de (82),
00 GO

Egalons les coefficients de^ ^-j aux deux membres,

v A Kr—i ^ x ) — r ~ r r ̂ ? —1 \x ~riù)\Q "*> \x)—Q "r \x i t 0 )

= vfc teï)(4
Mais

k Rfâ1'* (x+co) + R£iu) (x) = (*+!) R-ï} (x),
Rto«+ » (je + o>) - Rjfc*+1> (x) = v co Rïtf (x),

et la dernière équation devient

v (x-p co-9 «) Rîtf» (x) + J^L R ö ^ (X) + (9 - v)I#« (X) +

- ? R,(.p' ?+1) (x) = o . (85)

Comme vérification, la formule (85) se réduit pour q = o, à (43) et
pour p = o, à !)

v (x — q co) Bi9\ (x) + (<? — v) B?
(,?) (X) — q Bi9+1) (x) = o.

0 Mémoire sur les polynômes de Bernoulli, pag. 136, formule (2).
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Une expression remarquable du polynôme Rm'?) (x I », k) se dé-
duit de (59),

( * ) ' ( + ' ) I S?•* (x | «, *) = £ (=*_") (v + ' ) I BS? (x | W).

La démonstration est identique à celle utilisée pour établir la for-
mule (45) à partir de (19). Mais

l B&> (X I eu) = m ( m - 1 ) . . . (m - v + 1) BÎgZ? (x | co)
(0

et la dernière formule devient

). (86)

En général, en (86) figurent à la fois les polynômes Bernoulli d'ordre
positif et négatif; remplaçons en (86) q par (<7+l) et tenons compte de

*) /Y i ,A _ (/n—v)l d^"" (x—o>) (x—2 <*>)... (x—(g—v»,
(X | a») - ( ? _ v ) ! ^ 3 7 ^

égalité valable pour m <; q l); dans ce cas, (86) devient

(87)

-k*\' ( v+p \ (x-o.) ( x - 2 o)).^.(x-_(?-v

En particulier pour m = q,

§ 13. POLYNÔMES D'ORDRE CONTINU.

Désignons par p et q deux variables continues, réelles ou complexes,
et soit la fonction, holomorphe autour de l'origine,

(i±LVf

') Mémoire sur les polynômes de Bernoulli, pag. 187.
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Son développement en série entière est de la forme

dans la quelle, les coefficients a, dépendent de k, o>, p et q ; en la multi-
pliant par la série

on obtient
(88)

clvfcx i \ r - \X | w j ^ —• / j I j , / Cl/u X , \ ö y y

Ce polynôme de degré v ainsi déterminé, sera dit, par définition,
polynôme de degré v et d'ordre continu (p, q). Si Ton dérive (89) par
rapport à x,

= v (90)

On a l'identité

[kc'+lj \et'"—\]e ^U""+1/ \ ^

ou encore,

et en identifiant

1' ç) (x) = (*+l) RiA ? (x). (91)



Considérons encore l'identité •

et en développant

d'où l'on déduit par identification

ROW+O ( x + t o ) _ R(A *+D ( x ) = Vcô R ( ^ ) ( jc) i (92)

Les équations (90), (91) et (92) montrent que le polynôme RLp'ç) (X)
d'ordre continu possède les propriétés fondamentales du polynôme d'or-
dre entier, positif ou négatif.

La relation de récurrence (85) a été déduite de (82) en supposant
que p et q sont des entiers positifs. Si l'on reprend le calcul à partir de
(88), on trouve que (85) subsiste lorsque p et q sont des variables
continues.

CHAPITRE III.

F O R M U L E S SOMMATOIRE S.

§ 14. OPÉRATION A ET PREMIERE FORMULE SOMMATOIRE.

Lorsque ? (x) est un polynôme de degré m, nous avons trouvé

„I '— A <p ' (x). (7)i

Supposons maintenant que ? (x) est une fonction différente d'un
polynôme et proposons nous de trouver l'expression du terme reste ; on
suppose que <p (x) admet une dérivée d'ordre (/rc-f-1), qui reste continue
pour les valeurs de la variable qui entrent en considération.

Soit l'intégrale

Iffl+1(z) - / mi — ?(m+1) {x + t) dt. (93)

j'ai exposé les principaux résultats de ce Chapitre dans une Note, Une for-
mule sommatoire, Comptes Rendus, T. 189, 1929, pag. 433 — 436.
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Une intégration par parties donne

1

Appliquons aux deux membres l'opération A par rapport à la va-
riable z ,

À Im+1 (z) - A Im (z) = %^-} A ?(«)(x + z) - ? ( 5 ( * ± * ) *«. (94)

Faisons m = 1, 2 , . . . et ajoutons les résultats

A Im+1 (z) - A l , (z) =• 2 ^ A ÇW (x + z) - f ] S ?w (

Mais

I i ( * ) = / % / (

A I, (2) = A
a a

et la dernière équation devient
(94)

"D / /»\ 1 1 7'

'f ( + /*) E
Si l'on pose

Tm+1 = —(AIm + , (z) | (95)

et l'on fait z—o dans la dernière équation , on trouve la formule som-
matoire

? (x+h) = | ] ^ A ̂  (x) + Tm+I, (96)

qui donne le développement d'une fonction arbitraire cp (x) en série de
polynômes Rr (A), v = o , 1 , l'expression du terme reste étant donnée
par (93) et (95). Il est utile de faire remarquer qtfen (93) les variables
a , k , h y z , réelles ou complexes, ne sont soumises à aucune restriction.

En nous reportant à la formule (1 ter) , Introduction,
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ôrt peut écrire

± t r ^Hi^ . (95 bis).
Si Ton décompose l'intégrale J Jen j -f J ;' on a encore

(95 ter)

Supposons maintenant ^ que a 9 h et x sont réels, a positif et
o <J h < a. Désignons par R™ (x) la fonction définie pour une valeur
réelle x quelconque par l'équation

i *

A Rm (x) = o , (96)
a

et qui dans l'intervalle o <J x < a est identiquement égale au polynôme
Rm (X),

km (x) = R/K (x) pour o <; x < a. (96 bis)

Considérons de nouveau l'expression (95 bis) du terme complémen-
taire Tm+ii lorsque ^ varie de /2 à r% , A— /4" r a v a r i e d e r a à ft et comme
r est égal à o ou / , il résulte que o<;/z—t~\-ra <1 a et Ton ̂  peut remplacer
en (95 bis) le polynôme Rm (h—t-\-rv) par la fonction Rm (A—ï+ra),

t / r ^ ^ ^ f ^ ^ ^ (*+0 *(97)
Décomposons Tintégfale en deux intégrales^0 *+ JJ°\

tf ° 7
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Mais en vertu de (96),

A Rm (Ji—f) = o , —kRm

k
(x+Q rff, (97 bis)

Tm+1 = j-L- ƒ ' ! k i * = O çO»+i> (x+O * - (97 ter)

Pour trouver une nouvelle forme du terme Tm + i , cherchons la va-
leur asymptotique de la fonction Rm (x) pour les grandes valeurs
réelles et négatives de x. Si l'on remplace en (96) x par x—a, on a

Rm (X—a) = — k Rm (X) ,

et de proche en proche, s étant un entier positif,

Rm (x—sa) = (—ky Km (x). (98)

Faisons tendre 5 vers l'infini ; Rm (x—sa) reste borné ou tend vers
zéro suivant que le module de k est égal ou plus petit que l'unité. D'une
façon plus précise, pour les grandes valeurs réelles et positives de t, on a

| Rm ( - 0 I < Cl ™ I Rm ( - 0 I < C2 I k T (99)
suivant que | k \ = 1 ou | k \ < 1, Ci et C2 étant deux constantes.

Supposons que la dérivée ç(m+J) (/) reste continue pour t ^ a et que
l'intégrale

converge, l'intégrale est en particulier absolument convergente si

1° lim xx+c cp<m+*> (x) = o pour | * | = 1, (100)

20 lim x!+* \k\° oC«+i) (x) = o pour | / r< | 1, (101)
, 0

r e \ k \

s étant positif mais arbitrairement petit ; la condition 2° a en particulier
lieu lorsque

lim
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n étant positif et arbitrairement grand.
En effet, on déduit des conditions 1° et 2° :

k\ = 1,

' ' V ~ T ^ I ^- 1 J Q {y f^n-^F

_ M 2 C 2 1 1

Ceci posé, décomposons l'intégrale (97) en deux intégrales / et
et faisons dans la seconde le changement de variable t = a + r «,

Tm+1 = ƒ " R " » ^ - - 0 ^ ç(m+i) {JC _|_ f) dt (102)

La formule sommatoire (96) devient

= V ^P A -f0')(x)+ r ^ ( / ? - 0 A ?(«+O (x+0 ^ (103)
' o ml

et si l'on remplace tp (x) par e~'! x, t] > o, on trouve
(104)

k
kë~+Qn >- ••" = S

Thèse Raclis.
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Au premier membre on a la fonction génératrice des polynômes
R,- (x | a, A:) et au second membre l'expression du terme reste.

Si Ton fait on (40) t = —- YJ et p = 1, on trouve

On déduit de deux dernières équations

r
et si Ton dérive les deux membres, « fois par rapport à vj,

Pour I k | < 1 , l'intégrale au premier membre converge pour Y]2>O;

pour | k | = 1, l'intégrale converge pour TJ > o et diverge pour t\ = o ;
dans tous les cas, l'intégrale représente pour Y) > o, une fonction analy-
tique de TJ, holomorphe dans le point YJ = o et l)

lim f ^ m ^ —flfg-"** = , f l 'V ntRm+« + i(/0- (106)

§ 15. OPÉRATION A ET DEUXIÈME FORMULE SOMMATOIRE.

Lorsque <p (x) est un polynôme de degré m, nous avons trouvé
m

/v [ u\ \ nW (u I « h * • /*

et proposons-nous de trouver l'expression du terme reste lorsque ? (x),
supposée différente d'un polynôme, admet une dérivée d'ordre (m -\- 1)
qui reste continue pour les valeurs de la variable qui entrent en consi-
dération. Soit l'intégrale

I = f ~" {H J + Z- 'f(m+1) (x + 0 dt. (107)

Swr certaines équations aux différences f unes, pag. 32.
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Unê intégration par parties donne

Im+l(z) — lm(z):
m ! 4 x l m\

p
et si Ton applique aux deux membres l'opération A par rapport à la
variable z, "X"*P

A Im + i ( z ) - A I m ( z ) = : _ - p A

On déduit en faisant m = 1, 2 , . . . et en ajoutant les résultats,

A

Mais

A 1 , ( 2 ) = A

et la dernière équation s'écrit

'? (x + /o = V B?£L) A TW (x + z) - Â im+1 (z) - 2 £ ^

Faisons tendre 2; vers zéro et posons

7„,+! = - ( A I«+i(z)) (108)

Nous obtenons la formule sommatoire

2 ? ? i 9 A ^>W + T m ^ (109)
7 ^ p

qui donne le développement d'une fonction arbitraire en série de poly-
nômes R(£} (h), l'expression du terme reste étant donnée par (107) et
(108). En (109), les variables a/ , k{ , h et x, réelles on complexes, ne sont
soumises à aucune restriction.

On a, formule (1 ter), Introduction, en posant Q=rx x1 -f-... + r p ap ,

Ë * • • k'r/ix
et (108) devient (108 bis)

rp^u



Décomposons l'intégrale J en deux intégrales J° -f- ƒ ; la pre-
mière intégrale est égale à

et (108) devient
Ch(hf\m (108 ter)J ^ f

J
m! ^

Je dis que le second terme au second membre est égal à

En effet, la proposition est vraie pour p — 1, car on a dans ce cas
la formule (95 ter). Supposons - la vraie jusqu'à p et montrons qu'elle
subsiste pour (p - j - 1). Décomposons l'intégrale

J O J O J T\O\
et faisons dans la seconde le changement de variable t = u-\-rx a,,

î i i f

"—^T— * +

A

(x-\-t)dt.

c. q. ƒ. rf.
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La formule (108 ter) devient

Tm+1 =jg
 (-ï=P 't(m+1) (x + i)dt+ (108 quater)

S ku 4 I\/71 ('^ —̂I—̂M ) A v^~f~l)/-y I f\rJt
I „ -̂_:—_ _ __J ' yY Y v*̂ - [ t / W »

Supposons maintenant que les a/ , h et x sont réels, les a; positifs
et o <J /z < aj + . . . + ap . Désignons par R^ (x) la fonction définie
pour une valeur réelle x quelconque par l'équation

^A Rl?(x) = o, (110)

et qui dans l'intervalle, o ^ x < i.x -f- • • • -f- c/.P est identiquement égale
au polynôme Rm (x) ,

ftÜ? (x) = R!f(x) pour o ̂  x < a, + . . . + xp . (110 bis)

La fonction Rm (x) satisfait à l'équation

À RÎf (X) = km~l) (x) , (HOter)

car cette égalité a lieu , en vertu des propriétés (16) du polynôme Rm (x),
dans l'intervalle o <J x < v.x + ••• + aP-i • Si l'on applique aux deux

p-i
membres l'opération A , on trouve

p * (p) p - i * (P—i)

A R m ( x ) = A Rm (x)

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition
(110); l'égalité a donc lieu pour toute valeur réelle de x. On déduit,
n étant un entier plus petit que p}

« * (P) * (P" n)
A Km (X | 3tj j ft| '. . . J fltp , Kp ) = : Km (X , 0C/2_j_i , A^_L.I J • • ï a p ? ^ p ) •

«i • • a n

Reprenons l'expression (108 bis) du ternie complémentaire Tm+i;
lorsque t varie de /z à 9 , h—^-j-fl varie de Q à h et reste dans Tinter-
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valle o a ï h—f-f- Q ̂ £ aj -f-... -f- ap . On peut donc remplacer le poly-
nôme Ri£>(A_f_|_Q) par la fonction tt%\h—t-\-Q) et si l'on décompose

,p-u

Le premier terme au second membre est nul en vertu de (110),

Je dis qu'on a encore

SS ET". - ( H 2 )

La formule est vraie pour p = 1, car elle se réduit dans ce cas à
(97 bis) ; on suppose qu'elle est vraie pour p et on montre ensuite qu'elle
subsiste pour (jp -\- 1), en répétant le raisonnement utilisé pour établir la
formule (108 quater).

Lorsque les ki sont égaux à l'unité, la fonction Rm\x) se reduit à
la fonction Em\x) d'Euler-Nörlund et notre formule (112) à la formule
(16) de M. Nörlund1).

Pour déduire une nouvelle expression du terme complémentaire
T m + i , cherchons la valeur asymptotique de la fonction R^ (x) pour les
grandes valeurs réelles et négatives de x.

De Téquation (110 ter) on déduit, en remplaçant x par x—ap ,

* ( P ) *(p) *(p-i)

Rm (X—Ctp ) = — ap Rm (X) + (kp - f 1) Rm (X—OLp ) .

Sur certaines équations aux différences finies, pag. 22.
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On répète l'opération s fois et on déduit par induction complète
pour p <ï 2 ,

(113)
*(P) *(P) V 1 *(P—O

Rm (x—s ap ) = (—kp)
s Rm (x) + (*p + 1) 2 J ( - ^ P ) 5 " 0 Rm (x aoip ).

Considérons d'abord le cas particulier <x.x = — = ap = a; #!= — =AP = kt

de (98) et (113) on déduit successivement

tS(x-s a) = (-k)1 £\x) -f (A + 1) 2 i (-Ar)s-° ( -A: )" Rm (x) =

f * (2) (1) \

= (-k)s[Rm(x)-\-(k + l)sRm ( x ) ) ,

*(3) + (3) Y 1 s—o o / +(2) * (1)

?m (x- s rA—( k\s Kn(x\4-(kA~\\? A (~k\ ( k\ Rm (x\-\-(k -\-

s / ^ (3) ¥(2) 2 /o 1 1\ ç ¥ (1)

= (— fc) Rm (x) + (*+l ) sR m (x ) -H*+l ) v *1 y Rm<

et par induction complète

Le rapport

RÏ <*-**)

est un polynôme de degré (p — 1) par raport à la variable 5 ; on déduit

^ > ( * - s « ) _ ( , + 1)q>-i>

— / - 1 ( - /r)s ~ ( P - 1 ) ' R m W '
Lorsque le module de k est égal à l'unité, on déduit poui les gran-

des valeurs réelles et positives de t, Cétant une constante,
p'1' (117)

On montre par induction complète que cette même inégalité a lieu
lorsque les at d'une part et les kt d'autre part, sont différents, mais
\kt | = l,f = l,2,....,p.
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Supposons en second lieu que tous les kt sont, en module, plus pe-
tits que l'unité. On peut toujours supposer, par raison de symétrie, que
les %i sont numérotés de manière a avoir

L'égalité (98) donne

De (113) on déduit de même
*(2) s* (2) Y A - (1)
Rm (X 5 a2) = ( — k2) Rm (X) -f- (k2

Jhl)Zj(~l<2)S~~<>R™ (

* (2) * (2) y i

et compte tenu de (118),

Par induction complète on arrive finalement à l'inégalité

A ^ , (119)

où les CA ̂  sont des constantes par rapport à la variable t En parti-
culier,

lim L5l_ l_J l = cpp_1. (120)

II reste à considérer le cas général ; on suppose

où p' peut avoir Tune des valeurs 1, 2,..., p. Les formules (117) et (113)
donnent

2
( -0 ^ 1
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Posons pour abréger l'écriture,
la dernière formule devient

= %, À>+i —k, h = I p'—\=n;

c -
Pour a suffisamment grand, [ ^(/ ï+1) ( — a a) | est comparable à

C (a a)'1 et compte tenu delà formule (14 bis),

(-°«) 1 <c (-*y
0 = 1

R '

« •

Pour 5 suffisamment grand, le second membre est asymptotique-
C an

ment égal à y-,-^ (5 + 1)" et par conséquent
K-f- 1

c'est-à-dire que la fonction
AP')

* ( p + )

Rm (—0
* (i>'+l)
R (^f satisfait à la même inégalité que

la fonction
finalement

R {— f) ; si Ton répète le raisonnement , on trouve

(p)

Rm(—O
p' - l

(121)

Pour déduire une nouvelle forme du terme complémentaire Tm+\,
supposons que l'intégrale

/
*°° *(P)
o Rm ( -Oç

converge. L'intégrale est en particulier absolument convergente si

io lim xP'+e-^m+l\x) = o , (122)

p' étant le nombre des kt situés sur le cercle unité , les autres kt , en
nombre p—p' étant supposés se trouver à l'intérieur de ce cercle ;

2° lim
X — =0

(x) = o , (122 bis)
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lorsque /?'=o ; dans les deux cas, s est un nombre positif, mais arbitrai-
rement petit. La condition 2° a en particulier lieu lorsque

fl étant un entier positif, arbitrairement grand.
En effet, on déduit des conditions 1° et 2° :

kp ap , P = o.

rf/|<M,

2° l / f ftï^ r ^l/f ftï(-0«p
—x /< oe W/ ~x 1 1

< M2 C | kp I ̂ " ƒ - g \ . = M2 C | *„ | ïr— \ .

Ceci posé , décomposons l'intégrale (111) en deux intégrale.
+ / et faisons dans la seconde le changement de variable

f
 m \ + J A R « ( A - O * -

•(p)

La première intégrale est nulle en vertu de l'équation de définition
p *(p)
A Rm (x) = o, et il reste finalement

*00
00

Tm + I = r ? = f c ^ A ?C"+')(x+Oc/f. (123)

La formule sommatoire (109) devient

V ! ai.SAp J o m - OLi-oip

*(p)
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Remplaçons y (x) par e~'/x , r\ > o,

R(P) (M _L

*(P)

Rm(h—f) p-nt df
!m

Nous avons au premier membre la fonction génératrice des polynômes
Rip) ( h | «i > #i î • • J aP J *P ) e t a u second membre, l'expression du terme
reste.

Si Ton fait en (40) t = — TJ, on a

-f-i ^6-^4-1 0

(—Tl)" R0»)

et compte tenu de deux dernières équations

m/

et si l'on dérive les deux membres, n fois par rapport à la variable r\,

Pour | ki | < 1, / = 1, 2,..,/?, l'intégrale au premier membre converge pour
Y) ^ o; lorsqu'il y a des ki situés sur le cercle unité, l'intégrale au pre-
mier membre converge pour t\ > o et diverge pour r\ — o ; dans tous les
cas, l'intégrale représente pour r\ > o une fonction analytique de Y), holo-
morphe dans le point YJ — o et

lim f" RLP) (h-t) (A-O f r-i' dt = ( f f l+ / 2+1 ) ! R^«+i W- (125)
?/=o m i n i

P. 9
S 16. OPÉRATION A ET TROISIÈME FORMULE SOMMATOIRE.

a i . «P, ft./*«

Lorsque tp (x) est un polynôme de degré (m-\-q), nous avons trouvé

(63)
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Nous nous proposons de trouver l'expression du terme complémen-
taire lorsque ? (x), supposée différente d'un polynôme, admet une dérivée
d'ordre (m-\-\), qui reste continue pour les valeurs de la variable qui
entrent en considération. Partons de l'intégrale

fz ROy) (h—tA-z)i
et intégrons par parties :

(126)

Appliquons aux deux membres l'opération A par rapport à la va-
riable z,

A Im+1 (z) - A \m {z\ = j j ^ g A ?("!) (*+*) - i K*\ Z'n •

Faisons m = 1, 2,... et ajoutons les résultats

Calculons ^ (z),

R(P,C),

P, ?
A = - £ ^ A ?(x+2)-?(x+/0+ A J -? ''(^Z

Posons

Tm + 1 = - (PA Im+1 (z))2=0; (126 bis)

(p,i [zWg${h—t+z)
?̂ = — v A.; - '(^-i)i~~ '

P, 9

éliminons A Ij (z) et faisons ensuite z = o ; on trouve la formule som-
matoire

g- A ?
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qui donne le dévelopement d'une fonction arbitraire en série de polynô-
mes R >̂9> (h) ; les termes complémentaires sont donnés par (126) et (127).
En (128), les variables a#i kl} $I} h et x ne sont soumises à aucune restric-
tion. Si l'on pose

Ll=rl ax —|—-«—j—rp ap +Sj $x + . . . + sg {iq, on a formule (3 ter), Introduction,

A /(x) S 2
que nous conviendrons d'écrire plus brièvement

P,Q

A f(x) =

Avec cette convention, les termes complémentaires iq et Tm+i s'é-
crivent encore

^ = ~ £ / - (n-W ? ( X + ^ *' (12Q)

m+i = — > / /—i—rr~— cp^m+1^ (X-jrt) ai. (loU)
ft v i ^ /

D é c o m p o s o n s l ' i n t ég ra l e f*~ — ƒ J - ƒ " "

M a i s

et les dernières équations deviennent

(130 bis)
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ReprenonS l'expression (127) du terme complémentaire tq en
posant œ(x) =ƒ(<?) (x). Soit

Une intégration par parties donne

Faisons q = 2, 3, ... et ajoutons les résultats

L (*) — Ji (*) = £ \ i V> (x + )̂ —
f/ V = l • 7 ' = 1

J,(z) = X* /"

J,(*) = ;

Appliquons aux deux membres l'opération Â par rapport à la
p,q

variable z ; on a A RÎTQ (z) = o pour v = o, 1,.., q — 1 et il reste

La formule sommatoire (128) devient

A/W « + T«+1. (132)
On a

A /M (x) = ƒ ' dti... r
1
 ?w (x+fi Pi +...

et la fomule (131) s'écrit encore

Je dis qu'en (130 bis), le second terme au second membre est égal à

A 1
 œ

ri/ / ( t A » ( m + I ) (^+0*. (I33)
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La formule a été établie dans le cas q = o, formule (108 quater) ;
pour q = 1, on décompose l'intégrale J' —f$x 1~\-fs8 e* on

dans la seconde, le changement de variable t = a -\-s1 pP

On pose

-

II suffit de remplacer le second terme par l'expression déduite de
(108 quater) et la formule est établie dans le cas (p,l); on montre en-
suite, par induction complète, en répétant le même raisonnement, que la
formule (133) est exacte; en effet, on suppose que le formule est
vraie dans le cas (p,q) et non considère le cas (/?,9+l) ; on décompose
l'intégrale f en deux intégralesj l & Jp et on fait dans la seconde

le changement de variable u = t-\~s[ p1 (on a désigné par 9 la somme
Q = r1oLi-\ 1- rp txp + s{ pj + ** + Sç+i Pg+i ) ; on trouve finalement
que la formule subsiste dans le cas (p , q -f-1), elle est donc générale.

Supposons maintenant que les a( , P/ t h et x sont réels, les ai et
py positifs et

Désignons par Rm (x) la fonction définie pour une valeur réelle x
quelconque par l'équation

iwjöw), , (134)
A Rm (x) = o , v 7

et qui dans l'intervalle o <£ x < a, -(- *. -|- ap + pj -| 1- pg est identi-
quement égale au polynôme R$q) (x),
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* (PA)

La fonction Rm (x) satisfait à l'équation

1 * (p, (/) *(P 1,9)
A Rm (x) = R,n (x | ocj, /Tj ; . . : ap_i, fc^i [ rpi,.., ^ ), (134 ter)
*P

car cette égalité a lieu, en vertu des propriétés (56) du polynôme Rm'g)(x),
dans l'intervalle o ^ x < a, -\- • • • + ap + Pi + • • • + h î s i o n applique

p-i,?
aux deux membres l'opération A 3 on trouve

P*Q *w>q) P—hg *(p—hg)

ARm ( x ) = A Rm (x)

et les deux membres sont identiquement nuls en vertu de la définition
(134) ; l'égalité (134 ter) a donc lieu pour toute valeur réelle de x. On
déduit, r et s étant des entiers plus petit quep et q respectivement,

A R ( x 1 a, , *! ; .. ; ap , kp \ ̂  , . . , pff ) =

= j

Considérons de nouveau l'expression (130) du terme complémen-
taire Tm+i ; lorsque / varie de h à Q , A — f -j— Q varie de Q à A et reste
dans l'intervalle

O <£ h - t + 0 < a i + . . . + a p + ^ + . . . + ? , .

On peut donc remplacer en (130) le polynôme ordinaire Rmf(J(h — f + --)

par la fonction R ^ (h — t-\-Q) et si Ton décompose l'intégrale

ff' en deux intégrales

f 0 ? ( m + 1 ) (

Mais

= A
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et il reste finalement

T m + i= -L j — ( i? r l ^ - } ?(m+' (* + 0 ̂  (135)
Je dis qu'on a encore

/. (135 bis)
, —x 0

En effet, elle est vraie pour q = o, car elle se réduit dans ce cas à
(112) ; pour montrer qu'elle est générale, on procède par induction com-
plète ; on suppose qu'elle est vraie pour (p, g) ; on considère ensuite le

en deux intégrales Jo

et fs
mpx (on a posé Q = rt ocj -| h rp ap + 5i Pi H + s ? + i Pg + î),

on fait dans la seconde le changement de variable JJL = ^ -{- sx p! et on
trouve que la formule subsiste pour le cas (p , ç + 1) ; c'est au fond
exactement le même raisonnement que celui utilisé pour établir la
formule (133) ^{pq)

Lorsque p = o, la fonction Rm (x) se réduit à la fonction de
Bernoulli-Nörlund et notre formule (135 bis) à la formule (13) de
M. Nörlund. l)

Pour déduire de nouvelles expressions pour les termes complé-
mentaires tq et Tm + i , cherchons la valeur asymptotique de la fonction
* (P,Q)

Rm (x) pour les grandes valeurs réelles et négatives de x. On a 2)

Si l'on désigne par p' le nombre des kt situés sur le cercle unité,
les autres kt , au nombre de (p—p') étant supposés se trouver à l'inté-
rieur, et si Ton répète le raisonnement utilisé pour établir l'inégalité (121),
on trouve

(136)

M Sur certaines équations aux différences finies, pag. 41.
2) Sur certaines équations aux différences finies, pag. 40.

Thèse Raclis
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Supposons que l'intégrale

ƒ* ffi- t)'ï(m+i)(x+t)dt.

converge; elle est en particulier absolument convergente si

Hm XP' + q+> ?(m + l) (X) = 0, (137)
X=0

£ étant arbitrairement petit, mais positif. En effet, on déduit

i 'f(m+I) w i < ^

ƒ, R r (-O 'f('-+1) <*+o * | < M jo £ w ^ < d t <

dt M C I .

Considérons de nouveau l'intégrale (135), décomposons-la en deux

in tégra les /^ - j - JSl et faisons dans la seconde le changement de va-

riable t=a-\-Ll,

_ f° Z'I (A-«) **,(«+.) (X+H) rfw.
J œ (/n-h/)! A

Mais dans la première intégrale la paranthèse est identiquement
nulle et il reste

. 038)

Considérons aussi l'expression (129 bis) de xq et supposons que
l'intégrale

r £? (-° » (x+° ̂
a un sens ; on montre comme plus haut que l'intégrale est absolument,
convergente si

lim x̂ -f* o (x) = o ;
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décomposons l'intégrale f — ƒ °°+ f et faisons dans la seconde le
changement de variable f = a - j - £2,

Mais R ^ } (h — t) est un polynôme de degré (q — 1) et

il reste q \ ) >

La formule sommatoire (128) devient, compte tenu de (138) et (139),

A ? (x + 0 * = g (
R ;^> A

7m
g_L n\ \ ^ o(m+I> (x + 0 dt, (140)

et la formule sommatoire (132) devient

Remplaçons en (140 bis) ƒ (x) par e~7/ x, r\ > o ; on obtient en divi-
sant par e~Vx,

1 — e-*Pq

Dans le premier membre on a la fonction génératrice des polynômes
1P'?) (h) et dans le second, l'expression du terme reste.

Remplaçons maintenant dans la formule (79 bis) t par — r\,
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On déduit des deux dernières équations

p(P-<?)/ƒ,
i\fjl-i-n \u i

e

et si Ton dérive les deux membres n fois par rapport à la variable//^

&# - 0 tne-ntdt-Y <-i): (" + v)l»(flrt f/rt

L'intégrale au premier membre converge pour r\ > o et diverge
pour 7) = o ; dans tous les cas, l'intégrale représente pour t\ > o, une
fonction analytique de TQ, holomorphe dans le point YJ = o et

sa f *«s w-o «•«-«*= ( m
(;+f! ,+i)! *A+•+•<*>•

§ 17. REMARQUES.

1°. On peut établir, comme plus haut, une formule sommatoire
1 p p,q

plus générale, en utilisant à la place des opérations A, A, A, une opéra-
tion A linéaire quelconque, c'est-à-dire satisfaisant à la seule condition

où a et b sont deux constantes, ƒ (x) et g (x) deux fonctions arbitraires.
2°. Les trois formules sommatoires peuvent servir à décider de la

convergence de certaines séries simples ou multiples.
Nous ne développons pas ici ces deux remarques, pour nous tenir

strictement à notre sujet.

CHAPITRE IV.

THÉORÈMES D ' E X I S T A N C E DE L \ SOLUTION PRINCIPALE.
1

§ 18. OPÉRATION A ET PIŒMIERE ÉQUATION.

Lorsque ? (x) est un polynôme de degré m, nous avons trouvé
pour la solution de l'équation

A F (x )=? (x ) , (141)

le polynôme (5)
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Nous allons supposer maintennnt que <p (x) est une fonction diffé-
rente d'un polynôme ; l'équation (141) admet une infinité de solutions ;
parmi cette infinité de solutions, nous allons fixer l'attention sur la so-
lution donnée par la méthode des approximations successives.

Nous commençons par chercher une solution formelle

On déduit par identification

F (x) = (/< + l ) | ] ( - * / ? ( * + >• *). (142)

Pour décider de la convergence de la série (142), il faut faire des
hypothèses sur, a, k et la fonction tp (x).

Supposons d'abord a > o et [ k | < 1 ; on suppose que ç (x) admet
une dérivée d'ordre {m -f-1) qui reste continue pour x 2> a et qui satis-
fait à la condition

X

]im xl + t\k\»^al + »(x) = o, (101)

£ étant positif, mais arbitrairement petit ; la condition (101) a en par-
ticulier lieu lorsque

(P( + )(x)
lim - - ^ = o ,

X = oo Xtt

n étant positif, mais arbitrairement grand.

La fonction F (x) est définie par (142) ou par la limite

F (x) = lim (k + 1) Y ( - / ry ç (x + r a) . (142 bis)

Transformons la somme (142 bis) à l'aide de la formule somma-
toire (96), le terme complémentaire ayant l'expression (97 ter). Suppo-
sons, pour simplifier l'écriture, que {t et un entier positif impair ; on a

r=o
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La formule (96) devient

o " L rz=o

La dernière intégrale est encore égale à

"i

Montrons que la somme

tend uniformément vers zéro lorsque \i tend vers l'infini, si
X

lim x*, A | ~̂<p(7/) (x) = o , v = o , l , . . . , / n . (144)

Les conditions (101) et (144) ont en particulier lieu lorsque

lim t l Q = 0 9 v = o , l , . . . , / n + l , (144bis)
X X
X - - S O

/z étant positif et arbitrairement grand.
En effet, de la condition (144) on déduit

Xe

A^çW (x + jxa) | < M | | * | | ? (y) | < ^

et lorsque ;x tend vers l'infini, c'est-à-dire y = x -f- !J-^ ̂ et^d vers l'infini,
K ç(v) (x + (JL a) tend vers zéro et la proposition est établie. On a donc
finalement

F (x+h) = lim (*+l) yî(-A:y ? (x+ft+r a ) = 2 MM ^ çW

ƒ
00 *

Rm(h—t\*,k) ç (m+1) ( x _ j _ ^ rff _ ( 1 4 5 )

La dernière intégrale a évidemment un sens, comme il résulte de (101 bis).
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La fonction F (x) ainsi définie et que nous allons désigner par
F W (x | a, k) ou encore par F (x | a, k\ s'appelle la solution principale
de l'équation (141) ; c'est une fonction continue de x, dans un intervalle
fini quelconque a <i x <: b, car la convergence de (145) a Heu unifor-
mément.

Supposons en second Heu a > o, k = e(*, mais k^-— 1 ; on sup-
pose que ç (x) admet une dérivée d'ordre (m -f-1) Qui r e s*e continue
pour x ^> a et qui satisfait à la condition

lim x2+'çC^1) (x) = o , (100)
X = 00

s étant positif, mais arbitrairement petit.
La série (142) est dans ce cas, en général, divergente. Il paraît na-

turel de poser k = p eiv, avec o < p < 1 et nous sommes ramenés au cas
précédent. Nous définissons ainsi la fonction ?$ (x -f- h) par l'équa-
tion (145),

Elle dépend de p ; il reste à prouver que F? (x + A) tend vers une
limite lorsque p tend vers -f 1 et cette limite sera dite, par définition
solution principale de l'équation (141) pour k = e(* ; nous utilisons au
fond la méthode de M. Borel pour la sommation d'une série divergente.

On peut écrire

r =00 o

La dernière intégrale se décompose en (r -(- 1) intégrales,

r a-f-a -a 2 a »r«+a

=./ +ƒ +•••+ƒ •
Faisons dans la deuxième integrale le changement de variable
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t=u-\-<z, dans la troisième intégrale le changement de variable t=u-\-2 a.
et ainsi de suite :

/

2a * fa *

Rm (h— t) ?o» +]) (x+Q rf^=Jo R „, (h—u—*) 'f ('« + ') (x+tt+a) du =

ƒ ^ + a Rm (h—f) 's ("•+») (x-H) * = ƒ " ' Rm (A—ü)(—A')r 'f

ra fa * *

Rm (/?—0 'f <
m + » (x+0 * = J o Rm (A—u) | ? ('«

 + » (x+u) f
— A: c? (m + >) (x+u+a)+...+(—k)r

 T (« + » (x-f u+ra)J rfu.

La condition (100) montre que la série entière par rapport à p

_|-U_J_a)_j_..._|_(_p e^)r ,f (m + 1) (x_)_„^_ra)_^...

est uniformément et absolument convergente pour p ^ 1. On déduit du
théorème d'Abel

[p+I)(x+«)—pe'i!tp(m+I)(x+u+a)+...+(—^'J %(m + !>(x+u -f ré) +...] =
P=I

= <p (« +1) (x)—eix a? (™ +1) ( x + a +

ce que l'on peut écrire

lim lim [t?(m+1)(x-f-«) — p^y^+^x+u+a) + ...+(—pe^J^

= lim lim [<pC»+»(x-f u)—pg^çC"^) (x+a+a) + . . . + ( - p O ^

La convergence étant uniforme, on peut intégrer terme à terme, d'où
l'on déduit

/»ra+ f tA.
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L'intégrale au second membre a évidemment un sens, comme nous l'avons
montré plus haut, (100 bis). La solution principale F(x-\-h\a} eix) est
par conséquent

F (x+h | », e^) = lim Fp (x+h | a, pg'«) =

Nous sommes arrivés à la solution principale (146) en partant de
la solution formelle (142), divergente en général, que nous avons sommée
en introduisant le facteur de convergence ar = (—p)r, p < 1 et en faisant
ensuite tendre p vers-]- 1, par valeurs réelles et croissantes. On peut
arriver au même résultat en utilisant toute autre méthode de sommation,
par exemple la méthode exponentielle ; on pose %r = e-v(x + ra\ r\ > o
et on fait ensuite tendre r\ vers zéro par valeurs positives et décrois-
santes.

Posons donc a > o , i - ^ , 7 ) > o ,

F, (x-H)=(/c+l) 2 (,-k)r «p (x+A+ra) e - «*+A+T«). (147)

De l'hypothèse (100) on déduit lorsque x augmente indéfiniment ,

lim -f <m+1> (x)=o , lim J
 x„ = o , v = l , 2,..., m+1

et en particulier

La série (147) est donc convergente pour V J > O . Remplaçons en (143)
(p(x)parcp(x)e-^,
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Laissons f\ fixe et faisons tendre \x vers l'infini,

lim

m
i . \ ^ i \ (il) i ,

lim 2 ^ — ^ ^

car
lim ç (7'"s> (0 e - " = lim f /7Ï+1 ~"+s e - nt = o.

On a donc

Ft/(x-f-/z)= lim i
^*=oo r ^ 0

/H

** s=o J 0 tïl\ s=

Si Ton pose

I* (Yi)=( T I n^T" J Rm (A — 0 ?(-+1-5) (x

et Ton fait tendre TQ vers zéro, on a pour la solution principale F

J
m+1

Nous allons montrer que ls (r\) tend vers zéro avec Y) si 5 ^ 1 ;
considérons à cet effet l'intégrale

On décompose l'intégrale en une somme d'intégrales

^ H /2^rx ̂  H et l'on fait le changement de variable t= z - f u,

g{z)=e-nz r ^(h—z—a)
o a

t*a+a ^
= e-i*V J
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On fait dans l'intégrale le changement de variable t-\-y. a=u et l'on
remplace Rm (h — z — t — tu a) par (— ky Ûm(h — z — f)f formule (98),

£ [—ke-n*X f° Rm(h — z — Qer* dt,

Faisons tendre r\ vers a zéro,

O

Quant z augmente indéfiniment, Rm (h —z — 0 reste borné, donc

| g (x) | < C e-** .

En particulier lorsque Y] reste fixe et z augmente indéfiniment, le
produit zr g (z) tend vers zéro, quelque soit r .

De l'expresion deg(z) on déduit que sa différentielle est égale à

d g (z) = — Rm(h — z) e-*z dz.

Soit s l'un des entiers 1, 2 , . . . , m + 1 et intégrons par parties I6 (?]),

mfl) ( ^ f e^x f ?(

4_ lm + ! ]-^=^-S e-''x f K
 ?(«+z-«) (x + 0 £ (0 ctt .

11 résulte de l'hypothèse (100) que pour t suffisament grand on a

| ?(m+l-S) (x + f) I < M F .

Le produit ts g (r)tend vers zéro lorsque t vers l'infini e t ^ (o) est
fini, donc

t)g(t)dt.
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Dans la dernière intégrale on fait le changement de variable x.-f- t = u.

ƒ00 nao

ç(m+r-s) (x + f) g (t) dt\<C j | ç<m+2-*) (ü) | E"17" rfü .
O X

Nous avons vu que

ce qui veut dire que t étant choisi arbitrairement petit, on peut déter-
miner N suffisamment grand pour avoir

y{m±2-$) (y) | < s us~l lorsque a > N .

On a donc

J | rf(m s) (U)\e r<»du<: J \ <p<*+ * (u)\ .u + tj us-i e-** du.
x x N

On pose dans la dernière intégrale T\U = t,

s j ü e u<eJ ü e u~^fJ îS e f-
N o ' o

Finalement

11* On) I < ^ls r ^ 1 ) -11 e-1** cp (*+i-*) (x) g (o) | +

s pouvant être choisi arbitrairement petit, on déduit que Is (YJ) tend
uniformément vers zéro avec YJ, ce qu'il fallait démontrer.

Il reste à considérer

lim f km (h — 0 ?(ffI+1) (* + 0 e - ^ * ^ ^.

Posons à cet effet,

/ ( z )=f Rm(A-0?(m+1)(* + 0*--

L'intégrale converge uniformément car on a

J * * C * x~^ /

Rm(ji—f)'f(m+1\x-\-f)dt= I Rm(—/)/ i(—ky'
rrx ' J o v=r



— 85 —

et la série
GO

2 (—/f)" 'f ("»+» (x+va)
V =0

converge uniformément lorsque x varie dans un intervalle fini quel-
conque a^x <lb.

L'intégrale Io (Y]) peut s'écrire

la 0Q) = ƒ " ~ ^ } <P(m+1) (*+0 «^(x+f) * = - ^ ƒ V " rf ƒ (0 =
e " / ( 0 J - ' ï ^

0 m i

o

- Tx

La fonction ƒ (2:) tend uniformément vers zéro lorsque ^ tend vers
l'infini ; on peut donc trouver un nombre N suffisamment grand
tel que

/ (t) | < s pour / > N.

s pouvant être choisi arbitrairement petit, la dernière inégalité montre
que \0 (r\) tend uniformément vers ~r lorsque r\ tend vers zéro. On a
donc finalement, pour la solution principale

a, e**) = lim F^ (x+h \ *, e»)=

et nous retrouvons l'expression (146).
La méthode de sommation exponentielle, proposée par M. Nörlund

pour la définition de la solution principale de ses équations et qui consiste
à introduire le facteur de convergence e~nx est, au fond, équivalente à la
méthode que nous proposons et qui consiste à introduire le facteur de
convergence ar = (—p)r ; la dernière méthode a l'avantage de donner
lieu, comme on a vu plus haut, à des calculs de beaucoup plus simples.
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p
§ 19. OPÉRATION A ET DEUXIÈME ÉQUATION.

Lorsque rp (x) est un polynôme de degré m, nous avons trouvé
pour la solution de l'équation

A F(x) = ?(x), (148)

le polynôme (20)

F (x+A) - ? (x

Supposons maintenant que ç (x) est une fonction différente d'un
polynôme ; l'équation (148) admet une infinité de solutions, parmi les
quelles nous allons fixer l'attention sur la solution donnée par la mé-
thode des approximations successives. On commence par chercher une
solution formelle, série entière par rapport aux variables ku k2, .., kp ;
on déduit par identification

F ( x ) = (

où le signe I s'étend à toutes les valeurs entières non négatives des rt.
Pour décider de la convergence de la série (149), il faut faire des
hypothèses sur les a,-, ki et la fonction ç (x).

Supposons d'abord a, > o, ( ki \ < 1, / = 1, 2,..,ƒ?; on suppose
que cp (x) admet une dérivée d'ordre (m+1) qui reste continue pour
x ^ a et qui satisfait à la condition

lim x?+e
 tkp\~°p rf(m^) (x) -= o, (112 bis)

s étant positif, mais arbitrairement petit.
Nous dirons que la série (149) et convergente si la somme

.. (Ay-f-l) 2 ... 2 (-*,)'•- (-^p)rP? (x+r, «i+..rPap) (149bis)
ri=o /*p=o

tend vers une limite lorsque les entiers positifs \M tendent simulta-
nément vers l'infini, mais indépendamment l'un de l'autre ; pour



— 87 —

simplifier récriture, nous allons supposer que les entiers ^ sont im-
pairs ; on a dans ce cas

(*j + 1).. (kp + 1) A X! I J (-Ai)n ~(—kp)rP ?(^+' ' i«i+-+ rP ap)=
ai-ttp /-i^o...rp=o

P

P

où l'opération A au second membre est formée avec les couples de valeurs

(^ a,,

La formule sommatoire (124) donne :
f*i—i

v !

m!
A

où Ton a posé :

Faisons tendre les JJL£- vers l'infini ; la première somme tend vers

car les autres (2p — 1) termes tendent vers zéro si l'on suppose
X

lim x* [ kp | <p<") (x) = o , v = o, 1 ..., m ;
(la dernière condition et la condition (122 bis) ont en particulier lieu
lorsque
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n étant positif et arbitrairement grand) c'est ce .qu'on voit facilement
en majorant les termes à l'aide des inégalités (118) et en répétant le
raisonnement qui suit la condition (144).

La seconde somme tend vers

f R } ( / t Q I dfp (
m !

qui a un sens, comme nous l'avons montré plus haut ; en effet, chacun
des autres (2^ — 1) termes peut être majoré par

j0 h-f) ! \kP | " | *<«+» (x+t+Q) | dt.

On a ensuite, en posant t-\-x-\-Q = a9

IL
R§?(/i—OU*,

qui est plus petit que
f

Jo

UP±e |

M / w (u—h—x—à\p-l M f du M
| kp 1 h | p ( + )

et le dernier membre tend uniformément vers zéro lorsque a <Ç x <^ b et Q
tend vers l'infini. Nous avons donc pour la solution principale, que
nous désignons par F<̂> (x -f- h | al5 ATJ ; . . . ; %p , ^p ), de l'équation (148)

(x -f O dt. (150)

La somme (149 bis) tend uniformément vers sa limite ; la fonction
po>) (x-\-ti) est donc une fonction continue de x dans l'intervalle a <J x<J ô.

Supposons en second lieu ^ > o, /==1, 2,...,p; | /t/ | = 1, / = 1 , 2,..,p/;
fcy | < 1, ƒ = p' -f 1,..., p. On suppose que cp (x) admet une dérivée

d'ordre (m -f- 1)» qui reste continue pour x 2s a et qui satisfait l'équation

lim x?'+e ç(m+1) (x) = o. (122)



La série (149 bis) est dans ce cas, en général divergente ; poiit1 la
sommer suivant le procédé de M. Borel, remplaçons les kt par p kt,
/ = 1, 2,. . . , p, p < 1 ; nous sommes ramenés au cas précédent et nous
définissons la fonction

, p kp ) = J ^ - j — ?(v) 0 0

f — t\ au p /rt ;. . ; ap , p kp ) »(
m!

Faisons tendre p vers -j~ 1 par valeurs positives et croissantes ; on a
m r i ( p ) / , ,

lim F^p) (x -\-h | av p k^..; ap , p kp ) = / J ——— g<J 1 )"?ap ? p ^ cp î

+/ m\ Y

car la dernière intégrale est uniformément et absolument convergente
(122). La limite ainsi définie, et que nous désignons par F^) (x + /*)>
sera dite la solution principale de l'équation (148) dans l'hypothèse (122),

+ƒ• V̂  W,,(m4-n /"v J_ A ^ # (151)

Montrons qu'on peut arriver à l'expression (151) de la solution
principale par le procédé de la sommation exponentielle de la série di-
vergente (148^bis).

Si Ton remplace en (149 bis) ? (x) par ? (x) e~nx, TJ> O, on a
comme plus haut, en posant il = rx jx2 «j + . . + rp {xp ap ,

—o rp=op=o

1 1

1 I

) f "M V
These Raclis.
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De la relation (122) on déduit

lim tp"ï+1)(x) = o, lim-^ -—^ — o, v = 1, 2 , . . , m + 1
X~co X=co X7

et en particulier, on peut déterminer une constante positive C, tel qu'on
ait pour les grandes valeurs de x,

| ?<">(*) | < C x ™ , v = o , l , . . , / n .
La série au premier membre est donc convergente par YJ > o et

lorsque x reste dans un intervalle fini quelconque a <J x <£&.
Lorsque les ;x£ tendent vers l'infini, la première somme tend vers

car les autres ternies, en nombre fini, sont de la forme

qui tend vers zéro lorsque O tend vers l'infini, en vertu de l'inégalité

| T<») (X _|_ a) i < C (x + Liy\ v = o, 1, . , , m.

Lorsque Ü tend-vers l'infini, l'intégrale tend vers

ç (x + 0 e-7?(x +«) dt

car les autres termes, en nombre fini, sont de la forme,

J ^ R J ? (h — 0 ?<"> (x + / + fl) g-^(x + *+iW rff,

et l'intégrale est, en valeur absolute,, plus petite que
rCO

C j o (t—hy- J (x + t-\-iï)m e- iix + t+n) dt

qui à son tour est plus petite que

C /*°(JC + f + Û) m +^- 1 e- ' (* + '+•«) d/ = /°°
o x+Sl

et qui tend vers zéro lorsque 12 tend vers l'infini.
Faisons maintenant tendre TJ vers zéro :
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Posons

On a

lim
V-oJo

»/—O ^ 0 ^ *

Lorsque Y] tend vers zéro, l'intégrale

m!

tend uniformément, vers

f Rm} (ft—Q „(m + 1) fX+0 rff

dans l'intervalle a <^ x ^ b, car cette dernière intégrale est uniformément
et absolument convergente (122).

Montrons que pour s J> 1, l'intégrale

Js (/j) = Y)* /• " R ^ (A_f) ç^1-*) ( x + 0

tend vers zéro lorsque Y] tend vers zéro. En effet, on a

lim ?'m+1-«)(x) _ _

ce qui veut dire que s étant choisi arbitrairement 'petit, on peut déter-
miner T suffisamment grand pour avoir

| ,f(m+i-S)(x_^) | < 8 (x+fy pour / ^ T.
D'autre part, pour t ^ T, on a

I Ri? (A—0 | < C (/—A) P ' - 1 .

J, (/]) = -r\s fjkiï (h—f) ^m+l's)(x+t) e-"M+t) dt +

+ il1 ƒ "RS } (A—0 ?'m+I-*)(*
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La première intégrale au second membre tend vers zéro avec r, ; la se-
conde est en valeur absolue plus petite que

rf f°°C (t—Hf-lt (x+0s e-^+v dt^Cst]8 f*(x+ty+p'-le-i
J T J T

s étant arbitrairement petit, on n'a qu'à prendre par exemple s =
pour déduire que le dernier membre tend vers zéro avec r\, car l'intégrale

f V+p-l e-v
o

est finie.
On peut encore montrer que Js (YJ) tend vers zéro avec TJ, en obser-

vant que de la condition
lim XP'+£

 ?(«+1) (x) = o (122)
x=œ

on déduit que la dérivée tp(m+1-s)(x) est de la forme

oùps (x) est un polynôme de degré (s—1) etgs (x) une fonction continue
de x pour x 2> a et qui satisfait la condition

lim xP'+e~s gs(x) = o,
X—OO

d'où l'on déduit que, s' étant choisi arbitrairement petit, on peut déter-
miner T suffisamment grand pour avoir

I gs (x) | < s' t*-*"-* pour t ^ T.
L'intégrale

tend vers zéro avec Ï], car

R(^ (h-t) ps (x+0

tend vers une limite finie lorsque TJ tend vers zéro (T25).
On a plus loin

R^\h~^ gs (x+t)e-K*+t> dt -f

f °Rif} (h-t) gs (x+0 e-^+» di.
J T
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La première intégrale au second membre tend vers zéro avec TJ car
5 2> 1 ; la seconde intégrale est en valeur absolue plus petite que

roc / • »
< C S ' Y ] 5 ƒ ü 5 " 1 - 6 e- 1 " 1 dû = Cerf ƒ v 5 - 1 - ^ - * dp,

»/ 0 *J O

qui tend vers zéro avec Y], ce qu'il fallait démontrer.
Nous trouvons donc finalement pour la solution principale

S

c'est-à-dire l'expression (151).

§ 20. OPÉRATION A ET TROISIÈME ÉQUATION.

Lorsque <p (x) est un polynôme de degré (m-\-q) , nous avons
trouvé plus haut pour la solution de l'équation

(62)

le polynôme
(p,q)

F (x+/z) = ? (x+Rtoff) (A)) --= V R , ()
v=o v!

Supposons maintenant que <p (x) est une fonction différente d'un
polynôme ; l'équation

PA F(x) = ç(x) (152)

admet une infinité de solutions. Fixons l'attention sur la solution donnée
par la méthode des approximations successives, série entière par rap-
port aux variables ku .. kp,

)..(*P +1) Pi-.P* £(-k£(-kp fy (x+ü), (153)
où l'on a posé

û = rx ax + . . . + rp ap -f sj pt + . . . + s9 pff,
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et où le signe 2 s'étend à toutes les valeurs entières non négatives des
rt et sj ; si Ton ajoute à (153) un polynôme arbitraire de degré (q— 1),
on obtient encore une solution; il convient d'ajouter, pour assurer la
convergence de (153), le polynôme

(P,Q)

-1 (*—Q gf °° R ('
Ja -T^IT

où a est une constante arbitraire.
Nous prenons donc, comme point de départ, la solution formelle

r JVi(*—0? (ƒ)#-!•(— i) (/^-f 1)..(Â:P +1)^ .^5] (—A,) !.(—K)p <f (x+ii).
J a (g— 1)! ^

Pour décider de la convergence de (155), il faut faire des hypo-
thèses su^ les ai , ki , [3y et la fonction ç (x).

Supposons les a£- et |3y positifs, / = 1 , 2,..., p ; y = l , 2,..., g ; | /rf | = 1 ,
/ = 1, 2 , . . . , p' ; | kj | < 1, y = p ' + l , . . . , p , où p ' a l'une des valeurs
o, 1, ... , p. On suppose que rp (x) admet une dérivée d'ordre (/n-f-1) qui
reste contenue pour x ^ a et qui satisfait à la condition

lim X '̂-HH-* çOn+i) (x) = o. (137)

En (155), l'intégrale et la série divergent en général; nous allons
les sommer en introduisant le facteur de convergence e~v x, c'est -à- dire
en remplaçant en (155) cp (x) par ç (x) e~nx , t\ > o.

Nous sommes ainsi ramenés à considérer la somme

Ja W—1

En (156), l'intégrale et la série sont convergentes pour toute valeur
positive de t\, car de (137) on déduit

lim tp(«+») (x) = o , lim^ r - ^ ! = o > v=l,2,..,m+l.
x—oo x=oo X

Nous allons montrer que l'expression (156) tend uniformément vers
une limite lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque
a <i x <J b et lorsque YJ tend vers zéro et cette limite, que nous allons
désigner par F<^> (x | a,, /:,;..; ap, /cp | p,,..,pff), sera dite la solution prin-
cipale de (152).
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Nous disons que la série (153) est convergente si la somme

t*l—1 f*p -1 î'i 1 vq~ 1

n=o r^o Si—o

tend vers une limite lorsque les entiers positifs \u et vy tendent simulta
nément vers l'infini, mais indépendamment l'un de l'autre ; pour simpli-
fier l'écriture, nous allons supposer que les entiers positifs \xt sont im-
pairs et les entiers positifs vy quelconques. Dans ces conditions on a
l'identité :

A (

Mp PA

(*, + 1 ) (v, p,) .. (v, pç) ̂ iffi A ^ ƒ (x) ,
P,Q

où l'opération A au second membre est formée avec les couples de va-
leurs ( (x.a, k[v),.., ({ip %p , A^P) et les écarts Vj Pj,.., vg % .

La formule sommatoire (128), avec les expressions (138) et (139)
des termes complémentaires %q et T m + i , s'écrit

7^0 ( v + g ) ! rjx r/A /?1 # ̂
 J

o (m-f-q) ! ^ . «A /?^

qui devient, compte tenu de l'identité précédente ,
fi—l vq—\
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Remplaçons ƒ (x) par ç (JC) e ^ x , r\ > o; faisons dans l'intégrale au
premier membre le changement de variable x -f- / — Ü ; faisons tendre
les [x, et V; vers l'infini. La dernière égalité devient

im (*1+i)..(*p+i)p1..p,y;1 v;(—^x)^..(—/C^Pç
T\~0 S„—0

+(-1)9 X e=' (x+() J dt '

la démonstration est exactement la même que celle utilisée pour la
série (149 bis). La dernière égalité s'écrit encore

et au premier membre on a l'expression (156). Faisons au second
membre tendre r\ vers zéro ; on montre de la même manière que pour
(151) que la limite est égale à l'expression déduite du second membre en
faisant directement TJ = p • Le premier membre tend donc vers une
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limite et il tend uniformément vers sa limité, dans l'intervalle a^
et l'on a

?s ƒ ' ^ i - y r * »
7=0

=ƒ •

+ J
La solution principale !) ¥^>^(x-\-h \ *l9 kx;.. ; ap , /rp | pj , . . , pff)

ainsi définie, est une fonctions continue de x dans l'intervalle a <Jx <J6,
car (156) tend uniformément vers sa limite lorsque r\ tend vers zéro.

La première intégrale au second membre de (157) peut être trans-
formée ; on a

R ^ (h+x—f) _ y R(,f'g)(/Q (x—Qg-1-"
(9—1)! - é î v! (g-l-v)!'

où l'on a posé

L'expression (157) de la solution principale devient

Lu v!
P= 0

J ^siJ-^+m+iXx+O df. (158)

Cf. Haaptlösungen von differenzengleichungen, pag. 13, formule 46.
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CHAPITRE V.

PROPRIÉTÉS DE LA SOLUTION PRINCIPALE.

§ 21 . VALEUR ASYMPTOTIQUE.

Considérons la solution principale (157)

f (y \ f)

(x+h | «„ *,;...; *p,kD\ p,..., [iq ) = J a ^ ^ ^ c? (Q

£
de l'éqjati n

A* F(x) = ç(x), (152)

définie dans les hypothèses (137). La première intégrale au second mem-
bre est encore égale à

OÙ

rx R(,*i> (x+ft-Q rr m d , _
Ja 7j=ü\ ? (0 M-

Nous nous proposons d'étudier la manière dont se comporte la so-
lution principale F ^ ^ (x) pour les grandes valeurs réelles et positives
de x; supposons à cet effet que r est le plus petit entier positif tel que

lim <pC->(jc) = o . (159)
X=OO

La solution principale F̂ <?> (x) peut s'écrire

*

+ / fk±^ : ç^+y (x+o dt.

De l'hypothèse (159) il résulte que le second terme au second mem-
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bre tend vers zéro lorsque x tend vers l'infini. L'intégrale au secod mem-
bre est en valeur absolue plus petite que

r
Jo

dt _ C, 1

qui tend vers zéro lorsque x tend l'infini, car £ > o.
11 résulte que si l'on pose

P <*) = S ? ^ i S ƒ(") (x), (160)
on a

lim (Ftoff) (x) — P (x) ) = o. (161)

La fonction P (x) représente donc la valeur asymptotique de la
solution principale FIP>4>(X -\- h) pour les grandes valeurs réelles et po-
sitives de x.

Proposons nous de trouver une autre expression de la solution
principale F^^)(x) en utilisant sa valeur asymptotique. De l'équation (152)
de définition, on déduit la relation identique

»• ^ * ^ * ^ ^ ^

h Pd)—(VP P P ) A F<P'9)(x-|-A) = o,

où ü = /*! aj+...-1-rp ap —|—Sj Pi+..5QPç, les entiers positifs [J.< sont impairs
et v;- quelconques et où l'opération A est formée avec les couples de va-
leurs (m au VO,..., frp aP » V P ) e t l e s é c a r t s (vi ?i)»-' (v^ Pfl)- O n a ^ o u t e

aux deux membres la fonction F^«> (x+^), on ajoute et on retranche la
différence

P (x) - (-1)* ( V + 1 ) . . . ( V P + 1 ) (V, h)...(yq M A' P (X),

et on obtient

A'

) A*
Mi o.i..."q Pq
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îsorï^tendre les entiers jxi et vy vers l'infini; la paranthèse tend
vers zéro pour x ^ a -f h, car les dérivées?<"> (x),v—o, 1,..,

continues pour x ^ a et Ton obtient

F (P. g) (X+/Z) = Hm i(-l)9 (kx+l).$q £ ... £ (-*ƒ'.. (-*p )'P tp (x + h

+ P (x) - (-l)ff ( V + l)»(vg Pfl) A' P W ) . (162)
!

La solution principale F̂ >?> (x) satisfait à l'équation

*p F<*-*> (x + ap ) + Fö"« (x) = (Ap + 1) FtP ,̂ff> (x) , (163)

d'où Ton déduit successivement

. «—1

—kp)a {FtP'ti (x-f-/z-f-rt ap)—P (x-j-/2

Si l'on fait tendre n vers l'infini, la paranthèse tend vers zéro
et Ton a

B - l

(164)

Lorsque la condition (159) a lieu pour r = o , c'est-à-dire

lim cp (x) = o ,

on a



- 101 -

et (164) devient

= lim ((-*„)* J g"' (^i)i( J
n - l

« , ) . (164 bis)
I

La solution principale satisfait aussi à l'équation

F(*'*> (x + pg) — Ffe'«> (x) = pg F^-ff- 1 )^) , (165)

d'où Ton déduit
n—l

7 1 - 1

Lorsque n tend vers l'infini, la dernière paranthèse tend vers zéro
et Ton a

• (166)F (P.

(166)

F (P.

«<* + /
Dans le

devient

«(* + /

0 = lim f P (x+np

cas particulier

lim «
x=oo

ƒ f*x-\rnfiq
A l i m 1 I
Ï) lim l J

7 1 - 1

;(x) = o

Kg—i ( x —\

F ( P . B - Ï ) ( X +

—1) !

«-1

(166 bis)

On a l'identité, ƒ (x) étant une fonction quelconque,

p,

A
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L'expression au second membre de (162) converge uniformément
vers la fonction F 0>,«> (x -\- h) ; on peut donc définir F <*-9> (x-\- h), compte
tenu de la dernière identité, aussi par la série à (p-f-ç) entrées

(167)

1)... p ,£ (-*,)"•••(- kpyP^ (x + A + Q) - J A ^ P(X+Q)

où le signe S s'étend aux valeurs entières non négatives des r< et s,-.
L'expression au second membre de (162) tend vers une limite

lorsqu'on fait tendre d'abord r{ vers l'infini, ensuite r2)... et enfin sq vers
l'infini et la limite est la même que dans le cas où ces nombres tendent
simultanément vers l'infini, mais indépendamment l'un de l'autre ;
on peut donc représenter la solution principale ?(P>Q) (x — h) aussi
par la série (p~\~q) fois itérée

£ (-k^ ... £ {-ktfp £
Si=O

VA

A
VA \

S)— A P(x+fl) . (168)
/

Les séries (162), (167) et (168) qui définissent la solution principale
(x-\-h), sont uniformément convergentes, mais ne sont pas, en

général, absolument convergentes; dans ces séries figure la fonction
P (x) qui dépend de l'entier positif r, qui est le plus petit entier tel que

lim cp(r> (x) = o.

Si on augmente r, la rapidité de la convergence des séries susdites
augmente en général et pour une valeur convenable de r, la convergence
peut devenir absolue ; en revanche, le terme général est plus compliqué.
On peut donc disposer de l'entier r, de manière à définir la solution
principale F^> (x-j-/z), par des séries convergentes à volonté. C'est
ce qui se passe aussi pour les transcendantes ¥n (x \ w1?..,' tofl) et
O« (x | tùl9.., tan) de M. Nörlund.
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§ 22. VALEUR ASVMPTÖTIQÜE POUR LES PETITES VALEURS DES ÉCARTS ct( ET $J

Laissons maintenant x et les kt invariables et supposons que les
OLI et % varient ; on sait que le polynôme R^'9) (x) est homogène et de
degré m par rapport à h et aux at et gy,

| X au kx- Xap, kp | Xplr., Xpg)=XmR#g)(/ï | a1? £ i ; ..; «p, *„ | p1?.., pg).

L'expression (150) de la solution principale devient

' a,, A:,;..; ap, kp \ ?„.., ??)/

r™ h(P.Q) (h_f\

_f-Xm+ff+1/ ^S^LJJ ?(m+i (X-|-f)d/. (169)

Supposons que X est positif et très petit ; cherchons une limite
supérieure du terme reste ; on a

ffi(MI<Ci

On déduit que le produit | Tm+q | X-"1-1**' reste plus petit qu'une
constante lorsque x restant fixe, X tend vers zéro.

On a, d'autre part,

Il résulte que le produit X~" Trt tend vers zéro lorsque X tend vers
zéro, si n <ï m—/?'.

Lorsque cp (x) admet des dérivées de tous les ordres pour x ^ a et
qui satisfont a la condition

lim x

pour toute valeur de m qui surpasse une certaine valeur, l'inégalité
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n ^ m — p ' est satisfaite pour toute valeur de n ; par conséquent, la
série (169) représente la solution principale, asymptotiquement au sens
de Poincaré. En particulier

Hm F0w>(x+XA | al9 klW, \*p,kp | Xfc,., Xfc) = ƒ ( | = ^ ? (0 *• (179>

La série (169) procède suivant les puissances des a,,.., xp, p„ .., % ;
groupons maintenant les termes suivant les puissances du seul écart ap

ou du seul écart pfl.
De l'équation

kp F ^ ) (x+a p ) + F<™> (x) = (*p + 1) F^-1^) (x),
on tire

Lu v ! dxv [

m\ dxm+l

Laisson x et a l r., ap-i, Pi,.-,pg constants et remplaçons /z et ap par \h
et Xap>

Pi Arp

,
m! dxm+l

et cette série représente asymptotiquement la solution principale au voi-
sinage du point xp = o ; en particulier

lim F<w> (x) = Ffr-W (x). (172)

De Téquation

on tire de même

l I / I •» \ i J mJL\ Wt»



On laisse x et a^.., aPjpi,.., pg_i constants et on considère [iq variable ; ort
remplace dans la dernière équation h et $q par X/z et Xj3g ,

ai> Ari;..; «,, kp | p,,.., X p, ) = ƒ F(« -D (f) * + (173)

La dernière série représente la solution principale asymptotiquement au
voisinage de % = o; en particulier

lim FCw)(jt)= P F ^ ^ ( O ^ . (174)

§ 2 3 . TlïÊOPEMES DE MULTIPLICATION DE L?ARGUiMENT.

La solution principale F^^(x) a été définie par

F<p.ff>(jt) = lim ?<ƒ'*>(*),

où l'on a mis

Soient v„ v 2 , . . , v, des entiers positifs quelconques; le polynôme

(x) satisfait à l'équation

1 Si=O

d'où l'on déduit

'j \ %l,kï,..\*p,kp | p„..,p,).

Si l'on fait tendre Y) vers zéro, F^'9) (x) tend uniformément vers
•p(p,Q) (x) et la dernière égalité devient à la limite

v, FCfc«> (x | «„ A:, ; . . ; «A Arp | ^ , p 2 , . . , p, ) =

si=o i

Thèse Raclis. ^
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Mais la fonction F ^ ) (x) est symétrique par rapport aux g; , on a
donc la relation plus générale

£ • • £

- vvyq Ftofl) (x | «,, /ci;..;ap , kp | ^ , . . , ^ ) . (176)

Soient maintenant les entiers positifs impairs [xu jx2,.., \xp ; le
polynôme RmJ<?) (x) satisfait à l'équation

* p(P,<?) / y i a l jN . . r. o o\

d'où l'on déduit

1 (p'^ a
7/1 v* I ~JA,

Faisons tendre r\ vers zéro, il vient

\ a
2 )

) (x | ̂  , /<, ; a2, ^2; .. ; ap , ^p | Pj,.. ,3, ). (177)

La fonction F ^ (x) est symétrique par rapport aux p couples de
valeurs (als /r,),.., (ap , /rp ) d'où l'on déduit la relation plus générale

p -

I ïl • *»;-; 2 • *' 'Plï"A}- (178)

On a supposé dans cette formule que les entiers positifs ^ sont
impairs ; lorsqu'ils sont quelconques, on obtient une formule plus gêné-
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raie, déduite de (178) en remplaçant les kt par —(—A' )ui. Si Ton rap-
proche les formules (176) et (178), on obtient finalement

! E Z 'E (-*.)" -(-*P Y"
^—o rp=ro si-^o Sg-^o

tt} (m

Considérons de nouveau la formule (175) écrite sous la forme
»!—I

g

Faisons tendre l'entier positif vl vers l'infini ; on trouve

1 r x+/îi
/
x

1 r
— / (.s , a,, ft, ;..; oip, kp \ p, ,.., p2) rfs

h
ou encore ,

= lim F(M) (x | a,, *,: . . ; a, , /cp | h-, p2 ,.., pfl ),

p , | a „ A:,; . ; ap ;A:

lim otj, k1 ; . . : ocp , kp | — ? P2 > • • > Pg (180)

On établit de la même manière la formule

ƒƒ ' ds2 ƒ F̂ «) ((x + s p2)

lim

et si Ton répète l'opération g fois,
i ! 1

ƒ dsq..fds2

lim a , , ; . . ; « „ A r p l ^ - » ^ ) (181)
'I / ( i /
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§ 24 . DÉRÉVÉFS DE LA SOLUTION PRINCIPALE.

Nous avons trouvé pour la solution principale, l'expression

(x + h) =
y—O

ou

Rm+q(h — t) ,f(m+i) (X _|_ /) ^ (i58)

tv> = f\
Convenons d'écrire (158) sous la forme symbolique

Fto«>( jc )=~7%(x) . (182)

Considérons en même temps la fonction

c'est-à-dire

— Rj, ' (fi) , A s x ,

dt

où

En intégrant par parties on trouve si v < q,

D'autre part, pour v 2> q , on a
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On déduit finalement

^ ) g ? P + * - « > , (0, (,84)

Dérivons les deux membres de (158) par raport à x; l'intégrale au
second membre étant uniformément convergente, on obtient

On retranche (183) et on tient comte de (184),

" ' < * + "> R £ ? f + ft-A> , („> (,85)O (*+*) = £ f
d x v ' y (g—1 ).

La dernière équation peut s^crire, en faisant h = o,

^ "V , W = "'A ' -/ (x) + R ^ ' ( ^ - a ) » («). (185 bis)

Dérivons les deux membres par rapport à x,

Dérivons la dernière relation encore (/n + 9 — 2) fois par rapport
à x ; on déduit de proche en proche

A ? (x) = A ?<m+0(jc) + 2 " ;^ Ç(m+|i) (ö)' (1 8 6)

Mais

—p,—q

(+
•/a (9-1)!

(x + il).

intégrant par parties et en tenant compte de l'hypothèse

lim xP'+Q+t ç<r) (x) = o , v > m ,
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on trouve

f*l(h — f)r=° O(P,») (h f) 9 1 p(ft?) / y _ ,y\

/ l ^ T T T ?(m"f';)(0 # - lim ?<m> (*) - Y, ^—fr-^'^^Ha
J a \q — I j ! x -oo « v !

d'où Ton déduit

Jm+q —p,-q

(x+û) . (187)

La série au second membre tend vers zéro lorsque x tend vers
l'infini ; ç<'") (x) tend vers une limite finie. Il résulte que la solution prin-
cipale F^> (x) admet des dérivées continues pour x :> a et que la dérivée
d'ordre (m -f- q) tend vers une limite finie lorsque x tend vers l'infini.

Nous avons supposé dans tout ce qui précède que les écarts an et
fy sont positifs et que les ki , différents ou égaux, sont situés à l'in-
térieur du cercle unité ou sur ce cercle. On peut même supposer qu'il y a
des ki situés à l'extérieur du cercle unité, à condition que les «/ corres-
pondants soient négatifs; c'est ce qui résulte de la propriété (65) du
polynôme R%q) (x | a,, kx;.. ; %p , kp \ $u .., p, ).

CHAPITRE VI.

E Q U A T I O N NON HOMOGKNE DE POINCARE.

On appelle équation linéaire aux différences finies de Poincare,
l'équation homogène de la forme l)

f(n + k)+ak^(n)f(n+k-l) + .. +at {n)f{n+\)+a0 (n)f(n)=o, (188)
où n est un entier positif, les coeficients ai (n) étant asymptotiquement
constants, c'est-à-dire des fonctions qui tendent vers des limites finies
lorsque n augmente indéfiniment,

lim ai (ny= A/.

Nous appelons, par extension, équation non homogène de Poin-
caré, d'ordre (ƒ?+<?), une équation de la forme.

F (x + ar ) + Ar-i (x) F (x-f a, 0+...+ Ao (x) F (x)=* (x), (189)

M Henri Poincaré, Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et
aux différences finies, American Journal of Mathematics, t. 7, 1885, pag. 203—-25cS.
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dans la quelle x est une variable continue, les at des constantes posi-
tives

ar > ar A > . . > fli > o,

les Ai(x) des fonctions qui tendent vers des limites finies A/ lorsque x
augmente indéfiniment ; on suppose en plus que les valeurs des con-
stantes a( et AÏ s'expriment à l'aide des a, , fa et kt de manière que
Téquation

F (x+ar ) + Ar i F (x+ar_i) + .. + Ao F (x) - * (x)

se réduise à l'équation

Y F(x) = ?(x) . (152)

Nous nous proposons de définir, toujours par un mécanisme
d'approximations successives, la solution principale de l'équation (189).
Nous faisons ici le calcul pour l'équation du premier ordre, mais la
méthode s'applique dans le cas général. Considérons donc l'équation

A(x)F(x) = *(x),

avec lim A (x) = A,
X=QC

Nous allons distinguer deux cas, suivant que A est égal ou différent
de—1.

§ 25. PREMIERE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE.

Soit Inéquation

F (x+p) + _ i _ x p / (x)) F (x) = ? ? (x) (190)

avec lim ƒ (x) = o.
X = 0 0

L'équation donnée peut s'écrire encore

F (x + p ) - F (x) = [i ? (*) + X ? ƒ (x) F(x).

Commençons par chercher une solution formelle, série entière en X,

F (X) - Fa(x) + X F, (X) + . . . + \n Fn {x) + . „
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On déduit par identification que les fonctions F, (x) satisfont aux
équations

Fo(*+P)-Fo(x) = g ? (x) , 092)

Fi (x + ?) - Fi (x) = ? ƒ (x) Fo (x), (192 bis)

F, (x + K) - F* (x) = p ƒ (x) FB-i (x) (192 ter)

qui sont de la forme étudiée dans les chapitres précédents

i F, (x) =*,(*)•
Soit Fo (x) la solution principale de l'équation (192), Vx{x) la

solution principale de l'équation (192 bis) et ainsi de suite; introduisons
ces solutions principales en (191); la fonction F (x) ainsi définie sera
dite, par définition, la solution principale de l'équation (190).

Si Ton suppose que la fonction <p (x) admet une dérivée d'ordre
(m-\-\) qui reste continue pour x J> a et qui satisfait à la condition

Hm x1** '̂ "H-O (x) = o,

la solution principale Fo (x) de (192) est donnée, pour g > o, par

Fo (x + h | p) = ƒ % (0 A

(193)

Pour déterminer la solution principale F, (x | p) de l'équation
(192 bis), il faut étudier la fonction ƒ (x) Fo (x) au second membre. Nous
pouvons écrire tout de suite l'expression de F t (x | p)

(x + h | P)= ƒ*ƒ (0 F.(0
/

C"-M)

dt, (193bis)

qui est valable lorsque le produit ƒ (x) Fo (x) admet une dérivée d'ordre
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(m-f 1) qui reste continue pour x ^ a et qui satisfait à la condition

- o .

La condition est remplie si /(x) admet une dérivée d'ordre (/rc
continue pour x 2> a et si le produit xv + 1 / ( v ) 00? (v = °> 1>—> m + 0
reste borné pour les grandes valeurs positives de x (c'est ce qui arrive,
par exemple lorsque ƒ (x) est holomorphe autour du point â rinfini et
nulle en ce point). En effet, déterminons d'abord les valeurs asymptoti-
ques des dérivées Fo

("} (x), v = o, 1,.», m -\-1. En dérivant (193) par
rapport à h on a

(x+/i)= «p -̂0 W + B , ^ ^ (x)+ ̂  B, (/i-
./ o s—o

F(
o
m) (x+A) = lim JmXx) - J ?

(m+1) (x

Si Ton fait, dans les dernières équations, tendre x vers l'infini
la série

tent vers zéro, d'où Ton déduit facilement les valeurs asymptotiques des

dérivées Fo (x-\-h). D'autre part, on a

, v=o, l r . . ,
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11 résulte

lim
v —
/

D'autre part

f(x)F0(x)) = 2J ("T* )/'(*)F-
(m+1 -»-)

lim (ƒ (x) Fo (x)\<m+1) = lim £ ( " t ! ) x' + /('

On a même la condition plus précise

l imx 1 + *( / (x)F 0 (x) ) = o .

En effet, nous avons supposé que s' étant choisi arbitrairement
petit, on peut déterminer N suffisamment grand pour avoir

(m-f-l)

| ? (x) | < e' pour x > N,

A la vérité, on a la condition plus précise
(m-fl) £ '

I ? (*)l <—i + , - pourx > N,
x

et on n'a qu'à reprendre le calcul à partir de cette inégalité pour
trouver (194).

En somme, la fonction ƒ (x) Fo (x) au second membre en (192 bis)
satisfait les mêmes conditions que la fonction y (x) au second membre
de (192) ; l'algorithme par le quel on passe de la fonction ç (x) à Fo (x)
peut être répété pour passer de / ( x ) F 0 ( x ) à Fi (x) et la formule
(193 bis) est justifiée. On a donc, de proche en proche,

F„ (x+h 1,3) = £f(t) F- t (0 dt + g ^ ^

+ jo T^îfiyi (/ (*+0F->^+0) *• (193



- 115 —

Les fonctions F0(x-\-h), Fi(x+A),..,F«(x4-A),.., introduites en (191)
donnent la solution principale cherchée

F (x+h) = F0(x+h) + X FI(JC+A) + .. + X«F«(*+*) + ..., (195)

le développement étant uniformément et absolument convergent pour X
suffisamment petit, lorsque x reste compris dans un intervalle fini quel-
conque a <L x <J b ; c'est ce qu'on voit facilement en majorant les fonc-
tions Fn(x4-A), écrites sous la forme

f
On a

f' % ^

lira (F „ (x+h f {»>-ƒ AQF*->(0 * - =o ,

+ ' +« P. -. O + « +
La série (195) étant uniformément et absolument convergente on

déduit les dérivées successives de la solution principale F (x + h\ (3) et
sa valeur asymptotique pour les grandes valeurs de x.

§ 26. DEÜXIFME FQUATION DU PREMIER ORDRE.

Considérons en second lieu, l'équation

F (x + «) + (1 _ X(l -f 1) ƒ (je) ) F (x)= (I + 1) ? (x) (196)

avec
lim ƒ (x) = o.

L'équation (196) s'écrit encore
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Cherchons une solution formelle, série entière en X,

F (x) = Fo (x) + X Fi (x) + . . . +X« Ffl ( x ) - j - . . . 09?)

On déduit, par indentification, les équations

k Fa (x + a) + Fa (je) = (* + 1) ? (x), (198)

* Fi (x + «) + F1 (x) = (* + 1) ƒ (x) Fo (x), (198 bis)

A F* (x + a) + F , (x) = (k + 1) ƒ (x) FB-i (x ) , . . . (198 ter)

qui sont de la forme étudiée
i

A F/ (X) = <J>; (X).
a

Nous désignons par Fo (x) la solution principale de (198), par
F2 (x) la solution principale de l'équation (198 bis) et ainsi de suite ; la
fonction F (x) définie par (197) est dite, par définition, la solution prin-
cipale de T équation (196).

Nous supposons a > o et, pour fixer les idées, | k | = 1 ; ç (x) admet
une dérivée d'ordre (m + 1 ) qui reste continue pour x 2> a et qui satisfait
à la condition

lim x1+£tp<m+î) (x) = o.

La solution principale Fo (x) de (198) est, dans ce cas,

Lorsque ƒ (x) satisfait la condition du paragraphe précédent, le
produit ƒ (x) Fo (x) admet une dérivée d'ordre (m -|- 1) qui reste con-
tinue pour x 2> a et qui satisfait à la même condition que ç('n+1) (x),

limx+ l/(x)F0(x)) - o .
X — OO

On déduit par conséquent pour la solution principale Fj (x) de (198 bis),
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et de proche en proche,

F„(x+A|« *)=

m !

Introduisons ces fonctions en (197); on obtient la solution principale
cherchée (200)

F (x+/z | a, k)-=F0 (x-f h | a, k)-\-\ Fi (x-f-/i | a, fc)-|- ». +Xn F„ (x~f-# | a, *) +

développement uniformément et absolument convergent pour les petites
valeurs de X, lorsque x reste compris dans un intervalle fini quelconque
a^x^b. Nous savons calculer les dérivées des fonctions F* (x | a, k) et
leurs valeurs asymptotiques pour les grandes valeurs réelles et positives
de x ; on déduit, comme plus haut, les dérivées de la solution principale
F (x | a, k) et sa valeur asymptotique.

Dans le cas général de l'équation (189), on suit la même marche ; on
commence par chercher une solution formelle, dans la quelle les approxi-
mations successives F/ (x) se déterminent par des équations de la forme

PA
«i •

(x) = * , (x).

On ramène donc le cas des équations à coefficients asymptotiquement cons-
tants aux équations du Chapitre IV et toutes les propriétés de la solu-
tion principale de l'équation (189) résultent des propriétés exposées aux
Chapitres IV et V de la transcendante F^> (x | ai, k\ ;..; aPi kp \ fr ,.., % )•
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