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PREMIERE THESE
ROTATIONS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

INTRODUCTION

Envisagées du point de vue de la Mécanique céleste, les études que nous
allons exposer, sur les rotations internes d’une masse fluide hétérogéne,
peuvent étre rattachées aux problémes classiques sur les figures d’équilibre
des planétes.

L’origine de ces recherches remonte 4 Newton, mais ¢’est Mac-Laurin qui
montra le premier qu’une masse fluide homogeéne, tournant autour d’un axe
d’un mouvement uniforme et dont les molécules s’attirent mutuellement
suivant la loi de Pattraction universelle, pouvait affecter la forme d’un ellip-
soide de révolution aplati.

Jacobi généralisa ensuite cette proposition en faisant voir qu’elle s’éten-
dait aux ellipsoides & trois axes inégaux, résultat qui parut alors assez sur-
prenant.

Plus tard Poincaré et Liapounoff établiront qu’il existe, en outre des
ellipsoides, une infinité de séries de figures d’équilibre et que, parmi ces séries
de figures, une seule est stable (1).

L’intérét théorique des résultats précédents est considérable ; mais il
est certain qu’ils ne constituent qu’une premiére approximation trop éloignée
encore de la réalité ; les aplatissements de uelques planétes, ainsi calculés
dans ’hypothése de I’homogénéité, s’étant, en effet, trouvés tous supérieurs
aux valeurs observées ou mesurées, en particulier sur Jupiter, Saturne et la

() Acta mathematica, t. VII; voir aussi AppeLL, Figures d'équilibre d’'une masse liquide
homogéne en rotation, Traité de Mécanique rationnelle, Tome IV,
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Terre, il devint évident qu’on ne pouvait, dans cette recherche, faire abstrac-
tion de ’hétérogénéité des corps célestes (1).

Déja Clairaut s’était attaqué a cette difficulté et avait prouvé, dans
son ouvrage intitulé Figure de 1a Terre lirée des principes de I’Hydrostatique,
qu’un état d’équilibre était possible pour une masse fluide constituée de
couches ellipsoidales homogeénes dont la densité croit avec la profondeur,
pourvu que la vitesse de rotation de cette masse soit assez faible.

Laplace reprit, mais avec plus de généralité, le probléme que s’était posé
Clairaut et démontra qu’un sphéroide fluide hétérogéne, tournant lentement
d’un mouvement d’ensemble, ne pouvait étre stratifié qu’en couches ellip-
soidales.

Ces résultats supposent qu’on puisse négliger le carré de aplatissement
des couches. Il résulte, en effet, des travaux de MM. Hamy, Volterra et Vé-
ronnet qu’en toute rigueur un équilibre relatif est impossible pour un fluide
formé de couches ellipsoidales homogeénes. Et, dans son mémoire sur la Théorie
de la Figure des planéles, M. O. Callandreau a montré qu’en seconde approxi-
mation, les surfaces de niveau sont assimilables & des ellipsoides de révolution
faiblement déprimés entre le péle et I’équateur.

Pour les mouvements de rotation d’ensemble & vitesse quelconque,
M. Wavre a donné une importante relation, strictement géométrique, & laquelle
satisfont nécessairement les surfaces d’égale densité. Enfin, tout récemment,
il a retrouvé les résultats d’approximation précédents par une voie plus simple
et en satisfaisant & un desideratum de convergence formulé par Tisserand &
propos d’une série utilisée par Laplace.

Clairaut et Laplace n’avaient envisagé que le cas d’une rotation en bloc.
Il est évident que cette hypothése ne s’impose pas a priori pour les astres
fluides. Et, en fait, I'observation prouve bien que sur le Soleil, Saturne
ou Jupiter les calottes polaires et l’équateur sont animés de rotations
différentes.

D’autre part, I'idée de ’existence, & I'intérieur de la Terre, de courants du
fluide visqueux dans lequel plongent les continents s’est accréditée de plus
en plus chez les géologues depuis que M. Wegener a fait connaitre son auda-
cieuse théorie des tranmslations continentales (2).

(1} Ct. Tisseranp, Traité de Mécanigue céleste, t. 11, p. 91 et g4,

() WeGENER, Genése des Continents et des Océans, traduit de Pallemand par M. Reicmer
Blanchard, édit. Paris,
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Nous présentons dans ce mémoire une théorie générale et nouvelle de
la masse fluide hétérogéne en rotation.

Sans faire aucune supposition sur la définition géométrique des surfaces
4 densité constante, nous calculons ’expression du carré de la vitesse angu-
laire dont doit étre animée une molécule quelconque du fluide pour qu’il se
maintienne dans sa stratification initiale. Nous parvenons ainsi & une condition
4 laquelle satisfait toute masse fluide en état de rotation permanente.

Dans tous nos calculs nous n’avons tenu aucun compte de la viscosité
du fluide étudié ; nous devions donc réserver un paragraphe aux divers
arguments qui permettent de considérer les propriétés de nos mouvements
comme suffisamment adéquates & la réalité durant une période plus ou
moins longue de la vie d’un astre fluide.

Dans le cas particulier ou la densité ne dépend que de la pression, nous éta-
blissons la forme que doit nécessairement affecter le potentiel newtonien de
Pattraction de la masse tournante. Et nous montrons qu’un mouvement
irrotationnel permanent ne peut subsister que dans des stratifications limitées
par des volumes ayant la connexion du tore.

Nous revenons ensuite au cas général pour donner une extension d’un
important théoréme de Mécanique céleste di & Stokes ; puis, poursuivant une
analyse assez longue, mais qui nous donne ’occasion de faire quelques re-
marques intéressantes, nous démontrons que le potentiel de 'attraction d’une
planéte en un point extérieur est entiérement déterminé par la pesanteur sur
sa surface libre et la configuration géométrique de celle-ci.

Signalons aussi la généralisation d’une condition de H. Poincaré, entre la
vitesse angulaire du fluide et sa densité moyenne, qui donne heu pour la Terre
4 une vérification numérique précise, et ’établissement de deux formules
utiles pour la Géodésie.

Dans la deuxiéme partie nous étudions spécialement les fluides constitués
de couches ellipsoidales homogenes infiniment minces. Aprés nous étre assurés
qu’il existe des stratifications pouvant étre douées de rotations permanentes
(quelle que soit la loi de variation de la densité supposée toutefois croissante
de la surface au centre), nous faisons une discussion aussi compléte que possible
des variations de la vitesse angulaire & I'intérieur de la masse.

ILe cas des couches ellipsoidales homothétiques paraissant le mieux conve-
nir 4 la Terre, nous lui avons consacré un développement important. Ce cas
est en outre intéressant du point de vue purement analytique.

Nous dirons, en particulier, 4 la fin de 'ouvrage, comment, en adoptant
la conception des géophysiciens modernes, nous avons été amené a établir un
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rapprochement entre certains problémes que pose la théorie des dérives conti-
nentales de M. Wegener et les résultats de notre étude sur ’ellipsoide fluide.

*
® ¥

Il m’est agréable d’exprimer ict ma gratitude & M. Haag et 4 M. Rolin
Wavre «qui, depuis longtemps déja, se sont intéressés & mes recherches.

Que M. Henri Lebesgue, qui a eu la bienveillance d’encourager ce travail,
et M. Chazy, dont les suggestions m’ont été précieuses, veuillent bien croire
également 4 ma vive reconnaissance.



PREMIERE PARTIE

ROTATIONS PERMANENTES D'UN FLUIDE HETEROGENE

CHAPITRE PREMIER

PROPRIETES ET FORMULES GENERALES

Nous envisagerons, dans cette étude, le probléme de la masse fluide hété-
rogéne en rotation d’un point de vue plus général que celui des travaux publiés
depuis Laplace sur cette question.

On avait supposé jusqu’ici que la condition d’orthogonalité du champ de
la pesanteur et des surfaces & densité constante, établie par Laplace dans le
cas d’une rotation d’ensemble de la masse () était nécessaire méme lorsqu’on
admet la possibilité de mouvements internes.

Nous montrerons au contraire que, si ’on ne s’impose pas, a priori, une
relation p = f(p) entre la densité et la pression, les équations fondamentales
de I’Hydrodynamique permettent de définir un mouvement de rotation
permanent pour un fluide ne satisfaisant pas nécessairement & la condition
restrictive précédente.

Tous les corps naturels étant plus ou moins compressibles et dilatables,
nous ne préjugerons rien ni sur la distribution des températures & l'intérieur
de la masse, ni sur son degré de compressibilité ; dans le cas général, il existera

() Traité de Mécanique céleste ((Euvres, t. 11, 17¢ partie, livre III, p. 74.)
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une relation de la forme z = f (p, =, %) entre la densité p, la pression p, la tempé-
rature v et le paramétre 7 dont la valeur dépend de la nature chimique de
Iélément du fluide situé au point considéré.

§ 1. — LLES COUCHES DE DENSITE CONSTANTE DOIVENT ETRE DE REVOLUTION

1. En toute hypothése, nous nous donnerons la loi de répartition des
densités. 11 est presque évident que le mouvement des molécules sur leur
trajectoire ne peut étre uniforme que si les couches de densité constante sont de
révolution ; cela résulte d’ailleurs d’une application simple de I’équation de
continuité.

Soient, en eftet, z, y, z les coordonnées d’un élément de volume de densitép;
u, v, wles composantes suivant les axes de sa vitesse ; ¢ désignant le temps, on a :

do 0

0 )
(1) ‘(7‘3‘{"();(9“)‘*‘3‘3'/(?")+5('Z(P‘V):°-

.. , do
Mais, ici, le mouvement étant permanent, o est nul. Prenons oz comme axe

de rotation, la composante w de la vitesse sera identiquement nulle, et il
viendra :

dp dp du | dy

(2) % o + v 0:1/ +o ((_)’c T ()y> =0

Appelons » la vitesse angulaire de I’élément considéré ; en tenant compte
des égalités :
U= — wy, p = nz, 5 = O

le coefficient de dilatation cubique

a
(3) 0_11, ﬂ) st N
oz T oy T oz 0t
s’écrira : 91
1 D(B ») ~,
() 2 D(n ) At
£ étant mis pour 2? + y2. 5,

Si le fluide envisagé est incompressible, cette expression est identique-
ment nulle et, par suite, » ne dépend de z et y que par I'intermédiaire de [; le
mouvement de rotation de I’élément est donc nécessairement uniforme.
Tnversement, si ’on suppose que la rotation des molécules est uniforme, le
coefficient de dilatation cubique est nul, mais cela n’exige pas que le fluide
soit incompressible.



PROPRIETES ET FORMULES GENERALES i
De toute fagon, 'équation de continuité (2) se réduit a :

»w n’étant pas nul, elle exprime que la densité o de la masse tournante ne
peut étre qu’une fonction de 2 et de z; et cela revient 4 dire que les surfaces
4 densité constante sont de révolution autour de I’axe de rotation.

2. Pour une masse hétérogéne douée de mouvements internes, il n’exis-
tera donc aucune figure permanente qui ne soit de révolution.

Nous supposerons les couches d’égale densité continues et convexes ;
de plus, nous admettrons que leur densité croit avec la profondeur ; cette
derniére condition est d’aillcurs nécessaire pour la stabilité des mouvements.

§ 2. — FORMULES GENERALES

3. Soit U la fonction des forces dues 4 Pattraction mutuelle des masses ;
selon la coutume nous appellerons aussi cette fonction le potentiel newlonien,
bien que I’expression soit impropre ; et désignons toujours par p, p et o la
densité, la pression et la vitesse angulaire en un point du fluide.

Les équations générales de I’Hydrodynamique appliquées aux mouve-
ments de rotation uniforme s’écrivent :

1 dp JU R

p 0z o T

1 dp JU o
(5) { é-@=0§+wya

x99V

p 9dz 0z

. . . dp dp 0
Elles expriment que les paramétres directeurs % (75 f de Ia normale

au point (=, y, z) 4 une surface d'égale pression sont proportionnels aux
composantes

8 = g + w?z,
20U

©) &= gy + 0%,
U,
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du vecteur pesanteur ;: résultante de l’attraction et de la force centrifuge.
en ce point. On en déduit immédiatement cette propriété générale :
Le champ de la pesanieur est orthogonal aux surfaces d’égale pression.
En particulier, si la surface-limite du fluide supporte une pression uni-
forme, le vecteur ;est normal & cette surface en chacun de ses points.

4, Montrons maintenant comment on peut calculer la rotation w, a
partir des équations (5), lorsqu’on suppose connue la répartition des masses
en couches d’égale densité.

Lastratification étant de révolution autour de I’axe derotation oz, U,», p, p,
ne dépendent que du carré [2 et de la cote z du point considéré ; de sorte que
le systéme (5) se réduit aux deux équations indépendantes :

1 dp JU o

(7) E'Eﬁ:dlz"*‘;’
1 dp dU
(8) 60T 0z

Multiplions la premiére équation par di2, la seconde par dz et ajoutons-les,
il vient :
1 (dp e + dp > <0U 0)2> ., 0U
=55 sdz) = \{5p + =] d® 4+ 5 da.
(9) o \oP Jz OB + 2 T g %
Le mouvement étant supposé permanent, la quantité entre parenthéses
du premier membre n’est autre que la différentielle totale exacte de p, et
I’on peut encore écrire :

oU | o oU
(10) dp = p [(Wi + ) i + 5 dz]'

La densité p doit donc étre un facteur intégrant de expression différen-
tielle entre crochets ; ce qui s’exprime par la condition nécessaire et suffisante :

D=4

En tenant compte de 'égalité :
0 (oU\ 0 [ou\ ()
0z \0B/) ~ o 5z)

(1) Ces dérivées partielles sont continues & Yintérieur de la masses; cf. Tisseranp, loc. cit.
t. IL, p. 21,
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elle se réduit a ’équation aux dérivées partielles :

l)(Dy U) . 0 2
(x2) 2 D(e )~ % )
que doit satisfaire »? pour définir un régime permanent de rotations.

On remarquera que p et U ne dépendent que de la répartition des den-
sités et que, par suite, le déterminant fonctionnel est connu. Dés lors une
simple intégration par rapport & z donnera pw?® a une fonction additive de
pres.

5. Pour déterminer cette fonction nous devons faire intervenir une
nouvelle hypothése.

Nous nous placerons dans le cas des corps célestes en exprimant quec la
masse fluide baigne dans une atmosphére a pression constante.

Soit S (2, z) = o I’équation de la surface limite ; elle définit une fonction

z({?) que nous désignerons par z,.

En convenant de substituer z, & z dans les expressions affectées de
Pindice e, I'intégration de 1’équation (12) donne :

»? w2 e D(p, U)

(13) 14 —2‘ = ‘o¢~2— — ] T)—(‘[z:—z—)— dz.

L’intégrale du second membre est déterminée par la stratification ;
seule la vitesse angulaire superficielle «», reste a calculer.

A cet effet, nous traduirons analytiquement I’hypothése précédente
au moyen du systéme des deux équations simultanées :

- N 2 oU
[ (5] o () - o
) S\ . . [0S\ , _
( <d—l2>e ae + <5£>e dz = o,

qui doivent étre satisfaites pour des valeurs non toutes nulles de di? et dz ;
pour cela il faut et il suffit que le déterminant :

(14)

NERTEC
. - . e =
(15) ‘dl . 2 'dz . - —C)
a5’ 0_5
o e (dz )e

soit égal & zéro,
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On tire de cette condition :
ol g D(s, U)J
(16) Pe'—zm = st\ [ |)(l2 ) ’
o),

et, en porlant cette expression dans la relation (13), on obtient :
2_._2,/ B fﬁe]) P’U)
(17) o —‘04\(()8 [l) l Z)] [
1(a:). \
Telle est la formule fondameniale qui régit les rotations internes d’une
masse fluide hétérogéne.

6. Lorsque la rotation d’une masse fluide s’effectue en bloc, les surfaces
d’égale densité devant coincider avec les surfaces d’égale pression, il est
nécessaire que la couche superficielle ait une densité constante.

Dans le cas d’un astre fluide doué de mouvements relatifs, cette con-
dition n’est plus impliquée par les ¢quations fondamentales de I’hydrody-
namique, mais physiquement, il est vraisemblable de la considérer encore
comme réalisée.

On congoit, en effet, que les diverses substances composant la nébuleuse
originelle aient d se séparer suivant leur nature chimique et se condenser
successivement, lorsque, pour chacune d’elles, les conditions requisesb de tem-
pérature et de pression se sont trouvées réalisées. La couche superficielle
doit par suite étre un mélange sensiblement homogéne des derniéres vapeurs
qui se sont simultanément précipitées ; et comme, d’autre part, cette couche
supporte une pression nulle ou la pression uniforme d’une atmosphére gazeuse,
on pensera sans doute que notre supposition est fort naturelle.

7. Elle s’exprime par le systéme des deux équations :

‘ (g;) e + <0b), ds = o

<
dp 2 dP) — -
( (W)edl +<5—2 ‘dZ»—-O,
ces équations devant étre satisfaites pour des valeurs non toutes nulles de

di? et dz, il faut et il suffit qu’on ait :

9S dp 9S Q@] o
o9z 0z orf.T

(18)



PROPRIETES ET FORMULES GENERALES II

en tenant compte de cette relation, 'équation (17) s’écrira :

§§ P ])(p, {“e|> p,IJ é
@, k- |

Si donc on pose :

(19) (1)2 =

J

v 2 D(p, U)
(20) Q—%.“Wﬂ)
0z
il vient :
s I - e Jp
(21) w" = P <Pe Q, L[ Q dz dz>
ou encore, en intégrant par parties :
()Q
(22) f}) - g) _l— f .’ ()v

z

8. Il est intéressant de remarquer que Q esl précisément Pexpression
que U'on obliendrait pour le carré de la vilesse angulaire dans le cas ot le champ
de la pesanteur serail normal aux couches de densité consiante.

Pour s’en assurer il suffira de répéter, pour une surface d’égale densité
quelconque, le raisonnement (n° 5) qui nous a permis de calculer »? sur la
couche superficielle, » prenant ici la place de S. ,

M. Wavre, qui s’est spécialement occupé de la recherche des stratifi-
cations susceptibles de satisfaire 4 la condition ci-dessus, a donné de Q un
développement en série nouveau procédant suivant les puissances du cosinus
de I’angle des rayons vecteurs du point potentié et d’un point potentiant.

— Ces calculs et les résultats mnégatifs que nous rappellerons dans la
deuxiéme partie de ce mémoire permettent de penser que les siralifications
cherchées sont en nombre lrés resireint (1).

9. En prenant comme variables indépendantes 2 et s au lieu de 2 et z
les équations (21) et (22) prennent la forme plus élégante :

Q'd0>,

%,

(23) of — <o§) —f'e

(24) w? = O + p

{*) Ct. R. Wavre, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 184, 1927, p. 739 et P. Dive
t. 184, 1927, p. 371.
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On établira d’ailleurs sans difficulté que, dans le systéme de variables
indépendantes actuel I’expression (20) de Q prend la forme simple :

a0 =25, ©

De sorte qu’en faisant apparaitre le potentiel U les formules (23) et (24)
deviennent :

0 -l f “wae—a(E),_ |

dU *U
(87) ot =2 et f ? dgore df’]
Sur la couche superficielle :
, au.
(27) ol = —2 5

10. Si au lieu de prendre comme variables 2 et p on prend 2 et p, ex-
pression de w? affecte une forme plus comprimée encore.

En effet, si on imagine un déplacement élémentaire s’effectuant sur
une surface d’égale pression, ’équation (10) donne, en désignant par (dU)p
une variation & p constant :

(0U),= QST‘;) diz 4 (dolzj->pdz %
d’ott Pon tire :

ou
28 P=2y
( ) o 2 <()l2 >p = const,

Mais cette formule n’exprime pas directement » en fonction de la strati-
fication.

§ 3. — CONDITIONS AUXQUELLES DOIT SATISFAIRE LA STRATIFICATION

11. Remarquons tout d’abord que, la masse fluide étant située toute
entiére & distance finie, il existe deux valeurs de z, z,' et 2z, correspondant

(*) Pour simplifier I’écriture nous supprimerons dorénavant les parenthéses et 'indication
2 == const. ; il sera entendu, sauf avis contraire, qu’il s’agit d’une dérivée partielle prise dans le
systéme de variables * et 5.
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4 un méme point intérieur ; ce couple de valeurs est d’ailleurs unique puisque
la surface limite du fluide est supposée convexe. Mais w? devant étre parfai-
tement défini en chaque point, on doit avoir (22):

1 (% 00 T (e
w2:&2+}{~ pa;dzzg_’.{—;)‘[‘ pg;dL

Or, p et U sont des fonctions uniformes de I et z et il en est, par suite,
de méme de Q. Il faut donc qu’on ait Pidentité :

(29) e dz=o

(30) [ a-f)f-U-dpEo

“ A
Pintégration étant faite suivant une parallele 4 I’axe de rotation menée par
un point intérieur quelconque, et A et B désignant les points d’intersection
de cette paralléle avec la surface limite.

12. 1l est évident que la condition exprimée par les identités (29) et (30)
est certainement satisfaite lorsque les couches d’égale densité sont symétriques
par rapport 4 un plan équatorial.

Dans le cas des équilibres relatifs M. Lichtenstein () et M. Plancherel
ont démontré la nécessité de 'existence de ce plan.

Ainsi que I’a fait observer M. Wavre leur démonstration s’étend d’elle-
méme au cas ou 'on admet la possibilité de rotations internes tout en suppo-
sant encore que le champ de la pesanteur est normal aux couches d’égale
densité.

13. Nous allons montrer que, dans le cas des mouvements de rotation
les plus généraux, on se retrouve encore dans les conditions de validité de
cette démonstration lorsque la vilesse angulaire w a la méme valeur en deuzx
poinis A el B, appartenant ¢ une méme couche p, el situés a la méme distance 1
de P'aze, ce qui exige que w(p, 22} soit une fonction uniforme de p et 2.

() Astronomie und Mathematik in threr Wechselwirking, Mathemaiische Probleme in der
Theorie der Figur der HimmelsKorper, p. 69 ; et Mathematische Zeitschrift B. 28, H. 4, p. 635 &
640, 1928,
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Remarquons alors que, dans ce systéme de variables, I’équation (12)
devient :
e Y
et sous cette forme il est visible qu’elle implique ’'uniformité de la dérivée
‘(,1}%; de sorte qu’en désignant par U, et Uy les valeurs de U en A et B, ona:
U, = Uz + z(p)

la fonction y ne pouvant dépendre que de p. Mais cette fonction est nécessai-
rement nulle, car, sur le paralléle de contact de la couche p et des tangentes
paralléles 4 Paxe, on a évidemment U, = Uy, puisque U est une fonction

uniforme de z et 2. On a donc bien pour toute valeur de [ :
(32) U, = U,

(Vest sur cette égalité que repose I’élégante démonstration de MM. Lich-
tenstein et Plancherel & laquelle nous prions le lecteur de se reporter. Bornons-
nous a dire ici que ces auteurs utilisent la notion de points d’accumulation
des bornes supérieures des milieux des cordes A B.

14. Dans ce qui suit, nous ne considérerons que des stratificalions possédanl
un plan équalorial de syméirie. En le prenant comme plan oxy, il suffira
d’étudier les mouvements internes des éléments de cote positive. On pourra
aussi prendre comme variables indépendantes 2 et z* au lieu de 2 et z ; les
formules (19), (21) et (22) se transformeront en celles qu’on obtient en y
substituant simplement 2% & z, 22 & z.

On aura, par exemple :
2
d <0 Q — f Q 2 dz2)-
U 2 0z

15. Observons maintenant que la vitesse angulaire devant étre réelle,
le second membre de l'équalion précédenie doit éire essenliellemeni posilif. On
en déduit que seules les stratifications associées 4 une expression de Q vérifiant
Pinégalité :

(38) w? ==

ol

422 0
(34) 0.0, > J Q o dz2
22 z

peuvent étre douées de rotations internes permanentes.
Sur la couche superficielle I'intégrale du second membre s’annule ; par
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suile, Qe doil élre posilif, et comme <3—52> est négatif, en vertu de notre hypo-

thése sur la croissance de la densité avec la profondeur, la formule :

0 — 2> .[D(p,U)

]) ( lz’ zz ) e
02

montre que le déterminant [9—%';2’ gz))] doit étre négatif, c’est-a-dire que
I'on a: ’
gy (W
/. or /.
(35) — > — :

dp U\
022/, 022 ),

Cette condition exprime que les surfaces équipotentielles du champ
d’attraction newtonien (U = const.) coupant la couche extérieure sont
moins aplaties que cette derniére.

On voit que si cette propriété s’étend & toutes les couches d’égale densité,
Q est positif dans tout le domaine du fluide; I'inégalité (34) est alors certai-
nement satisfaite et I’on est assuré de existence d’un régime permanent de
rotations.

16. Si la masse est constituée de couches sphériques, le jacobien

D(p, U)

D (8, z?)
est évidemment nul pour toute loi de variation de la densité ; Q et w sont
identiquement nuls ; le fluide ne peut étre qu’au repos absolu.

17. Enfin, on peut se demander si pour toutes les stratifications soumises
aux restrictions énoncées la pression p, déduite des équations fondamentales,
est positive en tout point du fluide.

Il suffirait de montrer que p est positif en tout point situé au-dessus du
plan de symétrie z = o.

Or cela résulte trés simplement de I’équation :

(5) p 0z = Oz

en effet, en se souvenant que la densité croit constamment avec la profondeur,
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il est presque intuitif que la composante de Pattraction, paralléle & oz,

Z = % est négative en tout point M de cote positive ; il en est alors de méme

de gf , et comme la pression p. est positive (ou nulle) sur la surface limite

elle Pest a forliori au point M.

Mais on peut établir analytiquement cette proposition de la maniére
suivante :

Ecrivons ’équation (5) sous la forme :

o el 2 1)
en utilisant une relation connue de la théorie du potentiel newtonien () dans
laquelle ¢ désigne la cote d’un point potentiant, ¢ sa densité, r la distance du
point potentié & un point potentiant, et y le cosinus directeur par rapport a
oz de la normale exiérieure & la surface libre.

Effectuons les intégrations en groupant deux & deux les points poten-
tiants symétriques par rapport au plan zoy ; soient P un de ces points de
cote positive ¢, P’ son symétrique de cote ¢/ = —- ¢. On a pour ces points :

Jq dq
(37) <(§E>a =~

et, sur la surface (y), = ve ; de sorte que I’équation (36) deviendra, en
appelant r et " les distances MP et MP’ :

TR o PN

Par hypothése gg est négatif, tandis que y est positif puisque la couche

superficielle est convexe ; d’autre part, on a visiblement r <<r" et r, << r/.

g;p est donc bien négatif en tout point M de cote positive.

11 faut en conclure que la pression est positive dans tout le domaine du fluide
sauf, éventuellement, sur sa surface ou elle peut s’annuler.

() Cf. par ex. P, AppeLL et S, DaurseviLLE, Précis de Mécanique, 2¢ éd., p. 582.
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§ 4. — CONDITIONS SUPPLEMENTAIRES

18. Lorsque le fluide est compressible, on doit introduire une nouvelle
condition qui relie entre elles la pression, la densité et la température.

Si le fluide est hétérogéne, au sens chimique, cette relation devra, en
chaque point, se réduire & I’équation caractéristique de la substance du fluide
au point considéré ().

Une telle relation serait de la forme :

(39) f(Pv Py 5 xza ZZ):o;

nous pourrions Pappeler équation caractéristique généralisée.

Or, nous avons établi, dans la premiére partie, qu’il suffit de se donner
la stratification p(a?, z2) pour déterminer complétement I’expression de w?,
puis, par I'équation aux différentielles totales,

, U | o oU
(10') dp =p [(5‘;2 + %> da® 4 55 dzz]’

la pression, quand on s’impose une pression superficielle constante.

La physique empéchera, sans doute, que les couches d’égale densité
ne s’écartent trop des couches de méme nature chimique.

Quoi qu’il en soit, les fonctions p(«?, 2%) et p(x?% z?) une fois connues,
Péquation (39) donnera la fonction z(a?, z2) qui permettra de tracer dans le
fluide les surfaces isothermes.

Mais il faut bien remarquer que ces surfaces ne correspondent pas nécessai-
remenl & une distribution des lempéralures en équilibre.

Il serait cependant naturel de s’imposer cette condition. On devrait
alors ajouter aux équations du probléme une équation de la chaleur pour
un corps hétérogeéne. Le probléme, se compliquerait considérablement. Nous
ne ’aborderons que dans le cas ou la température de la masse est uniforme
et dans les deux hypothéses suivantes :

1° Le fluide est hétérogeéne et pratiquement incompressible.

{1} Ce pourrait éire, par exemple, une équation a 4 paramétres du type de Clausius :

[p +c(51b7] (g~w> -
0

ou = désigne la température, a, b, ». R des constantes caractéristiques,
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20 Le fluide est chimiquement homogéne, compressible et, par suite,
doué¢ d’une équation caractéristique unique.

§ 5 — VARIATIONS DE LA VITESSE ANGULAIRE

19. Pour faire I’étude des variations de la vitesse angulaire & I'intérieur
de la masse il sera souvent commode de prendre comme variables indépen-
dantes [? et p. La densité étant une fonction monotone de 2 et 22 et les couches
étant supposées convexes, ce choix ne peut préter & aucune ambiguité.

Des formules (26) et (27) on déduit immédiatement les suivantes :

d* 1 9Q (o0
(40) o7 = ;<Pe aw ) oF dP)
90? 1 [ 90
(41) o T T F VE P,

ou, en fonction du potentiel U :

st 2 e g2u U )
(a2) =2 S e — e (imem), _, |
dw?

do? 2z (0 PU
dp — A . e ()lzdp"J'

(43)

Ces relations permettent de discuter les variations de la vitesse angulaire

en latitude (42), sur une surface a densité constante, et en profondeur (43),
suivant une paralléle & I’axe de rotation.

20. En particulier, dans la couche mince qui enveloppe le fluide, les
mouvements relatifs sont régis par les deux équations :

dw? *U
(44) 'd—lg = — 2 (m—iz)e)
dw?
(45) <—~> = 0,
o /e

La dérivée seconde W2;~lg n’est pas nécessairement nulle pour p = g et

il peut exisler sur la couche superficielle des varialions de vilesse angulaire du
péle a I'équateur.

De telles variations sont observables sur des astres fluides a haute tem-
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pérature comme le Soleil, Saturne ou Jupiter. Par exemple, on sait que, sur
le Soleil, la rotation diminue de I’équateur au pdle et que sa variation est
4 peu pres proportionnelle & la latitude ; tandis que la zone équatoriale fait
un tour en 25 jours, les calottes polaires n’effectuent leur révolution compléte
qu’en 28 jours environ. )

Quant a I’équation (45) elle exprime que, pour toutes les stratifications
assurant un régime permanent, les surfaces d’égale vilesse coupent la couche
superficielle parallélemenl a Paxe de rotation.

21. Lorsque la couche superficielle tourne d’un seul bloc, la dérivée

2
% est identiquement nulle et I’équation (44) prouve que le potentiel super-

ficiel U, est de la forme :
2
(46) Ue=— P+,

C ¢tant une constante que 'on peut calculer — ainsi que nous le mon-
trerons plus loin, — en fonction de la masse totale du fluide.

22. Pour que chaque couche tourne d’une piéce, il faut et il suffit, en
vertu de la relation (42), que l'on ait en tout point intérieur :

*U
(47) oror = °

d’ow, pour le potentiel, ’expression :

2
(48) U=—"’—gi)12+v(p)
ou w et p ne dépendent que de o.

23. Une derniére particularisation nous conduit 4 la forme que doit
nécessairement affecter le potentiel d’une masse fluide hétérogéne en équilibre
relatif :

(49) U=—22+P(p),

o élanl, celle fois, complélement invariable.
On remarquera que la fonction P(s) des formules précédenies n’esi auire
que le potentiel sur l'axe polaire.

Ce dernier cas est celul des astres refroidis dans lesquels les forces de
frottement, développées par la viscosité du fluide, ont absorbé, & la longue,
tous les mouvements internes.
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§ 6. — VISCOSITE DES ASTRES FLUIDES

24. Dans tous les calculs que nous venons d’exposer, nous n’avons con-
sidéré que des fluides parfaits dénués de viscosité. Cette hypothése simpli-
ficatrice nous éloigne de la réalité.

On peut cependant se demander dans quelle mesure les résultats del’étude
précédente sont susceptibles de représenter qualilativement les propriétés
des mouvements internes des astres fluides.

D’aprés la théorie de la viscosité, les forces de frottement s’exercant
entre deux couches de molécules sont proportionnelles au gradient de la
vitesse dans la direction normale & ces couches (*). On congoit, dés lors, que
pour des fluides doués de mouvements relatifs assez lents, les effets de la
viscosité puissent étre inappréciables. Ce sera le cas des astres peu aplatis.

De plus, si I’'on songe que, dans les équations régissant les mouvements
internes réels, les forces de viscosité doivent étre comparées aux forces de
gravitation, bien plus considérables, on peut penser, avec vraisemblance, que
I’hypothése de la fluidité parfaite constitue une premiére approximation, au
moins durant une période suffisamment courte de 'évolution d’une planéte
fluide. On connait d’ailleurs cette proposition d’Helmoltz suivant laquelle
I’effet du frottement intérieur est d’autant plus lent & se faire sentir que la
masse en mouvement est plus étendue; on sait aussi, d’aprés les équations
de Navier et de Duhem (%), que I'influence de la viscosité est en raison inverse
de la densité.

Rappelons enfin que les récentes études de MM. Jeans et Eddington
sur le rayonnement stellaire conduisent & admettre que, dans les astres &
haute température comme le Soleil et les grosses étoiles, la viscosité peut étre
considérée comme tout 4 fait négligeable.

A ce propos, M. Wavre a fait la remarque suivante :

« 8’il y avait une viscosité dont il fallit tenir compte, il y a longtemps
que le Soleil, Saturne et Jupiter tourneraient d’un seul bloc, le frottement
aurait rendu imperceptible le mouvement des zones les unes par rapport aux
autres. A-t-on jamais observé un ralentissement des mouvementxs relatifs

() Cela suppose que les vitesses de déplacement sont faibles par rapport & la vitesse
d’agitation thermique.
(*) Dunewm, Recherches sur U Hydrodynamiqué, 1° et 2¢ séries, 1903, 1904.
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des zones paralléles ? La viscosité est donc trés faible et il ne semble pas qu’il
y ait lieu de la faire intervenir en premiére approximation. » ().

Dans le cas du Soleil et des grosses étoiles il se pourrait que la correction
relativiste due & la courbure de I’Espace-Temps soit comparable a Ia correc-
tion de viscosité.

Nous croyons que ces quelques remarques prouvent assez l'intérét con-
cret des résultats d’une étude théorique sur la masse fluide hétérogéne sans
viscosité.

Parmi ces résultats, celui de la variation de la vitesse angulaire sur la
couche superficielle est susceptible d’étre contr6lé par 'observation. 11 expli-
querait, en particulier, ’existence des bandes paralléles de Saturne.

(*) Wavre, Archives des Sciences physiques et naturelles, vol. 8, 1926, v. 332.



CHAPITRE II

REMARQUES SUR LE CAS PARTICULIER
OU LA DENSITE NE DEPEND QUE DE LA PRESSION

25. Physiquement, ce cas serait réalisé par un fluide compressible, chimi-
quement homogéne, et dans lecquel chaque couche de densité constante aurait
une température uniforme.

En effet, dans Péquation caractéristique du corps

f(Fv P 9) = 0,
la température 9 devient une fonction de p, de sorte qu’en définitive la
densité ne dépend plus que de la pression. Comme cas particulier, 5 pourrait
dtre constant dans toute la masse.

— Il en serait de méme pour un mélange de gaz parfaits et de vapeurs,
saturantes ou non, pourvu que les lois de Dalton soient applicables aux fluides
animés de rotations permanentes. Cette hypothése parait vraisemblable ;
il s’agirait de savoir comment la diffusion qui se produit entre deux couches
de molécules est influencée par leur mouvement relatif. Mais cela reléve de la
Théorie cinétique.

— Si la masse est en état d’équilibre relalif, w est constant ; le second
membre de l’équation

2
W= (G ) e n e
déduite des équations fondamentales de I’hydrodynamique, est une diffé-
rentielle totale exacte ; et ceci exige encore -— indépendemment de {fouie
équation caractéristique — que la densité ne dépende que de la pression.

26. Dans tous les cas, les surfaces & pression constante coincident avec
les surfaces d’égale densité.
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Or, nous avons vu (n° 3) que, en toute hypothése, les équations fonda-
mentales de 'Hydrodynamique impliquent 1’orthogonalité du champ de la
pesanteur et des sufaces d’égale pression (surfaces de niveau).

Il faut en conclure, d’'une maniére générale, que, lorsqu’il existe une relation
o = [(p) enire la densiié el la pression seule, les lignes de force de la pesanieur
el les couches d’égale densilé forment deux sysiémes orthogonaux.

§ I. — DISTRIBUTION DES VITESSES

27. \insi ue nous l'avons déja fait observer (n° 8) il résulte de cette
propriété que I’expression de w? doit se réduire & celle de Q.

Les formules (41) el (24) montrent alors, que I’on a les identités équiva-
lentes :

08 dw?
(50) % =o, o

On en déduil que lous les élémenis du fluide situés a la méme dislance de
Paxe de rotation sont animés de la méme vilesse angulaire.

Ce théoréme apparait, ici, comme une conséquence immédiate de nos
formules générales. On sait qu’il a été énoncé par Henri Poincaré dans sa
Théorie des Tourbillons (*) et que M. Wavre I’a signalé récemment en faisant, la
critique des travaux déja publiés sur la rotation de I’ellipsoide hétérogeéne (2).

28. On peut encore parvenir & ce résultat par une autre voie qui conduit
4 des formules intéressantes applicables au cas général.
Eliminons U entre les équations :

(7) =t
(3) %%:%,
(x2) 2 Bl = 5 (pot),
on obtient la relation :

(50 2 D) = ¢ 5

(1) Carrg, édit. 1893, p. 178.
2) Archives des Sciences physiques et naturelles, 5¢ période, vol. 8, p. 330.
prysiq P P
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que 'on peut aussi écrire, dans le systéme de variables 2 et o :

Jdp ()’1)2
e SRL

Elle exprime que si, sur une couche d’'égale densiié, la pression décroil
avec la distance a Paxe, la rolulion croil avec la profondeur, el tnversement.

En parliculier, si la pression demeure constante la rotalion ne varie pas en
profondeur (c. Q. F. D).

§ 2. — POTENTIEL ET STRATIFICATION

29. Dans I’équation (3)% = 0, remplagons Q par son expression (25) en
fonction de U ;il vient : '
2*U
(53) Mo, = ©
A Uintérieur de la masse lournante le polentiel newlonien U des forces d’altrac-
lion doit, par suile, élre de la forme

(54) Q(B) + P (p).

ot Q ne dépend que de I et P que de p.

La propriété précédente impose donc unc condition restrictive a la stra-
tification.

Nous avons pu prouver que le potentiel d’une masse hétérogéne, formée
de couches ellipsoidales concentriques homogines, ne pouvait pas étre identifi¢
a Pexpression (54) ; mais il est plus rapide et plus élégant de démontrer, indi-
rectement, cette impossibilité par le procédé que nous exposerons au cha-
pitre IV de la deuxi¢me partie.

D’ailleurs, on sait que, dans T'’hypothése d’une rotation en bloc, le
potentiel de I'attraction doit affecter la forme particuliére (49) :

2
— 2+ P(g).

Poursuivant l'analyse de ce cas classique M. Wavre a obtenu par une
méthode trés élégante, une relation purement géométrique & laquelle satis-
fait la stratification de toute figure d’équilibre ().

(1) Commentarii Mathematici Helyetici, volume 1, 1929, fascicule premier, p. 3.
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§3

. — TOURBILLONS

25

30. Les composantes du vecteur tourbillon suivant les axes oz, oy, oz

sont données par les formules :

|

(55) (
en tenant compte des égalités
(56) £=
(57) n =
(58) =

I
2

. I gw 00
S T2 ()y_‘(—)E)’
E<T‘ ?@)
2\0z  dz )
I ()cf du
2 \dz ~ ay)’

— oy, » = + oz, w = 0, il vient :

N =

Eay

S
I

f)_(L)
"0z’

()_w
"0z’

NI NI

o dw
Gw+x£+y@)

o

Or, on a vu que, dans I’hypothése actuelle, » satisfait & I'identité o, =0

ou a I'identité équivalente :—;—(: = 0. On en déduit les deux propositions :

i

1° En lous les poinis silués a la méme distance de I'axe de rolalion, le vec-

teur lourbillon a la méme valeur.
20 Les surfaces de tourbillons sont des cylindres de révolution autour de

cel azxe.

31. Cherchons & quelle condition doit satisfaire la stratification pour que
le mouvement soit irrotationnel.

La composante £ du tourbillon devrait étre aussi identiquement nulle.

En introduisant la distance & I’axe [, cette condition s’exprime par ’équa-

tion :

(59)

Q)‘l‘lzg%z):()

d’ou, en intégrant et en élevant au carré :

(60)

»?{* = const.

4
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Remarquons que :

et désignons par .\ une constante, I’équation (60) donne

OU__ A
o n

U dl?
f‘?)l‘z—dlzzz\ l';_+1)('0)

P(p) étant exclusivemeni une fonction de p; elle n’est autre que celle de la for-
mule (54).

On obtient ainsi la forme générale que doil affecter le poleniiel newtonien
des stralificalions douées de mouvemenls internes irrotationnels.

et, par suite

(61) U="V(p) — =

32. On peut, en particulier, supposer que ’on a simplement
(62) P(p)="h-p

h étant une constante. Cela revient & admettre que la pression est une fonction
linéaire du carré de la densité.
En effet, en prenant comme variables indépendantes 2 et p 'équation :

1dp 18]

00z = oz’
devient

1dp O0U

pop ~ O

Or, dans notre hypothése, %I—j = h, et ’on a bien
P

h
(63) p=3/+B

ol B est une constante.
Un fluide compressible doué d’une équation caractéristique de cette forme
résisterait donc d’autant mieux & la compression qu’il serait déja plus comprimé.
Dans sa Mécanique céleste (*), Laplace admet qu’a I’origine le fluide ter-

("} T.V, 1856, livre onziéme, p. 18 et 19,
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restre était constitué d’une substance compressible unique, et il cherche & sa-
tisfaire aux données de la Géodésie en utilisant une relation telle que (63).

Avec cette loi de variation, la formule (61) donne I’équation intégrale de
Fredholm & trois variables :

Sp(x2+y2-, z%)

(64) — fJ 2R 2 ____ dadbde o A__,
) I[vf(c ARV Py iy s Sy Py

A

dont la solution en p fait connaitre la stratification quand on se donne le do-
maine d’intégration V.

83. Remarquons enfin que, quelle que soit la loi qu1 relie entre elles la
pression et la densité, la force centrifuge est donnée par la relation :
(65) WPl = %

Sur un axe voisin de I’axe de rotation la force centrifuge serait donc infi-
niment grande. Comme il ne peut exister aucun corps matériel de dimensions
finies produisant, en un point, un champ d’attraction infini susceptible de se
composer avec cette force, il faut en conclure que la masse tournante ne peut
avoir aucun point commun avec I’axe. D’ou cette proposition :

Un mouvement irrotationnel ne peul exister que dans des stralificalions
limitées par des volumes ayanl la connexion du lore.

La forme ellipsoidale des corps célesles fluides prouve donc que leurs mouve-
menls iniernes ne sauraient étre irrotationnels (*)

(*) Les recherches de Maxwel, de Henri Poincaré et de Mme de Kowalewska ont prouvé que
Panneau de Saturne ne pouvait é&tre assimilé¢ & un fluide et qu’il devait étre constitué de grains
de poussiére cosmique n’exergant aucune pression les uns sur les autres ; cf. Tisseranb, loc. cit.,
t. II, p. 171,



CHAPITRE III

QUELQUES PROPOSITIONS
RELATIVES AUX MOUVEMENTS GENERAUX

Avant d’aborder I’étude spéciale des stratifications ellipsoidales,
nous établirons quelques théorémes intéressant la Mécanique céleste ou la
Géodésie.

Nous allons montrer, en particulier, comment certaines propositions
connues, relatives au cas de I'équilibre relatif, peuvent étre étendues aux
mouvements généraux dont nous venons de prouver I’existence.

§ 1. — GENERALISATION DU THEOREME DE STOKES
SUR LES FIGURES D’EQUILIBRE

34. On doit & Stokes et & Henri Poincaré cet important théoréme :

Lorsque la surface libre d’une planc¢te est orthogonale au champ de la
pesanteur, le potentiel de I’attraction qu’elle exerce sur un point extérieur ne
dépend que de sa masse totale, de sa vitesse de rotation et de sa forme géo-
métrique (1).

I.a démonstration suppose que la planéte fourne en bloc autour de I'axe
de rotation. Or, comme nous ’avons déja remarqué, cette condition ne s’im-
pose pas a priori pour les astres fluides tels que le Soleil ou Jupiter.

En admettant encore que dans ces astres les surfaces a densité constante
soient, en lout point horizontales, M. Rolin Wavre a obtenu une premiére géné-

() Ci. F. Tisseranp, Traité de Mécanique céleste, t. 11, 1891, p. 324, et HENRI POINCARE,
Figures d’une masse fluide, 1902, p. 97.
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ralisation du théoréme de Stokes par un procédé trés nouveau ; son raison-
nement utilise cette propriété, mise en évidence par lui-méme, que, dans
Phypothése actuelle, les surfaces d’égale vitesse sont cylindriques (*).

Nous avons vu (n°® 27) que ces mouvements de rotation peuvent étre
considérés comme un cas particulier de mouvements plus généraux que nous
avons pu définir en nous libérant, sauf sur la couche superficielle, de la condi-
tion restrictive d’orthogonalité du champ de la pesanteur et des couches de
densité constante (2). Montrons qu’il est possible d’obtenir pour ces mouve-
ments généraux une nouvelle extension du théoreme de Stokes.

35. Soient, sur la surface limite Se du fluide, Ue(2) le potentiel de ’attrac-
tion et we(l?) la vitesse angulaire en un point dont la distance a ’axe est [ ;

nous avons établi la formule :
dUe .

(27) w2(B) = — 2 55
Si la fonction we(i?) est connue, cette équation donne U. & une constante addi-
tive C prés :

(66) e = ®(2) + C,

L ey w2(1?)
®.() désignant une primitive de — ~° .

Le potentiel Uz & I’extérieur étant harmonique et nul & 'infini est alors
fourni, en fonction du paramétre C encore inconnu, par la solution du probléme
extérieur de Dirichlet pour la surface Se et la fonction U.. Cela acquis, on dé-
montrerait par les procédés classiques (]) que la constante C est déterminée

par la masse totale M.

36. Mais nous préférons la méthode suivante qui conduit & une proposi-
tion intéressante et prouve, en outre, que le calcul de C est effectivement tou-
jours possible.

Désignons par P un point fixe extérieur, par P’ un point variable en
convenant d’affecter P ou P’ de ’indice e lorsque le point correspondant sera
pris sur Se, et soient, d’autre part, ®(P/) la fonction de point définie sur S,
égale & D(12), et G (P, P’) la fonction de Green relative a la surface limite S. ().

1) R. Wavrg, Comptes rendus, 185, 1927, p. 1113 et 184, 1927, p. 277.

()
{2} Comptes rendus, 184, 1927, p. 37I.
(8) Cf. par exemple F. Tisseranp, Traité de Mécanique céleste, 2, 1891, p. 324.
(*) Nous adoptons pour cette fonction la méme définition que M. Goursat dans son Cours
&’ Analyse, t. 111, 3® éd., 1923, p. 270:
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En indiquant par dn’ un déplacement élémentaire de P’ suivant la nor-
male extérieure 4 S. et utilisant ’expression (28) de Uk, la solution du probléme
de Dirichlet est donnée par la formule :

- d ! ’ d U g
(67) DE(P,C)=£T[]I@(P,f)dn,(}(f’,l))da +cffs WG(P,P)dc]

dont le second membre est de la forme :

(68) TH(P) + CK(P),

H(P) et K(P) étant deux fonctions du point P.
Portons cette expression de Uz dans la formule de Gauss :

dU
(69) [r dnE do = — 47M;

dn étant ici un déplacement élémentaire de P suivant la normale extérieure &
Se, il vient :

(70) fj;ej‘%I-I(P)dcrA—Cffse%ll((P)do—_——47rM

ou encore en explicitant H(P) et K(P) :

ral 2
\ff doﬂ tD(P;)d—ndd—n,G(P,P’)dc’
v 8¢ s,

2
, +Cff ds f d“ngl&}?c(l” P')ds = — 167M.
b Se Y8,

Toutes choses égales d’ailleurs, C dépend linéairement de la masse totale; par
suite, cette constante est unique et son calcul toujours possible par la rela-
tion (71).

On en déduit cette proposition :

Le polentiel de Ualiraction newlonienne d’une planéle en un point extérieur
est une fonclion linéaire de sa masse tolale.

Et le théoréme de Stokes est ainsi complétement généralisé.
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§ 2. — EXPRESSIONS DU POTENTIEL EXTERIEUR ET DE LA MASSE TOTALE
EN FONCTION DE LA PESANTEUR SUPERFICIELLE

37. Exprimons qu’en un point de la surface libre I’accélération de la pe-
santeur g. est égale & la somme des projections sur la normale des vecteurs
représentant P’attraction des masses et la force centrifuge ; on aura :

(72) g, = — <~%>e——w§l3;7

dn désignant toujours un déplacement élémentaire suivant la normale exié-
rieure.

Appelons, d’autre part, r la distance du point fixe P au point variable P’,
et convenons d’affecter d’un accent les fonctions qui dépendent de P’ seule-
ment ; une formule connue de la théorie des fonctions harmoniques nous
donne (1)

AT

Sur S., ddli% est fourni par la relation (72), d’out

oo e Jf v ()4 (e ) e

38. Supposons maintenant que le point P vienne en P. sur S. ; la valeur
Ue du potentiel en P. peut étre considéré comme la limite vers laquelle tend la
valeur de Ug (P) lorsque P se rapproche indéfiniment de Pe. :

, . w2 dl? ,
9 U= Jim [Ue () g+ 9]

Le second terme :
NI Yo dl'2> :
4 j;[' r <g,, 2 dn' do

représente un polentiel de simple couche ; par suite, ce terme est continu dans

(*) Cf. Goursar, Cours d’ Analyse Mathématique, t. I1T, 3® éd., p. 253, form. (x4) et p. 257.
Remarque du n° 529.
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tout ’espace et il suffit pour obtenir sa limite d’y faire r égal & la distance
P, P,. Il n’en est pas de méme pour le premier terme :

47' j U”dn<>

qui est un polentiel de double couche discontinu sur S.. D’aprés la théorie de
cette fonction (*) on doit écrire en effet :

R TP TGP

r étant égal a4 la distance PP dans le second membre. On obtient alors :

T o di? [“; ,
(77) U‘=57_1j' Uedn<>d +2‘zf[ zdn'd +~ JS ; 4o’

Transformons l'intégrale :

12

Iw? dl'2

(78) = j {‘ r 2z dn

en faisant apparaitre le potentiel superficiel U/, on a d’abord :
1 dU, dl*

(79) - f Care  dn dd',

La relation (77) devient ainsi une équation fonctionnelle en Ue ; nous allons
montrer qu’on peut en ramener la résolution a celle d’une équation intégrale
de Fredholm.

39. Soient y’ I’angle aigu de la normale extérieure en un point de Se avec
la direction de I’axe polaire oz, dX’ la projection de ’élément de surface ds' sur
le plan équatorial, r, et r, un couple de valeurs de r correspondant & deux
points Pa et Pez de Se, symétriques par rapport a ce plan, et d’azimut ¢’; on a:

dl’ ., , dX’
(80) 7 = sy, do' = c0s 7'

d¥ = ldl'dy’,
et en prenant comme nouvelle fonction inconnue ®. 'une des primitives :

"’3 e

(1} Cf. Goursar, loc. cit., p. 251,
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liée & Ue par la relation Ue = ®. + C, ou C est une constante, il vient :

(LT ao;
(81) l = — I{(;;—i—’;) U'tgy 5 dldy

[
-

I'intégration s’étendant maintenant & la surface du cercle équatorial X
Ensuite, en utilisant la formule de Green, on aura

' ' ’ ./ ' " X 1 ' o ’
o 1o (b [l 2w (2

r
I'intégrale curviligne étant prise le long du contour I" de X.

Sur I', tg 7' est infini ; cependant, I représentant un potentiel de simple
couche (78), continu dans tout ’espace, le second membre de la relation précé-
denle a un sens, méme lorsque les fonclions sous le signe somme deviennent infinies
sur I'; sa vraie valeur, égale & I, est la limite vers laquelle il tend lorsque le
cercle d’intégration X4 intérieur & X se rapproche indéfiniment de ce dernier.

Prenons, en particulier, comme primitive ®; la fonction

A2

w0’
(83) Ja — 2 gre
qui s’annule sur la circonférence équatoriale I" de rayon «a, de sorte que
(84) U (") = 0,(l') + Ue(a),
C= Ue ( a ).

Quand [’ tend vers a, la fonction sous le signe de somme de ’intégrale
curviligne prend alors la forme illusoire o X o ; pour connaitre sa vraie valeur
décomposons la en un produit de 2z facteurs :

(85) <5 n 3) I' et siny . L

ry lorg cos ¥
. . 2a . .
le premier a pour limite ~Tr étant, sur I', la valeur commune de r; et r,;
T

. .0 . . . .
le second affecte la forme illusoire ; sa limite, si elle existe, est la méme que

celle du rapport
dv!
~ %y
ds’
ou s’ est ’abscisse curviligne du point P, suivant la méridienne d’azimut 2.

Or,sur’équateur, % = flb, est nul, par suite de la symétrie de la strati-

o]
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. . e, dy . , . I
fication ; mais la dérivée d_g' a pour limite la courbure équatoriale p—~ de la
€q

méridienne du fluide. Montrons que Re; ne peut pas étre infini.

On a vu que, sur la couche superficielle, le carré de la vitesse angulaire
était donné par la formule :

2 2 D(p, U_)I
e (_(?P LD 2) .
0z2/,

qu’on peut encore écrire :

)
oU
(86) Wil = — <*__Z>___ <?I§>E,

‘ . o} .
Sur I’équateur, le premier terme prend la forme 5 sa vraie valeur est la
méme que celle du rapport des dérivées :

?0)
<3z dz/.

A
dzdz/.

et 'on remarque que lim K est précisément égal & — — ; d’autre part,
dzdz e Heq

Z2=0

en appelant ge 'accélération de la pesanteur équatoriale, on a :

— _ (9U\ _ e
o) o (29)
La relation (86) nous donne alors :
88 Reg = — —22___.
o ‘ lim 70
: = o\020z/,

2
Tout revient & prouver que la dérivée <§—z%> n’est pas nullesur I’équateur.

Utilisons pour cela la formule bien connue de la théorie du potentiel new-
tonien :

U 7 —c . (2 —c 0 .,
mﬁ*]f 7 fe 008 ¥ ds +fff e O
»se Ve

ou V, désigne le volume total du fluide.

() Cf. Paur Arerry, Traité de Mécanique rationnelle, t. 111, 1928, p. 76.
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On observe que, le point envisagé étant sur 1’équateur, sa cote ¢ est
nulle, et, de plus, que nos hypothéses sur la concavité de la couche superficielle,
la croissance de la densité avec la profondeur et la symétrie de la stratifica-
tion exigent que les produits

— z' cos Y’ et z 3%
soient négatifs en tout point de leur champ de variation.
. J? . .
La dérivée <52—([)jz> est donc certainement négative sur ’équateur et ne
e

peut s’y annuler en aucun point (c. 9. F.D.).
Il résulte de la que la fonction sous le signe somme de P’intégrale curvi-

ligne
! I I\ 1 ’ !
V[P‘De <;2 + ','.1‘> U'tg ) dy

est constamment nulle. Cette intégrale disparait donc de I’expression de 1.
En reprenant la notation des intégrales de surface on a simplement

» ,cosy d [l , ,
(89) I=ﬂ ¢2~7L37<;tgy>do‘.
Se

Portons cette expression de I dans la formule (77), ou nous remplagons
U. et U, respectivement par ®. 4 Ue(a) et @, + Ue(a) ; sil’on tient
compte de I'égalité :

I , . d /1 , 1 ", d [t , .
(90) éEffs[q)e"'b‘(“”aﬁf (;)d“ =an J) ¥ aw <) ds' — Ue(a)

on parvient & la relation :

(97) ®e-t 2Udda) = = ﬂs [{;(i) TR %(?tg ,)] bids + = ﬂng de.
Pour abréger 1’écriture, posons :

(92 S law G) = @ (Frs7)] = Kpap)

(93) e |[ & ar = cpa
Lorsque P. coincide avec un point Pe de I’équateur, ®(Pe) est nul, d’our :

(94) 2U(a) = [[ K(Pa, PHO(PdS" + f(Per)

. US‘
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et, en remplacant 2U.(a) par cette expression dans (91) :

A
(95) (I)(Pe)zj [K(Pn P:)_— K(Pew P;)J(D(Pe,)dgl_‘_f(l)e)_f(Peq)'
Se
®(P.) ést donc la solution unique d’'une équation intégrale de Fredholm
de seconde espéce.

40. On en conclut que cetle fonction est complélement délerminée par la
configuration géométrique de la surface libre du fluide el par 'accéléralion de la
pesanteur superficielle.

1l en est, par suile, de méme de la rolalion superficielle we qui en dérive par la
relation :

" d(I) 2
(27") ot = — 2 220

Dans le cas ou v est constant, cette derniére propriété peut s’établir di-
rectement, a partir de I’équation (77), au moyen d’une dérivation par rapport
a

41. Le potentiel superficiel U se déduit de ®. par addition de la cons-
tante Ue(a) donnée par (94). De sorte qu’en remplagant dans I’équation (77)
U, et w, par leurs expressions en fonction de g, on exprime le potentiel
extérieur au moyen de cette seule donnée.

On obtient ainsi le théoréme général suivant qui est & rapprocher du
théoréme de Stokes.

Lorsque la surface libre d’une planéte, lournant en bloc ou animée de mouve-
menls inlernes, esl orthogonale au champ de la pesanleur, le polentiel de I'attrac-
lion qu’elle exerce sur un poinl exiérieur ne dépend que de la pesanieur sur sa sur-
face et de la configuralion géoméirique de celle-ci.

On voit l'intérét des formules précédentes dans I’étude des mouvements
des satellites et spécialement dans la théorie de la Lune.

42. — ReEMARQUE. — Quand la rotation de la couche superficielle s’effec-

2
tue en bloc, le potentiel superficiel Ue est de la forme —-%g 2+ C,ouC estle

potentiel au pole. De la formule (74) on tire alors :

(96) UE:_‘é’i (. [1'2(7;< +dﬁ2]do +4ﬁff £ 4o,

v vg,
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et, dans le cas particulier du repos absolu, on retrouve la formule connue de la
théorie des couches de niveau :

— L (&
(97) U, = in .,0 " ds
dans laquelle g.' se réduil a Uatlraction superficielle (*).

43. Quant 4 la masse totale, elle s’exprime trés aisément en fonction de g.
au moyen de la formule de Gauss :
> do,
[

B ~ 7dU,
(69) 4mM = ——ﬂs ( n

2 2
dans laquelle on remplace — (%%E> par%e - ;lz% =+ ge, en substituant & 2

son expression en ge.
On peut donc formuler pour M un théoréme loud a fait semblable au théoréme
précédent relatif a U, ,

§ 3. — GENERALISATION D’UNE CONDITION DE H. POINCARE

45. De la formule (2) :
-
(98) an= ([ (e +5

—€ .
2 dn

) ds,

nous allons déduire deux conditions nécessaires auxquelles doivent satisfaire
les vitesses angulaires et les pesanteurs maxima et minima a la surface d’un
fluide en état de rotation permanente.

Soient, en effet, gmax. le maximum de ge sur la surface libre Se, gmun. son mi-
nimum, tn.x. le maximum de we sur Se et wp,, son minimum. On a évidem-
ment les deux inégalités :

" cdl
(99) 47-fM < gmax. fv“s dO’ "l_ 0)2ma,x. Ju/s l% dd’,

;¥ ¥ dl
(xoo) 4= fM > g ﬁ‘s ds + cozmm_j . l% ds.

L’intégrale f do est égale & 1’aire S de la surface limite.

/S,

(1} V. le Traité de Mécanique céleste, t. 11, de Tisseranp.
(3) f est la constante de la gravitation universelle.
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D’autre part, en désignant par y ’angle aigu de la normale 4 S. avec oz,
par ¢ azimut de ’élément ds, par s son abcisse curviligne suivant la méri-
dienne et par z sa cote,on a:

(x01) ccll_rlz = siny, do = ldods, dz = siny[ls
de sorte que

al

(102) l an do = Fdzdo

et, par suite :
+b

(103) U l—d—’% do = znf Bdz
JJs,

=b

b désignant le demi-axe polaire ; cette intégrale représente donc le double du
volume V du fluide.

On déduit alors des conditions (99) et (100) la double inégalité :
S s\ ®
(104) 2mamm. + S, <v> < 47rfpmoy, < 2(‘)2max~ + Eraax. <v> ¢

46. Nous avons pu vérifier ces conditions pour la Terre.
Avec les données suivantes (%) :

Opin, = Opar. = 727 + 1077 4 c. g. s,

iomoy. = 5,52,
8min. = 978,031
gmg,x‘ = 983’2161

S = 510101 X 10% cm?
V = 1083320 X 10* cm?
f= 6,67 X 10-8.

on trouve:

20® g (%) = 4506741 X 10712

47100, = 4616177 X 10712,

20% o T &, (%) == 4621115 X 1012,

(*} o moy : densité moyenne.
(?) Tirées de Y'Annuaire du Bureau des Longitudes pour Yan 1929,
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47. Un calcul semblable effectué avec les données relatives au Soleil, en
tenant compte de la variation en latitude de la vitesse angulaire, nous a con-
duit & des nombres trés voisins ; & cause de notre incertitude sur les dimensions
exactes du Soleil, nous ne croyons pas que ces nombres puissent constituer
une vérification suffisante.

48. Les inégalités précédentes généralisent le théoréme de H. Poincaré
sur la condition de possibilité de I’équilibre relatif d’une masse fluide homogéne
en rotation (1). En effet, si I’on suppose seulement que la couche superficielle
tourne d’une piéce on doit avoir :

(105) ——ﬁ7 <1

2"TPmoy.
§ 4. — SUR DEUX FORMULES GEODESIQUES

49. La recherche d’une surface enveloppant la Terre, et qui serait ortho-
gonale au champ de la pesanteur, constitue, comme on sait, un des problémes
les plus importants de la Géodésie.

Cette surface, appelée Géoide deréférence coinciderait avec celle de I’Océan
si ce dernier pouvait pénétrer & I'intérieur des masses continentales (%), comme
cela aurait lieu si celles-ci étaient poreuses.

Une intéressante formule, due & Heinrich Bruns (3) donne un moyen de

dn
pesanteur, de la pesanteur ge elle-méme, de la densité superficielle g et de
la rotation we ; on a, en effet :

o\
calculer le rayon de courbure Cc du Géorde au moyen du gradient (42) dela
e

\

(106) 2g,C, = (%) + 4nfp, — 20l

En supposant seulement que la densité ne dépend ue de la pression,
M. Wavre a donné récemment une démonstration trés élégante de cette for-
mule (*). Nous allons montrer qu’on peut encore établir une formule analogue,

(1} Bulletin astronomique, t. 11, p. 117.

(2) Cf. Tisseranp, Traité de Mécanique céleste, t. 11, p. 327 et 328.

(®) Heinricr Bruns, Figir der Erde. (1878)

{(*) Commentarii Mathematici Helvetici, volumen 1, MCMXXIX, fasculus primus.
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mais applicable au cas général ot les surfaces d’égale densité ne coincident pas
nécessairement avec les surfaces d’égale pression.

59. Nous partirons des formules donnant les composantes ¢z, gy, ¢: de la
>
pesanteur g suivant les axes de référence :

oU
8 = yp -+ wiz,

T

(5) ) & = g, T 0%
oU
87 9z°

Dérivons les deux membres de ces relations respectivement par rapport
az,y, z et ajoutons-les ; on obtient I’équation :

. Ow? Ouw?
(107) Div. g = \,U 4+ = O +y oy + 20?

ol \, désigne le second parameétre différentiel de Lamé.
La densité s’introduit immédiatement en utilisant la relation de Poisson :
AU = —4nfp
f étant toujours la constante de la gravitation universelle.

Soient, d’autre part, =, 5, 7 les cosinus directeurs de la pesanteur g par
rapport aux axes de référence ; on a:

(x08) g =128 &=08 L=78

et, par suite:

(108)) Div. g = g Div. (a, §,7) + « 26 + B %€ 4, %.
V- 8= 8 BT “ox T P oy T 7 0g

Mettons en évidence la signification remarquable du terme Div. (o, 3, 7).

Pour cela, considérons la famille des surfaces orthogonales au champ de
la pesanteur. Nous avons vu que ces surfaces coincident avec les surfaces & pres-
sion constante ; de sorte que C désignant la courbure moyenne (*) de I'une de
celles-ci au point envisagé, une relation importante de la théorie des surfaces,
nous donne :

(109) Div. (o, B, 7) = — 2C ().

() Nous appelons ainsi la moyenne des courbures des sections principales,
{3) La relation (109) nous a été indiquée, sous cetie forme symétrique, par M. Wavre qui
P’a obtenue directement, (suite de la note page suivante).
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Quant au terme :

08
dx

598 ., 98
+;5'()“g+/0’z’

. e s e dg o
il est précisément égal & la dérivée J‘,’l de g dans la direction de la normale

inlérieure & la surface d’égale pression passant au point (z, y, z.).
Enfin, »? ne dépendant que de la cote z et du carré 2 = 22 4 y2  dela
distance a4 ’axe de rotation, on a :

On? Ow?
(110) x Fr +vy B—y

Sil’on porte alors les expressions obtenues dans I’équation (107), il vient :

w2 Jo?

9
Ty =28

o Y2
s P

ou encore, en faisant apparaitre la vitesse linéaire V = wl :

2

, dg Y%
(111" 2gC=d—n+41rpf—2—5l§-
Telle est Péquation générale que nous voulions établir.

51. Elle s’applique, en particulier, & la surface libre du fluide qui, selon
notre hypothése, est la limite des surfaces a pression constante.

Nous avons ainsi le moyen de calculer la valeur exacte de la variation nor-
male de la pesanteur & la surface d’une planéte, en fonction des ¢léments su-
perficiels Ce, ge, pe, we directement observables.

Dans son Cours d’Analyse infinitésimale, p. 431, M. Ch. J. pE 1A VarrLEe-Poussin établit
la relation :
dx , d3
T + ay = — 2C.
On peut en déduire aisément Ja formule (109). En effet, en remarquant que, sur une surface
d’égale pression, z est une fonction de x et y, on peut écrire :
dx | dB _ da | 03 pg.bﬁ+a§'a_z,

de dy o Wy oz @ oz 2’
et il suffit de montrer que ’on a :

ox 0z o8 oz _

3 o | 2 oz vz
Or cette égalité s’obtient en dérivant la relation y* = 1 ~ (2* + B2) par rapport a z et en y
0z 2z
e

remplagant ensuite z et 3 par leur expression en fonction de oz’ oy et y.
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Lorsque la couche superficielle tourne en bloc, condition qui peut étre
considérée comme trés sensiblement réalisée sur la Terre, m, est une constante
et Pona:

0’]2 0’)2
dwf = <dl)’), ae 4 <0;)?) dz® = o.

. dn? . .
Or, nous avons vu quc la dérivée ()LZ% était constamment nulle sur la
2
surface libre; <%%) est donc aussi nul, et ’équation (111) devient, :
e

I

. “(d
(112) Ce = ‘z‘g; l_(di)e -+ 47I‘fp¢ — 20)3]‘

On peut expérimentalement mesurer la valeur de <%§> ; il suffit pour cela
e

de comparer les nombres d’oscillations effectuées, pendant une méme durée,
par un pendule de longueur déterminée placé successivement & l’origine et
au fond d’un puits de mine. Cette expérience a été effectuée en 1854, par Airy,
dans un des puits de la mine de Harton, dont la profondeur atteignait
385 meétres. Dés lors, on voit tout 'intérét que présente la relation (112) pour
la détermination de la forme d’équilibre du géoide terrestre ().

La formule (111) est & rapprocher de celle de Saigey (?) :

l 14
i—é‘i = 4nf <p — 53 { pcﬁda)
Jo

qui donne, une valeur approximative (?) de la variation de g en fonction de la
distance au centre a et de la densité p, dans un sphéroide hétérogeéne.

Notre formule (111) & ’avantage d’étre rigoureuse, plus générale et d’in-
troduire un élément géométrique important.

52. Nous allons établir maintenant une formule trés simple donnant

Paccélération de la pesanteur superficielle g en fonction du gradient (3—%)

de la densité.

(1) Ct. Tisseranp, Traité de Mécanique céleste, t. 11, p. 327 el 328.

(%) Saicey, Petite Physique du globe, t. 11

{®) La formule de Saigey est rigoureuse pour une masse hétérogéne immobile stratifiée en
couches sphériques.
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En prenant ici les dérivées suivant la normale intérieure, I’expression (72)
de g devient :

(72) & =7, 2 an

ou U désigne le potentiel intérieur.
Supposons U exprimé en fonction de g et 2 ; on aura :
dU _dU dp , U 4P
(113) dn = dp “dn " O " dn’

Or, sur la couche superficielle, on a précisément :

L wedlf U dP
(114) 2dn T T OB dn
de sorte qu’il reste :

oU do
(115) 8 = (7’5):«' \;{,;)e

53. Un cas particulier important est celui ou <0d—[—J> demeure invariable ;

pour cela il faut et il suffit qu’on ait identiquement :

02U> e
dpor/, = >

Montrons que cette condition entraine la suivante :

()2w2>

6 — =3 .

(x16) <apa‘o,, o;

en effet, en dérivant par rapport & p 'équation (v. n° 19).
dWt_ 2 (U

(41) % =) o

il vient, pour p = p.: ‘
2 ? 2 0*U

(7) <W> T e <0de2 3

ow?\ iy s . . ..
Alors, (-0; étant déja nécessairement nul, on voit qu’au voisinage de la
e
surface libre w? doit étre encore égal & »? en seconde approximation.
Par exemple, il suffirait, pour que cela ait lieu, que la densité dépende de
la seule pression dans une couche d’épaisseur finie ou encore que cette couche
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soit animée d’une rotation d’ensemble. On peut admettre que cette condition
est satisfaite par la couche superficielle du fluide terrestre.

5%l en est ainsi on peut énoncer cette proposition : La pesanteur varie a la
surface d’une planéle proportionnellement au gradient de la densité des couches
superficielles.

54. Supposons qu’au voisinage de la surface libre les couches d’égale den-
sité soient réparties sur une famille d’ellipsoides dont ’aplatissement varie
trés peu. On a:

(118)

i, dz

dn €t In s’expriment en fonction de la latitude « du lieu considéré (*) au moyen

dp _do dl | dp dz,
dn =0l dn 0z dn’

des relations :
dl = — cos ¢ - dn, dz = —sino-dn.

D’autre part, soient 3 le demi-axe polaire d’une couche d’égale densité,
le carré du rapport de 'axe focal & I’axe polaire ; 'équation générale de
la famille des méridiennes des couches homogénes au voisinage de la couche
superficielle s’écrira :

(119) ey R = [

ou r et 3 sont des fonctions de la seule variable p. On tire de cette équation :

0 1 2l
(120) N=rie TR @@
(r F22)° ch + do
‘)f 2z
(x21) A N .

. . . d=?
Si l’aplatissement est trés peu variable on peut admettre que o est nul.

do . .
Posons gz = —met tenons compte des relations suivantes :
2 2 a1n2
(122) l = e 2 CO5 9 , Z= Q_.SE T
Va?cos?p + B¥sin’g Va?cost g + b¥sin’g

qui donnent les coordonnées [ et z d’un point de la surface libre en fonction
des demi-axes a et b de cette surface et de latitude ¢.

) © est 'angle aigu que fait la direction de la pesanteur avec le plan équatorial.
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La formule (118) donne :

2
(123) () =2 :

a / a — b2 ’
\/ I——"3 sin? @
_ 2

Le facteur e = = o est plus petit que 1; on peut développer le

second membre en série convergente suivant les puissances croissantes de
sin®g, et, si aplatissement de la couche superficielle est suffisamment petit, se
limiter au premier terme. On obtient ainsi :

\

d B 2
(r24) (dwg)‘ =2 (1 4 S sint o)

a

Alors, <‘;—IOJ> étant une constante, en désignant par g, P’accélération de

i
la pesanteur & I’équateur, I’équation (124) peut s’écrire :

2
(125) ge =g (1 + & sin? <p>*

Nous retrouvons donc, dans un cas plus général, la formule de Clairaut,
classique en Géodésie.






DEUXIEME PARTIE

DES STRATIFICATIONS ELLIPSOIDALES

65. Dans leurs recherches sur les mouvements internes des fluides hété-
rogenes stratifiés en couches ellipsoidales, MM. Hamy et Véronnet ont admis,
a priori, que la résultante en un point (pesanteur) de ’attraction des masses
et de la force centrifuge devait étre normale & la surface & densité constante
passant en ce point.

Nous avons vu qu’indépendemment de toute supposition sur le degré de
compressibilité du fluide, cette hypothése impliquait existence d’une relation
¢ = f(p) entre la densité et la pression et que, par suite, ainsi que I’a fait
observer M. Rolin Wavre, toutes les molécules situées a4 la méme distance de
Paxe devaient étre animées de la méme vitesse angulaire ().

Cette condition avait été oubliée jusqu’ici et il importait de se demander
si elle pouvait étre réalisée dans un fluide hétérogéne & stratification ellipsoi-
dale.

Dans le cas d’une rotation d’ensemble (fluide tournant en bloc) M. Hamy
a déja obtenu un important théoréme sur 'impossibilité d’une telle répartition
des masses pour un fluide constitué d’'un nombre fini de couches de densités dif-
férentes ; M. Véronnet a établi ensuite dans sa thése que cette impossibilité
ne disparait pas lorsque la densité varie d’une fagon continue d’une couche a
une autre. On sait d’ailleurs que, pour Clairaut, cen’est qu’en premiére approxi-
mation, en négligeant le carré des ellipticités, qu'une masse fluide hétérogene
peut étre stratifiée suivant des ellipsoides.

Nous montrerons au paragraphe 4 comment, méme dans le cas oi I'on

(Y} R. Wavre, Comptes rendus , t. 184, 1926,7p. 277.
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admel la possibililé d’'un mouvement relatif des molécules, nous avons réussi
4 prouver Pincompatibilité de la condition d’invariance de la vitesse angulaire
sur une paralléele a I’axe de rotation et de I’hypothése d’une stratification
ellipsoidale.

Mais si ’on ne se place pas dans le cas particulier ou le champ de la pesan-
teur est orthogonal aux couches d’égale densité, nous pouvons définir, au
moyen des formules générales établies dans la premiére partie, un régime per-
manent de rotations pourun fluide possédant une telle stratification.

C’est ce que nous commencerons par démontrer.



CHAPITRE PREMIER

CALCULS PRELIMINAIRES

56. Considérons un fluide hétérogéne constitué de couches ellipsoidales
homogeénes, infiniment minces, dont la densité croit avec la profondeur.

Les mouvements de rotation internes nécessaires pour maintenir cette
masse dans sa stratification sont régis par la formule ().

22
I “e

J
Q, — sz-fiw)
p<Pe -4 e dzz Z

dans laquelle Q désigne la fonction

(1) w? =

D
2. ﬁ%’%, (v. n® 7, 1re partie)
0z

J J .
dont la valeur dépend des composantes —(-;Zj et %[;) de D’attraction des masses
dans un plan méridien.

Nous devons donc calculer tout d’abord les expressions de ces composantes.
§ 1. — LES COMPOSANTES DE L’ATTRACTION NEWTONIENNE

57. Cette attraction est la résultante des actions de toutes les couches
minces sur le point matériel considéré. Pour I’obtenir nous calculerons I’action
différentielle d’une couche ellipsoidale mince homogeéne, puis nous sommerons
les actions de toutes les couches.

Considérons d’abord une couche homogéne (E) d’épaisseur finie, de densité g,
comprise entre deux ellipsordes (E,) et (E,) concentriques et semblablement

() V. n®% 7 et 14.
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orientés. Son action en un point est égale & la différence des actions des deux
ellipsoides (E,) et (E;) supposés remplis d’une matiére homogéne de densité gq.

Les composantes X et Z de I’attraction d’un ellipsoide homogéne en un
I I

point (x, z) intérieur, dans le plan méridien y = o, sont données par les for-
mules (*) :

. 1+ K k-
(2) % = — 27qf 5 (arctg k — m) x,
T+ K
(3) 7= — 4mgf S as (k—arerg 1)z,

ou k désigne le rapport % (¢ = a* — b?) relatif 4 la méridienne de lellipsoide

de demi-axes a et b(a > b),'f ¢tant toujoursla constante de la gravitation
universelle.

bl

L .
(] a a’ o

Pour un point exiérieur les composantes X et Z de P'attraction ont des
E E

expressions analoges :

. I+ K
(4) %:—21:qf%<arctgs—i—_*§_——;2> z,
1+ K
(5) L= —4mqf ﬁ,} (s — arctg s) z;

1) Cf, par exemple, TissEraND, Mécanique céleste, t. II.
P qu
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mais, dans celles-ci, s est le rapport %, relatif 4 la méridienne de ’ellipsoide

de demi-axes a’ et b’ passant au point (z, z) et homofocal de I’ellipsoide massif;
s est donc une fonction de b, x et z.
Nous poserons, pour abréger I'écriture :

. k2
(6) \ j=14,

¢
®(t)=12nf arctgt — ¢ ¥ t2>’

v W(8) = 4nf (t — arctg t).

TN

(7)

Les composantes de 'attraction de la couche (AE) = (E,) — (E,) en un
point intérieur s’écrivent alors :
| AXE X Xa=ga (k) — (k) e = g A0 () )
(n 5 . . : :
[ A2=17 — Ly = qljs¥alk) — i ¥a (k) |z = g M/ ¥ (k) ]z,

1

Le symbole A indiquant un accroissement fini.
Si le point agi est exiérieur on aura de méme :

58. Pour passer au cas d’une couche infiniment mince, il suffit de rempla-
cer, dans les formules précédentes, A par le symbole différentiel d ; les compo-
santes de attraction deviennent :

§ dX = qd[j® (k)] =,
r .
) | dZ = qd[ ¥ (k)] =.
en un point iniérieur, et

| IX = qdljo ()]
(E) .
) dZ = qd[j¥(s)}- =
en un point exlérieur.

59. Cela posé, pour obtenir les composantes de Dattraction totale de
Iellipsoide hétérogéne en un point de sa masse, nous remarquerons qu’en
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vertu de nos hypothéses une seule couche passe en un point déterminé et
que, par suite, ’ensemble des méridiennes des diverses couches constitue
une famille de courbes dépendant d’un seul paramétre. A priori le choix de ce
parameétre est indifférent. Par exemple, il peut paraitre simple, & premiére
vue, d’adopter le parameétre k qui figure seul dans les formules (I') et (E’) ;
nous ne le ferons pas car, sans hypothése supplémentaire, nous ignorons si ce
parameétre varie toujours dans le méme sens quand on passe d’une couche a
la suivante en s’enfongant a I'intérieur du fluide, et parce que nous ne savons
pas non plus si ce paramétre a une limite quand on s’approche du centre.
Nous éviterons aussi de choisir le grand axe des ellipses méridiennes puisque,
dans ces conditions, nous ne connaissons pas la limite vers laquelle il tend ;
les ellipsoides étant aplatis, cette limite peut-étre nulle ou différente de o.
Le choix de I’axe polaire b pour caractériser une ellipse de la famille ne
présente aucune de ces difficultés ; nous nous y arréterons. Dés lors, le grand
axe a, le rapport k et tous les éléments de cette ellipse sont des fonctions de b :

(8) a=a(b), c=c(b), k=k(b), g=gq(b)..

60. Considérons alors un point (z, z) situé & P'intérieur du fluide sur une
couche () d’axe polaire f3.

Les composantes de Pattraction totale en ce point s’obtiendront en fai-

sant séparément, suivant les axes ox et oz, la somme des composantes des

actions élémentaires de toutes les couches tant intérieures qu’extérieures a
la couche ().

Lies composantes totales cherchées seront donc données par les formules :

3 °
(9) Xg=3f qd(i<b(k)]+f qdwb(s)]%x

.8 o
(10) 7‘;3’—";]6 qd[j¥ (k)] + [ qd”j\{f(,g)]éz
be désignant le demi-axe polaire de la couche superficielle.

§ 2. — ExPrEessioN DE Q

61. En prenant comme variables = et z et en remplagant (:TS— et %g res-
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pectivement par X3 et Zsz expression (20) — n® 7, 17¢ partie -— de Q devient,
dans le plan méridien y = o :

e
1| Oz

(11) sl o e X
dz

Or, en exprimant que la densité o est invariable sur la méridienne de la
couche () (de demi-axes » et 5) d’équation :

2 2
(x2) ata=rt
on obtient I’égalité :
dp
(13) v _z
do — z o
dz

2
. . -4
de sorte que I’on peut écrire, en posant m= 1+ 72
I

I /)

I
) = [
(14) 0=Zligae

Zrz —_ ZXn) )
hd hd

et, en substituant & X3 et Zs leurs expressions (9) et (10) on a :

(x5) Q.:f:qd%f .g_(l_—kt—)z——d)(/c)]%‘f‘ [ofld%f[l\y_f_sgs—q’(s)] %
e - e

Le deuxiéme membre ne contient x et z que par l'intermédiaire de s ;
x et z sont d’ailleurs liés entre eux et a 8 par la relation (12),  étant fonction
de £ (22 > 2?).

62. Transformons la formule (15) en intégrant par parties les deux inté-
grales du deuxiéme membre :

[ [ M —ew]i= fo[S—ow]i,
(16) / ——%q]'[;y_(t_kt)z»—@(k)j%b:be
O P




54 ROTATIONS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

" T Y (s ) TY i
b TEsolle ol
¥ () 10
(17) ’ ik FE it O] RN
°ry 14

63. Le terme :
(18) bar [k o]

est nul. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer que les produits ¢j¥(s)z et
qjP(s)x sont, au signe preés, les composantes de l'attraction d’un ellipsoide
homogéne de densité q et que, par suite, ces produits doivent s’annuler lorsque,
b tendant vers zéro, le volume, la masse, et partant I’action exercée par cet
ellipsoide, tendent simultanément vers zéro.

b=o

64. Analyliquement, on peut le démontrer de la maniére suivante :

Lorsque b tend vers o, nous distinguerons deux cas, suivant que
c¢(¢® = a* — b?) tend ou ne tend pas vers o.

Dans le premier cas, sans rien préjuger dela loi de variation de 'aplatisse-

A . C
ment, on est str, puisque b’ ne s’annule pas, que le rapport s = 3 @ pour

limite 0. On peut donc, pour trouver la limite des produits j¥(s) et j®(s) rem-
placer ¥(s) et ®(s) par leur infiniment petit équivalent commun :

(.3

4 4_, &
S =gl

R v, . I-+ Kk atb . .. .
en tenant compte des égalités j —= = g, on obtient ainsi I’expression :

qui visiblement s’annule pour b = o.

Lorsque ¢ ne tend pas vers zéro, il tend vers une limite délerminée. En effet,
Pégalité ¢® = a? — b2 montre (ue, pour b = 0, a et ¢ se comportent de la méme
facon. Or @ étant essentiellement > o et décroissant constamment en méme
temps que b (cela en raison de la signification physique des grandeurs a et b) a
certainement une limite a2 ; c’est aussi la limite de c2, elle est différente de o
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8n vertu de I’hypothése faite. 11 en résulte que & = % augmente indéfiniment,

tandis que le rapport j tend vers zéro. Quant aux fonctions croissantes Y'(s)

et ®(s), elles sont bornées, puisque s = 7;,, reste fini; et cela suffit pour que les

produits j¥(s) et j®(s) aient encore pour limite zéro.
La densité g(b) ne pouvant étre infinie, on peut donc affirmer que le
tetme considéré est toujours nul pour b = o. (c. 9. F. n.)

65. Revenons aux formules (16) et (17) ; et remarquons que la valeur
de s pour b = (3 est précisément égale au rapport :

(19) =

’

N

en posant 2 = o% — (3, et que, par suite :

I Wi(s Y (T
o) i [rrm—o@]l, = e[ —em]

D4 sorte qu’en désignant par Y(Z, 7) la fonction

W(t)
1 F 12

(21) D (1)

la formule (15) s’écrira simplement :

8 b
. I dq ¢ dq
(22) L——pejeY'(ke.t)-—vc ]1(S’T)dbdb_£ ]](k,r)zl*bdb

»

une variable affectée de 'indice e représentant la valeur de cette variable sur
la couche superficielle pour b = b..

66. L’expression cherchée du carré »? de la vitesse angulaire s’obtient
alors en remplagant Q par son expression précédente (22) dans I’équation (1).
On remarquera t’ailleurs qu’on peut donner & celle-ci la forme :

b
I e~ dp N
(23) wh=7 <p,9, - f 276 dﬁ)

en prenant comme variables indépendantes 22 et 2 au lieu de z?® et 22



CHAPITRE 11

EXISTENCE D’UN REGIME PERMANENT DE ROTATIONS
DANS UN FLUIDE HETEROGENE
A STRATIFICATION ELLIPSOIDALE

67. Conditions indépendantes de la loi de variation de la densité. — On
voit tout de suite que les rotations permanentes, définies par ’équation (23),
ne sont réelles (ue si les fonctions Q(a?, f3) et p(B) satisfont & la condition
nécessaire et suffisante :

b
e d
(24) P> [ g

Cherchons s’il existe des stratifications ellipsoidales vérifiant cette
condition pour loule loi de varialion de la densilé, en supposant, toutefois,
que celle-ci est toujours décroissante du centre vers la surface.

Il est évident, sur les formules (22) et (23), qu’il suffit, pour que Pex-
pression de »? soit positive, que les fonctions Y(s, <) et Y(k, 7) dans les intégrales :

(25) * Vi Yap e be'r(/f 94 a
. ] ' T db . ] T A

soient positives en tout point du domaine du fluide.

68. Nous sommes donc ainsi amenés a faire une étude approfondie du
signe de la fonction Y(I, =) pour les valeurs positives de .

Commencons par établir quelques lemmes.

Substituons & ®(#) et ¥ () leurs expressions (7) ; on a :

(26) Y(t,7)=z2nf [arctg t— -fith —3 ;*27—1—2 (t— arctg t)]
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par suite, en posant :
2(t —arctgt)

(27) H(t) = ;
arctg t — I _th

et

(28) M) = $28,

les inégalités :

(29) Y(t,7) =0

sont équivalentes aux inégalités :

(30) I+ 72 = H(t) ou 1422 = (1 + 2)h(t).

Dans ce qui suit, nous supposerons toujours I > o0 ; dés lors, les rapports
I1(f) et h() ont les propriétés suivantes :

19 Le rapport H(i) est une fonclion croissanle de 1.

En effet, sa dérivée :

283(3 + #2) (arctg t— —_3'_t t“’)

d . 3

(31) pr H(t) = — — —, — — Y
(x F l2)2 (arctg t — i_:{_—_t>
a le méme signe que l’expression :
(32) u(t)=aretgt— 3_3-}]2
dont la dérivée :
d _ o+

(33) Z[,u(t)—(li—{—zz)(3-[—t2)2

est essentiellement positive. Or, pour { = o, u = o0; donc u(f) est positif

- . o dl
pour toute valeur positive de I ; et il en est de méme de g

Pour ¢ = o, le rapport H(#) prend la forme illusoire (9)- Développons ses

deux termes en série par rapport aux puissances croissantes de ¢ ; on aura :

13
2 —
lim II([) = hIim .3_3.- = I
t=o0 t=o0 2 L .
3

par suite,
2° Le rapport H(t) est constamment supérieur a 1.
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3° Le rapporl h(l) est compris enire o et 1.
Cect résulte de ce que la différence :

(24) (1 + ) arctgt —t] —2(t— arctgt) = (3 + 2)u(t)

est toujours positive.

69. Nous pouvons maintenant chercher dans quelles hypothéses sur la
loi de variation de l'aplatissement des couches homogénes les fonctions
Y(s,7) et Y(k, 7). prises respectivement dans les intervalles (o, ) et (5, b.),
sont positives quels que soient 3 et z*(<C »?). Envisageons les cing cas sui-
vants :

PrEMIER cAs. — L’aplalissement des couches croit du cenlre a la surface.
— On a évidemment r > s, donc aussi T 4 > > 1 + s? et, a forliori, en vertu
du lemme 3°, 1 + 72> (1 + s?)h(s) ou 1 4 2> H(s). Par suite Y(s,7) est
nécessairement positive.

D’autre part, comme on a, dans Pintervalle (3, b.), ~ < k, on a aussi
1+ -2<{1 + k?; de sorte que la condition 1 + 2> (1 +k2)h(k) ou 1 + 72> H(A)
n’est pas certainement satisfaite en tout point du f{luide; pour qu’elle le soit
il faut et il suffit qu’on ait :

(35) I+ K3 > H(ke)
k, et k. désignant les valeurs du rapport & au centre et 4 la surface.

DeuxiEME cAs. — Les couches sont homolhéliques. — On a toujours = > s
et Y(s, 7) est encore constamment positive.

Dans P'intervalle (3, be), on a, quelquesoit 5, = I d’ou 1 + 72 = 1 4 A?
et, en vertu du lemme 3°, 1 4 -2 > H(k).

La fonction Y(k, 7) est donc aussi nécessairement positive.

Tro1sIEME cas. - L’aplatissement décroit du cenire ¢ la surface moins
vile que st les couches étaienl homofocales. — Dans 'intervalle (o, 3) on a en-
core 7 > s, dans (@, be) on a > k. Les fonctions Y(s,z) et Y(k,<) sont encore
positives.

QUATRIEME CAS. — Les couches sont homofocales. — Dans ce cas v = s
dans (o0,3) et = > k dans (8, b). Les fonctions Y(s, ) et Y(k, r) sont donc tou-
jours positives.

CINQUIEME cAs.— L’aplalissement décroit du cenire a la surface plus vite
que si les couches élaient homofocales. — Cette fois = <2 s dans (o,f3) et - > k&
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dans (Z, be). La fonction Y(k,r) est positive dans tout le domaine du fluide ;
mais il n’est pas certain qu’il en soit de méme pour la fonction Y(s,z).
Toutefois, en raison de la continuité de cette fonction par rapport & ses
arguments, on peut prévoir qu’elle sera encore positive pour toute loi de va-
riation de I’aplatissement assez voisine de celle des couches homofocales.

70. Ainsi donc les fonctions Y(s, <) et Y(k, ) sont certainement positives
dans les deuxiéme, troisieme et quatriéme cas. Quelle que soil la loi de variation

de la densité (ZZ < o) il en est, par suite, de méme des expressions (22) et (23)

\ /
de Q et de w? el 'on est assuré, dans chacun de ces cas, de U'existence d’un régime
permanenl de rotations.

71. Nous pouvons obtenir une conclusion plus générale.
Pour cela examinons comment varie la fonction Y(s, r) par rapport aux
variables z% et b dont elle dépend par I'intermédiaire de s.

On a:

J . d .. 9
(36) e V(s T) = V(5 7) - g

On calculera aisément é—i Y(s, ) au moyen de la relation :

’ s 2
(37) ](s,z)=2nf[arctgs—1_;32—-1+Tg(s—arctgs)];
on trouve :
(38 4 ls 1) = am p_ S e
3) ds (‘S")“"4"'/~= (I+82)2(' _‘5)7
I G2

vo 1sn: _ s 1 .
£ désignant par abréviation le rapport - TR

I

ds .
Pour c:‘;\lculergb—2 nous chercherons une relation entre s, f3 et z2.

On a d’abord les deux équations :

2z

(12) £ T E=1
22 z2

(39) 2t =1

ou a’ et b’ représentent les demi-axes de I’ellipse (b’) homofocale de Dellipse
(b) et passant au point (2, z). En posant, comme précédemment,

2 a'?

24
I+22=B“§, I+82=F‘2
i
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[ . . , e
et en remarquant que b’ = o ces équations s’écrivent :

(40) TrEtE= B
x2 2
(41) f R tF= g‘a
d’olt, par élimination de «2 :
(42) zist — (2222 — o + %) s* — % = o}

c’est bien la relation cherchée puisque c est fonction de b tandis que « et -
sont des fonctions de 5. De cette relation on tire :

ds s(T + %)  dc?

(43) b = 2(s%2 + &) “dbE

Pour abréger I’écriture posons :

2(1 4 2
(44) cxe) = SEEL,
on aura
d J de?
(45) 0‘1;2(?2—82):—23()%:_(}23_%2,

intégrons par rapport & % en observant que s est égal & - pour b = 3 :

e
(46) NN . G? dc?

. G

En portant alors les expressions calculées dans les formules (38) et (36)
on obtient :

52
A%

a . 8 L, dc? ! dc?
(47) ‘ml(s,?)zzﬂ/gz(‘;_i_sﬂé(zgm- . G2 575 db?

db?

et il est visible sur cette formule qu’il faut et il suffit que ¢ soit une fonction
monotone de b? pour que la dérivée de Y(s, ) par rapport & b? ne puisse étre
que positive ou nulle.

Cette condition est réalisée dans les cinq cas précédents ; on a, en effet :

de? & .

TR O dans le premier cas.
2 2

g%ﬂ = %g >o0 dans le second.

2 2
0 << Z’ll%z < 22 dans le troisiéme.
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dc? oy
JR=0 dans le quatriéme.
dc? S
JE <0 dans le cinquiéme.

Prenons maintenant la dérivée de Y(s, ) par rapport & z%; en remarquant
que cette fonction ne dépend encore de b2 que par 'intermédiaire de s, on

peut écrire :

J .. d .. s
(48) a2 V(7)== Y(s 7) - 5

Nous connaissons déja ’expression de fi% Y(s, 7). Le calcul de ;%Sz se fera
au moyen de la relation :
(49) st —2?) + PP 42— A+ )] — A+ ?)=0

qu’on obtient en éliminant 22 entre les deux équations (40) et (41) ; on a :

ds ., $¥(P =5
(50) PRk e g
Et, en tenant compte de la formule (46), il vient :
J .. . s® B de 2
60 gV = = 2m g e O ap )

Quel que soit le sens de la variation de ¢ en fonction de b2, Y(s, ) est
donc essentiellement une fonction décroissante de x2.

72. De la discussion précédente il résulte que Y(s, =) sera cerlainement po-
silive, dans loul le domaine du fluide, si elle posilive pour la valeur minimum
o de b, et pour la valeur maximum o de x2.

Soit a, le demi-axe équatorial de la couche centrale; en appelant ¢ la

valeur <§% — I> ’ que prend s pour b = o et 2* = o2 (%), il faudra donc que I’on
ait :

(52) 1+ 2> H(s)

ou encore, au moyen de ’expression (27) de H :

20%

(53) 3+ 2> p.
arctg ¢ — m

(1} a, peut d’ailleurs étre nul et, en ce cas, 5 = o,
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En résumé, si 'on forme sur le fluide hétérogéne considéré les deux
hypothéses suivantes :

1° La densité décroit constamment du centre & la surface;

2° L’aplatissement et ’axe focal d’une couche sont des fonctions mono-
tones de son axe polaire, on peut énoncer ce résultat global :

Pour toule loi de variation de Uaplatissement salisfaisant aux conditions (35)
el (53) (dont I'une au moins est satisfaite en vertu de la deuxiéme hypothése),
il existe, QUELLE QUE SOIT LA LOI DE VARIATION DE LA DENSITE, un régime
permanent de rotations mainienant le fluide dans sa slralification initiale.



CHAPITRE III

ANALYSE DES MOUVEMENTS INTERNES

78. Supposons que la distribution des vitesses des molécules du fluide
soit réalisée de maniére a4 conserver aux couches leur forme ellipsoidale, et
proposons nous maintenant d’étudier les variations de la vitesse angulaire o
& l'intérieur et sur la surface de la masse fluide.

Nous utiliserons pour cela les formules générales, établies dans la pre-
miére partie de ce mémoire, donnant les dérivées partielles de »? par rapport
a la densité p et au carré I2 de la distance & P'axe.

La stratification étant de révolution, nous pouvons, ainsi que nous
Pavons déja remarqué, nous borner & discuter les variations de »? dans le
plan méridien y = o0 ; on a alors : 2 = 22

Puisque la densité p d’une couche ne dépend que du demi-axe polaire 3
de cette couche, prenons comme variable indépendante 3 au lieu de p.

Dans le systéme de variables 5 et 22, les formules (40) et (41) (17e partie)
deviennent :

e
dw? 1 Q. 0Q dp .
(54) 02 ; (ioe 022 - Jq oz’ J‘B dﬁ)
b
dot T dp [7F 00
(55) F R j; PR aps.

La répartition des densités étant donnée, g% est une fonction connue

Ow? Jo?

de 5 ; par suite, la discussion des signes des dérivées 92 ¢t g se rameéne

. . Q| dQ
a celle des signes de 53 et bR
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§ 1. — VARIATION DE LA VITESSE ANGULAIRE
EN LATITUDE SUR UNE COUCHE DE DENSITE CONSTANTE
ET EN PARTICULIER SUR LA SURFACE DU FLUIDE

74. Laissons 3 constant et étudions les variations de w? en fonction de a2.
En remarquant que expression Q :

5 b
. _ Ty dq — i T dq
(22) Pe]'[(ke’z-) { ])(S,T)a-i)db jp ]1(1")-)%(1[)

Yo

ne dépend de z2 que par I'intermédiaire de s, on peut écrire :
00 fd ds dg
(56) A A G -T A

Os .
ou, en remplacant E‘i Y(s, 7) et a—;—z par leurs expressions connues (38) et (50) :

1 00 B s8 (7% — s2)2 . .
(57) s f T erw e a2

La dérivée 3—?’ étant négative par hypothése, on voit que g% ne peut étre

que négatif, ou nul lorsque = — s est identiquement nul ; et il en est de méme

- )12
en vertu de I’équation (54) de (0’_;2

75. Par conséquent, on peut affirmer que, sur une méme couche, la vilesse
angulaire croit constamment de Uéqualeur au péle.

Elle ne peut étre conslanie que si = — s esl identiquemeni nul et ceci exige
que les couches homogénes soieni réparties sur une famille d’ellipsoides homo-

focauz.
El, dans ce cas, chaque couche tourne d’un seul bloc.

§ 2. — VARIATION DE LA VITESSE ANGULAIRE EN PROFONDEUR SUR UNE
PARALLELE A L’AXE DE ROTATION

76. Pour obtenir une conclusion générale nous devons étudier les varia-
tions de la vitesse angulaire sur une parallele quelconque & I’axe de rotation.
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Sans préciser la valeur de la variable z? nous établirons donc I’expression

générale de la dérivée de Q par rapport a 5.

Nous avons :

—Iln],[q)(/ \I»(A’Z]dqdb

D’ou, en différentiant sous le signe somme :

(58)

90 oV (k) de? dq )
B~ pI-I-z”)z”— [q ]d*§
(s) ds | W(s) _d?idy
(59) ’ —f])ds o@+ ey ﬁ\dbdb
b
Vo WO M k) d? dg
‘ +(][(D(k)——1+t2]\ =5 fs ](1+r2)2'dﬁ dbdb

Remarquons que :

s  W(s) | dg{ e N Y Vdg(r
{][(D(S) I+T’j%§b=g—’][®(k) I+ 7 ]d‘ =3

et tenons compte des formules :

V' = gqnf(t— arctgt),

2 I 5
ST IF T A
d ¥ d .. 5 s?
8 Lo —TE] = £ ves, o) = 4ni2 ry - (P — o),
il vient :
g
1 0Q 94[ (& arctg k. ) f (s — arct
=3y — 5 ele e e/ - gS) _"db
anjop Pel.( g . ]
N
(e . L dg dz?

R

¢ 2 ds d
e [ ey %8 dg
~ f Tagep T g
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Or, on a (v. form. (16) et (17))

b,
. d ‘. d
Peje( k. — arctg k,) r ] s—valctgs)d—gdb——j; ](k—arctgk)z%db

Z3 étant la composante suivant oz de la résultante de 'attraction des masses
au point considéré.
Si donc on pose :

(61) 7.5 = — 4nfNgz,

la quantité entre crochets de la formule (60) est précisément égale au coeffi-
cient N.

Finalement : -
1 0Q _ nd? o, P e ds d
) e “N G~ 5J0q7+§y%ﬁ~fbm£“

N est essentiellement positif ; en effet, %—' est négatif par hypothése, et la

quantité ¢ -— arctg{ est positive quel que soit { > o.
D’autre part, en utilisant les équations :

z* 2 2
Tt A=
x? ct

Tfe TS

ds
on établira aisément que 3 7 est toujours négatif.

Cette remarque est d’allleurs évidente, si I’on songe 4 cette propriété des
ellipsoides homofocaux d’étre de moins en moins aplatis, au fur et & mesure
qu’ils s’éloignent de leur centre.

77. Cela posé, nous allons discuter le signe du deuxiéme membre de (62)
dans les cinq cas précédemment distingués (n° 70).

PRrEMIER cas. — L’aplatissement des couches croit du cenire a la surface.—
On a donc :

2
3;>o et T> s,
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Les deux termes du second membre de (62) ont des signes contraires ;
s . 0Q
une premiére analyse ne permet pas de connaitre le signe de Ik

Le cas actuel comprend I’état d’équilibre approché défini par Clairaut.

DEUXIEME cas. — Les couches sont homothétiques. — On a alors :
dz®
—7% =0 et > s;
dp fo

0Q . Ot .
a-fé et, par suite _d% , sont négatifs.

La rotation décroit du cenlre a la surface.

TROI1SIEME cAs. — L’aplatissement décroil du cenire a la surface moins
vite que st les couches élaient homofocales. — Cette fois :
dr?

prc) <o et T> s
g% est donc négatif.
La rotation décroit du cenire a la surface.

QUATRIEME cAs. — Les couches sont homofocales. — On a encore :

dz?
Fich < o, mais T=3s

La rotation décroit toujours du centre a la surface.
Nous savons d’ailleurs que, dans ce cas, chaque couche lourne d’un seul bloc.

CiNQUIEME cAs. — L’aplalissemenl décroit du cenire a la surface plus vite
que si les couches élaient homofocales. — Dans cette hypotheése :
dr®

%<o et T <]s,

Les deux termes du second membre de (62) ont des signes contraires ;

. . o
une premiére analyse ne nous permet donc pas de connaitre le signe de ?)g .

78. En résumé, le résultat global suivant se dégage de la discussion qua
nous venons de faire :

La vitesse angulaire décroit constamment du cenlre a la surface el du pdle
a Véquateur sauf, peut éire, dans deux cas exirémes dont 'un comprend le cas
parliculier d’équilibre relatif approché de Clairaul.



CHAPITRE IV

DE L’IMPOSSIBILITE D’UNE STRATIFICATION ELLIPSOIDALE
LORSQUE LE CHAMP DE LA PESANTEUR
EST ORTHOGONAL AUX SURFACES A DENSITE CONSTANTE

79 Nous avons déja remarqué que le champ de la pesanteur était ortho-
gona' aux cpuches d’égale densité chaque fois que celles-ci coincidaient
avec les surfaces & pression constante (n® 25), et nous avons cité trois cas élé-
mentaires ou cette circonstance se trouve réalisée.

Quelle qu’en puisse étre la nécessité physique, nous savons que les vitesses
angulaires satisfont & une condition rigoureuse d’invariance sur toute paral-
léle & Paxe de rotation.

80. Cette condition s’exprime par I'identité (n° 27) :

(63) g—g =0

qui doit étre vérifiée dans le domaine du fluide quels que soient 8 et 22 (2% < 22
pour que le point (B, #?) existe); en particulier, elle doit étre satisfaite sur
I’axe de rotation oz, pour 2 = o} car, si elle ne I’était pas, en raison de la
continuité de Q, elle ne le serait pas non plus sur un axe paralléle infiniment
voisin et ne pourrait I’étre éventuellement que sur un axe situé a distance
finie ; on aurait, par suite, autour de I’axe de rotation tout un domaine cylin-
drique dans lequel la condition (63) ne serait pas vérifiée.

11 est donc bien nécessaire que I'on ait :

%- =0
pour a? == o, comme pour toute valeur de 22 < 22. Kt ceci exige que I'identité :

020
(64) 9B 0z =0
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soit satisfaite d’une facon tout aussi générale.
Orona:

Q. fod ds d
(56) = | T g
o)
d’ou, en différentiant sous le signe somme par rapport & f3 :
2Q . Os dg Parad . ds | dq
0;60552:'“[431( ) e db —fofog[ci;‘(w)iiﬁ]%‘d”'
0s
Mais, pour b = 3, s = < et les expressions (38) et (50) de % Y(s, 7) et d}ai?

sont nulles quel que soit 2%(<C #2). De sorte que la condition (64) se réduit a
Pidentité :

ford d
(65) f]()‘ﬁ[gsl ) dg]dq db = o.

Supposons 22 = 0, nous allons voir qu’elle ne peut pas étre vérifiée.
En effet, si elle ’était, on aurait nécessairement :

f de]()B[ Y(s,z)- 02]‘@ db=o,

' désignant une valeur quelconque de 5.

Appliquons la transformation de Lejeune-Dirichlet 4 I'intégrale double
précédente ; il vient :

ou :

s J: d
(66) f $7) gE|, L pdb=o,

en observant, comme précédemment, que
d .. Js
ERXCREr =1

05
En tenant compte des expressions de {(;; Y(s, 7) et de 552, on peut écrire :

est identiquement nul.

d o gﬁ . ~'r S(T —-——S) M
[3;1(“)‘ oleﬁzg, = — 27/ I_‘-z(“1+52)2[s4(z2——z2)+c2(1+r2)1],e=g"
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celle quantité est essenliellement négative quels que soient 2’ et 22 < 2®; dans
le cas actuel 22 = o.

Dés lors, gz étant négatif par hypothése (ellipsoide hétérogeéne), il résulte

de cette remarque que 'identité (66) ne peut étre satisfaite, quel que soit 3,
que sil’on a - = s, ce qui exigerait que les couches homogénes soient réparties
sur une famille d’ellipsoides homofocaux. Mais, dans ce cas, la formule (56)

., 0Q o . el s . . .
donnerait Tt = ();—2 = 0; et comme cette identité devrait avoir lieu, quels

. . ., Ow? . .
que soient 8 et 22, en méme temps que I'identité —(% = o, le fluide serait ou

immobile ou animé d’une rotation d’ensemble. Or la discussion précédente
nous a appris que cela était irréalisable dans un fluide & stratification ellip-
soidale.

D’ott la conclusion générale suivante :

Il est impossible de concevoir les planéles comme constiluées de couches
ellipsoidales homogénes si U'on admet que la pesanieur est en toul point normale
a ces couches (1).

(*) Comptes rendus, t. 184, p. 371 (1927%).



CHAPITRE V

STRATIFICATIONS ELLIPSOIDALES HOMOTHETIQUES

81. Nous allons consacrer un développement spécial au cas des fluides
stratifiés en couches ellipsoidales homothétiques. Son étude donnera lieu a
quelques remarques intéressantes au point de vue analytique. De plus, ce
cas parait convenir particuliérement au globe terrestre; car il résulte, en effet,
de la théorie de la précession que l'aplatissement des couches ne peut étre
que trés peu variable du centre & la surface (). Et, il est bon de rappelerici que
le coefficient de précession d’un sphéroide liquide est trés sensiblement le
méme que celui d’un sphéroide solide (?).

§ 1. — VITESSE ANGULAIRE

82. Donnons, tout de suite, ’expression du carré de la vitesse angulaire
pour un fluide hétérogéne stratifié en couches ellipsoidales homothétiques.

(*) A et C étant respectivement les moments d’inertie de Ja masse tournante par rapport a

, . . . C—A o . .
un axe équatorial et A I’axe polaire la fraction ~—j " est approximativement égale & Paplatisse-

ment o = ‘—7'-—'——{,——9-1; or, il résulte de la théorie de la précession que C—Zé = 3—:,5 tandis que les
X
297

(3} G. H. Darwin, On the Precession of a viscous sphéroid, Philos. Trans., 1879.

S. Oppenurwm, Rotation tund Prdcession eines fliissigen sphéroids, Astron. Nachrichien,
n° 2701, 1885,

Ct. Tisserano, Traité de Mécanique céleste, 1. 11, p. 481.

mesures géodésiques donnent pour 2 un nombre voisin de
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Dans la formule générale :

=1, “0 %,
(1)2 = ‘g (tjﬁ Sle — f 0 )
(xre partie n® 14), la fonction Q :
pi ko) — [ iV (s, 7) By ( V() M

<o

se simplifie. En effet, les couches étant homothcthues, le parametre k (me-
surant le degré d’aplatissement) est constant (- = k = k) et 'on a :

be dq
(67) [y ) G db = YOk k) (=)

v
\
e sorte que ) se réduit a :

{3
(68) 0 V(k, k)———f iY (s, k) ﬁ% db.
o

I.’expression de »? devient done :

Cwr = IV b Yk k) — & Y(s db
\ = P,FeL.—e] y 1€) 0/ S,y 'db

_[[ "k, Je) — for]\(vk)dbde (

se désignant la valeur s lorsque le point (x,2) se trouve sur la couche super-

e

ficielle.
§ 2. — MASSE FLUIDE HETEROGENE EN ROTATION A MOMENT CINETIQUE DONNE

83. Considérons un fluide hétérogéne formé d’une infinité de couches
homogénes dont les densités forment une suite continue.

Nous supposons que cette masse est seulement soumise a D’attraction
de ses molécules et & une pression atmosphérique constante pe.

Les seules forces extérieures existantes sont alors les pressions normales
agissant sur chaque élément de la surface du fluide. On sait que ce systéme
de forces est équivalent & zéro.

11 en résulte, d’apres le théoréme des moments cinétiques, que, quels que
puissent étre les mouvements relatifs des molécules et I’évolution des formes
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e
de la masse, le moment cinétique I" pris par rapport & son centre de gravité,
est un vecteur de grandeur et de direction constante.

84. Appliquons 'axe oz de notre triedre de référence sur le vecteur ?;
et supposons que les mouvements relatifs se réduisent & des rotations uni-
formes autour de oz.

Nous nous proposons d’établir qu’étant donnés une masse fluide hété-
rogéne incompressible et un moment cinétique M quelconque, il existe tou-
jours une répartition des densités en couches ellipsoidales homothétiques et
un régime permanent de rotations uniformes maintenant le fluide dans cette
stratification.

Utilisons les notations habituelles ; le moment de la quantité de mouve-
ment par rapport & oz d’un élément de masse pdx dy dz a pour expression :

(70) pw(2? + y?)dadyda.

Le moment cinétique résultant I' s’exprime donc par lintégrale :
jf pw(2? + y*)dadydz.
v

étendue a tout le volume V du fluide.
Or, la stratification étant de révolution, cette intégrale peut encore
s’écrire :

(71) n }fpwlzdlzdz, (BB =24 y?)
Jdg

S désignant D’aire du plan des 2 et z correspondant & une section méridienne.

Puisque le mouvement est supposé permanent, la rotation w est donnée
par Péquation (69). Le moment cinélique est, par suile, une fonction conlinue de .
Nous allons montrer que cette fonction augmente indéfiniment en méme
temps que k. Il nous suffira pour cela de prouver qu’elle est toujours supé-
rieure & une fonction minorante qui tend vers infini avec k.

Nous savons que, dans une stratification en couches homothétiques, la
vitesse angulaire croit constamment avec la profondeur, sur une méme paral-
lele & ’axe de rotation. Pour une méme valeur de 22, on a donc toujours :

(72) 0 << 0?;
mais :

b
. L d
(73) 0= 0= p ¥k k) — [ V(o k) G b
o

10
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de sorte qu’on a a forliori :
(74) w* > 0,1 Y (k, k);

et comme p est supérieur a ge, on déduit de la 'inégalité :

(75) ffpwlzdlzdz>ff 0N P X (K, ) BARdz,
S S

Le produit ge \/pjj‘\‘( k, k) ne dépend pas des variables d’intégration, et
la fonction minorante peut encore s’écrire :

3 e s e s
(76) P VT &) [[ Pards
g

La stratification possédant un plan équatorial de symétrie, on a :

a? (k) 3 (& k)
(77) ﬁ Bdlds — zf lZdl‘«’f dz;
o o

veog

on tirera les limites d’intégration a®(k) et z(, k) des formules :

2 a’
(78) I + kz + Zi == i~+ kg.
4 aj
V=-n—ot—-
(79) 3T R
en observant que le volume V du fluide est une constante donnée ; il vient :
(80) o V=l
R EYs
2 1
(81) = <%’>5(1 + k).

Le calcul de l'intégrale double (77) s’effectue par les méthodes classiques.
Et Von établit facilement que la fonction minorante augmente indéfiniment
en méme temps que I’expression :

k2 )2 k%) k
52) (2 BpGs + 2(arctgk—§~§?ﬁ),

lorsque k dépasse toute limite.

Le moment cinétique I" croit donc indéfiniment avec k. Or pour k = o,
w? = o, I" est nul. Comme d’ailleurs cette fonction est continue, elle prend
toutes les valeurs positives lorsque /& varie de o a 'infini.
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En particulier, il y a au moins une valeur de k, c’est-a-dire une siralification
de la masse en ellipsoides homothétiques, pour laquelle le moment cinélique T’
prend la valeur M donnée.

Nous avons ainsi étendu a Dellipsoide fluide hétérogéne une propriété
connue des ellipsoides homogénes de Mac-Laurin et de Jacobi (%).

85. Il serait intéressant de savoir s’il existe plusieurs stratifications
ellipsoidales homothétiques possibles. Ce probléme se ramenerait & la dis-
cussion du signe de la dérivée par rapport & k de I'intégrale :

I= [f pwBdl*dz.
JJs

On aurait, en remarquant que le domaine d’intégration dépend de k :

ol = f[()\(‘ow)l”dlzdz + fpr;)lz(d\lzd: — 0zdl?),
(% c

S

le symbole § désignant un accroissement élémentaire, et C indiquant, dans le
plan des {2 et z, la transformée de la frontiére du domaine d’intégration S.

§ 3. — EXPRESSION DE LA VITESSE ANGULAIRE POUR UNE REPARTITION
DES DENSITES CONFORME A LA LOI DE ROCHE

86. Nous nous proposons de montrer qu’en adoptant la loi de variation
de la densité que Roche a donnée pour le globe terrestre, on peut exprimer w?
sous forme d’une fraction rationnelle des carrés xz* et z2 des coordonnées du
point considéré.

Reprenons ’expression (69) de w? :

2 I\ - be . dq
== E?‘oe[‘os_]l(k,k)—— 7Y (s, k)(deb_l
(69) - o e d : 9 .41
/ —f [pj\"(k,k)—uc j\‘(s,k)‘—z—%db]aﬁdz"s.

(1) Paur ArreLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. IV, 1921, p. 70.



76 HROTATIONS INTERNES DES ASTRES FLUIDES

Nous avons A prendre les intégrales :

. d
(83) f l(s,k)d%db
0
et
22 np
O e [y dg
(84) fzz gix dz Jo (s, k) 7 db.

On peut calculer I’intégrale simple en utilisant ’artifice suivant : au lieu
de b nous prendrons s comme variable d’intégration et nous exprimerons

ZZ db = dq en fonction de s et ds.
De Péquation :

. 22 B (q) , c
(83) o B e (b:J
on tire :

d s x?
(86) dqzzal()]z'ﬁ.[(1+32+z]d9

Une fois ce changement de variable opéré les limites de I'intégrale (83)
sont o et k ; de sorte que 'on a :

g
(87) f (s, k)d dbﬂkzj Y (s, k) [(I+52)2—I—z]db2sds

87. Pour aller plus loin, nous devons faire une hypothése sur la loi de
variation des densités. La plus simple consisterait & admettre que % est
une constante négative pyn. On aurait donc, p, étant la densité au centre :
(®8) d = n(x + mb),
ou la formule équivalente :

(89) o= g1 + mf);

la densité d’une couche serail une fonclion linéaire du carré de son axe polaire.

C’est précisément, la loi de variation de la densité, en fonction de la dis-
tance au centre, donnée par Roche pour satisfaire aux conditions imposées par
les phénoménes de précession et de nutation ().

{t) 1l est intéressant de rappeler a ce sujet quelques-unes des lois proposées par divers géodé-
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88. Placons-nous dans cette hypothése.
En tenant compte des formules (7) et (21), donnant les expressions de
Y(s, 7), ®(s) et ¥(s), on établira sans difficulté que le calcul de P’intégrale :

k 2
' - :v dq
&) [ren [ + 2| s
se rameéne & celui des six intégrales définies :
{'k L sds k d d
S J arctg s - (T F . arctg s as, (I 3 S,
(90)

' ke s? boog 2
f x4 op® S [ oa.

“ O

qui s’expriment toutes par des combinaisons d’un nombre fini de symboles
élémentaires, et dont la valeur ne dépend que du degré d’aplatissement k de
Pellipsoide.

A’ et B’ désignant des fonctions de k, on aura donc :

o

Y dg : '

(91) Y(s, k) g3 db= A'a® + B2
[o]
Quant & Pintégrale :

(92) f Y(s, k)% i,

elle se déduit immédiatement de la précédente en y remplagant 22 par sa va-
leur sur la couche superficielle :

(93) 5 =b—
siens ou mathématiciens :
2 =G s_m_a_@ (Legendre)
{a == rayon de la couche, n et G : constantes),
o = p.,(I — ha)‘) (Lapschitz)
p-1 A :
o = po{1— ha ) [I — ha (I + 3 )] (Maurice Lévy)

(po : densité au centre, h, A, @ : constantes).
La loi de Roche n’est qu’un cas particulier des lois de Lipschitz et de Maurice Lévy,
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on obtient un binome en 22 :
C'2? + D’
dont les coefficients sont seulement fonctions de k.

Le calcul de lintégrale double (84) se fera aisément & partir de ’intégrale
simple ; on remarquera, en effet, qu’en vertu des formules (88) et (89) on a :

n) do d
(94) ()“ZE = Ef“z = d‘Zz = g m;

de sorte qu’une fois z2 remplacé par son expression (93) en fonction de z? il
viendra :

(95) f %, d f (s, k) ST db= A"at 4 B2 + (75 4 D"a? 4 B2 4 B

les quantités A", B”, C", D", E”, F"" dépendant uniquement de k.

D’autre part, la relation (89) donne, en exprimant %% en fonction de
% et 2% :

(96) p=p0[1+m< +k2+z]+Gx+Hz+K

Portant alors les expressions calculées dans I’équation (69), on obtient,
en définitive, pour w? une expression de la forme :

Azt 4 Ba?z? + Cz* + Da? + Ez22 + F
Ga? + Hz* + K

(97)

ou A, B, C, D, E, F, G, H, K ne dépendent que de k.

89. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : Dans un fluide
hétérogéne, stralifié en couches ellipsoidales homolhéliques suivant la loi des
densilés de Roche, le carré de la vitesse angulaire d’une molécule esl une fonction
algébrique rationnelle des carrés des coordonnées cartésiennes de cetle molécule.

L’expression générale de »? étant transcendante, la simplicité de ce ré-
sultat est remarquable.

90. REMARQUES. — On pourrait avec I’expression (97) précédente
étudier la forme des surfaces d’égale vitesse et calculer le gradient de la vi-
tesse dans la direction normale & ces surfaces.

Enfin, il serait également possible d’exprimer »? en fonction de 8 et z2 ;
on obtiendrait encore une fraction rationnelle.
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§ 4. — CAs DES FAIBLES APLATISSEMENTS

91. Lorsque l'aplatissement des couches est faible (cas des sphéroides)
on peut développer l’expression précédente (97) de w? par rapport aux
puissances croissantes de k. De sorte (ue, si I’on obtient une approximation
suffisante en négligeant les termes contenant k% en facteur, w? est donné par
une formule approchée trés simple que nous allons maintenant établir.

Pour cela nous devons expliciter les calculs que nous n’avons fait qu’in-
diquer dans le paragraphe précédent.

92. Nous avons & prendre ’'intégrale
2
\f (s, (I_i_sa—g—}—z]dbzsds

Y (s, k
_oom[ j 2sd.s+zf Y (s, k)sds]

Utilisons les formules (7) du n° 57, on aura :

(87")

k
(s, k)
Ty s ®
27rfs ; sds f_sds
o9 1 =i [ e = f ]
k2o k sds |
__ZL (I+82)2+2L arctgsml‘

et

5[1(8 k) s ds

, 2nf ) [ avet ds — (1 + K2) ttds My
:I—_*_—kz[(:),—{—k)oarcgs-ss °I+62 oss

Le calcul des six intégrales s’effectue par les procédés ordinaires. En
limitant leur développement au terme en k7, on trouve :

(99)

].
v o ds I3 3
(00 k) [arags =G R SH

3
Foed K
(r01) (1+k2){(~1—%_§—2)3=3——4 +
Yo
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ok g 3
s2ds K 4 6 ,,
(IOZ) 2 VL m“‘)‘z =2 -3‘ — g I’ 4 ; k ,
k 3 5 7
(103) L arctg s - sds = I-; -— % + 3£5,
Fds B K K
By M
(104) b[o\ :_[._——_{-—‘;2 — 5 _ 5- + ';9
k
(105) f ods — 2,
° 3
et, en portant ces expressions dans les formules (98) et (99), il vient :
I e
Y(s, k) , 8 2nf
(100) I T R
k
. 8 2nf
(107) V{‘)](S,k).s.ds_—_ﬁg.i_'_kz.kv;
d’olt :

k a? .1 dq 6p,mnf ., 2
(108) ‘/;](é,lf)[(l—m—f-z]m;zbd&:mk(x +z);
la relation (87) devient alors :

(109) f‘ 7Y (s, k) g—g db = 3:5 pom7 [ K (2* 4 22)

o]

d’ott I'on tire, au moyen de la formule (93) ;

b
. dq 32
(110) f TY (s8¢0 k) 57 db = == pymmfk® b2
i db 105 Po
en ne conservant que le terme en k2.

93. Le calcul de I’intégrale double est maintenant aisé :
7’: d p . dq 32 z% .
(x11) fz; 3_;‘% dz? ﬁ FY (s, k) gp db = To5 nfpg m? i .,[s (2 + 2%)dz?;
or, si I’'on pose R? = z2 + 2% on a :

(112) [e(azz—f—z“’)dzz:;—(b;‘—f{‘)

23
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eb, par suite :

L2 “
% ‘g
(113) f Jz% dz? fo 7Y (s, k) Zl% db = 105 mfesmP kR (b2 —— R%).

22
z

Enfin, en observant qu’on peut écrire, au degré de notre approximation :

- 8rnf
(114) 1V (k) ==t I
et
(115) p=p T+ m(a® 4 ) — g, mk*a?]

un calcul analogue nous donne :
(116) ] piV(k k) 5y det = —;f o mk? [b3~ R? + i;f(bz—m)]

le terme en k* étant négligé.

94. Nous connaiszons ainsi tous les éléments de la formule générale (69)
(n° 86). En y introduisant les expressions que nous venons de calculer, on

obtient :

- 2 2 2 R4 1
(r17) m? :}8—57:]((40]12 ~I + 4" ne bl ;l—_;_n?nplj_ ik ] ©
I.e deuxitme nembre ne dépend (ue de la dislance R du point (z, z) au
centre du fluide. On en conclut que les surfaces d’égale vitesse angulaire sont des
sphéres concenlriques.
Lorsqu’on connait la vitesse angulaire superficielle I’étude des variations
de o a lintérieur du fluide peut se faire commodément au moyen de la
formule suivante, déduite de (117) en metiant w. en évidence

, __3nm (1—R2)?
(x17') % = I:I+ 3m+7) . w] w2
out le demi-axe polaire be de I'ellipsoide limite est pris pour unité.
95. Dans le cas particulier d’'une masse homogéne, m = 0, pe == gy = p,
et il reste :
8 2
(118) n? = 15 wf ok,

résultat connu.

(1) 2o : densité au centre.
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96. En remarquant que l'on a :

1+ mb?
(119) o= p, - I+ mb?’
et
(120) b = if_‘l_iic—z + 2= 4 22 L= R4 0K

7. étant une quantité finie, on tire de la formule (r17) Pexpression du carré
de la vitesse angulaire superficielle :
8 1+ ; mb?
2 __ _ 2 .
121 = - = —, =
(x21) Pe Islf'o‘k I+ mb?
97. En faisant apparaitre la densité moyenne p,o. du fluide on par-
vient & une expression encore plus simple.
En effet, le volume compris & I'intérieur d’une couche de demi-axe po-
laire b et de densité p étant

BN

(122) m(x + k%) 03

3

puoy. doit satisfaire a 'équation :

b .
¢ 4 mb? d 3
(123)  Fr(x + ) b oy, = f P miEds |37 T "’2"’3] v
o e -

on en déduit la relation :

Omoy. — 50
2 __ Sfmoy. " Sp.
mb? = !

12
( 4) 3Pp_' S,Omoy.,
de sorte qu’en remplacant mb? par cette expression dans la formule (121) elle

devient :

8
(125) ¢ = 105 7/ #* (X0 pmoy. — 3p)-
98. On a d’autre part :
) R 1+ mb?(2 + mb?)
(126) o= A rigmie [1~ e ]

et I'on vérifiera sans peine que la quantité entre crochets est nulle sur la sur-
tace libre. La couche superficielle tourne donc toul d’une piéce.
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§ 5. — \PPLICATION A LA GEODESIE. — DERIVES DES CONTINENTS

99. Aplatissement et densité superficielle. — Appliquons les résultats
précédents aux données de la Géodésie.
En définissant, comme il est d’usage, I’aplatissement = par I’égalité :

a—0b
(127) o=
que I'on peut écrire :
(128) o= 1I— V:I~ -
VI Kk

et en prenant :
27 {
864007  Pmov. = 5:5% | = 6,67 X 10~

(,)e ==

la formule (125) donne :

I
o= your L= 2
291,3 1 I 4,
et
I
o= pour 2, = 2,I.

297
Les diverses valeurs de « proposées par les géodésiens sont précisément
voisines de ces deux nombres.
L’aplatissement 2—;7—, proposé par Hayford (1909), a été adopté, en 1911,

par la Conférence inlernalionale des éphémérides astronomiques.

100. Accélération de la pesanteur aux pdles et constante de la gravitation
universelle. —— Aux pdles, 'accélération de la pesanteur gmax. se confond avec
I’attraction de D’ellipsoide terrestre.

On tire de la formule (10) ( n° 60) :

(bejW'(s ) 5 db‘

v O

— b, [pejty(k)—

En effectuant des calculs semblables & ceux (ui nous ont conduit &
Pexpression (117) de »?, on trouve :

4 2 mb? ‘ 4 )
(129) bmx.——gl-fp,be[l—’S'1+mb2+ (—7 1—!—mb2)"2]



84 ROTATIONS INTERNES DES ASTRES FLULILDES

éliminons mb? et A2 entre cetbe équation et les équations (121) et (124), 1l vienl,
la relalion indépendante de g, :

( 130) Smax. =

W

7 [ pmoy. be + 02 b,

On remarquera que le premier terme du second membre représente
Patlraclion qu’exercerail une sphére homogéne dont la densité serait égale a la
densité moyenne de la Terre el qui aurail pour rayon son demi-axe polaire.

Au moyen de la relation précédente, calculons la valeur de la constante
de la gravitation universelle, avec les données :

w, = 727 X 1077, (c. g.s.)
Pmoy. = 5,52,
Bmax. = 983:2161
b, = 6356 X 10°;

on obtient :
/= 6,668 X 10-8

6,67 X 10-% est la valeur de f admise comme la plus probable (%).
Je dois celte intéressante remarque & M. Henrt Belloc.

101. Dérives continentales. — Bien que négligeant la viscosité du Sima (?)
fluide sur lequel flottent les continents (*), nous pensons que la formule (117)
peut néanmoins intéresser la Géodésie. Eile fournit, en effet, une limite supé-
rieure de Paccroissement, de la vitesse & la base des socles continentaux.

En faisant abstraclion des continents et des mers dont I’épaisseur est tres
faible vis-a-vis du rayon terrestre, et en admettant avec M. Wegener que la
densité superficielle de 'ellipsoide fluide est égale & 3 (%), la formule (140)
donne sous "Equateur et 4 100 kilométres de profondeur un accroissement
maximum de 5 cm, 3 par seconde. Il est évident, d’ailleurs, que accroisse-
ment est nul aux poles.

On sait que” Pétude attentive des plissements et des .disjonctions de
Pécorce terrestre a conduit M. Wegener & affirmer que les socles continentaux
se déplacent sur le Sima en dérivant vers I’Ouest et en s’approchant de
I’Equateur.

(*) V. Cu. Mavurain, Physique du Globe.

(3) Sima : appellation due & Suess (Silicium — Magnésium).

{?) Cette idée, déja ancienne, a été particuliérement défendue par Airy et Lippmann.

(*) T est trés naturel de peuvser que la substance du Sima n'est autre que celle des laves
volcaniques, constituées principa'ement de basaltes, porphyrites, diorites dont la densité ést
toujours trés voisine de 3; cf. WreNER, loc. cit. p. 28 & 30.
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Un des problémes important de la Géodésie moderne est celul de la
recherche des forces capables de produire ces translations continentales.

Par un procédé élégant MM. Wavre et Berner ont montré derniérement
(que la force translatrice vers I’E¢quateur, de nature hydrostatique, était com-
parable & la millioniéme partie du poids du continent déplacé.

Suivant M. Schweydar la dérive vers ’Ouest serait due a la précession de
I’axe de rotation de la Terre sous I'influence combinée de attraction du Soleil
et de la Lune.

Quoique ces Lractions vers 'Equateur et vers ’Ouest-se manifestent d’une
maniérc trés apparente, la variété des disjonctions et des formations du Goble
oblige & penser que d’autres actions dont les effets paraissent moins systéma-
tiques sont intervenues dans Pétablissement de son relief ().

Certains auteurs, et notamment MM. Wegener et Schweydar les ont
recherchées en faisant appel a des courants de Sima capable d’entrainer; de
plisser ou de disloquer la lithosphére.

On ne s’est pas demandé, que nous sachions, quels¢claircissements fourni-
rait, dans cette maniére de voir; I’étude des mouvements internes d’une masse
fluide hétérogeéne en rotation autour-d’un axe.. -

Nous ne discuterons pas ici les arguments qui militent en faveur de
la fluidité du Globe terrestre. Les anomalies de la pesanteur au voisinage
des masses montagneuses, les déplacements continentaux, les migrations
polaires ef Paplatissement du géoide sont des faits d’observation sur lesquels
M. Wegener s’appuie pour défendre la conception d’un globe visqueux. On
songera aussi ue la formidable pression, de 30.000 atmosphéres environ,
régnant 4 la base des socles continentaux et la température qui,-au dire des
géophysiciens, peut y dépasser 2:000 degrés, sont autant de circonstances favo-
rables & la flutdité du Sima.

Malgré cela, 1l n’est pas douteux que la viscosité du Sima: doil, étre éle-
vées et qu’au premier abord, il peut paraitre illégitime de comparer les mou-
vements internes de ce fluide avec les mouvements permanents d’un fluide
parfait.

Cependant on doit remarquer ue, par suitede son faible aplatissement,
la Terre ne peul étre douée que de mouvements relatifs excessivement lents
el (que, pour cette raison-déja, les forces développées par les frottements

(Y} Wecexer, La Genése des continents et des océans, Paris, 1924,
(2) Archives aes Sciences Physiques et naturelles, juillet-aott 1926 et novembre-décembre 1927,
p. 381
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intérieurs doivent étre assczfaibles. De plus. on ne doit pas oublier (qu’il faut,
dans cette (uestion, tenir compte, non des valeurs absolues des forces de vis-
cosité, mais de leur grandeur relativement aux forces de gravitation. Il résulte
d’un calcul approximatif de M. Epstein que la traction vers 'Equateur agissanl
sur un continent, traction de 'ordre du millionicme du poids du continent,
serait capable d’é¢quilibrer le force de frottement du Sima qui prendrait nais-
sance par l'effet d'un déplacement de 33 métres par an (). Il s’agit certaine-
ment la d’une donnée extréme. 1.’6cart de grandeur des forces de viscosité el
des forces de gravitation esl donc considérable.

Tout ce (ue nous avons besoin de requérir pour tenter une explication de
certains déplacements conlinentaux, c¢’est qu’il soit possible d’admettre que
les mouvements internes du Sima sont assez voisins des mouvements que nous
avons analysés.

A la rigueur il suffirait, que les mouvements relalifs du fluide terrestre
s’eflectuent dans le méme sens que dans le fluide parfait. On reconnaitra sans
doute (ue c’est peu demander.

D’une fagon générale nous envisagerons les continents comme soumis 4
deux forces antagonistes : lattraction des corps célestes et la poussée des
couches de Sima ().

Les actions cosmiques, en provoquant les marées de I’Océan et celles
de ’'Ecorce, ont pour effet d’opposer une résistance a la rotation vers I’Est de
la lithosphére ; elles se manifestent donc par une dérive générale des continents
vers I’Ouest. On sail, que M. Wegener voil dans ce déplacement la cause des
surrections montagneuses occidentales des deux Amériques.

Mais 1l est évident que la tendance de la crolite terrestre a retarder vers
POucst ne peul & elle seule expliquer la création des fractures méridiennes
telles que celles qui, selon M. Wegener, ont donné naissance au bassin atlan-
tique ou aux fossés de ’Afrique orientale.

Nous avons cru pouvoir trouver dans le phénoméne de ’accroissement en
profondeur de la vitesse de rotation des couches de I’ellipsoide terrestre une
cause suffisante de ces disjonctions. .

Par exemple, on rendrait compte de l'ouverture de I’Atlantique en
admettant que I’Eurasie plonge dans le Sima des socles plus profonds que ceux
de I’Amérique. A cause de la chaine alpine, des hauts plissements du Caucase
et de la gigantesque surrection himalayenne, cette hypothése n’est pas in-

(1) Cf. Wece~ER, La Geneése des constituants et des Océans, p. 154.
(¥) Archives des Sciences Physiques et Naturelles. juillet-aotGt 1926, p. 175.
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vraisemblable, surtout si I’on songe qu’en vertu du principe d’isostasie, la
partie immergée d’un socle continental est égale & vingl-neuf fois sa partie
émergente.

On comprend, dés lors, facilement que la dérive d’'un continent wvers
I’Ouest, sous Pinfluence des actions luni-solaires, sera d’autant moins rapide
(que ce continent aura une superficie plus faible et sera plus lourdement
chargé. Faut-il voir ici la raison de Yavance vers ’Est (que prennent les petits
socles montagneux par rapport aux grandes masses de la lithosphére ? On
pourrait citer a appui de cette fagon de voir, le Japon, I’Indochine, Ceylan, les
iles de la Sonde, la Nouvelle-Zélande, les Antilles.

Le long systéme de fractures, que dessinent, dans I’Hst-Africain, les lacs
Nyassa, Tanganyka, Albert, peut encore étre envisagé comme une amorce de
rupture de continent ; sollicitée vers I’Ouest par les attractions cosmiques,
PAfrique tend & se détacher de ses compartiments orientaux, maintenus par la
poussée du Sima sur les bases des lourds massifs du Kénia et du Kilima-
Ndjaro. On sait, d’ailleurs, que de fréquents seismes affectenl ces régions et
témoignent de Iactivité actuelle des forces de dislocation.

Le phénoméne de la variation de la vitesse angulaire du Sima sur une
couche de densité constante donne lieu également 4 des interprélations inté-
ressantes. Un tel phénomeéne doit se manifester par une torsion vers 'Est des
extrémités des continents voisins des poles. En réalité, on observe un effet de ce
genre sur les formes incurvées de la Novaia Zemlia et de la Terre de Feu.
On remarquera aussi Porientation générale vers le Nord-Est des bords occi-
dentaux et orientaux du continenl Euro-Asiatique; nous serions tenté
d’y trouver un argument important en faveur de notre hypothese.

VU ET APPROUVE !
Paris, le 23 Octobre 1929.
Le Doyen de la Faculté des Sciences,
Cu. MAURAIN.
VU ET PERMIS D IMPRIMER @
Le Recteur de I’ Académie de Parts,
S. CHARLETY.
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