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PREMIÈRE THÈSE.

RECHERCHES SUR LA VALEUR

DES

EXPOSANTS DES COMPOSANTS PRIMAIRES
DES

IDÉAUX DE POLYNOMES.

INTRODUCTION.

Je me suis proposé, dans ce travail, d1 apporter quelques précisions
de nature géométrique sur les composants primaires de certains idéaux
de polynômes. Il est connu depuis Nœther, qu'il faut et suffît pour
qu'un polynôme F(a?, y) soit de la forme

*V- j ) = À(#. y) ƒ( / , } ) + B(j?, j )g{x, i ),

où ƒ et g sont deux polynômes donnés, A et B deux polynômes arbi-
traires, que Ton puisse déterminer pour chaque point d'intersection
Mo de coordonnées # { , j t , des courbes ƒ = o, g= o, des polynômes
A^a?,y)} Bi(a??iy) tels que la différence

développée suivant les puissances de ce — xtJ y—yn commence par
des termes d'ordre au moins égal à un certain nombre p, ( * ). La théorie
générale des idéaux met en évidence la vraie nature de cette propo-
sition en la présentant comme un cas particulier du théorème général
suivant :

( ') M. NOKTHER, Ueber einen Satz aas der Theorie der algebraischen Funk-
tionen (Math. Ann.y t. 6, p. 35i ; t. 30, p. ii\o] t. 3k, p. 4^o ; t. 40, p. t^o).

THÈSE DUBRËIL. 1



P. DLBREIL.

Dans un anneau ( l ) satisfaisant à C axiome des chaînes de diviseurs
(Teilerkettensatz), tout idéal m est plus petit commun multiple d^un
nombre fini d**idéaux primaires

Si Ton suppose que le plus petit commun multiple [q,,<u] de deux
composants primaires quelconques n'est plus primaire et qu'aucun des
composants n'est superflu, le nombre / des composants et les idéaux
premiers qui leur appartiennent sont déterminés d'une manière unique.
Un composant primaire, q, par exemple, est lui-même déterminé
d'une manière unique si l'idéal premier correspondant p1 n'est divi-
seur d'aucun des idéaux pL>, . . ., p/ (2).

Pour les idéaux de poK nomes, l'axiome des chaînes de diviseurs est
équivalent à celui de l'existence d'une base, vérifié pour tout anneau
de polynômes K[a?,, a?a, . . ., a?tt], dont les coefficients appartiennent à
un corps K (3). Si Ton suppose le corps K algébriquement fermé et
que l'on considère dans l'anneau K[a;,?a?2, ...7xn~\ un idéal ayant
pour variété un système de points, chaque composant primaire q( cor-
respond à un point M,^,11, £", . . -, S,?) de la variété, l'idéal premier
correspondant étant

En outre, chaque composant primaire est défini d'une manière unique.
Le théorème de Nœther, ainsi que plusieurs de ses générali-

sations ( ' ) est un cas particulier de ce théorème général. La valeur

(' ) Pour la teirninologie et leb notations, voir VAN DERW^RDI;N, Zur Nullsiel-
lentkeorie der Polynomtdeale (Math. Ami., t. 96, p. 183).

Au lieu d'écrire, pour exprimer qu'un idéal a est multiple d'un idéal 6,

a = o (6),
nous emploierons la notation

ad ù.

(2) E. ATQETHKR, Idéal theorie in Ring bereic lien (Math. Afin., t. 83, p. %\).
(') D. HILBBRT, Ueber die Theorie der algebraischen For men (Math. Ànn..

t. 36, p . 478).
(M Voir, par exemple, SEYERI, SU alcune Proprieta dei Moduli di forme

algebriche (Àltidi Torino, t. i l , p. 167). — TORELU, Sopra certe estensionidel
teorema di Nœther (fbid.. p. 187).
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du nombre p (minimum) de l'énoncé de Nœther n'est autre que
Vexposant du composant primaire correspondant. La valeur de cet
exposant était bien Cunnue pour uu idéal défiai par deux courbes
planes non tangentes (cas simple)

0 = t - S

r et s désignant les ordres de multiplicité du point considéré pour ces
courbes. Dans le cas général, différentes limites supérieures, et notam-
ment le nombre

où k désigne1 Tordre de multiplicité de la racine correspondante du
résultant, avaient été données. Etant donnée la simplification apportée
dans la démonstration du théorème par la théorie générale des idéaux,
on pouxait espérer déterminer en fonction d'éléments géométriques
simples la \aleur de cet exposant dans le cas le plus général et notam-
ment d'une manière indépendante de tonte réduction effectuée sur les
singularités, ce qui peut être important pour certaines applications
géométriques, celles, par exemple, qui font intervenir des courbes
multiples.

Cette détermination est liée à celle du sous-rèsultant, c'est-à-dire du
pol\nomf> d'une seule Aariable, a*, fie degré minimum, appartenant à
l'idéal considéré : ce polynôme est, en général, différent du résultant.
A moins de particularités provenant du choix des axes (coordonnées
non normales}, l'exposant relatif à un point de la variété esi égal à
Tordre de multiplicité de la racine correspondante du sous-résultant
dans le corps algébriquement fermé contenant les coefficients des
pol} nomes de base. Si Ton considère un corps parfait quelconque k
contenant les coefficients des polynômes de base, la décomposition de
Tidéal en idéaux primaires dans Panneau k[jc{, x2, . . ., xn ] correspond
à la décomposition du sous-résultant en puissances de facteurs irréduc-
tibles, Fexposant d'un composant primaire étant égal, en coordonnées
normales, à la puissance a\ec laquelle le facteur irréductible corres-
pondant figure dans le sous-résultant (Chap. 1).

Le cas de deux polynômes à deux variables fait l'objet des Cha-
pitres II et III ; le Chapitre II contient un certain nombre de théorèmes
grâce auxquels les calculs se trouvent par la suite simplifiés; ils per-
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mettent notamment de remplacer une des courbes par une courbe
décomposée, ils conduisent à un procédé pratique pour le calcul de
l'exposant, procédé souvent plus rapide que celui de M. Kapferer ( ')
et fournissent un critère de normalité des axes, ainsi que des conditions
nécessaires et suffisantes pour que la limite supérieure

A —- ( r — i ) (s — i)

soit atteinte et pour que le sous-résultant soit identique au résultant.
Le Chapitre III est relatif à la détermination de l'exposant : étant

donnée une courbe décomposée g = gig*, il existe une relation simple
entre les exposants des idéaux (fg^ g2), (ƒ#>,#<), (ƒ, g,g2) (théo-
rème 8). D'autre part, le calcul direct de l'exposant se fait assez sim-
plement lorsque Tune des deux courbes, g7 constitue par rapport à
l'autre, ƒ, un faisceau, c'est-à-dire lorsque deux branches de ^choisies
d'une manière quelconque ont a\ec toute branchede ƒ des contacts de
même ordre. On décomposera donc, dans le cas général, l'une des
deux courbes, g, en faisceaux, décomposition dans laquelle certains
faisceaux, les faisceaux principaux, jouent un rôle important. On
obtient finalement pour l'exposant une limite supérieure, s'exprimant
d'une manière simple au mo\en des ordres de multiplicité des deux
courbes et de leurs ordres de contact au point considéré; il est possible
de montrer que cette limite est toujours atteinte, sauf dans certains
cas exceptionnels dont on peut préciser assez bien la nature. Enfin
on peut, dans des cas étendus, étudier la normalité des axes (2).

Tl est également possible de donner quelques résultats simples sur
la valeur des exposants d'un idéal de poh nomes à deux variables défini
par un nombre quelconque de polynômes de base : ces résultats sont
exposés au Chapitre IV; ils s'étendent, ainsi que les précédents, au

(l ) K.A.PFEKER, NoUvendige und kinreichende Multiplizitatsbedingungen zum
Nœtherschen Fundamentalsatz der algebraîschen FunLtionen {Sitzungsbe-
riclite der Heidelberger Akad. der IViss., 1927, S.Àbh., p. 61, et Math. Ann.,
t. 97, p. 55g). Le procédé donné par M. Kapferer a une signification théorique
intéressante.

(-) Un certain nombre de ces résultats ont été résumés dans deux Notes aux
Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, i'i mai, 21 octobre 1929.



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDEAUX DE POLYNOMES. 5

cas d'un idéal primaire de dimension n—i dans un espace à n dimen-
sions.

Qu'il me soit permis enfin d'exprimer à M. Vessiot ma respectueuse
reconnaissance pour les conseils et les encouragements qu'il m'a donnés
au cours de mon travail. Je remercie aussi vivement M. Garnier du
bienveillant intérêt qu'il m'a témoigné.

CHAPITRE I.

SOUS-RÉSULTANT.

1. Etant donné un corps Ko, considérons dans l'anneau de polynômes
KQ\ac^x<2, . . ., a;n] h polynômes fK, / 2 , . . . , fh. L'ensemble commun
à tous les sous-corps de Ko qui contiennent les coefficients de ces poly-
nômes constitue un corps k qui est le plus petit sous-corps de Ko con-
tenant ces coefficients. On l'obtient en adjoignant au sous-corps
premier de Ko leb coefficients de ƒ,, / 2 ? . . . ? fh.

Soit K un surcorps quelconque de /c. L'ensemble des pol) nomes de
la forme

(i) / = * , / 1 H - A S / 3 + . . . + V / A ,

où les A sont des poh nomes arbitraires de l'anneau K[a?4, a?2? . • •, &n]
forme dans cet anneau un idéal que nous désignerons parntK. Si K, est
un sous-corps de fv_>, Fidéal mfci est, dans l'anneau Ka[a?4, a?,, . . ., xT^
un multiple de mK,. On démontre que Tensemble commun à l'idéal mk

et à Tanneau K, [xucc2j . . . ? cen] est Tidéal mJVi : autrement dit7 si un
polynôme ƒ admet une représentation de la forme (i) avec des Atdont
les coefficients appartiennent à un corps quelconque, il admet une
telle représentation avec des At dont les coefficients appartiennent au
plus petit corps contenant les coefficients de ƒ et des polynômes de
base/,, / 2 ? . . . , / / , .

Cela étant, considérons un polynôme F par rapport aux variables
a;,, . . . j xn et à un paramètre ï?

V
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et soit k un corps (par exemple le plus petit), contenant les coeffi-
cients des polynômes de base et des polynômes F,-.

LEMME 1. — Si F appartient à un idéal ntK, les polynômes F/ appar-
tiennent à mA. — On peut supposer, en effet, d'après ce qui précède,
que K est le corps £(ï). On a alors une relation de la forme

V

(•o y m J / ' F ^ , ^ , , ....*-n)

identité dans laquelle les coefficients des polynômes Q et A, appar-
tiennent au corps k. En identifiant les termes de plus haut degré en t}

nous obtenons

qui? combinée avec (T)? donne de nouveau

et ainsi de suite.
Ce lemme s'étend immédiatement au cas d'un nombre quelconque

de paramètres, tx, f2, . . ., .̂.
Plaçons-nous dans le cas où le corps Ro correspondant aux polynômes

de base est parfait. (Il en sera ainsi si Ton suppose, comme OR le fait
ordinairement dans les applications géométriques, qu'il contient le
corps des nombres rationnels, de caractéristique zéro.) Soit ù le corps
algébriquement fermé correspondant à Ko. Nous supposons les poly-
nômes de base tels que la variété de l'idéal VXQ dans l'espace C(û) soit
de dimension zéro et tout entière à dislance finie, ce qui exige //>«.
Cette variété se compose alors d'un certain nombre de points, M,,
M2, . . ., Mh et l'on a

t\i étant Tidéal primaire correspondant au point Ml-(Ç'I
/|, Hj', . . .,S^),
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auquel appartient l'idéal premier

Soit p, l'exposant de *),; le polynôme

p

appartient à l'idéal m^. Il existe donc des polynômes appartenant àmn

et à l'anneau û[o;d]. Ces polynômes formant un idéal principal, sont
par conséquent tous multiples de l'un d'entre eux, R(a?,), défini à un
facteur constant près. Nous appellerons ce polynôme R(a?,) sous-
résultant de l'idéal m^. Si UQ est un multiple de MQ, son sous-résul-
tant S(a?i) est multiple de R(a?<). Si Ton a

mû=[mI1' . m^ mjf],

le sous-résultant de VXQ est le p . | ) .c .m. des sous-résultants de
ÎUQ , . . . , m ü .

Etant donné un sous-corps quelconque co de £2, nous pourrions
définir de même le sous-résultant de l'idéal mtó, qui, a priori, serait un
multiple deR(a?,). Mais nous verrons que R ( ^ ) appartient à Pan-
neau Ko[^|] et? par suite, peut être considéré comme le sous-résultant
de l'un quelconque des idéaux mw. Démontrons d'abord le théorème
suivant :

THÉORÈME 1. — En général, c'est-à-dire pour un choix convenable tou-
jours possible des coordonnées x^ . . ., xtl1 on a

R(^) = P(rJ

(chaque racine du sous-résultant a un ordre de multiplicité égal à Vexpo-
sant de V idéal primaire correspondant).

A partir d'un système de coordonnées fixes quelconques X,,
X2, . . ., X/o effectuons la transformation

(T )
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Considérons le sous-résultant par rapport à la variable trans-
formée ODS

R(a;J) = (a?1-^')fflS(^1)

avec §(t\i})^o, c'est-à-dire S Cp< ( ') .
Nous avons

d'où résulte, d'après le iemme i , que chaque monôme de degré a, par
rapport aux différences X, — S/ } appartient à Fidéal q,. On a donc

Mais R(a?,) étant, par définition, un diviseur de P(o;1), on a

^ ^ Pi

eL, par suite,

Particularisons les axes en attribuant aux paramètres t des valeurs
particulières (appartenant au corps il). Soient <pt, <p2, . . . , <pÀ les poly-
nômes de base de q,. On a une identité de la forme

(3) [ X . - E , 1 -ht^t-S.J ) + . . . + ^(X n -E B ^) l? .

les AA étant des polynômes en X,, . . ., Xrt à coefficients rationnels par
rapport aux t. D'après ce qui précède, si les t restent indéterminés,
aucun des systèmes de polynômes À/t satisfaisant à Fidentité (3) n'est
tel que les polynômes de ce système soient tous divisibles par

( i) II existe des valeurs particulières des t pour lesquelles un deuxième
point Mz se trouve dans le plan x1 = ^l. Pour ces valeurs, on a S C Vi- La rela-
tion S CXI Pi f&it intervenir l'hypothèse que les t sont des paramètres indéter-
minés. Par la suite, dans l'attribution de valeurs particulières aux t. nous
exclurons toujours les valeurs pour lesquelles un plan a?, = const. contiendrait
plus d'un point M.
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Si, par l'attribution de valeurs particulières aux £, une telle divisibilité
devient possible, auquel cas on a pour le sous-résultant dans le système
d'axes correspondants

<*! < Pi *

ce ne peut être que pour certains systèmes exceptionnels de valeurs
des t. Les coordonnées seront dites normales au point M si Ton a
Ot = p,, non normales si Ton a a ^ c , . Il importe de remarquer que la
définition du nombre ai et de la normalité des axes est relative : à un
point de la variété (à un composant primaire de l'idéal), à une variable
particulière ^ , , à un choix particulier des coordonnées. Pour l'idéal
tu = (j = ( # , j 2 ) , on a par exemple

— ï,

Les axes, normaux pour la variable y, ne le sont pas pour la
variable x*

2. Supposons les coordonnés normales. Soit K un corps compris
entre 12 et Ko et pouvant coïncider avec ce dernier. Soit mIv l'idéal
défini dans Panneau K[a?,, a;L>, . . . , x,L\ = RKpar la base J\ ,f>2j ...,ƒ/,.
Nous allons montrer que le sous-résultant R(a?1) de l'idéal IÎÎQ appar-
tient à l'anneau K[a7oa?2, • • ., S ^ I ^ ^ R *

Soit dans l'anneau RK l'idéal tnK = [Ct1, ©L2, • . •, ®a] décomposé en
idéaux primaires. Soient p,,|Po. . . ., p a les idéaux premiers correspon-
dants. A Cl, et à p , correspondent dans l'anneau Ru = û[j?,,a:2, . . . ,a7„]
des idéaux Ci7,, fl't de même base, mais qui, en général, ne sont pas pri-
maires, ni premiers. Par exemple, l'idéal (a?2 — 2), premier dans l'an-
neau des polynômes à coefficients rationnels, ne Test plus dans un
anneau de polynômes contenant y2. Mais il résulte d'un théorème
important (1) que dans l'anneau RQ, la décomposition de chaque

(1) VAN DER WARDEN, Eine Verallgemeinerung des Bezoutschen Theo-
rems {Math. Ànn., t.>99. 1928, p. 517, Satz 20).

La démonstration donnée par M. Van der Waerden fait intervenir deux hypo-
thè ses : l'idéal p est de première espèce et Q est une extension normale (ou de
Gai ois) de K. Ces hypothèses sont une conséquence de celles que nous avons
faites (K parfait, Q algébriquement fermé).

THESE BtîBREIL.
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idéal IJ7 en idéaux primaires ne fait intervenir que des idéaux premiers
formant un système d'idéaux conjugués par rapport au corps K,
soit

avec

S7
n, £ƒ', . . ., 3ƒ formant pour chaque valeur de j un système de

nombres conjugués par rapport au corps K.
Cela étant, on a

<&'=[q.. q. vl

Tidéal premier attaché à c\t étant pM En effet, €X; et *$f ont dans
l'espace C„(Q) la même variété, en vertu des relations

qui sont une conséquence des relations analogues entre €X et |J, puisque
ces dernières ne font intervenir que les polynômes de base; p désigne
l'exposant de l'idéal primaire €\.

En outre, les exposants p,, p2, . . ., pt des idéaux x|o q2? • • • ? 4/ rfû/w
Vanneau RQ ̂ ón? îo /̂̂  égaux à p.

Ils sont d'abord tous égaux à un même nombre A. Pour l'établir, il
suffit de montrer qu'une relation telle que

P Î C i ,
entraîne les relations

P? C q i ( i = 2 , . . . , / ) .

Soit a un entier supérieur ou égal au plus grand des exposants
p3, . . ., p/. Posons

où les t sont des indéterminées. Nous avons

c'est-à-dire, en désignant par 4;,, . . ., ^3 U l ie ^ a s e ^e ^ (base con-
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tenue dans Panneau K[X,, X2, . . ., X„]),

s

( i ) F 1

J=\

les Bj} dépendent des S comme F, . On passe de F, au polynôme

F — prr ptf p> per pa

en permutant le système H1/', . . . , S ^ n avec le système conjugué
S1,0, . . , , S1,). Cette permutation, effectuée dans les deux membres de
l'identité (4) , donne une identité de même forme,

7 = 1

d'où résulte

et comme
i | * - - ' *—j - f/+i . .

on a

d'où ; les ̂  étant des indéterminées,

V? C q/.

Considérons alors le polynôme

Ce polynôme appartient à l'idéal "J3', donc à l'idéal p , car, étant
identique à tous ses conjugués par rapport au corps K, il appartient à
l'anneau K[X, , . . . ,XrtJ. Nous voyons ainsi que le sous-résultant de
WQ, qui, en coordonnées normales, est le produit de facteurs de la
forme F ' , appartient à l'anneau K[a?,]. On a enfin X = p. En effet, le
polynôme F? appartient à €V, donc est multiple de F ' en raison même
de la définition du sous-résuhant, par suite, X < p. D'autre part, il existe
un polynôme ƒ de l'anneau K[X i ? . . ., X,,] tel que
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Il en résulte, & et €V, ayant la même base, ainsi que p et fj' :

c'est-à-dire
ƒ C P?"J ( p o u r chaque \a leur de 0 '

ƒ CC 9< (pour au moins une A aleur de i).

On a donc A> p, et finalement A = p. Enfin il est clair que le pohnome

où lesE' constituent un système unique de nombres conjugués par
rapport au corps K, est irréductible (1) dans l'anneau K [a?,]. Nous
pouvons donc énoncer le théorème suivant, généralisant le théorème 1.

THÉORÈME I'. — En coordonnées normales le sous-résultant de Vidéal
îttû = (.A? ƒ25 • • •?ƒ//) est un polynôme dont les coefficients appartiennent
à tout corps K contenant les coefficients des polynômes de base. Sa
décomposition en puissances de facteurs irréductibles dans Panneau
K[a;t] correspond à la décomposition de Vidéal )ttK en idéaux primaires,
Vexposant d'un tel facteur irréductible étant égal à Vexposant de Vidéal
primaire correspondant.

En particulier, pour que Fidéal mK soit premier (primaire), il faut
et il suffit que son sous-résultant en coordonnées normales soit irré-
ductible (égal à une puissance d'un facteur irréductible).

Pour des coordonnées qui ne sont pas normales, on voit sans peine,
par un raisonnement analogue au précédent, que les ordres de multi-
plicité, <J,J a2, . . . , <jf des racines du sous-résuliant qui correspondent
aux idéauxp1; p2, . . ., pz conjugués par rapport au corps K, sontégaux
à un même nombre a, qui, cette fois, est inférieur k p. Le sous-résultant
appartient encore à l'anneau Kfa?,], sa décomposition en facteurs irré-
ductibles dans cet anneau correspond à la décomposition de tnK en
idéaux primaires, mais on n'a plus l'égalité des exposants.

3 . Cas de deux polynômes de hase, à deux variables x et y. — Con-

(1) 11 y a un cas d^xception, mais que nous avons exclu une fois pour toutes :
celui des valeurs de t pour lesquelles plusieurs des £ ° deviennent égaux.
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sidérons en particulier deux courbes algébriques planes

Posons
j\x, y) = Hm(x) -+- \\m^{x).y -±-. . .+ U,(,x).y»\

où nous supposerons que l'un au moins des polynômes H0(a?), K0(x),
par exemple Ho, est une constante.

Considérons un polynôme en x seul appartenant à l'idéal

(5) P(x) = U(J7, j ) / ( x . y) + \ (x, r) A'(J?. r).

Dans une telle relation, on peut prendre pour V un polynôme de
degré m — i au plus en y

V(#, y) = vfn^i(x) -h ('rtl_3(.r). v + . . .H- <^(^)-J "l~1-

Car, s'il n'en était pas ainsi, la division suivant les puissances de y

V(.r, „>')=ƒ(./', J ) . Q ( ^ . r ) + V0(.r, j ) ,

où Q et Vo sont des polynômes en y et en x (puisque Ho est une cons-
tante), donnerait un reste Vo satisfaisant à cette condition et Ton
aurait

P(.r) =z [U(x, y) + Q(^ r) g{x% y)]f(x, y) -h V0(.r, y)${x. y).

Le polynôme Y dans l'équation (5) ayant par rapport ky un degré

<m— i, le polynôme,U a par rapport à y un degré <n— i :

et avec de tels polynômes, l'identité (5)n'est possible que d'une seule
manière.

Soit en particulier

R(x) = A(x, y) j\x, y) -+• B(^, y)g{x, y)

le sous-résultant, B̂  étant de degré inférieur à n par rapport ky. Nous
avons
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c'est-à-dire

= S(,r) \ (.r, r ) ƒ (.r, j ) H- S( .* ) B(x, .1 ) *(.r, y K
d'où

S(,r)A(^', v)=Ulo?, j ) ,
S(JS) B(x*,r)= N (^ r).

D'autre part, si l'un des polynômes L (,r, y) , \ ( J?, y) s'évanouit
pour une valeur de .r, il en est nécessairement de même de l'autre.
On obtient donc le nous-résultant à partir d'un polynôme P quelconque
de l'idéal ne contenant que oc (par exemple à partir du résultant) en
mettant le polynôme P sous la forme (5) et en divisant les polynômes
U et V, choisis comme il a été dit, par le polynôme S(x) plus grand
commun diviseur des polynômes u(x) ou des polynômes v(cc). Nous
retrouvons ainsi, dans le cas de deux polynômes de base à deux variables,
le résultat établi plus haut : le sous-résultant appartient à l'anneau
Ko[^], Ko étant le plus petit corps contenant les coefficients des poly-
nômes f et g\ En effet, le résultant qui s'obtient par des opérations
rationnelles (par exemple au moyen du déterminant de Sylvester dont
les polynômes u ot v sont des mineurs) appartient ainsi que les poly-
nômes u et r à l'anneau K0[.r]. Il en est de même du plus grand commun
diviseur S ( J? ) des polynômes u ou c, et par conséquent du sous-résul-
tant ( ' ) .

(') Le procédé que nous \enons cTindiquer pour obtenir Je sous-résultant se
trou\e effectivement en défaut si lf0 et Ko ne se réduisent ni l'un ni Tautre à des
constantes, cas d'exception qu'un changement de Taxe des y permet toujours
dVviter. Soient, par exemple,

on a
jf(.r,ti ) ^( r. r )=—.«( .« s - t - i ) .

Mais ce polynôme, pour lequel h(œrj)= i. V ( ^ , j ) = — i n'est cependant pab
le sous-résultant R(#) , car on a

(-r + ,)'': —i) ƒ (.r, )-) — ̂ 1 - — i)»{,t\ y) — ,v.
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CHAPITRE II.

THÉORÈMES PRÉLIMINAIRES.

1. Avec des coordonnées normales, le sous-résultant permet de cal-
culer l'exposant d'un composant primaire de l'idéal #2 = (ƒ?£•)• ^
importe donc d'aA ôir un critère pour la normalité des axes.

Définition. — Nous dirons qu'un système d'axes est régulier* pour
Fidéal m = (ƒ, g) au point O, si les coefficients Ho, Ko des plus hautes
puissances dey dans / et dans g sont des constantes (1), et si de plus
Oy n'est parallèle à aucune des droites joignant O aux autres points
d'intersection des courbes de base (2), ou tangentes en O soit à / , soit

Il y a des cas où tout système d'axes régulier est normal. Supposons
par exemple que le point O correspondant à l'idéal primaire 4 soit un
point simple pour Tune des deux courbes de base, par exemple pour g.
Soient r l'ordre de multiplicité du même point pour la courbe ƒ,
V,, v2? . . ., vr les ordres de contact (positifs ou nuls) des branches de f
avec la branche unique de g passant par O. Le résultant des poly-
nômes ƒ, g est de la forme

avec
/ , — / • + v ,H- v 2 + . . . + y,. ( ; ) .

Nous avons donc, quels que soient les axes,

c | / ' f- y, 'V v 2 -r . • .-+- vr.

Mais on a aussi l'inégalité inverse, car si Ton considère y comme la

(') Voir Chapitre I. § 3, p. 2^2.
(-) Voir Chapitre I, § 1, note i, p. 238.
</') Voir Chapitre II, § % Théorèmes 3 et 3', p. ^53, 264.
(v) HALPHEN, Mémoire sur les points singuliers des courbes algébriques

planes (OE'uvres, I. p. 2i6-3n, art. 1).
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fonction de x définie au voisinage de O par l'équation

et si Ton remarque que, les axes étant réguliers, la fonction ƒ (a?, y)
est, pour cette valeur de y7 d 'ordrer+v, + v 2 + . . . + v,. par rapport
à x ( ' ) , on voit que tout polynôme en x appartenant à l'idéal est au
moins de cet ordre. On a donc

puisque

Ainsi :

En tin point d intersection simple pour l hine au moins des deux courbes,
on a G = £, et tout système d^axes régulier estnormaL

Dans le cas général, nous allons démontrer la condition nécessaire
et suffisante suivante :

Pour qiûun système d'axes régulier soit normal au point O, il faut et
il su f fit que les polynômes A, B dans V identité

où R désigne le sous-résultanl, soient d'ordres (2) V = s — r5 l = r— i,
rets étant les ordres respectifs de f et g. En outre, on a7 que les axes
soient ou non normaux,

p=z<j -\- r — i — L

Nous devons d'abord établir quelques lerames.
Considérons une courbe algébrique ƒ d'équation

où Ho est une constante (par exemple Ho = i) . Nous supposons que la
courbe ƒ admet l'origine O comme point multiple d'ordre r, possède
en ce point et aux autres points d'intersection avec O j , uJ systèmes
circulaires d'ordresrl? 7\>, . . . ? 7^.

(4) HALPHEN, loc. cil,

(2) Nous dirons par la suite, pour plus de simplicité, qu'un polynôme ƒ {x, y)
est d'ordre a au point M (a, b) lorsque, développé suivant les puissances crois-
santes de x — a, y — £, ce polynôme commence par des termes d'ordre égal à a.
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Lemme 1. — La courte ƒ satisfaisant aux conditions précédentes, on
peut, étant donné un entier positif a arbitraire, déterminer un poly-
nôme /*0(a?,y) ne s'annulant pas en O et des polynômes/\, f2j . . .,/y.,
de la forme

tels que Ton ait

Sur une branche de ƒ appartenant, au voisinage de x = o, au «lème

système circulaire, d'ordre rh y est développable en série entière
suivant les puissances de ç}, £, satisfaisant à l'équation

( 2 ) ^ = 3 T .

Soit j f cette série. On passe de ce développement à ceux des rL— x
autres branches du système circulaire en remplaçant dans yf' la racine
£, par les rt— i autres racines £2, . . ., £r. de l'équation (2) : yf se
change alors en y%\ . . ., j[îj. Le produit

est un polynôme en y dont chaque coefficient est un polynôme symé-
trique en y{l\ . . ., y(^ donc peut se mettre sous la forme d'une série de
polynômes symétriques en £1; . . ., Ç,..f c'est-à-dire sous la forme d'une
série entière en x9 et Ton peut choisir œ0 de telle manière que les séries-
coefficients de P{i) soient convergentes dans l'intervalle — a;0? -\-cc0. Si
on limite à un même rang, par exemple au terme en %*(OC, les séries
y[i\ • • • ? y% e t qu'on remplace ainsi ces fonctions dans P'-0 par des
développements approchés r](/J, . . ., ^ on obtient un produit

n«>= (y - vf) (y - r/i)... O- - TTJW)

qui, en vertu du raisonnement précédent, est un polynôme en x et
enj. .

Soit II le produit des polynômes IT*0 correspondant aux différents
systèmes circulaires de la c o u r b e / = o aux points d'abscisses x = o.
Le produit des expressions correspondantes P(t) n'est autre, dans un

THESE DUBREIL.
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intervalle convenable —J?0 , + a?0, que le polynôme /(a?, y). Posons

6(^ est, au voisinage de a?= o? une fonction d'ordre au moins égal à a
par rapport à a?.

Nous avons, dans l'intervalle —xOy + a?ü?

ƒ - H = O- - r„' - S,M ... 0 ' - < » - 9»W) - (r - ïi.' ) . . . (y - r,^).

Par suite la différence ƒ — II est un polynôme en y dont chaque coef-
ficient est une fonction de oc d'ordre au moins égal à a par rapport à ce.
Mais ces coefficients sont eux-mêmes des polynômes, de sorte que nous
avons

Si nous désignons dans II par ƒ,, . . ., f^ les polynômes II"1 corres-
pondant aux systèmes circulaires relatifs au point O, par f0 le produit
des autres polynômes IP1, nous avons bien une relation de la forme (i).

Considérons un polynôme g et deux polynômes ƒ et ƒ tels que

Désignons par q le composant primaire, en O5 de l'idéal

par i] celui de l'idéal

Soient p et p leurs exposants, et

leurs sous-résultants. Soit enfin r l'ordre en O de ƒ et de ƒ( / '=/•) ,
s celui de g.

Lemme 2. — Si a est assez grand, on a p = p, a = a, q = q ; et si les
polynômes A, B sont d'ordres respectifs $ — A, r— A(I SX<r, s) il en
est de même des polynômes A, B.

a. Supposons donné le polynôme ƒ, et prenons a>p + i. On a
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alors

Soit m = [q, qi, . . ., jjj. Considérons un polynôme T tel que

T<X> T c h i , ..-, q/].

Soit Pp un polynôme quelconque d'ordre p

PpCpPCq.

Nous avons
TPH C m, T P p = U / + V^=U(7 + Pa) + Vè',

d'où
TPp-UP acq.

Le polynôme TPp — UPa est d'ordre p(a>p + i ) ; i l appartient à q et
son polynôme homogène d'ordre p est arbitraire. On a donc

P = P
et, par suite,

ce qui entraîne

a > p - h i , / C q , q C q e t q = q;

donc

b. Considérons les polynômes A et A, ce dernier étant supposé
d'ordre s — X. On a

= SA ƒ + SB^ = SA(/ 4- Pa) + SBé'.
Or

SPaCm

et, par suite.
S P « = / / / + ^ ,

où le polynôme u s'annule à l'origine : en effet, d'après l'identité

le polynôme ƒ, lorsqu^on y remplace^par une des racines de g(oc,y) = o
au voisinage de l'origine, devient une fonction de x qui est d'ordre a
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au plus. Or

Le polynôme w, dans les mêmes conditions, doit donc être une fonction
d'ordre au moins égal à x, par conséquent s'annuler à l'origine.

Cela étant, nous avons, en remplaçant Pa par sa valeur, une identité
de la forme

qui exige
SA-A(S-h«) = Q#.

Or A est par hypothèse d'ordres — X, S et S sont d'ordre o, a est
d'ordre i au moins, donc S + w d'ordre o; cela exige que A soit aussi
d'ordres — X., En outre les courbes A = o et A = o ont en O les
mêmes tangentes.

Dans l'identité

les produits Af7 Bg sont nécessairement du même ordre au plus égal
à CJ? si l'on suppose les axes réguliers, car alors O y n'est tangent ni à ƒ
ni à g. Donc, silepolynome A est d'ordre s — X, le polynôme B est d'ordre
r — X et inversement.

Remarque. — La courbe ƒ considérée plus haut admet, avec les diffé-
rentes branches de la courbe g, les mêmes ordres de contact que la
courbe f ; on a en effet

a^p + i;

or V; désignant l'ordre du contact d'une branche de g avec la iième branche
d e / , nous avons

v étant le plus grand des ordres de contact d'une branche de g avec
une branche de/*. On a donc

a > v H- i,

et les ordres de contact sont conservés.
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Lemme 3. — Soient deux courbes quelconques f = o, g = o ayant
un point commun O, fQ (a?, y ) = o une autre courbe ne passant pas
par ce point. Considérons les idéaux

Soient q et *)'leurs composants primaires en O. On a

et si les polynômes A, B correspondant à l'idéal u) sont en O d'ordres
s — X? r— )v? il e n e st de même des polynômes A', B' correspondant à

l1 idéal m'.
«

i° Soit m' = [*)', qn . . . , qr]. Considérons un polynôme F tel que

On a? U désignant un polynôme tel que

U(E* UC[q', qi'],
UFc m'C m C <],

donc
F c q et <t'Cq,

Inversement, soit m = [q? (\iy . . ., %] . Considérons un polynôme F
tel que

Fcq ,

U désignant un polynôme tel que

nous avons
UF C m

et
/0UFcm'Cq',

or

donc
FCq' et q C q'<

donc
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2° Considérons les sous-résultants

où A et B sont par hypothèse d'ordres s — À, r— À. On a

**SS'= 4S ' /+ BS'# = VS/ 0 / + B'S$,
d'où

AS'-A'S/0=Q#,

et puisque S(o), S'(o), fo{°> o) sont différents de zéro, A'est néces-
sairement d'ordre s — A comme A et admet les mêmes tangentes.

Considérons deux courbes f {ce, y) = o, g {ce, y) = o d'ordres r et s
au point O. Supposons les polynômes f, g de degrés r et s par rapport
à y (les axes sont alors nécessairement réguliers). Soit

x°S{x) = AU. y)f{x, y) + B(*. 7) *(*, j )

le sous-résultant, où A, par exemple, est de degré s — i au plus en y.
L'un au moins des polynômes en ce coefficients des différentes puis-
sances de y dans A (a?, y) ne contient pas ce en facteur, sans quoi nous
ne serions pas en présence du sous-résultant;- A{xy y) est donc
d'ordre s — X, avec i^X<r? s. B est d'ordre r— X.

Cela étant, les lemmes 1? 2 et 3 nous permettent de remplacer des
polynômes de base quelconques ƒ et g par les polynômes

7=fi .ƒ2... u, $ = #1 • #> • • • ,4v

aveö les propriétés suivantes :

THÉORÈME 2. — Étant donnés, en axes réguliers, deux polynômes /\ g
d* ordres r et s au point O, on peut trouver deux polynômes f\ g de degré
en y égal à leur ordre au point O, le coefficient de la plus haute puis-
sance de y étant Vunitê, décomposés en autant de facteurs irréductibles
que la courbe correspondante admet, en O, de systèmes circulaires, et tels
que ridéal ( ƒ, g) ait en O le même composant primaire que l*idéal{f7 g)}

donc le même exposant p et le même oindre de multiplicité a de la racine
cc = o pour le sous-résultant. En outre, les polynômes A, B sont en O
respectivement de même ordre que les polynômes A ^ B , c*est-à-dire
d'ordres s — A, r — X( 1 < \ < r, s).
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Remarque. — L'ordre de multiplicité k de la racine cc —o pour le
résultant est aussi le même pour les polynômes ƒ et g que pour les
polynômes ƒ, g; k s'exprime en effet en fonction de r, s et des ordres
de contact vttJ des différentes branches de ƒ avec celles de g, au
point O

or, dans le passage de ƒ, g à ƒ, g-, les ordres de contact vt)</ sont con-
servés.

2. Les polynômes ƒ (a;, y), g(ocy y) étant nuls à F origine et les axes
réguliers, soit

un polynôme de l'idéal m ne dépendant que de a?, par exemple le
sous-résultant.

THÉORÈME 3. — La condition nécessaire et suffisante pour qu un poly-
nôme F(cc, y) appartienne à Vidéal q, composant primaire de m au
point O, est que le reste T(a?, y) dans la division du produit BF par f
suivant les puissances de y^ soit divisible par a? (2).

a. La condition est nécessaire.
Posons

Nous avons

donc
m.

Soit

(a) HALPHEN,

(2) Ce théorème et le suivant reproduisent sous une forme un peu plus pré-
cise une démonstration classique du théorème de Nœthcr (voir par exemple
PICARD et SIMÀRT, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé-
pendantes^ t. II, Chap. 1, p. 1-7),
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Fidentité de la division de BF par / suivant les puissances de y. Nous
avons

BFS = QS/-h TS — Buf -+- Bvg.
d'où

S{œ)T{cc, y) = {Bu — QS)f-hBv# = {Bu — A P — QS) ƒ H - P . ^ S(^),

et enfin, ƒ (^, y) n'étant, par suite de la régularité des axes, divisible
par aucun polynôme en a? seul

Supposons alors T divisible seulement -par œa~h(o <^h<

T(x.y) = j;a-hT1{a;,y) avec T, (0,7)^0.

Nous avons

et, h n'étant pas nul, le polynôme T\(o? y) de degré n — 1 au plus
en y, devrait être divisible par ƒ(<), y\ qui est de degré n, ce qui est
impossible.

6. La condition est suffisante.
Supposons

BF
On en déduit

B divise le produit Q ; / , donc Q' : si en reffet B(a?, y) et f(pc, y)
avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait aussi R(a?), donc
serait un polynôme en x seul, et ƒ n'admet pas de tels diviseurs. Nous
avons donc

FS = Q7-4 -T^c«Cq
et, puisque S ({_ p,

FCq.

Soit, avec toujours les mêmes notations, / Tordre du polynôme B
au point O.

THÉORÈME 3;. — On a p <a + r— 1 — /.

Nous désignerons par a le nombre a + r— 1 — /.
Utilisons une base ƒ, g ayant les propriétés des polynômes ƒ, g
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considérés au théorème 2. En particulier, nous supposons les degrés
de f et g en y égaux respectivement à r et s (* ). Nous allons montrer
que si un polynôme F (ce, y) est, en O? d'ordre supérieur ou égal à a,
il appartient nécessairement à l'idéal q. D'après le théorème pré-
cédent, il suffît d'établir que le reste T(a?, y) correspondant est divi-
sible par x°. On a

T(*, y) = B{x, y) F(ar, y) -Q.f(x, j )

et le produit BF est en O d'ordre au moins égal à

a H- l = a -h r — i ̂  r .

T(a?, y) est donc divisible par xy sans quoi le polynôme T(o, y) de
degré 7*— 1 au plus en y, devrait admettre, avec un ordre de multi-
plicité au moins égal à r, la racine/ = o. Soit

avec

Supposons X < a. Le polynôme BF— Q ƒ est divisible par x1 ; consi-
dérons-le sous forme d'une somme de polynômes homogènes en x
et y : tous ces polynômes homogènes sont divisibles par xl. Donc les
polynômes homogènes du produit Q ƒ qui sont de degré inférieur à
Tordre a + T— 1 de BF au point O sont divisibles par x1. Or le poly-
nôme homogène de degré minimum r, dans ƒ ne contient pas x en
facteur. Donc le polynôme homogène de plus petit degré de Q est
divisible par xx et, en poursuivant ce raisonnement, nous voyons que
les polynômes homogènes de Q jusqu'au-polynôme de degré a—1
inclusivement sont divisibles par x1 (ou identiquement nuls). Écrivons
donc

Q2 étant d'ordre a — 1 au moins. Le polynôme

BF-Qs/=^T1 + ^Q1/=^D(j?,tr)

est d'ordre a + r—1 au moins. Donc si A est inférieur à a, D est

(*) Cette hypothèse sifnplifie notablement la démonstration, surtout si Ton ne
veut pas exclure le cas des courbes multiples,

THESE DUBREIJ,,
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d'ordre au moins égal à r. Mais ceci est impossible, car l'identité

Tt(x, y) = D{xf y)-Q,.f(xf y)

exigerait que le polynôme l \ ( o , y ) , non identiquement nul, et de
degré en y au plus égal à r — i, admette la racine j = o avec un ordre
de multiplicité au moins égala r. On a donc X^a, ce qui démontre le
théorème.

Remarque. — La limite a = a + 7-—\ — l a une valeur indépen-
dante du polynôme R(a?) choisi, à condition toutefois que les poly-
nômes A, B correspondants soient de degrés s — i, r — i au plus en y
(plus généralement n — i, m — i). S'il en est ainsi, en effet, on passe
du sous-résultant à un polynôme quelconque en œ de Tidéal en multi-
pliant le sous-résultant et les polynômes A et B par un même poly-
nôme en a?, ce qui revient à ajouter un même nombre à l et à a. Mais
si Ton change la représentation du polynôme considéré en ajoutant
à A un polynôme Qg et à B un polynôme — Q ƒ, on peut ramener / à
la valeur r et obtenir ainsi pour a une valeur trop grande.

Prenons en particulier pour R le sous-résultant des polynômes ƒ, g.
Nous avons

cr = P = !7 + r ~" 1 — - ( = °" ~t- r —T ) -
Par suite :

THÉORÈME 4. — Pour que des acces réguliers soient normaux, il suffit
que le polynôme B soit d'}ordre r — i.

En particulier, si le point d'intersection O considéré est simple pour
Tune des deux courbes de base (r = i)y tout système d'axes régulier
est normal.

THÉORÈME 5. — Les acces étant réguliers, on a

Prenons comme polynôme R(a?) le sous-résultant. Le théorème,
d'après ce qui précède, est vrai si 1= r — i. Supposons donc /<r— i
et montrons que Ton a

p>£7 + r — 2 — l
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et pour cela que les monômes

n'appartiennent pas tous à l'idéal.
Supposons le contraire. Alors les polynômes Bj"r~2~z+/i(A=i, 2, , . .) ,

divisés par f suivant les puissances de y donnent un reste divisible
par œh :

ou

S£" il/t:,":

7^i = = ?̂2 ƒ -h a?R2;

d'où l'on tire? en multipliant ces dernières équations par yQ"h
 7

ya~~2Xj . . . , 3?~s et ajoutant

(3) B j f f + ' - s - / = / [ Q 1 j ^ + ^aa?jff-a + ., .-h s ^ * - 1 ] + ^CTRff<

ce qui donne l'expression de Qff. Ce polynôme est d'ordre a—1 au
moins, ƒ d'ordre r. Le premier membre de (3) est d'ordre

<y-hr — 2<<7-hr — 1;

on a donc, en identifiant dans les deux membres de (3) les polynômes
homogènes de moindre degré (* ),

ce qui exige que { B } soit divisible par oca. Or, nous avons

l^r — 2 < r<;<7.

Nous arrivons donc à une contradiction, et l'on a

p>0--hr—2 — /,
donc

p = cr H- r — I — /. C . Q . F . D .

Ce théorème entraîne :

(A) Nous désignons par {F(\z, j)\ le polynôme homogène de moindre degré
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THÉORÈME 6. — La condition nécessaire et suffisante pour que des axes
réguliers soient normaux est que le polynôme B soit en O d]ordre

Considérons notamment le cas où les deux courbes de base ƒ, g ne
sont pas tangentes en leur point commun O {cas simple). Alors, dans
l'identité

(4) x°S(x)=A{x* y)j\x, 7) + B(*, y) g(x, y),

les polynômes homogènes de degrés /*, s dans ƒ, g n'ont aucun facteur
commun, ce qui exige que Ton ait

a = s -+- /,
d'où

p = r + 5 — i.

Nous retrouvons ainsi le résultat classique.
D'une manière plus générale, soit N la somme des ordres de contact

d'une 'branche quelconque de g avec toutes les branches de / . Si l'on
remplace dans l'identité (4) y par la fonction de x définie par cette
branche de g\ f(x, y) devient une fonction de x d'ordre r + N ,
A(x} y) une fonction de x d'ordre au moins égal à s— i si l'on sup-
pose les axes normaux. On a, par suite,

3 . Considérons trois courbes sans parties communes ƒ, gA,
d'équations

= 0.

ayant en commun Torigine O. Soient p, p1, p2 les exposants des com-
posants primaires ©,, qi7 q2 en O des idéaux

Soit s2 l'ordre de g2 au point O.

THÉORÈME 7. — On a
p £ pi
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et l'égalité a nécessairement lieu si les courbes f et g2 ne sont pas tan-
gentes en O.

Nous avons, en coordonnées transformées

En posant

soit S un polynôme tel que

Nous avons

ce qui exige

donc

et, puisque S(Hp?

donc enfin, puisque nous sommes en coordonnées transformées,

(5) p —*2£Pi.

Supposons les courbes ƒ et g^ non tangentes en O, et choisissons
des axes normaux pour les idéaux m et m,. Soit

le sous-résultant de l'idéal mi; nous avons

donc
^>BAc q2

et S2 désignant un polynôme convenable non nul à l'origine

Par suite,
^+*«S1S,= A 1 ^

d'où
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et, les axes étant normaux,

ce qui entraîne, en vertu de l'inégalité (5),

4. Le théorème précédent fournit d'abord un procédé souvent com-
mode pour le calcul pratique des exposants. Supposons r>j , et divi-
sons f par g suivant les puissances de y (les axes sont supposés régu-
liers). Le reste étant de degré 5 — 1 au plus en y et d'ordre s au moins
au point O admet x en facteur, donc est de la forme x%ig\ (a?, y\ où gx

est de degré en y et d'ordre en O au plus égaux à s — 1. On a

et, en désignant par p, l'exposant du composant primaire de l'idéal

Si les axes sont réguliers pour l'idéal (g1, g\,), on divisera de même g
par g\,. On obtiendra un reste de la forme xa2g2 et l'on aura, p2 dési-
gnant l'exposant de l'idéal (g\,, g*2)

Si les axes ne sont pas réguliers, on devra d'abord effectuer un chan-
gement d'axes. En poursuivant les opérations, on arrive à un poly-
nôme gp tel que le reste x*p+igp+i de g^x par rapport à gp ne contienne
plus y . On a alors

désignant l'ordre de g*p en O.
Reprenons l'exemple donné par M. Kapferer (1 ). Soient

(1) KÀPFERER, Notwendige and kinreichende Multiplizitâtsbedingungen zum
Nœtherschen Fundamentalsatz der algebraischen Funktionen (Sitzungsbe-
riciite der HeideIberger Akademie : Matli. Nat. Wiss. Klasse, 1927, 8. Abhan-
dlung, p. 61).



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDÉAUX DE POLYNOMES. 3 l

Nous ferons ici les divisions suivant les puissances de x. On a

x — y )=(x —y, J 2 ( j - h i ) ) ( a , = a ; s i = i ) t

d'où p = 5. Nous retrouvons ainsi le résultat obtenu par M. Kapferer.
Le même procédé permet de reconnaître si un polynôme donné

F(pCj y) appartient au composant primaire q de l'idéal ( ƒ, g) considéré.
Supposons pour plus de simplicité que les axes soient réguliers pour
les polynômes gt obtenus par divisions successives, par exemple par
rapport à la variable x. Divisons également, suivant les puissances de x,
F(a?, y) par g : so i t^ 1 F i (a?, y) [F, (xy o) ^ o] le reste obtenu. Divi-
sons de même F^ par gi : soit jA aF 2 le reste obtenu, etc.

Pour que F appartienne à l'idéal q, il faut et il suffit que Ton ait

(6)

En effet, il faut d'abord que yKlF{(x, y) appartienne au composant
primaire de l'idéal (g, ya'g\)- On aura alors, S, (y) désignant un
polynôme convenable non nul pour y — o,

>'>- S, O') F^X, y) = L> -h \ j * . ^ ,

relation qui exige X^a , , sans quoi F, (a?, o) devrait être divisible par
g(&9o) qui est de degré supérieur. Réciproquement, si A^o^, le
polynôme Si F appartient à l'idéal (ƒ, g) si j>l l~a iS, F, appartient à
l'idéal (#, g\), ou si j A l ~ a i + X 2 S ! F2 appartient à l'idéal (gM JK3^2), ce
qui exige A< + X:2>a1 + a2. Et ainsi de suite. Pour qu'enfin le poly-
nôme JXH->*+" +ViHat+--.+vFp_H appartienne à l'idéal (^p, ja/>+1)? ^
faut et il suffit que Ton ait

Reprenons l'exemple de M. Kapferer et considérons le polynôme

On a
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Le polynôme F2 est identiquement nul (X3 = oc); F appartient à
l'idéal q.

Soit encore le polynôme F (a?, y) = ocyh. On a

On a encore

Considérons enfin le polynôme F (a?, y) = y\ On a

y4 n'appartient pas à l'idéal, et nous voyons ainsi que les axes sont
normaux (1 ).

o. Proposons-nous de déterminer la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une limite supérieure classique de p

soit atteinte. Calculons pour cela le sous-résultant à partir du résul-
tant.

Soit en axes réguliers Tidéal ( ƒ, g), les polynômes / , g étant pris
de la forme

ƒ = llr+ lïr^ j + . . . -h H,7

où les polynômes H;(a?), Ky(a?) ont en facteur une puissance de ce au
moins égale à leur indice. Le .résultant ~P(cc) des polynômes ƒ, g est
donné par le déterminant de Sylvester

H

o

o

K,

H,. .
I l , . . .

K_, . . .

. . .

I l ,

1

. .

0

o

I

•

. . . o

0

(!) La variable y joue ici le rôle attribué ordinairement à œ.
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S o i e n t us_n us_2, • • •? « i , ^ O Î tV-*, ^ - 2 ? * . . , ? i , t'o l e s m i n e u r s , a v e c

leurs signes, relatifs aux éléments de la première colonne. Nous avons
les r + $• identités

P O ) = « ^ Hr -f- fV-iK^,

= 4/4-4- «0 H) -h Vi H-

d'où résulte

X (Hr + l l r . a j ' -+-... H- II, y"-' + y)

+ ( cv-i + vr-*y + . . . -4- ̂ t,)'
r-'2H- pnJ r" ] )

x (Ks-h K,_1tr H-. : . H- Kj j * - i + j * ) .

ce qui donne Fexpression des polynômes U et V.
Désignons par x~* la plus grande puissance de œ en facteur dans tous

les polynômes wf_M wf_25 • • • ? ̂ o- Nous avons

a= k — T.

Nous allons montrer que Ton a

et donner la condition nécessaire et suffisante pour que Tégalité soit
réalisée. Elle Test visiblement, en axes normaux, si les courbes n'ont
pas de tangentes communes

[/c ~ rs. p = r -h s — 1 = k — (r — 1) (s — 1)]

ou si elles en ont une seule, simple pour Tune au moins des deux
courbes

[k = rs -h N. p=rr + 5-i + N = /c-(r-i)(^-i)].

Nous allons voir qu'elle Test seulement dans ces deux cas.
Nous utiliserons un artifice classique (1 ) qui consiste à multiplier,

(1 ) Voir, par exemple, Voss, Ueber einen Fundamentalsatz der Theorie der
algebraischen Funktionen {Math, Ann., t. 27, p. 533).

THKS13 DUBREIL.
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dans le déterminant de Sylvester, la première colonne par i, etc.,
la i"!eme par a?'~~' , la dernière par xr^A~*. Soit dans le déterminant P ainsi
transformé us^i le mineur correspondant à us_i. On a

O r , nous pouvons met t re en facteur dans la h[èmc ligne de P

(h = Ï , 2, . . . , j ) , a?'"»-'*-1, dans la s + /cieme(& = 1 ,2 , . . . , /*)> ^ f + A ~' ,

soit en tout a? à la puissance

/' + r + i + . . . + r + 5 - n - s H- ,v f i + . . . + r + i — 1,

et nous voyons finalement que le polynôme « ^ contient en facteur
une puissance de x d'exposant

Nous avons donc

- 1 ) — ( r — 1 ) ( 5 — 1 ) , r > ( r — 1) ( 5 — i ) ,

a^k — ( r — i ) ( . ç — 1)

et, si nous considérons des axes normaux,

REMARQUE. — Diaprés ce qui précède, pour que le sous-résultant coïn-
cide avec le résultant, il faut que tout point commun aux deux courbes
de base soit simple au moins pour Vune d'elles. D'après ce que nous
avons vu plus haut (Chap. II, n° 1 ), cette condition est aussi suffisante.

Pour que T soit exactement égal à (r— i)(s — 1), il faut, d'après ce
qui précède, que le mineur u0 soit exactement divisible par ^ i '"1)(^ l ),
Or, nous avons, en désignant par

cp = j ƒ | = hrx
r+ hr^xr-ly -4- . . . + /*, s>yr'x + yT\

y = \g\ = ks x* + V , x*~ ' J + . . . + /ù .a?/? x 4- y\
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les polynômes homogènes de degrés r et s dans ƒ et g

35

hr

O

ks-i

0

/ir-,

h

o

ks-,

ks

. . . hr

. . . A2

. . . . k,

... hr

. . . A-2

hr^

k,

ki

i

hr-,.
I

i

Ar-,

I

A',

O

T

1

O

I

.

I

0

. . .

I

. . . kY

o

o

I

o

o

o
0

o

o

0

I

Ce déterminant o est un mineur d'ordre r-\- s — 2 du déterminant de
Sylvester À des polynômes homogènes <p, y. Or, si ces polynômes ont
un diviseur commun de degré supérieur ou égal à deux, ce mineur est
certainement nul. Donc :

Si les deux courbes de base ont en commun plusieurs tangentes ou
une tangente multiple pour chacune d'elles, on a, pour tout système
d'axes régulier,

T > ( r - i ) ( s - i ) ,
donc

Par suite la condition nécessaire et suffisante pour que la limite (3 soit
atteinte, est quau point considérée les deux courbes aient en commun au
plus une tangente simple pour Vune d'elles.

Si les deux courbes ont en commun une tangente simple pour Vune
d'elles, le déterminant 8 n'est certainement pas nul. Donc dans ce cas,
tout système dJaxes régulier est normal.

Si enfin les deux courbes n'ont aucune tangente commune,
0 7^ o exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les axes



3 6 P. DUBREIL.

soient normaux. On peut donc? Ox étant donné, trouver les positions
non normales de Qy. Ces positions dépendent uniquement des
nombres hl7 kJy c'est-à-dire des faisceaux de tangentes des deux
courbes au point O.

CHAPITRE III.

CALCUL DE L'EXPOSANT.

1. Considérons trois courbes sans partie commune

admettant l'origine comme point multiple d'ordres r,, r2, r3. Soient
m,, m2, tn3? les idéaux :

m i = ( < p i . <pa<P,)» m , = ( o 2 , 9 , 9 0 . m 3 = ( c p 3 . <Pi92)*

Soient enfin p,,, p2 , P3 les exposants des composants pr imaires q<,

q2? fl3 des idéaux m,, m2 ; tn3.

THÉORÈME 8. — Un seul des nombres p i ,Pi , ç>^ ne peut pas être supérieur

aux deux autres : deux d'entre eux sont nécessairement égaux et leur

valeur commune est supérieure ou égale au troisième.

Désignons par m lïdéal (o2 93? ? » ?i ? ?i Ça)- Nous avons

m C m ;

quel que soit i", et par conséquent

quels que soient i et y.
Inversement, considérons un polynôme F appartenant à [ mt, m2 J par

exemple. Nous avons

d'où
F — Ujcpt -h V , < p 2 o , =
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et, puisque ©4 etcp2 n'ont aucun diviseur commun

U i — V S < P J = \3<p2,

d'où enfin
F = V19a<p3-+-V2©3<p1-f-V3©192c«»

et
[mi* m2] C m,

donc

(1) [m,, m2] = m = [m2, m,] = [m3, t ^ ] .

Cela étant, soit ij le composant primaire de m au point O. La rela-
tion (i) entraîne

(2) <ï = !>0/] -

Soient alors cr , ,^ ,^ et a les ordres de multiplicité respectifs de la
racines? = o pour les sous-résultants, en axes quelconques, des idéaux
ïïtH,m2, m3, et m. En vertu de la relation (2), a est égal au plus grand
des deux nombres an aJt Soit alors, dans le cas où les aL ne sont pas
tous égaux, aA le plus petit d'entre eux (ou l'un des deux plus petits),
a est égal à a, et à a2 : ces deux nombres ne peuvent donc pas être
différents.

En prenant des axes normaux pour les trois idéaux m̂  ,m2, ni3, nous
obtenons le théorème énoncé. De plus supposons que l'on ait p2 > p3,
et choisissons des axes normaux pour V idéal \\\^. Nous avons

donc
(71~(72= p 2=p! .

et, par suite, les axes sont normaux aussi pour m,.

2. Supposons le polynôme g'décomposé d'une manière quelconque :

Considérons les idéaux

m ; = ( / . £ i . £ 2 - . . £ i - i - # i - r i - - - # A ' 81) (* = i , 2 * ) ,

posons
(ff& • • -£*-i ' o m • • •£*» 81) = r + 5 — 1 + M n
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et supposons les notations choisies de manière que Ton ait

THÉORÈME 9. — i° Si M\ ]>M!,, Vexposant p du composant primaire
de Vidéal (f,g) en O a pour valeur

p = r*-hs — n -M' 4 = p\ ;
si de même

on a
a = r + s — i -h P',, =z a\ .

2° Si

i° Supposons M', ^>M'O. Posons

Nous avonsp, = c' r Supposons démontré p,- = p',, et montrons que Ton
a aussi pI-H_1 = p\. Appliquons le théorème 8 aux courbes

nous avons les trois exposants

pM-n Pi=P'n p/-H<p'i-

On a donc
P*+i = p'i »

d'où finalement

Le môme raisonnement s'applique aux nombres a. En particulier,
si M', ̂ >M2, on voit qu'un système d'axes normal pour l'idéal m', est
normal pour l'idéal m car les relations

M;>M;, P; = M;, MJ^PJ
entraînent

P' >̂ P' •

donc
a — tr\ = p\ = p.

2° Supposons

M; = M; = . . . = M'«> M'a+1 = .. . = Mp> Mp+1... f
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Comparons les nombres p'o p2 et p'o en appliquant toujours le théo-
rème 8. L'égalité p', = p', entraîne p2<pj. Si a est plus grand que 2, et
si Ton a c2 <C ?\ o n conclut p3 = o\ = p^. Si p2 = p\, on a seulement
p a < p ̂ . En poursuivant le raisonnement nous voyons que les nombres
pu p2? . . -, pa sont tout au plus égaux à p',, et qu'il n'y en a jamais
deux de suite qui lui soient inférieurs. Si pa est supérieur à p' a + t ,
nous aurons pa^, = p a ; à partir de ce moment, tous les p, serontégaux
à pa. En particulier, la condition nécessaire et suffisante pour que Ton
ait p = p', est que pa soit égal à p^,

Si pa est inférieur ou égal à p^+i, la suite des nombres pa+1, . . ., pp
possède les mêmes propriétés par rapport à p̂ +i que la suite des nom-
bres p,, . . . ,p a par rapport à p',. Et le raisonnement se poursuit ainsi
de proche on proche.

5. Désignons par D<, D2, . . ., D; les droites (distinctes) dont se
compose le faisceau des tangentes communes en O aux courbes ƒ et g.
Nous pouvons remplacer les polynômes ƒ et g" par des polynômes
décomposés

tels que les courbes ƒ<>, g0} comprennent respectivement toutes les
branches de ƒ et de g qui ne sont tangentes à aucune des droites Dl?

les courbes fn gn toutes les branches de ƒ et de g qui sont tangentes à
la droite D,. Posons

et désignons par rl? sn les ordres de multiplicité du point O pour les
courbes fl9 gt. Soit

d'où, en vertu du théorème 7,

P(f,gi) = r-hsl-

THÉORÈME 10. — On a

P

si Von suppose les notations choisies de manière que Von ait
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On a, toujours en vertu du théorème 7,

P ( ƒ, gogx ) = / ' + J O + * I - I + M^ ;

supposons que Ton ait

P(/j #o£i • • • #) = r + 50+ Jj H-... + 5,— i + M'1'

et établissons l'égalité analogue pour l'indice i + i. On a

p (/^-t-i, tfo#i • • • # ) = p( ƒ> ÖOÖ°I • • • # ) + */+i

r + 's"o + .î, -h . - . H- .îi+1 — I -
r + 50 + 54 - h . . . + j ( - + 1 — i + M111,

d'où, d'après le théorème 8,

Maison a aussi, d'après le théorème 7,

En poursuivant le raisonnement par récurrence, nous arrivons à
l'égalité

C / )

Ce théorème „nous donne la valeur de p dans un cas particulier
important :

THÉORÈME 1J. — Si chaque tangente commune aux deux courbes con-
sidérées est simple au moins pour Vune d'entre elles^ on a

p = r -h s — i + N.

N désignant la plus grande des sommes des ordres de contact d'une de
ces branches simples avec toutes les branches de l'autre courbe qui lui
sont tangentes [N = MM)].

En outre, si l'on a
i \ = X 1 > N 2 > ] \ T 3 ^ . . . î

N; désignant les sommes analogues pour les autres branches simples,
tout système d'axes régulier est normal. En effet, Tune des courbes ƒ, ,
gt, par exemple g\, est d'ordre i au point O. Donc (p. 246) tout sys-
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tème d'axes régulier est normal pour les idéaux ( / i , ^ ) , (ƒ, g\),
(fg\>gO- Mais on a

*(S\ • fgi)û r + * — i + N 2 < cr( fgx , ^ 1 ) =
donc

D'une manière plus générale on peut énoncer le théorème suivant :

TEIEORÈME 12. — Si Von a

et si les courbes A^, B< définies par le sous-rêsultant

n* admettent pas en O d'autre tangente que la droite D , , tout système
d'axes régulier normalpour l'idéal'(ƒ, ,g\\ est normal pour V idéal (^f^ g).

Il suffit de montrer que les axes sont normaux pour l'idéal

Onu
<r(£\,, fg^^r-^r S — I + M(2'< r - w —i-h

Posons
p^o--h e' (

on passe de r idéal( / i ? gi) à l'idéal (J\f\g\ig\) en multipliant/j
par un polynôme F = f\ gn d'ordre r0? tel que les courbes F = O,
ƒ, = O n'aient aucune tangente commune. Soit

l'équation de la droite D,. Nous avons

J/t } = <?", Î ^ } = ? X

et | F | n'est pas divisible par ç. Soient

Ro = ^ ^ i - « S 0 = UF

les sous-résultants des idéaux (F, g1,), (F / 4 , ̂ ) , CA?g'i). U est un
THLSE DLBREIL 0
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polynôme dvordre ^ — i —s, el {U} n'est pas divisible par <p. Le pro-
duit RQRÏ étant un multiple de R, le polynôme A est défini parla
division de A4U par^,, suivant les puissances de y

(3) A t U^Q^ + ^U(x)A(^. j )

avec
0£=:p1 + C70— CT^Tl-h*!— 1 + M ^-h r0-f-5,— I ~ £

— [r0 -H /"j H- *i — i + Mfl'—e'"| = Si ~ i — e -he'.

Supposons que Ton ait E' > i.
Dans l'identité (3), les trois termes ont nécessairement le même

ordre : si A<U était d'ordre supérieur aux deux autres termes, {A} qui
est d'ordre <s< — i devrait être divisible par «p*\ Si Qgi était d'ordre
supérieur aux deux autres termes |A<| n'étant pas divisible par x7

{U} devrait l'être par œa
7 ce qui est impossible puisque U est d'ordre

S] — ! — £ < a . Enfin sia;aA(a?,j) était d'ordre supérieur aux deux
autres termes, le produit {A,} {U} devrait être divisible par <pAl, ce qui
est impossible puisque {U} n'est pas divisible par cp, et que {A,} l'est
seulement par çJl~\

Cela étant, A est d'ordre

Si— r - h Sj — i ~ £ — a = 5 1 i — g ' ;

mais d'autre part, en vertu toujours de l'identité (3), {A} doit être
divisible par ç'1"1, ce qui est impossible si £r> i.

Remarque. — L'hypothèse relative aux tangentes aux courbes A15

B, est vérifiée d'elle-même si O est point simple pour l'une des courbes
fi, g\. Dans le cas général, on peut donner des exemples montrant que
cette hypothèse est indispensable (1).

(1) Ainsi prenons

F = f\ ëi =y
On a

Ai=:^;(i — ̂ ) +
(3) A1U==--4^1+a?2(i»-a7s

la courbe À = O n e passe pas par Torigine et Ton a

<7 = 6, p — 7.
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4. On est ramené, par ce qui précède, à l'étude du cas où les courbes
de base ƒ = o, g= o, ont toutes leurs tangentes confondues avec une
même droite. Ln nouveau théorème permet de se limiter au cas plus
particulier où Fune de ces courbes3 ou même toutes les deux, n'ont
en O que des systèmes circulaires d'ordre i : on peut alors les rempla-
cer par des courbes décomposées en hranches simples. Un changement
de variables de la forme

où X désigne le p.p. c. m. des ordres des différents cycles pour les deux
courbes données, transforme ces courbes en deux autres n'ayant que
des systèmes circulaires d'ordre i. Désignons par p7 et p$ les nombres

p r=p(/(x, y), g(x, y)), Pl=

THÉORÈME 13. — Si les axes sont réguliers et normaux pour Vidéal

pp
Soit

xP* S(x) = A(.r, y)f{x, y) -h B(x, y) g(x, y)

le sous-résultant de l'idéal (/(a?, j ) , g(&,y))- Le polynôme B est
d'ordre r—i et{B} n'est pas divisible par x. Par suite B(E ' ,TJ ) est
également d'ordre ;•— i et l'on a

C étant une constante. Le polynôme

est donc le nouveau sous-résultant; les axes sont encore normaux et
nous avons

pç=Xpt.

Remarque. — Si les axes ne sont pas normaux, on a

en effet, nous avons toujours

le polynôme B(a?,y) est d'ordre / = r — i — (p — a). Le polynôme
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B(£', Tj) est d'ordre au moins égal (supérieur si {B} est divisible para?).
Nous avons donc

PS —o'téPi —°"t
et

5. Supposons que towto fey tangentes des courbes f et g au point O
soient confondues a^ec une même droite D ; et que ^ admette seulement
des systèmes circulaires d'ordre i . Nous pouvons décomposer g en
branches simples,

si No @t désignent les sommes des ordres de contact de gt aveG ƒ
et gAg2 . . .g^gt+i. . . g ,̂ nous avons, avec les notations du théo-
rème 9,

Par suite :

THLORÈME 14. — Si Vun des nombres y, = r- | -$— i + N , + 0, e^
supérieur à tous les autres, il donne la valeur de p, ef /ej ao;^ sont nor-
maux. Dans tous les cas, le plus grand, y, des nombres y, donne une
limite supérieure de p.

Cette limite y peut effectivement ne pas être atteinte : il en e t̂
notamment, lorsque g possède des branches multiples, car alors cer-
tains des nombres Qc sont infinis, et il en est de même de y. Nous
allons voir qu'on peut remplacer la limite y par une autre meilleure,
généralement atteinte, toutes les fois que plusieurs branches de£ ont,
avec toute branche de ƒ*, des contacts de même ordre.

6. Nous supposons maintenant que les deux courbes n'admettent
que des systèmes circulaires d'ordre i.

Nous dirons qu'une courbe y forme un faisceau par rapport à une
courbe ƒ lorsque deux branches quelconques de y ont, avec n'importe
quelle branche d e / , des contacts de même ordre. Soit v l'ordre maxi-
mum de contact d'une branche (quelconque) du faisceau avec une
branche de ƒ : le contact de deux branches du faisceau est d'ordre au
moins égal à v. Inversement, si nous adjoignons à un faisceau y une
branche F ayant avec une branche de y un contact d'ordre 6 supérieur
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à v, y F constitue encore un faisceau par rapport à f* II peut n'en être
plus de même si 8 est égal à v.

Nous pouvons distinguer dans ƒ l'ensemble cp des branches qui ont
avec une branche quelconque de y un contact d'ordre maximum v; s'il
contient plusieurs branches, cp forme un faisceau par rapport à y. Nous
dirons encore que cp forme un faisceau s'il ne contient qu'une branche,
réservant le terme de faisceau véritable au cas d'un faisceau contenant
plusieurs branches. Nous dirons cpie le faisceau <p est le faisceau
conjugué de y dans ƒ et que les faisceaux ç et y sont séparés si l'ordre
du contact de deux branches quelconques de cp ou de deux branches
quelconques de y est supérieur à l'ordre v du contact d'une branche
quelconque de. cp avec une branche quelconque de y. Deux faisceaux
conjugués ayant chacun une seule branche doivent être considérés
comme séparés.

Soient, par exemple, les courbes

g = y* — a x?\y 4- X-P ( I — J?2 ) = O (y = XP ± x ^ 1 ) ;

ƒ et ^forment deux faisceaux conjugués si y? je n\ dans le cas p < n et
seulement dans ce cas, les deux faisceaux sont séparés. Si n=p,
g forme encore un faisceau par rapport à ƒ, mais le faisceau conjugué cp
ne se compose plus que de la branche y — ~\- xn ; <p et g ne sont pas
séparés.

Etudions d'abord le cas dans lequel la courbe g constitue un faisceau
(véritable) par rapport àf. Nous supposons la droite D avec laquelle
coïncident toutes les tangentes de ƒ ou de g, prise pour axe des a?, et
les équations de ƒ et de g mises sous la forme

ƒ = a0 H- ayy - h . . . -h ar-xy
r~l+yr= a,

g=*bt -h bxy + . . . -4- 6,_, j * - 1 4- ys = o,

où les a et les b sont des polynômes en oc. Soient v l'ordre de contact
maximum d'une branche de g avec les différentes branches de ƒ, rx

l'ordre du faisceau conjugué o de g dans / , N la somme des ordres de
contact d'une branche de g avec les branches d e / .
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Une transformation de la forme

où <b(x) est un polynôme nul pour x — o, ne change pas le sous-
résultant des polynômes ƒ et g\ elle ne change pas non plus, dans les
polynômes A et B, les coefficients des monômes qui ne contiennent
que y\ en particulier, elle laisse subsister la normalité ou la non-nor-
malité des axes. Par une telle transformation, on peut se ramener au
cas où Tune des branches de la courbe g = o coïncide avec la droite D :
le polynôme èo(a?) dans l'équation de g est alors identiquement nul.
En outre, on peut mettre, dans bn x en facteur à une puissance au
moins égale à (s — Ï)(V + I ) , certainement supérieure si g et <p sont
deux faisceaux séparés. Posons

De même a0 contient x en facteur à une puissance exactement égale
à r + N . ai est la somme des produits r—i à r — i des racines de
l'équation ƒ = o considérée comme équation en y. Chacun de ces pro-
duits est au moins d'ordre N + r—i(v + i) si z<7-,, d'ordre supé-
rieur si i^>i\ ; nous pouvons donc poser

af étant un polynôme, nul pour x= o si i> rf.
Soit

le résultant des polynômes/, g\ nous avons

0

o

o

o

o

a, . .

o

bx . .

o

0

^ J — i *

o

. . . .

0

I

o

0

b,

o
I

.

o

0

. . 0

. . . o

. . . l

. . . 0

. . . 0

. . . I



COMPOSANTS PRIMAIRES DES IDÉAUX DE POLYNOMES. 47

En désignant par a0 , a , , . . . , a ^ , , (30, (3,, . . . , j3,._,, les mineurs (avec
leurs signes) relatifs aux éléments de la première colonne, nous avons

At(.a?,j) = a0-h «, /-!- . . •+ot^iJ5~1^

B, ( j?, y) = |30 H~ j3, j -h . . . -h p r_i7'-1 ,

et nous obtenons le sous-résultant -

en divisant R, (a?) par le p. g. c. d. des polynômes a*. Si ar est la puis-
sance de x qui se trouve en facteur dans ce p .g . c .d . , nous avons

<jz=zk — T.

Pour avoir une limite inférieure de x, remplaçons dans R̂  et dans
ses mineurs les a et les b par leurs expressions (4) et (5) en fonction
des a1 et des b'\ Multiplions la première colonne par i, la deuxième
par a?*"1"', . . ., la p^mo par a?ptv+1), . . . . Désignons par a\ le mineur
déduit de aL par la substitution des a! et des b1 aux a et aux 6. On voit
sans peine, comme au n° 3 du Chapitre II, que a,- est égal au produit
de OL) par une puissance de œ d'exposant

T t =(s —i) (N H- r — v — i) -h (5 —i— i) (y + i ) .

Nous avons donc
T ^ ( $ — i ) ( N - + - r — v — i ) ,

d'où
o-^X + / * + (5 — J ) (y + i ) = r + 5 — r + JV + ( j — i ) v .

Nous n'avons fait aucune hypothèse sur la normalité des axes. En
les prenant normaux, nous obtenons pour p la limite supérieure

limite qui est, comme on le voit, indépendante des ordres de contact
mutuels des différentes branches du faisceau g. Si deux branches quel-
conques de g ont un contact d'ordre seulement égal à v, la limite 8
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coïncide avec la limite précédemment donnée

y = r + s — i ~h X + 0,

et il esfinfcéressant de remarquer que ce nombre 3 reste limite supé-
rieure de p lorsque le faisceau g « se resserre » d'une manière quel-
conque.

Une condition suffisante pour que la limite o soit atteinte est que le
polynôme as_i (a?) soit divisible exactement par ^-jwrw-v-n^ o u e n c o r e

que le nombre
w = «',_, (o)

ne soit pas nul. S'il en est ainsi, les axes sont nécessairement nor-
maux (1) et la courbe A = o (ou B = o) n'a pas d'autre tangente
que O a?.

Cette condition est également nécessaire. Supposons, en effet, que
Ton ait, k ayant toujours la même valeur (2), â _, (o) = o. Si Tordre
du polynôme A est encore s — i, les axes sont normaux et Ton a
p = a<^§. Si le polynôme A est d'ordre q<^s— i, il contient un
terme en cafyq"x(o<'k<q)^ le polynôme aq__x(cc) étant divisible au
moins par

LJ*—i)(N-Hr—v— i)+(v—J— f/--hX)fv+i)

nous avons

cr^a = [(5 - i — ^ + ^Kv + i) —*i
et, par suite,

p r^cr H- 5 — J — q ^è — (s — i — q) (v H- i) — \v <C^.

Remarque, — On voit notamment que, lorsque la limite o est atteinte,
tout système d'accès régulier est normal.

Nous avons, en désignant par a', bf les valeurs de a7, bf pour x = o,

(*) Les axes sont nécessairement normaux tant que as^l est divisible par une
puissance de 3? au plus égale à (s — i)(N -h r — v — i) + v.

(2) II suffît pour cela que Tordre du contact d'une branche quelconque de g,
avec une branche quelconque d e / , conserve la même valeur lorsqu'on attribue
aux coefficients des valeurs telles que as_s (o) = o.
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et en remarquant que dt = o pour i^>t\,

a' TL afl

o

o

o . . c t 0 cix c i , . . . a , x . . . o

b \ . > ö{_2 //N_, i o

/ / _ _ , Z? s_j i , . . . . . o0

o o

aa a.

o

i

o

o

b\ i o

o b' i

5 —

\

Nous pouvons remplacer la courbe/par une autre décomposée en
r courbes simples d'équations

Dans le système d'axes primitifs [avant la transformation j = Y — <p(^)]5

P,, P2? . . . , P, désignent les différences Y — Y o . . . , Y — Y, où les Y,
et Y sont les fonctions correspondant aux diverses branches de ƒ et à
la branche de g considérée. Posons

nous avons c(o) = ^ ^ o . Si r = vKi on doit prendre ÇJ = V = I . Si
nous désignons par

cp™//0+ //, 7 + . . .4- u^^y^

Téquation du faisceau o conjugué de g dans ƒ, et si nous posons

THt SE D13BRLIL.
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suite, en désignant par w' le nombre co relatif aux courbes g
e t CD

Ainsi, lorsque g forme un faisceau par rapport à ƒ, il faut et il suffit
pour que la limite o soit atteinte pour Vidèal ( ƒ, g), que la limite ana-
logue o' soit atteinte pour l'idéal (©,£"), 9 e'to/i* fe faisceau conjugué
de g dans f.

Il en est ainsi lorsque l'un des faisceaux g ou cp possède une seule
branche, et plus généralement, comme nous allons le montrer, 'lors-
qu'ils sont séparés.

Dans ce cas, on a, en effet,

= b'2=.. .=£ ;__ ,= : o

et, si nous supposons d'abord

* > ' = ( - 1 ) < - O

«i-2

77'/t w'.

Or, tous les polynômes P15 P2 , . . ., P r i ont même partie principale,
M£cv+I, donc

en posant
c;, c*. ... c»t
i c;, ... c;v'
o 1 . . . c,»-»

o . 1 C?,
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Ce qui précède est encore valable dans le cas s*trn à condition
de poser C" t= o pour n > m.

On voit sans peine que Ton a#

ce qui, en rémarquant que 1 on a

D/VI = C;V D,„
donne

et finalement,

Dans le cas où ƒ se réduit au faisceau o et forme avec gun couple
de faisceaux séparés, nous avons

i \ — / - y , p = i (A* -h S — i ) (v -+-1),

expressionparticulièrement simple, dontlaforme est facile à expliquer.
Considérons le cas où ƒ est une courbe 7--uple, g une courbe j-uple
dont on peut ramener les équations à la forme

0' —X)'*=o. y=o:

où X est un polynôme en x d'ordre v + i. Si nous considérons X
comme une variable indépendante, nous obtenons deux droites mul-
tiples, pour lesquelles Texposant a la valeur ?*+ s — i et le sous-résul-
tant l'expression

X'^-> S ( \ ) = Y (Y. y) (j ' — xy-H H(X. y)j\

et Ton peut vérifier ( ') que les axes sont normaux. En remplaçant X
par sa valeur en fonction de x, on obtient le nouveau sous-résultant,
de sorte que Ton a

p = ( r - h i - — i ) (y -+. t ) .

Si les faisceaux cp et g ne sont pas séparés, la limite o peut ne pas

( ]) En réalité, cette vérification reproduit, dans un cas particulier simple, le
calcul précédent.
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être atteinte. Considérons, par exemple, les courbes

f=Vr— xnr=z o. g=:yx=O\

posons

En considérant X comme variable indépendante, nous avons, pour
l'idéal (F, G),

d'où ne résulte pas
o — ( r + .v — O «.

mais seulement
P = ( r +-'v — J >'*•

caries axes, en général, ne sont pas normaux pour l'idéal (F , G) . En
posant

s = pr + s} U ^ l r ) .
on a l'identité

ce qui donne, pour l'idéal (ƒ,

Par suite, la limite o est atteinte, et les axes sont normaux si Ton a

s = i ( inod r)

et seulement dans ce cas. Si

s ^ o ( mod r)t

on a
p = r \ s i i s ( n î ) = r { J i ! N,

où N est la somme des ordres de contact d'une branche de ƒ avec les
branches de g : la limite inférieure de p se trouve donc atteinte. Dans
le même cas, a a pour valeur

<j = ns = 5-4- X.

Cependant, la limite supérieure o est, en général, atteinte, c'est-
à-dire qu'étant donné l'ensemble des ordres de contact respectifs des
branches de ƒ et de g*, on peut toujours trouver des courbes f et g
présentant ces ordres de contact et telles que Ton ait p = o.
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Supposons d'abord en effet que, g et cp étant primitivement deux
faisceaux séparés (véritables), on remplace dans g une branche par la
courbe simple y d'équation

on a alors

et (ùf a pour nouvelle valeur,

O

O

I 0 . O

I

I . . O

y. 1

polynôme P(X) de degré r, — 1, dont le terme constant est la valeur
de o)/ dans le cas des faisceaux séparés, et dont le terme en V^\ a pour
coefficient, au signe près,

Ce polynôme admet donc 7*, — 1 racines différentes de o : X,, Aa, . . .,
Xri_, ; de plus, ces racines sont toutes différentes de u. En effet, pour
A — u la branche y de g aurait avec les branches de o des contacts
d'ordres v + y-/([A^i). On aurait alors

D'autre part, c aurait pour valeur

— 0

car, en désignant par g' l'ensemble des branches de g autres que y,
nous avons

P ( ƒ ? ' n ' 1 £ 7* -*- Ç ~ ï - h \ -1- y -I- (S — 2 ) y
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donc

on voit alors que la différence i = k— c est toujours égale à

ce qui exige co' =£ o. Par suite, les racines )M, . . ., \ ^ de P(X) sont
différentes de u et de o ; l'attribution de la valeur de Tune d'elles à X
ne modifie pas les ordres de contact et entraîne p<^o. Pour toute
autre valeur de A (non nulle et non égale à M), p est égal à S.

Si les faisceaux conjugués cp et g, véritables et non séparés, sont
quelconques, Fun d'entre eux contient un couple C de branches ayant
un contact mutuel d'ordre v seulement ; on peut supposer que ce fais-
ceau est g et que les deux branches en question ont pour équations

y = a. y = —la"+\ + .rv+2 ( ) ;

co' est alors égal à un pohnome Q(X) de degré rx — i au plus. En
dehors du couple C, il peut exister dans g el dans cp d'autres couples
de branches a^ant un contact d'ordre v; la différence des ordonnées
correspondant aux branches de ces couples est alors de la forme
u.œv~i~i.... Les coefficients du polynôme Q(X) dépendent de u et des
paramètres p. ; en prenant ces pai amètres assez petits en valeur absolue,
on peut rendre les coefficients, donc aussi les racines de Q(X), aussi
voisins qu'on veut des coefficients et des racines du pol} nome P(X);
Q(X)aura alors des racines différentes de zéro, de u et d'un quel-
conque des [A (ce qui est nécessaire, car autrement l'ordre de contact
de deux branches de «pourrait se trouver modifié). On peut donc
toujours choisir X de manière que l'on ait, soit t o ' ^ o, p = o, soit
to' = o, p < o.

Dans le sous-résultant, o?aS(a?), considérons le coefficient în= S(o)
du terme en cca'. Nous aurons besoin par la suite de la valeur du quo-
tient—- Cette valeur est invariante par toute transformation de la

ru r

forme
j = Y-*( . r ) [*(o) = ol.

Dans le cas des faisceaux séparés, on a, en supposant b0 = o,
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a'o est d'ordre o — ( ] \ + /•) = ($' — I ) ( V + I \ et Ton a

donc

Cette formule montre qu'il est possible de modifier la valeur de — »

sans l'annuler, en modifiant seulement, par exemple, les branches du
faisceau <p, modification qui n'altère ni les ordres de contact, ni la
valeur de ?, mais seulement celle de u.

Il en est de même lorsque les faisceaux ap et g ne sont pas séparés.
Si d'abord, dans cp et dans g deux branches seulement, appartenant par
exemple à g et ayant les équations y = o, y = — Xa?v+1 -f- . . . ont un
contact d'ordre v, on a

co^ (-i)^P(À)

et puisque P(«) ^ o, — dépend effectivement de À. Un raisonnement

analogue à celui qui a été fait plus haut montre que dans le cas de

faisceaux non séparés, on peut modifier la valeur de — » sans l'annuler,

par une déformation des branches des faisceaux <p et g, n'altérant ni
la valeur de v, ni les ordres de contact.

Enfin, nous devons encore examiner le cas où l'un des faisceaux <p
ou g ne contient qu'une seule branche. Si par exemple s = i ? et si Ton
ramène les équations des branches de g et de 9 à la forme

g : J = o , cp : j - h # v + 1 ( " i - * - • • • ) = () (i = i. 2 , rj,

on obtient

et nous voyons que, dans ce cas encore, les déformations considérées

permettent de modifier la valeur du rapport - -

7. Si la courbe ^ n e constitue pas un faisceau par rapport à ƒ , nous
pouvons la décomposer en faisceaux distincts giy g\2, , . ,, gk par rap-
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port à ƒ, tels que l'ensemble de deux quelconques d'entre eux ne soit
plus un faisceau. Posons

#f — ö'i &* • • • g>-i - ëv-i- i • • • %k ( g = gt gi ) .

THÉORÈME 15. — gi forme un faisceau par rapport à la courbe

II suffit de montrer qu'une branche quelconque y' de g{ a des con-
tacts de même ordre avec toutes les branches de git

Soit V; l'ordre de contact d'une branche de g( avec une branche du
système conjugué 'fi(}) dans/ . Si y' a avec une certaine branche, y,
de gi un contact d'ordre JJL inférieur à v,, toute branche y4 de gt a avec y'
un contact d'ordre (x également. Si y' a avec toute branche de gi un
contact d'ordre au moins égal à vt-, cet ordre ne peut en aucun cas être
effectivement supérieur à vt-, car alors l'ensemble de g\ et du faisceau gj
contenant y7 constituerait un faisceau. Nous voyons ainsi que, dans
tous les cas, y' a avec toutes les branches de gi des contacts de même
ordre, au plus égal à v̂ .

Ce théorème va nous permettre d'obtenir la valeur de c par un rai-
sonnement analogue à celui qui a été fait pour des courbes simples
(théorème 9), puisque nous avons déterminé dans l'étude précédente
une limite supérieure, généralement atteinte, des nombres

Mais afin d'obtenir des résultats plus précis, nous devons faire
quelques remarques supplémentaires sur la décomposition de la
courbe g en faisceaux.

Le système conjugué d/t de g\ dans f g] peut comprendre^ outre «pf,
un certain nombre de branches de g). Les systèmes conjugués <p,? cpy- de
deux faisceaux gh gj différents peuvent avoir des branches communes.
C'est ainsi que pour les courbes

g= (y — ,r- — x* ) ( j — af" -f- x? ) ( y — x'] — ,r;' ) (y — x:' -h orK ) = o,

(l) Oi est un faisceau par rapport à gly mais i\on en général par rapport ù g.
Aussi parlons-nous maintenant de systèmes conjugués.
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on a

A, = (y _ ^ _ J.V) ( j „ j ; ' + ./*), Vi = a. O, = ƒ, +1 = ƒ î

Considérons deux faisceaux quelconques g*,, g\ et leurs systèmes con-
jugués <p, et <p2 dans/ .

THÉORÈME 16. —• Si deux systèmes conjugués cp̂  et <p2 o/U une branche
commune <I>, r«/i d'entre eux est contenu dans Vautre. Si Von a par
exemple v^v.,, on a O\CZ^i et ^ ] > v 2 . Zfo/?w V ordre de contact d'une
branche de g\ avec une branche de g2 est égal à v2.

Toute branche de g2 a un contact d'ordre v2 avec $ ; d' autre part,
deux branches quelconques de <p, ont entre elles un contact d'ordre au
moins égal à v<>v2. Donc tonte branche de fi a avec toute branche
de g2 un contact d'ordre au moins égal à v2, mais par ailleurs au plus
égal à v2, puisque aucune branche de ƒ n̂ a avec g2 un contact dWdre
supérieur à v2. Ainsi, toute branche de o, ayant avec toute branche
de ^2 un contact d'ordre v2, appartient à <p2 : z)t CZ ?2*

Cela étant, si l'on avait vi = v2, on pourrait montrer de même
o2CI?iî et par suite les systèmes <p,, o2 coïncideraient. De plus, toute
branche de g\ ou de c§L> aurait avec toute branche de cp4 ou de (p2 un
contact d'ordre v, = v2, et avec une branche fy de ƒ n'appartenant pas
à©, un contact de même ordre [*« v, ) qu'une branche (quelconque)
de 9,. Par suite, l'ensemble g\g\ serait encore un faisceau. On a donc
nécessairement v,^>v2. Enfin, une branche quelconque de g\ ayant
avec une branche de cp̂  (CZ 92) un contact d'ordre v2 <[ v,, a avec toute
branche de g\ un contact d'ordre v2.

Nous dirons qu'un faisceau gt est principal quand son conjugué ca-
dans f ne contient véritablement aucun autre conjugué et coïncide
seulement, le cas échéant, avec des conjugués de faisceaux pour
lesquels v est inférieur à vL. Si un faisceau n'est pas principal, son con-
jugué contient au moins un conjugué de faisceau principal. Il existe
donc toujours au moins un faisceau principal. Les conjugués dans ƒ de
deux faisceaux principaux de g n'ont aucune branche commune.

Lemme. — Si les conjugués ©,, çpa dans ƒ de deux faisceaux g^ g\>
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n'ont aucune branche commune, l'ordre de contact JJL d'une branche $ ,
de ©i avec une branche $ 2 de cp2 est inférieur à chacun des nombres
v,, v2.

L'ordre de contact X de «ï̂  avec une branche de g2 est inférieur à v2,
puisque <E>, n'appartient pas à <p2. Et si Ton avait par exemple tu.^va, il
en résulterait X>v2.

THÉORÈME 17. — Si le faisceau gA est principal', Zowfó branche F2 öT*m
re faisceau g<> a avec toute branche de o, (o// t/e g%) *̂ n contact d'ordre

inférieur à v,.

Le faisceau ^ étant principal, ou bien cp.2 contient ç, sans lui être
égal, ou bien il n'a avec lui aucune branche commune, ou bien ç)2 et
ç, coïncident. Dans le premier cas, T2 a avec toute branche de cp( un
contact d'ordre v2 <^ v,. Dans le second cas, F2 a avec toute branche <f>3

de ça un contact d'ordre v_> ; 4>2 et une branche $4 de o, ont un contact
d'ordre p inférieur à v̂  et à v3 d'après le lemme précédent : \i est donc
aussi l'ordre de contact de $1 et de Y2. Enfin, dans le troisième cas, on
a encore v2 <^ v< et F2 a encore avec toute branche de <D] = ç2 un con-
tact d'ordre inférieur à v .̂

THÉORÈME 18. — Le conjugué ç, dans fd'un faisceau principal g\ est
lui-même un Jaiseeau, et un faisceau principal, par rapport à g. Son
conjugué est gA. Par suite f et g ont le même nombre de faisceaux prin-
cipaux, associés en couples de faisceaux conjugués.

Deux branches quelconques de cp, ont avec une branche de gx un
contact de même ordre v1, et avec toute branche de g n'appartenant
pas à g\ un contact de même ordre inférieur à v, en vertu du théorème
précédent, ç̂  est donc un faisceau par rapport à g et son conjugué
est g,.

De plus, le faisceau op̂  = / i est principal, car s'il en était autrement,
gi contiendrait le conjugué yL> d'un faisceau f2 d e / , et l'ordre de con-
tact v2 d'une branche de y2 avec une branche de f2 serait supérieur
à y,. Or il est impossible qu'une branche de g\ ait avec une branche
de ƒ un contact d'ordre supérieur à v,.

Soient g*, un faisceau principal, ƒ, le faisceau conjugué dans ƒ. Il
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résulte du théorème 17 que fi est aussi le conjugué de gt dans fg\.
De même gA est le conjugué de fA dans gf\.

THÉORÈME 19. —gx étant un faisceau principal, les limites o relatives
aux idéaux (fg\ , # , ) « ( ƒ , , gf\ ) sont égales.

Soient en effet i\, s^ les nombres de branches contenues dans f\^ g{\
N' la somme des ordres de contact d'une branche quelconque de ƒ, ou
de gi avec toutes les branches de go N" la somme des ordres de con-
tact d'une branche quelconque de ƒ, ou de g\ avec toutes les branches
de f\. Nous avons

THÉORÈME 20. — La limite ot— o(fgf, gt) relative à un faisceau non
principal gt est inférieure à la limite analogue relative à un faisceau
principal g\ dont le conjugué ƒ , est contenu dans le conjugué f de gt.

D'une manière plus précise, g\ étant un faisceau principal, soient
gnj giy . . ., gh des faisceaux dont les conjugués cp3, <pJ? . . . , <ph con-
tiennent ƒ , , les notations étant telles que Ton ait

,Ac <p_>c <J> c . . . c <?h-

Considérons les nombres

Si Ton suppose
i^f'<jih,

on a

Soit en effet c?' l'ensemble des branches de ƒ qui n'appartiennent
pas à <p,; Tordre de contact de l'une d'elles et d'une branche de <p7 est
inférieur à v r Donc les sommes des ordres do contact d'une branche
de g\ et d'une branche de gj avec toutes les branches de cp' sont les
mêmes. De même une branche de g\et une branche de gj ont avec une
branche de gj+0L(j -+- a := ( / + i, ..., h) des contacts de même ordre vy+ût.
Soit g' l'ensemble des branches de £'qui n'appartiennnent pas à g, ,
g'a, , . ., gVi- Toute branche de g' a avec une branche de #7 un contact
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d'ordre ou bien inférieur à vy-, et a par suite un contact de même ordre
avec une branche de g\} ou bien égal à Vy, et alors elle a avec une
branche de gt un contact d'ordre supérieur ou égal à vy. Donc la
somme des ordres de contact d'une branche quelconque de gL avec g1

est supérieure ou égale à la somme analogue relative à gj, II ne reste
plus qu'à comparer dans oh oj les termes tn Zy, correspondant au pro-
duit <$jg\ . . . #7. Soient sk le nombre de branches de g/n rk le nombre
de branches de cp/c. Nous avons

U ^ Oi - h . . . - h .îi-i-h st— 1 -+- rt)vi-h {rj— n) v ,4- st^ v^, -A- . . . -+- .çyvy= /,

8. La courbe # étant décomposée en faisceaux
appliquons à cette décomposition le théorème 9. Soit

l'exposant de l'idéal(ƒ^;., gV). Si l'un des nombres po soit p,, est supé-
rieur à tous les autres, il donne la valeur exacte de p. Si plusieurs des
nombres p4- sont égaux et supérieurs à tous les autres, leur valeur com-
mune est limite supérieure de p. Or, en désignant par N£, ©, les
sommes des ordres de contact d'une branche de gL avec /* et gn par «7
l'ordre du faisceau gh nous avons

Une limite supérieure 0 de p est donc donnée par le ou les faisceaux
principaux pour lesquels le nombre M;— N,-+ 0 /+ (s-,— i)v, est
maximum. Cette limite peut n'être atteinte pour aucun des faisceaux
principaux, si ceux-ci et leurs conjugués sont véritables, non séparés,
et tels que OL/=O. Mais elle Test en général, et il nous reste avoir,
dans ce cas, à quelle condition elle est également atteinte par l'expo-
sant p de Tidéal in = (ƒ, g).

9. Supposons donc la limite atteinte, donc les axes normaux, pour
chacun des idéaux m]= (ƒ#>, gi) correspondant aux faisceaux princi-
paux g^ g\2y . . ., gy, donnant le nombre M** maximum. Pour quelle
soit atteinte pour l'idéal ( ƒ, g), il faut et il suffit qu'elle le soit pour
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l'idéal
(f.gu+f.gh fii--g*) = (fê'> g\-**8*)-

Soient to'n w\ les nombres précédemment définis relatifs à l'idéal m'(,
(x>\ ? . . ., cox sont différents de zéro. Désignons par co,, xnL les nombres
analogues pour l'idéal

Supposons que Ton ait pour l'idéal m,_,

p ( _ 1 = ô, &>,__, 7^ o (a\es normaux) .
St_t—J

propriété vraie pour «'—1 = 1, et voyons à quelle condition ces pro-
priétés subsistent pour l'idéal mt.

Considérons les sous-résultants

1{L) = X*> St{i)=\l f.gf.gt~v

Pour ce dernier idéal, l(4s axes sont normaux, car le faisceau prin-
cipal gt a pour conjugué j \ dans ƒ'g'g,-M • • • g^ e t ^es axes sont nor-
maux pour l'idéal (ƒ„ gt) puisque» cof^ o.

Le produit R,_<R" est un multiple de Rt? et nous avons, en effec-
tuant la division suivant les puissances de j ,

d'où

ce qui donne, le polynôme B" n'étant pas divisible par x

(7) KW^ + Q^^ïx?".

(8) Q.S.+ / 8 " . • ^ . • A . ; B I = > B : .

Supposons, comme nous pouvons toujours le faire, les polynômes
f g\ gh de degrés e n j égaux respectivement à leurs ordres /*' = /* -h sf,
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st en O. Les axes étant normaux, les polynômes Bt_,, B", Q,-, A" ont
respectivement pour termes de plus haut degré en y

*----^*-1 avec ô/_x(o) = — wf_, ̂  o.

K : -bï(x)y*r->.

Le degré de B; par rapport à y est au plus égal à

de sorte que l'équation (8) exige que X soit de degré st—i au plus
e n ^ ; (7) est donc l'identité de la division de A"B;__, par gi suivant les
puissances de y. Or, le reste de cette division est nécessairement le
polynôme

j iVjii' l l

Nous obtenons ainsi l'expression de X et l'équation (8) s'écrit

Le terme (1) en &*yr'+*>+-••+*«—* dans la différence Q,S(S-— S^, S, AjB'̂  a
pour coefficient

Ce coefficient est nul si

et seulement dans ce cas. Si donc la condition (9) n'est pas vérifiée, le
produit A"B(S^S;_,az°~ffi doit contenir un terme en j'*f+**+--+*«"2

j c e qui
exige que Ton ait

la limite 3 est donc atteinte pour l'idéal tuo et les axes sont nécessaire-
ment normaux. Le polynôme B, est de la forme

avec ^ (o ) = — & ) / = — © / ^ J

(4) Ce raisonnement suppose r'^ 2. Pour r ' = i on a évidemment p = â.
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de sorte que Ton a

do) îL' = ïïj + ^ .

En outre, on a

En effet, dans l'équation (G), StB<_,B" est d'ordre

et a^+P?-ff'St_, S t B 4 = ^ : S ^ , StBf d'ordre

et nous avons
p"i> rf-hst^-sl+i-{-. . . - t - s a — î .

puisque les courbes fg!g^K . . . g a , ^ t sont tangentes. Par suite on a

| Q l } = û> l_ Iw^' f^+ ^ « ^ .
D'autre part,

d'où, en vertu de l'équation (8') dans laquelle <y£= o,

Cela posé, considérons la somme

et distinguons deux cas suivant que cette somme est différente de zéro
ou nulle.

i° S ^ o . — Nous pouvons choisir les notations de manière que
toute somme •

f V

soit aussi différente de zéro : il suffit pour cela que tout nombre — qui

a le signe de Z ait un indice inférieur à tout nombre ~ qui est de signe
contraire. On aura alors
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donc

puis, de même,

et ainsi de suite. Finalement,

La limite o étant atteinte et les axes étant normaux pour Tidéal

m » = ( / é ' ' i ö i o s • • •» o » ) »

il en est de même pour l'idéal

comme on le voit en décomposant la courbe gf en faisceaux g\,...,
on a, quel que soit z,

donc

et, par suite,

De plus,

Posons, en effet,

On a, comme précédemment,

d'où

c c//
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Soit r— i — S ( Ê^O) le degré de B" en y; celui de A" est sf— i — e,
celui de Q, r~\-sf— 2 — £, donc celui de X est au plus /— 1, sf dési-
gnant Vordre de g!, et Pon a

donc

on a d'autre part

car, en désignant par r— 1 — e", J'— 1 — £"\es ordres de B;/ et A" en O,
on a

af/>r + 5'-i~£",

puisque les courbes ƒ et g' sont tangentes. De là résulte

Soit sr— 1 — tf Tordre de A'. Le second membre de (11) est d'ordre

ix = s'— 1 — e ' + r — 1 — eff-h ô —o-';

or

donc

p'=<r'-he'<3;

ix > r 4- s'— 1 — eff= ordre de QS",

et nous avons, d'après (11),

d'où

en posant

^° Supposons maintenant que l'on ait S = o. Il en résulte, cô  étant
différent de zéro,

THESE DUBREIL.
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Par suite, la limite o est atteinte pour l'idéal m^^i et l'on a

^ g — i v p ^ a

II en résulte, d'après l'équation (8'), pour i= a,

puisque le seul terme indépendant de oc dans la différence

SaCQaSi-Sa^AiBl)
disparaît.

Cela étant, l'inégalité o^^o entraîne pa<C^. Il en est évidemment
ainsi si le polynôme Baest d'ordre rf— i (/'' = r + s')y car alors les axes
sont normaux. Supposons donc Ba d'ordre q — rf—i — E ( £ > O ) .

Ba contient un terme en a?'j'r~l~î~e(o<X</''—i — s). Donc, dans le
polynôme

T = AiBaS'aS«_1a?3-ff. = - QaS«S'a +• S a ^ S a A a B ^

il y a un terme en &l-&-<** y'^s*-2-^* t D'autre part, A^B^ est un poly-
nôme d'ordre ;i/ + ^ a—2, dont les termes de moindre degré se
réduisent à j r ' + ç ^ , De même, B«_tBa est d'ordre 2 / + ^ — 2 et a
pour termes de moindre degré y27 ~i~**-2? ce qui entraîne comme précé-
demment

Par suite, dans T, le polynôme en x, coefficient de^''"4"*"2"^2 contient
x en facteur à une puissance au moins égale à X H- £ + 1 y d'où résulte

^ a < 0 — £ — 1

et
pa = ( 7 a + r ' " i - q — a-a -h £ ̂  0 — 1 < ô.

L'exposant de l'idéal (ƒ, g*) étant au plus égal au plus grand des
nombres

l'un et l'autre inférieurs à 0, est donc, lorsque S est nulle, lui-même
inférieur à 0.

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 19. — Étant données deux courbes / et g ayant en O toutes
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leurs tangentes confondues avec une même droite D, soit o le maximum
de la limite

àt=r

relative à un faisceau principal de g; soient g1,, g2, ...,§"« les faisceaux
principaux de g tels que cette limite soit atteinte pour Vidéal {fgn gt),

-4 les nombres correspondants définis plus haut, Z la somme de ces

nombres; on a

et la condition nécessaire et suf fisante pour que V égalité ait lieu est que 2
soit différente de zéro. S'il en est ainsi, tout système d'axes régulier est
normal et les courbes A, B définies par le sous-rèsultant n ont pas en O
dyautre tangente que la droite D.

Ce théorème, combiné avec les théorèmes 10 et 12, permet de déter-
miner une limite supérieure aussi précise que possible de p et d'étudier
la normalité des axes dans le cas de deux courbes f et g ayant en O
des tangentes quelconques, et admettant seulement des systèmes cir-
culaires d'ordre i.

10. Nous avons supposé dans ce qui précède que les courbes consi-
dérées ƒ, g n'admettaient que des systèmes d'ordre i. Un changement
de variables de la forme

(12) a? = ç\ y=ri

transforme ces courbes en deux autres

qui, si X a une valeur convenable, satisfont à cette condition. D'autre
part, nous avons vu (théorème 13) que l'on a

avec l'égalité ou l'inégalité suivant que les axes xQy sont, ou non,
normaux pour l'idéal {f(x, j ) , g(sc, y)).

Une fonction U(a?) d'ordre p par rapport à x est d'ordre \p par
rapport à £. Si donc deux branches de courbe ont dans le plan x, y
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un contact d'ordre v, les branches transformées ont dans le plan E, v\
un contact d'ordre v' tel que

( i 3 ) V'+I-^V + I).

Comme d'autre part les définitions des faisceaux, faisceaux princi-
paux, faisceaux séparés, sont valables pour des ordres de contact
fractionnaires, on voit que la transformation change un faisceau en un
faisceau, un couple de faisceaux principaux conjugués en un couple de
faisceaux principaux conjugués, etc.

Cela étant, nous connaissons une limite supérieure G' de p'

d'= r ' - h sf— i H - N ' - h © ' + ( « ' — i ) v'.

limite correspondant au couple ou [à Fun des couples de faisceaux
principaux conjugués pour lesquels le nombre

est maximum, a' désignant le nombre de branches du .faisceau consi-
déré. Or, en considérant les faisceaux conjugués correspondant dans
le plan xy, nous avons, en vertu de (i3),

— i -+- {s — i) (l — i) -+- >[© -h ( a —

Ce nombre of est une limite supérieure de p; dans tous les cas, en par-
ticulier lorsque les axes O ce, O j sont normaux pour l'idéal (ƒ, g).
o' est alors une limite supérieure de ~kp et, p' étant nécessairement
entier, nous pouvons écrire

E(M) désignant la partie entière de u.
Ainsi, rien ne distingue essentiellement le cas où les courbes J\ g pré-

sentent des systèmes circulaires d'ordre supérieur à i : il y a-simple-
ment heu de remplacer les nombres^ considérés parleurs parties entières.

Considérons par exemple les courbes

ƒ = j 2 — 2 (as--\-œ'*)y — x^(i — 23?-— x^) = o,

g = j - — '2{x- — x^)y — x*(i — 2 j? -1- 25?- — j?3) = o. •
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Le sous-résultânt a pour expression

et l'on a a = p = 5 . Les courbes f et g admettent chacune en O un
système circulaire d'ordre 2. Les développements en série sont:

pour ƒ : j ~ £ #2 + ,#2 H — x*-\- x3 — g x2 -h . . . ( e = =b 1) ;

pour g : y — efx2^x*— -x1 — ^— - x-+. . . (e '=±i).

Les branches ƒ<, gA obtenues en prenant z = zF = -\- 1 constituent un
couple de faisceaux principaux conjugués. Il en est de même des
branches /*2,* g2 définies par £ = zf — — 1. Cet exemple montre qu'il
n'y a pas, en général, de relation entre la décomposition d'une courbe
en faisceaux et sa décomposition en systèmes circulaires. On a

-H =: 2, § - -
2 2 2

par suite,

Nous avons donc ici p = S. Les axes étant normaux, le changement de
variables x= £2, y = v\ conduit à un idéal ( / ' , g!) dont l'exposant p'
a pour valeur 2p = 10. On a pour cet idéal

r ' = sf^ 2, 1V= 4 -h 2 = 6, © '= 2, 3 ' = 3 + 6 + 2 = 11.

La limite o' n'est pas atteinte. Effectivement, lorsque le nombre
N + 0 + (a— 1) v n'est pas entier, il peut très bien se faire que la
limite 0 soit atteinte pour l'idéal m, alors que la limite S' ne l'est pas
pour l'idéal m' : la présence de systèmes circulaires donne lieu, pour
les coefficients des développements en série, à des particularités grâce

auxquelles la relation V - = ose trouve vérifiée pour l'idéal (ƒ' gf).

C'est ainsi qu'ici nous avons

TZ\ ' 7*1^
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Considérons le cas particulier où les courbes ƒ et g se composant
chacune d'zm système circulaire d'ordre plus grand que i constituent
Tune par rapport à l'autre deux faisceaux séparés. On aura, dans le
plan E, Y), avec une valeur convenable de?t,

p'= ( , . '4 - 5 ' _ !) (,/-+- i ) = l(r + .v ~ i ) (v -h i ) .

Or p' = Ap si la transformation (i) est faite sur des coordonnées œ, y
normales. Nous obtenons donc

p devant être entier, nous en concluons que, en raison des conditions
imposées aux deux systèmes circulaires ƒ, g considérés, v ne peut pas
être quelconque. On voit sans peine que, dans ces conditions, v est
nécessairement entier. En effet, il existe au début du développement
de toute branche de ƒ et de toute branche de^un terme en a?'+i dont
le coefficient doit avoir la même valeur pour toutes les branches de ƒ,
la même valeur (différente de la première)^ pour toutes les branches
de g, l'une au moins de ces deux valeurs étant différente de zéro. Or,
dans les développements correspondant aux différentes branches d'un
système circulairei seuls les coefficients des puissances entières de a;
peuvent avoir une valeur non nulle indépendante de la branche con-
sidérée.

Remarquons enfin qu'il existe des cas où la connaissance de o et
l'utilisation d'une limite inférieure de p donnent rapidement la valeur
exacte de l'exposant. Reprenons l'exempte de M, Kapferer. Soient les
courbes

avec les développements ;

1 4 !ï
H / / —* — ) / — — / ? / — — / f- )

pour g : yz=-\~ ix1, y — — ix1.

On a, en utilisant la courbe g,
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Mais, d'autre part, nous avons

- s — i -4- N =r 4 H- t = 5 ;

donc
o ~ â = 5.

CHAPITRE IV.
COUPLÉUFNTS.

1. Considérons un idéal m de polynômes à deux variables défini par
un nombre quelconque de polynômes de base/Ï , / 2 ? . . . ,ƒ / , sans divi-
seur commun

II peut se faire qu'en un point de la variété de cet idéal le composant
primaire soit le plus petit commun multiple de composants primaires
d'idéaux définis par deux polynômes de base. Il en est ainsi par exemple
pour l'idéal
1 / r O / r t /!)_! /*»)—1 XN

qui joue un rôle important dans différents problèmes de géométrie (1);
si Ton pose

on a

( i ) m — [m,, m2 m>"].

En effet, il est d'abord évident que l'on a, quel que soit i, mCZml7

donc
t » C O n *«2, . . . , mA].

Réciproquement, soit P un polynôme de l'idéal [m^îtto, . . . ,m>] •

on a

(A) FOÏV, par exemple, TORELU, Sopr a va/it estensloni del teorema di Nœiher
(Atti di Torino, t. 41, p. 192). Torelli considère le cas où les polynômes de
base sont (Tordre 1 en chacun de leurs points communs.
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d'où, ƒ et g n'ayant pas de diviseurs communs,

et

Supposons que Ton ait

(2) P = À^/>^ + B^^+*==U0/* + U ^

on en déduit

(Uo/*+ U , / * ^ - K . . -4- ƒ

c'est-à-dire

A,+1 = Uo ƒ * 4
et

ce qui démontre l'identité (2) pour l'indice h-+- 1. Cette identité est

donc valable quel que soit A, et elle donne, pour h — 'k,

P C ( ƒ, * ) \

ce qui démontre la relation (1).
Désignons par II, q(, j)2, . . . ? ijA les composants primaires des idéaux

m, m1, m2, . . . , tn̂  relatifs à un même point O commun aux courbes /
et g. La relation (1) entraîne

car Tidéal du second membre, plus petit commun multiple d'idéaux
primaires appartenant au même idéal premier, est primaire, et les
composants primaires de m, étant isolés, sont définis d'une manière
unique. Enfin, d'après (3), l'exposant p de Fidéal q est égal au plus
grand des exposants p,, p2, . . ., px des idéaux nM q2, . . . ,ijx, ce qui
permet de déterminer sa valeur.

Celle-ci a une expression particulièrement simple dans le cas où les
courbes y = o , g- = o, n'ont en commun en O que des tangentes
simples pour chacune d'elles : D^, D2 , . . ., D a . Soit vt l'ordre de con-
tact des branches d e / et de g' tangentes àD; et soit v le plus grand des
nombres v<, v2, . . . , va. Les branches, respectivement (À — i + i)-uple
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et ï-uple des courbes fx~l+{ — o, g1 = o qui sont tangentes à une même
droite D, constituent deux faisceaux séparés. En désignant
les ordres de multiplicité de ƒ et de g, nous avons donc

= (À —- i-\-i)r-\- is — i + Av.

Supposons par exemple r>s; le plus grand des nombres pt est

p1 = A r -h s — i — 7iV

et nous obtenons ainsi la valeur de p

p — A r -h s — i H- Av.

2. Dans le cas général d'une base quelconque de polynômes à deux
variables, on peut encore énoncer quelques résultats simples. La
remarque suivante va nous être utile :

Si un point d'intersection O de 'deux courbes /( j? , ix) = o,
g (oc,y) = o est simple pour Vune de ces deux courbes7 g* par exemple, la
condition nécessaire'et suffisante pour qu'un polynôme F (pcy y) appar-
tienne au composant primaire q, en O, de Tidéal (ƒ,£") est que Ton ait

ou encore
Z + - V ^ + X

j£, r désignant les ordres de multiplicité du point O pour F et ƒ, N'
et N les sommes des ordres de contact de g avec F et ƒ.

Supposons en effet, comme nous pouvons le faire, le polynôme g du
premier degré en y. Soit

le résultant des polynômes/, g. Dans l'identité de la division suivant
les puissances de j ,

on a

Or la condition nécessaire et suffisante pour que F C i q ( / , g) est

THÎ-SE DUBREIL
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Cela étant, parmi les polynômes de base de l'idéal m considéré,
soit g celui qui a, ou- un de ceux qui ont, au point O (0,0) considéré,
Tordre minimum s. Soient ƒ,, / 2 , . . . , ƒ * les autres polynômes de
base; nous supposerons qu'aucun des polynômes fL n'appartient au
composant primaire en O de l'idéal défini par les autres polynômes ƒ;
et par le polynôme g, ce que nous exprimerons par la suite en disant
que la base ƒ,, / 2 , . . ., fk9 g est réduite au point O. Il convient de
remarquer qu'alors le polynôme g n'appartient pas non plus au com-
posant primaire *)(ƒ,, . . ., ƒ*) car une identité de la forme

S(#, y)g{&> y) = Aiƒ, +...-t- A*/* [S(o, o) ̂  o],

si elle esL possible, exige que Tun au moins des polynômes A, par
exemple A1, ne s'annule pas en O, ce qui entraîne

/ J C <K/s» . •., ƒ*, g).

Nous pouvons alors établir le théorème suivant :

THÉORÈME 20. — Si la base /\, f2j . . ., fk, g de t idéal m est réduite
au point O, on a

Supposons d'abord que la courbe g n'admette au point O que des
systèmes circulaires d'ordre t. Nous pouvons la remplacer par une
courbe décomposée en courbes d'ordre 1, donc en une courbe d'ordre 1,
gA, et une courbe d'ordre s —• 1, gs_i,

Le théorème est vrai pour s = 1, car si f^ par exemple est celui des
polynômes ƒ pour lequel la somme r,-+ N̂  de Tordre de ƒ,- en O et de
la somme des ordres de contact de la courbe simple gA avec les diffé-
rentes branches de fh a la valeur minimum, tous les autres polynômes/,
en vertu de la remarque précédente, appartiennent à l'idéal i\ (ƒ<, g^\
on a donc

(4) S(x)/,=zA,(^)/1+B^1 [S(o)^o; 1 = 2 , . . . , * ] .

Supposons le théorème établi pour un ordre minimum des polynômes
de base, inférieur ou égal à s— 1. Considérons l'idéal
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B( étant, d'après l'identité (4), d'ordre s— j au moins, le poly-
nôme g\_t dans la base f^ B2, . . M BA, g>_{ est encore un polynôme
d'ordre minimum. D'autre part, un polynôme B, par exemple B2? ne
peut pas appartenir à l'idéal fl(/o B3, . . ., B^gv_4), car alors f3

appartiendrait à l'idéal n(fnf<\, . . ., ƒ/,, g\). Donc ƒ, tout au plus
peut appartenir à l'idéal fl(B2, . . . , B/o #-,_, ) et la base B2, . . . , B/É, gA_{

est toujours réduite, ce qui exige

On a donc bien
k^s.

En outre, on voit que si k = s] la base ƒ, , B2, . . ., Bs, gA_{ n'est sûre-
ment pas réduite, ce qui entraîne

(5) /1Cq(B2, . . . , B ^ M ) ,

Nous avons supposé dans ce qui précède que la courbe ^ o ne
possède au point O considéré que des systèmes circulaires d^ordre i.
S'il n'en est pas ainsi, on se ramène à ce cas par un changement de
variable de la forme x = £ft. Le résultat précédent subsiste entière-
ment, car si un polynôme F ($% y) appartient à l'idéal

le polynôme F(a?,j) appartient à Tidéal (f{ (œ9y), . . ., ƒ A ( ^
Soit en effet

(8) F ( e ^ ) = A1(E,J')/i(eO')+.-.+ A,(Ç, y)fdl'l,y),

tout polynôme At (ky y) peut se mettre d'une manière et d'une seule
sous la forme

A^a* (?«, y) +£«,' (ln, y ) +• - . + ^a;«-|'(E«l y).

Dans l'identité (8), on a alors n catégories de termes : ceux dont le
degré en H est multiple de n7 ceux dont le degré est multiple de n
plus i, etc. L'ensemble des termes de chacune de ces catégories doit
disparaître séparément, ce qui donne

(t,y)\\i,y)W, y)+. . .-ha? fk(Z»t j ) ,
d'où
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3. Supposons de nouveau que la courbe g = o n'admette en O que
des systèmes circulaires d'ordre i — et remplaçons-la par une courbe
décomposée. Supposons la base ƒ , , / a , . . ., ƒ&, g'réduite : nous nous
proposons de trouver une limite supérieure de p.

Lemme. — On a

y-k+afi
Soit

l'équation de gi : a (a?) est un polynôme ayant au moins x en facteur.
Le lemme est évident pour j = i( = k)y car le reste de j a par gA est

divisible au moins par x*. Supposons donc le lemme vrai pour s— i.
Nous avons, d'après les équations (4),

Or, en divisant ^-A + a suivant les puissances de y par gM on a

les Çj et T étant des polynômes en x. On peut donc écrire

(9)

en posant

Il suffit de montrer que Ton a

Nous devons ici distinguer deux cas :
T° Supposons d'abord

donc
S//1=p2B2 + ...-f-p^.BA-+pé^1 avec S'(o, 0 )^0 .

Alors, puisque
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on a nécessairement

( 1 0 ) (3 , (0 , o ) = o , f ± c q ( ^ B 2 , . . . , sîBjfe, j B 2 ï . . . , j B * , £ V _ 0 .

Or, on a par hypothèse

ys-v-ik-u+kB^ q ( ^ B 2 , m_f ^ B h g^±)

et, d'après (9) et (10), S'V; se compose de termes de la forme
-k+ct-hBj, ce qui entraîne

20 Supposons
/ iCt ;q(B a , . . . , B*, g,-,)]

alors on a
-,J—1—Â.H-X ƒ

ce qui entraîne encore

Cela étant, considérons le sous-résultant, en coordonnées normales,
de Fidéal (ƒ„ g) :

ce polynôme, d'après lelemme précédent, appartient à l'idéal

q ( ^ - 7 1 } ...,x^fk,g).
On a donc

() 7 'ƒ*+ Vg [S'(o) ^ o],
d'où

^ - ^ C q ^ ! , • - . ,ƒ * , ^)
et enfin

(11) pSp*—(* —0»

ce qui donne une limite supérieure de p.

4. Dans le cas plus particulier où la courbe ^ a e n O toutes ses tan-
gentes distinctes, on peut donner pour p une limite plus précise. Soient
rt Tordre de multiplicité du point O pour la courbe ƒ/, N/y la somme
des ordres de contact de la branche gj de g avec les différentes branches



78 F. DUBREtL.

de ƒ„ (x>j la plus petite valeur des nombres r t + N(; pour i= 1, . . ., £,
y*a le polynôme pour lequel ra + N a ; = c o r Les u étant des cons-
tantes, on peut trouver un polynôme
( 1 2 ) F = M j / 1 - | - . . . -

d'ordre r en O, et tel que N, désignant la somme des ordres de contact
de gj avec les branches de la courbe F = o, on ait

Supposons en effet trouvé un polynôme Vh de la forme (12) pour lequel
l'égalité (i3) est vérifiée pour j — 1, . . ., h (pour A = i , il suffît de
prendre F = /<Kt) et montrons que Ton peut déterminer le polynôme
F/H_,. Posons

où v et vf sont des constantes. On peut toujours choisir ces constantes
de manière qu'en remplaçant successivement y par les fonctions de x
définies par les branches gt, gqy . . . , gk+{ de g, la partie principale
de F/H_, soit d'ordre w,, co2j . . ., co/H_, exactement

Le polynôme F étant ainsi obtenu, supposons que la constante u1;

par exemple, soit différente de zéro. On a alors

Or, d'après l'inégalité (11),

P = p(F, ƒ, , . . . , U S) èp(*\ ê) ~ (A - x)

et, en désignant par co la valeur maxima des nombres co(,

d'où
— A.

On a, d'autre part, visiblement
p ^ £7 ^ C O .

Par suite, si k = s, co donne la valeur de p et l'on voit en outre que
tout système d^axes réguliers est normal. On peut en outre montrer que
la condition nécessaire et suffisante pour qu 'un polynôme $ appar-
t ienne à l 'idéal q (f\, . . . , ƒ > , g) est que l'on ait
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'l désignant Tordre de <5 au point O, &j la somme des ordres de contact
de la branche gj de g avec les différentes branches de la courbe $ = o.

5. Nous nous limiterons à ces résultats. Remarquons pour terminer
qu'ils peuvent s'appliquer à l'étude d'un idéal primaire admettant une
variété (irréductible) à n-— 2 dimensions dans un espace à n dimen-
sions. Il suffit de choisir un système de coordonnées tel que la variété
considérée ne soit contenue dans aucun hyperplan ccn = a. Alors la
condition nécessaire et suffîsante.pour que l'on ait

est que, quel que soit le paramètre £,

Cette condition est évidemment nécessaire. Si elle est vérifiée, on aune
relation de la forme

P(0 F(^, ..., xn„i% O = A, ƒ, + . . . + A/J/o

où P est un polynôme en t, les A des polynômes en cci, . . ., xn-\ et t ;
on peut remplacer t par #„, et comme, d'après le choix des axes, le
polynôme P (a?n) n'appartient pas à l'idéal premier correspondant à la
variété de l'idéal considéré, on a

F(a?1, . . . , jsv-j, xn) C (/j, ƒ.2, . . ., ƒ0-
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