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Dans cette thése je me propose de généraliser les recherches de
M. L. Liau exposées dans son Mémoire « Sur la mesure des ensembles
linéaires » (Annales scienlifiques de UEcole Normale supéricure, 3¢ séric,
t. 35, 1918). Les principaux résullats du Mémoire de M. Leau ont été
publiés aux Comples rendus des séances de UAcadémie des Sciences,

23 juillet 1g917.






INTRODUCTION

La premidre partie de cette thése est consacrée a I'étude du pro-
bletme de la mesure des ensembles appartcnant & certaines familles.
Les conditions du probléme sont analogues a celles cu’a posées
M. Lebesgue. Si la propriété de la somme [mes.YE} = Ymes.E;] est
valable pour une infinité dénombrable d’ensembles de la famille,
cette derniére sera appelée mesurable; dans le cas contraire, ou elle
n’a lieu que pour un nombre fini d’ensembles, la famille sera dite
semi-mesurable.

Dans la premiére partie de ce Mémoire, chaque ensemble consi-
déré est supposé borné et inclus dans un milieu (ensemble non
borné) admettant une transformation trés simple et appelé milicu de
translation. Un type particulicrement simple de milieux de translation
sont les milieux homogénes. L’'étude des milicux de translation et des
milieux homogenes constitue 'objet du paragraphe 1.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés & I'extension de la
théorie de la mesure aux cnsembles bornés inclus dans un méme
milieu de franslation, sous 1'hypothése (iuu ce dernier admet des
parties de mesure extérieurc non nulle (au sens de M. Lebesgue).

Si le milicu de translation ne satisfait pas a cette condition, c’est
la méthode de Jordan qui fournit une solution du probleme de la
mesure; elle conduira a des familles d’ensembles qui seront sculement
semi-mesurables. Dans le paragraphe 4, la théorie de Jordan est
étendue aux ensembles hornés inclus dans un méme milicu de trans-
lation et dans le paragraphe 5 on élablit les conditions nécessaires el
suffisantes pour qu'une infinité d'ensembles prise dans une telle
famille semi-mesurable vérifie encore la condition de ladditivité
compléte.

Enfin, dans le paragraphe 6, on considére certaines familles d’en-
scmbles appartenant & divers mnilieux de translation, ces derniers
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2 SUR LA MESURE DES ENSEMBLES

étant choisis dans un systtme déterminé. Ces familles sont encore
mesurables ou semi-mesurables et il est méme possible de les enrichir
en leur adjoignant de nouveaux cnsembles. Si la famille primitive
cst mesurable, la famille ainsi agrandic 'est également.

Dans la deuxitme partic de celte 1hise on se propose d’étendre
la théorie de la mesure aux milicux de translation eux-mémes. Pour
cela on étudie d'abord les milicux homogtnes ct dans les trois pre
miers paragraphes on introduit les notions de diviseur ct de maultiple
d’un tel milieu. ce qui conduit & la notion du rapport de deur milicur.
Daus le paragraphe 4 les milicux homogtnes deux & deux commen
sarables sont & leur tour réunis en familles qui sont mesurables on
semiomesurables.

Enfin, en étendant la théoric exposée au paragraphe 4 & certains
milicux de translation on obtient des familles constituées par des
niilicux de translation ct qui sont mesurables ou semi-mcsurables.



PREMIERE PARTIE

2

Mesure des ensembles bornés

inclus dans des milieux de translation.

§ 1. — MILIEU DE TRANSLATION ET MILIEU HOMOGENE.

1. Dans tout ce qui suit nous rapporlons lespace & n dimen-
sions considéré a un sysleme d’axes rectangulaires Ox;x,. . ..

Une translation qui méne d’un point P au point P, scra repré-
senlée par un veclteur & = PP;. 11 va de soi que ce vecteur n’est pas
fixé cn position dans P'espace ct peut avoir un point quelconque de
P’espace pour origine.

Définition : Nous appclons module de lranslations ¢ n dimensions
lout systtme T de translalions salisfaisant aux conditions suivantes :

@) =, ct %, faisant partic de T, la somme =, + <, et la différence
%, — Ty respeclivement t, — =; en font partie également;

b) e > 0 étant donné a l'avance, il existe dans T n vecteurs
linéairement indépendants dont les longucurs sont inférieures A e.

Dans la suite nous ne considérons que les modules de translations
« n dimensions.

Définition : Disons que 'ensemble E admet la translation « comme
période, sile déplacement a« superpose E & lui-méme.

2. Définition : On appellera milieu de translation un ensemble
de points admettant des périodes et dont le systtme de périodes est
un module de translations. '
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Définition : Nous dirons que deux cunsembles E;, E, sont égau,
s'il existe une translation a qui, appliquée 3 E,, donne E,.

3. Un cas particulier d’'un milien de translation est celui du
milieu homogeéne.

Définition : On appellera miliea homogéne un ensemble de points
qui peut étre oblenu & partiv d'un de ses points par lapplication
d'un module de translations.

Soit H ce milieu homogeéne. L'application du méme module 3 un
autre poiut de II redonne H.

Théoréme : Un miliew homogéne oblenu par Uapplication d’un module
de lranslations T & un cerluin point est un miliew de translation
dont le module de périodes est précisément T.

Théoréme : Tout milicu de lranslation est soit un miiieu homogéne,
soit une somme de milicux homogeénes égaux.

En effet, soit 1L le milieu de translation considéré et désignons
par T son module de périodes. Appliquons & tout point P de I le
module T. Tout point de I fournit de cette fagon un certain milieu
homogéne et deux quelconques de ces milienx homogénes sont
évidemment égaux. I est la somme de tous ces milieux homogénes,
qui d’ailleurs ne sont pas tous dislincts.

4. Théoréme : Un milieu de translation est parloul dense.

Démonstration : 11 suffit de le démontrer pour un milieu homo-
géne H. Soit T le module de périodes de H. Choisissons un point
quelconque P de l'espace el désignons par S Vintérieur de la sphére
de centrec P et de rayon r. Obscrvons d’autre part que n vecteurs
quelconques qui sont linéairement indépendants et dont les origines
se trouvent en un méme point déterminent d’une fagon univoque un
cerlain parallélépipede a n dimensions.

Choisissons maintenant dans T »n trauslations <y, ... <, linéairement
indépendantes et telles que le diamétre du parallélépipede IT déterminé
par elles soit inférieur a r. (Ce choix est possible en vertu de la condi-
tion (b) du numéro 1). Appliquons & un point de H toutes les trans-
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lations de la forme w3, + ... + @a%h, #, ... &, Slanl des enlicrs
arbitraires. On obtient par la un certain ensemble de points de H.
On voit aisément que ces points sont les nceuds d'un cerlain grillage
dont les mailles sont des parallélépipédes égaux a Il. L'espace entier
se trouve décomposé en des parallélépipedes égaux a II. Soit IT" le
parallélépipede contenant le point P. Le diamétre de IT” élant inférieur
a r, IT" se trouve donc inclus dans S et tous ses sommets se trouvent
également dans S. On en conclut aisément que S contient une infinité
de points de H.

5. Dans ce qui suit nous nous proposons d’étudier d’une facon
plus détaillée la structure des milicux de translation.

Considérons un ensemble de points A. Tout couple P,, Py de
points de A détermine deux vecteurs == P,P,. Soit S I'’ensemble des
vecteurs déterminé de cette facon par A.

Définition : Soit T un systeme de translations quelconque. Lorsque
Ie produit ST est nul, nous dirons que A est indépendant de T.

Considérons maintenant un milicu de translation U de module
de périodes T. Appliquons a tout point de I les translations de T.
Nous obtenons par la une infinité de milicux homogtnes, tous égaux,
dont deux cuclconques sont soit idenliques, soit sans point commun.
Considérons seuls ceux parmi ces milicux qui sont sans point com-
mun deux a deux et choisissons dans chacun d’eux un point quel-
conque. (Observons qu'en admetlant la possibilité d’un tel choix
nous nous sommes scrvis de 'axiome de Zermclo). L’ensemble A
de points ainsi obtenu ecst indépendant de T. L’application de T &
I'ensemble A redonnc . Inverscment, A élant un ensemble de
points indépendant d'un module de translations T, lapplication de
T a tout point de A donne des milicux homogtnes égaux ct sans point
commun deux a deux. Le module de chacun de ces milicux est T.
La somme de ces milicax homogtnes est en général un milieu de
translalion. On voit que son module de périodes admet T comme
sous-module. Cetle question scra reprisc plus loin (au numéro 8).

6. Considérons un module de translations T et un ensemble de
points A indépendant de T. Si I est le milieu de translation qu’on
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obtient cn effectuant sur chaque point de A les translations de T,
nous dirons que I dérive de A par Uapplication da module T.
Considérons maintenant deux modules de translations T, ot T,
et désignons par g, ct =, unc translalion arbitraire de T, respectivement
Ty. Remarquons que le sysieme T de toules les franslations de la

forme <, 4+ =, est également un module de translations.

Lemme : Soit A un ensemble indépendant da module T défini précé-
denmnent, Appelons N, et I, les deux milieux de translation
qui dérivent de A pur Uapplication des modules T, respecti-
vement Ty, Si Ny wdlinet toutes les périodes de N, T, module
du  second est un sous-module de Ty module du premier.

Démonstralion: Remarquons d'abord qu'un veeleur joignant deax
peoints quelconques de I, peut toujours se mellre sous la forme
o + <, o étant un vecteur joignant deux points de A, el =, étant
une cerlaine translation de T,. Désignons par <, une translation
quclconque ‘de Ty, <, élant par hypothtse une période de I, il
existe dans I, deux points P, et P, tels que T'on ait PP, = <,. Mais
on a aussi d’aprés la remarque précédente PP, = o 4+ =,. Les deux
derniéres relations entrainent o == <, — ;. <,

<, appartenant au
module T et A étant indépendant de T. celte relation ne peut avoir
liew que si 'on a £, = <,.

Remarque: La démounstration qui préciéde monlre que pour affir-
mer que T, fait partie de T, il saffit de sassurer (que T, fait partie dn
module de I,

1. Théoréeme : Les condilions élanl les mémes qu'an lemme précé-
dent, pour que les deur milieux I, et N, soienl identiques. il
Saut et il suffit que les modules Ty el Ty soient idenliques.

Démonstration: La condition est suffisante: chaque point de A
fournit par application des modules T, et T, identiques deux milienx
homogeénes idenliques.

La condilion est nécessaive. En effet. I'application dua lemme du
numéro précédent fournit immédiatement les deux relations:

"m m m m
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Donc T, = T,.

8. Soit T un module de translations quelconque et A un ensemble
indépendant de T et considérons le milieu de translation J1U (i
dérive de A par l'application de T.

AN, et I, élant deux milieux égaux a I, étudions leffet du
déplacement qui, appliqué a II,, ameéne en coincidence le point
P, de I, avee le point Q, de I1T,.

I, ei I, étant égaux, soit A le déplacement qui. appliqué &
I, fournit INT,. Nous désignons par P, le point de I, sur lequel
vient P, lorsqu’on applique A & I,. La rclation P,Q; = A + P,Q,
nous montre qu'au lieu d’appliquer a I, la translation PyQ, il suffit
d’appliquer a O, le déplaccment § — P,Q, = = P,Q; — A. Appe-
lons IV, le milieu avec lequel coincide I, aprds le déplacement
P,Q,. Le probléme qui se pose peut étre énoncé sous la forme suivante :
chercher les coincidences de points entre 'ensemble JI; et len-
semble cen lequel se place I, apres le déplacement 3.

Pour résoudre ce probléme appelons A; l'ensemble dont dérive
I, par Papplication du module T et soient P et Q deux points
quelconcques de A;. Désignons par H(P) et H(Q) les milieux homo-
gones, faisant partie de I, qui s’obtiennent & partir de P et Q par
Iapplicalion du module T. P’ étant le point en lequel se place P
aprés le déplacement &, cherchons la condition nécessaire et suffi-
sanle pour la coincidence des milieux H(P') et H(Q). Pour cela obser-
vons que H(P') et H(Q) s’obtiennent a partir de II(P) par les déplace-
menls § respectivement PQ. Ceci montre que pour que H(P') et H(Q)
coincident, il faut et il suffit que le vecteur PQ soit de la forme
PQ = & + =, = élant une translation de T.

Maintenant il est facile d’énoncer la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la superposition de IV, et de I, soit complete (c’esl-
a-dire pour que I admette la période §, donc aussi — &) : il doil
élre possible de faire correspondre a tout point P de A un point Q
respectivement Q' de A (non nécessairement distinct de P) tel que le vec-
teur PQ respectivement PQ’ soit de la formePQ =38 + =, PQ' = —8 + <"

Pour que Q coincide avec P, il faut et il suffit que § soit une
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translation de T. D’ailleurs, quand & appartient & T, on voit sans
aucun caleul que le déplacement § laisse I invariant : cn effet,
dans ce cas le déplacement § ne fait que glisser sur lui-méme chacun
des milieux homogenes de module de périodes T donl se compose INL,.

Donnons ecncore une aulre forme a la condilion générale
trouvée plus haut.

Remarquons d’abord qu’a un point > de A ne peut correspondre
quun seul point Q de A tel que le vecteur PQ soit de la forme
PQ = @ + =. En effet, pour tout point Q” de A tel que le vecteur
PQ” soit de la forme PQ”" = § + <" le vecteur QQ" est ¢quipollent &
<" — < qui apparlient & T, et ceci n’est possible que si Q et Q" coin-
cident.

Supposons la condilion généralec remplie ct faisons correspondre
a tout point P de A le point Q (respectivement Q') de A tel que le
vecteur PQ (respectivement PQ’) soit de la forme PQ = & + = (respec-
tivement PQ" — — § + <’). Considérons le systeme total des vec-
teurs ainsi obtenus. Ce systtme délermine un cerlain censemble de
lignes polygonales orientées chacune en un cerlain sens et ayant leurs
sommets en des points de A. Soit B un enscmble de pointis pris un
et un seul dans chacune d’elles et faisant partie de A (peu imporle
dans la question présente que I’on sache ou méme qu'’il soit effective-
ment possible de faire un pareil choix.)

Nous pouvons maintenant énoncer la condition sous la forme
suivante :

Pour que la superposition de NUy et de N, soit compléte (c’est--
dire pour qu’il existe une période & de I non comprise dans T), il
Saut et il suffit que A se déduise d’un ensemble B @ Uaide des trans-
iations == T & une translation de T preés.

De plus, I'étude qui précéde constitue la réponse a une question
posée au numéro 5.

9. Définition : Nous appelons fragment d’un milieu de translation la
partic de ce milieu qui se trouve dans un intervalle de l'espace & n
dimensions considéré. Si cet intervalle est ouvert respectivement
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fermé, le fragment scra dit ouvert respectivement fermé. Le fragment
sera désigné par la leltre & et son intervalle par .

In nous reportant & la définition de I'égalité donnee au numéro 2,
nous constatons que I'égalité de deux fragments entraine celle des
intervalles correspondants, ces derniers élant considérés tous les deux
soit comme ouverts soit comme fermés. (Cetle dernitre condition
provient du fait qu'un méme fragment & peut étre fermé et ouvert
cn méme temps, ce qui a lieu quand il n’'y a pas de points du milieu
de translation I sur la frontiere de ).

La réciproque n’est pas vraie : a des inlervalles égaux ne corres-
pondent pas nécessairement des fragments égaux. Ainsi, dans le milieu
constitué par les points (x;, ... z,) de coordonnées x; ralionnelles, les
fragments dont les intervalles sont

o<yl

i — 1,2, ...n
a<y<n+1)"

ne sont pas égaux.
Pour affirmer I'égalité des fragments il faut ajouler une condition
> te]
supplémentaire :

Désignons par = la translation qui, appliquée a 5,, fournit F,,
ces deux intervalles étant supposés égaux. Pour que les deux frag-
ments J, et F, soient égaux, il faut et il suffit que < fasse partie du
module de périodes de IT. 7

Nous appellerons dquivalents deux fragments dont les intervalles
sont égaux. '

10. Nous dirons que deux points A, B d’'un milieu de translation 1T
sont des poinl/s homologues, si le vecteur AB appartient au module de
périodes de I1L-

Ceci posé, soit A un point de JItL et P un point quelconque de
I'espace. Nous allons monlrer que dans tout voisinage de P se trouve
un point B de I tel que A et B soient des poinis homologues. Ceci
approfondit le théoréme démontré au numéro 4.

La démonstration est analogue a celle qui se trouve au numéro 4.
11 suffit de ne considérer qu’un milieu homogeéne H. En ulilisant les
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mémes nolations nous considérons les vecteurs <, ... 4:,; el nous
appliquons au point A de H toutes les translations de la forme
oy + .o+ @aTe, ®y, ..., Ctant des enliers arbitraires. En suivant
toujours la démonstration cui s¢ trouve au numéro 4, on démontre
Iexistence d’un parallélépiptde IT" & n dimensions, dont tous les
sommels se trouvent dans S. Un sommet quelconque de II' et A
étant manifestement des points homologues, le théoréme est démontré.

Conséquence : Soit L un milieu de translation et & un vecteur
quelconque. ¢ étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné
a lavance, il existe une période g de I telle que U'on ait

. — 2] < e

Pour le démontrer, considérons un point quelconque A de I
et soit P le point de Despace en lequel se place A aprés le déplace-
ment ¢. Choisissons un voisinage sphérique de P, de rayon . D'apres
Ie théoreme démontré précédemment il exisle dans ce voisinage un
point B de I tel que A ct B soient des points homologues. Le vee-

teur . — AB salisfait & toutes les condilions du théorétme.

11. Disons qu'un ensemble E cst égal (§) & un ensemble F. si la
translation &, appliquée & E. fournit I

Ceci posé, admeltons le lemime suivant. dont la démonstralion
est immédiate :

Lemme : Soil T un intervalle égal (8) & lintervalle I;. A toul
nombre posilif g, arbitrairement petit, donné & Pavance, on peut faire
correspondre un nombre posilif n lel que Vinégalilé [§] << n entraine
la relalion suivante :

mes. (I — T.1) < e

12. Théoréme : Soient F el @ deux fragments équivalents sans ¢tre
égaux. On peut les décomposer chacun cn deux parlies, dont 'unc
se compose d’'un nombre fini de fragmenls ¢ tels que T'on ait
Zmes. (c_p) < ¢, & étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné
a l'avance. L’autre partie est constituée par des fragments égaux,
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Démonstration : Considérons un intervalle I, égal (8§) a linter-
valle ®. Déterminons d'aprs le lemme précédent le nombre positif n,
tel que I'inégalit¢ 18] < n cntraine la relation

mes. (& — @.1)) < &

Désignons par « le déplacement qu’il faut appliquer a l'inter-
valle & pour le faire coincider avec 'intervalle ®. Déterminons ensuite
d’aprés le numéro 10 une période i de I telle que 'on ait

1. — a| <n.

et soit @, lintervalle avec lequel coincide F aprds le déplaccment .
On voit sans difficulté que le fragment constitué par le produit ®P,.
et le fragmeut qui lui est égal (). forment les deux fragments égaux
et faisant partie de ® respectivement de &, dont I'existence est affirmée
dans le théoréme.

§ 2. — PROBLEME DE LA MESURE D'UN ENSEMBLE

DANS UN MILTEU DE TRANSLATION.

13. La théorie connue de la mesure, due & MM. Borel el Lebesgue,
conslitue pour certaines familles d’ensembles la solution du probléme
suivant :

On se propose d'attacher & chaque ensemble B borné, formé des
points de Uespace . n dimensions considéré, un nombre positif
ou nul, m(E), quon appelle la mesure de E, et qui satisfait aux
conditions suivantes :

1. Deux ensembles égaux onl méme mesure;

2. L’ensemble somme d’un nombre fini ou d’une infinité
dénombrable d’ensembles, sans point commun deux & deux, a
pour mesure la somme des mesures;

3. La mesure de Uintervalle 0 < a;<{1(i=1.2,...n) est 1,
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Définition : La mesure d'un ensemble E, satisfaisant aux conditions
ci-dessus, sera appelée la mesure segmentaire de E. Nous la désigne-
rons par ms(E).

Nous nous servirons de définitions analogues pour la mesure exté-
rieurc respectivement inlérieure de E, que nous écrirons ms(E) res-
peclivement ms(E).

14. Etudions les résultats oblenus par Iapplication de la méthode
Borel-Lebesgue aux fragments d’'un milieu de translation.
Etablissons d’abord le lemme suivant :

Lemme I : Soit U un miliew de translation. Les mesures segmen-
taires extéricures de deux fragments de OV équivalents sont
égales.

Démonstration : Désignons par & et @ les deux fragments en ques-
tion et rapportons-nous au théoréme démontré au numéro 12 : on peut
les décomposer chacun en deux parlies, dont I'une sc compose d’'un
nombre fini de fragments ¢ tels que l'on ait Em(@ < &, € étant un

nombre positif, arbitrairement petit, donné a 'avance. L’aulre partic
est constituée par des fragments égaux.
Posons donc

ffj-" ] :?1 + 2({)4 (I) == q)j + E(PQ
avec Zm(-@) e Zm@é) < &
et '.6”-"1 = d)i

(on vérifie d’ailleurs facilement que 'on a
Em(-q;,) = Zm(@)).
Les relations ci-dessus donnent
ms(F) — ms(F,) < e ms(®) — ms(D,) < e,
d’ou la relation suivante :
[ms(F) — ms(®)| = |ms(F) — ms(F;) + ms(®;) — ms(®)] < 2.

Donc ms(F) = ms(®),
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Lemme II : & étant un fragment quelconque, considérons une décom-
position de F en des fragments o équivalents entre eux. Le

ms(a 5 ;
rapport ((_)), constant pour tous les o d’apreés le lemme précé-
m(a

ms(F
dent, a pour valeur —(._:—) .
m()
Lemme III : Soient , et F, deux fragmenls de I quelconques.
1 2 q q
€ étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné a Uavance,
il est toujours possible de lrouver :
1. Une décomposition de Uintervalle &, en intervalles par-
tiels o égaux entre eux; '
2. Des intervaltes ¢ et ®, le premier inclus dans Ty, Caulre
conlenant &y, décomposables tous les deux en des intervalles
partiels p égaux aux o et tels que Uon ait

[ mF) — mig) <e

( m(®) — m(F,) < ¢ (1]

A5. Théoréme : Soil N un milien de translation quelcongue. Le rap-
port de la mesure segmentaire extéricure d’un fragment de M
& la mesure de son intervalle est une constante.

Démonstration : Considérons deux fragments J, et F, quelconques.

Posons
ms(Fy) _ . ms(Fs) __
=\ b N
m(F) m(JF'y)

Appliquons les lemmes III et II. On a, avec les notations du
lemme III

_ms(F,) __ms(a) _ ms(B) _ ms(q¢) _ ms(®)

m(F,) m{a) m(B) B m@) o m(®) "

D’autre part, les inégalités

ms(g) < ms(Fa) < mis(®)
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combinées avec les égalités trouvées, donnent
k(o) < kgm(T) << Feym(®).
En tenant compte du systtme [1] du lemme III on cn tire
k() — €] < ka(Fo)<< k[m(Ty) + €,
ce qui peut s’écrire sous la forme
(khy — k)m(F,)| << ek,.
Donce Iy ==Ly,
16. Théoréme I : Soil un -intervalle fixe J contenant un ensemble E.

ms(EI)

—— <0<
m(l) <h
0 élant une conslante, Uensemble T est de mesure segmentaire
nulle.

Si l'on a pour loul inlervalle 1 inclus dans &

Démonstration : Désignons par O un ensemble ouvert et couvrant E.
On sait que O se présenle sous la forme O =2X1,, les I, étant des inter-
valles non empiétants. On a

ms(i) = Zms(EL) << 02m(L,) == Oms(0).

Un passage 2 la limile conduit & remplacer ms(O) par sa limile
iuférieurc ms(E), ce qui donne :

ms(k) < Oms(E), d’ol ms(E) == 0.

Théoréme II : Soil un inlervalle fixe J conlenunt un ensemble V.

ms(FI)
Si lon a pour tout inlervalle 1 inclus dans & —_zr_z(l_)— = 0> 0.
0' élant une conslante, la mesure segmentaire de Uensemble I

est égale a m(Y).
Démonslration : L'hypothése peut s’écrire

m(T) — ms(I— I'1)
m(l)

=0,
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d’ou la relation suivante:

ms(I — FI)

<10

Le théoréme I montre que I'on a
ms(J — F) = 0,
dongc ms(F) = m(J).

g5

171. Conclusions : Le rapport constant m_((_=_) est soit nul, soit égal
m(J

. S ms(5)
« 1; de méme le rapport =——.
m(F)
Si les fragments de N ne sont pas mesurables, leurs me-
sures segmentaires extéricures sont égales aux mesures de leurs

intervalles et leurs mesures segmentaires intériecures sont nulles.

18. Considérons mainfenant un milieu de translation JIL. Si 'un
quelconque de ses fragments est de mesure segmentaire nulle, ce qui
a lieu par exemple quand I est dénombrable, la mesure segmentaire
ne permet aucune comparaison entre les divers fragments de J1t. Nous
allons donc modifier, pouar les fragments d’abord, le probleme de la
mesure :

Proposons-nous d’allacher & chaque fragment & de O un nombre

positif ou nul, que nous appellerons la mesure de &F et qui salis-
Jfera aux conditions suivantes :

1. Deux fragmenls égaux ont méme mesure;

2. Le fragment, somme d’'un nombre fini ou d’une infinilé
dénombrable de fragmenls sans point commun deux & deur,
pour mesure la somme de leurs mesures;

3. La mesure du fragment 0 < ov; < 1, (i=1, 2, ...n)
est un nombre posilif .

Si les mesures segmentaires des divers fragments de JIU existent
et sonl positives, clles satisfont aux conditions ci-dessus avec o == 1.
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On a d’ailleurs dans ce cas
ms(F) = m(F).
Dans tous les autres cas on posera par définition
m(F) = om(F),

m(F) étant, comme loujours, le produit des cdlés de Iintervalle &.
"~ On vérifie facilement qu'avec cette définition les conditions
ci-dessus sont satisfaites, sauf peut-élre la condition 2. Pour que cette
derniére condition soit remplie pour un fragment & — X, il faut et
il suffit que l'on ait

711(5'7) = Xm(:-)"")

19. Voici le probléme général de la mesure :

Une famille G d’ensembles de points est dile mesurable si Uon peut
Jaire correspondre a chaque ensemble un nombre positif ou nul,
mais non fous nuls, sa mesure, qui satisfasse aux conditions
suivantes :

1. Deux ensembles de §j, superposables, onl méme mesure;

2. a) Si Uensemble, somme d’un nombre fini d'ensembles
de G sans point commun deux & deux, appartient & G, sa mesure
est la somme de leurs mesures;

b) Si lensemble, somme d’une infinité dénombrable d’en-
sembles de G sans point commun deux @& deux, appartient & &,
sa mesure est la somme de leurs mesures;

3. La mesure d’un ensemble particulier de G est un nombre
posilif arbitraire o;

4. Les mesures des ensembles de G sont complétement
délerminées par les conditions précédenles.

Une famille sera dite semi-mesurable, si elle satisfait aux conditions
d’une famille mesurable, sauf peut-étre a la condition 2 b).

20. Nous nous proposons maintenant de rechercher des familles
mesurables ou semi-mesurables d’ensembles appartenant & un méme
milieu de translation JIL.
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Laissons d’abord de c6té le cas ol 'on a pour les fragments de I
ms(F) = 0. Ce cas sera traité avec la notion de l'étendue d'un
ensemble.

Si 0N est tel que lon a ms(F) = m(F), le systetme constitué par
tous les ensembles, inclus dans I, et mesurables au sens de M. Le-
besgue, forme une famille mesurable, et pour laquelle on a © =1,
o étant la mesure du fragment 0 < «; < 1.

I1 reste le cas d’'un milieu de translation J1U, dont les fragments &
satisfont aux égalités suivantes :

ms(F) = m(F), ms(F) = 0.

C’est a2 un tel milieu de translation que se rapporte la théorie
qui suit.

§ 3. — MESURE D'UN ENSEMBLE INGLUS DANS UN MILIEU DE TRANSLATION.

21. Définitions: Soit F un ensemble inclus dans un milieu de
translation JL. Si le produit de I par I'ensemble dérivé de F appar-
tient & F, nous dirons que ¥ est fermé par rapport a .

Soit O un ensemble inclus dans un milieu de translation J1. Si
I — O cst un ensemble fermé par rapport & I, nous dirons que
O est ouvert par rapport a JIL.

Si deux fragments F,, J, de I apparliennent aux intervalles
F,, 7, non empiétants, nous dirons que les fragments F,, J, sont
séparés.

22. Pour arriver & une théoric de la mesure satisfaisant aux
conditions énoncées au numéro 19, nous considérons d’abord les
Sragments de INL.

Nous appelons mesure de &, prise dans I, le produit wm@f),
et nous la désignons par mIYF).

Dans ce produit le nombre @ est supposé arbitrairement choisi,
sous la seule condition d’étrc positif. C’est, comme on le voit, la
mesure du fragment o < @, < 1.
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Dans les numéros suivants, ou aucune ambiguilé n’est a crain_
dre, nous écrirons plus simplement m(F) au lieu de mINYF).

23. Soit maintenant un ensemble O, ouvert par rapport a L.
Nous savons (u’il peut étre représenté sous la forme

= E:Fi
les &; étant des fragments de JIL fermés el séparés. Nous posons
par définition
mIN(V) = ImIF) = wEn(T;) = wn(E 7).

24. E étant inclus dans OW, couvrons E par un cnsemble O
ouvert par rapport a Jlt. Cet ensecmble O a une mesure m(0), prisc
dans I, La limite inférieure de ces mesures sera dite la mesure exté-
rieure de E relativement & OV : mOV(E) ou, quand une ambiguité
n'est pas a craindre, plus simplement m(E).

25. Supposons que E appartient & une famille mesurable com
prenant les fragments de I et telle que la différence de deux
cnsembles de la famille appartient aussi & la famille. Soit O un
cnsemble ouvert par rapport a I et couvrant E. L'ensemble O, pou-
vant se mettre sous la forme O = X &, appartient également a la
famille considérée et 'on a ‘

m(E) < m(E) + m(0 — E) = m(0).
Un passage & la limite montre I'existence de la relation
m(E) < m(E).
En particulier on a, & étant un fragment contenant E
mF — E) < m(F — E). [1]
D’autre part il est
m(F)=m(E) + m(F — E) < m(B) + m(F —E),
d’apres la velation [1]. Donc I'expression
n(F) — m(F — E)

constitue une borne inférieure de m(E). C’est cette borne inférieure
que nous appelons la mesure intérieure de E relativement & N : m(E).
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Nous appelons mesurable dans U un ensemble E, inclus dans
I, et dont la mesure intérieure est égale a la mesure extérieure, les
mesures élant prises dans J1. La valeur commune des deux mesures
sera appelée mesure de E relativement & I1L: mIN(E) ou plus simple-
ment m(E).

26. Mentionnons sans démonstration quelques propriétés de la
mesure intérieure respectivement extérieure, tous les ensembles

considérés étant supposés bornés et inclus dans un méme milieu de
translation JTC. '

a) E élant quelconque, on a toujours
0 < m(E) < m(E).

0) La relation E <& entraine les inégalités

| m) < m©)

[ m(E) < m@)
) | E 4+ F) + T(E . 1) < T(E) + m(F)

| m(E+F) + m(E.F) = m(E) + m(F)
En particulier si E et F sont sans point commun,

ona m(E + F) < m(E) + m(F)
n(E + F) = m(E) + m(F)

d) Nous dirons que deux ensembles E, F sont séparés, s’il existe
un fragment J possédant les propriétés suivantes:

E appartient au fragment &, considéré comme fermé. & étant
considéré comme ouvert, le produit F. & est nul.

En utilisant cette définition, on a le théoréme suivant:

E et F étant deux ensembles séparés, il est

m(E + F) = m(E) + m(F)
m(E + F) = m(E) + m(F)

e) E et ¥ étant mesurables, leur somme et leur produit le sont
également et entre leurs mesures existe la relation

m(E + F) + m(E . F) = m(E) + m(F).
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En particulier, si E et F sont sans point commun, cclle relation
devient
m(E + F) = m(E) + m(F)
On en conclut que la famille constituée par tous les ensembles
mesurables est au moins semi-mesurable.
f) E et & étant mesurables, si de plus on a E < &, la différence
& — E l'est également et entre les mesures existe la relation :

m(& — E) = m(&) — m(E).
g) E;, E;, . . . étant mesurables, leur somme E; + Ey 4+ . . .
I'est également. Si la série du second membre est convergente, on a

mE; + E + .. )< mE) + m(Ey) + ...

En particulier, si les E; sont sans point commun deux & deux,
cette relation devient
m(ZE;) = Zm(E;).
Ceci montre que ta famille constituée par tous les ensembles
mesurables est une famille mesurable.
h) Soit un ensemble E, pouvant se mettre sous la forme E —= X &,
les fragments &; étant supposés séparés.

On a m(E) = Zm(F).

i) Les ensembles E,;, E,, ... étant mesurables, leur produit
E,.E; . . . Pest également et il existe la relation

mE; . E; . . ) =lim m(E,.E; . . . E)
i oo

J) Si les ensembles E;, E,, . . ., supposés mesurables, satisfont

a la relation '
BB >E >
on a m(Ey . Ey .. = lim m(L)).
i~ o0

k) Remarquons cncore qu'un ensemble F, fermé par rapport
a I, est toujours mesurable:
en effet, & désignant un fragment ouvert de I et contenant F, F
peut se metire sous la forme

F= — (5§ —F).
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Or les deux termes du sccond membre sont des ensembles ouverts
par rapport a J1, donc mesurables dans IJ1.

21. Critérium de mesurabilité : Soit E un ensemble, inclus dans I et
appartenant au fragment ouvert &. Appelons F Uensemble
F — E. Pour que E soil mesurable dans N il faut et il suffit
qu’a tout nombre positif e, arbitrairement petit, donné a Uavance,
on puisse faire correspondre deux ensembles ouverts, O, et O,
couvrant E respectivement F, et tels que Uon ait

m(04 . Og) < e.

Démonstration: La condition est nécessaire. En effet, supposons
E mesurable, c’est-a-dire tel que I'on ait

m(E) 4+ m(F) = m(%F).

Soient O, et O, deux ensembles ouverts, couvrant E respective- -
ment F et satisfaisant aux inégalités suivantes:

m(0) < m(E) + 5 m(0,) < m(F) + 5
De plus, nous pouvons supposcr que O; et O, appartiennent au
fragment .

On aura donc

m(0y) + m(0g) < m(E) + m(F) + e =m (F) + &  [1]
D’autre part, O; 4+ O, étant égal a &, il est

m(F) + m(0;.0y) = m(0y) + m(0,). [2]
Les relations [1] et [2] entrainent
m(0y . 0,) < e.

La condition est suffisante. En effet, soient O, et O, deux en-
sembles ouverts, couvrant E respectivement F, appartenant tous les
deux au fragment et tels que l'on ait

m(0; . 0g) < .
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Pour ces ensembles on a
m(0y) + m(Oy) = m(F) + m(0;.0,) < m(F) + e
ce (ui donne immédiatement
m(B) + m(F) < m(F). [3]
D’autre part, la relation
m(0)) + m(Og) = m(F) + m(0,.0y) = m(F)
montre par un passage a la limite que l'on a
mE) + m(F) = m(F). [4]
Les inégalités [3] et [4] entrainent
m(E) + m(F) = m(F).
Donc E est mesurable dans J1L.

28. Théoréme: Soit E un ensemble inclus dans un miliew I de
translation. La mesure extérieure de E, prise dans I, est
égale au produit par o de la mesure seqmentaire extérieure
de E.

Démonstration: En effel, couvrons E par un ensemble O, ouvert
par rapport & IJL. Nous savons que O peut se mettre sous la forme
0 = X,

les &; étant des fragmenls fermés ct séparés deux & deux. II est

m(E) = lim iof m(0) = lim inf [Zn(F)] = o . lim int [ZF)]

Or, pour que l'ensemble O == XF; couvre K. il faut et il suffit
que 'ensemble correspondant O — X, qui est'd’ailleurs ouvert dans

le continu, couvre E également. La limite inféricure des Zm(F;) est
par conséquent égale & la mesure segmentaire extérieure de E.

29. Théoreme: Soil & un ensemble mesurable dans le continu el I
un milien de translation.
Le produit E=6&.01
est mesurable dans N et Uon o
m(E) = o ms(&)
ol w désigne la mesure. prise dans M. du fragment o < a; < 1.
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Démonstration : Désignons par & un intervalle quelconque conte-
nant & et par & le fragment de U correspondant.

La relation ELé
entraine ms(E) << ms(&),
d’ott il vient mE) < oms(&).

De méme on trouve
m(F — E) < oms(F — &).
Ces deux dernitres relations donnent
m(E) = m(F) — F — E) = om(T) — oms(F — &) =
= oms(8) = wms(&) = m(E).
Done m(E) = M(E) = oms(8).
30. Considérons maintenant un ensemble E mesurable dans J1T

et soit O, une suite d’ensembles ouverts par rapport a I, et telle que
Ton ait

ELO, (p=1,2,..)
et
lim m(0,) = m(E). [1]
Nous savons que chaque O, se présente sous la forme
Op - 2 gip:

les &, étant, pour une valeur fixe de p, des fragments de I fermés
et séparés. Posons

-6[, = EL 57;1,.

Les ensembles 6,,, étant ouverts dans le continu, y sont mesu-
rables.
De plus, définissons un ensemble & par la condition
&E=10,.0,...
Drapres la propriété i) du numéro 26 I'ensemble & est mesurable
dans le continu et d’aprés le théoréme précédent
on a m(EM) = wms(8).
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Montrons maintenant que I'ensemble
F =& — E

est de mesurc segmentaire nulle. Pour cela considérons un fragment
ouvert & contenant tous les O, et soit O, une suite d’ensembles ou-
verts par rapport a JIC, et telle que I'on ait
F—LE<LO0/ <7,
et lim m(0,") = m(¥ — E). [2]
Remarquons maintenant que I'ensemble F, faisant partie du pro-
duit &, appartient & tous les O,, et que d’autre part, étant inclus
dans § — E, il appartient & tous les O,’. En tout cas, on a pour toute
valeur de p la relation
‘ F<o0,.0/.
0, 4+ O, étant égal & F, on utilisc la relation
m(0, . 0,) = m(0,) + m(0,) — m(0, + O)) =
= m(0,) + m(0,) — m(F)
et les égalités [1] et [2] et on en tire
lim m(0, . 0,) = 0.
Donc m(F) = 0. .
Théoréme: E étant un ensemble quelconque faisant partie de I et

mesurable dans I, et & lUensemble défini plus haut, & est
mesurable dans le continu et il existe la relation

m(E) = oms(&).

§ 4. L’ATENDUE D’UN ENSEMBLE INCLUS DANS UN MILIEU DE TRANSLATION.

Rappelons que dans la théorie exposée au paragraphe 3 nous
avons exclu de nos considérations le cas d'un milieu de translation
dont les fragments seraient de mesure segmentaire nulle. La théorie
suivante pourra étre appliquée a ce cas; elle ne conduira qu'a une
famille semi-mesurable d’ensembles,
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31. Remarque: Les valeurs de 'étendue, respectivement des élen-
dues extérieure et intérieure d’'un ensemble quelconque E, trouvées
conformément & la théoric de Jorpax, seront appelées dJlendue
segmentaire, respectivement éfenlue extéricure ou intérienre seqmentaire :

es(E). es(E), es(E).

Dans le cas particulier d’un intervalle J, ol aucune ambiguité
ne sera a craindre, on écrira plus simplement ¢(J) au lien de es(J).
Ce sera, d’aprés la théorie de Jompaw, le produit des cOtés de J.

32. Considérons d’abord un fragment & d’'un milien de transla-
tion IJ1. Le produit de o par I'étendue de l'intervalle & sera appelé
Uétendue du fragment &, prise dans I :

(F) = . e(F).

33. Daus la suite on aura A considérer des décompositions d'un
fragment & cn fragments partiels. Toutes ces décompositions seront
supposées effectuées & 1'aide de décompositions de 'intervalle F en
intervalles partiels.

Soit maintenant un cnsemble E inclus dans un miliea de trans-
lation JIU ¢t contenu dans un fragment F de I1U. Considérons une
décomposition A du fragment § en un nombre fini de fragments par-
tiels et désignons par « tout fragment partiel de A dont tous les points
appartiennent a I'ensemble E. De méme appelons B tout fragment
partiel de A dont un point au moins appartient a E.

Posons

$(A) = Ze(or)

S(A) = Ze(p),
les sommes s’étendant a tous les fragments « respectivement B de la
décomposition A considérée.

Les étendues intéricure et extérieure de 'ensemble E, prises dans
I, seront définies par les relation.

E(E) = lim sup s(A) 1]
€(E) = lim inf S(A),
ou A désigne une décomposition arbitraire du fragment & en frag-
ment partiels,
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Si les valeurs de 1'étendue intérieure et extérieure sont égales, on
dira que Uensemble E est mesurable J dans O et la valeur commune
de I'étendue intérieure et extérieure de E sera appelée [l'éiendue de E,
prise dans N :

o(E) = ¢(E) = e(E)

34. Par une extension naturelle d’un théoré¢me, connu dans ’Ana-
lyse sous le nom de théoréme dc¢ Darboux, on arrive a la conclusion
suivante :

pour une suite A; de décomposition de & telle que le maximum
de I'étendue de tous les fragments tende vers zéro, on a les relations

e(E) = lim s(A:)
[ ¢(E) = lim $(A) pour i infini.

Ceci montre que l'étendue intérieure et l'étenduc extérieure
peuvent étre définies soit par le systéeme[1], soit par le systeme [2].

35. Dans les deux numéros précédents on a supposé essentielle-
ment que toutes les décompositions du fragment & comportaient un
nombre fini de fragments partiels. Le but des numéros suivants sera
de démontrer que cette restriction est inutile. Plus exactement :

I'étendue intérieure ct l'étenduc extéricure d’'un ensemble I

peuvent étre définies soit par lc systeme [1], soit par le systeme [2],

toutes les décompositionsde & considérées comportant un nombre

Jfini ou infini dénombrable de fragments partiels.

Remarque : Dans les naméros suivants, pour simplifier, on écrira
|®] au lieu de ¢(®), ® étant un fragment quelconque.

36. Justifions d’abord notre affirmation pour le systeme [1].
Nous avons a montrer que limites supérieure respectivement inférieure
ne sont pas modifiées par 'adjonction des décompositions infinies.

Faisons d'abord les conventions suivantes :

Nous aurons a considérer deux décompositions A ct A" du
fragment &, la premiére en un nombre infini dénombrable, la
seconde en un nombre fini de fragments partiels. Nous désignerons
par o et o tout fragment de A respectivement de A’. dont tous les
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points appartiennent & I'ensemble E. De méme nous désignerons par
B et B’ tout fragment de A respectivement de A’ contenant un point
au moins de E, et par y et y tout fragment de A respectivement de
A" ne contenant pas de points de E.

La somme des étendues de tous les fragments o sera représentée
par Zla|. Si nous prenons dans A les p premiers fragments, parmi
eux certains ont contribué & Z|a| par une valeur qui scra représentée
par Zp|al.

Nous utiliserons des définitions analogues pour

Zipl. Zhl. LBl Elyl, Zl«'l. ZIB'l, Zly.

Soit donc A une décomposition quelconque du fragment & en un
nombre infini dénombrable de fragments partiels.
Les trois relations

lim Zyla] = Zlaf
lim 3,|B| == Z|B|
lim Zplyl = Zlyl

montrent que pour une certaine valeur p' de p on a

g Tla| — Zpla] << e
ZIp| — Zplpl < [3]
| Syl — Syl <=

¢ ¢tant un nombre positif et arbitraire.

Choisissons maintenant une décomposition A' du fragment F en
un nombre fini de fragments partiels telle que les p' premiers frag-
ments de A en fassent partie. On vérifie les relations suivantes :

(21 v = -

gl + Zlyl = |F|
% 2I"Ial < Zla'l [5—]
Zplyl < Zly'l -

De [3], [4], [3] on tire
Zla] <ZEplal + e < 2| +s<f.(E)+s [6]
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ct

o(B) <ZIB' = |F| — Zly| < |F| —Zplyl = _
=F| —Zlyl + Zlyl — Zplyl = [7]
=ZIB| + Zly| — Zplyl <ZP| +e.

De [6] et [7] on conclut que les égalités & démontrer ont lieu :
lim sup Zja| < e(E)
lim inf Z|B| == e(E).

317. Montrons maintenant que l'adjonction des décompositions
infinies ne modifie pas le systtme [2]. Pour cela il suffira de démon-
trer le théoréme suivant :

Théoréme : Les différences entre les étendues et leurs valeurs
approchées sont inférieures & un nombre positif arbitraire n:

¢(E) — Zla < n
Z|Bl—e(E) <n,

dés que les intervalles (en nombre infini), qui correspondent
aux fragments de A, sont inférieurs dans toutes leurs dimen-
sions a une quantité correspondante 9.

Démonstration : Nous savons que le théoréme est valable pour
les décompositions finies du fragment F.

n’ étant donné a I'avance, soit d le nombre qui lui correspond
pour les décompositions finies et choisissons une décomposition
infinie A dont tous les intervalles sont inférieurs dans toutes leurs
dimensions & 3. ¢ étant un nombre positif arbitraire, nous donnons &
p une valeur p’ telle que les inégalités [3] du numéro 36 aient lieu.
Ceci étant, nous choisissons une décomposition A" du fragment & en
un nombre fini de fragments particls, contenant les p’ premiers frag-
ments de A, et dont les intervalles sont inférieurs dans toutes leurs
dimensions au nombre d. Nous aurons les rclations suivantes qui se
vérifient facilement :

Zpla] < Zlaf
ZyBl < ZIp]
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2| = 7] — ZlY| — [Z]p] — Zl']] <
< T — Zplyl — [Zp]Bl — Zplal]
o(E) — Zfa| < '
SIp|— e(E) < o
En utilisant ces relations et celles trouvées au numéro précédent
on voit que '
Zjol| — Zla] < Zfol — Zpla] < |F] — Zplyl — Zp|fl =
= [ZIp] — ZpB] + [Zlvl — Zplyl],
d’otr
S| — Zja] << 2 [8]
De méme il est
Z[p| — Z|p < ZIpl — Zp(Bl,
d’ou
Z|pl — Z|p| < e [9]
Donc, d’aprés [8] et [9],
o(E) — Zla] = [e(B) — o] + [Blo'| — Zfod] < n' + 2
et
ZIB| — ¢E) = [ZB] — ZIB|] + [EIB] —e®)] <&+ o
11 suffit de choisir " -+ 2¢ < n pour avoir
CE) — Zla} < n
ZIBl — &(E) < n.
38. Mentionnons sans démonstration quelques propriétés de l’éten-
duc intérieure respectivement extéricure, tous les ensembles consi-
dérés étant supposés bornés et inclus dans un méme milieu de

translation OJ1T.
a) E étant quelconque, on a toujours

0 < e(B) < o(B)

b) E et F étant mesurables J, leur somme et leur produit le
sont également et entre leurs étendues existe la relation

e(E) + e(F) = e¢(E 4+ F) + ¢E.F).
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En particulier, si E ¢t ¥ sont sans poinl commun, cetlic
relalion devient

o(E) + e(F) = e(E + F).

On en conclut que la famille consliluée par tous les cnsem-
bles mesurables J est au moins semi-mesurable,

Elle n’est pas mesurable, commec on le constate & I'exemple
suivant : '
prenons tous les points du fragment 0 < &, <1 (=1, 2, ... n)
supposé dénombrable ; chacun d’eux est mesurable J et son éten-
due est nulle. Le fragment entier est aussi mesurable J et son
étendue est w > o. _

Nous sommes donc amenés de ne considérer que des systémes
particuliers d’ensembles mesurables J et satisfaisant A la condition
d’une famille mesurable.

Définition : Soit le systétme d’ensembles, tous mesurables J,
k. E;, Ey, Es. ..., le premier E somme des autres, les ensembles
E;, Ey, .... sans point commun deux a deux. Si I'étendue de E
est la somme des étendues des E,, nous dirons que le systéme
est complétement additif.

Dans la suite nous établirons les conditions nécessaires et
suffisantes pour VYaddilivité compléte dun systéme donné
d’ensembles.

¢) E et & étant mesurables J, si de plus on a E << &, la
différence & — E l'est également et entre les étendues existe la
relation

& — E) = (&) — e(L).

d) Si E appartient au fragment &, on a

e(E) = e(F) — e(F — E).

39. Théoréme : Soit E un ensemble inclus dans un miliew de trans-
lation IN. L’etendue extérieure de E, prise dans I, est égale
au produit par w de Uétendue segmentaire extérieure de E.
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La démonstration résulte immédiatement du fait suivant : soit A
une décomposition (finie ou infinie) du fragment & contenant E. Pour
(qu'un systeme de fragments parliels ¢ de A couvre I'ensemble E, il
faut et il suffit que le systtme des intervalles ; correspondants couvre

I dans le continu.

Remarque importante : Dans tout ce qui suit nous appliquons
Uexpression « somme d’ensembles», en nombre fini ou infini,
uniquement o des ensembles tels qu’aucun point ne soit commun
« deux au moins d’entre eu.

o

§ 5. — CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTEME
DONNE D’'ENSEMBLES MESURABLES J SOIT COMPLUTEMENT ADDITIF.

40. Lemme I: Soit 1;, 1,,... un systéme énumérable d’intervalles
séparés quelconques (tous fermés ou lous ouverls par exemple),
et Jy, Jo.... un systéme énumérable d’inlervalles quelconques

(non nécessairement séparés).
Supposons que l'on o

3, < 2,

Si Uensemble X, est borné et si la série qui se {rouve wu
second membre est convergente, on aura également

Z[L| < 2,

Démonstration : L’ensemble XI, étant borné, la série Z|I,| est cer-
lainement convergente. ¢ étant un nombre positif ct arbitraire, nous

pouvons déterminer une valeur m de p tclle que I'on ait

S| — f.mup} <. [1]

501t l;, (p =1, 2,... m) un intervalle fermé, contenu dans lintervalle

I, correspondant et satisfaisant & la condition

>::‘|1,,1 — iju;,l <e. [2]
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Soit enfin J; (p =1, 2,...) un intervalle ouvert, contenant I'inter-
valle J, correspondant, et tel que 'on ait

T — Z, < e [3]
Chaque point de l'ensemble fermé ;Y':l;, se trouve a lintérieur
1

d’un intervalle J,. D’aprés un théoréme de MM. Borel et Lebesgue il

existe un nombre fini d'intervalles J, couvrant I'ensemble ZI;,:
1

7 » ] ! i ’ 7 7
désignons les par J,, J,, ...J, . Les I étant séparés, on a
&

Ul + ol + -+ 19,1 = 311 [4]
En utilisant les inégalités [1], [2] et [3] on tire de [4]
2l + & > 2| > Fl] — e > 2L — 2 ;

donc on a
2, > I — 3e,
ce qui justifie notre affirmation.

41. Lemme II : Soit un ensemble E inclus dans un fragment & de I,
et soient A et A deux décompositions finies de F, la deuxieme
A obtenue & partir de A par la décomposition d'un fragment
partiel ¢ de A. Désignons pur a et B les fragments qui four-
nissent dans A une valeur approchée par défaut respeclivement
par excés de E et employons des notutions analogues pour A'.
Dans ces conditions on aura

Zipl — Zla| < ZI| — Zlo| + 2|¢].

42. Remarque : Dans la suite on aura 3 considérer cerlains cn-
sembles E, E;, E,..., E,..., appartenant tous au fragment J dc¢ JIL.
Les décompositions A, A, de J seront respectivement utilisées pour
avoir des valeurs approchées de E, E,. Dec plus, on désignera

par o et ap les fragments qui fournissent dans A respectivement

dans A, une valcur approchée par défaut de E, E,
par B et B, les fragments qui fournissent dans A respectivement
dans A, une valeur approchée par exces de E, L.
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Enfin on posera
53| = Slal + el + ...

et
22lpy] = Zpl + Zpal + oo

43. Voici un cas simple ou la condition de I'additivité compléle
est vérifiée :
Théoréme : Soient des ensembles B, E,, E,,..., le premier somme
des aulres, tous appartenant au fragment F. Si les ensembles
E, sont mesurables J et si l'on peut décomposer F en une infi-
nité énumérable de fragments tels qu'un méme fragment ne
contienne pas de points d’ensembles différents, Uensemble E est
mesurable J et son étendue est la somme des élendues des E,.
Démonstration : ¢ élant un nombre positif arbitraire, choisissons
une suite de nombres posilifs g, €, ..g,,.... satisfaisant & Vinégalité
Xe, < &. Faisons correspondre i tout g, le nombre positlif §, tel que
Uon ait
e(EI’) - Zlapl <% I_SJ
ZiBol — e(By) < & ' l

dés que les inlervalles de A, sont inférieurs dans toutes leurs dimen-
sions a §,. Décomposons ensuite, d’aprés les hypothéses, le fragment
& en une infinité énumérable de fragments tels qu'un méme fragment
ne conliennc pas de poinls d'enscmbles différents. Désignons celle
décomposition par A’. Ceci étant, nous divisons Uensemble des frag-
ments de A" contenant des poinls de L, en des fragments parlicls ¢,
donl les intervalles ¢, sont inférieurs dans loutes leurs dimensions a
d,. Soit A, unc décomposition quelconque de F contenant lous les
fragments ¢, ainsi obtenus.

En tenant compte du fait que tous les fragmenls a;, o, oo,
sont inclus dans & et qu’ils sont séparés deux a deux, on conslale
que la séric XE|a,| est convergenle. Ceci étant admis, la premiere

P

inégalité [5] monlre que Lon a

e, > Nk, — e [6]
D
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ct la deuxicme entraine
ZZ[Bl < Ze(kp) + e [7]
1

Nous désignons mainienant par A une décomposition de F A la-
guelle apparticnnent tous les fragments ¢, (pour toutes les valeurs de p).
Les égalités suivanles sonl évidentes :

Ela| = XX|e)
D

/Bl = ZX|p,|. )
Des relations [6], [7]. [8] on conclut & P'exislence des inégalilés
suivantes :
Ze(ll) — & < Zla] < 2P| < ZAE,) + e,
ce (qui enlraine
e(k) == o) = Xe(l3,).

44, Théoréme gyénéral. Premiére form: :
Soient des ensembles B, Ly.... 1,.... mesarables J, le pre-
mier L somune des aulres, lous appartenant au fragment .
Pour que ce systéme soit complétement addilif, il faut el il suffit
qu'a tout nombre posilif € on puisse fuire correspondre une suite
de décompositions du fragment &, A, A,.... A,.... telle que :
1° Les fragments B, qui fournissent dans A, une valeur
approchée par excés de 13, comportent une erreur inféricure
& ep, la somme Xg, élant inféricure @ € ;
2° Tout point des in['crvalles-fi des fragmenls qui donnenl
¥ par excés appartienne i l'un des intervalles F,,, pour une valeur
convenable de p.
Démonstralion :

«) La condition est nécessaire :
Considérons unc suitec de décomposilions finies de l'inlervalle &,
A, AL A AL AL satisfaisant aux condilions suivantes :

A} s’obtient & partir de A par décomposition de tout intervalle '

partiel de A. [
A; 41 S‘oblient & partir de Azl) par décomposition de tout inler- \ .
{  valle partiel de A/ i
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ZIBl — ol < 27

318, — Xl <, (3]
Sn == 1. [4]
14

Considérons linlervalle p d’'un fragment B qui n'est pas un a.
) . 3 - . 44 3
Eun vertu de I'hypothese [1] il existe certainement un intervalle B, inclus
K sy . r e - L 1’ sy ’
dans le B considéré. Nous modifions la décomposition A, correspon-
danle en y remplacant tous les inlervalles partiels de AI') dont se com-
pose p par linlervalle unique . Dapres le lemme IL|{N° 41] cette
opéralion a pour effet possible unc augmenlation de n, d'unc quan-
ilé inférieurc a 2|B|. Remarquons que
Z|B] — Xlaf
représenle la somme des étendues de tous les B qui ne sont pas des
a. Ou en conclut qu’en effectuant celle modificalion d'un A’ pour tout
B qui n'est pas un o on augmente n’ d'une quanlité inférieure &
2[ZIp] — Zlal ] < 2n daprts [2].
Supposons cftectuée cetle modification des A" (qui ne  porlera
d’ailleurs que sur un nombre fini de décompositions A') ct soit A;" La
suile des A modifi¢s, La relation [4] est remplacée par
<~ N ’
2B, — Z[al,n < n 4+ 2n.
r
Les a; ¢lant des fragmenls séparés el appartenant tous au frag-
ment &, la séric XE|o| est convergente. Donce ZX[B]] Lest également
14 D
et Vinégalité précédente penl clre éervite sous la forme
S8 " N i 7 -
2B, — ZZ!oc/, < n 4+ 2n. 5]
Iz 2
Dlaulre part les relations
Sla| < (k) < SIBI
2Bl — Zla] < n
monirent que 'on a
k) — n < Zja| < e(E). [6]
De méme, de

Zjoy| < () < XIB)|
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on tire
Flaz ZC(E ) = e(E,) = e(E) < 2|, (7]
et de [3] et [7] on conclut
e(E) — n —2n < ):Zla;l < ¢(E) (8]
[6] et [8] entrainent ’
12l — 2Xl ] < n' + 2n. [9]

Remarquons maintenant qu’un a;" qui n’est pas inclus dans un «
fait partie d’'un ui n’est pas un « et que lasomme des étendues de
P 1
ces P est inférieure a d’apres [2]). On voit d’aprés [9] que la

n 1
somme des étendues de tous les o) qui sont inclus dans des a est
inférieure & X|a| de moins de n’ 4+ 3n.

La série XX|a’| étant convergente, nous pouvons trouver un
P o
p

nombre limité de fragments o lels que la somme de leurs étenducs
soit inférieure a 22[0: | de moins de n. Portons notre attention sur

ces o’ . Pour les pal'tles des « ui se trouvent en dehors de ces o
conservés, la somme des étendues est inférieurc & n’ -+ 4n.

Montrons maintenant & I'aide du lemme II (N° 41) qu’il est tou-
jours possible, en réunissant certains intervalles parliels de A; en
un seul (pour des valeurs convenables de p), de couvrir par ces inter-
valles B; modifiés toutes les parties des intervalles « qui sont exté-
rieures aux intervalles o’ conservés.

En effet, soit ay un « ayant des parlies extérieures aux o’ conser-
vés et soit k I'indice maximum des o conservés qui sont inclus dans
&y- Desngnons par y un intervalle partiel de A} inclus dans la parlie
de «, extérieurc aux o« conservés. L’intervalle y a certainement
une partie commune avec un intervalle ﬁp. Deux cas sont a distinguer:

1° p > k. Donc Pintervalle B_I'; est inclus dans ; On réunit tous

les intervalles de Az”) qui sont inclus dans ; en un seul qui
sera un E” pour le décomposition AZ modifiée.

2> p < k. Dans ce cas lintervalle y est inclus dans E; et une

modificalion de A; est inulile.
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Les intervalles B corcspondant aux fragments B qui ne sonl pas
des o ont déja 6té éouverls par les inlervalles EIZ Nous voyons (u’en
modifiant convenablement un nombre limité de décompositions A;
on arrive i couvrir lous les intervalles f par les intervalles—ﬂ; modifiés.

Appelons A;, A,,.. Ap,... la suite des A” modifiés. En appliquant
plusieurs fois le lemme II on voit que I'inégalité [5] est remplacée par

2¥|Bp] — ZZ|op] <0 + 2n + 2(n" + 4n) =3n" + 10n.
p D

Si I'on a eu soin de choisir n et n' tels qu’ils satisfassent a la
relation

3n" + 10n < &,
la suite de décomposilions A, A;, As,... aura toutes les propriétés
indiquées dans le théoréme.
b) La condition est suffisanle :

Supposons-la remplie et montrons d’abord que la série Ze(E,) est
convergente. En effet, ¢ étant un nombre positif arbitraire, choisis-
sons des nombres positifs €, €,,... avec X&', < & et faisons corres-
pondre a tout ¢, une décomposition A’, de & telle que 'on ait

e(Bp) < Z|od)| + € (10]
Les o, étant des fragmenls séparés et appartenant tous au
fragment &, la série XX|o'n| est convergente, done, d’aprés [10],
P
la série Ze(E,) l'est également.
L’hypothése 1) s’exprime sous la forme
ZIBpl < e(Ep) + & (11]
La série des e(E,) étant convergente, I'inégalité [11] montre, que
la série XX|B,| l'est également. Ceci nous permetira d’appliquer le
P
lemme I (N° 40).
En cffet, I'hypothése 2) s’exprime sous la forme
B < 3B,
p
d’ou d’aprés le lemme 1, les intervalles f étant séparés,
ZIBl < ZZ[Byl-
p
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Apres multiplication par » on trouve
ZIpl < ZZIByl- [12]
Mais d’aprés [11] on a
XX|B,] < Ze(Ey) + ¢
1
et ceci joint a [12] fournit
2Bl < Ze(E,) + e,
d’ou l'on tire
e(E) << Ze(Ep). [13]
D’autre part, pour des décompositions A, Ay, Ay, .. A), ...
quelconques on a
o, < 2f,
p
d’ott I'on tire, par une nouvelle application du lemme I. la relation

23| < ZI- [14]

Choisissons maintenant, ¢ ct ¢, ayant la méme signification que
précédemment, unc suite de décompositions, A’y, .. A',, ... telle que
Pow ait

Ilay)| > e(B)) — &,
ce qui entraine
2()(E1;) -_ 8’ < 22[0(’1,!. [15]
D
L'inégalilé [14] donne par un passage a la limite
Z¥|op| < o), - [16]
¥
ct [15] ¢t [16] monlrent que I'on a
Ze(E,) — & << e(R),
done
Te(E)) << eo(E). [17]
Des relations [13] et [17] on tire enfin
(,’(E) - 2(?(]_‘:,,).
45. Théoréme général. Deuxiéme forme :

Soient des ensembles E, Ey,... E,.... mesurables 1, le premier
somme des autres, tous appartenant au fragment F. Pour que
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ce systéme soit complétement additif, il faul el il suffil qu'a toul
couple de nombres positifs €, n on puisse faire correspondre une
saite de décompositions de &, A, Ay, Ay,... Ap.... telle que:

1° Les fragmenls a qui fournissenl une valeur approchée pur
défaut de E el les fragments B, fournissant une vaieur appro-
chée par excés de E, comportent respectivement des erreuars
inférieures « n el @ g, la somme

g+e+ ..+

étant au plus égale & €; ,

20 Toul point des intervalles « appartiznne & Uan des inter-
valles g,,, poar une valeur convenable de p.

Démonstration :
a; La condilion est nécessaire :
En effet, déterminons d’aprés le théoréme général du numéro 44
une suite de décompositions de F, A'; Ay, Aq,... A,.... telle que Pon ait

Zippl < e(By) + & [3]
Te, << [4]
If < I3p, [5]
p
Désignons par A unc décomposition de F de propriétés suivantes :
A s’obtient & partir de A’ par décomposition de tout [6]
intervalle partiel de A/, )
e(B) < Zla| + n. [7]

Je dis que la suite de décompositions A, Ay,... A,,... satisfaira aux
conditions énoncées dans le théorgme.

En effet, en vertu de {3] et [4] la deuxiéme partic de l'affirma-
tion 1) est établie. De méme d’aprés [7] la premiére partic Vest
également.

Pour vérificr Taffirmation 2), observons que d’apres [6] tout
intervalle « est inclus dans un intervalle B-’ , dong

Ya < IP. [8]

De [5] ct [8] on tire

Sz < 2B,
P

ce qui démontre Faffirmalion 2,
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b) La condition est suffisante :

En effet, supposons-la remplie, ¢’est-a-dire admettons que 'on ait :

2IBpl < e(Ey) + & (9]
Ye, < & [10]
e(B) << Zla| + n [11]
¥z < 235, [12]

On démontre comme au numéro précédent la convergence de la
série Xe(E,) et on en conclut d’aprés [9] et [10] que I'inégalité
Y|P, < Ze(Kp) + ¢ [13]
g

a lieu. Dautre part, & I'aide du lemme I (N° 40) on tire de [12] la
relation

Slal < ZX/B,)
donc, d’apres [13]
Sla| < Ze(Ep) + €. [14]
De méme, [11] et [14] enirainent
e(E) < Ze(E;) + ¢ + n,

douce
e(E) << Ze(E,). [15]
Ceci posé, on démontre comme au numéro 44 b) I'inégalité
e(E) = Ze(E,). [16]

Enfin [15] et [16] montrent que 1'on a
e(E) = Xe(E,)).
46. Voici encore un théoréme se rapportant & la méme question :
Théoréme : Soient des ensembles E, Ey, Eq,.. Ep,.., le premier somme
des autres, tous appartenant au fragment F. Supposons qu'a
tout nombre positif € on puisse faire correspondre une décompo-
sition A telle que la différence des wvaleurs approchées qu’elle
Journit pour E, soit inférieure @ ,, la somme des g, étant
inféricure ¢ :
ZiBpl — Zloy| < gp (17]
Tep, < g [18]
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Dans ces conditions lous les ensembles B, Ey, Ea... E,,...
sont mesurables J et, de plus. le systétme esl complétement
additif.

Démonstration : g, étant d’apres [18] inféricur & g, on lire de [17]
la relation
Bl — Zley] <o,
qui montre que E, est mesurablc J.
Mais E aussi est mesurable J. En effet, remarquons que tout §

qui n’est pas un « est au méme temps un B, qui n'est pas un e«
(pour au moins une valeur de p). Donc on a

LB — Zla| << Z[Z(By] — Zloyl ],
d’on il vient, en tenant compte dep[l'/'] et [18]
ZIpl — Zla| < &,
relation qui montre que E est mesurable J.

La mesurabilité J des ensembles E, E,,... étant établic, nous nous
trouvons dans un cas particulier du théoréme démontré au numéro 44.
Donc, d’aprés ce théoreéme, le systtme est complétement additif.

§ 6. — MESURE DES ENSEMBLES

APPARTENANT A DIVERS MILIEUX DE TRANSLATION.

b

47. Dans ce paragraphe nous aurons a considérer des milieux de
translation I, M, ...01L,, le premier I étant la somme des autres:

p .
I = ZIMN,;. Désignons par o, o, ..., les mesures respectivement
1

les étenducs du fragment 0 << o; << 1 de chacun d’eux. JIU étant la
somme des IN;, il est naturel de choisir les mesures », ®wy, ...0, telles
que P'on ait @ = Zw;. De plus, pour des milieux égaux nous adopte-
. rons des mesures égales.
Dans la suite nous supposerons ces conditions remplies,
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48. Théoréme : Soient des milicux de translation 9T, IN,, ..M,
le premier 9T somme des p derniers, ces derniers égaux entre
eux. Désignons par M la somme de k, (k étant inférieur o p),
des mileux I; dont la réunion forme 9T : posons par exemple

M =My + .. + M, (k < p).

Dans ces conditions, & désignant un fragment de I,

1° L’étendue intérieure de &F, prise dans I, est nulle; son
élendue extéricure est égale & Uétendue du fragment de 9T
correspondant & Uintervalle F;

2° La mesure intérieure de F, prise dans I, est nulle;
sa mesure exlérieure est égale & la mesure du fragment de 9
correspondant & Uintervalle 5 ;

3° L’étendue intérieure et la mesure intérieure, dans 9,
d’'un ensemb!e inclus dans U sont nulles.

Démonstration : 1° Décomposons l'intervalle & en un nombre fini
d’intervalles partiels a, ¢ étant le fragment correspondant de It.
Chaque ¢ conlient des points de 9C n’appartenant pas & I, donc
aucun ¢ n'est un « ct l'on a _09’((57') = 0; d’autre part, chaque ¢,
conlenant des points de I, est un B, donc ¢I(T) = eI(FIL.).

2* En excluant de nos considérations les milieux de translation
dont les fragments sont de mesure segmentaire nulle, nous pouvons
admettre, d’aprés le résultat obtenu au numéro 17, que 'on a

ms(F) = m(F) = ms(F.IN),
d’on il vient, par multiplication par o relatif a 9¢

MIYT) = mIUT. ) = mI(F. N). 1]

Appliquons ceci & I'ensemble M — 9T — I, qui est un milieu
de translation également, en vertu de la relation

M= My + .. + M,

On trouve

mIUF . M) = mIYT . ),
ce (ui entraine ' '

MIT) = mIL(F. ) — mI(F. M) = 0. 2]
Par les relations [1] et [2] Paffirmation 2) est justifi ‘e.
L’affirmation 3) est une conséquence immédiate de 1) et 2).
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49. Soient des milieux de translation J1L, I, ...0N,, le premier
N somme des p dernicrs, ces derniers égaux entre eux. Désignons
par E un ensemble inclus dans un des milieux I;, dans I, par
exemple. Alors on a, d’aprés le numéro précédent
mNG(E) = ms(E).
mIMYE) = ms(R).
mIM(E) = 0

On en conclut :

«) pour que E soit mesurable dans I, il faut et il suffit que sa
mesure extérieure y soit nulle.

b) pour que E soit mesurable dans J1, il faut et il suffit qu’il
soit mesurable dans JI; et que sa mesure y soit nulle; les mesures
sout alors nulles dans les deux milieux.

50. Théoréme : Soient Ny, Iy, ... 0W,, O], .. 0N des milieux de

translation égaux enlre eux et sans point commun deux & den.
Posons

N = Iy + Ny + .. + I,
I =My + MY + .. + I
Lorsqu'un ensemble inclus dans les deux milieur U et I

est mesurable dans les deux, les mesures correspondantes sont
nulles.

Démonstration : En effet, E étant inclus dans I1U et I, est aussi
dans leur produit I .9 == IN,;. En utilisant les résultats obtenus au
numéro précédent on trouve :

Pour que E soil mesurable dans I, il faut et il suffit qu’il soit
mesurable dans I et que sa mesure y soit nulle; alors elle est nulle
aussi dans I el dans IC. Ceci démontre le théoréme.

51. Lemme : Soient des ensembles E, E, ...E, et leur somme E respec-
tivement inclus dans les milieux de translation N, ,..9N,, N,
le dernier MU étant la somme des p autres. Dans ces conditions
la mesure extérieure de E dans N est au moins égale & la somme
des mesures extérieures des E; dans les milienvx IW; correspon-
dants,
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En effet, on a
E<CE

— — pouri=1,2, ..p.
donc ms(E;) << ms(E)

In multipliant la derniére inégalité par ; ct en effectuant cnsuite
la sommation par rapport & 'indice i, on trouve

P - p —_—
Soms(E;) < (Zmi)ms(E),
1 1
ce qui s’écrit, en tenant compte de la convention du numéro 47,

SmON(E:) < mON(E).

52. Soit S un systéme de milieux de translation, en nombre fini
ou infini, tous égaux entre eux, et sans point commun deux & deux‘.
Considérons un milieu de translation I, somme d’un nombre fini
de milieux de S. La famille de milieux constituée par I’ensemble de
ces milicux I sera désignée par F.

Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons, sans le rappeler
chaque fois, que tous les milicux de transiation considérés appartiennent
a la famille 5.

Il va sans dire que nous nous conformerons toujours ala conven-
tion mentionnée au numéro 47 :  étant la mesure du fragment
0 <1 (=1,2,..n) dun milieu quelconque de S, la mesure
du fragment correspondant au méme intervalle, dans un milien de
& constitué par la réunion de k& milieux de 8, sera ko'

83. Théoréme : Si un ensemble E est mesurable dans un miliew N,
la partic E' de cet ensemble, qui appartient & un miliew W
inclus dans I, est mesurable dans NV

Démonstration : Montrons d’abord que
ms(E') = ms(E). [1]
¥ <E

En effet, la relation
~

entraine

ms(¥) < ms(E).

Il s’agit de montrer que l'inégalité ne peut pas avoir lieu dans cette
relation ;
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Si I'on avait
ms(E') < ms(E),
on pourrait poser
ms(E) = ms(E) +8 & > 0. [2]
Soit maintenant O un ensemble ouvert dans le continu, cou-
vrant E’, et satisfaisant a la condition

ms(E') < m(0) << ms(E) + e. [3]

Posons
F—=FE — EO [4]
et remarquons que 'on a
EO = E.(J1O).

O étant ouvert dans le continu, le produit IO est ouvert, donc
mesurable, dans JU; donc EO, étant le produit de deux ensembles
mesurables dans I, I'est également.

Il s’ensuit d’aprés [4] que F aussi est mesurable dans I,
De [3] et de

EO < 10
on lire
m(E0) < m(MN0) = o m(0) < o ms(E) + we. [5]
De méme, [2] donne
M(E) = o ms(E) = o ms(E) + 0d. [6]

Supposons maintenant que 'on a eu soin de choisir ¢ plus pelit
que §; dans cette hypothése il vient d’aprés [4], [5] et [6]

m(F) = m(E) — m(EO) = o(d — &) > 0. [7]
Mais, d’autre part, des relations
( E<EO

I E—E << — oW
on tire
F=E—EO<{E—FE M-I
Si'donc INU est formé de p milieux de 8, U'ensemble F appartient

A &k de ces milieux de S dont la réunion forme JIC, avec £ << p. On
en conclut d’aprés le théoréme établi au numéro 48, que
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mIYF) = 0,

d’otr, I¥ élant recounu mesurable dans JIL,

m(F) = 0.
Mais cette dernicre égalilé est incompatible avec la relation [7].
Donc |
ms(K)y = ms(E). 1]

Ceci élant admis, désignons par I un inlervalle contenant 'en-
semble E et écrivons que, E élant mesurable dans I, la diftérence
IOt — E Pest également:

MIMUE) 4+ mININT — L) == mI(IIN). [8]

De cette égalité [8] on lire, par division par o,

ms(E) + ms(101 — E) = m(l). - [9]

De plus, de

W — E = (101 — E). W
on conclut, d'apres ce qui a ¢été trouvé plus haut,
ms(1M — 1y = ms(1o — E). [10]

En utilisant successivement les relations [10], [9], [1] on trouve,
toutes les mesures étant prises par rapport au milicu I (saul
naturellement les mesures segmentairves et celle de intervalle I.
qui sont prises par rapport au continu):

m(Ey = mAMN) — m(IMN — E) = o'm(l) — o'ms (I — ¥)=
= o[m(l) — ms(IN — 1)) == ms(E) = &ms() = n(k).
done
m(ly = m(lY),
c'esl-d-dire E est mesurable dans WU,
54. Théoréme: Soient des ensembles K. E,. . . . E, el lear somme
E respectivement inclus dans les milieur Nty My, . . . I,
I, Si les milieux I, N, . . . M, sont dewx @ deux sans

point commun, si N est leur somme, si de plus E est mesu-
rable dans N,
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1° Chaque ensemble ¥; est mesurable dans le miliew corres-
pondant NT,. _
2° La somme des mesures des E; est égale o celle de E.
Démonstration: I; élant inclus dans I, laffirmation 1) est
une conséquence du théoréme précédent.
Pour démontrer 2), reprenons la relation [1] da numéro précé-
deunt:
ms(L;) = ms(E). [3]
En la multipliant par o; on trouve, aprés avoir eflectué une
sommalion par rapport & I'indice i
Zm(E;) = (Zw;) ms(E),
ce qui s’éerit

Zi(l5) = m(E).

95. Théoréeme: Soient les ensembles Ey. E,, . . . E, el leur somme
E respectivement inclus dans les mifieux I, Ny, . . . I,
M. Si les milieux Ny, N, . . . I, sont deux a deuxr sans

point commun et si ¥ est mesurable dans N et chaque E; dans
le miliew IW; correspondant, la somme des mesures des E; est
égale @ la mesure de E.
Démonstration ; Le cas ou I est la somme des I a été (raité au
numéro précédent.
Supposons maintenant gue les milieux I1; sont tous inclus dans
N, ce dernicr milicu w'étant pas leur somme. On voit immédiate-
ment, quen vertu de la relation”

B — Z0) = 0

et dua fait que le milien T — EIN; est constitu¢ par un au moins
des milieux de S dont se composc I, la mesure de B, prisc dans le
milicu I, est nulle (N 48). On en conclut que la mesure segmen-
taire de E est nulle, puis (sans qu’il soit nécessaire dans ce cas de
supposer la mesurabilité des E;) que la mesure segmentaire des E; est
nulle, ce qui montre que m(E;) existe et est nulle. _

11 peut encore arriver qu’il sc trouve parmi les I; des milieux
non inclus dans IN. Ce cas peul étre ramené aux deux cas précédents:
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Soit N un des M,; (i = 1,2, ., . Lk ...p) ayant des parties
extérieures a .

De la relation

EyO — IN.OT,) = 0

et du fait que le milieu I, — I . I, est constitué par un au moins
des milieux de S dont se compose I, on conclut d’aprés le numéro
48, que la mesure de E, dans I, est nulle. Ceci monlre que la
mesure segmentaire de E; est nulle, d’ou Yon tire que Ej; est mesu-
rable dans I également et que sa mesure y est nulle. La différence
E Ei est donc mesurable dans J1C et 'on a

m(E — Ei) = m(E).

On voit par cette égalité que la suppression dans E de tous les en-

sembles E; dont le milieu IN; exctde N ne modifie pas la mesure de
leur somme. Aprés avoir effectué cette suppression nous nous trou-
vons dans les conditions des deux cas précédents. Le théoréme est
donc démontré dans toute sa généralité.

56. Théoréme général : Si les ensembles L. L,, . . . E, et lear
somme E respectivement inclus dans les mi'ieuxr Iy, Ny, . . .
M, NU y sont mesurables, la mesure de le somune est égale @
la somme des mesures des E; :

14
m(E) = Zm(l;).
1
Démonstration : Désignons par My les milicux de S (en nombre

fini) dont se compose J. On a
I = YEM,.
I3

Le milicu 1 étant la somme des My, on peut appliquer le théo-
réme établi au numéro 54 :
Le produit EM, est mesurable dans M, et il est
m(E) = Zm(EM,): (1]
k

D’autre part, on voit que pour i = 1,2, . . . p
K = XEM;,.
k
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D’aprés le numéro 53 le produit EM; est mesurable dans M,
(car si pour une valeur de k EM; 3~ 0, le milieu M, correspondant
est inclus dans JW;). On peut donc appliquer le théoréme élabli au
numéro 53, ce qui fournit

m(Ei) - erl(EM;..) [2J
k

De méme, on a
EM/.- = inhIk;
i

tous les produits qui se trouvent dans celle relation étant mesurables
dans My, on en conclut que

m(EM,) = Zm(E My). [3]

Or, de [1]. [3] et [2] on tire
m(E) = Em(EM;) = XZm(EM,) = ZEm(EM;) = Zm(E;)
k ki ik i
d’ou ‘ '
m(E) = Zm(E;).

Le théoréme est démontré.

51. Conclusion : Considérons une famille & de milieux de translation
définie conformément au numéro 52. A chaque milieu de F on
peat, d’aprés le paragraphe 3, attacher un systéme d’ensembles
E, qui est mesurable ou semi-mesurable. Le théoréme du numéro
précédent monire que la famille constituée par fous ces en-
sembles E est au moins semi-mesurable.

58. Dans la suite de ce paragraphe nous allons montrer que I'on
peut adjoindre de nouveaux ensembles a la famille qui vient d’'étre
considérée, et que la famille d’enscmbles ainsi agrandie conserve
encore le caractére de semi-mesurabilité.

Lemme . Soient des ensembles

(O D
F/, ¥, ... F/
Gl’ G’Q. e . G’q

G’{’, Ge/, P Gs,
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lous inclus dans des milieue et 'y mesurables. Soit de plus un
ensemble 15 pour lequel on a d’une part

E + ¥ = 3G
i J

el d'aulre part

]‘: + EF/;, = EG/
I {
Dans ces conditions la relation suivante est vérifiée :
q i n $ r §
C2m{Gy). — Zm(F;) = 2m(G/) — Zm(Fy)
j=1 i=1 =1 k=1

Démonstration: Désignons par M; les milieux de S (en nombre
fini) dans la tolalilé desquels est silué Z(i; par exemple. On voit que
pour toules les valeurs de i il est

19 = XM,
t

Drapres le numéro 33 le produit F;M; est mesurable dans M, (car
si pour une valeur de ¢ ¥M, £ 0, le milieu M; correspondant cst
inclus dans le milieu de F;). On peut donc appliquer le théortme
¢labli au numéro 35, qui donne

I)I(F,‘) == ):m(FiM,) . [1]
¢

De méme, on frouve

m(G;) = Zm(G;M,)
¢
m(F)y = Zm(¥/M,) [2]
. ¢ -
m(G/) = Zm(G/M,)
¢
Remarquons maintenant que l'on a d’une part
B = XEM,, [2)
¢
et d’aulre part
EM; + EFth == EGJ]\L
i J
E.\It + EFk/h‘It = ZG‘/M;
k !

Tous les produits FM;, GM,, Fi/'M,, G/M; qui se trouvent dans ces
relations sont mesurables dans M, donce les qualre sommes corres-
pondantes le sont également. On en conclut que lensemible 1M,



SUR LA MESURE DES ENSEMBLES 51
étant la différence de deux ensembles mesurables, est mesurable dans

M; et qu’il est

m(EM,) = Zm(G,M,;) — Zm(1: M)
J i

m(EM)) = Zm(G/M;) — Zm(F,/M,)
l k

|
|

Effectuons maintenant dans ces relations la sommalion par rap-
port & T'indice . On trouve, en utilisant les égalités [1] et [2]

)CIm(EM,) = Zt.Zm((u' M) — ?Zm(l*‘,M,) = 2?17)1((}th) — XEm(FM,)) =
J = Z:iz((,}j) — 217121*’;), N
donc . ’ l
?m(El\L) = );.m((ij) — };.In(]_“ i) [3]
De méme, il est
%m(EM,) = %‘.m((i‘,’) — ’lez(lf‘,c’). [4]

De [3] et [4] on tire
En(G)) — Tin(F)) = Zm(G/) — Zm(F)).

ce qui démontre le¢ lemme.

59. Adjonclion de nouveaux ensembles :
Soient des ensembles
DU UFUR L
Gy Gyo o v Gy,
tous inclus duans des milieux et 'y mesurables.
Soit de plus un ensemble E pour lequel on «

E4+F +V¥+ .. +¥F=06+GC+..+ G,
Dans ces conditions on dira que Y est mesarable el on
définira s« mesure m(E) par la relation
m(E) = Em(G;) — Zm(I%).
On voil que cette définition de la mesure de E n’est pas cn
contradiction avec les résultals antérieurs (au cas de E mesurable

dans un milieu) et qu'elle est obligaloire si les nouveaux ensembles
peuvent dtre adjoinls & la famille.
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Pour justifier cette définition il reste 3 montrer qu'a un ensemble
E satisfaisant & deux relations distinctes, de la forme
E+F +..4+4F=0G6G+..+¢G,
E4+F 4+ ..4+F =64+ ..+ G/
ne correspond d’aprés cetle définition qu'un seul nombre. C’est
précisément ce quaffirme le lemme démontré au numéro précédent.
Dans la suite nous dirons qu'un ensemble est anciennement
mesurable, s’il est mesurable dans un milieu. Tout ensemble mesu-
rable d’aprés la définition précédenle, mais non mesurable dans un
milieu, sera appelé ensemble nouvellement introduit.

Rappelons encore la relation [2] du numéro précédent :
E = ZEM.,.
¢

Nous y avons reconnu que le produit EM; est mesurable dans le
milieu M,; donc: ‘
Tout ensemble nouvellement introduit peut élre mis sous la
Jorme d’une somme d’ensembles anciennement mesurables.

60. Théoréme : La famille agrandie esl au moins semi-mesurable.

Démonstration : En vertu de la remarque faite & la fin du numéro
précédent tout ensemble I, soit anciennement mesurable, soit nou-
vellement introduit, peut étre représenté sous la forme d’une somme
d’un nombre fini d’anciens ensembles :

F = ZA,.

(Dans le cas ou F est anciennement mesurable le second mem-
bre de cette relation se réduit a un seul terme.)

Soient donc des ensembles E, E,;, E,, . . E,, le premier E somme
des autres, et appartenant fous & la famille agrandie. Nous pouvons

poser
E, = AD 4+ AP 4 ..+ AW

E2 = AS,ZI) + A(}) + ..+ A(2"1)
B, = A+ AP + 4+ A,
les A étant d’anciens ensembles et I'on a
m(E) = m(A®) + m(AP) 4+ . . + m(AL) = Zm( Ag’-‘))
k
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D’autre part, E peut se présenter de la manieére suivante sous la forme
d’une somme d’anciens cnsembles :

E = ZE; = ZIAP,
i ik
On en tire
m(E) = ZZm(AM) = Zm(E)).
ik i
La propriété est donc élablic.
61. Théoréme : Si la famille constituée par les ensembles ancienne-

menl mesurables est une famille mesurable, la famille agrandie
est également mesurable.

Démonstration: Soient des ensembles de la famille agrandie E, E,
Es, . . . K, . . ., le premier E somme des autres :

E pm— Ei + Ez + o ..
Les A étant d’anciens ensembles, nous pouvons poser
E=AD 4 A® 4 || 4 A®
B, = AP 4+ AP + . . + A

EBi= AL 4+ A® 4 .. 4 AW
Désignons par M, les milieux de S (en nombre fini) dans la tota-

lité¢ desquels E est situé.
Nous avons

p
E = XA®,
h=1 )
donc
P
EM, = ZA®M, [1]
h=1

pour toutes les valeurs de ¢ (qui sont en nombre fini).

D’aprés le numéro 53 le produit A®M, est mesurable dans M,
(car si pour une valeur de ¢ AWM, =4 0, le milieu M, correspondant
est inclus dans le milieu de A®). Donc, d’aprés la relation [1], le
produit EM,, étant la somme d’ensembles mesurables dans M,;, est lui
aussi mesurable dans M, et appartient par conséquent a la famille
primitive,
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Remarquons maintenant que 'on a d'une part
AP = TAUM, [2]
¢
et d'aulre part
E=ZE = EEASJA},
i i

ce qui entraine
M, = IZAVM,. [3]
Lapplicalion du théordme établi au numéro 35 & l'égalité [2]
fournit
m(AY)) = 2:.772.(Aﬁj3’M,). [4]
De plus, nous avons reconnu que tous les ensembles EM, ct
AV, figurant comme des termes dans la relation [3] sont ancienne-
ment mesurables. La famille primitive étant mesurable, on conclut
de [3] que -
m(EM,) = ZZm(AVM)). [5]
i

De méme, ensemble E se présentant sous la forme
E - EEMI,
t

ct les produils EM, étant anciennement mesurables, la mesure de I
cst donnée par
m(E) = Zm(EM,). [6]
t

En utilisant maintenant successivement les relations [6], [3] ct
[4]. on trouve
m(E) = Zm(EM)) = IXTm(APM,) == ZEZm(AY'M,) = ZZm(AV)),
t tiyj ijt ij

done

m(E) = XZm(A7). [7]
i
Dautre part, la relation
EL == ZAE'/)

J

en ‘]‘ai' e
rj
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De [7] et [8] on tire
m(R) = Zm(E;).

La famille agrandic est donc mesurable.

62. Nous avons pu adjoindre & la famille primitive de nouveaux

cnsembles en supposant que, dans I'égalité
E4+TF 4+ .. +F=064..40G, [9]

tous les I' et tous les G sont des ensembles de la famille primitive.
La remarque faite & la fin du numéro 59 montre qu’'on ne réussit pas
d’élargir la famille agrandie, en supposant que, dans I'égalité [91,
tous les I et tous les G appartiennent a la famille agrandie. En effel,
apres avoir remplacé dans I'égalité [9] tous les ensembles nouvelle-
ment introduits par des sommes d’ensembles anciens, on relombe sur
une égalité de mémec forme, tous les I’ et tous les G étant compris
dans la famille primitive,







DEUXIEME PARTIE

Mesure des milieux de translation.

1. Dans la premiére partie dc celte theése nous avons résolu le
probléme de la mesure pour certaines familles constituées par des
ensembles bornés et inclus dans des milieux de translation. Dans la
seconde partie il s’agira d’étendre la théorie de la mesure aux milieux
de translation eux-mémes :

Une famille 5 de milieux de translation (& n dimensions) est dile
mesurable si on peut faire correspondre & chaque milieu de & un nom-
bre positif, sa mesure, qui salisfasse aux conditions suivantes :

1. Deux milieux de F égaux ont méme mesure.

2. a) Si Uensemble somme d’un nombre fini de milieux de F appar-
tient & &, sa mesure est la somme de leurs mesures.

b) Si Uensemble somme d’une infinité dénombrable de milieux de &
appartient ¢ F, sa mesure est la somme de leurs mesares.

3. Les mesures sont déterminées, & un Sacteur positif prés, par les
conditions précédentes.

Une famille est dite semi-mesurable, si elle satisfait aux conditions
1, 2 @), 3, sauf peut-étre a 2 b).

Nous considérons d’abord les milieux de translation les plus
simples : les milieux homogénes.

§ 1 DIVISEURS ET MULTIPLES DES MILIEUX HOMOGENES.

2. Faisons d’abord les remarques simples suivantes :
1) Pour qu'un ensemble de points soit un milieu homogeéne, il
faut et il suffit qu’il soit partout dense et que toute translation
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amenant un point de I’ensemble sur un autre point de méme ensem-
ble fasse entitrement coincider I’ensemble avec lui-méme.

2) Pour que deux milieux homogénes soient égaux, il faut el il
suffit qu’ils admettent les mémes périodes. )

3) Pour que deux milicux homogeénes égaux coincident il faut ct
il suffit qu’ils aient un point commun.

4) Pour qu'un milien homogtne soit égal & une parlic d’un
autre il faut et il suffit que le module de périodes du premier soit un
sous-module du second.

5) Pour qu’'un milien homogtne I, soit inclus dans un aulre
I il faut et il suffit qu'un point de I'un coincide avec un point de
Pautre et que le module de I, fasse partic du module de I,

Nous convenons de désigner le module de périodes dun milicn
de translation 1 par (OIU).

3. Cousidérons deux milieux homogenes JL et M tels gque
M = M; << I
P, élant un point de I, mais non de M,, Papplication du module
(M) a P, fournit un milien homogtne M, égal & M, dislinct de M,
et inclus dans I, Répétons lopération: Py étant un point de
M — (M, + M,), applicalion de (M) a Py fournit un milien homo-
géne M, sans point commun avec M; + M, ct inclus dans J1L.
Deux cas peuvent se présenter :
a; Le milicu IC est épuisé a la pme application de l'opéralion:
M =M, +M + ..+ M, ”

Si M est la somme d'un nombre limité p de milieux égaux a M.
nous dirons que M est un diviseur non nul de I, I un multiple
non infini de M et nous écrirons
== pM. M = -ll—) M
n M1

- = ). oo T —
. M LT I
b) Le milieu J1U n'est jamais épuisé par ces opérations.

Si I est la somme d’'une infinilé de milieux égaux a M, nous
dirons que M est un diviseur nul de J1T, I un multiple infini de M
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mT M

Remarquons qu'une décomposition de I en un nombre fini ou

= ¢t.

infini de milicux égaux & M n’est possible que d'une scule maniére :
cn effet, soit

M=M +M+...=M +M +
tous les M; et M/ étant égaux & un méme milieu M. Choisissons un
point quelconque P, de M, ct soit M,” le milien M’ contenant P,. En
vertu de la remarque 3 du numéro 2 les milieux M, et M, coincident
entierement. En continuant ce raisonnement on arrive & la conclu-
sion que les deux sommes

IM; et XM/

different au plus par l'ordre de leurs termes.

4. Etudions maintenant la facon dont on peut passer d’'un milieu
M a son multiple L. Soit M, une partie de I égale & M. Désignons
par g, une période de NU, mais non de M. L’application a M, des

translations ., 23, 318, . . . fournit les milieux M;, M,, M,,. ..
Dans cette suite de milieux My, M;, My, . . . la premiere coincidence,

s'il y en a, doit &tre avec M. En effet, si M; coincidait avec M, (r <s)
el non avec My, la translation (s — r) ., serait déja période de M et
la premiere coincidence serait celle de M;_, avec M,.

De ce résultat nous concluons que s’il n’y a pas de coincidence

avec My, lous les milienx M; (i = 0, 1, 2,. . .) sont sans point com-
mun deux a dcux. Donc dans ce cas I est un multiple infini de M.

Supposons maintenant que la premiére coincidence dans la suite
considérée de milicux ait lieu pour M, . Donc p;i, est le plus petit
multiple de ., qui est une période de M.

Posons
| -
MY == My 4+ M, + .. M
Le milieu M) ainsi défini est homogeéne. Pour le démontrer il
faut montrer que M{" possede les deux propriétés caractéristiques
mentionnées au numéro 2 (remarque 1).

La premiére est évidente. Pour vérifier la seconde, nous choisis-
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sons deux points quelconques de Mf)'): P; dans M; et P; dans M;. Dési-
gnons par Q; le point de M; correspondant & P;, c’est-a-dire tel que

PQ; = (j—1i) 1.
On aura done

PP, =( — i) py. + &P,

Le premier terme transforme chaque M dont se¢ compose M en
un autre (qui pour i = j coincide avec lui); le second terme étant
un vecteur joignant deux points de M; est une période de M. Donc
PP, cst unc période de M.

Nous pouvons continuer le procédé. Soit s, une période de M
mais non de ME.').

Nous appliquons & M{” la suite de translations gy, 2,
310, . . . ¢t nous obtenons les milieux MG, M(l') Mﬂ.'), M(J”,. .. Si
aucun de ces M) ne coincide avec Mﬁl) ils sont tous sans point com-
mun deux a deux. Alors U est un multiple infini de Mf)'), donc aussi
de M.

Sinon, soit pope le plus petit multiple de s, qui est une période
de Mf;'). Nous posons

M = MY + MO + MY+ ML
et nous continuons le procédé.

Deux cas peuvent se présenter : dans le premier cas ou I'une des
suites M{, M{?, M{’, M{,... est infinie, ou la suite My, M, M{", M, ...
est infinie, aucun des .\I{;’) ne coincidant avec J1U. Dans ces conditions
I est mulliple infini de M.

Dans Pautre cas la premicre suite est limitée et de la forme
MP, MP, MP, ... M, avec t = Py — 1
la deuxiéme est également limitée et de la forme
My, MY, MP, ... M{),

M{’ coincidant avec IV lui-méme. Dans ce cas I est con%lltue pal‘
la réunion de p milieux égaux & M avec

P =piPz--pPr.
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5. Revenons au milieu
M) =My + M, + My +,.+ M, _,.
Il est intéressant d’étudier l'effet produit par une translation de
1a forme k., appliquée 2 MY, k étant un enlier quelconque. Appe-

Ds k

3 est le plus

lons & l¢ plus grand commun diviseur de % et p,.

petit commun multiple de p, et k. Nous en concluons que %‘- (kyy) est le

plus petlit multiple de la translation ks considérée qui est une
période de M. Donc en appliquant les translations

)
0, kypa 2k, ... (B — 1)0%)

au milieu M, par exemple, on obtient successivement p,” — %—‘ milieux
égaux & M, pris parmiles M; [{=0, 1,..(p;—1)], et tous distincts.
Désignons-les par My, M; , M, ..., le dernier étant affecté de I'in-

dice ;1. Leur somme My, 4+ M; + .. est d’aprés le numéro 4 un
milicu homogeéne. j; étant un entier pris dans la suite 0,1, 2,..(p;-—1)
et autre que 0, iy, iy, ... {1, nous pouvons appliquer la méme suite
de translations a M;, ce qui fournit p,” nouveaux milieux M;, M;,
M;,... Nous continuons de la méme facon. A la d¥me opération la
suite 0, 1, ... (p;—1) cst épuisée ct le procédé s’arréte.

En particulier, lorsque k£ est un multiple de p,, les translations
de la forme ks, laissent invariant chaque M;[i=0, 1, .. (p;—1)]; lors-
que k est premier avec p,, la suite considérée plus haut My, M;, M;, ...
se confond a I'ordre prés avec My, My, Mg, ..M, .

Résumons le résultat de I'étude précédente : par 'emploi d’'une
translation de la forme kg, ou bien les M; [{=0, 1, ., (p;,—1)] se per-
mutent ou bien ils se divisent en cycles, & 'intérieur desquels s’ope-
rent les permutations.

6. Considérons une suite de cycles menant du milieu Mjg=M & un
milieu multiple de M. Désignons par « les périodes de M et cherchons
la forme générale des périodes des cycles successifs. Appelons, comme
plus haut, 1., la translation qui engendre le premicr cycle. En utilisant
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les notalions du numéro 4 nous voyons que pyys, est le plus petit mul-
tiple de g, qui soit un «. Cherchons la forme générale d’une période
de M. Cette période étant une translation joignant deux poinls
quelconques de M, on voit immédiatemenl quelle se présente sous
la forme
o 4+ sy
I;; étant un entier arbitraire. De méme la translation sy fournissant le
milicu homogtne M n’cst pas unc période de M) et pyys, cst son
plus petit mulliple qui jouit de celte propriété. o + k., étant la
forme générale des périodes de My, nous pouvons dire que pop, est le
plus pelit multiple de s, qui est de cetle forme. Si M{P coincide avee
AN Vopération s’arréle ; dans le cas contraire on continue de la méme
facon ct on voit que pys est le plus petit multiple de g qui est de la
forme
o 4 Fygag 4 Fawe + o0 B
Les périodes des cycles successifs M. Mg, MZ, . . . M) sont res-
pectivement de la forme
o
o+ Iy
o+ kg + sy
o 4 kg + Fopo + -+l
\ g Ry lops + oo e s
de méme les translations , s . . . P - . . e salisfont au sysieme
d’égalités suivant :
Dy = &4
Datre = o9 + finy
Dyidy = oy + ¢Piay + Gy
. [2]

Pshs = & + Py + o 4+ o+ g

I

— i .( ) "'",
k P =, 4 Py + o A+ e 0,
les e étant des entiers. )
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Observons que dans ces égalités (2) on peut supposer les coeffi-
cients ¢ non négatifs et inférieurs aux p correspondants : 0 < (:'-‘) << pj
pourj =1, 2, ... (s—2) et0 < ¢}, << p,_,. En cfict, supposons que l'on a

0 < el < poy
0<< el < poy
mais que la condition 0 <C ¢, <C p, 5 n’est pas remplie. Dans ce
cas il suffit de déterminer le nombhre m tel que
{ c¥=m (mod p,_s)
L 0 m < pos
Latiranslation ¢ ) Y gt estéquipollente d mps_sa un multiplede p,—3. (053
pres ct cette dernitre translation s’exprime d’aprés le systéme [2] au
moyen de translalions p. d’indices inférieurs & s—3. Donc la translation
¢y . s sexprime A Paide de m . p, 3, d'un o et de lranslations
d’indices inférieurs a s—3. 11 suffit de remplacer dans la si®e relation
de[2]cl, . 1a,_y par celle expression pour réduire ¢l 5 aux limites indi-
quées. On continue de la méme fagon, en réduisant successivement

(.gxli , (,(.s) (s

s—3 Cslgo

Supposons ce¢ lravail préliminaire accompli et montrons que le
systtme [2] se présente sous une forme bien déterminée. En d’autres
termes : les relations

Dshs = o5 + (“’!& + o+ Ha 4 c{'iip-ﬁl + o 3]
Potps = &/ + a4+ oo+ @py 4 Sy 4+ S
ne sont possibles que si I'on a

Oy == O
¢ = df
.(’-\') I A )
(‘j =

En effet, de [3] on tire
(¢ —dypy=u; + mp.l—{— A b avee 0| e —a | <p; [5]

ce qui enfraine ¢ = % qui cs! la dernitre relation [4]. Donc (5) se
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transforme en une relation de la méme forme, d’ou l'on tire d'une
fagcon analogue

() s
(j91 _— anp

ct ainsi de suite.

7. Définitions : 1). Nous dirons que les lranslalions ., g0, .. ., (con-
sidérées dans cet ordre), affectées des coefficients p,, py, . . . p. consti-
tucnt un multiplicateur de translations ordonnées et nous le noterons

(104(P1)s 1a(pa)s -+ 1{(pr)]-
Un tel multiplicateur est défini par le systétme d’égalités (2).

2) Disons qu'on a, (abstraction faite de 'ordre), un mulliplicaleur
de translations fondamentales ¢, ¢o. .. ¢, lorsque toule translation de
I = p,ps .. p-M est de la forme

o+ g + -+ wy (les @ entiers)
et qu’il n’existe aucune relation de la forme
pi—o + dye + - F iagia + i + -+ g
les « étant des euliers.

3) Soient S, et S, deux multiplicateurs de translations ordonnées,
correspondant tous les deux au méme milieu M et désignons par I,
ct I, les milieux multiples de M produils par S, respectivement par
S,. Si les deux milieux J1(; et I, sont égaux nous dirons que S, et
S, sont équivalents relativement & M.

8. Théoréme : Soient

St = [1a(ps): - 1r(pr)]

Se = [v4(q1) -+ vs(gs)]
deux mulliplicateurs de translations ordonnées, produisant cha-
cun un multiple d’un méme milieuw M. Pour que S, et S, soient

équivalents il faut el il suffit que tout . figurant dans S, soit
de la forme

o+ v+ .. F aws (les @ entiers)
et que tout v figurant dans S, soit de la forme
o + by + .. + by (les b enticrs).

La condition csl sulfisanle. Pour le voir rappelons-nous que toule
période du milieu I, produit par S; est de la forme

vy = oy + ¢y + ... 4+ o (les ¢ entiers).
De méme, toute période du milieu I, produit par S, est de la forme
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Yo =@y + dyvy + .. + dyvs (les d entiers).
Ceci montre que, la condition ci-dessus étant remplic, tout v, est un ¥,
ct inversement tout v, est un ¥,. Les modules de périodes (I,) ct
(IL,) étlant identiques, les milieux I, et I, sonl égaux.
La condition est nécessaire. En effet, chaque s, élant un «,, a la
forme indiquée dans le théoréme. De méme chaque v.

9. Considérons un multiplicateur de translations ordonnées :

S = [1(py): - -A - 1 pr))-

On voit immédiatement que si Pon applique les mémes translations s
dans un autrc ordre, on retrouve le méme milieu J1L. En effet, lec
nouveau mulliplicateur, constitué par les g rangés dans un ordre dif-
férent de cetui de 8, fournit un milieu dont V'ensemble de périodes
sera toujours

o + kg + Bpe oo 4 B

Mais il est évident que dans le nouveau mulliplicaleur § le cocefficient
pP'i de la translation ga; peut étre différent de la valeur p; qu’il avait
dans S. Toulefois on voit aisément que les deux produits pyp,. ..
et p,/.ps. ... doivent étre égaux. Cela tient & cc qu'un méme milicu
homogtne I ne peut pas sc présenler comme somme, de deux
maniéres et en nombres différents,de milieux égaux a M.

Dailleurs il peut arriver quc dans le nouveau multiplicateur 8
cerlaines périodes g maunquent. Ceci aura lieu lorsque 1'ane d'elles
s’exprime au moyen de celles qui sont déja introduiles et d'un e,
car dans cc cas cette période esl période du diviscur déja oblenu de IIL.

10. Supposons donnés le milien M et Ie mulliplicateur § de (rans-
lalions ordonnées et proposons-nous de trouver le procédé permetiant
de former lout mulliplicateur équivalent  an mulliplicateur $ donné.
Ce procédé cst évident, si I'on tient comple des résullals obtenus au
numéro 8. On choisit une période quelconque v; de I qui n'est pas
période de M. v, étant unc période de I, il suffit de prendre

vi = oy + dUsy 4 dpg 4. L+ O,

les d élanl des entiers, Soit ¢;v, le premier mulliple de v; qui est un

B
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o. Le milieu homogeéne engendré a partir de M au moyen de v, sera
M, ses périodes seront de la forme

o + vy
On prend une deuxiéme période v, de I en la choisissant parmi les
translations de la forme

og + APy + dfips + .+ B,

avee la scule condition qu’elle ne soit pas période du miliea ¢,M
trouvé précédemment, c'est-a-dire qu'elle nc se réduise pas a une
translation de la forme

o + kv,
On opére sur elle comme sur v,, et ainsi de suile.

14. Théoréme : Soit I = pM. Il exisle toujours une suite de cycles
s’engendrant les uns des autres & partir de M, de maniére de
reproduire VU et correspondant ¢ la décomposition de p en un
produit de facleurs premiers, distincts ou non, et pris dans un
ordre arbitraire.

Démonstration : Montrons d’abord, en utilisant les notations em-
ployées plus haut, qu’on peut intervertir deux facteurs p, et p,, sup-
posés premiers entre eux. Partons de M, et appliquons & M; au lieu de
la translation ., la translation p,. 1l se pose la (uestion suivante :
trouver le plus petit multiple de g, qui soit une période de M.

Désignons par kp, ce multiple. Il doit satisfaire a une relalion
de la forme

ko =o'
Rappelons-nous que pype est est le plus petit mulliple de e qui cst
alda 1 o
de la forme
x -+ sy (m enlier).
ko ayant la méme forme, il s'ensuit que £ doit étre un multiple de
Pa- Posons k== Ip,. On en lire, en tenant compte de la relation

Dalso = %y + Myiay
I'égalité suivanle
ko = Koy + Kmyp,.

kg étant le premicr multiple de pg appavtenant a (M), il fuut que
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K'my, soit le premicr multiple de ., qui soit un o et dont le coeffi-
cient soit un mulliple de m;. En tenant comple du fait que la relation
Ky, < (M)
n’est possible que si £'m; est un mulliple de p; nous en concluons que

E'my est le plus petit commun multiple de m, et de p,. Désignons par
d le plus grand commun diviseur de my ct de p,. On a

s D1
]u pommmany —8
el I 3

Ceci montre quesi l'onpartde M; [i =0,1,2 .. ('pl—l)] ctsion
lui applique successivement les translalions e, 289, 310, - . Paba

on sera revenu & U'ensemble M; de départ, ct ceci pour la premiere fois.

. )5 vre . . .
Aulrement dit, les ]7_:3]__ milicux ainsi obtenus comstituent un cyel

En appliquant d — 1 fois la Lranslation s, a ce cycle on obtient le milicu
MP = M{® 4 M{D 4+ MNP .. 4 M}’i’_i .

Cette étude résout aussi. pour les deux translations p, ct p,. la
question suivante (ui s'est présentée au numéro 9: [ (py), pa(pa)] ct
[1xa (p2): 1y ()] étant deux mulliplicaleurs de translalions ordounées,
qui différent seulement par I'ordre d’application de leurs translalions,
chercher lecs relations qui exislent entre les coefficients py, ps, py's ps.
Nous venons de Lrouver p, :,p‘—sp—?, pd =3.

Considérons encorc le cas particulier ou m; est premier avec
1, donc & = 1. Dans ces conditions ce n’est que la translation p, pypa
qui, appliquée & un enscmble de départ M; [i=0, 1, 2, . . (p, — 1)],
redonne M;, ce qui revient & yemplacer un cyele de cyeles par un eycle
unique.

Cetlte étude préliminaire étant achevée, revenons & notre probléme
initial : montrer qu'on peut intervertir deux facteurs premiers entre
eux. Autrement dit: p, el p, étant supposés premiers entre cux ct
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[10(p1), pa(py)] = S étant un multiplicateur donné, montrer qu’il
existe toujours un mulliplicaleur de la forme [vy(pa), vo(py)]-

Dapres l'élude précédente il suflit de montrer qu’il exisle un
multiplicateur 8" == [p(p)), 12'(Pa)] équivalent a § et tel que le d qui
lui correspond ct que je désigne par & soit égal a p,. (Ln effet, alors

on aura bien un cycle de p, cycles formés chacun de k= }—)’—6&’ =P
milieux égaux a M.)
Pour cela, posons
e == g + @y (« entier)

ct montrons d’abord que le premicr mulliple de la translation g
ainsi définie qui est de la forme ax + mys; est cffectivement pyysy’.
Ecrivons cette condition

lpy = o + mysy, (! enticr)

ou I + alypy == o 4 mpy,
c’esl-d-dire

lpg =a + (m— a)p.y,
ce qui montre cue ! est égal & p,.

Cela posé, choisissons mainlenant pour ¢ un cnticr tel que & soit
¢gal & p,. I suffit pour cela de faire m, =0 (pyyry’ = @y’ + '),
se (ui fournit

Palks’ == Paltes + Upappy = %4
Ean tenant comple de
Patry = g + My
nous tirons de Ja relalion précédente une relation de la forme
o + (my + apy)py = 0.
Pour que celle égalité soit vérifiée il faut ct il sullit que 'on ait
my + ap, =10 (mod. py).
Py ¢t py élant supposds premiers culre eux, celle congruence admet
une solution en «.

Le multiplicateur [vy(pa). va(py)] avee vy == 1y, vo == 1, salisfait

donc au condilions énoncées plus haut et I'on voit qu'on peut effec-

tivement inlerverlir deux facteurs premiers entre eux.
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Ceci étant admis, il reste, pour ‘achever la démonstralion du
théoréme, & montrer le fait snivant: si un facteur p; est le produitde
deux entiers : p, == p,/p,” on peut remplacer le cycle relalif & p, par
un cycle de cycles. En cffet, appliquons plusicurs fois & My la trans-
lation p,'i»,. ce qui donne les milicux

1\10, I\Ip.l, 3121,|v, . 1\I(plr/_1),p‘r.

En vertu des relations p,"p, = p; ¢t M,, = M, la somme des milieux
ainsi oblcnus est un milieu homogeéne:

I\IIO — 1\10 + B‘I[,‘v + l“ﬂl’.' + e e e + N[(P.”—”I’."

Pour obtenir M) il suffit d’appliquera M’y les translations . 2,
. oo o (p'y — Dpyrce qui donne un nouveau cycle composé de milieux
My My, ... My—1ctlona

My + M, 4+ .o My =My 4+ M, 4. .. + M, 4.

12. Théordme : Pour qu’un mifieu admette un multiple (non infini),

il faut et il suffit qu’un diviseur d’une de ses périodes ne soil pas
lui-méme une période.

La condition cst nécessaire. Remarquons que d’aprés le mode de

formation méme d’un multiple, la translation g, n’est pas période
de M et ue p,.; cn est une.

La condition est suffisante. Soit y, ce diviseur et p,is; le premier
multiple de p; qui est une période de M. Les translations s, 2.,
. o« (py — Dy, appliquées successivement & M, engendrent un milieu
homogéne mulliple de M (ce milieu sera égal & p,M).

43. Théoréme : Un milien qui admet un multiple non infini en admet
une infinité.

Lc milien admettant un multiple, il existe une translation .,
‘n’appartenant pas au module de périodes de M et diviseur d'unc pé-
riode de M. Soit p;ja, le premier mulliple de y»; qui est une période

%y . Cye
de M. On aura s, :IT-, o, ¢tant une période de M. Comme nous
2
Pavons vu au numéro précédent, la translation g, appliquée a M,
engendre un milieu homogéne égal a p\M,
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Nous pouvons supposer que p; cst un nombre premier. Consi-
. . ; o R . -
dérons la translation s,/ = -)—% qui certaincment n’est pas une période
Py

de M. Son premier multiple qui en est une, est p;i. 12,2, Done la trans-
lation @, appliquée & M, engendre un milicu homogtne égal a p,/M.
Or un milicu homogtne ne¢ peut se présenter comme somme, de deux
maniéres et en nombres différents, de milieux égaux & M. Donc deux
milieux p,‘M correspondant a deux valeurs différentes de I'exposant i

ne sont pas égaux, d’ou 'on conclut que M admet une infinité de
multiples.

14. Théoréme : Pour qu'un miiiza admelte un diviseur (non nul), il
Jaut et il suffit que Uon puisse distinguer une translation ., et
délimiter un sous-mmodule de translations de maniére & salis-
Jaire aux conditions suivantes :

1°) 1., ne fait pas partie du sous-module, mais un mulliple
de ., lui appartient.
2°) L’adjonction de s, au sous-module redonne le module.
La condition est nécessaive. Appelons My~ e diviscur de 1T (dont
Pexistence est supposée). Le module de périodes de I1U s’obtient en
adjoignant g, au module de périodes de My =" ¢t p,. cst le premier
multiple de ., qui appartient & (My"—").
La condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, le module
restreint définit un milieu M —1 qui, par I'emploi de s.,, engendre I,

45. Théoréme : Un milicu qui n'admet pas de multiple n’admel pas
non plus de dviseur.

Appclons M le milien n’admettant par de multiple. D’aprés le

théoréeme du numéro 12 chaque diviseur 1 de chaque période p. de I
I = I w.

est lui-méme une période de INL. Monlrons ue ce résultat conduit
a un confradiclion avec 'hypothése de lexislence d’'un diviseur M
de Jil. En cffet si M cxistait il y aurait une translation ., n’appar-
tenant pas & (M) mais appartenant & (I1). Appelons p,is,; le premier
multiple de ., apparienant & (M). s, étant un s, la translation

t—"—} est période de JL. Nous pouvons supposer ue I s’oblient & par-
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tir de M par I'cmploi de ja, : I = p,M. Dans ces conditions, o dési-
gnant une période de M, toule période de I est de la forme
Donc on aura

12

=y k
m 1+ g

1 — mk,
ou B = = o

(1 — mhk,) étant un o, il faut que 1 — m#k,; soit un multiple de p, :
' 1 — mky = gpy,
d’ou l'on conclut que p, et m sont premiers entre eux. Or m peut
étre quelconque. Donc contradiction.
D’ailleurs ce théoréme peut étre démontré a 'aide du théoréme
du numéro 13. En effet, si I admettait un diviseur M, I étant
multiple de M admettrait lui aussi des multiples.

@

§ 2. — SYSTEMES CANONIQUES DE TRANSLATIONS ORDONNEES.

Dans ce paragraphe nous allons considérer des systémes multi-
plicateurs particulierement simples. Dans ce qui suil nous supposons
p décomposé en un produit de nombres premiers. De plus, on peut
supposer que, dans le systéme de translations ordonnées, les nombres
premiers égaux sont consécutifs. Soient donc

P =DP{-Pa-Ps--s Pt = Pz = .- == Doty Ps == Popt = .. == Pry

16. Lemme I : Soit 8§ un multiplicateur de translations ordonnées
défini par des égalités conformes aux remarques précédentes. Il existe
un multiplicateur 8’ équivalent, tel que dans S’ la relation relative a
pips; ne contienne pas de translations ui appartiennent & des nombres
premiers différents de p;.

- Pour démontrer ce lemme nous allons indiquer un procédé per-
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mettant de transformer le multiplicateur S donné en un mullipli-
cateur 8’ qui posséde toutes les propriétés mentionnées plus haut.

Le multiplicateur constitué par les s — 1 premidres égalités de S
posséde déja les propriélés indiquées. Nous allons procéder de proche
en proche en modifliant successivement la si¢ve, (s-1)me  équation
de S. Pour commencer, nous allons substituer a la translation p, une
autre de la forme

’
s == s + Agipy + Qatho + .o A+ Coqpns,
de sorle que la relation
— ()
Potps = s + o+ ¢y (1]
soit transformée en unc autre ne contenant ni g, ni 3o, ... Ni Pg.
La transformée de [1] cst

psix's = a5 + (€ + pe)y + o+ (e + pas D [2]

Choisissons a,_4 de manitre que le coefficient de sy soil multiple
de ps-1; en ulilisant la (s — 1)i¥me égalité de 8 on fait disparaitre ey
du membre de droite de [2], ce qui a pour conséquence une modi-
ficalion des termes précédents. Ensuile on choisit ¢,_e de facon que lc
coefficient modifié de ja;—9 soit multiple de ps—g, et ainsi de suile. La
sieme éoalité transformée prend la forme

Pss = a5,

Substituons maintcnant la translation s, ainsi déterminée, a la
translation a; dans toules les égalités suivanles de S. Effacons les
accents ct posons

Wirt = Psat + Qs + oo+ Gy .

En vépétant le raisonnement fait plus haut nous déterminons les

nouvelles constantes « de lelle sorte que la (s--1)i¢me égalité de S
s-+13
Pstrsit = syt + oo ST
soit transformée en une autre ne contenant ni . ni o, ... NI ey,
Elle pourra donc s'écrire
’
Pt sy1 == &'sp1 + by

On proctde de la méme fagon jusqu'd ce que toules les égalités
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relatives a p; ne fassent intervenir, outre les o, que les nouveaux
depuis . jusqu'a p. 1. Et ainsi de suite.

17. Lemm:z IT : On peut remplacer S par un multiplicateur équi-
valent 8 tel que les indices maxima des translations qui figurent
effectivement dans les membres de droite dos égalités relatives & un
méme nombre premier aillent en croissant avec le numéro d’ordre de
ces relations, ct que I'égalité relative & ya; ne contienne que des trans-
lations qui correspondent a p;.

Considérons d’abord le groupe constitué par les s—1 premiéres
égalités de S. Dans ce groupe, on peul facilemeni empécher unc
décroissance des indices maxima. En cffet, si par exemple, i élant
inférieur 3 j, Vindice final de la i®me relation élait supérieur a celuidela
Jime on substituerait & p; la translation g + p, ce qui aurait pour
effet de rendre égal Vindice final de la i relalion 4 celui de la jieme,

Supposons donc que les indices maxima n’aillent jamais en
décroissant. S’ils ne vont pas tous en croissant, il y a des groupes
d'égalités correspondant au méme indice final et tel que cet indice
aille en croissant avec ce groupe. Parcourant alors les relations & partir
de la dernidre, considérons le premier groupe rencontré formé par des
égalités donnant lieu au méme indice final. Soit

P = + Py + .. + i,
Coe e e e i<y 1]
pPis = 2 + C(f)p.i + ..+ 6(5)2&5
ce groupe. Posons
Dy — P, =
.o 2]

Mgy — Ny = !y
On en déduit
!\ Py = o+ By + .+ by
. . . . . . . . . . . . (L, < l) [3]
pui= o+ By 4 0 N <<
Dyt = % + C‘Y)p.1 + ..+ c(.l{)‘ ;
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Aux périodes s, ,,. ta—1, pu, on peut substituer les périodes

1), ... 1801, pa. Autrement dit, les deux multiplicateurs

Sp = [ oo 1y on s ]

o ’ ’
et Sy=[tgs oo B ooov gy ]
sont équivalents. En effet, Ie systéme [2] montre que chaque s s’ex-
prime au moyen des . Il reste & montrer que p; par exemple
s’exprime au moyen des périodes de §’;. Nous allons montrer que j;
s'exprime en fonction de y; et des périodes conservées. Or

.‘l
0 < <ps
d’ou l'on conclut, p, étant un nombre premier, que ¢? et p, sont pre-
micrs. I1 existe donc un enticr @ tel que
e =mp, 41 (m enlier) [4]
et un entier r tel que
. , -
e =m'p, +r (o< r<<p)- [5]
Reprenons encore la premiere égalité du systtme [2]
' (w Hloe vt
Ci'ldyj — O — . [6]

Multiplions [4], [5] ct [6] respectivement par p;, g8, et = Il vient
successivement

1y = aclfy — mp, (7]
wcPyss = m'pyys + rp (8]
xcPpy = ocpy + op!) [9]

[9] s’écrit, compte tenu de [8]

Py = m'pyysa + rse 4 ap, [10]
et [7] s'écrit, compte tenu de [10]

1 == m'pyia + P+ wy — mpyy. [11]
Considérons le second membre de [11]. Il contient des termes en
Pin: et pyx;. Mais en vertu de la premicre et de la dernitre relation du
systtme [1] ces deux termes s’expriment au moyen d’un e et de ,,...
1». Donc, d’apres [11], sy s’exprime en fonction de o, de p.; el de .,
,+- i, M. Les multiplicateurs S, et S'1 sont équivalents,
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Raisonnons maintenant sur le multiplicaleur §';. Laissons de coté
la fieme ggalité de S’y (qui est la derniere du systéme [3]) ct empéchons,
comme plus haut, une décroissance des indices maxima. Ce travail
préliminaire élant accompli, nous parcourons les relations & partir de
la derniére et nous diminuons comme ci-dessus dans le premier groupe
rencontré ou ils sont égaux cet indice maximum, sauf dans la derniére
relalion du groupe. Finalement les s—1 premitres relalions du multi-
plicateur S modifié remplissent la condition annoncée.

Considérons maintenant les égalités du multiplicateur S trans-
formé qui correspondent auw nombre p,. On leur applique le procédé
exposé dans la démonstration du lemme I. Cette transformation élant
cffectuée, en utilisant le procédé indiqué dans le présent numéro pour
les s—1 premidres égalités de S, on trouve pour les relalions relatives
a4 p; un systeme d’égalilés salisfaisant aux conditions suivantes :

1°) 11 nc contlient que des translations correspondant & p;.

2") Les indices maxima des translalions qui figurent dans ses
membres de droite vont en croissant avee le numéro
d’ordre de ses relations.

On conlinue d’'une facon analogue pour les égalités qui corres-
rondent au nombre p, et ainsi de suite. Le lemme est done démontré.

18. Supposons d’abord que p est un produit de facteurs premiers
égaux entre eux"). Pour simplifier I'écriture considérons le multipli-
caleur suivant :

Py = oy

Pylyg = %9

DiPg = g

Pitdy = oy + Py [1]
Pitdg == o + Py + Py 4 Py

Db ==ttg + Py + .. D,

(On remarquera que ce systéme [1] est mis sous une forme indi-
quée au lemme II : les indices maxima des translations qui figurent

(1) Cette restriction sera imposée, sans étre rappelée partout explicitement, jusqu’au numéro 7.
P P p P q 7
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effeclivement dans les membres de droite vont en croissant avec le
numéro d’ordre des égalités).

Nous allons substituer aux translations s, ct , du systeme 1]
deux nouvelles translations g/, respectivement g, en les choisissant
d’unc telle facon que la premicre relation [1] garde sa forme simple ct
que la 4i¢me ot la 6*me relation [1] soient simplifiées. Pour cela, posons

’
Pitrg == 1y (2]
’ ’ €
Dyl == 13 [3]
Substituant aux périodes a,, 1, les périodes @y, 185, nous transfor-
mons le systtme [1] en un systéme analogue relatif & 'y, g, tag, s,
15, 1hg, Mais onr la 4i¢me pelation [ 1] est remplacée par [3] et la 6ime par
2]. La premiére relation du systéme | 1] transformé sera toujours,
N 3]
comme nous allons le voir, de la forme p,p., — o/;.
Le systéme [1] définit un mulliplicateur de translations ordonnées
S == [1h1s Mo, gy By B W]
de méme le systéme [1] transformé définit
~ 7 4 ’
S =[5, Ba, 1g, 1y 15, 18]

Nous allons montrer I'équivalence de S et §'. Elle résulle des faits
suivants :

@) 1y, étant équipollent & p,ys;. s'exprime en fonction d’'un o, et
des 5. d’'indice au plus égal a 4.

b) Inversement, g, s'exprime en fonction d'un «, de 'y et des

1. d’indices inféricurs a 4. Pour le voir, remarquons que 0 <C ¢} < py;
il existe donc un enlier z tel que

) — mpy 4+ 1 (m entier). [4]
D’autre part, on a, en désignant par P + ¢y, lc membre de droite
de la 4%me yelation [1], et en tenant corapte de I'égalilé [2]

P+ i, =/, (5]
Multiplions [4] et [5] par g, respectivement par I'entier x; il vient

1y = @y — mpypay (6]
et wcPys, = axp, — P, [7]
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De [6] ct [7] on tire
Py = xWw, — P — mp, . (8]

En remarquant que P et p;p, s’expriment le premier en fonction d’'un
o et de gy, 1o, 105, le second en fonction d’'un « et de .y, on conslate
que d’apres [8] ., s’exprime effectivement cn fonction d’'un «, de 1y
et des . d'indices inférieurs a 4.

¢) w'y. étanl égal & p,p’/, = pi(pisg), est de la forme

'y = o' + e,

d) Inversement, ., s'exprime en fonction de p.’; et d’'un o.. Pour le
voir, posons ¢{’¢}’) == a et remarquons que a cst premier avec p; ; il
existe donc un entier x tel que

xa = mp; + 1 (m enlier). [9]
D’autre part, on a d’aprés I'égalité trouvée précédemment
wy =o' + ap,. [10]
Multiplions [9] et [10] par ., respectivement par Ienlier x, il vient
By == zapy — m(pyisy), [11]
el zapy = ./, — xv’. [12]
De [11] et [12] on tire
g = zp/y — wa’ — m(pysy)- [13]

Le produit p s, étant un «, laffirmalion est démontrée.

Les multiplicateurs S, qui est défini par le systeme [1], et 8 sont
donc équivalents. Effacons dans S’ les accents. & sera défini par le
systéme

Pylsy == oy (Pr=Ppa=...==py)
Doldg — &9
D3y = o3

14
Didy == Iy N [14]
D5y = o5+ ¢y 4 Py 4 Py
Petg = ey

Nous pouvons reprendre notre raisonnement. Posons

Piis; = /5.
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1/ s’exprime donc en fonction d'un « et des g d'indices au plus égaux
a4 3. Inversement p,; s’exprime en fonction d’'un o, de p/; et des
d’indices inférieurs & 3. Nous arrivons finalement & un multiplicateur
dont les membres de droitc se réduisent & un @ ou 4 un p.. Dans
I'exemple considéré on aura

Dy == 24
Py == 79
DPylds = 23

Dildy = 1y
Py == g
\ Dyl = Py

D’unc facon générale, et disposant convenablement les indices, on aura

j 1 i s
Pyl = oy Py =y [15]
Ay y
P == o Pap-(ih = g .-
@ 0 2 ) [16]
Pal” == 1" Py = Wity
C (18]
N -
Pm§ ) = o
2. .0
Pl = pd (17
s =
Les transiations p3), &, ... s sonl dites du 1+, 2=, ... [~ ordre.

Elles sonl simples (relalions [15]) ow assemblées en yroupements canoni-
ques binaires ouw de lype 2 (relations [16]), ... de lype f (velations [17]).
Un multiplicaleur se présenlant sous forme de groupements canoni-
ques forme un systéme canonique de (ranslations ordonnées.

19. Remarque : Soit S un ensemble de franslations salisfaisant &
des égalités de forme canonique cb tel quentre ses translations du
1 ordre @, @y, ... »; ('indice étant celui du groupement contenant
la translation considérée) n’cxiste aucune relation de la forme

04(1)4 +—CQ(1)9 +'... —*“ CsWy == &,

les ¢ étant des entiers non négatifs, non tous nuls. ct inféricurs a p,.
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Soient de plus v,, vq, ... v; des translations quelconques de S satis-
faisant & une relation de la forme :
avy + byy + ... = o, [1]

les coefficients «, b... étant des enliers non tous nuls.

Dans ces condilions les cocfficients des translations v d’ordre
maximum figurant dans [1] sont des multiples de p,.

Pour simplifier Vécriture nous supposons que v, et v, sont préci-
sément les translations d’ordre maximum, (uc nous désignerons par
m, parmi toules les translations figurant dans [1]. De plus, soit ¢
respectivement r 'indice du groupement contenant y, respectivement
vy ,
Ceci posé, rappelons l'expression générale de la période d’ordre j
figurant dans le groupement d’indice i. On aura, d’aprés le systeme
[18] du numéro précédent :

w = il

=
1

De plus, observons que toul entier (posilif ou négalif) peut élre mis
sous la forme

dipy + di_pi™ + o+ dipr + do,

les d élant des entiers inférieurs & p; en valeur absolue. Effectuons cette
décomposition pour tout cocflicient @, b, ... figurant dans [1] et soit

a=...4 ai + a,p; + «y 0|l <p
b=...4 by} + byp, + by 0| | <p [2]

D’apres ce qui vient d’étre dit plus haut on aura

0y o,
Vi= g Ve = oo
P2 D
ct des expressions analogues pour vy, v,, . . . v.. En ulilisant [2] on

déduit de [1] une égalité de la forme suivante:
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®, W, , 0< lay|l < py .
1m-—i .+- b"pim—i + s TR 0< Ib0| <P1 ['3]

a
0
p

les termes indiqués par des points étant tous de la forme

g enlicr
0 gl < pu
. m < m

W
p‘m’—l

]

La multiplication de [3] par p,”~! fournit
tywq + by, = o’

relation qui entraine ¢, — 0, by = 0. Mais ceci signifie que « ct b
sont des multiples de p,.

20. Pour qu’'un enscmble de translations satisfaisant & des égalilés
de forme canonicue conslituent effectivement un systéme canonique
de translations ordonnées, il faut et il suffit qu’entre les translations
du 1 ordre du systeme, pf’, po, . .. @V, il n'existe aucune rela-
tion de la forme

{1 { a () —
Cn!’-i) + "2}12) + ...+ ‘SX’-g) == @,
les ¢ élant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieurs a p,.

21. Les translations d’ordre maximum dans chague groupement
constituent, dans leur ensemble, un systtme de translations fonda-
mentales. On le conslate en lenant compte des deux fails suivants:

1°) Toute translation du milieu produit par le mulliplicaleur
canonique S s’exprime en fouclion d'un o et des translations du
multiplicateur. D’autre part, toule lranslation de S apparlenant au
groupement d’indice i s’exprime au moyen de la translalion d'ordre
le plus élevé du groupement i.

2°) D’aprés les résultats des numéros 19 et 20, les lranslalions
d’ordre maximum sont indépcndantes.

22. Définition: Soit O un milieu mulliple de M. w élant une
période quelconque de I, nous appellerons ordre de « le plus pelit
entier posilif ou nul, j, tel que I'on ait p{w == o.. D’apris cela toute
période de M est d’ordre zéro.
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1l faut monlrer encore que cetle définition de Dordre dunc
période de I n’est pas en contradiction avec celle donnéc & I'occa-
sion de I'étude d'un systetme canonique (numéro 18); clle constitue
donc unc généralisation de cette dernicre.

Ceci se voit trés simplement si 'on remarque qu'une translalion
d’ordre j (au sens du numéro 18) peut étre écrite sous la forme

.

. o
p) = E)—{-

23. Supposons maintenant que le mulliplicaleur qui meéne du
milicu M a son mulliple J1U soit mis sous une forme canonique.
Appelons 8, ce systéme et désignons ses translations par . Toute
translation de I est de la forme ,

o = a + Zap. 0O<a<<py [1]

Soit j l'ordre maximum des translations g de cette expres-
sion; désignons le terme correspondant par «'pl). Le produit
i@ ) = '~ étant d’ordre j—1. I'ordre maximum des termes
figurant au second membre du développement de p;w sera j—1 et
ainsi de suite, pjw est le premier produit de cette forme qui se ré-
duit & un «. Nous pouvons donc dirc: o étant unc période quel-
conque du milicu produit par un mulliplicateur canonique, l'ovdre
de @ est égal 4 l'ordre maximum j des translations . figurant au
second membre de 1'égalité [1]. Donc si w fait partic d’'un sysleme
canonicue équivalent a S, il y est d’ordre j.

24. Soicnt 8, et 8, deux systémes canoniques équivalents. Dési-
gnous par . les lranslations de S, ct par v celles de S,. Nous allons
démontrer la proposition suivante :

Deux systémes canoniques équivalents admettent le méme nom-
bre de translations de chaque ordre.

Soient 1y, 1o, . . . pn les translalions d’'un certain ordre j dc
Sps et vy, vo, . . . vy les ranslations du méme ordre j de S,. Montrons
que Ihypothese m << n conduit & une contradiclion.

Supposons dounc m < n. D'aprés le numéro précédent chaque
vi s¢ développe an moyen de tous les p, (! =1, 2, . . . m), de tous
les g d’ordre inférieur & j et d'un «.:
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vy ==y o ee o A e + 1y

(5 {231
o= Py (/] T B LN
oo o e )
vi == 'ty o 4+ e i +. .0+ a)pn + P
‘n ﬁ' .
L Vn == LY A S co o+ Y Py,

es P étant formés de termes d’ordre inféricur a j.
Montrons d’abord que le déterminant

¢ )

allooo (A o)
P DR @ o

a™.,. .. e d™

n'est pas un multiple de p;. Car si D élail un multiple de p,, il
devrait exister un déterminant non multiple de py, faisant partie de D,
ct tel que tout déterminant de degré supéricur soil multiple. Soit i
(<< m) le degré de ce déterminant que nous désignons par D;. Nous
pouvons supposer D; formé avec les i premitres lignes et les i pre-
miéres colonnes de D : '

1 (1
adl.ooodY
Dy=|.......
0] 't
a?..d)
Prenons les (i + 1) premieres relations [2] et écrivons-les sous la
forme

=a"py + o+ @+ o S 4 Py — )
0=+ .. .+ a4 (- A @+ Pipy—vip)

Le systetme [3] fournit par I'élimination de ... p; la rela-
tion

. .

abv.o.o . al (..
I .. |=0. (4]
afth . . ad(L L)



SUR LA MESURE DES ENSEMBLES 83

Le¢ développement de [4] fournit des délerminants de la forme

adb.ool aV (@) l al. .. ..d" b
e e e =l [3]
N S (e IT aitl. L diry @it
avec r—=1i 4+ 1, i 4+ 2, ... m

De plus, on aura le déterminant
(1 @ p
@y .o..ar Py

.(. .l). C e .l). .. [6]
i+ i) P

a7 T Py

et le déterminant

AR vy

[7]

(L"{AH) e (12‘-i+l) Vit

Remarquons que le délerminant qui se lrouve au second membre
de [5]. étant de degré (i 4+ 1), est un multiple de p,. Donc le second
membre de [5] s’exprime en fonclion des . d’ordre inféricur a j. En
vertu du fait que chaque o d’'un cerlain ordre s’exprime au moyen
des v d’ordre non supéricur a cclui du . considéré, nous pouvons
en conclure que le déterminant [3] s’exprime en fonction des v
d’ordre inféricur a j.

De méme, remarquons que les P qui figurent dans le détermi-
minant [6] sont formés au moyen des ., donc aussi des v, d’ordre
inférieur a j.

Le développement complet de [4] conduira donc & une relation
entre les vy, v, ... viyy qui sont d’ordre j ct les v d’ordre inférieur a j.
Mais dans cette relation le coefficient de v;;, sera précisément D;, ce
qui est impossible, étant donné que D; est premier avec p; (numéros
19 et 20). Donc D ne peut pas étre un multiple de p,.

D’aulre part, par un raisonucment tout pareil, porlant sur les
(m 4+ 1) premiéres relations [2] on arrive & la conclusion que D doit
¢tre un multiple de p;. Donc I'hypothese m <n conduit & une contra-
diction. De méme on verrait, par un calcul analogue, qu’il ne peut
pas étre n<<m. Donc m =n.
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25. Considérons deux syst®mes canoniques S, ct S, fournissant a
partlir du milien M les milieux O respectivement I,. Nous suppo-
sons, comme jusqu’ici partout, ue les facleurs premiers correspondant
4 S, sont égaux entre eux, de méme que les facteurs premiers qui
correspondent & Sy, et que ces deux valeurs communes sont égales
toutes les deux & p;. Faisons de plus les deux hypothéses suivantes:

1° Toute translation de S, est une période de IN,.

2° Dans les systemes S, ¢t S, il y a aulant de groupements d’un
méme type.

Dans ces condilions les milieux I, et I, sont égaux.

En effet, de I'hypothése 1) on conclut que I, est un diviseur
de ING,. Lhypothése 2) monlre que Jit, et I, sont tous les deux de
la forme piM, Pentier % étant le méme pour les deux. Or le milicu
N, = p"M élant un diviseur de I, = piM, lui est égal: N, — I,

R

26. Théoréme : Pour que deux syslémes canoniques soient équiva-
lents il faut et il suffit que les translations de lUun étant des
périodes du milieu produit par Uaulre, il y ait dans les systémes
aulant de groupements d’'un méme lype.

27. Considérons maintenant les cas ou p est un produit de
factcurs premiers ui ne sont pas lous égaux. On peutl supposer que,
dans le sysitme des translalions ordonnées, les nombres premiers
égaux soient consécutifs.

Ce cas se traite sans aucune difficulté a I'aide du lemme établi au
numéro 17.

Soient, avec les nolations du numéro 17:

Pi == Po == vv Psts Ps == Pspi = ovr == DiAy +re.

La marche a suivre est la suivante :

On forme d’abord l¢ systeme canonique équivalent au multiplica-
teur constilué par les (s—1) premicres relalions du multiplicateur
donné S. Aprts Paccomplissement des transformalions indiquées au
numéro 17 le groupe des égalilés relalives au nombre p; (égalités
sttme jusqu’d la (—1)eme inclusivement) prend une forme telle qu'on
peut le remplacer par un sysi¢me canonique équivalent. Et ainsi de
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suite. Finalement on arrive 2 un ensemble de groupements, pouvant
se réduire a des translalions simples, et de la forme

I
R

Puf =«
Ppd =
/

PReN
=
p)

28. Pour qu'un ensemble de translations satisfaisant a des égalités
de forme canonique constitue effectivement un systtme canonique, il
faut et il suffit que les translations du premier ordre relatives a chaque
nombre premier soient indépendantes, c’est-a-dire qu’il n’existe entre
elles aucune relation de la forme

Ciixy T+ Coldg + oo+ G = @&,
les ¢ étant des cnliers non négalifs, non tous nuls, et inférieurs au
facteur premicr de p auqucl correspondent les g ci-dessus.

Ceci est unc conséquence du fait suivant: si la relation ci-dessus
contenait des translations p. du premicr ordre correspondant aux trois
nombres premiers différents py, py, py, il suffirait de la multiplier par
Paps pour oblenir une relation de la méme forme ne contenant que
des translations s qui correspondent au facteur premier p;.

De plus, pour que deux systemes canoniques soient équivalents,
il faut ct il suffit que les translations de I'un ¢tant des périodes du
milieu produit par Pautre, il y ait dans les deux systemes aulant de
groupements d'un méme type pour chaque facleur premicr de p.

29. Voici encore unc applicalion de la théoric des systtmes cano-
niques. Nous allons donner la forme générale d’'une translation quel-
conque introduile par un systéme mulliplicateur que nous pouvons
supposer étre mis sous la forme canonique. 11 est donc représenté par
un cerlain nombre de groupemenls canoniques, un ou plusicurs de
ces groupemenls étant relalifs & chaque facteur premier.

Remarquons gue on a, en désignant par g les translations du
systéme canonicue considéré
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Dans cette formule o et ) sont la période de M et la transla-
tion d’ordre j contenues dans un certain groupement canonique qui
correspond au facteur premier ¢.

Rappelons-nous maintenanl que 1'expression générale d’unc trans-
lation quelconque introduite par le multiplicateur est de la forme
® = Zap., la somme s’élendant & tous les p. du multiplicaleur et les
a élant des entiers non négatifs et inférieurs aux facteurs premiers
correspondants. Considérons la parvtie apportée dans cette somme
par un groupement canonique quelconque, correspondant au facteur
premier ¢g. Désignons par 1 le type de ce groupcment. Toute transla-
tion appartenant & ce groupement sera de la forme

= (j=1,2,...7.

)

i) =

<

La somme partielle dans « = X, due & ce groupement, sera
donc

i(l-,'p.(j) O<a <9).

j=-1

Transformons cette somme. On aura

o e 2
—=b.—

. o 4
Tl = Fa; — = Za;.q =D
@’ q: q:

en posant

b= ﬁfchf’—f) .
j=1

Calculons les limites de variation de I'entier b. On a, compte tenu
des inégalités 0 << a; < ¢:

0 < b= Sa;t— < (g — 1) Bge) — ¢ — 1.
Jj=1 Jj=1

Donc la somme partielle dans w =— X, due au groupement
considéré, sora

b

P avec 0<<b <,

d’ott nous concluons ;
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Une translation quelconque introduite par le multiplicateur sera
de la forme

xy Fo T
(,):Ci—-—-f— (‘._;-—‘——f—...-}—(‘s : 1
1 VE! s (1]
41, o, . . . qs sont chacun puissance d’'un nombre premier et leur

produit vaut p (O = pM) ; les ¢ sont des entiers non négatifs ct
inféricurs aux dénominateurs correspondanls :
0 < i << qi: [2J
30. On vérific immédiatement la proposition suivanle :

Pour que la translation @ (donnée par [1] et les c satisfaisant

a [2]) soit un o il faut et il suffit que tous les cocfficients ¢ soient
nuls.

§ 3. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ET PLCUS PETIT GOMMUN MULTIPLE

DE PLUSIEURS MILIEUX HOMOGRNES.

31. Lemme I : Soient deux milieux I, et I, dont le produit est
D (3£ 0). Si M, et 9Ly, respectivement égaux a I, et I, ont un
point commun, leur produit est égal a D :

NI, = D = M, I,.

32. Lemme II : Soit un milieu I admettant les diviscurs F et G,
tel que

: m:pF:FO—}—F{ + ..+ Fpy [1

DTZ:qG:GO-i-Gi +....+Gq_1 ]

Si chaque F; et chaque G; ont un point commun, tous les produils
H, — F.G, (i':O, 1,2,....(p—1
J=0,1,2 ..(¢—1)
sont des milieux homogeénes égaux et I'on a
I' = ¢lI
g G=pH.

- En effet, tous les H;; sont égaux d’apresle lemme précédent,
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De plus, on a d’'une part

Hoj < Fo [(J = O, 1, ((1 _— 1)]
donc aussi
—

1
Iy < Fy (2]
Jj=0
D’autre part, le systéme [1] montre que tout point de F, appar-
tient & un Gj, donc aussi & un produit
FOGJ' == [IOJ’
ce qui entraine

v <'3Hy. [3]
De [2] et [3] on tire

F, :j;%HOJ" (4]
On trouverait de méme _

Gy="2M, [5]

L’ensemble H, étant le produit (non nul) de deux milicux homo-
génes, admet certainement pour période loute translation joignant
deux quelconques de ses points. La relatlion [4] montre que le sysleme
des périodes de H est compris dans le module des périodes de F. De
plus il est évident, toujours d’apres la relation [4], que le systeme des
périodes de H doit étre un module de translalions a n dimensions.
Donc I est homogene. Les relations [4] et [5] s’écrivent

{ F=qll
{ G = pH.

33. Lemme III : Soit
M=A)+AM+...+A,=B;+B,+... +B,; (Ai=A, B;=B).
Si Aj et B, sont sans point commun, tout mulliple de A formé a l'aide
de périodes B de B est sans point commun avee B,

Pour le¢ voir, désignons par ‘

[8s Boo]

Ie mulltiplicateur fournissant a partir de A; son mulliple en question.
Soit A" le milicu homogene engendré  parlir de A, par la translation
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B.. A} est sans point commun avec B,. Car, si P était ce point
commun, il devrait exister une translation, multiple de §8,, amcnant
P en un point P, de A,. 8, élant une période de B, P, serait aussi
un point de By, ce qui est impossible. Donc A, et AJ) n’ont pas de
point commun. A{" étant un diviseur de I, le raisonnement peut
dtre recommencé pour A’ et By (on se servira de la translation B,);
ct ainsi de suite.

34. Théoréme : Si un miliew INU contient des diviseurs ¥ et G

respectivement p fois et q fois, ces derniers admettent un divi-
seur commun H qui est contenu ¢ fois dans F, p/ fois en G,
p’ et ¢ élant les quotients de p el g par un méme diviseur k.
Le milieu I est égal & kp'q'Hl ou I—;}II.
En particulier H peut étre égal & ¥ ou ¢ G.
Démonstration : Posons
M=Fy+F, +...+F =Gy + G+ ...+ G,

Si chaque F; et chaque G; ont un point commun, le lemme 11
(numéro 32) est applicable et montre que le théoréme ci-dessus est
valable avec k—1.

Supposons donc qu’il existe un F et un G sans point commun. Le
lemme 11 ne peut pas étre utilisé. Si 'on a (F)=(G) la remarque faite
a la fin du numéro 3 est applicable et montre que I'on a p—=¢ = k.

Sinon nous allons montrer qu'il existe un milieu It diviseur de
I et multiple commun de F et de G :

M = kI
I = pF = ¢'G
et tel qu’on se trouve dans les conditions du lemme 1I.

Supposons donc que les modules de périodes (F) et (G) ne sont
pas les mémes. Choisissons dansle module de I' une translation ¢, non
période de G et appliquons-la au milieu G. Cette opération nous
fournit un certain milieu G, Répétons 'opéralion : choisissons dans
le module de F une translation ¢, non période de G et appliquons-la
au milieu GV, ce qui engendre G®; et ainsi de suite. L’opéralion
peut étre continuée jusqu'd ce qu'on arrive au milieu G dont le
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module contient toutes les périodes de F. Bref G s’obtient & partir
de G par un multiplicateur [ ¢, ¢, ... ;] dont toutes les translations
sont des périodes de F et 'on a

(F) < (GY). [1]

(Si toute période de F est une période de G on posera naturelle-
ment G — G.)

Le milicu G’ étant obtenu, choisissons une période ¥{’ de G@ qui
ne soit pas une période de F et appliquons +{’ au milieu F. Ceci nous
fournit un certain milieu F{) multiple de F. Nous continuons de la
méme facon : nous choisissons une période ¥y de G qui ne soit pas
une période de F, et nous l'appliquons au milieu FO), ce qui fournit
le milieu F®. L’opération peut &étre continuée jusqu'a ce qu'on soit
arrivé au milieu F() dont le module contient toutes les périodes de GO,
Bref FU) s’obtient & partir de F par un multiplicateur [v{’, vi”,... /']
dont toutes les translations sont des périodes de GO et l'on a

(G < (¥9). - 2]

Considérons une période quelconque ) de Fi). Elle scra de la

forme ) '

(P(J) = + al"{({) + + (lj‘{f;),
les a étant des entiers arbitraires et ¢ étant une période de F. En tenant
compte de la relation [1] qui montre que ¢ est une période de G
nous concluons de 1'égalité trouvée précédemment que ) est une
période de G'9. ¢l désignant une période quelconque de Fi), ce résul-
tat peut s’écrive .

(FU) < (GO). [3]
Des relations [2] et [3] on tire
(1) = (GO),
ce (ui signifie que-
Fi) — GO,
Posons
N = F) = G,
70 et G étant un multiple de F respectivement de G on aura
N=F+F + .. . + V=G 4G4+ ... +GCpy; [4]

dans celte relation tous les F' sont égaux aux F et tous les ' aux G,
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Montrons maintenant que chaque F et chaque G’ ont un point
commun. Pour le voir, remarquons que le milieu 9T s’obtient par
Papplication du multiplicateur [¢;, ¢s....%:] & un G’ quelconque,
a G, par excmple. Si donc G, ct Fy par exemple n’avaient pas de
point commun on pourrait appliquer le lemme IIl1 (numéro 33) et
conclure que

¥/ 9t =0,
ce (ui est impossible.
~ Donc chaque I a un point commun avec chaque G'. Le lemme II
est applicable et montre qu’il existe un milieu H tel que

F=T =¢H
v = G = pIL
D’autre part 9C est un diviseur de N :
M = kI,
De plus
N =pF =¢G=pq¢H
M = pF = kp'F
M = ¢G = k¢'G
Le milieu O ne peut se présenter de deux manidres et en nombres

différents comme somme de milieux égaux a F respectivement a G.
Done p = kp', q = kq'.

35. Théoréme : Si deux miliecux ¥ et G admettent un diviseur com
mun H (non nul) ils admettent aussi un multiple commun.

Démonstration : Soient

81 = [1(py)s - (pr)]
Sy = [vi(qq): ... v(s)]

les multiplicateurs de translations ordonnées au moyen desquels se
déduisent F et G de leur diviseur commun H. Appelons H(O, H@, |
H" = F les multiples de H successifs auxquels on parvient en appli-
quant le multiplicateur S, a H,

et
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Deux cas sont possibles :

@) ., est une période de G. Nous poserons Gl = G.

D) 14 n’est pas période de G. Certainement la translalion p,s., est
une période de G, car G admet toutes les périodes de H et p,, en
est une. L’application de ; & G engendre donc un milien GV au
plus égal a p,G.

Nous conlinuons de la méme fagon : si ., est une période de
G nous poscrons G = GV, sinon appelons G% le milicu engendré
a partic de G par Papplication de la translation p,. Remarquons
que le milicu G admet toules les périodes de HO: en cffet une
période quelcongue de H® est de la forme o + agpy, o étant une
période de II donc aussi de GV et ¢, un enlier arbitraire. La transla-
tion pope cst une periode de HP, donc aussi de GO ; nous en con-
cluons que le milicu G® défini précédemment est conslitué par au
plus p, milicux égaux a G, On conlinuc de la méme facon ct on
arrive finalement & un milicu G multiple de G (G} est constitué par
au plus pyp, ... pr milicux égaux a (G). Mais G} est aussi un mulliple
de F : en cflet d'une part toute période o de I et toute Lranslalion
i de S, sonl des périodes de G ct d’aulre part toute période de ¥ est
de la forme o 4+ Zap @ G est un mulliple de G et aussi de F.
L’existence d’'un commun mulliple est donc démountrée.

36. Théoréme : Si deux milieux admetlent un multiple commun /non
infini} il existe un milieu dont les multiples sont les mémes que
les multiples communs aux deux milieux proposés.

Démonstration : Appelons IF et G les deux milieux admettant un
multiple commun I non infini. Si 'un des milicux F, G est un
multiple de I'autre il sera deja le milicu dont I'existence est affirmée
dans le théoréme.

Sinon soit v, une période de G, donc aussi de IN, que ¥ n’admet
pas ; lapplication de v; & I' fournit un milieu F'. Montrons que
tout multiple commun & Fet a G est aussi multiple commun &
F® et G. Eu cftet soit 1, un multiple quelconque commun a I¥ et G.
Par Vemploi de la translation v, les milicux F dont est composé I,
se¢ divisent en cycles & I'intéricur desquels s’operent des permula-
tions. Chaque cycle correspond & un milien F) qui apparait de cette
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facon comme diviseur de I1(;. Donc I, est multiple commun a
FD et G. (Dailleurs on le constale directement par la considération
des périodes de I'V) et de Iy).

Si le module des périodes de F(!) contient toutes les périodes de G, le
milieu F® est un mulliple de G; d’aprés la propriété démontrée pré-
cédemment le milieu FO sera le milieu dont l'exislence est affirmée
dans le théoréme.

Dans le cas contraire on conlinue de la méme fagon : & l'aide
d’'une période v, de G on forme un milieu F@ multiple de F(), qui
jouira de la propriété suivante: les multiples communs a F et G sont
les mémes que ceux communs a F® et G. On reprend le raisonne-
ment. La suite des milieux FO), F@, ... oblenus de cette facon a cer-
tainement une fin, puisque d’aprés la propriété méme de cette suite
tout milieu de cette suite est un diviseur de J1U; la suile s’arrétera au
plus tard a I lui-méme.

L’existence d’un milieu jouissant des propriétés indiquées dans le
théoréme est donc démontrée. Nous appellerons ce milieu le plus petit
comunun multiple des milieux F el G.

31. Théoréme : Sideux milieux admeltent un diviseur commun (non nul),
il existe un miliew dont les diviseurs sont les mémes que les
diviseurs communs cux deux milieux proposés.

Démonstration: On utilise un procédé analogue a celui employé
au numéro précédent. Appelons F et G les deux milieux en queslion
et soit H leur diviseur commun considéré. Si H est mulliple de tout
autre diviseur commun a I' et G, c’est déja ce milieun H qui aura la
propriété indiquée dans le théortme.

Sinon choisissons un milieu K qui soit diviseur commun 3 F et G
et tel que H nc soit pas divisible par K. Chacun des milieux F et G
est un multiple commun a II et K; d’aprés le théoréme précédent
chacun des milieux F et G est aussi un multiple du plus petit com-
mun multiple de IT et K. Appelons M, ce plus petit commun multiple
de H et K. On recommence le raisonnement : si tout diviseur commun
a I et G est un diviseur de My, c’est M; qui sera le milieu dont'exis-
tence est affirmée dans le théoréme.

Sinon on considére un diviseur L commun & I et G ct tel que
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M, ne soit pas divisible par L. Soit M, le plus pelit commun multiple
de My et L; F et G sont tous les deux divisibles par M,. On conlinue
le raisonnement. La suile des milicux obtenus H, M;, M,, ... jouit des
propriétés suivantes : tout milien de cette suile est un multiple des
milieux précédents et est un diviseur commun a FF et & i : celte suite
a donc une fin; on arrive & un milieu D qui divise F et G et qui est
tel que tout diviseur commun & ¥ et & G le divise. D'ailleurs, D élant
un diviseur de ¥ et-de G, tout diviscur de D sera diviscur commun
aletadG.

Nous appellerons D le plus grand commun divisear des milicax ¥ et G.

38. L’existence pour deux milieux d’un mulliple commun non infini
ou d’un diviseur commun non nual entraine Uexistence du plus petit com-
man multiple et du plus grand commauan diviseur.

39. La proposition suivante est immédiale :
Soient ¥ et G deux milieux admettant des multiples com-
muns (non infinis} el des diviseurs communs {non nuls,. Désignons
par ¢ et ¢ une période quelconque de ¥ respectivement de G,
par D leur plus grand commaun diviseur, par I leur plus petit
commun multiple. Le module du plus grand commun diviseur est

le produit des modules des deux milieux :

(D) = (F)G);
le module du plus petit commun multiple NN de T el de G sera
constitué par Uensemble des transiations . de la forme

=9 + .

40. L’extension de ces résultats a un nombre fini quelconque de
milieux est immédiate :

Théoréme : Si plusicurs milieux ont un diviseur commun non nul ou
un maultiple commun non infini, il existe deux milicux que nous
appellerons Uun le plus grand commun diviseur el Uaulre le plus
petit commun multiple de ces milicux et qui jouissenl de ces
propriétés : les diviseurs du premier- et les multiples du second
sont respectivement les mémes que les diviseurs communs et les
multiples communs aux milieux proposés.
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41. Théoréme : Soient les milieux ¥ et G admetlant un diviseur
commun D et s’en déduisant respectivement par les multiplicateurs de
translations ordonnédes

[10a(p1): 1ra(pa): - 1(pi) ]

[vi(@1)s va(g9), -+ vs(q5) ],

les p et les q étant des nombres premiers. Si aucun p n'est égal & un q,
D est le plus grand commun diviseur de ¥ et G.

La démonstration est immédiate.

42. Théoréme : Soient deux milieux ¥ et G admellant des diviseurs
comumuns et des multiples communs. Désignons par D et U leur plus
grand commun diviseur respectivement leur plus petit commun mulliple

et soit )
8 = [wi(@n)s -+ vs(29)]
le multiplicateur de {ranslations ordonnées menant de G & .

Dans ces conditions, le systéme S constitue un mulliplicateur aussi
pour D et fournit, appliqgué a D, le milieu 1.

Démonstration : Montrons d’abord que S est un multiplicateur
pour D :

@) q;v4 cst le premier multiple de v; qui est une période de D. En
cffet, la translation kv, avec 0 << £ < ¢, n’est pas une période de D,
car si elle 1’était elle le serait aussi pour G qui est un multiple de D.

Rappelons-nous ‘maintenant que toutes les translations v sont des
périodes de I*. Donc la translation ¢,v, qui d’aprés le multiplicateur S
est une période de G, appartient au module produit des deux modules
de F et G: gvy < (F)G). Mais d’aprés le numéro 39 lc second
membre de cette inégalité n’est autre que (D). Donc ¢,v, est une
période de D.

b) ¢avo cst le premicr mulliple de vy qui est une période du
milieu DY) engendré a partir de D par la lranslation v,.

Pour le voir, désignons par GV le milicu obtenu a partir de G
par l'application de la translation vy, et montrons que D est le plus
grand commun diviseur des milicux GM et F. D élant un diviseur
commun aux milieux I' et GO, il suffit de montrer (ue toute transla-
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tion apparlecnant au module (F)(GV) (qui est celui du plus grand
commun diviscur) est une période de D(I. Soit donc y + av, une
période de G et supposons qu’clle est aussi unc période de ¥F; ¥
désigne une période quelconque de G et @ un cnlier quelconque.
v; élant unc période de I il faut que ¥ le soit également. Dec cc résul-
tat nous concluons que ¥ cst une période commune aux milicux
G et F, donc une période de D, ct ceci nous montre que la translation
¥ + av, considérée plus haut est bien une période de D. Donc D
est le plus grand commun diviscur de G ¢t F.

Ceci étant admis, par un raisonnement analogue a celui qui sc
trouve dans a) on vérifie que gov, est le premicr mulliple de v,
qui est une période du milieu D).

En conlinuant de la méme facon on conslale que le systétme S
constitue effectivement un multiplicateur pour le milieu D.

Montrons maintenant que,le multliplicatcur S, appliqué & D,
fournit F. Il faut montrer que le sysléme de toutes les translations de
la forme

S + Xev

8 période de D .
L) o

c entiers arbitraires

(qui est le module du milien multiple de D obtenu a I'aide de 8)
coincide avec le module de F.

Tout § cst une période de F, toul v l'est également, donc toule
translation de la forme [1] cst une période de F.

Inversement, soit ¢ une période arbitrairc de F. Elle est de la
forme [1]. En effet, ¢ élant une période du plus petit commun
multiple 1T, on peut écrire

@ =y + Zuv

v période de G
« cnliers '
De celte relation on tire
¥y == — Zav: [2]
¢ et v étant des périodes de F, on conclut de [2] qué v l'est égale-
ment. Donc 4 cst un § ct la relation ¢ == vy 4+ Zav montre que ¢
peut s’écrire sous la forme [1].
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§ 4. FAMILLE DES MILIEUX HOMOGENES GOMMENSURABLES ENTRE EUX.

43. Définitions : Nous appellerons « rapport d’un miliew My a l'un
de ses diviseurs non nuls M, » le nombre de fois qu’il le contient.

Etant donnés deux milieux M;, M, qui admeltent un méme
diviseur D non nul, nous appellerons « rapport de My ¢ M, » le
quotient des nombres de fois qu’ils le contiennent.

Deux milieux M,, M, admettant un rapport au sens qui vient
d’étre défini seront dits commensurables entre eux.

Pour justifier la définition du rapport de deux milieux M; et M,
il faut encorc montrer que ce rapport est indépendant du diviseur
commun & M, et M, qui intervient dans la définition. ~

Soient donc D et E deux diviseurs communs aux milieux
M, et M, :

{ My = mD, M, = nE

1
| M, = mgD, M, (1]

=1
5

=
:

D’aprés le numéro 34 les milieux D et E, admettant le multiple
commun M, par exemple, admettent un diviseur coranmun H contenu
m fois dans D et n fois dans E :

D = ml
E = nH.

Le systeme d’égalités [1] s’écrit donc
M; = mynll = nnll
| My = mgmll = nynll.

Un milieu homogéne ne pouvant pas se présenter comme somine,
de deux manicres différentes et en nombres différentls, de milieux
égaux a II, nous concluons du systeme précédent quc l'on a

| mym = nyn
I myn = nn,
d’on
my

m, n.
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M,

—~ du diviseur
M,

Celte égalité démontre T'indépendance du rapport
commun considéré.,

44. Théoréme : Si dewr milicue M, el My sont commensurables avee
un méme miliew U, iis le sonl entre eux et leur rapport est égal
au quotient de lears rapporis & U.
Par hypothese les milicux M, ¢t U admettent un diviscur commun
V;; de méme M, ¢t U admettent un diviscur commun V,. D'apres
Ie numéro 34 les milieux V, et V,, admettant le multiple commun U
admettent un diviseur commun V. Le¢ milieu V sera donc un diviseur
commun aux troix milieux M,;, M, et U :

M; = mV, M, = m,V, U = uV.

De ces trois égalités on tire

my M,y
My, omy _T_T
M, T omy T my T My

45. Définition : Soit J une famille de milieux homogénes possé-
dant les propriétes suivantes :

1° Deux milieux quelconques de la famille & sont commensu-
rables.

2° Tout milieu commensurable avec un milieu de & appartient
également a la famille &.

Bref & est une famille de tous les milicux commensurables entre
cux.

La définition suivante de la mesure d'un milieu de & s'impose :
nous choisissons d'une facon arbitrairc un milieu U de & auquel nous
attachons la mesure 1. Cela élant fait, nous adoptons pour mesure
d’un milieu quelconque de & son rapport a U :

m

m(On) = - (I milien de &).

Considérons d’abord la somme d'un nombre fini quelconque de
milieux Iy, Ny, ... I, tous ces milicux IN; (i =1, 2, ... k) étant

des milicux de 9 :

M == M, + My 4 ... + I,



SUR LA MESURE DES ENSEMBLES 99

Appelons D le plus grand commun diviseur des milieux I1;.
On aura
N = mD » (i=1,... k).

On voit que Vensemble I, somme des IN;, scra constilué par
(my + my + ... + my) milieux égaux a D. Ceci montre que si I est
un milieu homogene, il est un multiple fini de D et appartient par
conséquent & la famille &. De plus, on voit qu'une parcille famille &
est au moins semi-mesurable.

La question se posc de rechercher si une famille & est mesurable.

Considérons d’abord un cas particulier : si une famille est formée
a partir d'un milieu I qui n’a pas de diviseur (non nul), mais qui
a un multiple (donc une infinité), tout milieu de la famille sera la
somme d’'un nombre fini de milieux égaux a J1L; un cnsemble de
points somme d’une infinité de milieux de la famille sera la somine
d’une infinité de milicux égaux a I ct ne pourra pas appartenir a la
famille. Donc celle famiile sera mesurable.

Considérons maintenant, d’'unc fagon plus générale, une infinité
énumeérable de milieux de & : M;, M,, . . . . . et supposons que leur
somme XM; fait partie de &. Posons

M == 1\44 + “IQ + .....
Remarquons d’abord que M, est inclus dans M, par conséquent M est
un multiple fini ou infini de M,;. Mais M, et M étant commensurables,

M ne peut étre qu'un multiple fini de M,. 1l existe donc un certain
multiplicateur menant de M; a M; les translations multiplicatrices

ordonnées, notées dans Uordre inverse, sont . (py), po(pa)s ..o WilPi)s

les p élant les entiers correspondants. On aura d’aprés cela
M=rpps....p,M.

Désignons par H;, H;_,, H;—s. .... I, le milieu M; et ses multiples

successivement formés :
I, = M,
i = pi M,
a2 = p;_1pi M,

Hy = papy . - . iy



&Q ~$p

y

> i -‘-m%,; SUR LA MESURE DES ENSEMBLES
< ‘K‘m‘ wees, v

- ~ A .

X (Jopy/ epons la suite

e \4
NLE Pa M Ty, s s g T e

wi, I, = M,.

Parcourons-la de droite & gauche. Le p. qui se trouve entre deux H
immeédiatement voisins, appliqué au Tl de droile, fournit lc H de

gauche.

Cela posé, désignons par D, le plus grand commun diviseur de
M, ct My; M, sc déduit de D, par un sysitme de translalions ordonnées
qui, notées dans I'ordre inverse, sont ys; 4y Pi+e, -... . Deman-
dons-nous d’abord, quclles sont les translations multiplicatrices qui,
appliquées & Dy, donnent M,. Rappelons-nous que le multiplicateur
qui peut étre ulilisé pour le passage de Dy & My, est celui gui mene
de M, au plus pelit commun mulliple de M, ¢t M, (numéro 42). En
vertu du fait que M est un multiple commun & M; et M, et que les
translations multiplicatrices gy, 1y, ... p; meénent de My & M, le
multiplicatcur qui, appliqué a D,, fournira M,, sera constilué par
quelques-unes des translations résultantes de gy, . ... .

D, et My ont un plus grand commun diviseur Dy ; nous désignons
par i, . ... W le systtme mulliplicateur qui, appliqué a D;
fournit Dy ; comme plus haut, My est donné a parlir de D; au moyen
de certaines résultantes des translations gy, g, «o.v.. 8-

Comme précédemment, nous désignons par des H affectés des
indices correspondants les multiples successifs de Dy respeclivement
de D, :

Hi;, =D,

Hi—y = piD,

Ili1+l = Dij+2 - pi,DQ

I’Ii fond RII g Pi.+l “s e [),',_,Dg

1

( IL b— DQ = 1)£:_+_1 e _[)i;,DS

En continuant de la méme fagon on oblient la suite illimilée suivante :
M, g, Iy o, Hoo ool gy, Hpgy g Hpe oo s Hogs s, He ool
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Tout p. qui se trouve entre deux H immédiatement voisins fournit,
appliqué au H de droite, le II de gauche. Aulrement dif : ., appliqué
a Hy engendre H_,.

Remarquons encore qu'on a pour toute valeur de s

M=pps.... pH = HO + H® 4 ... 4+ Hp-po

Nous désignons par ¢, une période quelconque de H; et par p. une
_ période quelconque de M. Remarquons que H, admet toutes les pé-
riodes a4y, Mst2, .... . Pour simplifier, nous faisons 1’hypothése
suivante :

Tout v, peut étre représenté par une expression de la forme

. ®
s l:_E Cil%i, O < ¢; < pi)s 1]

les entiers ¢ non nuls étant en nombre fini. D’une facon analogue
tout . se présente sous la forme "

p=%em  O<a<p) [2]
les entiers ¢ non nuls toujours cn nombre fini.

Donc le systeme de tous les %, (s ayant une valeur fixe) coincide
avec ensemble de toutes les formes linéaires [1]; la remarque ana-
logue s’applique au systéme de tous les

Ces hypotheses étant admises, soit P un point que]conque de M.
Choisissons d’'une facon arbitrairc un autre point Q de M. La transla-
tion P@Q étant un g, on a

PQ = ¥ ciys. 0 < ¢ < p).
i=t

Les coefficients ¢ figurant au second membre de cette égalilé sont dé-
términés d'une fagon univogue : en effet, si I'on avait encore
o2}
PQ = X ¢/ O < ¢/ < p)s
i=1
on pourrait en tirer
D
L) / 9
}.‘(Ci —_— Ci)p,i —_— 0
i=1
avec
v 0 < |ei — ¢ < ps
ce qui entraine immédiatement ¢; = ¢/ pour toutes les valeurs de i
en question,
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Inversement, tout systéme d’entiers ¢;, ¢y, ... ..... avec
0 << ¢; < pi, satisfaisant de plus & la condition de ne comprendre
qu'un nombre limité de termes non nuls, délinit une translation
Zeys; qui, appliquée & P, détermine un point Q de M. Bref: lc point
P étant fixé une fois pour toutes, il existe une correspondance réci-
proque et univoque cntre les points Q de M et les systémes [ey, ¢, ...]
(ces systétmes satisfaisant aux condilions énoncées plus haul).

Définissons maintenant une représenlation géométrique de I'en-
semble M. Nous le faisons par la convention suivanle: Q étant le

i=hk

point obtenu & partir du point P par la translation X ¢, nous lui
i={

faisons correspondre (sur un axe quelconque) le point Q' d’abscisse
Cy Cy Cr
1 + .+

L 3
Pi  P1P2 Pieeee D [3]

De cette facon correspond a tout point Q de M par Pinlermédiaire de

son systéme [¢,....] un certain point de Uintervalle (0, 1) (premier
point compris, dernicr exclu).

De plus, remarquons ¢ue si un nombre se présente sous la
forme [3], il ne le fait que d’une scule facon. Donc tout point d’ab-
scisse [3] détermine un certain point de M.

Iensemble de tous les points dont les abscisses ont la forme [3]
fait partic de 'ensemble de tous les rationnels. Il est partout densc
dans (0, 1). Nous l'appellerons E et nous pouvons dire : entre les
points de E et ccux de M existe une correspondance réciproque ct
univoque.

Revenons aux translations de la forme

O == 4y + Capps + .. Cias [4]
avec les conditions 0 << ¢; << pi. 11 0’y a donc que ¢y = pypa...ps
systtmes [cy, ...., ¢.] distincts. Appelons [¢q, ... ¢5] et [¢/y, ... €]

deux de ces g¢s systemes ct o et »’ les translations [4] correspondantes.
Par un raisonnement facile on vérifie la proposilion suivantc: pour
(que la différence @ — &’ soit un v, il fant et il suffit que l'on ait
ci=¢i (i==1,2, ... s). Donnons unc interprélation géométrique &
cette proposition,
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Posons, comme plus haut, M = ¢, =— I, + I 4 ... Hy4e);
soient 19 et I/ les milieux II; auquels appartient le poinl P trans-
formé par » respeclivement '. Les indices i et j sonl différenls. Autre-
ment dit : pour deux systemes [¢;, .... ¢;] distine!s (et choisis parmi
les gy syslemes admissibles) les point P transformé par la translation [4]
appartient 3 deux milieux I, dislincts (s élant fixe).

En (enant comple du fait qu’il y a aulant de sysiémes [e), ... ¢
quil y a de milicux [I; (lear nombre commun cst ¢,) nous concluons
du résullat précédent que la translation @, appliquée au point P,
détermine d’'une facon univoque dans chaque IIJ9) un point PO
(/==1,...5). Le milicu II{{¥ correspondant s’obtient par 1’application
au point PU) de tous les ;. En combinant ceci avee [1] on trouve :
I'ensemble des translations de la forme

Ciihy + Gl + ...+ Csihs 2 ‘L‘tpw (5]

i=s+
(les entiers « variables et ceux non nuls en nomblc fini), appliqué
au point P, fournit un des ¢, milieux II,.
Cherchons maintenant I'ensemble de points qui correspond & un

des g milieux 1 dans E. Considérons une translation de la forme [5]
L i=k . :
T N T zlfl'ep-i- [6]
i=s+
11 luai corrcspond d’aprés nos conventions, le point d’abscisse

¢y Cs Ls 41 Xy
i plpo ...... Ds ' Pi--DsPstt + DPi--evs. Pr

Cl CS 1 ms+1 T
=% 4. + [22 ... — ],
D + + DPy-v--. Ps = DPy-ee- Ps L Psyy + +p8+l P

Si I'on donne & k et aux x toutes les valeurs admissibles, I'expression
qui se trouve entre les crochets définil un certain ensemble de points
rationnels (ui appartient a I'intervalle (0, 1) ct qui y est partout dense.

On cn conclut que I'ensemble qui correspond dans E au [, consi-
déré, cst le produit de l’intervalle

e +1 -
< ps P, Ll + ) [7]

(premicr point compris, dermc:. exclu), par E. Obser. vons que I'étenduce

. - 1 . ,
de l'intlervalle [7] est T ; en vertu de la relation M == p,....pJI;
Py oeeee Ps
c’est précisément la mesure de Hg si 'on prend comme unité M.
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Tout milieu Il détermine un intervalle [7]. Inversement par tout
intervalle de la forme [7] est déterminé d’'une fagon univoque un
certain des ¢; milieux II;. Appelons J l'ensemble de tous les inter-
valles de la forme [7]. Nous voyons qu’il exisle une correspondance
univoque et réciproque ecntre les milieux I/ et les intervalles de
J. Cette correspondance posséde les propriétés suivantes :

@) 8i deux ensembles H{'/) sont sans point commun, leurs inter-
valles lc sont également. '

b) Si un milieu II est inclus dans un autre, son intervalle est
inclus dans celui de I'autre.

¢, Si un milicu II est la somme d’un nombre limilé d’autres, son
intervalle est la somme de leurs intervalles.

d; M, étant donné, il existe parmi les milieux Hy/) un milieu I
diviseur de¢ M, (on sait que M; est un mulliple de D, = H;, par exem-
ple ; il suffit donc de prendre s = §). Autrement dit : M, est constitué
par la réunion de quelques-uns des ¢ milieux H,. Nous concluons de
1a que M; est représenté par un nombre fini d’intervalles de J.

Cela étant posé, nous allons montrer que la famille 9" considérée
n’est pas mesurable. Pour le voir, rangeons les poinls de E en une
suite ordonnée : '

Yis Yas Y3 ---- ('ensemble E faisant partie de I'ensemble des ra-
tionnels est dénombrable). A tout y, nous faisons correspondre un
intervalle I, pris dans J, contenant y, et de longueﬁr inférieure a
2—"g, ¢ étant un nombre positif arbitraire. La somme des longueurs
des I, cst inféricure a2 e. On voit immédiatement qu’il est possible
d’extraire de la suite I, une suile partielle I’, jouissant des mémes
propriétés que I, ct telle que deux intervalles 1',, correspondant & deux
valeurs de l'indice n différentes, n’aient pas de point commun. Tout
I'ensemble E est couvert par l'ensemble 21, et 'on a X|ls| < e.
Appelons H, celui des milieux H qui correspond & Vintervalle 1, et
rappelons-nous qu’en prenant M pour unité, la mesure de H, est
précisément la longucur de I’,. On aura donc

M = XH, avec mes.M == 1, Xmes.H, < ¢.

Dans le cas général la famille des milieux sera donc seulemenl semi-me-
surable,
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§ 5 EXTENSION A CERTAINS MILIEUX DE TRANSLATION.

46. Soit & une famille de milieux homogtnes possédant les pro-
priétés suivantes:

1°) Deux milieux quelconques de & sont commensurables.

2°) Toul milieu commensurable avec un milicu de & appartient
également & la famille &.

Chacun des milieux H de & est caractérisé par I'ensemble T de
ses périodes. Considérons un ensemble A indépendant de chaque T
(chapitre I, numéro 5). Effectuons les translations de chaque T sur A;
nous formons ainsi des milieux de translation I, dont nous dirons
de Vensemble qu'il dérive d’une famille de milieux homogénes com-
mensurables. Nalurellement chacun de ces milieux I n’est pas fixé en
position ; il n’est défini qu’d une translation pres.

En parliculicr, 'ensemble A est indépendant de chague T si tous
les T sont des sous-modules d'un méme module @ et si A est indé-
pendant de .

Dans la suite nous ne considérons que des milieux de translation
appartenant & une famille qui dérive d’une famille de milieux homo-
génes commensurables.

Les notions de diviseur, de multiple, de rapport de deux milieux
s’étendent aux milieux de notre famille de milieux de translation.

47. Théoréme : Si I, est inclus dans IV, le module T, est un
sous-module de T,.

Démonstration : Un vecleur joignant deux points quelconques de
I, peut toujours étre mis sous la forme &« + =<;, & élant un vecteur
joignant deux points de A et =; une translalion de T,. Unc transla-
tion quelconque =, de T, étant donnée, choisissons deux points P,
P, de I, (done aussi de INy), tels que P,Py, = =,. D’autre part on a
PP, — o + =,, donc & = ©, — <;. Remarquons maintenant que la
translation t, — =, fait partie du module T définissant le plus petit
commun multiple de T, et Ty [numéro 39].

A étant indépendant de T, la relation & = =, — =, ne peul avoir
lieu que si =; = 7,.
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48. Lemme : Soient I et I1,.deux milieux (de la famille consi-
dérée). Si I, est égal a2 I et si de plus I, fait partie de I, ils
coincident complttement.

En effet, J1(, et I élant égaux, il existe une translation § qui,
appliquée a I, fournit I,;. Ce dernier étant par hypothése inclus
dans J1T, on en conclut que § ecst une période de INt. Mais § ne peut
pas élre une période d’un milieu de translation sans que —8 le soit
aussi. Donc —3& aussi est une période de INT.

Montrons maintenant que It et I, coincident. I1 faut montrer
que tout point P de I est aussi un point de I,. Pour le voir, appli-
quons a P la translation —& qui le place en un point P’. —3 étant
unc période de I, le point P’ sera encore nun point de L. En vertu
du fait que la translalion &, appliquée & un point quelconque de I,
(donc aussi au point P’) fournit un point de I, P est un point de
M,.

49. Théoréme : Soient I, H,, H,, . . . des milicux homogeéncs

appartenant & la famille commensurable dont dérive la
famille des milicux de translation considérée. Appelons I,
Iy, I, . . les milicax de translalion correspondanls. Ponr
que lUon ail

M =1, + N, + ...
il faul et il suffit que
II:}]I+H9+"'

Démonstration: «) La condition est suffisante. Supposons I = XII;.
Choisissons dans chaque H; un point P; et dans II un point P. Appli-
quons a 'ensemble A les translations PP;. Nous oblenons des enscmbles
A; égaux a A. 8i nous ecffectuons sur chaque point de A; toules les
translations du module (II;) ¢t sur chaque point de A toutes les trans-
lations de (1I), nous obtenons des milicux homogénes égaux a H; res-
pectivement & H et dont la somme est le milieu de translation I,
respectivement I, De plus, on voit aisément que l'on a I == XM .

b) La condition est nécessaire. Supposons N = XN, Désignons
par A, A; les cnsembles, égaux cutre cux, tels ue l'application des
modules (IT) respectivement (H;)) a2 A respectivement A; donne It
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respectivement J1l;. Choisissons un point fixe P de A et désignons
d’'une fagon générale par P; un point quelconque de A;. Soit H le
milieu homogéne obtenu par Iapplication du module (H) au point P.

Tout ensemble A; admet un ct un scul point P; appartenant au

milicu H:
Pour le voir, appliquons i iout point P; de A; le module (H), ce qui
fournit un milieu I égal & INT et inclus dans L. D’apres le lemme
démontré au numéro 48 les milieux INY ¢t N coincident, ce qui
justific notre affirmation.

Considérons maintcnant la suite des points Py, Py, . . . Py, . ..
appartenant tous au milicu homogéne H et désignons par Hy, Il,,...H;, ...
les milieux homogenes obtenus & partir des P; par application des
modules (II;) correspondants. En vertu du fait que tous les (H;) sont
des sous-modules de (H) [numéro 47], tous les II; sont inclus dans
le milien II. De plus, H; faisant partie de IN; et les IN; étant sans
point commun deux a deux, les H; le sont également. Donc ensemble
ZH; fait partie du milieu H.

Montrons maintcnant que tout point P’ de H cst un point de TH;.
Car s'il ne l'était pas, il devrait appartenir & un milieu H;/ obtenu a I'aide
de (Hj) a partir d’'un point P/ de A; et distinct de P;. H/, donc aussi
P;. serait inclus dans H, ce qui conduit & une contradiction, étant
douné que I ne peut pas contenir les deux points P; et P/, distinct
de P;.

On a donc bien H = XH,.

En particulier, pour que MU — pIW,. il faut et il suffit que les
milieux homogeénes correspondants satisfassent & Uégalité 1 = pH,.
oy nm, p . . H,;p
50. Théoréme: Pour que M, =g il faut et il suffit que H,—q’
H, et H, étant les miliewr homogeénes qui correspondent & IV,
el a N,

51. Conclusion: La famille considérée de milieux de translation est
mesurable ou semi-mesurable comme celle de milieux homogeénes
dont elle dérive.



