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PREMIÈRE THÈSE :

SUR LA MESURE DES ENSEMBLES





Dans cette thèse je me propose de généraliser les recherches de
M. L. LEAU exposées dans son Mémoire « Sur la mesure des ensembles
linéaires » (Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 3e série,
t. 35, 1918). Les principaux résultats du Mémoire de M. LEAU ont été
publiés aux Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences,
20 juillet 1917.





INTRODUCTION

La première partie de cette thèse est consacrée à l'étude du pro-
blème de la mesure des ensembles appartenant à certaines familles.
Les conditions du problème sont analogues à celles qu'a posées
M. Lebesgue. Si la propriété de la somme [mes. j£E? = ^mes.E;] est
valable pour une infinité dénombrable d'ensembles de la famille,
cette dernière sera appelée mesurable; dans le cas contraire, où elle
n'a lieu que pour un nombre fini d'ensembles, la famille sera dite
semi-mesurable.

Dans la première partie de ce Mémoire, chaque ensemble consi-
déré est supposé borné et inclus dans un milieu (ensemble non
borné) admettant une transformation très simple et appelé milieu de
translation. Un type particulièrement simple de milieux de translation
sont les milieux homogènes. L'étude des milieux de translation et des
milieux homogènes constitue l'objet du paragraphe 1.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés à l'extension de la
théorie de la mesure aux ensembles bornés inclus dans un même
milieu de translation, sous l'hypothèse que ce dernier admet des
parties de mesure extérieure non nulle (au sens de M. Lebesgue).

Si le milieu de translation ne satisfait pas à cette condition, c'est
la méthode de Jordan qui fournit une solution du problème de la
mesure; elle conduira à des familles d'ensembles qui seront seulement
semi-mesurables. Dans le paragraphe 4, la théorie de Jordan est
étendue aux ensembles bornés inclus dans un même milieu de trans-
lation et dans le paragraphe 5 on établit les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une infinité d'ensembles prise dans une telle
famille semi-mesurable vérifie encore la condition de l'additivité
complète.

Enfin, dans le paragraphe 6, on considère certaines familles d'en-
sembles appartenant à divers milieux de translation, ces derniers
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étant choisis dans un système déterminé. Ces familles sont encore
mesurables ou semi-mesurables et il est même possible de les enrichir
en leur adjoignant de nouveaux ensembles. Si la famille primitive
est mesurable, la famille ainsi agrandie Test également.

Dans la deuxième partie de cette thèse on se propose d'étendre
la théorie de la mesure aux milieux de translation eux-mêmes. Pour
cela on étudie d'abord les milieux homogènes et dans les trois pre-
miers paragraphes on introduit les notions de diviseur et de multiple
d'un tel milieu, ce qui conduit à la notion du rapport de deux milieux.
Dans le paragraphe 4 les milieux homogènes deux à deux commen
su râbles sont à leur tour réunis eu familles qui sont mesurables on
semi- mesurables.

Enfin, en étendant la théorie exposée au paragraphe 4 à certains
milieux de translation on obtient des familles constituées par des
milieux de translation et- qui sont mesurables ou semi-mesurables.



PREMIÈRE PARTIE

Mesure des ensembles bornés

inclus dans des milieux de translation.

§ 1. — MILIEU DE TRANSLATION ET MILIEU HOMOGÈNE.

4. Dans tout ce qui suit nous rapportons l'espace à n dimen-
sions considéré à un système d'axes rectangulaires Oa?^. . .œn.

Une translation qui mène d'un point P au point Pd sera repré-
sentée par un vecteur a = PP4. II.va de soi que ce vecteur n'est pas
fixé en position dans l'espace et peut avoir un point quelconque de
l'espace pour origine.

Définition : Nous appelons modale de translations à n dimensions
tout système T de translations satisfaisant aux conditions suivantes :

a) x.t et T2 faisant partie de T. la somme tzi + x2 et la différence
T4 — x2 respectivement x2 — T* en font partie également;

b) e > 0 étant donné à l'avance, il existe dans T n vecteurs
linéairement indépendants dont les longueurs sont inférieures à e.

Dans la suite nous ne considérons que les modules de translations
à n dimensions.

Définition : Disons que l'ensemble E admet la translation a comme
période, si le déplacement a superpose E à lui-même.

2. Définition : On appellera milieu de translation un ensemble
de points admettant des périodes et dont le système de périodes est
un module de translations.
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Définition : Nous dirons que deux ensembles E1? E2 sont égaux,
s'il existe une translation a qui, appliquée à Eit donne E2.

3. Un cas particulier d'un milieu de translation est celui du
milieu homogène.

Définition : On appellera milieu homogène un ensemble de points
qui peut être obtenu à partir d'un de ses points par l'application
d'un module de translations.

Soit H ce milieu homogène. L'application du même module à un
autre point de II redonne IL

Théorème ; Un milieu homogene obtenu par l'application d'un module
de translations T à un certain point est an milieu de translation
dont le module de périodes est précisément T.

Théorème : Tout milieu de translation est soit un milieu homogène,
soit une somme de milieux homogènes égaux.

En effet, soit DTi le milieu de translation considéré et désignons
par T son module de périodes. Appliquons à tout point P de Jlt le
module T. Tout point de Oïl fournit de cette façon un certain milieu
homogène et deux quelconques de ces milieux homogènes sont
évidemment égaux. Dît est la somme de tous ces milieux homogènes,
qui d'ailleurs ne sont pas tous distincts.

4. Théorème : Un milieu de translation est partout dense.

Démonstration : II suffît de le démontrer pour un milieu homo-
gène H. Soit T le module de périodes de H. Choisissons un point
quelconque P de l'espace et désignons par S l'intérieur de la sphère
de centre P et de rayon ;\ Observons d'autre part que n vecteurs
quelconques qui sont linéairement indépendants et dont les origines
se trouvent en un même point déterminent d'une façon univoque un
certain parallélépipède à n dimensions.

Choisissons maintenant dans T n translations T4, ...7a linéairement
indépendantes et telles que le diamètre du parallélépipède IT déterminé
par elles soit inférieur à r. (Ce choix est possible en vertu de la condi-
tion (b) du numéro 1). Appliquons à un point de H toutes les trans-
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lations de la forme &i~i + ... + &yrn, a*1; ... œn étant des entiers
arbitraires. On obtient par là un certain ensemble de points de H.
On voit aisément que ces points sont les nœuds d'un certain grillage
dont les mailles sont des parallélépipèdes égaux à II. L'espace entier
se trouve décomposé en des parallélépipèdes égaux à II. Soit II' le
parallélépipède contenant le point P. Le diamètre de II' étant inférieur
à i\ II' se trouve donc inclus dans S et tous ses sommets se trouvent
également dans S. On en conclut aisément que S contient une infinité
de points de H.

5. Dans ce qui suit nous nous proposons d'étudier d'une façon
plus détaillée la structure des milieux de translation.

Considérons un ensemble de points A. Tout couple P4, P2 de
points de A détermine deux vecteurs db P ^ . Soit S l'ensemble des
vecteurs déterminé de cette façon par A.

Définition : Soit T un système de translations quelconque. Lorsque
le produit Sï est nul, nous dirons que A est indépendant de T.

Considérons maintenant un milieu de translation OXL de module
de périodes T. Appliquons à tout point de Jftlcs translations de T.,
Nous obtenons par là une infinité de milieux homogènes, tous égaux,
dont deux quelconques sont soit identiques, soit sans point commun.
Considérons seuls ceux parmi ces milieux qui sont sans point com-
mun deux à deux et choisissons dans chacun d'eux un point quel-
conque. (Observons qu'en admettant la possibilité d'un tel choix
nous nous sommes servis de l'axiome de Zcrmelo). L'ensemble A
de points ainsi obtenu est indépendant de T. L'application de T à
l'ensemble A redonne JFL. Inversement, A étant un ensemble de
points indépendant d'un modale de translations T, l'application de
T à tout point de A donne des milieux homogènes égaux et sans point
commun deux à deux. Le module de chacun de ces milieux est T.
La somme de ces milieux homogènes est en général un milieu de
translation. On voit que son module de périodes admet T comme
sous-module. Cette question sera reprise plus loin (au numéro 8).

6. Considérons un module de translations T et un ensemble de
points A indépendant de T. Si DYl est le milieu de translation qu'on
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obtient en effectuant sur chaque point de A les translations de T,
nous dirons que DTt dérive de Â par l'application du modale ï .

Considérons maintenant deux modules de translations Tj et T.>
et désignons par x,j et x2 une translation arbitraire de Tx respectivement
T2. Remarquons que le système ï de toutes les translations de la
forme Xj + x„2 est également un module de translations.

Lemme : Soit A un ensemble indépendant du modale T défini précé-
demment, Appelons DVCi et Jft2 les deux milieux de translation
qui dérivent de A par Vapplication des modules rïi respecti-
vement T2. Si OTCy admet toutes les périodes de 3Tt2, T2 modale
du second est an sous module de T4 module du premier.

Démonstration: Remarqmms d'abord qu'un ACC leur joignant deux
points quelconques de DTti peut toujours se mettre sous la forme
a + x1? a étant un vecteur joignant deux points de A, et x4 étant
une certaine translation de Tj. Désignons par xo une translation
quelconque 'de ï2 . x2 étant par hypothèse une période de 0Tcit il
existe dans DTii deux points Vi et P2 tels que Ton ait PjP^ = x*. Mais
on a aussi d'après la remarque précédente P(P„2 =z a + x4. Les deux
dernières relations entraînent a, — x 2 —x d . x2 — x4 appartenant au
module T et A étant indépendant de T. cette relation ne peut avoir
lieu que si Ton a Xj = x2.

Remarque: La démonstration qui précède montre que pour affir-
mer que T2 fait partie de T4 il suffit de s'assurer (fue T2 fait partie du
module de DTL^

1. Théorème : Les conditions étant les mêmes qu'au temme précé-
dent, pour que les deux milieux OXLi et 0Vcü soient identiques, il
faut et il suffit que les modales T1 et ï 2 soient identiques.

Démonstration: La condition est suffisante: chaque point de A
fournit par l'application des modules Tt et ï a identiques deux milieux
homogènes identiques.

La condition est nécessaire. En effet, l'application du lemme du
numéro précédent fournit immédiatement les deux relations:

T i ^ T2 Ti > T3.
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Donc Tj = T5.

8. Soit T un module de translations quelconque et À un ensemble
indépendant de T et considérons le milieu de translation DTt qui
dérive de Â par l'application de T.

«TTtj et DTU étant deux milieux égaux à «Tlt, étudions l'effet du
déplacement qui, appliqué à DVtç>, amène en coïncidence le point
P2 de Cfïl* avec le point Oj de DTLv

DXix ei 51lo étant égaux, soit X le déplacement qui. appliqué à
JFt2, fournit 0Tli. Nous désignons par P4 le point de JTt4 sur lequel
vient Po lorsqu'on applique X à Jlt2. La relation P2Qi = X + P^Qj
nous montre qu'au lieu d'appliquer à JTt2 la translation PoQj il suffit
d'appliquer à JH4 le déplacement 3 = P4Q4 = = P2Qi — X. Appe-
lons 31t'2 le milieu avec lequel coincide JTt2 après le déplacement
P2Q4. Le problème qui se pose peut être énoncé sous la forme suivante :
chercher les coincidences de points entre l'ensemble OTL4 et l'en-
semble en lequel se place Jlt4 après le déplacement 5 .

Pour résoudre ce problème appelons A4 l'ensemble dont dérive
Oïtj par l'application du module T et soient P et Q deux points
quelconques de A4. Désignons par H(P) et H(Q) les milieux homo-
gènes, faisant partie de JFL, qui s'obtiennent à partir de P et Q par
l'application du module T. P' étant le point en lequel se place P
après le déplacement 5». cherchons la condition nécessaire et suffi-
sante pour la coïncidence des milieux H(P') et H(Q). Pour cela obser-
vons que H(P') et H(Q) s'obtiennent à partir de H(P) par les déplace-
ments 5 respectivement PGL Ceci montre que pour que H(P/) et H(Q)
coïncident, il faut et il suffît que le vecteur PQ soit de la forme
PQ — ^ -f- x, T étant une translation de T.

Maintenant il est facile d'énoncer la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la superposition de JÏT2 et de 3XLi soit complète (c'est-
à-dire pour que JTt admette la période 3 , donc aussi — 5) : il doit
être possible de faire correspondre à tout point P de À un point Q
respectivement Q' de A (non nécessairement distinct de V) tel que le vec-
teur PQ respectivement PQ' soit de la forme PQ = 3 + -c, PQ' = — 5 + %'.

Pour que Q coincide avec P, il faut et il suffit que 5 soit une
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translation de T. D'ailleurs, quand ?! appartient à T, on voit sans
aucun calcul que le déplacement 5 laisse Jltj invariant : en effet,
dans ce cas le déplacement 3 ne fait que glisser sur lui-môme chacun
des milieux homogènes de module de périodes T dont, se compose JTlj.

Donnons encore une autre forme à la condition générale
trouvée plus haut.

Remarquons d'abord qu'à un point P de A ne peut correspondre
qu'un seul point 0 de A tel que le vecteur PQ soit de la forme
PQ = 5 + T. En effet, pour tout point Q" de A tel que le vecteur
PQ" soit de la forme PQ" = S + -c" le vecteur QQ" est équipollent à
T" — c qui appartient à T, et ceci n'est possible que si Q et Q" coïn-
cident.

Supposons la condition générale remplie et faisons correspondre
à tout point P de A le point Q (respectivement Q') de A tel que le
vecteur PQ (respectivement PQ') soit de la forme PQ = 5 + x (respec-
tivement PQ/ = — 5 + T'). Considérons le système total des vec-
teurs ainsi obtenus. Ce système détermine un certain ensemble de
lignes polygonales orientées chacune en un certain sens et ayant leurs
sommets en des points de A. Soit B un ensemble de points pris un
et un seul dans chacune d'elles et faisant partie de A (peu importe
dans la question présente que l'on sache ou même qu'il soit effective-
ment possible de faire un pareil choix.)

Nous pouvons maintenant énoncer la condition sous la forme
suivante :

Pour que la superposition de JÏÏ/2 et de Jfii soit complète (c'est-à-
dire pour qu'il existe une période 5 de Dit non comprise dans T), il
faut et il suffit que A se déduise d'un ensemble B à l'aide des trans-
lations ± 3 à une translation de T près.

De plus, l'étude qui précède constitue la réponse à une question
posée au numéro 5.

9. Définition : Nous appelons fragment d'un milieu de translation la
partie de ce milieu qui se trouve dans un intervalle de l'espace à n
dimensions considéré, Si cet intervalle est ouvert respectivement
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fermé, le fragment sera dit ouvert respectivement fermé. Le fragment
sera désigné par la lettre &* et son intervalle par 5*.

En nous reportant à la définition de l'égalité donnée au numéro 2,
nous constatons que l'égalité de deux fragments entraîne celle des
intervalles correspondants, ces derniers étant considérés tous les deux
soit comme ouverts soit comme fermés. (Cette dernière condition
provient du fait qu'un même fragment &* peut être fermé et ouvert
en même temps, ce qui a lieu quand il n'y a pas de points du milieu
de translation DXi sur la frontière de #•).

La réciproque n'est pas vraie : à des intervalles égaux ne corres-
pondent pas nécessairement des fragments égaux. Ainsi, dans le milieu
constitué par les points (xi9 ... xn) de coordonnées xi rationnelles, les
fragments dont les intervalles sont

. 1 o( i = l, 2, ... n

ne sont pas égaux.
Pour affirmer l'égalité des fragments il faut ajouter une condition

supplémentaire :

Désignons par % la translation qui, appliquée à S*ti fournit &*^
ces deux intervalles étant supposés égaux. Pour que les deux frag-
ments S*i et 3*$ soient égaux, il faut et il suffît que *z fasse partie du
module de périodes de Jït.

Nous appellerons équivalents deux fragments dont les intervalles
sont égaux.

10. Nous dirons que deux points A, B d'un milieu de translation DTi
sont des points homologues, si le vecteur AB appartient au module de
périodes de Dût'

Ceci posé, soit A un point de JYl et P un point quelconque de
l'espace. Nous allons montrer que dans tout voisinage de P se trouve
un point B de Jfi tel que A et B soient des points homologues. Ceci
approfondit le théorème démontré au numéro k.

La démonstration est analogue à celle qui se trouve avi numéro k.
Il suffit de ne considérer qu'un milieu homogène H. En utilisant les
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mêmes notations nous considérons les vecteurs TJ, ... xn et nous
appliquons au point À de H toutes les translations de la forme
xixi + ••• + avtft, xlh ...a?n étant des entiers arbitraires. En suivant
toujours la démonstration qui se trouve au numéro 4, on démontre
l'existence d'un parallélépipède II' à n dimensions, dont tous les
sommets se trouvent dans S. Un sommet quelconque de II' et À
étant manifestement des points homologues, le théorème est démontré.

Conséquence : Soit DM un milieu de translation et a un vecteur
quelconque, z étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné
à l'avance, il existe une période \K de DM telle que l'on ait

lix — a| < e.

Pour le démontrer, considérons un point quelconque A de DM
et soit P le point de l'espace en lequel se place À après le déplace-
ment a. Choisissons un voisinage sphérique de P. de rayon e. D'après
le théorème démontré précédemment il existe dans ce voisinage un
point B de DM tel que A et B soient des points homologues. Le vec-
teur JJ, = AB satisfait à toutes les conditions du théorème.

11. Disons qu'un ensemble E est égal(^) à un ensemble F. si la
translation 5, appliquée à E. fournit F.

Ceci posé, admettons le lemme suivant, dont la démonstration
est immédiate :

Lemme : Soit 1 un intervalle égal (5) à l'intervalle 1^ A tout
nombre positif e, arbitrairement petit, donné à l'avance, on peut faire
correspondre un nombre posilif n È<*1 que l'inégalilé |fïj < n entraîne
la relation suivante :

mes. (i: — I,I4) < E.

12. Théorème: Soient S1' et O deux fragments équivalents sans être
égaux. On peut les décomposer chacun en deux parties, dont Tune
se compose d'un nombre fini de fragments <p tels que Ton ait
Smes. (<p) < e, E étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné
^ l'avance. L'autre partie est constituée par des fragments égaux.
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Démonstration : Considérons un intervalle I1 égal (5) à l'inter-
valle <î>. Déterminons d'après le lemmc précédent le nombre positif n,
tel que l'inégalité |S| < n entraîne la relation

mes. (O — 3>. Ij) < e.

Désignons par a le déplacement qu'il faut appliquer à l'inter-
valle 2M pour le faire coïncider avec l'intervalle <&. Déterminons ensuite
d'après le numéro 10 une période [h de Oïl telle que l'on ait

jtx — a| < n,

et soit O.J Tintenalle avec lequel coïncide S* après le déplacement p..
On voit sans difficulté que le fragment constitué par le produit OOj,
et le fragmeut qui lui est égal (JJ.). forment les deux fragments égaux
et faisant partie de O respectivement de &*, dont l'existence est afBrmée
dans le théorème.

§ 2. — PROBLÈME DE LA MESURE D'UN ENSEMBLE

DANS UN MILIEU DE TRANSLATION.

13. La théorie connue de la mesure, due à MM. Borel et Lebesgue,
constitue pour certaines familles d'ensembles la solution du problème
suivant :

On se propose d'attacher à chaque ensemble E borné, formé des
points de l'espace à n dimensions considéré, un nombre positif
ou nul, m(E), qu'on appelle la mesure de E, et qui satisfait aux
conditions suivantes :

1. Deux ensembles égaux ont même mesure;

2. L'ensemble somme d'un nombre fini ou d'une infinité
dénombrable d'ensembles, sans point commun deux à deux, a
pour mesure la somme des mesures;

3. La mesure de l'intervalle 0 ^ x-t ̂  1 (i = 1, 2. ... n) est 1,
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Définition : La mesure d'un ensemble E, satisfaisant aux conditions
ci-dessus, sera appelée la mesure segmentalre de E. Nous la désigne-
ions par ms(E).

Nous nous servirons de définitions analogues pour la mesure exté-
rieure respectivement intérieure de E, que nous écrirons ms(E) res-
pectivement ms(E).

14. Étudions les résultats obtenus par l'application de la méthode
Borel-Lebesgue aux fragments d'un milieu de translation.

Établissons d'abord le lemme suivant :

Lemme I : Soit J\t un milieu de translation. Les mesures segmen-
taires extérieures de deux fragments de Dïl équivalents sont
égales.

Démonstration : Désignons par êF et O les deux fragments en ques-
tion et rapportons-nous au théorème démontré au numéro 12 : on peut
les décomposer chacun en deux parties, dont l'une se compose d'un
nombre fini de fragments <p tels que l'on ait Em(<p) << e, £ étant un

nombre positif, arbitrairement petit, donné à l'avance. L'autre partie
est constituée par des fragments égaux.

Posons donc

avec
et &i — O1

(on vérifie d'ailleurs facilement que l'on a

Les relations ci-dessus donnent

) e ms(O) — ms(O4) < e,

d'où la relation suivante :

\ms(&) — ms(<S>)\ = \ms(&) — ms^) + ms(O4) — ms($)\ < 2e.

Ponç r
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Lemme II : &* étant un fragment quelconque, considérons une décom-
position de êî* en des fragments oc équivalents entre eux. Le

rapport —~t constant pour tous les oc d'après le lemme prêcé-
m(oc)

dent, a pour valeur ——•.
{&)

Lemme III : Soient ÏÏ\ et &*% deux fragments de DTi quelconques.
e étant un nombre positif, arbitrairement petit, donné à l'avance,
il est toujours possible de trouver :

1. Une décomposition de l'intervalle S*i en intervalles par-
tiels a égaux entre eux;

2. Des intervalles <p et <!>, le premier inclus dans $*%, l'autre
contenant 3*$, décomposables tous les deux en des intervalles
partiels p égaux aux a et tels que Von ait

\ m(§j) m(<p) < e

( m{&) < L J

15. Théorème : Soit OYL un milieu de translation quelconque. Le rap-
port de la mesure segmentaire extérieure d'un fragment de Dïl
à la mesure de son intervalle est une constante.

Démonstration : Considérons deux fragments S^ et ^ quelconques.
Posons

msl&t) j ms(êPo) j
= r = : At4 = ^ - = /Cs

Appliquons les lemmes III et II. On a, avec les notations du
lemme III

ms{&i) _ ms(a)

D'autre part, les inégalités

ms(<f) ^
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combinées avec les égalités trouvées, donnent

En tenant compte du système [1] du lemme III on en tire

/Ci[m(Fs) — s] < k2m(Wo)< ki[m(¥çi) + e].

ce qui peut s'écrire sous la forme

Donc hx = /t\2.

16. Théorème I : Soil un intervalle fixe ô contenant un ensemble E.

Si Von a pour tout intervalle I inclus dans ù ^ ^ 6 < 1,

8 étant une constante, l'ensemble E est de mesure segmentaire
nulle.

Démonstration : Désignons par O un ensemble ouvert et couvrant E.
Un sait que O se présente sous la forme 0 = 21». les ïn étant des inter-
valles non empiétants. On a

ms(E) = Zww(EIn) ^ eZm(L) = Qms(O).

Un passage à la limite conduit à remplacer ms(0) par sa limite
inférieure ms(E), ce qui donne :

ms(E) ^ Qms(E), d'où ms(E) = Ü.

Théorème II : Soit un intervalle fixe ö contenant un ensemble F.
ms(FI)

Si Von a pour tout intervalle I inclus dans 3 — / f . ^ 6' > 0.

81 étant une constante, la mesure segmentaire de Vensemble F
est égale à m{ö).

Démonstration : L'hypothèse peut s'écrire

m(I)_rës(I_FI)

Mï) ^ '
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d'où la relation suivante :

Le théorème I montre que l'on a

ms(Ô — F) = 0,

donc ms'(F) = m(J).

17. Conclusions : Le rapport constant • * ^ e5^ Soit nul soit égal

à 1 ; de même le rapport ~ _. .

Si les fragments de JVC ne sont pas mesurabless leurs me-
sures segmentaires extérieures sont égales aux mesures de leurs
intervalles et leurs mesures segmentaires intérieures sont nulles.

48. Considérons maintenant un milieu de translation DVL. Si l'un
quelconque de ses fragments est de mesure segmentante nulle, ce qui
a lieu par exemple quand DTi est dénonibrable, la mesure s eg m en taire
ne permet aucune comparaison entre les divers fragments de JR. Nous
allons donc modifier, pour les fragments d'abord, le problème de la
mesure :

Proposons-nous d'attacher à chaque fragment S* de DTL un nombre
positif ou nul, que nous appellerons la mesure de êf et qui satis-
fera aux conditions suivantes :

1. Deux fragments égaux ont même mesure;

2. Le fragment, somme d'un nombre fini ou d'une infinité
dénombrable de fragments sans point commun deux à deux, a
pour mesure la somme de leurs mesures;

3. La mesure du fragment 0 ^ xt <^ 1, (i = 1, 2. . . . / / )
est un nombre positif co.

Si les mesures segmentaires des divers fragments de OXL existent
et sont positives, elles satisfont aux conditions ci-dessus avec o> == 1.
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On a d'ailleurs dans ce cas

ms(f) = m(¥).

Dans tous les autres cas on posera par définition

m(êF) étant, comme toujours, le produit des côtés de l'intervalle iR
On vérifie facilement qu'avec cette définition les conditions

ci-dessus sont satisfaites, sauf peut-être la condition 2. Pour que cette
dernière condition soit remplie pour un fragment êF = 2 ^ , il faut et
il suffit que l'on ait

19. Voici le problème général de la mesure :
Une famille (^ d'ensembles de points est dite mesurable si l'on peut

faire correspondre à chaque ensemble un nombre positif ou nul,
mais non tous nuls, sa mesure, qui satisfasse aux conditions
suivantes :

1. Deux ensembles de Ç., superposables, ont même mesure;

2. a) Si l'ensemble, somme d'un nombre fini d'ensembles
de <$, sans point commun deux à deux, appartient à €$,, sa mesure
est la somme de leurs mesures;

b) Si l'ensemble, somme d'une infinité dénombrable d'en-
sembles de ($> sans point commun deux à deux, appartient à <^,
sa mesure est la somme de leurs mesures;

3. La mesure d'un ensemble particulier de £y est un nombre
positif arbitraire o> ;

4. Les mesures des ensembles de €$, sont complètement
déterminées par les conditions précédentes.

Une famille sera dite semi-mesurable, si elle satisfait aux conditions
d'une famille mesurable, sauf peut-être à la condition 2 6).

20. Nous nous proposons maintenant de rechercher des familles
mesurables ou semi-mesurables d'ensembles appartenant à un même
milieu de translation JfL
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Laissons d'abord de côté le cas où l'on a pour les fragments de OÏL
ms(&*) = 0. Ce cas sera traité avec la notion de l'étendue d'un
ensemble.

Si OÏL est tel que l'on a rnsfê) = m(ëi*), le système constitué par
tous les ensembles, inclus dans Oit, et mesurables au sens de M. Le-
besgue, forme une famille mesurable, et pour laquelle on a w = l»
iù étant la mesure du fragment 0 ^ x-t ̂  1.

Il reste le cas d'un milieu de translation Oïl, dont les fragments S*
satisfont aux égalités suivantes :

ms(&) = m(¥), ms(3?) = 0.

C'est à un tel milieu de translation que se rapporte la théorie
qui suit.

§ 3. — MESURE D'UN ENSEMBLE INCLUS DANS UN MILIEU DE TRANSLATION.

21. Définitions: Soit F un ensemble inclus dans un milieu de
translation OÏL. Si le produit de Oïl par l'ensemble dérivé de F appar-
tient à F, nous dirons que F est fermé par rapport à OÏL.

Soit O un ensemble inclus dans un milieu de translation Oïl. Si
OÏL — O est un ensemble fermé par rapport à Oïl, nous dirons que
O est ouvert par rapport à Oïl.

Si deux fragments ÏÏ\, ëF% de Oïl appartiennent aux intervalles
3*1, &*Q non empiétants, nous dirons que les fragments &f

i, ëFç> sont
séparés.

22. Pour arriver à une théorie de la mesure satisfaisant aux
conditions énoncées au numéro 19, nous considérons d'abord les
fragments de Oïl.

Nous appelons mesure de S*, prise dans Oïl, le produit wm(f),
et nous la désignons par mOïl{&).

Dans ce produit le nombre <o est supposé arbitrairement choisi,
sous la seule condition d'être positif. C'est, comme on le voit, la
mesure du fragment o <C xt ^ 1.
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Dans les numéros suivants, où aucune ambiguïté n'est à crain.
cire, nous écrirons plus simplement m(êF) au lieu de mJïl($F).

23. Soit maintenant un ensemble 0, ouvert par rapport à 011.
.\ous savons qu'il peut être représenté sous la forme

0 = Ssr,

les 3*i étant des fragments de Oit fermés et séparés. Nous posons
par définition

24. E étant inclus dans Oit. couvrons E par un ensemble U
ouvert par rapport à OTL Cet ensemble 0 a une mesure #n(O), prise
dans 011. La limite inférieure de ces mesures sera dite la mesure exté-
rieure de E relativement à OÏL : mOTl(E) ou, quand une ambiguïté
n'est pas à craindre, plus simplement m(E).

25. Supposons que E appartient à une famille mesurable com-
prenant les fragments de Oit et telle que la différence de deux
ensembles de la famille appartient aussi à la famille. Soit 0 un
ensemble ouvert par rapport à OU et couvrant E. L'ensemble 0, pou-
vant se mettre sous la forme 0 = E &*i, appartient également à la
famille considérée et l'on a

m-(E) <; m(E) + m(O — E) = m(0).

Un passage à la limite montre l'existence de la relation

m(E) ^ m(E).

En particulier on a, $F étant un fragment contenant E

m(gr_ E) ^ m(&—E). [1]

D'autre part il est

m(êf) = ;n(E) + m(&— E) ̂  m(E) + ln(&— E),

d'après la relation [1]. Donc l'expression

W(gr) _ m(iï — E)

constitue une borne inférieure de m(E). C'est cette borne inférieure
que nous appelons la mesure intérieure de E relativement à 011 : m(E).
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Nous appelons mesurable dans OÏL un ensemble E, inclus dans
Jlt, et dont la mesure intérieure est égale à la mesure extérieure, les
mesures étant prises dans OU. La valeur commune des deux mesures
sera appelée mesure de E relativement à Jïl : mJTt(E) ou plus simple-
ment m(E).

26. Mentionnons sans démonstration quelques pxopriétés de la
mesure intérieure respectivement extérieure, tous les ensembles
considérés étant supposés bornés et inclus dans un même milieu de
translation Jlt.

a) E étant quelconque, on a toujours

0 <m(E) <m(E) .

b) La relation E ^ S entraîne les inégalités

m(E) <; m{&)
m(E) < m(<S)

0 ( m(E + F) + m(E . F) ^ m(E) + m(F)
| m(E + F) + m(E . F) ^ m(E) + m(F)

En particulier si E et F sont sans point commun,

on a F) ^ m(E)

d) Nous dirons que deux ensembles E, F sont séparés, s'il existe
un fragment 3* possédant les propriétés suivantes :

E appartient au fragment 3*t considéré comme fermé. &* étant
considéré comme ouvert, le produit F. 3* est nul.

En utilisant cette définition, on a le théorème suivant :

E et F étant deux ensembles séparés, il est

m(E + F) = m(E) + mÇP)
m(E + F) = m(E) + m(F)

e) E et F étant mesurables, leur somme et leur produit le sont
également et entre leurs mesures existe la relation

m(E + F) + m(E . F) = m(E) + m(F).



20 SUR LA MESURE DES ENSEMBLES

En particulier, si E et F sont sans point commun, cette relation
devient

m(E + F) = m(E) + m(F)

On en conclut que la famille constituée par tous les ensembles
mesurables est au moins semi-mesurable.

ƒ) E et & étant mesurables, si de plus on a E ^ <S, la différence
S — E l'est également et entre les mesures existe la relation :

m{& — E) = m(&) — m(E).

g) Ej, E2, . . . étant mesurables, leur somme E4 + E2 + . . .
l'est également. Si la série du second membre est convergente, on a

m(Ei + E2 + • - •) ^ /»(E4) + m (Ea) + . . .
En particulier, si les E; sont sans point commun deux à deux,

cette relation devient
m(ÏEi) = Sn(Ei).

Ceci montre que ta famille constituée par tous les ensembles
mesurables est une famille mesurable.

h) Soit un ensemble E, pouvant se mettre sous la forme E — 2 &*i,
les fragments ^ étant supposés séparés.

On a m(E) = 2m(^).

ï) Les ensembles Ej, E2, . . . étant mesurables, leur produit
Ei . E2 . . . Test également et il existe la relation

m(E4-. E3 . . .) = lim m(E4. E2 . • . Ej)

j) Si les ensembles E4, Eâ, . . ., supposés mesurables, satisfont
à la relation

E4 > Eâ > E3 ^ . . .,

on a în(]ii . E2 . . .) *= uni m(EL).

A) Remarquons encore qu'un ensemble F, fermé par rapport
à Oïl, est toujours mesurable :
en effet, 3* désignant un fragment ouvert de Oït et contenant F, F
peut se mettre sous la forme

F =ïï — {&— F).
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Or les deux termes du second membre sont des ensembles ouverts
par rapport à 3Tt, donc mesurables dans Jtl.

27. Critérium de mesurabilité : Soit E un ensemble, inclus dans 3VL et
appartenant au fragment ouvert ÏÏ\ Appelons F l'ensemble
ffî~"-~ E. Pour que E soit mesurable dans Oïl il faut et il suffit
qu'à tout nombre positifs, arbitrairement petit, donné à l'avance,
on puisse faire correspondre deux ensembles ouverts, Oi et O2,
couvrant E respectivement F, et tels que Von ait

m(04 . O2) < £.

Démonstration: La condition est nécessaire. En effet, supposons
E mesurable, c'est-à-dire tel que l'on ait

m(E) + m(F) = m(&).

Soient Od et O2 deux ensembles ouverts, couvrant E respective-
ment F et satisfaisant aux inégalités suivantes :

m(Od) < m(E) + | m(O2) < m(F) + | .

De plus, nous pouvons supposer que Od et O2 appartiennent au
fragment 3*.

On aura donc
m(°i) + m(°è < ™(E) + î»(F) + E = m (&) + £-

D'autre part, Oi + O2 étant égal à &*, il est

m(&) + m(OitOç>) = miOi) + m(O2). [2]

Les relations [1] et [2] entraînent

m(Oi. O2) < e.

La condition est suffisante. En effet, soient Oi et O2 deux en-
sembles ouverts, couvrant E respectivement F, appartenant tous les
deux au fragmenté et tels que Ton ait
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Pour ces ensembles on a
m(°î) + m(°ù = m(^) + m(°i • Os) <

ce qui donne immédiatement

m(E) + m(F) ^ m(&). [3]

D'autre part, la relation

m(O4) + m(O2) = m(^) + m(O4. O2) ^ m(^)

montre par un passage à la limite que Ton a

m(E) + m(F) ^ m(^). [4]

Les inégalités [3] et [4] entraînent

nï(E) + n7(F) = m{3^).

Donc E est mesurable dans OTL.

28. Théorème: Soit E im ensemble inclus dans un milieu DTi de
translation. La mesure extérieure de E, prise dans OTL, est
égale au produit par co de la mesure segmentaire extérieure
de E.

Démonstration: En effet, couvrons E par un ensemble 0, ouvert
par rapport à J\l. Nous savons que 0 peut se mettre sous la forme

0 = 5»i,

les &*t étant des fragments fermés et séparés deux à deux. II est

m(E) = lim inf m(0) = lim inf [2m(^)] = « • l i m in{1 [2 m(^0]

Or, pour que l'ensemble 0 = 2 ^ couvre lu, il faut et il suffît
que l'ensemble correspondant 0 = Z ^ . qui est d'ailleui-s ouvert dans
le continu, couvre E également. La limite inférieure des S m ^ ) est
par conséquent égale à la mesure segmentaire extérieure de E.

29. Théorème : Soit & un ensemble mesurable dans le continu et 3H
//// milieu de translation.

Le produit E = & . DXL
est mesurable dans DYL et Von a

m(E) = (o ms(&)
où co désigne la mesure, prise dans OVi, du fragment o <C xt ^ 1.
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Démonstration : Désignons par 3* un intervalle quelconque conte-
nant & et par S* le fragment de Jïl correspondant.

La relation E ^ ê

entraîne ^s (E) ̂  'rns(ê>),

d'où il vient m(E) ̂  <ams(â>).

De même on trouve

m(& — E) ^ tùms{¥ — &).

Ces deux dernières relations donnent

m(E) = m(&) — "m(& — E) > o>m(P) — <àm${§F — &) —

Donc /n(E) = m(E) = tom$(&).

30. Considérons maintenant un ensemble E mesurable dans JK
et soit Op une suite d'ensembles ouverts par rapport à Jïl, et telle que
l'on ait

E <^OP (p = l , 2 , . . .)

et
lim m(0p) = m(E). [1]

Nous savons que chaque 0^ se présente sous la forme

Op = S ̂ v
i

les Ê̂ p étant, pour une valeur fixe de p, des fragments de Jîl fermés
et séparés. Posons

Les ensembles Op, étant ouverts dans le continu, y sont mesu-
rables.

De plus, définissons un ensemble 3 par la condition

3 = Ô{. ô s . . .

D'après la propriété îj du numéro 26 l'ensemble & est mesurable
dans le continu et d'après le théorème précédent

on a
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Montrons maintenant que l'ensemble

F = &OÏI — E

est de mesure segmentaire nulle. Pour cela considérons un fragment
ouvert S* contenant tous les 0p et soit 0 / une suite d'ensembles ou-
verts par rapport à DVL, et telle que Ton ait

& — E ^ 0 / ^ ^,

et lim /n((y) = m(& — E). [2]

Remarquons maintenant que l'ensemble F, faisant partie du pro-
duit <SJÏt, appartient à tous les Op, et que d'autre part, étant inclus
dans 3* — E, il appartient à tous les 0 / . En tout cas, on a pour toute
valeur de p la relation

F < O, . 0 / .
Op + 0 / étant égal à &*, on utilise la relation

771(0,. 0/) = m(Op) + m(0/) — m(Op + 0/) =

= rn(Op) + ro(O/) — m(&)

et les égalités [1] et [2] et on en tire

lim m(Op . 0/) = 0.
Donc m(F) = 0. ~
Théorème : E étant un ensemble quelconque faisant partie de Jfl et

mesurable dans Oïl, et 3 l'ensemble défini plus haut, 3 est
mesurable dans le continu et il existe la relation

m(E) = (oms(&).

§ 4 . L'ÉTENDUE D'UN ENSEMBLE INGLUS DANS UN MILIEU DE TRANSLATION.

Rappelons que dans la théorie exposée au paragraphe 3 nous
avons exclu de nos considérations le cas d'un milieu de translation
dont les fragments seraient de mesure segmentaire nulle. La théorie
suivante pourra être appliquée à ce cas; elle ne conduira qu'à une
famille semi-mesurable d'ensembles.



SUR LA MESURE DES ENSEMBLES 2 5

31. Remarque: Les valeurs de l'étendue, respectivement des éten-
dues extérieure et intérieure d'un ensemble quelconque E, trouvées
conformément à la théorie de JORDA>\ seront appelées étendue
segmentaire, respectivement étendue extérieure ou intérieure segmen taire :

es(E), esÇE), es{E).

Dans le cas particulier d'un intervalle Ö% où aucune ambiguité
ne sera à craindre, on écrira plus simplement e(J) au lieu de es(3).
Ce sera, d'après la théorie de JORDAN, le produit des côtés de 3.

32. Considérons d'abord un fragment S* d'un milieu de transla-
tion JTt. Le produit de GJ par l'étendue de l'intervalle êf sera appelé
l'étendue du fragment &*, prise dans Oïl :

e(S») — <o . <?(F).

33. Dans la suite on aura à considérer des décompositions d'un
fragment &* en fragments partiels. Toutes ces décompositions seront
supposées effectuées à l'aide de décompositions de l'intervalle $F en
intervalles partiels.

Soit maintenant un ensemble E inclus dans un milieu de trans-
lation Jlt et contenu dans un fragment &* de OVL. Considérons une
décomposition A du fragment &* en un nombre fini de fragments par-
tiels et désignons par a tout fragment partiel de A dont tous les points
appartiennent à l'ensemble E. De même appelons p tout fragment
partiel de A dont un point au moins appartient à E.

Posons

S(A) =
les sommes s'étendant à tous les fragments a respectivement |3 de la
décomposition A considérée.

Les étendues intérieure et extérieure de l'ensemble E, prises dans
JTt, seront définies par les relation.

e(E) = lim sup s(A)

7(E) = lim inf S(A),
où A désigne une décomposition arbitraire du fragment êF en frag-
ment partiels.
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Si les valeurs de l'étendue intérieure et extérieure sont égales, on
dira que l'ensemble E est mesurable J dans DTi et la valeur commune
de Fétendue intérieure et extérieure de E sera appelée l'étendue de E,
prise dans CWL :

£(E) = "(E) = e(E)

34. Par une extension naturelle d'un théorème, connu dans l'Ana-
lyse sous le nom de théorème de Darboux, on arrive à la conclusion
suivante :

pour une suite Ai de décomposition de S» telle que le maximum
de l'étendue de tous les fragments tende vers zéro, on a les relations

e(E) - l im s(AÉ)

Z [AI
e(E) = lim S (Ai) pour i infini.

Ceci montre que l'étendue intérieure et l'étendue extérieure
peuvent être définies soit par le système [1], soit par le système [2].

35. Dans les deux numéros précédents on a supposé essentielle-
ment que toutes les décompositions du fragment 3* comportaient un
nombre fini de fragments partiels. Le but des numéros suivants sera
de démontrer que cette restriction est inutile. Plus exactement :

l'étendue intérieure et retendue extérieure d'un ensemble E
peuvent être définies soit parle système [1], soit par le système [2],
toules les décompositions de ̂ considérées comportant un nombre
fini ou infini dënombrable de fragments partiels.
Remarque : Dans les numéros suivants, pour simplifier, on écrira

|<l>| au lieu de e(O), O étant un fragment quelconque.
36. Justifions d'abord notre affirmation pour le système [1].

Nous avons à montrer que limites supérieure respectivement inférieure
ne sont pas modifiées par l'adjonction des décompositions infinies.

Faisons d'abord les conventions suivantes :
Nous aurons à considérer deux décompositions A et A' du

fragment 3*t la première en un nombre infini dénombrable, la
seconde en un nombre fini de fragments partiels. Nous désignerons
par « et a tout fragment de A respectivement de A', dont tous les
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points appartiennent à l'ensemble E. De même nous désignerons par
P et jî' tout fragment de A respectivement de A7 contenant un point
au moins de E, et par Y et y tout fragment de A respectivement de
A' ne contenant pas de points de E.

La somme des étendues de tous les fragments oc sera représentée
par 2|oc|'. Si nous prenons dans A les p premiers fragments, parmi
eux certains ont contribué à 2|a| par une Araleur qui sera représentée
par 2p|oe|.

Nous utiliserons des définitions analogues pour

Soit donc A une décomposition quelconque du fragment &* en un
nombre infini dénombrable de fragments partiels.
Les trois relations

lim 2p|«| = 2|«|
lim
lim

montrent que pour une certaine valeur p} de p on a

i 2|oc| — 2pi|a| < e
' Vl01 — 2p,|p| < e [3]

— 2pt|Y | <C £.

8 étant un nombre positif et arbitraire.
Choisissons maintenant une décomposition A! du fragment 3* en

un nombre fini de fragments partiels telle que les jo1 premiers frag-
ments de A en fassent partie. On vérifie les relations suivantes :

m [4]

.( [5]

Do [3], [4], [5] on tire

e < e(E) + e [61
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Ct

RJ

De [6] et [7] on conclut que les égalités à démontrer ont lieu :

( lim sup 2|oe| ^ e(E)

( lim inf 7

37. Montrons maintenant que l'adjonction des décompositions
infinies ne modifie pas le système [2]. Pour cela il suffira de démon-
trer le théorème suivant :

Théorème : Les différences entre les étendues et leurs valeurs
approchées sont inférieures à un nombre positif arbitraire rj :

e(E) — ï | a | < n

dès que les intervalles (en nombre infini), qui correspondent
aux fragments de A, sont inférieurs dans toutes leurs dimen-
sions à une quantité correspondante 5.

Démonstration : Nous savons que le théorème est valable pour
les décompositions finies du fragment &*.

t) étant donné à l'avance, soit S le nombre qui lui correspond
pour les décompositions finies et choisissons une décomposition
infinie A dont tous les intervalles sont inférieurs dans toutes leurs
dimensions à ô. e étant un nombre positif arbitraire, nous donnons à
p une valeur pf telle que les inégalités [3] du numéro 36 aient lieu.
Ceci étant, nous choisissons une décomposition A' du fragment ff* en
un nombre fini de fragments partiels, contenant les pf premiers frag-
ments de A, et dont les intervalles sont inférieurs dans toutes leurs
dimensions au nombre ô. Nous aurons les relations suivantes qui se
véi'ifient facilement :

< £|a|
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e(E) - 2|«'| < n '

£|p"|-ë(E) <„'
En utilisant ces relations et celles trouvées au numéro précédent

on voit que

d'où

E|«'| — £|«| < 2e [8]

De même il est

d'où

2IPI - Z|P'| < e. [9]
Donc, d'après [8] et [9],
e(E) - 2|«| = [e(E) - 2|«'|] + [2|«'| - 2|«|] < n' + 2e

et
2IPI - ê(E) = [2|p| - 2|p'|] + [ïip'l - ë(E)] < e + n'

11 suffît de choisir n' + 2e < n pour avoir

e(E) — 2|«| < n

i
38. Mentionnons sans démonstration quelques propriétés de l'éten-

due intérieure respectivement extérieure, tous les ensembles consi-
dérés étant supposés bornés et inclus dans un même milieu de
translation OU.

a) E étant quelconque, on a toujours

o ^ e(E) ^ "(E)

b) E et F étant mesurables J, leur somme et leur produit le
sont également et entre leurs étendues existe la relation

e(E) + e(F) = e(E + F) + e(E . F).
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En particulier, si E et F sont sans point commun, cette
relation devient

e(E) + c(F) = e(E + F).

On en conclut que la famille constituée par tous les ensem-
bles mesurables J est au moins semi-mesurable,

Elle n'est pas mesurable, comme on le constate à l'exemple
suivant :
prenons tous les points du fragment o ^ Xi <̂  1 (l = 1, 2, ... n)
supposé dénombrable ; chacun d'eux est mesurable J et son éten-
due est nulle. Le fragment entier est aussi mesurable J et son
étendue est <*> > o.

Nous sommes donc amenés de ne considérer que des systèmes
particuliers d'ensembles mesurables J et satisfaisant à la condition
d'une famille mesurable.

Définition : Soit le système d'ensembles, tous mesurables J.
E, Ed, E2, E3. .... le premier E somme des autres, les ensembles
Ed, E2, .... sans point commun deux à deux. Si retendue de E
est la somme des étendues des Ep, nous dirons que le système
est complètement additif.

Dans la suite nous établirons les conditions nécessaires et
suffisantes pour l'additivité complète d'un système donné
d'ensembles.

c) E et S étant mesurables J, si de plus on a E ^ <§, la
différence S — E l'est également et entre les étendues existe la
relation

e{& — E) = e(&) — e(E).

cl) Si E appartient au fragment S% on a

£(E) = e(#) — 7(& — E).

39. Théorème : Soit E an ensemble inclus dans an milieu de trans-
lation Jïl. L'étendue extérieure de E, prise dans Jïl, est égale
au produit par <o de l'étendue segmentaire extérieure de E.
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La démonstration résulte immédiatement du fait suivant : soit A
une décomposition (finie ou infinie) du fragmenté contenantE. Pour
qu'un système de fragments partiels <p de A couvre l'ensemble E, il
faut et il suffit que le système des intervalles <p correspondants couvre
E dans le continu.

Remarque importante : Dans tout ce qui suit nous appliquons
l'expression « somme d'ensembles » , en nombre fini ou infini,
uniquement à des ensembles tels qu'aucun point ne soit commun
à deux au moins d'entre eux.

§ 5. — CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTÈME

DONNÉ D'ENSEMBLES MESURABLES J SOIT COMPLÈTEMENT ADDITIF.

40. Lemme I : Soit Id, I2,... un système énwnérable d'intervalles
séparés quelconques (tous fermés ou tous ouverts par exemple),
et 3i} J2,... un système énumérable d'intervalles quelconques

(non nécessairement séparés).
Supposons que l'on a

Si l'ensemble JHP est borné et si la série qui se trouve au
second membre est convergente, on aura également

Démonstration : L'ensemble 21^ étant borné, la série 2|I;>| est cer-
tainement convergente. £ étant un nombre positif et arbitraire, nous
pouvons déterminer une valeur m de p telle que Ton ait

m

Z I T p l - ï l I p K e . [1]

soit lp (p = 1, 2,... m) un intervalle fermé, contenu dans l'intervalle
ïp correspondant et satisfaisant à la condition

î\lp\-î\ip\<e. [2]
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Soit enfin J^(p = 1, 2,...) un intervalle ouvert, contenant l'inter-
valle Jp correspondant, et tel que Ton ait

2|j;i — 2|JP| < t. [3]
m

Chaque point de l'ensemble fermé 2L se trouve à l'intérieur
î *

d'un intervalle J .̂ D'après un théorème de MM. Borel et Lebesgue il
m

existe un nombre fini d'intervalles Jp couvrant l'ensemble 2Ip :

désignons les par J^, J^, ...J^ . Les 1̂  étant séparés, on a

En utilisant les inégalités [1], [2] et [3] on tire de [4]
m

2|JP| + £ > 2 | j ; | > 211,1 — e > 2|IP| — 2£ ;

donc on a
2|JP| > 2ilp| — 3E,

ce qui justifie notre affirmation.

41. Lemme II : Soit un ensemble E inclus dans un fragment S* de OXi,
et soient A et A7 deux décompositions finies de êF, la deuxième
A' obtenue à partir de A par la décomposition d'an fragment
partiel <p de A. Désignons par a et p les fragments qui four-
nissent dans A une valeur approchée par défaut respectivement
par excès de E et employons des notations analogues pour A'.
Dans ces conditions on aura

2|p| - ï|«| < Ilp'l - ï|a'| + 2|<p|.
42. Remarque : Dans la suite on aura à considérer certains en-

sembles E, Ed, E2..., Ep..., appartenant tous au fragment £F de DM.
Les décompositions A, Ap de S* seront respectivement utilisées pour
avoir des valeurs approchées de E, Ep. De plus, on désignera

par a et ap les fragments qui fournissent dans A respectivement
dans Ap une valeur approchée par défaut de E, Ep

par p et pp les fragments qui fournissent dans A respectivement
dans Ap une valeur approchée par excès de E. Ep.
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Enfin on posera

| = ïlajl + 2|a2| -f
p

et

43. Voici un cas simple où la condition de l'additivité complète
est vérifiée :

Théorème : Soient des ensembles E, Els E2,..., le premier somme
des autres, tous appartenant au fragment S*. Si les ensembles
Ep sont mesurables J et si Von peut décomposer S* en une infi-
nité énumerable de fragments tels qu'un même fragment ne
contienne pas de points d'ensembles différents, l'ensemble E est
mesurable J et son étendue est la somme des étendues des Ep.

Démonstration : f étant un nombre positif arbitraire, choisissons
une suite de nombres positifs els e2,- ..E^,.... satisfaisant à l'inégalité
Sep < £. Faisons correspondre à tout ep le nombre positif ô̂  tel que
l'on ait

e(Ep) — 2|op| < ep

2|fc| - e(Ep) < v ' L J

dès que les intervalles de Ap sont inférieurs dans toutes leurs dimen-
sions à 6p. Décomposons ensuite, d'après les hypothèses, le fragment
&* en une infinité énumerable de fragments tels qu'un même fragment
ne contienne pas de points d'ensembles différents. Désignons cette
décomposition par A'. Ceci étant, nous divisons l'ensemble des frag-
ments de A' contenant des points de E^ en des fragments partiels <p;i

dont les intervalles <p/} sont inférieurs dans toutes leurs dimensions à
ô/(. Soit Â  une décomposition quelconque de 3* contenant tous les
fragments <f;, ainsi obtenus.

En tenant compte du fait que tous les fragments a4, aâ, a3,...,
sont inclus dans 3* et qu'ils sont séparés deux à deux, on constate
que la série X2|ocp( est convergente. Ceci étant admis, la première

p

inégalité [5] montre que l'on a
12\a„\ > 2<>'E„) - e. [0]
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et la deuxième entraîne
< Ze(Ep) + e. [7]

P

?vous désignons maintenant par A une décomposition de 3* à la-
quelle appartiennent tous les fragments <pp (pour toutes les valeurs dep).
Les égalités suivantes sont évidentes :

£|oc| = X2KI

P

Des relations [6], [7], [8] on conclut à l'existence des inégalités
suivantes :

Ie(lv) — s < 2|a| ^ 2|P| < 2<E„) + e,
ce qui en traîne

e(K)=ë(E) = 24E,).

44. Théorème général. Première f orrait :
Soient des ensembles E, E1;... E7, mes arables J, le pre-

mier E somme des autres, tous appartenant au fragment &*.
Pour que ce système soit complètement additif, II faut et II suffit
qu'à tout nombre positif t on puisse faire correspondre une suite
de décompositions du fragment 5% A. Alr... Ay);... telle que :

1° Les fragments p/} qui fournissent dans Â  une valeur
approchée par excès de Ep comportent une erreur inférieure
à EP, la somme X£p étant inférieure à E ;

2° Tout point des intervalles p des fragments qui donnent
Y, par excès appartienne à Vun des intervalles p;>, pour une valeur
convenable de p.

Démonstration :

a) La condition est nécessaire :

Considérons une suite de décompositions finies de l'intervalle S*,
A, A|, A .̂.. A',, A'}, r . . . satisfaisant aux conditions suivantes:

| s'obtient à partir de A par déconipositioa de tout intervalle i
partiel de A. • n '

' . j s'obtient à partir de A' par décomposition de tout inter- 1
valle partiel de A7,. ]
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- 2|a| < n L2]'

U, = n'. [4]

Considérons l'intervalle p d'un fragment p qui n'est pas un a.
En vertu de l'hypothèse [1 ]' il existe certainement un intervalle fip inclus
dans le p considéré. Nous modifions la décomposition A/} correspon-
dante eu y remplaçant tous les intervalles partiels de A' dont se com-
pose p par l'intervalle unique p. D'après le lemme II [N° 41] cette
opération a pour effet possible une augmentation de iy d'une quan-
tité inférieure à 2|P|. Remarquons que

représente la somme des étendues de tous les p qui ne sont pas des
a. On en conclut qu'en effectuant cette modiflcation d'un A'pour tout
p qui n'est pas un a on augmente n' d'une quantité inférieure à

2[2|p| — ï|«|] < 2 n d'après [2]'.
Supposons effectuée celle modification des A' (qui ne portera

d'ailleurs que sur un nombre fini de décompositions A') et soit A* la
suite des A' modifiés, La relation [4] est remplacée par

; - 2|«;|) < n' + 2n.

Les a étant des fragments séparés et appartenant tous au frag-
ment §*, la série X2|a"| est convergente. Doue 2I|p'' | Test également

/> P
 p

et F inégalité précédente peut cire écrite sous la forme
221 p;| - 22|«;i < n ' + 2n. [5]
P /'

D'autre part les relations

— 2|a| < n
montrent que l'on a

e(E) — n < 2|«| ^ <?(E). [G]
De même, de
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on tire
; = e(Ep) = e(E) < 2Z|p;|, [7]

P P

et de [5] et [7] on conclut
e(E) — n ' — 2n < 22|a;| < e(E) [8]

[6] et [8] entraînent
|£|«| - 22H«;i| < n' + 2n- [9]

p

Remarquons maintenant qu'un oc" qui n'est pas inclus dans un oc
fait partie d'un p qui n'est pas un a et que la somme des étendues de
ces P est inférieure à n (d'après [2J). On voit d'après [9] que la
somme des étendues de tous les a qui sont inclus dans des a est
inférieure à 2|cc| de moins de n' + 3n.

La série £2|oc"| étant convergente, nous pouvons trouver un
p

nombre limité de fragments a tels que la somme de leurs étendues
soit inférieure à 22|oc"| de moins de n. Portons notre attention sur

p p

ces oc". Pour les parties des oc qui se trouvent en dehors de ces a"
conservés, la somme des étendues est inférieure à n' + 4n-

Montrons maintenant à l'aide du lemnie II (N° 41) qu'il est tou-
jours possible, en réunissant certains intervalles partiels de Â  en
un seul (pour des valeurs convenables de p); de couvrir par ces inter-
valles p" modifiés toutes les parties des intervalles a qui sont exté-
rieures aux intervalles oc" conservés.

En effet, soit oc0 un oc ayant des parties extérieures aux a" conser-
vés et soit k l'indice maximum des a conservés qui sont inclus dans
oc0. Désignons par y un intervalle partiel de Aj' inclus dans la partie
de oc0 extérieure aux oc" conservés. L'intervalle y a certainement
une partie commune avec un intervalle (3\ Deux cas sont à distinguer :

1° p > k. Donc l'intervalle (5" est inclus dans y On réunit tous
les intervalles de Â  qui sont inclus dans y en un seul qui
sera un p" pour le décomposition A" modifiée.

2° p ^ A. Dans ce cas l'intervalle y est inclus dans p^ et une
modification de A" est inutile.
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Les intervalles p corespondant aux fragments (5 qui ne sont pas
des oc ont déjà été éouverts par les intervalles (i". Nous voyons qu'en
modifiant convenablement un nombre limité de décompositions A*
on arrive à couvrir tous les intervalles p par les intervalles p" modifiés.

Appelons Alf A2,.. Ay,,... la suite des Â  modifiés. En appliquant
plusieurs fois le lemme II on voit que l'inégalité [5] est remplacée par

p p

Si l'on a eu soin de choisir n et n' tels qu'ils satisfassent à la
relation

3 n ' + 10n ^ e,
la suite de décompositions A, Al9 A3,... aura toutes les propriétés
indiquées dans le théorème.

b) La condition est suffisante :

Supposons-la remplie et montrons d'abord que la série 2e(Ep) est
convergente. En effet, e' étant un nombre positif arbitraire, choisis-
sons des nombres positifs E'4, e'2,... avec 2e^ < e' et faisons corres-
pondre à tout tp une décomposition H'p de 3* telle que Ton ait

e(Ep) < 2|«'r| + e',. [10]
Les dp étant des fragments séparés et appartenant tous au

fragment 9% la série 22|oc'|)| est convergente, donc, d'après [10],
p

la série £e(EjP) l'est également.
L'hypothèse 1) s'exprime sous la forme

Zlfc.1 < e(Ep) + e,. [11]

La série des e(Ep) étant convergente, l'inégalité [11] montre, que
la série 22|py,| Test également. Ceci nous permettra d'appliquer le

p

lemme I (N° 40).
En effet, l'hypothèse 2) s'exprime sous la forme

p

d'où d'après le lemme I, les intervalles p étant séparés,
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Après multiplication par o> on trouve

^ 2Z|fc,|.
P

Mais d'après [11] on a

22|P,| < Xe(lv) + e
p

et ceci joint à [12] fournit

zipl < MK) + ci
d'où l'on tire

e(E) <C Ie(Ep). [13]

D'autre part, pour des décompositions A', A'ls A'2, .. A'/,, ...
quelconques on a

P ^ p
p

d'où Ton tire, par une nouvelle application du lemme I. la relation
; [14]

p

Choisissons maintenant, z et e';> ayant la même signification que
précédemment, une suite de décompositions, A ,̂ .. A'p, ... telle que
l'or? ait

Z|«',l > e(Vp) - z'p,
ce qui entraîne

• Ze(E„) — e' < 22|«',|. [15]

L'inégalité [14] donne par un passage à la limite

22|«VI ^ e(E), . [16]

et [15] et [16] montrent que l'on a

Ie(E,) — e' < e(E),
donc

Ee(E,) < <KE). [17]

Des relations [13] et [17] on tire enfin

e(E) =

45. Théorème général. Deuxième f orme :

Soient des ensembles E, E l f . . . E/K.... mesurables J, le premier

somme des autres, tous appartenant au fragment &*. Pour c
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ce système soit complètement additif il faut et il suffit qu'a tout
couple de nombres positifs e, n on puisse faire correspondre une
suite de décompositions de S*, A, Ai, A^,... A,,,... telle que:

1° Les fragments a qui fournissent une valeur approchée par
défaut de E et les fragments §p fournissant une valeur appro-
chée par excès de Ep comportent respectivement des erreurs
inférieures à n et à BP, la somme

étant au plus égale à e;
2° Tout point des intervalles a appartienne à l'un des inter-

valles fip> pour une valeur convenable de p.

Démonstration :

a) La condition est nécessaire :

En effet, déterminons d'après le théorème général du numéro 44
une suite de décompositions de 5\ A', Aj, A2,... A;î.... telle que l'on ait

Z|fc,| < e(Ep) + ep [3]

2ep<e [4]

ip' ^; sip, [5]
p

Désignons par A une décomposition de 3* de propriétés suivantes :
A s'obtient à partir de A7 par décomposition de tout j [6]

intervalle partiel de A', !
e(E) < £|«| + n • [7]

Je dis que la suite de décompositions A, A1;.i. A/)»... satisfaira aux
conditions énoncées dans le théorème.

En effet, en vertu de [3] et [4] la deuxième partie de l'affirma-
tion 1) est établie. De même d'après [7] la première partie l'est
également.

Pour vérifier l'affirmation 2), observons que d'après [61 tout
intervalle a est inclus dans un intervalle p', donc

Eâ < Zp\ [8]
De [5] et [8] on tire

ce qui démontre l'affirmation 2,
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b) La condition est suffisante :

En efl'et. supposons-la remplie, c'est-à-dire admettons que l'on ait :
ÏIPPI < e(Ep) + £p [9]

2e„ < e [10]
<<E) < E|«| + n [11]
Xâ^ZïpS [12]

P

On démontre comme au numéro précédent la convergence de la
série 2e(Ep) et on en conclut d'après [9] et [10] que l'inégalité

< ïe(E,) + E [13]
p

a lieu. D'autre part, à l'aide du lemme I (N° 40) on tire de [12] la
relation

2|«| < 22|fc,|,
P

donc, d'après [13]
£|«| <2e(E / )) + e. [14]

De même, [11] et [14] entraînent

donc
ê(E) ^ Xe(Ep). [15]

Ceci posé, on démontre comme au numéro 44 b) l'inégalité
e(E) ^Ie(Ep). [16]

Enfin [15] et [16] montrent que l'on a
c(E) =: Ye(Ep).

46. Voici encore un théorème se rapportant à la même question :
Théorème : Soient des ensembles E, Ed, E2,.. Ey,,.., le premier somme

des autres, tous appartenant au fragment $\ Supposons qu'à
tout nombre positif e on puisse faire correspondre une décompo-
sition A telle que la différence des valeurs approchées qu'elle
fournit pour Ep soit inférieure à ep, la somme des tp étant
inférieure à e :

Z|ft,| - Z|«,| < ep [17]
Se, < ç [18]
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Dans ces conditions tous les ensembles E, Ei? E»... Ep,...
sont mesurables J et, de plus, le système est complètement
additif.

Démonstration : EP étant d'après [18] inférieur à E, on tire de [17]
la relation

qui montre que Ep est mesurable J.

Mais E aussi est mesurable J. En effet, remarquons que tout p
qui n'est pas un oc est au même temps un fip qui n'est pas un ap

(pour au moins une valeur de p). Donc on a

p

d'où il vient, en tenant compte de [17] et [18]

ZIP! — 2|oc| < e ,

relation qui montre que E est mesurable J.

La mesurabilité J des ensembles E, Ej. . . . étant établie, nous nous
trouvons dans un cas particulier du théorème démontré au numéro 14.
Donc, d'après ce théorème, le système est complètement additif.

§ 6 . MESURE DES ENSEMBLES

APPARTENANT A DIVERS MILIEUX DE TRANSLATION.

47. Dans ce paragraphe nous aurons à considérer des milieux de
translation Dïl, Cfïli, ...DMP, le premier Jïl étant la somme des autres :

p
DU, = tiDTli. Désignons par to, <ùit ..-o>p, les mesures respectivement

les étendues du fragment 0 ^ ^ ^ 1 de chacun d'eux. J t t étant la
somme des OXLu il est naturel de choisir les mesures o>, (t^, ...<*>p telles
que Ton ait <*> = Xco;. De plus, pour des milieux égaux nous adopte-
rons des mesures égales.

Dans la suite nous supposerons ces conditions remplies,
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48. Théorème : Soient des milieux de translation 9tf DYii, ...Jîlp,
le premier 9t somme des p derniers, ces derniers égaux entre
eux. Désignons par DVL la somme de k, (h étant inférieur à p),
des miletix DVLi dont la réunion forme 9Z : posons par exemple

DR = Jltd + . . + 3ïlk (k< p).

Dans ces conditions, W% désignant un fragment de 3VL,
1° L'étendue intérieure de 3*, prise dans 9Z, est nulle; son

étendue extérieure est égale à l'étendue du fragment de 91*
correspondant à Vintervalle êF ;

2° La mesure intérieure de &*. prise dans 9Z, est nulle ;
sa mesure extérieure est égale à la mesure du fragment de 9t
correspondant à Vintervalle S* ;

3° L'étendue intérieure et la mesure intérieure, dans 91,
d'un ensemble inclus dans Dit sont nulles.

Démonstration: 1° Décomposons l'intervalle 3* en un nombre fini
d'intervalles partiels <p, <p étant le fragment correspondant de 91.
Chaque <p contient des points de 9t n'appartenant pas à JTl, donc
aucun <p n'est un oc et l'on a e9Z(£F) = 0 ; d'autre part, chaque <p,
contenant des points de DTLt est un p, donc 7fft(&) = ~e9l(¥9l. ).

2" En excluant de nos considérations les milieux de translation
dont les fragments sont de mesure segm en taire nulle, nous pouvons
admettre, d'après le résultat obtenu au numéro 17, que Ton a

d'où il vient, par multiplication par co relatif à 9Z

Ih9l(&) = *m&l(ÏÏ.9l) = m9l(3.9l). [1]

Appliquons ceci à l'ensemble M = 91 — JTL qui est un milieu
de translation également, en vertu de la relation

M = DTtk+x + . . + DTLP.
On trouve

m9l(W.M) = mdl(&.ffl),
ce qui entraîne

in9l(&) = m9l(iï.9l) — m5t(^.M) = 0. [2]

Par les relations [1] et [2] l'affirmation 2) est justifiée,
^'affirmation 3) est une conséquence immédiate de 1) et 2).
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49. Soient des milieux de translation Jl l , Jftd, ...3Xlp, le premier
3XL somme des p derniers, ces derniers égaux entre eux. Désignons
par E un ensemble inclus dans un des milieux DXii, dans 3X11, par
exemple. Alors on a, d'après le numéro précédent

= ms(E). o>i

= ms(E).<o

m3Ti(E) = 0

On en conclut :
a) pour que E soit mesurable dans 3VL, il faut et il suffît que sa

mesure extérieure y soit nulle.
b) pour que E soit mesurable dans 3X1, il faut et il suffit qu'il

soit mesurable dans DTCi et que sa mesure y soit nulle; les mesures
sont alors nulles dans les deux milieux.

50. Théorème : Soient DXlif DWU ...Jïl'p, Jïll -Wq des milieux de
translation égaux entre eux et sans point commun deux à deux.
Posons

DR = DR{ + 3Xi\ + . . + 311'p

si = 3Tti + DTii + .. + an;
Lorsqu'un ensemble Inclus dans les deux milieux 3ït et Ot

est mesurable dans les deux, les mesures correspondantes sont
nulles.

Démonstration : En effet, E étant inclus dans Dît et 51, l'est aussi
dans leur produit 3X1,9t = <7I1|. En utilisant les résultats obtenus au
numéro précédent on trouve :

Pour que E soit mesurable dans 3X1, il faut et il suffît qu'il soit
mesurable dans 3XL\ et que sa mesure y soit nulle ; alors elle est nulle
aussi dans 3X1 et dans DZ. Ceci démontre le théorème.

51. Lemme : Soient des ensembles Ej E2 ...Ep et leur somme E respee-
tivemsnt Inclus dans les milieux de translation 3XLi ,..3Xtp, 3ït,
le dernier DXl étant la somme des p autres. Dans ces conditions
ta mesure extérieure de E dans 3X1 est au moins égale à la somme
des mesures extérieures des E< dans les milieux DXlL correspon-
dants,
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En effet, on a

Et ^ E
_ _ pour i — 1, 2, ..p.

donc ms(Ei) ^ ms(E)

En multipliant la dernière inégalité par w, et en effectuant ensuite
la sommation par rapport à l'indice /, on trouve

f oyjns(Ei) (
i V i

ce qui s'écrit, en tenant compte de la convention du numéro 47,

2wJïli(Ei) < mO1l(E).

52. Soit S un système de milieux de translation, en nombre fini
ou infini, tous égaux entre eux, et sans point commun deux à deux.
Considérons un milieu de translation OU, somme d'un nombre fini

de milieux de S. La famille de milieux constituée par l'ensemble de
ces milieux 011 sera désignée par &*.

Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons, sans le rappeler
chaque fois, que tous les milieux de translation considérés appartiennent
à la famille 3*.

Il va sans dire que nous nous conformerons toujours à la conven-
tion mentionnée au numéro 47 : to7 étant la mesure du fragment
0 ^ Xi ̂  1 (i = 1, 2, . . n) d'un milieu quelconque de S, la mesure
du fragment correspondant au même intervalle, dans un milieu de
£F constitué parla réunion de k milieux de S, sera W.

53. Théorème : Si un ensemble E est mesurable dans un milieu Oit,

la partie E' de cet ensemble, qui appartient à un milieu DVJ

inclus dans OTt, est mesurable dans DTC.

Démonstration : Montrons d'abord que

ms(E') = ms(E). [1]
En effet, la relation

E' ^ E
entraîne

ms(E') ^ ms(E).

Il s'agit de montrer que l'inégalité ne peut pas avoir lieu dans cette

relation ;
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Si l'on avait
ms(E') < msÇE),

on pourrait poser
ms{E) = ms(E') + ô Ô > 0. [2]

Soit maintenant O un ensemble ouvert dans le continu, cou-
vrant E', et satisfaisant à la condition

ms(E') < m(O) < ms(E') + e. [3]
Posons

F = E — EO f4]
et remarquons que l'on a

EO = E.(JTIO).
O étant ouvert dans le continu, le produit 5110 est ouvert, donc
mesurable, dans DM ; donc EO, étant le produit de deux ensembles
mesurables dans DM, l'est également.

Il s'ensuit d'après [4] que F aussi est mesurable dans DM.
De [3] et de

EO ^ DMO
on lire

m(E0) ^ m(DM0) = <o m(O) < o> 7is(E') + <*>e. [5]

De même, [2] donne

m(E) = oj 7ns(E) = u>~ms(E') + wÔ. [6]

Supposons maintenant que l'on a eu soin de choisir e plus pelit
que ô; dans cette hypothèse il vient d'après [4], [5] et [6]

m(F) = m(E) — m(E0) > <*>(Ô — e) > 0. [7]

Mais, d'autre part, des relations

\ E' ^ EO
/ E — E' ^ DM — DR'

on tire
F = E — E O ^ E — E^ OXL — OtC.

Si'donc DM est formé de p milieux de S, l'ensemble F appartient
à k de ces milieux de S dont la réunion forme DM, avec k < />. On
en conclut d'après le théorème établi au numéro 48, que
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mJll(F) = 0,

d'où, F étant reconnu mesurable dans Jll,

m(F) = 0.

Mais cette dernière égalité est incompatible avec la relation [7],

Donc
ms(VJ) = ms(E). [1]

Ceci étant admis, désignons par I un intervalle contenant rcii-
semble E et écrivons que, E étant mesurable dans JTl, la différence
IJÎl -— E Test également:

wîJil(E) + wîJ1l(U1l — E) — mDK(UK). [8]

De cette égalité [8] on tire, par division par o>.

ms(E) + ~ms(}DK — E) = m(I). [9j
De plus, de

10X1' — E' = (1311 — E ) . OVC

on conclut, d'après ce qui a été trouvé plus baut.

m.s(\DTC — E') = ms(\DVL — E). [10]

En utilisant successivement les relations [10]. [9], [1] on trouve,
toutes les mesures étant prises par rapport au milieu JVC (sauf
naturellement les mesures segmentaires et celle de l'intervalle I.
qui sont prises par rapport au continu) :

m(E') = m(lDVif) — m(l3ÏU — E') = t*'m(\) — ta'ms ([Jll' — E') =

= a>'[m(ï.) — ms(\D)l — K)] = co'îâv(E) = <Jms(K') = m(E'),

donc
/M(E') = m{E%

c'est-à-dire E7 est mesurable dans Jll ' .

54. Théorème: Soient des ensembles Er, li2. . . . Ey) et leur somme

E respectioem?nt inclus dans les milieux JTlj. JTLo, . . • JHy>«
JTl. SI les milieux DVLL, DTi%, . . . Jll^ sont deux à deux seins

point commun, si JTl est leur somme, si de plus E est mesu-

rable dans JfiL
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1° Chaque ensemble E(- est mesurable dans le milieu corres-
pondant JU;.

2° La somme des mesures des Ê  est égale à celle de E.

Démonstration: DXii étant inclus dans Jlt, l'affirmation 1) est
une conséquence du théorème précédent.

Pour démontrer 2), reprenons la relation [1] du numéro précé-
dent :

ms(Ei) = ms(E). [3]

En la multipliant par <*>; on trouve, après avoir effectué une
sommation par rapport à l'indice i

ce qui s'écrit
= m(E).

55. Théorème : Soient les ensembles El9 E5, . . . Ep e/ /eu/1 somme
E respectivement incMS dans les milieux 3YLV JTL2, . . . 3îtp,
Dïi. Si les' milieux JVLit DTi^, . . . Jllp so/i£ deux à deux ̂ U/Ï^
point commun et si E est mesurable dans Jlt ê  chaque E(- da/151

/e milieu DTii correspondant, la somme des mesures des E<- est
égale à la mesure de E.

Démonstration ; Le cas où JTt est la somme des DTLi a été traité au
numéro précédent.

Supposons maintenant que les milieux 0\Li sont tous inclus dans
311, ce dernier milieu n'étant pas leur somme. On voit immédiate-
ment, qu'eu Aertu de la relation

E(.m — IDXli) = 0

et du fait que le milieu DTi — S^Tlj est constitué par un au moins
des milieux de S dont se compose Dit, la mesure de E, prise dans le
milieu JÏL, est nulle (N° 48). On en conclut que la mesure segmen-
t-aire de E est nulle, puis (sans qu'il soit nécessaire dans ce cas de
supposer la mesurabilité des Et) que la mesure segmenlaire des E; est
nulle, ce qui montre que m(Ei) existe et est nulle.

11 peut encore arriver qu'il se trouve parmi les DVLi des milieux
non inclus dans Dût. Ce cas peut être ramené aux deux cas précédents:
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Soit DMk un des Jlt; (î = 1, 2, . , . fc, . . . p) ayant des parties
extérieures à DM,

De la relation
Ek(DMk — DM . DMh) = 0

et du fait que le milieu DMk — DM. DMk est constitué par un au moins
des milieux de S dont se compose DMk on conclut d'après le numéro
48, que la mesure de Ek dans DMk est nulle. Ceci montre que la
mesure segmentaire de E* est nulle, d'où Ton tire que Ek est mesu-
rable dans JYi également et que sa mesure y est nulle. La différence
E — Efc est donc mesurable dans Oïl et l'on a

m(E — Eft) = m(E).

On voit par cette égalité que la suppression dans E de tous les en-
sembles E; dont le milieu Jlt; excède DXL ne modifie pas la mesure de
leur somme. Après avoir effectué cette suppression nous nous trou-
vons dans les conditions des deux cas précédents. Le théorème est
donc démontré dans toute sa généralité.

56. Théorème général : Si les ensembles El5 E5, . . . E;, et leur
somme E respectivement inclus dans les mi'ieux DKit DVLÇ>, . . .
OXip, DM y sont mesurables, la mesure de la somme est égale à
la somme des mesures des EL :

()

Démonstration : Désignons par Mk les milieux de S (en nombre
fini) dont se compose DM, On a

E =

Le milieu Oïl étant la somme des MA, on peut appliquer le théo-
rème établi au numéro 54 :

Le produit EMfr est mesurable dans Mk et il est

m(E) = S/n(EM*).- [1]
k

D'autre part, on voit que pour i =z 1, 2, , . . p
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D'après le numéro 53 le produit E(M/f est mesurable dans Mfc

(car si pour une valeur de k EtMk 7^ 0, le milieu M* correspondant
est inclus dans Jl!;). On peut donc appliquer le théorème établi au
numéro 55, ce qui fournit

m{Ei) = Zm(E;M„) [2]
h

De même, on a
EM, = 2E,M* ;

i

tous les produits qui se trouvent dans celle relation étant mesurables
dans M/f, on en conclut que

. [3]

Or, de [1], [3] et [2] on tire
m(E) =

At ik

d'où

m(E) =

Le théorème est démontré.

57. Conclusion: Considérons une famille ëF de milieux de translation
définie conformément au numéro 52. A chaque milieu de &* on
peut, d'après le paragraphe 3, attacher un système d'ensembles
E, qui est mesurable ou semi-mesurable. Le théorème du numéro
précédent montre que la famille constituée par tous ces en-
semblés E est au moins semi-mesurable.

58. Dans la suite de ce paragraphe nous allons montrer que l'on
peut adjoindre de nouveaux ensembles à la famille qui vient d'être
considérée, et que la famille d'ensembles ainsi agrandie conserve
encore le caractère de semi-mesurabilité.

Lemme : Soient des ensembles

F). F,. . . . Fy/

F/, Fs', . . . F/
Gj, G2, . • . Gq

G ' r* ' r* f
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tous inclus dans des milieux et y mesurables. Soit de plus an
ensemble E pour lequel on a d'une part

E + 2F; = 2G;
« j

et d'autre part
E + 2Fft' = XG/

k l

Dans ces conditions la relation suivante est vérifiée :

i i i ) = £m(G/) — i
Démonstration : Désignons par Mi les milieux de S (en nombre

fini) dans la totalité desquels est situé 2<i7 par exemple. On voit que
pour toutes les valeurs de /* il est

F, = ÏFiMt.
t

D'après le numéro 53 le produit F;M* est mesurable dans M* (car
si pour une valeur de t FjM* ̂  0, le milieu Mt correspondant est
inclus dans le milieu de F<). Ou peut donc appliquer le théorème
établi au numéro 55. qui donne

m(F,) = -ZmÇFMt) [1]

De mcine, on trouve

m{Gj) — Zm{GjMt)
t

.. Remarquons

et d'autre part

maintenant que

EMt

EMt

+ 5*
i

+ 2F
le

l'on a
•ÏEM,,

t

k'M, =

d'une part

j

2G/M,

[2]'

Tous les produits FjM,-, G/M/, Fft'Mt, G/Mf qui se trouvent dans ces
relations sont mesurables dans M/, donc les quatre sommes corres-
pondantes le sont également. On en conclut que l'ensemble EMt*,
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étant la différence de deux ensembles mesurables, est mesurable dans
M/ et qu'il est

m(EM,) = 2m(G/M,) — 2m(Ffc'M,)

Effectuons maintenant dans ces relations la sommation par rap-
port à l'indice t. On trouve, en utilisant les égalités [1] et [2]

2ro(EM,) = ?2m(GjMt) — 22m(FiM,) = 22m(G/M,) — 2Zm(F,M,) =
i t j t i j t i t

= ïm(Gj) — 2/n(F;),
j i

donc
— Zm(\.u). [3]

De même, il est

/) — 2//i(F//). [4]()
t t

De [3] et [4] ou tire

ce qui demontre le lemme.

59. Adjonction de nouveaux ensembles:

Soient des ensembles
v v v

inclus dans des milieux et y mesurables.
Soit de plus un ensemble E pour lequel on a
E + F, + F. + . . + F, = G4 + G-a + . . + Gr

Dans ces conditions on dira que E est mesurable et on
définira sa mesure m(E) par la relation

m(E) = 2m(Gy) — 2m(Fi).

On voit que cette définition de la mesure de E n'est pas en
contradiction avec les résultats antérieurs (au cas de E mesurable
dans un milieu) et qu'elle est obligatoire si les nouveaux ensembles
peuvent être adjoints à la famille.
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Pour justifier cette définition il reste à montrer qu'à un ensemble
E satisfaisant à deux relations distinctes, de la foirae

E + Fd + . . + Fp = G4 + . . + G7

E + F/ + . . + F/ = G/ + . - + G/
ne correspond d'après cette définition qu'un seul nombre. C'est
précisément ce qu'affirme le lemme démontré au numéro précédent.

Dans la suite nous dirons qu'un ensemble est anciennement
mesurable, s'il est mesurable dans un milieu. Tout ensemble mesu-
rable d'après la définition précédente, mais non mesurable dans un
milieu, sera appelé ensemble nouvellement introduit.

Rappelons encore la relation [2]' du numéro précédent ;
E = 2EM,.

t

Nous y avons reconnu que le produit EM* est mesurable dans le
milieu M*; donc :

Tout ensemble nouvellement introduit peut être mis sous la
forme d'une somme d'ensembles anciennement mesurables.

60. Théorème : La famille agrandie est au moins semi-mesurable.
Démonstration : En vertu de la remarque faite à la fin du numéro

précédent tout ensemble F, soit anciennement mesurable, soit nou-
vellement introduit, peut être représenté sous la forme d'une somme
d'un nombre fini d'anciens ensembles :

F = IA;.

(Dans le cas où F est anciennement mesurable le second mem-
bre de cette relation se réduit à un seul terme.)

Soient donc des ensembles E, E4, E2, . . Ep, le premier E somme
des autres, et appartenant tous à la famille agrandie. Nous pouvons
poser

E, = Ai1 > + Af + . . + A«

E — A(l) -4- A(2 -+- 4- A'"'1'

les A étant d'anciens ensembles et Ton a
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D'autre part, E peut se présenter de la manière suivante sous la forme
d'une somme d'anciens ensembles :

E = SE,
i i k

On en tire
m(E) = JZm{A\k)) = 2/n(E«).

i k i

La propriété est donc établie.

61. Théorème: Si la famille constituée par les ensembles ancienne-
ment mesurables est une famille mesurable, la famille agrandie
est également mesurable.

Démonstration: Soient des ensembles de la famille agrandie E. E4,
E2, . . . Et, . . ., le premier E somme des autres:

E = E4 -f- E2 + . . .

Les A étant d'anciens ensembles, nous pouvons poser

E = A<*> + M® + . f + À<">

E, = AÎ4> + A p + . . + AiBÔ

Désignons par M* les milieux de S (en nombre fini) dans la tota-
lité desquels E est situé.

Nous avons

E = ,

donc

EMi = ÏAWMi f i ]

pour toutes les valeurs de t (qui sont en nombre fini).
D'après le numéro 53 le produit A^M* est mesurable dans M*

(car si pour une valeur de t A^M* ~éi 0, le milieu M* correspondant
est inclus dans le milieu de A<A>). Donc, d'après la relation [1], le
produit EM/, étant la somme d'ensembles mesurables dans M*, est lui
aussi mesurable dans M* et appartient par conséquent à la famille
primitive,
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Remarquons maintenant que Ton a d'une part

M, [2]
t

et d'autre part
E = 2E, =

i ' j

ce qui entraîne

EM, = HXA^M,. [3]
ij

L'application du théorème établi au numéro 55 à r égalité [2]
fournit

m(A^) = Zm(A^M,). [4]
t

De plus, nous avons reconnu que tous les ensembles EM* et
Ap̂ Mj figurant comme des termes dans la relation [3] sont ancienne-
ment mesui'ables. La famille primitive étant mesurable, on conclut
de [3] que

m(EMt) = 22m(A^M,). [5]

De même, F en semble E se présentant sous la forme

É = IEMf,
t

et les produits EM/ étant anciennement mesurables; la mesure de E
est donnée par

m(E) = 2m(EM,). [6]

En utilisant maintenant successivement les relations [6], [5] et
[4], on trouve

m(E) = ïm(EM,) = 222m(A^M,) = 222
t t i j i j t

donc
m(E) = YLm(k[J'). [7]

D'autre part, la relation

entraîne
m(E() = 2m(AW). [8J
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De [7] et [8] on tire

La famille agrandie est donc mesurable.
62. Nous avons pu adjoindre à la famille primitive de nouveaux

ensembles en supposant que, dans l'égalité

E + F4 + . . + Fp = G4 + . . + GfJ [9]

tous les F et tous les G sont des ensembles de la famille primitive*.
La remarque faite à la fin du numéro 59 montre qu'on ne réussit pas
d'élargir la famille agrandie, en supposant que, dans l'égalité [9],
tous les F et tous les G appartiennent à la famille agrandie. En effel,
après avoir remplacé dans l'égalité [9] tous les ensembles nouvelle-
ment introduits par des sommes d'ensembles anciens, on retombe sur
une égalité de même forme, tous les F et tous les G étant compris
dans la famille primitive.





DEUXIÈME PARTIE

Mesure des milieux de translation.

4. Dans la première partie de cette thèse nous avons résolu le
problème de la mesure pour certaines familles constituées par des
ensembles bornés et inclus dans des milieux de translation. Dans la
seconde partie il s'agira d'étendre la théorie de la mesure aux milieux
de translation eux-mêmes :

Une famille &* de milieux de translation (à n dimensions) est dite
mesurable si Von peut faire correspondre à chaque milieu de <? un nom-
bre positif sa mesure, qui satisfasse aux conditions suivantes :

1. Deux milieux de &* égaux ont même mesure.
2. a) Si l'ensemble somme d'un nombre fini de milieux de &* appar-

tient à S*, sa mesure est la somme de leurs mesures.
b) Si l'ensemble somme d'une infinité dénombrable de milieux de S*

appartient à 3*, sa mesure est la somme de leurs mesures.
3. Les mesures sont déterminées, à un facteur positif près, par les

conditions précédentes.
Une famille est dite semi-mesurable, si elle satisfait aux conditions

1, 2 a), 3, sauf peut-être à 2 b).
Nous considérons d'abord les milieux de translation les plus

simples: les milieux homogènes.

§ 1 DIVISEURS ET MULTIPLES DES MILIEUX HOMOGÈNES.

2. Faisons d'abord les remarques simples suivantes :
1) Pour qu'un ensemble de points soit un milieu homogène, il

faut et il suffit qu'il soit partout dense et que toute translation
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amenant un point de l'ensemble sur un autre point de même ensem-
ble fasse entièrement coincider l'ensemble avec lui-même.

2) Pour que deux milieux homogènes soient égaux, il faut et il
suffît qu'ils admettent les mêmes périodes.

3) Pour que deux milieux homogènes égaux eoincident il faut et
il suffit qu'ils aient un point commun.

4) Pour qu'un milieu homogène soit égal à une partie d'un
autre il faut et il suffit que le module de périodes du premier soit un
sous-module du second.

5) Pour qu'un milieu homogène DTL^ soit inclus dans un autre
Jfl il faut et il suffit qu'un point de l'un coincide avec un point de
l'autre et que le module de 0Mj fasse partie du module de 0X1.

Nous convenons de désigner le module de périodes d'un milieu
de translation OÏL par (OTL).

3. Considérons deux milieux homogènes OXt et M tels que

M = Mt < 0X1.

P2 étant un point de OTL mais non de M1? l'application du module
(M) à P2 fournit un milieu homogène M2 égal à M, distinct de Mj
et inclus dans OM. Répétons l'opération : P3 étant un point de
On — (Mj + M3), l'application de (M) à P3 fournit un milieu homo-
gène M3 sans point commun avec M̂  + M2 et inclus dans OTt.

Deux cas peuvent se présenter :

a) Le milieu OÏL est épuisé à la pième application de l'opération :

011 = Md + M2 + . . + Mp.

Si On est la somme d'un nombre limité p de milieux égaux à M,
nous dirons que M est un diviseur non nul de OTL, OTi un multiple
non infini de M et nous écrirons

OR = nM. M = - DM
P

on _ M_ _ i
M

 = p* ore = p
h) Le milieu J î l n'est jamais épuisé par ces opérations.
Si OTL est la somme d'une infinité de milieux égaux à M, nous

dirons que M est un diviseur nul de On, On un multiple infini de M
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M DU.

ât = °'¥=Oe-
Remarquons qu'une décomposition de DTi en un nombre fini ou

infini de milieux égaux à M n'est possible que d'une seule manière :
en effet, soit

DTi = M, + M2 + . . . = M/ + MV + . . ..
tous les Mi et M/ étant égaux à un même milieu M. Choisissons un
point quelconque P4 de Mi et soit M/ le milieu M' contenant P4. En
vertu de la remarque 3 du numéro 2 les milieux M} et M/ coïncident
entièrement. En continuant ce raisonnement on arrive à la conclu-
sion que les deux sommes

SM* et IM/

diffèrent au plus par l'ordre de leurs termes.
4. Etudions maintenant la façon dont on peut passer d'un milieu

M à son multiple Jït. Soit Mo une partie de OTi égale à M. Désignons
par JJL4 une période de Dïi, mais non de M. L'application à Mo des
translations p^, 2 ^ , 3 ^ , , , . fournit les milieux Mj, M2, M3,. . .
Dans cette suite de milieux Mo. M4, M2, . . . la première coincidence,
s'il y en a, doit être avec Mo. En effet, si Ms coincidait avec Mr ( r < s )
et non avec Mo, la translation (5 —• r) JJ^ serait déjà période de M et
la première coincidence serait celle de Ms-r avec Mo.

De ce résultat nous concluons que s'il n'y a pas de coincidence
avec Mo, tous les milieux M; (i = 0, 1, 2,. . .) sont sans point com-
mun deux à deux. Donc dans ce cas DTi est un multiple infini de M.

Supposons maintenant que la première coincidence dans la suite
considérée de milieux ait lieu pour M^. Donc p^i est le plus petit
multiple de JJL4 qui est une période de M.

Posons
M{/} = M„ + Mj + . . M ^ t .

Le milieu Mo; ainsi défini est homogène. Pour le démontrer il
faut montrer que M^ possède les deux propriétés caractéristiques
mentionnées au numéro 2 (remarque 1).

La première est évidente. Pour vérifier la seconde, nous choisis-
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sons deux points quelconques de Mot} : Vt dans Mi et Py dans M,. Dési-
gnons par Qj le point de M/ correspondant à P,-, c'est-à-dire tel que

On aura donc
PiP/ = (j — 0 p.i. + Q, Py.

Le premier terme transforme chaque M dont se compose MQ1} en
un autre (qui pour i =j coïncide avec lui); le second terme étant
un vecteur joignant deux points de M, est une période de M. Donc
P,-P/ est une période de Mo0.

Kous pouvons continuer le procédé. Soit JJI2 une période de JTt
mais non de Mo\

Nous appliquons à M^ la suite de translations JJL2, 2JJL2,

3*JU>, . . . et nous obtenons les milieux M °̂, U[{) M(.°, T£{]\. . . Si
aucun de ces MO ne coïncide avec Mol) ils sont tous sans point com-
mun deux à deux. Alors DTL est un multiple infini de Mo\ donc aussi
de M.

Sinon, soit p^2 le plus petit multiple de JJU qui est une période
de MQ\ NOUS posons

Mg» = Mi» + M?> + MV> + • - • + M<!L,
et nous continuons le procédé.

Deux cas peuvent se présenter : dans le premier cas ou Tune des

suites Mtf>, Mî'\ M^, M^0,... est infinie, ou la suite Mo, M^, ï$\ M|f\..,

est infinie% aucun des M{ĵ  ne coincidant avec OXi, Dans ces conditions

Dïi est multiple infini de M*

Dans l'autre cas la première suite est limitée et de la forme

Mtf\ M(/\ M£>, ... M^, avec t == p . + 1 — 1 ;

la deuxième est également limitée et de la forme

M^r) coincidant avec DTi lui-même. Dans ce cas DTL est constitué par
la réunion de p milieux égaux à M avec

P =
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5. Revenons au milieu

M^ = Mo + M4 + M2 + , . + M A _ 4 .
Il est intéressant d'étudier l'effet produit par une translation de

ia forme /ejjLd appliquée à M^, k étant un entier quelconque. Appe-

lons ô le plus grand commun diviseur de k et p4. -^ k est le plus

petit commun multiple dep i et k. Nous en concluons que ~ (k^i) est le

plus petit multiple de la translation k^ considérée qui est une
période de M. Donc en appliquant les translations

au milieu Mo par exemple, on obtient successivement p / = ~ milieux

égaux à Mo, pris parmi les M; [ï = 0, 1, .. (p4 — 1)], et tous distincts.
Désignons-les par Mo, M^ , M;,, . . . , le dernier étant affecté de l'in-
dice îp/_i- Leur somme Mo + Mt; + .. est d'après le numéro 4 un
milieu homogène. jQ étant un entier pris dans la suite 0 , 1 , 2, . .(p4— 1)
et autre que 0. î4, ?*2, ... fP/—i, nous pouvons appliquer la même suite
de translations à M/o, ce qui fournit p / nouveaux milieux M/o, M^,
Mya,... Nous continuons de la même façon. A la ôième opération la
suite 0, 1, ... (pi—1) est épuisée et le procédé s'arrête.

En particulier, lorsque k est un multiple de p4, les translations
de la forme kp^ laissent invariant chaque M Î [ Ï = 0 , 1, .. (pd—1)] ; lors-
que k est premier avec p4, la suite considérée plus haut Mo, M ,̂ M(.t) ...
se confond à Tordre près avec Mo, Mi, M2, ...Mft_!.

Résumons le résultat de l'étude précédente : par l'emploi d'une
translation de la forme k^ ou bien les M* [i = 0, 1, ., (pi—1)] se per-
mutent ou bien ils se divisent en cycles, à l'intérieur desquels s'opè-
rent les permutations.

6. Considérons une suite de cycles menant du milieu M0=M à un
milieu multiple de M. Désignons par <x les périodes de M et cherchons
la forme générale des périodes des cycles successifs. Appelons, comme
plus haut, pi! la translation qui engendre le premier cycle. En utilisant
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les notations du numéro 4 nous voyons que Pi\Xi est le plus petit mul-
tiple de jjij qui soit un a. Cherchons la forme générale d'une période
de MQ11. Cette période étant une translation joignant deux points
quelconques de M^. on voit immédiatement qu'elle se présente sous
la forme

kt étant un entier arbitraire. De même la translation pu fournissant le
milieu homogène j\l[p n'est pas une période de M^ et /X2JJU> est son
plus petit multiple qui jouit de celte propriété, a + /qjjij étant la
forme générale des périodes de MQ11, nous pouvons dire que p$\x% est le
plus petit multiple de [ju2 qui est de cette forme. Si M{}

2) coïncide avec
DK r opération s'arrête ; dans le cas contraire on conti mie de la même
façon et on voit que ps\xs est le plus petit multiple de \xs qui est de la
forme

. i\ly •* sont re s-Les périodes des cycles successifs MOî My1). Mtf',
pectivement de la forme

a
a + hiiM
a + ktiKi + A'̂ jJiâ

a + ^î^i + hlM + - + ksl*s

a
de même les translations
d'égalités suivant :

\xs, satisibnt au système

cf j

[2]

+ <Y~W-i
les c étant des entiers.
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Observons que dans ces égalités (2) on peut supposer les coeffi-

cients c non négatifs et inférieurs aux p correspondants : 0 ^ ej^ <iPj

pouiy = 1, 2. ...(s—2) e t O < c^. t< ps_v En effet, supposons que Ton a

0 < c & < pg_i

0 < c^ < A _ 2

mais que la condition 0 ^ c^_3 < p^„3 n'est pas remplie. Dans ce
cas il suffit de déterminer le nombre m tel que

\ c^ = m (modp,__3)

| 0 ^ m < ps_3

La translation c^23^_3 est équipollente à mjx5^3 à un multiple dep5„3. [Ji5~3
près et cette dernière translation s'exprime d'après le système [2] au
moyen de translations JJ, d'indices inférieurs à s—3. Donc la translation
c}% • ^s_3 s'exprime à Faide de m . jx5_3, d'un a et de translations \x
d'indices inférieurs à 5—3. 11 suffit de remplacer dans la siême relation
de[2]4~U • l&s-d P a r cette expression pour réduire 4~3 a u x limites indi-
quées. On continue de la même façon, en réduisant successivement
As) t As) As)

Supposons ce travail préliminaire accompli et montrons que le
système [2] se présente sous une forme bien déterminée. Eu d'autres
termes : les relations

ne sont possibles que si l'on a

*., = * ' ,

En effet, de [3] on tire

ce qui eniraîne e{f = a(j> qui est la dernière relation [4] . Donc (5) se
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transforme en une relation de la même forme, d'où Ton tire d'une
façon analogue

c (s) , (s)

et ainsi de suite.

7. Définitions : 1). Nous dirons que les translations JJ^, JJ.2, .. \xr (con-
sidérées dans cet ordre), affectées des coefficients p4, pv2, . . . pr consti-
tuent un multiplicateur de translations ordonnées et nous le noterons

Un tel multiplicateur est défini par le système d'égalités (2).
2) Disons qu'on a, (abstraction faite de l'ordre), un multiplicateur

de translations fondamentales çpi, 92. .. çp\ lorsque toute translation de
DM = ptPz .. prM est de la forme

a + G>i?i + .. + &tr (les a entiers)
et qu'il n'existe aucune relation de la forme

ci = a' + a ^ + .. + o'j_içi»i + a'f+iÇi+i + .. + a'iÇ/,
les a' étant des entiers.

3) Soient Si et S2 deux multiplicateurs de translations ordonnées.
correspondant tous les deux au même milieu M et désignons par DTti

et JR2 les milieux multiples de M produits par Sd respectivement par
S2. Si les deux milieux JR^ et JTt2 sont égaux nous dirons que S4 et
S2 sont équivalents relativement à M.

8. Théorème : Soient
Si = [

f
multiplicateurs de translations ordonnées, produisant cha-

cun un multiple d'un même milieu M. Pour çwe ^ et S2 soient
équivalents il faut et il suffit que tout JJU figurant dans S{ soit
de la forme

a + «iVj + .. + «A-v* (les a entiers)
et que tout v figurant dans S% soit de la forme

a' + oïl*.* + •. + r̂jJtr (les 6 entiers).
La condition est suffisante. Pour le voir rappelons-nous que toute
période du milieu JHd produit par Si est de la forme

Vd = OLi + c^i + ... + crjnr (les c entiers).
De même, toute période du milieu 0Tl2 produit par S2 est de la forme
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Y2 = a2 + diyi -f . . + dsvs (les d entiers).

Ceci montre que, la condition ci-dessus étant remplie, tout YI est un y>
et inversement tout Y2 est un YI- Les modules de périodes (311 )̂ et
(31I2) étant identiques, les milieux Jllj et OTiâ sont égaux.

La condition est nécessaire. En effet, chaque JA,, étant un Y»» a ^a

forme indiquée dans le théorème. De même chaque v.

9. Considérons un multiplicateur de translations ordonnées :

S = |>l(Pi), • •

On voit immédiatement que si Ton applique les mêmes translations \$*
dans un autre ordre, on retrouve le même milieu OÏL En effet, le
nouveau multiplicateur, constitué par les jx rangés dans un ordre dif-
férent de celui de S, fournit un milieu dont l'ensemble de périodes
sera toujours

Mais il est évident que dans le nouveau multiplicateur S' le coefficient
p'i de la translation |A(* peut être different de la valeur pi qu'il avait
dans S. Toutefois on voit aisément que les deux produits p4p2- * •
et pi-pJ- • • • doivent être égaux. Cela tient à ce qu'un même milieu
homogène Jlt ne peut pas se présenter comme somme, de deux
manières et en nombres différents,de milieux égaux à M.

D'ailleurs il peut arriver que dans le nouveau multiplicateur S
certaines périodes ji» manquent. Ceci aura lieu lorsque l'une d'elles
s'exprime au moyen de celles qui sont déjà introduites et d'un a,
car dans ce cas cette période est période du diviseur déjà obtenu de DM.

10. Supposons donnés le milieu M et le multiplicateur S de trans-
lations ordonnées et proposons-nous de trouver le procédé permetîant
de former (out multiplicateur équivalent au multiplicateur S donné.
Ce procédé est évident, si Ton tient compte des résultats obtenus au
numéro 8. On choisit une période quelconque vd de OTi qui n'est pas
période de M. vd éîant une période de 3Tt, il suffit de prendre

les d étant des entiers. Soit q^i le premier multiple de v4 qui est un
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a. Le milieu homogène engendré à partir de M au moyen de Vj sera
çdM, ses périodes seront de la forme

On prend une deuxième période v2 de J l l en la choisissant parmi les
translations de la forme

avec la seule condition qu'elle ne soit pas période du milieu qtM.
trouvé précédemment, c'est-à-dire qu'elle ne se réduise pas à une
translation de la forme

a + AY'd-

On opère sur elle comme sur y1; et ainsi de suile.

11. Théorème : Soit DTL — pM. Il existe toujours une suite de cycles
s'engendrant les uns des autres à partir de Mo de manière de
reproduire DTi et correspondant à la décomposition de p en un
produit de facteurs premiers, distincts ou non, et pris dans un
ordre arbitraire.

Démonstration : Montrons d'abord, en utilisant les notations em-
ployées plus haut, qu'on peut intervertir deux facteurs Pi et jp2, sup-
posés premiers entre eux. Partons de Mo et appliquons à Mo au lieu de
la translation jj,d la translation JJL2. 11 se pose la question suivante :
trouver le plus petit multiple de JA2 qui soit une période de M.

Désignons par k^ ce multiple. 11 doit satisfaire à une relation
de la forme

h\Xü> = a ' .

Rappelons-nous que jX2^2 est est le plus petit multiple de JJI2 qui est
de la forme

a + mjjLj (m entier).

k\M.ç> ayant la même forme, il s'ensuit que k doit être un multiple de
/)2. Posons k = k'pj. On en tire, en tenant compte de la relation

p^çy = aâ

l'égalité suivante
&ji,.2 = //OL2 -f- 1ù

/£jjLâ étant le premier multiple de JJL2 appartenant à (M), il faut que
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k/jniixi soit le premier multiple de JJL1 qui soit un a et dont le coeffi-
cient soit un multiple de m4. En tenant compte du fait que la relation

KiniHt < (M)

n'est possible que si kniy est un multiple de pi nous en concluons que
k/mi est le plus petit commun multiple de /nd et de pl{. Désignons par
ô le plus grand commun diviseur de m,{ et de p{. On a

;/ _ Pi

et
à

Ceci montre que si Ton part de M; I i = 0, 1 .2 . . . (pi —1)1 et si on

lui applique successivement les translations j * . 2 , 2*JI2, 3pi2, . . Mr-^iJu,

on sera revenu à l'ensemble Mi de départ, et ceci pour la première fois.

Autrement dit. les V ~ milieux ainsi obtenus constituent un cycle.
o

En appliquant ô — 1 fois la translation JJL4 à ce cycle on obtient le milieu
M«> = M</> + MîD + M^) + . . + M£>_ t .

Cette étude résout aussi, pour les deux translations p^ et JJL2Î la
question suivante qui s'est présentée au numéro 9 : [jj.4 (pi)., HaCPâ)] e^
[JJL2 (p/), JJLJ (p\)] étant deux niulliplicateurs de translations ordonnées,
qui diffèrent seulement par l'ordre d'application de leurs translations,
chercher les relations qui existent entre les coefficients pi, p^ p / , ƒ>/•

Nous venons de trouver p» = -~> p± = ô.

Considérons encore le cas particulier où mi est premier avec
Pi, donc ô = 1. Dans ces conditions ce n'est que la translation PiP^o
qui, appliquée à un ensemble de départ Mi [î = 0, 1, 2, - . (p{ — 1)J,
redonne M;, ce qui revient à remplacer un cycle de cycles par un cycle
unique.

Cette étude préliminaire étant achevée, revenons à notre problème
initial : montrer qu'on peut intervertir deux facteurs premiers entre
eux. Autrement dit : pi et pà étant supposés premiers entre eux et
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l*2(p2)] = S étant un multiplicateur donné, montrer qu'il
existe toujours un multiplicateur de la forme [v^p»), v2(pi)].

D'après l'étude précédente il suffit de montrer qu'il existe un
multiplicateur S' = [l*i(Pi)i H2XP2)] équivalent à S et tel que le ô qui
lui correspond et que je désigne par ô' soit égal à pv (En effet, alors

on aura bien un cycle de pi cycles formés chacun de h = £~2 = p2

milieux égaux à M. )

Pour cela, posons

JJL2' = |JL2 + a^i (a entier)

et montrons d'abord que le premier multiple de la translation [$J
ainsi définie qui est de la forme a + 7n\hi est effectivement p ^ / .
Ecrivons cette condition

ll$J = a + m\xi9 (/ entier)

ou l[x® -f- al^i = a + ntjjij,
c'est-à-dire

/JJ.2 = a + (m — a/)jj.i,

ce qui montre que Z est égal à p2.
Cela posé, choisissons maintenant pour a un entier tel que hr soit

égal à pj . Il suffit pour cela de faire m{ = 0 (p2|Jt2' = a2' + wi'ii^),
ce qui fournit

En tenant compte de

nous tirons de la relation précédenle une relation de la forme

Pour que cette égalité soit vérifiée il faut et il suffit que Ton ait
m i + aPû ̂  0 (mod. pj).

/>! et p2 étant supposés premiers entre eux. cette congruence admet
une solution en a.

Le muHiplicaleur [viiPt)-, v*CPi)] a v e c vi = l*/» va = 1*1 satisfait
donc au conditions énoncées plus haut et l'on voit qu'on peut effec-
tivement intervertir deux fadeurs premiers entre eux.
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Ceci étant admis, il reste, pour achever la démonstration du
théorème, à montrer le fait suivant: si un facteur pi est le produit de
deux entiers : Pi—piPi" on peut remplacer le cycle relalif à pi par
un cycle de cycles. En eflct, appliquons plusieurs fois à Mo la trans-
lation jPiVi' c e clUi donne les milieux

M o , MP)f, M2/()r, . . . IV^p.ff-iîp/.

En vertu des relations p / p / = Pi c t M/>, = ^o *a somme des milieux
ainsi obtenus est un milieu homogène :

M'o = Mo + MPit + M2p; + . . . . + M(p/ _])ƒ,;.

Pour obtenir M^ il suffit d'appliquer à M'o les translations jjilt 2jxp

(pY—• 1)1*1 ce Ç11* donne un nouveau cycle composé de milieux
M'o, M'4î . . . MV/-1 et Ton a

M'o + M\ + . . . + M'p;-1 = Mo + Mj + • • . + M A _ i .

12. Théorème : Pour qu'an milieu admette un multiple (non infini),
il faut et il suffit qu'un diviseur d'une de ses périodes ne soit pas
lui-même une période.

La condition est nécessaire. Remarquons que d'après le mode de
formation même d'un multiple, la translation \x{ n'est pas période
de M et que p^i en est une.

La condition est suffisante. Soit JJ^ ce diviseur et p^Xj le premier
multiple de [j^ qui est une période de M. Les translations ji.j, 2\x{,
• • • (Pi — l)lJ*i> appliquées successivement à M, engendrent un milieu
homogène mulliple de M (ce milieu sera égal à p$i).

13. Théorème: Un milieu qui admet un multiple non infini en admet
une infinité.

Le milieu admettant un multiple, il existe une translation JJ.1
n'appartenant pas au module de périodes de M et diviseur d'une pé-
riode de M. Soit PJp.! le premier mulliple de JJL4 qui est une période

ou
de M. On aura \x{ = —-> a4 étant une période de M. Comme nous

l'avons vu au numéro précédent, la translation }jils appliquée à M.
engendre un milieu homogène égal à p^M,
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Nous pouvons supposer que pi est un nombre premier. Consi-

dérons la translation jx/'' = —. qui certainement n'est pas une période

de M. Son premier multiple qui en est une. est p^. JA^. Donc la trans-
lation J J ^ , appliquée à M, engendre un milieu homogène égal à p/M.
Or un milieu homogène ne peut se présenter comme somme, de deux
manières et en nombres différents, de milieux égaux à M. Donc deux
milieux p^M correspondant à deux valeurs différentes de l'exposant l
ne sont pas égaux, d'où Ton conclut que M admet une infinité de
multiples.

14. Théorème : Pour qu'un milbu admette an diviseur (non nul), il

faut et il suffit que Von puisse distinguer une translation [xr et

délimiter un sous-module de translations de manière à satis-

faire aux conditions suivantes :

1°) i*r ne f ait pas partie du sous-module, mais un multiple

de \hr lui appartient.

2°) L'adjonction de \*.r au sous-module redonne le module.

La condition est nécessaire. Appelons M0
(r~ ̂  le diviseur de DK (dont

l'existence est supposée). Le module de périodes de DÏL s'obtient en
adjoignant \xr au module de périodes de MQ

(r~^ et ƒ>,.[*,,. est le premier

multiple de jjir qui appartient à (M^—*)).

La condition est suffisante. En effet, si elle est remplie, le module

restreint définit un milieu M^'1-1) qui, par l'emploi de jj.r, engendre 311.

15. Théorème : Un milieu qui n'admet pas de multiple n'admet pas

non plus de diviseur.

Appelons DTi le milieu n'admettant par de multiple. D'après le

théorème du numéro 12 chaque diviseur — de chaque période jx de DM

est lui-même une période de Dit. Montrons que ce résultat conduit
à un contradiction avec l'hypothèse de l'existence d'un diviseur M
de J\t. Eu effet si M existait il y aurait une translation JJ^ n'appar-
tenant pas à (M) mais appartenant à (DIX). Appelons j ^ m le premier
multiple de JJL2 appartenant à (M), JJ^ étant un JJL, la translation

— est période de DTC. Nous pouvons supposer que DVL s'obtient à par-
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tir de M par l'emploi-de pij : 011= p4M. Dans ces conditions, a dési-
gnant une période de Ms toute période de DTL est de la forme

Donc on aura

1 — mkÂ
O U IM.A. ' = O U .

JJL^I — m/%) étant un a, il faut que 1 —ml^ soit un multiple de p[ :

d'où l'on conclut que p4 et m sont premiers entre eux. Or m peut
être quelconque. Donc contradiction.

D'ailleurs ce théorème peut être démontré à l'aide du théorème
du numéro 13. En effet, si DTL admettait un diviseur M, DTi étant
multiple de M admettrait lui aussi des multiples.

§ 3. — SYSTÈMES CANONIQUES DE TRANSLATIONS ORDONNÉES.

Dans ce paragraphe nous allons considérer des systèmes multi-
plicateurs particulièrement simples. Dans ce qui suit nous supposons
p décomposé en un produit de nombres premiers. De plus, on peut
supposer que, dans le système de translations ordonnées, les nombres
premiers égaux sont consécutifs. Soient donc

P = Pi .p%-Pz--> Pi = Ps = •• = P*-ii P* = Ps+\ = - = Pt-i

46. Lemme I : Soit S un multiplicateur de translations ordonnées
défini par des égalités conformes aux remarques précédentes. Il existe
un multiplicateur S' équivalent, tel que dans S' la relation relative à
PtjjLi ne contienne pas de translations qui appartiennent à des nombres
premiers différents de pt.

Pour démontrer ce lemme nous allons indiquer un procédé per-
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mettant de transformer le multiplicateur S donné en un multipli-
cateur S' qui possède toutes les propriétés mentionnées plus haut.

Le multiplicateur constitué par les 5 — 1 premières égalités de S
possède déjà les propriétés indiquées. Nous allons procéder de proche
en proche en modifiant successivement la siiiim, (.s+l)ième,... équation
de S. Pour commencer, nous allons substituer à la translation ji* une
autre de la forme

de sorte que la relation

soit transformée en une autre ne contenant ni JA1? ni *>̂ . ... ni IM.S-\

La transformée de [1] est

ps]x's = a , + (c<f + p/ii)lM + .. + (r W, + p / ^ l i V i [2]

Choisissons as^\ de manière que le coefficient de JJ.S_I soit multiple
de pA-_j ; en utilisant la (s — l) ième égalité de S on fait disparaître ji,5_i
du membre de droite de [2] , ce qui a pour conséquence une modi-
fication des termes précédents. Ensuite on choisit r;5__9 de façon que le
coefficient modifié de \xs—2 soit multiple de ps-z, et ainsi de suite. La
sièmo égalité transformée prend la forme

PsV-'s = a'*.

Substituons maintenant la translation [xs, ainsi déterminée, à la
translation pt,5 dans toutes les égalités suivantes de S. Effaçons les
accents et posons

En répétant le raisonnement fait plus haut nous déterminons les
nouvelles constantes a de telle sorte que la (s+l) i ème égalité de S

soit transformée en une autre ne contenant ni jj.d. ni JJL2, ... ni \xs~i-
Elle pourra donc s'écrire

Ps\**'s+\ = a'*+i + î̂ s-
On procède de la même façon jusqu'à ce que toutes les égalités
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relatives à ps ne fassent intervenir, outre les a, que les nouveaux \*

depuis in* jusqu'à JJU_I. Et ainsi de suite.

17. Lemrm II : On peut remplacer S par un multiplicateur équi-

valent S' tel que les indices maxima des translations qui figurent

effectivement dans les membres de droite des égalités relatives à un

même nombre premier aillent en croissant avec le numéro d'ordre de

ces relations, et que l'égalité relative à JJLJ ne contienne que des trans-

lations qui correspondent à ƒ)(.

Considérons d'abord le groupe constitué par les 5 — 1 premières

égalités de S. Dans ce groupe, on peut facilement empêcher une

décroissance des indices maxima. En effet, si par exemple, i étant

inférieur hj\ l'indice final de la iième relation était supérieur à celui de la

yième o n substituerait à JJL,- la translation JJL; + pi/, ce qui aurait pour

effet de rendre égal l'indice final de la iibm0 relation à celui de la/6me .

Supposons donc que les indices maxima n'aillent jamais en

décroissant. S'ils ne vont pas tous en croissant, il y a des groupes

d'égalités correspondant au même indice final et tel que cet indice

aille en croissant avec ce groupe. Parcourant alors les relations à partir

de la dernière, considérons le premier groupe rencontré formé par des

égalités donnant lieu au même indice final. Soit

PiV-i = ai + c<jVi + - + £(fVi

• • • • « (KJ<1) [1]
piV4 = a, + C({>JJ4 + .. + éfoi

ce groupe. Posons

. . . . . . . . [2]

^ 1 - ^ = ^ 1

On en déduit

-1W V'
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Aux périodes JJL/, ,,. -JJU/—i, jjt./, on peut substituer les périodes
j , ... ji.V-1» MW- Autrement dit, les deux multiplicateurs

et

sont équivalents. En effet, le système [2] montre que chaque \*ï s'ex-
prime au moyen des jx. Il reste à montrer que \xj par exemple
s'exprime au moyen des périodes de S'4. Nous allons montrer que \xj
s'exprime en fonction de \xj et des périodes conservées. Or

d'où l'on conclut, p{ étant un nombre premier, que é1} et pt[ sont pre-
miers'. Il existe donc un entier x tel que

xc(p = mpi + 1 (m entier) [4]

et un entier r tel que

œc{p = mfpi + r (o ̂  r < p4). [5]

Reprenons encore la première égalité du système [2]

4V,-<fV< = !*.',• [6]
Multiplions [4], [5] et [6] respectivement par jjy-, \ii, et a?. Il vient
successivement

ixj = xc{$tB.j — mpiiLj [7]

a?c'/V/ = ™'Pîl»*i + rp.i [8]

xc^i^j = oîc^pii + aîjj.',/ [9]

[9] s'écrit, compte tenu de [8]

œc(
tV; = WpiJA/ + rjxf + ^i</, [10]

et [7] s'écrit, compte tenu de [10]

l*j = m'Pilhi + rw + œix'j — mp^j. [11]

Considérons le second membre de [11]. Il contient des termes en
Piixi et Pii*.j. Mais en vertu de la premièi'e et de la dernière relation du
système [1] ces deux ternies s'expriment au moyen d'un a et de m,...
[X . Donc, d'après [11], jf; s'exprime en fonction de a, de \%!j et de JI.J,
,.. }j.t, JJL;. Les multiplicateurs S4 et S^ sont équivalents.
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Raisonnons maintenant sur le multiplicateur S'd. Laissons de côté
la ?ôme égalité de S\ (qui est la dernière du système [3]) et empêchons,
comme plus haut, une décroissance des indices maxima. Cc travail
préliminaire étant accompli, nous parcourons les relations à partir de
la dernière et nous diminuons comme ci-dessus dans le premier groupe
rencontré où ils sont égaux cet indice maximum, sauf dans la dernière
relation du groupe. Finalement les s—1 premières relations du multi-
plicateur S modifié remplissent la condition annoncée.

Considérons maintenant les égalités du multiplicateur S trans-
formé qui correspondent au nombre ps. On leur applique le procédé
exposé dans la démonstration du lemme I. Cette transformation étant
effectuée, en utilisant le procédé indiqué dans le présent numéro pour
les s—1 premières égalités de S, on trouve pour les relations relatives
à ps un système d'égalités satisfaisant aux conditions suivantes :

i°) 11 ne contient que des translations correspondant àps.
2°) Les indices maxima des translations qui figurent dans ses

membres de droite vont en croissant avec le numéro
d'ordre de ses relations.

On continue d'une façon analogue pour les égalités qui corres-
pondent au nombre pt et ainsi de suite. Le lemme est donc démontré.

18. Supposons d'abord que p est un produit de facteurs premiers
égaux entre eux(1). Pour simplifier récriture considérons le multipli-
cateur suivant :

PdH =

(On remarquera que ce système [1] est mis sous une forme indi-
quée au lemme II : les indices maxima des translations qui figurent

(1) Cette restriction sera imposée, sans être rappelée partout explicitement, jusqu'au numéro
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effectivement dans les membres de droite vont en croissant avec le
numéro d'ordre des égalités).

Nous allons substituer aux translations jx4 et JJ^ du système [ l j
deux nouvelles translations JJ/4 respectivement |JL'4 en les choisissant
d'une telle façon que la première relation [1] garde sa forme simple et
que la 4lème et la 6Il|T10 relation [1] soient simplifiées. Pour cela, posons

[*'4 [2]

= i*/i [3]

Substituant aux périodes JJ^, JJ.4 les périodes i$Ji, JJ/4, nous transfor-
mons le système [1] en un système analogue relatif à ji/j, JJL2, JJL3, JJI'A,

J*5, jj.G, mais où la 4iènie relation [1] est remplacée par [3] et la 6i6mepar
[2]. La première relation du système [1] transformé sera toujours,
comme nous allons le voir, de la forme Pijj/j — a'4.

Le système [1] définit un multiplicateur de translations ordonnées

S = [ j x d , jj.ç>, jA3, ji.,4, ji,r>, ix f i ] ;

de même le système [1] transformé définit

S' = [ j j / d , |A3 , ^ 3 î Jl/4 JA5, | A G ] .

Nous allons montrer l'équivalence de S et S'. Elle résulte des faits

suivants :

'a) JJ/4, étant équipollent à Pi\J»G. s'exprime en fonction d'un a, et
des i* d'indice au plus égal à 4.

b) Inversement, j * 4 s'exprime en fonction d'un a, de JJ/4 et des

jx d'indices inférieurs à 4. Pour le voir, remarquons que 0 < c^ < /)4 ;

il existe donc un entier x tel que

xefi = mpi + 1 (m entier). [4]

D'autre part, on a9 en désignant par P -f- O ĴJL.J le membre de droite

de la 4i6me relation [1], et en tenant compte de l'égalité [2]

P + 4V, = i*ï [5]
Multiplions [4] et [5] par jj.t respectivement par l'entier x; il vient

1*4 = xcf>\f.t — mpiiH [6]

et xcf jj. l = ^}j.'4 — xV , [7]
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De [6] et [7] on tire
jx4 = xix\ — œP — mPiJA*. [8]

En remarquant que P et p ^ s'expriment le premier en fonction d'un
a et de JJ,4, jn2, jx3, le second en fonction d'un a et de JJ^, on constate
que d'après [8] JJL4 s'exprime effectivement en fonction d'un a, de ji/4

et des JJL d'indices inférieurs à 4.

c) [i/lt étant égal à Pii*.'^ = Pi(Pil**ö), est de la forme

I*', = «' H- ciMW
d) Inversement, j * d s'exprime en fonction de JJ,^ et d'un a. Pour le

voir, posons c^c^ ~ a et remarquons que a est premier avec p^ ; il
existe donc un entier x tel que

xa = mp{ + 1 (m entier). [9]

D'autre part, on a d'après l'égalité trouvée précédemment

,*', = a' + «!*,. [10]
Multiplions [9] et [10] par p^ respectivement par l'entier x, il vient

Hi = xa^ — m{pi^i), [11]

et xai^i = ccpi'i — xa'. [12]

De [11] et [12] on tire

ÏM = xi$!.{ — xi*.' — mipiiit). [13]

Le produit p^^ étant un a. l'affirmation est démontrée.

Les multiplicateurs S, qui est défini par le système [1], et S7 sont
donc équivalents. Effaçons dans S' les accents. S' sera défini par le
système

5 = «s

Nous pouvons reprendre notre raisonnement. Posons
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JI/3 s'exprime donc en fonction d'un a et des JJ. d'indices aa plus égaux
à 3. Inversement jj,a s'exprime en fonction d'un a, de ji/3 et des [j.
d'indices inférieurs à 3. Nous arrivons finalement à un multiplicateur
dont les membres de droite se réduisent à vin a ou à un jx. Dans
l'exemple considéré on aura

Pil*-Î = *4

Pi 1*5

l
D'une façon générale, et disposant convenablement les indices, on aura

Œ t

a i+l

Pi {*•;
2)

[15]

[16]

[171

ris]

Les translations jx(jl |JL^. ... [sJ^ sont dites du l'\ 2er, ... /"le ordre.
Elles sont simples (relations [15]) o« assemblées en groupements canoni-
ques binaires ou de type 2 (relations [16]), ... de type ƒ (relations [17]).
Un multiplicateur se présentant sous forme de groupements canoni-
ques forme un système canonique de translations ordonnées.

19. Remarque : Soit S un ensemble de translations satisfaisant à
des égalités de forme canonique et tel qu'entre ses translations du
iL1 'ordre o>p o><», ... o>5 (l'indice étant celui du groupement contenant
la translation considérée) n'existe aucune relation de la forme

les c étant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieurs à p r
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Soient de plus v4, v2î ... v* des translations quelconques de S satis-
faisant à une relation de la forme

av4 + 6v2 + ... = a', [1]

les coefficients a, 6... étant des entiers non tous nuls.

Dans ces conditions les coefficients des translations v d'ordre
maximum figurant dans [1] sont des multiples de p4.

Pour simplifier l'écriture nous supposons que vd et v3 sont préci-
sément les translations d'ordre maximum, que nous désignerons par
m, parmi toutes les translations figurant dans [1]. De plus, soit q
respectivement r l'indice du groupement contenant Vj respectivement
vâ.

Ceci posé, rappelons l'expression générale de la période d'ordre y
figurant dans le groupement d'indice î. On aura, d'après le système
[18] du numéro précédent :

De plus, observons que tout entier (positif ou négatif) peut être mis
sous la forme

les d étant des entiers inférieurs à py en valeur absolue. Effectuons cette
décomposition pour tout coefficient a, b, ... figurant dans [1] et soit

a^i + r/0 / 0 ^ | ai
biPi + bQ I 0 <C | h | < P l I [2]

D'après ce qui vient d'être dit plus haut on aura

et des expressions analogues pour v3, v.t, . . . V/. En utilisant [2J on
déduit de [1] une égalité de la forme suivante:
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a
*q

v ^TTï + b0- [3]

les termes indiqués par des points étant tous de la forme

( g entier \
°<IÎKPJ

m' < m /

La multiplication de [3] parp '̂1™1 fournit

a0o)g + ftou>r == ot',

relation qui entraîne a0 = 0, bQ = 0. Mais ceci signifie que « et 6
sont des multiples de pd.

20. Pour qu'un ensemble de translations satisfaisant à des égalités
déforme canonique constituent effectivement un système canonique
de translations ordonnées, il faut et il suffît qu'entre les translations
du 1er ordre du système, \M^\ JJJ^ • • • l^s^ ^ n'existe aucune rela-
tion de la forme

les c étant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieurs à p{.

21. Les translations d'ordre maximum dans chaque groupement
constituent, dans leur ensemble, un système de translations fonda-
mentales. On le constate en tenant compte des deux faits suivants :

1°) Toute translation du milieu produit par le multiplicateur
canonique S s'exprime en fonction d'un a et des translations du
multiplicateur. D'autre part, toute translation de S appartenant au
groupement d'indice i s'exprime au moyen de la translation d'ordre
le plus élevé du groupement L

2°) D'après les résultats des numéros 19 et 20, les translations
d'ordre maximum sont indépendantes.

22. Définition: Soit DM un milieu multiple de M. o> étant une
période quelconque de DR, nous appellerons ordre de o> le plus petit
entier positif ou nul, j , tel que l'on ait p/o> = a. D'après cela toute
période de M est d'ordre zéro.
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11 faut montrer encore que cette définition de Tordre d'une
période de DVL n'est pas en contradiction avec celle donnée à l'occa-
sion de l'étude d'un système canonique (numéro 18) ; elle constitue
donc une généralisation de cette dernière.

Ceci se voit très simplement si Ton remai-que qu'une translation
d'ordre y (au sens du numéro 18) peut être écrite sous la forme

23. Supposons maintenant que le multiplicateur qui mène du
milieu M à son multiple JTt soit mis sous une forme canonique.
Appelons Sd ce système et désignons ses translations par JJ.. Toute
translation de DTi est de la forme

o) = a + Eajj. (0 ^ a < j>4) [1]

Soit j l'ordre maximum des translations JJL de cette expres-

sion ; désignons le terme correspondant par a'jj^A Le produit

jPi(a'y^) = a'i*SJ~V étant d'ordre j—1. Tordre maximum des termes

figurant au second membre du développement de /)dco sera y—1 et

ainsi de suite, p:|<o est le premier produit de cette forme qui se ré-

duit à un a. Nous pouvons donc dire : o> étant une période quel-

conque du milieu produit par un multiplicateur canonique, Tordre

de o> est égal à Tordre maximum j des translations jx figurant au

second membre de l'égalité [1]. Donc si t*> fait partie d'un système

canonique équivalent à S4, il y est d'ordre j .

24. Soient Sd et S2 deux systèmes canoniques équivalents. Dési-
gnons par i& les translations de Sd et par v celles de S2. Nous allons
démontrer la proposition suivante :

Deux systèmes canoniques équivalents admettent le même nom-
bre de translations de chaque ordre.

Soient JJ^, JAO. . . , \xm les translations d'un certain ordre j de
Sl5 et v4, v2, . . . vft les translations du même ordre j de S2. Montrons
que l'hypothèse m < n conduit à une contradiction.

Supposons donc m < n. D'après le numéro précédent chaque
Vfc se développe au moyen de tous les \it (l = 1, 2, . . . m), de tous
les JJL d'ordre inférieur à j et d'un a :
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+ + 0 ^ + . . . + „;^m + i>. [2]

es P étant formés de termes d'ordre inférieur à j .
Montrons d'abord que le déterminant

V') •/.<)

-/(«O

n'est pas un multiple de p^ Car si D était un multiple de p{, il
devrait exister un déterminant non multiple de pd, faisant partie de D,
et tel que tout déterminant de degré supérieur soit multiple. Soit i
( < m) le degré de ce déterminant que nous désignons par D;. Nous
pouvons supposer D; formé avec les i premières lignes et les i pre-
mières colonnes de D :

«« . . . öjo

Prenons les (l + 1) premières relations [2] et écrivons-les sous la
forme

0 =
[3]

Le système [3] fournit par l'élimination de JJL4, . :. JJ.; la rela-
tion

ci 4l) ( . . . )
= o. [4]
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Le développement de [4J fournit des déterminants de lu forme

a!»

ar
[5]

avec r = i + 1. i -f- 2, . . . m.

De plus, on aura le déterminant

«f>

et le déterminant

«i!) • • • • «li:

[7]

Remarquons que le déterminant qui se trouve au second membre
de [5], étant de degré (i + 1), est un multiple de pi. Donc le second
membre de [5] s'exprime eu fonction des JJ. d'ordre inférieur à j . En
vertu du fait que chaque JJL d'un certain ordre s'exprime au moyen
des v d'ordre non supérieur à celui du JJL considéré* nous pouvons
en conclure que le déterminant [5] s'exprime en fonction des v
d'ordre inférieur à j .

De même, remarquons que les P qui figurent dans le détermi-
minant [6] sont formés au moyen des jx, donc aussi des v, d'ordre
inférieur à j .

Le développement complet de [4] conduira donc à une relation
entre les vd, v2, ... v(-+1 qui sont d'ordre y et les v d'ordre inférieur àjr.
Mais dans cette relation le coefficient de vi+1 sera précisément D<, ce
qui est impossible, étant donné que D, est premier avec pi (numéros
19 et 20). Donc D ne peut pas être un multiple de pi.

D'autre part, par un raisonnement tout pareil, portant sur les
(m + 1) premières relations [2] on arrive à la conclusion que D doit
être un multiple de pi> Donc l'hypothèse m<Cn conduit à une contra-
diction. De même on verrait, par un calcul analogue, qu'il ne peut
pas être n<lm. Donc m = n*
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25. Considérons deux systèmes canoniques Sd et S2 fournissant à
partir du milieu M les milieux 011 i respectivement DTLQ. NOUS suppo-
sons, comme jusqu'ici partout, que les facteurs premiers correspondant
à Si sont égaux entre eux, de même que les facteurs premiers qui
correspondent à S2, et que ces deux valeurs communes sont égales
toutes les deux à p4. Faisons de plus les deux hypothèses suivantes:

i° Toute translation de 84 est une période de JR2.

20 Dans les systèmes Sd et S2 il y a autant de groupements d'un
même type.

Dans ces conditions les milieux DTLi et Dïl% sont égaux.

En effet, de l'hypothèse 1) on conclut que Cf\ti est un diviseur
de 011g. L'hypothèse 2) montre que DTti et Jllv2 sont tous les deux de
la forme p\M, l'entier k étant le même pour les deux. Or le milieu
JH| =p'[M étant un diviseur de DTU =jO|M, lui est égal: DMi = JH2.

26. Théorème : Pour que deux systèmes canoniques soient équiva-
lents il faut et il suffit que les translations de l'un étant des
périodes du milieu produit par Vautre, il y ait dans les systèmes
autant de groupements d'un même type.

27. Considérons maintenant les cas où p est un produit de
facteurs premiers qui ne sont pas tous égaux. On peut supposer que,
dans le système des translations ordonnées, les nombres premiers
égaux soient consécutifs.

Ce cas se traite sans aucune difficulté à l'aide du lemme établi au
numéro 17.

Soient, avec les notations du numéro 17:

pi = p 2 = ... ps_u ps

La marche à suivre est la suivante :
On forme d'abord le système canonique équivalent au multiplica-

teur constitué par les (5 — 1) premières relations du multiplicateur
donné S. Après l'accomplissement des transformations indiquées au
numéro 17 le groupe des égalités relatives au nombre ps (égalités
ii:*me jusqu'à la (/—lyème inclusivement) prend une forme telle qu'on
peut le remplacer par un système canonique équivalent. Et ainsi de
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suite. Finalement on arrive à un ensemble de groupements, pouvant
se réduire à des translations simples, et de la forme

28. Pour qu'un ensemble de translations satisfaisant à des égalités
déforme canonique constitue effectivement un système canonique, il
faut et il suffit que les translations du premier ordre relatives à chaque
nombre premier soient indépendantes, c'est-à-dire qu'il n'existe entre
elles aucune relation de la forme

les c étant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieurs au
facteur premier de p auquel correspondent les \K ci-dessus.

Ceci est une conséquence du fait suivant: si la relation ci-dessus
contenait des translations JJ, du premier ordre correspondant aux trois
nombres premiers différents />d, p«, p3, il suffirait de la multiplier par
p%p3 pour obtenir une relation de la même forme ne contenant que
des translations \x qui correspondent au facteur premier pi.

De plus, pour que deux systèmes canoniques soient équivalents,
il faut et il suffit que les translations de l'un étant des périodes du
milieu produit par l'autre, il y ait dans les deux systèmes au Lan t de
groupements d'un même type pour chaque facteur premier de p.

29. Voici encore une application de la théorie des systèmes cano-
niques. Nous allons donner la forme générale d'une translation quel-
conque introduite par un système multiplicateur que nous pouvons
supposer être mis sous la forme canonique. 11 est donc représenté par
un certain nombre de groupements canoniques, un ou plusieurs de
ces groupements étant relatifs à chaque facteur premier.

Remarquons que Ton a, en désignant par \x les translations du
système canonique considéré
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Dans cette formule a et jip') sont la période de M et la transla-
tion d'ordre j contenues dans un certain groupement canonique qui
correspond au facteur premier q.

Rappelons-nous maintenant que l'expression générale d'une trans-
lation quelconque introduite par le multiplicateur est de la forme
to = Sajj., la somme s'étendant à tous les JJ. du multiplicateur elles
a étant des entiers non négatifs et inférieurs aux facteurs premiers
correspondants. Considérons la partie apportée dans cette somme
par un groupement canonique quelconque, correspondant au facteur
premier q. Désignons par T le type de ce groupement. Toute transla-
tion appartenant à ce groupement sera de la forme

La somme partielle dans o> = Zajx, due à ce groupement, sera
donc

JEayjjJ.» (0 ^ aj < q).

Transformons cette somme. On aura

fljlx ~~ aW ~ rij'q ¥~~ 'IF
en posant

b =

Calculons les limites de variation de l'entier 6. On a, compte tenu
des inégalités 0 5^ aj < q :

T T

0 ^ 6 = Iiüjq^-ïï ^ (ç — 1) £Ç(T-./) — q — l t

Donc la somme partielle dans <*> = Zajx. due au groupement
considéré, sora

b —^ avec 0 ^ b < r/r ,

d'où nous concluons ;
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Une translation quelconque introduite par le multiplicateur sera
de la forme

<o = c 1 ^+, , | i + ... + . , ^ ; [1]

q^ g®, . . . qs sont chacun puissance d'un nombre premier et leur
produit vaut p (JIX = pM) ; les c sont des entiers non négatifs et
inférieurs aux dénominateurs correspondants :

0^ct<qi: [2]

30. On vérifie immédiatement la proposition suivante :
Pour que la translation co (donnée par [1] et les c satisfaisant

à [2]) soit un a il faut et il suffit que tous les coefficients c soient
nuls.

§ 3. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ET PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

DE PLUSIEURS MILIEUX HOMOGENES.

34. Lemme I : Soient deux milieux JTÏ̂  et Sfti dont le produit est
D ( ^ 0 ) . Si JÎIQ et 5l2, respectivement égaux à DXLi et 3l4, ont un
point commun, leur produit est égal à D :

JR231.2 = D = DXl^l^

32. Lemme II : Soit un milieu Jïl admettant les diviseurs F et G,
tel que

Si chaque F; et chaque G; ont un point commun, tous les produits

sont des milieux homogènes égaux et Ton a

F = qll
G = pli .

. En effat. tous les Hty sont égaux d'après le lemme précédent,
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De plus, on a d'une part

H o y<F o [C/ = 0, l,...(q-l)]
donc aussi

qmoj ^ F0 [2]

D'autre part, le système [1] montre que tout point de Fo appar-
tient à un Gy, donc aussi à un produit

ce qui entraîne

De [2] et [3] on tire

F - * ! H - T41

On trouverait de môme

Go = * E H i 0 [5]
i—Q

L'ensemble H, étant le produit (non nul) de deux milieux homo-
gènes, admet certainement pour période toute translation joignant
deux quelconques de ses points. La relation [4] montre que le système
des périodes de H est compris dans le module des périodes de F. De
plus il est évident, toujours d'après la relation [4]. que le système des
périodes de H doit être un module de translations à n dimensions.
Donc H est homogène. Les relations [4] et [5J s'écrivent

j F = qll
I G = pR .

33. Lemme III : Soit

jrt = À0 + A1 + ... + Ap = B0 + B1 + ... + B î ; (A, = A, B, = B).
Si Ao et Bo sont sans point commun, tout multiple de Ao formé à l'aide
de périodes (3 de B est sans point commun avec Bo.

Pour le voir, désignons par

[Pd. Ps.-]
le multiplicateur fournissant à partir de Ao son multiple en question.
Soit AQ '} le milieu homogène engendré à partir de Ao par la translation



SUR LA MESURE DES ENSEMBLES 89

est sans point commun avec Bo. Car, si P était ce point
commun, il devrait exister une translation, multiple de pd, amenant
P en un point Po de Ao. pd étant une période de Bo, Po serait aussi
un point de Bo, ce qui est impossible. Donc Ao et Â 1) n'ont pas de
point commun. A(̂  étant un diviseur de DTL, le raisonnement peut
être recommencé pour A^ et Bo (on se servira de la translation p2) ;
et ainsi de suite.

34. Théorème : Si un milieu OVL contient des diviseurs F et G
respectivement p fois et q fois, ces derniers admettent un divi-
seur commun H qui est contenu q fois dans F, p' fois en G,
pf et q' étant les quotients de p et q par an même diviseur k.

Le milieu JIX est égal à kp'q'W ou ~r-H.

En particulier H peut être égal à F ou à G.

Démonstration : Posons

DR = F o + F 4 + ... + Fp_4 = Go + G4 + ... + G ^ .

Si chaque Fi et chaque Gj ont un point commun, le lemme II
(numéro 32) est applicable et montre que le théorème ci-dessus est
valable avec k — 1.

Supposons donc qu'il existe un F et un G sans point commun. Le
lemme II ne peut pas être utilisé. Si l'on a (F) = (G) la remarque faite
à la fin du numéro 3 est applicable et montre que Ton a p =q = k.

Sinon nous allons montrer qu'il existe un milieu 31 diviseur de
DTi et multiple commun de F et de G :

on = kdi
91 z= p'F = qfG

et tel qu'on se trouve dans les conditions du lemme II.
Supposons donc que les modules de périodes (F) et (G) ne sont

pas les mêmes. Choisissons dans le module de F une translation çpt non
période de G et appliquons-la au milieu G. Cette opération nous
fournit un certain milieu G(l). Répétons l'opération : choisissons dans
le module de F une translation ^3 non période de C^ et appliquons-la
au milieu G'̂ , ce qui engendre G2) ; et ainsi de suite. L'opération
peut être continuée jusqu'à ce qu'on arrive au milieu G® dont le
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module contient toutes les périodes de F. Bref G^ s'obtient à partir
de G par un multiplicateur [ç4, 92, ... 9,] dont toutes les translations
sont des périodes de F et Ton a

(F) < (G"0. [1]
(Si toute période de F est une période de G on posera naturelle-

ment GŒ = G.)
Le milieu G$ étant obtenu, choisissons une période Yî  de G^ qui

ne soit pas une période de F et appliquons y^ a u milieu F. Ceci nous
fournit un certain milieu FC') multiple de F. Nous continuons de la
même façon : nous choisissons une période Y^ de G® qui ne soit pas
une période de F^, et nous l'appliquons au milieu F^, ce qui fournit
le milieu F$\ L'opération peut être continuée jusqu'à ce qu'on soit
arrivé au milieu F<̂  dont le module contient toutes les périodes de G^.
Bref F^ s'obtient à partir de F par un multiplicateur [Y^, Y^V-- Yy ]
dont toutes les translations sont des périodes de G® et Ton a

(GW) ^ (FM). [2]
Considérons une période quelconque 9^ de FU). Elle sera de la

forme

les a étant des entiers arbitraires et 9 étant une période de F. En tenant
compte de la relation [1] qui montre que 9 est une période de G^
nous concluons de l'égalité trouvée précédemment que çpU) est une
période de G^. 9^ désignant une période quelconque de F^, ce résul-
tat peut s'écrire

(FU)) ^ (G«).. [3]
Des relations [2] et [3] on tire

(FM) = (GO),
ce qui signifie que

FU) = G«.
Posons

91 = FU) = G^»

FU) et G^ étaut un multiple de F respectivement de G on auî a

dt = Fo' + F/ + ... + FV_i = Go' + G/ + ... + GV-i ; [4]
dans cette relation tous les F' sont égaux aux F et tous les G' aux G,
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Montrons maintenant que chaque F' et chaque G' ont un point
commun. Pour le voir, remarquons que le milieu 9t s'obtient par
l'application du multiplicateur [ 9 ^ 92<"-9i] à un G' quelconque,
à Go' par exemple. Si donc Go' et Fo' par exemple n'avaient pas de
point commun on pourrait appliquer le lemme III (numéro 33) et
conclure que

Fo' • 91 = 0,
ce qui est impossible.

Donc chaque F' a un point commun avec chaque G-'. Le lemme II
est applicable et montre qu'il existe un milieu H tel que

F = F = r/H
G = G' = p l i .

D'autre part 91 est un diviseur de Jï t :

Oïl = hS/l:
De plus

ÏÏL = p'F = q'G = p'q'VL

OÏL = pF = kp'F
Dïi = qG = /cr/G

Le milieu JR ne peut se présenter de deux manières et en nombres
différents comme somme de milieux égaux à F respectivement à G.
Donc p = kp'\ q = kq'.

35. Théorème : Si deux milieux F et G admettent un diviseur coin
man H (non nul) ils admettent aussi an multiple commun.

Démonstration : Soient

Si =
et

les multiplicateui^s de translations ordonnées au moyen desquels se
déduisent F et G de leur diviseur commun H. Appelons H('\ H^,. . . ,
jj(r) __ p \es multiples de H successifs auxquels on parvient en appli-
quant le multiplicateur Sj à H,
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Deux cas sont possibles :

a) JJL4 est une période de G. Nous poserons G^ = G.
b) JJL4 n'est pas période de G. Certainement la translation / ^ ^ est

une période de G, car G admet toutes les périodes de II et p ^ en
est une. L'application de JJ.4 à G engendre donc un milieu Glt} au
plus égal à pfi.

Nous continuons de la même façon : si JJL2 est une période de
Gfl> nous poserons Ĝ 2) = G'-1), sinon appelons G^ le milieu engendré
à partir de GW par l'application de la translation JJI2. Remarquons
que le milieu GW admet toutes les périodes de H*1) : en effet une
période quelconque de H<1) est de la forme a + «ipii, a étant une
période de II donc aussi de G1) et ax un entier arbitraire. La transla-
tion P2|JL2 est une periode de H ' \ donc aussi de G<̂  ; nous en con-
cluons que le milieu G(2> défini précédemment est constitué par au
plus p2 milieux égaux à GJi. On continue de la même façon et on
arrive finalement à un milieu Gv> multiple de G (G ') est constitué par
au plus PiP^.'.pr milieux égaux à G). Mais G^ est aussi un multiple
de F : en effet d'une part toute période a de II et toute translation
jj- de S4 sont des périodes de G^ et d'autre part toute période de F est
de la forme a + lua\** : G-r> est un multiple de G et aussi de F.
L'existence d'un commun multiple est donc démontrée.

36. Théorème : Si deux milieux admettent un multiple commun (non

infini) il existe un milieu dont les multiples sont les mêmes que

les multiples communs aux deux milieux proposés.

Démonstration : Appelons F et G les deux milieux admettant un
multiple commun OTL non infini. Si l'un des milieux F, G est un
multiple de l'autre il sera déjà le milieu dont l'existence est affirmée
dans le théorème.

Sinon soit v4 une période de G, donc aussi de JÜ, que F n'admet
pas ; l'application de v4 à F fournit vin milieu F^. Montrons que
tout multiple commun à F et à G est aussi multiple commun à
FW et G. Eu cfiet soit DTii un multiple quelconque commun à F et G.
Par l'emploi de la translation v4 les milieux F dont est composé Jfi^
se divisent en cycles à l'intérieur desquels s'opèrent des permuta-
tions. Chaque cycle correspond à un milieu F^ qui apparaît de cette
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façon comme diviseur de Oïl^. Donc DÏLi est multiple commun à
FM et G. (D'ailleurs on le constate directement par la considération
des périodes de FM et de DTl^,

Si le module des périodes de FM contient toutes les périodes de G, le
milieu FM est un multiple de G; d'après la propriété démontrée pré-
cédemment le milieu FM sera le milieu dont l'existence est affirmée
dans le théorème.

Dans le cas contraire on continue de la même façon : à l'aide
d'une période v2 de G on forme un milieu F<2) multiple de FM, qui
jouira de la propriété suivante: les multiples communs à F et G sont
les mêmes que ceux communs à F̂ 2) et G. On reprend le raisonne-
ment. La suite des milieux FM, F(2), ... obtenus de cette façon a cer-
tainement une fin, puisque d'après la propriété même de cette suite
tout milieu de cette suite est un diviseur de JTt; la suite s'arrêtera au
plus tard à Jîl lui-même.

L'existence d'un milieu jouissant des propriétés indiquées dans le
théorème est donc démontrée. Nous appellerons ce milieu le plus petit
commun multiple des milieux F et G.

37. Théorème : Si deux milieux admettent un diviseur commun (non nul),
il existe un milieu dont les diviseurs sont tes mêmes que les
diviseurs communs aux deux milieux proposés.

Démonstration : On utilise un procédé analogue à celui employé
au numéro précédent. Appelons F et G les deux milieux en question
et soit H leur diviseur commun considéré. Si H est multiple de tout
autre diviseur commun à F et G, c'est déjà ce milieu H qui aura la
propriété indiquée dans le théorème.

Sinon choisissons un milieu K qui soit diviseur commun à F et G
et tel que H ne soit pas divisible par K. Chacun des milieux F et G
est un multiple commun à II et K ; d'après le théorème précédent
chacun des milieux F et G est aussi un multiple du plus petit com-
mun multiple de II et K. Appelons M| ce plus petit commun multiple
de II et K. On recommence le raisonnement : si tout diviseur commun
à F et G est un diviseur de Mj, c'est M4 qui sera le milieu dont l'exis-
tence est affirmée dans le théorème.

Sinon on considère un diviseur L commun à F et G et tel que
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M4 ne soit pas divisible par L. Soit M2 le plus petit commun multiple
de Mi et L ; F et G sont tous les deux divisibles par j\f2. On continue
le raisonnement. La suite des milieux obtenus H, Mls M2, ... jouit des
propriétés suivantes : tout milieu de cette suite est un multiple des
milieux précédents et est un diviseur commun à F et à G ; cette suite
a donc une fin ; on arrive à un milieu D qui divise F et G et qui est
tel que tout diviseur commun à F et à G le divise. D'ailleurs, D étant
un diviseur de F et de G, tout diviseur de D sera diviseur commun
à F et à G.

Nous appellerons D le plus grand commun diviseur des milieux F et G.

38. L'existence pour deux milieux d'un multiple commun non infini
ou d'un diviseur commun non nul entraîne l'existence du plus petit com-
mun multiple et du plus grand commun diviseur.

39. La proposition suivante est immédiate :
Soient F et G deux milieux admettant des multiples com-

muns (non infinis) et des diviseurs communs (non nuls). Désignons
par çp et Y une période quelconque de F respectivement de G,
par D leur plus grand commun diviseur, par DIX, leur plus petit
commun multiple. Le module du plus grand commun diviseur est
le produit des modules des deux milieux :

(D)=(F)(G);

le module du plus petit commun multiple DTi de F et de G sera
constitué par l'ensemble des translations \x de la forme

l* = 9 + Y-

40. L'extension de ces résultats à un nombre fini quelconque de
milieux est immédiate :

Théorème : Si plusieurs milieux ont un diviseur commun non nul ou
un multiple commun non infini, il existe deux milieux que nom
appellerons Vun le plus grand commun diviseur et Vautre le plus
petit commun multiple de ces milieux et qui jouissent de ces
propriétés : les diviseurs du premier et les multiples du second
sont respectivement les mêmes que les diviseurs communs et les
multiples communs aux milieux proposés.
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41. Théorème : Soient les milieux F et G admettant un diviseur
commun D et s'en déduisant respectivement par les multiplicateurs de
translations ordonnées

les p et les q étant des nombres premiers. Si aucun p n'est égal à un q,
D est le plus grand commun diviseur de F et G.

La démonstration est immédiate.

42. Théorème : Soient deux milieux F et G admettant des diviseurs
communs et des multiples communs. Désignons par D et Dit leur plus
grand commun diviseur respectivement leur plus petit commun multiple
et soit

le multiplicateur de translations ordonnées menant de G à J t l .

Dans ces conditions, le système S constitue un multiplicateur aussi
pour D et fournit, appliqué à D, le milieu F.

Démonstration: Montrons d'abord que S est un multiplicateur
pour D :

a) q^i est le premier multiple de vd qui est une période de D. En
cflet, la translation k^i avec 0 <; k < qi n'est pas une période de D.
car si elle l'était elle le serait aussi pour G qui est un multiple cle D.

Rappelons-nous maintenant que toutes les translations v sont des
périodes de F. Donc la translation çdvd qui d'après le multiplicateur S
est une période de G, appartient au module produit des deux modules
de F et G : ç̂ v* < (F)(G). Mais d'après le numéro 39 le second
membre de cette inégalité n'est autre que (D). Donc qi^i est une
période de D.

b) ç2v2 est le premier multiple de vâ qui est une période du
milieu D(ï> engendré à partir de D par la translation v4.

Pour le voir, désignons par GW le milieu obtenu à partir de G
par l'application de la translation v̂  et montrons que DW est le plus
grand commun diviseur des milieux G^ et F. DM étant un diviseur
commun aux milieux F et G^\ il suffît de montrer que toute transla-
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tion appartenant au module (F)(G't)) (qui est celui du plus grand
commun diviseur) est une période de D<!). Soit donc Y + «>i u n e

période de GW et supposons qu'elle est aussi une période de F ; Y
désigne une période quelconque de G et a un entier quelconque.
Vi étant une période de F il faut que Y le soit également. De ce résul-
tat nous concluons que Y c s t u n e période commune aux milieux
G et F, donc une période de D, et ceci nous montre que la translation
Y + ttVj considérée plus haut est bien une période de D(^\ Donc D'1*
est le plus grand commun diviseur de GM et F.

Ceci étant admis, par un raisonnement analogue à celui qui se
trouve dans a) on vérifie que Çç>y$ est le premier multiple de v2

qui est une période du milieu DW..
En continuant de la même façon on constate que le système S

constitue effectivement un multiplicateur pour le milieu D.
Montrons maintenant que/le multiplicateur S, appliqué à D,

fournit F. Il faut montrer que le système de toutes les translations de
la forme

^ „ / 5 période de D \ r _,
3 + 2ev I . I fl]

\c entiers arbitraires/
(qui est le module du milieu multiple de D obtenu à l'aide de S)
coïncide avec le module de F.

Tout 5 est une période de F, tout v Test également, donc toute
translation de la forme [1] est une période de F.

Inversement, soit 9 une période arbitraire de F. Elle est de la
forme [1] . En effet. 9 étant une période du plus petit commun
multiple Oïl, on peut écrire

/Y période de G\
çp =r= Y + i«V I I. •

\a entiers /

De cette relation on tire

ç et v étant des périodes de F, on conclut de [2] que Y l'est égale-
ment. Donc Y cs^ u n 5 et la relation 9 = Y H~ 2/ZV montre que
peut s'écrire sous la forme [1] ,
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§ 4. FAMILLE DES MILIEUX HOMOGÈNES COMMENSURABLES ENTRE EUX.

43. Définitions : Nous appellerons « rapport d'un milieu M4 à l'un
de ses diviseurs non nuls M2 » le nombre de fois qu'il le contient.

Etant donnés deux milieux M4, M3 qui admettent un même
diviseur D non nul, nous appellerons « rapport de Mi à M2 » le
quotient des nombres de fois qu'ils le contiennent.

Deux milieux M4, M2 admettant un rapport au sens qui vient
d'être défini seront dits commensurables entre eux.

Pour justifier la définition du rapport de deux milieux M4 et M2

il faut encore montrer que ce rapport est indépendant du diviseur
commun à M4 et M2 qui intervient dans la définition. ~>

Soient donc D et E deux diviseurs communs aux milieux
M4 et M2 :

M4 = m4D, M4 = 7i4E
M2 = m2D, M2 = 74E. L i

D'après le numéro 34 les milieux D et E, admettant le multiple
commun M4 par exemple, admettent un diviseur commun H contenu
m fois dans D et n fois dans E :

D = mil
E = nu.

Le système d'égalités [1] s'écrit donc

M4 — /n4/nH = n^ill
M2 = m^mlï = nç>nll.

Un milieu homogène ne pouvant pas se présenter comme somme,
de deux manières différentes et en nombres différents, de milieux
égaux à II, nous concluons du système précédent que l'on a

d'où

nu
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Celle égalité démontre l'indépendance du rapport-^ du diviseur
commun considéré. 2

44. Théorème : Si deux milieux Mi et M2 sont commens arables avec
un même milieu U, Us le sont entre eux et leur rapport est égal
au quotient de leurs rapports à U.

Par hypothèse les milieux Md et U admettent un diviseur commun
Y4 ; de même M2 et U admettent un diviseur commun Yc>. D'après
le numéro 34 les milieux Yd et V2, admettant le multiple commun U
admettent un diviseur commun Y. Le milieu V sera donc un diviseur
commun aux troix milieux M1} M2 et U :

]\id = m1Y, M2 = /ftâV, U — uY.

De ces trois égalités on tire

M, ÏRA U U

Mo me, m9 Mo

u U

45. Définition : Soit ëi* une famille de milieux homogènes possé-
dant les propriétés suivantes :

1° Deux milieux quelconques de la famille êP sont commensu-
rables.

2° Tout milieu commensurable avec un milieu de & appartient
également à la famille S*.

Bref &* est une famille de tous les milieux commensurablcs entre
eux.

La définition suivante de la mesure d'un milieu de 9* s'impose :
nous choisissons d'une façon arbitraire un milieu U de êJ* auquel nous
attachons la mesure 1. Cela étant fait, nous adoptons pour mesure
d'un milieu quelconque de ëF son rapport à U :

DTC _
m(DTL) z=z —— (DVL milieu de S»').

Considérons d'abord la somme d'un nombre fini quelconque de

milieux Jl l^ Oïl%, ... OTik, tous ces milieux DKi (i = 1, 2,... k) étant

des milieux de 3* :

OVL = DT^ + 01l2 + ... + DMk.
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Appelons D le plus grand commun diviseur des milieux DTli.
On aura

Oîl£ = mLT> (i = 1,... k).

On voit que l'ensemble Jlt, somme des Dît/, sera constitué par
(mi + m2 + ... + m}î) milieux égaux à D. Ceci montre que si DTi est
un milieu homogène, il est un multiple fini de D et appartient par
conséquent à la famille S*. De plus, on voit qu'une pareille famille S*
est au moins semi-mesurable.

La question se pose de rechercher si une famille S* est mesurable.
Considérons d'abord un cas particulier : si une famille est formée

à partir d'un milieu Dît qui n'a pas de diviseur (non nul), mais qui
a un multiple (donc une infinité), tout milieu de la famille sera la
somme d'un nombre fini de milieux égaux à DTi ; un ensemble dq
points somme d'une infinité de milieux de la famille sera la somme
d'une infinité de milieux égaux à DTi et ne pourra pas appartenir à la
famille. Donc celle famille sera mesurable.

Considérons maintenant, d'une façon plus générale, une infinité
énumérable de milieux de &* : M4, M2, et supposons que leur
somme 2Mj fait partie de &*. Posons

M = M4 + Mâ +
Remarquons d'abord que M4 est inclus dans M, par conséquent M est
un multiple fini ou infini de M4. Mais M4 et M étant commensurables,
M ne peut être qu'un multiple fini de M4. Il existe donc un certain
multiplicateur menant de M̂  à M ; les translations multiplicatrices
ordonnées, notées dans l'ordre inverse, sont jn^Pi), ^(Ps)» •••• ^(P'i)»
les p étant les entiers correspondants. On aura d'après cela

M ^Ptîh . . . . piA M4.

Désignons par H^, H^—i, lï^ 2. . . . . IIj le milieu M4 et ses multiples
successivement formés :

0/, = M4

= Ihlh
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la suite

H T T T T T T —— 1V/T
t x, \"i P*3î i"l-9i P '^ î J ' ; Ï : • • ', P - t ) •'•J-i, l\xj•

Parcouixms-Ja de droite à gauche. Le p. qui se trouve entre deux H
immédiatement voisins, appliqué au II de droite, fournit le H de
gauche.

Gela posé, désignons par D^ le plus grand commun diviseur de
Md et MQ ; Mj se déduit de D* par un système de translations ordonnées
qui, notées dans Tordre inverse, sont p.i(+i p^+s, . . . . Pv Deman-
dons-nous d'abord, quelles sont les translations multiplicatrices qui,
appliquées à D2, donnent M2. Rappelons-nous que le multiplicateur
qui peut être utilisé pour le passage de D2 à Mo, est celui qui mène
de M4 au plus petit commun multiple de ^^ et M2 (numéro 42). En
Arcrtu du fait que M est un multiple commun u M4 et M2 et que les
translations multiplicatrices p.j, JJL2, . . . p^ mènent de Mj à M, le
multiplicateur qui, appliqué à D2, fournira M2, sera constitué par
quelques-unes des translations résultantes de p.4, . . . . p.^.

D2 et M3 ont un plus grand commun diviseur D3 ; nous désignons
par p^+i, . . . . p.ia le système multiplicateur qui, appliqué à D3

fournit 1X2 ; comme plus haut, M3 est donné à partir de D3 au moyen
de certaines résultantes des translations p.4î p,2. p.,-3.

Comme précédemment, nous désignons par des H affectés des
indices correspondants les multiples successifs de D2 respectivement
de D3 :

H; = D,

H/a = D 2 = pi3 + i piP3

En continuant delà même façon on obtient la suite illimitée suivante:

M, p.*, IIj, p.2, H2, p-p-i, Hp-i, \Xp, Hpî .. . p.5_i, H s- t ) j>Sî H,. ...
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Tout jj. qui se trouve entre deux H immédiatement voisins fournit,
appliqué au H de droite, le H de gauche. Àulrement dit : JJ,5 appliqué
à Hs engendre H5_!.

Remarquons encore qu'on a pour toute valeur de 5

Nous désignons par fs une période quelconque de H5 et par JJ. une
période quelconque de M. Remarquons que Hs admet toutes les pé-
riodes jjis'+i, JJ-S+2. Pour simplifier, nous faisons l'hypothèse
suivante :

Tout y* peut être représenté par une expression de la forme

Y, = f dm, (0 ^ ct < p.-), [1]

les entiers c non nuls étant en nombre fini. D'une façon analogue

tout JA se présente sous la forme

JJL = f CHU (0 <C et <Pi) [2]

les entiers c non nuls toujours en nombre fini.
Donc le système de tous les Y* ($ ayant une valeur fixe) coincide

avec l'ensemble de toutes les formes linéaires [1] ; la remarque ana-
logue s'applique au système de tous les jx.

Ces hypothèses étant admises, soit P un point quelconque de M.
Choisissons d'une façon arbitraire un autre point Q de M. La transla-
tion PQ étant un JA, on a

m = ïciixi (0 <C ct <p«).

Les coefficients c figurant au second membre de cette égalité sont dé-
terminés d'une façon univoque : en effet, si l'on avait encore

PQ = ï dv.1 (0 ^ cl < p^

on pourrait en tirer

2(Ci — <?/)«.; = 0

avec
. , ' . . " 0 ^ \a — c{\ < p£,

ce qui entraîne immédiatement ct = c[ pour toutes les valeurs de i

en question.
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Inversement, tout système d'entiers cit c2, avec
0 ^C ci <C pi, satisfaisant de plus à la condition de ne comprendre
qu'un nombre limité de termes non nuls, définit une translation
^Cijjij qui, appliquée h P. détermine un point Q de M. Bref: le point
P étant fixé une fois pour toutes, il existe une correspondance réci-
proque et univoque entre les points Q de M et Jos systèmes [r.j, c3, ...]
(ces systèmes satisfaisant aux conditions énoncées plus haut).

Définissons maintenant une représentation géométrique de l'en-
semble M. Nous le faisons par la convention suivante: Q étant le

i=k

point obtenu à partir du point P par la translation XCÎJJ^, nous lui

faisons correspondre (sur un axe quelconque) le point Q' d'abscisse
^ + -^ i - + . . . . + Ck . ' [3]
Pî PiP-H Pi'-'Pk

De cette façon correspond à tout point Q de M par l'intermédiaire de
son système [c l s . . . . ] un certain point de l'intervalle (0, 1) (premier
point compris, dernier exclu).

De plus, remarquons que si un nombre se présente sous la
forme [3], il ne le fait que d'une seule façon. Donc tout point d'ab-
scisse [3] détermine un certain point de M.

L'ensemble de tous les points dont les abscisses ont la forme [3 |
fait partie de l'ensemble de tous les rationnels. Il est partout dense
dans (0, 1). Nous l'appellerons E et nous pouvons dire : entre les
points de E et ceux de M existe une correspondance réciproque et
univoque.

Revenons aux translations de la forme

<o = C4JJ4 + c2pu + • . . + cs\xs [4]

avec les conditions 0 <C cL < pL. 11 n'y a donc que qs = PiP%. • -Ps
systèmes [cj, . . . ., c,j distincts. Appelons [cl5 . . . c j et [c^, . . . cVJ
deux de ces qs systèmes et o> et c*>' les translations [4] correspondantes.
Par un raisonnement facile on vérifie la proposition suivante : pour
que la différence 10 — o/ soit un y^ il faut et il suffit que l'on ait
d = c'i (i = 1 , 2 , . . . s). Donnons une interprétation géométrique à
cette proposition,
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Posons, comme plus haut, M = qslls = H/1) + H,*2» + . , . H^9-' ;
soient H/0 et H/^Mes milieux ïls auquels appartient le point P trans
formé par G> respectivement <o'. Les indices i et j sonidiffî-rc-nls. Autre-
ment dit : pour deux systèmes [q, . . . . c j distincts (et choisis parmi
les qs systèmes admissibles) les point P transformé par la translation [4]
appartient à deux milieux ïïs distincts (s étant fixe).

En tenant compte du fait qu'il y a au tarif: de systèmes [rii . . . es\
qu'il y a de milieux ï\s (leur nombre commun est qs) nous concluons
du résultat précédent que la translation co, appliquée au point P,
détermine d'une façon univoque dans chaque ÏIJJ) un point VU)
(J — 1 , ...5). Le milieu 1 1 ^ correspondant s'obtient par l'application
au point VU) de tous les Y*- En combinant ceci avec [1] on trouve :
l'ensemble des translations de la forme

00
CiÈ*i + c2ji.2 + . . . + c5jx5 + 2 acijjLi [5]

(les entiers x variables et ceux non nuls en nombre fini), appliqué
au point P, fournit un des qs milieux ïls.

Cherchons maintenant l'ensemble de points qui correspond à un
des qs milieux \\s dans E. Considérons une translation de la forme [5]

C\\hl + + Csl**i + 2 XHM.Î. [6]

11 lui correspond, d'après nos conventions, le point d'abscisse

+ •••• +
lh lhlh Pi Ps Pi-

Pi P* LP^ + l P5 + t--.-PftJ'/>1 Pi Ps Pi Ps Lp5 + l Ps + t pA-

Si l'on donne à ft et aux x toutes les valeurs admissibles, l'expression
qui se trouve entre les crochets définit un certain ensemble de points
rationnels qui appartient à l'intervalle (0, 1) et qui y est partout dense.

On en conclut que l'ensemble qui correspond dans E au iïs consi-
déré, est le produit de l'intervalle

++ ++
t P 4 . . . .p , Pi Pi-'-

(premier point compris, dernier exclu), par E. Observons que l'étendue

de rintervalle [7] est ; en vertu de la relation M = Jpi....pifll,ï

c'est précisément la mesure de Hs si l'on prend comme unité M.
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Tout milieu lïs détermine un intervalle [7]. Inversement partout
intervalle de la forme [7] est déterminé d'une façon univoquc un
certain des gs milieux H .̂ Appelons 3 l'ensemble de tous les intcr-^
valles de la forme [7]. Nous voyons qu'il existe une correspondance
univoque et réciproque entre les milieux UJJ) et les intervalles de
Ö, Cette correspondance possède les propriétés suivantes :

a) Si deux ensembles 11/^ sont sans point commun, leurs inter-
valles le sont également.

b) Si un milieu II est inclus dans un autre, son intervalle est
inclus dans celui de l'autre.

c) Si un milieu II est la somme d'un nombre limité d'autres, son
intervalle est la somme de leurs intervalles.

d) M* étant donné, il existe parmi les milieux 11/^ un milieu Iï̂
diviseur de M* (on sait que M* est un multiple de D̂  = H^ par exem-
ple ; il suffît donc de prendre s = it). Autrement dit : Mt est constitué
par la réunion de quelques-uns des qs milieux H*. Nous concluons de
là que Mt est représenté par un nombre fini d'intervalles de 3.

Cela étant posé, nous allons montrer que la famille ^considérée
n'est pas mesurable. Pour le voir, rangeons les points de E en une
suite ordonnée :

y4, y2, y3, — (l'ensemble E faisant partie de l'ensemble des ra-
tionnels est dénombrable). A tout yn nous faisons correspondre un
intervalle ïn pris dans Ö, contenant yn et de longueur inférieure à
2~~"£, £ étant un nombre positif arbitraire. La somme des longueurs
des I,i est inférieure à e. On voit immédiatement qu'il est possible
d'extraire de la suite ln une suite partielle I'n jouissant des mêmes
propriétés que ln et telle que deux intervalles l'n, correspondant à deux
valeurs de l'indice n différentes, n'aient pas de point commun. Tout
l'ensemble E est couvert par l'ensemble Xl'n et Ton a 2 | . l ' n | < £.
Appelons Hft celui des milieux H qui correspond à l'intervalle Vn et
rappelons-nous qu'en prenant M pour unité, la mesure de lln est
pi^écisément la longueur de ïn. On aura donc

M = 2IIn avec mes.M = 1, 2mes.fi,, < e.

Dans le cas général la famille des milieux sera donc seulement semi-me-
surable,
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§ 5 EXTENSION A CERTAINS MILIEUX DE TRANSLATION.

46. Soit &* une famille de milieux homogènes possédant les pro-
priétés suivantes :

i°) Deux milieux quelconques de S* sont commensurables.

2°) Tout milieu commensurabie avec un milieu de 3* appartient
également à la famille &*.

Chacun des milieux H de §* est caractérisé par l'ensemble T de
ses périodes. Considérons un ensemble Â indépendant de chaque T
(chapitre I, numéro 5). Effectuons les translations de chaque T sur A;
nous formons ainsi des milieux de translation Jtl, dont nous dirons
de l'ensemble qu'il dérive d'une famille de milieux homogènes com-
mensurables. Naturellement chacun de ces milieux JÏL n'est pas fixé en
position ; il n'est défini qu'à une translation près.

En particulier, l'ensemble À est indépendant de chaque T si tous
les T sont des sous-modulcs d'un même module % et si A est indé-
pendant de %.

Dans la suite nous ne considérons que des milieux de translation
appartenant à une famille qui dérive d'une famille de milieux homo-
gènes commensurables.

Les notions de diviseur, de multiple, de rapport de deux milieux
s'étendent aux milieux de notre famille de milieux de translation.

47. Théorème : Si J1X2 est inclus dans Dïii, le module T2 est un
sous-module de T4.

Démonstration: Un vecteur joignant deux points quelconques de
Dlti peut toujours être mis sous la forme a + x4, a étant un vecteur
joignant deux points de A et xt une translation de T4. Une transla-
tion quelconque x2 de T3 étant donnée, choisissons deux points P.,,
P2 de 3ït2, (donc aussi de D]t{), tels que PjP2 = x2. D'autre part on a
P4P2 = <x + T4, donc a = x2 — -c4. Remarquons maintenant que la
translation -c2 — xd fait partie du module T définissant le plus petit
commun multiple de Td et ï 2 [numéro 39].

A étant indépendant de T, la relation a = x2 — xd ne peut avoir
lieu que si tzi = xs.
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48. Lemme : Soient JTt et Jlt^deux milieux (de la famille consi-
dérée). Si Jtt1 est égal à JTt et si de plus JTtd fait partie de JTt, ils
coïncident complètement.

En effet, JTt 4 et JTt étant égaux, il existe une translation S qui.,
appliquée à JTt, fournit DTii. Ce dernier étant par hypothèse inclus
dans JTt, on en conclut que 3 est une période de Jït. Mais 3 ne peut
pas être une période d'un milieu de translation sans que —5 le soit
aussi. Donc —5 aussi est une période de JTt.

Montrons maintenant que JTt et JTtd coïncident. Il faut montrer
que tout point P de JTt est aussi un point de JTtj. Pour le voir, appli-
quons à P la translation —5 qui le place en un point P'. —S étant
une période de JTL, le point P' sera encore un point de JTt. En vertu
du fait que la translation 5, appliquée à un point quelconque de JTt,
(donc aussi au point P') fournit un point de JTtj, P est un point de
Jllj.

49. Théorème : Soient II, Hd, BU, . . . des milieux homogènes
appartenant à la famille commensurable dont dérive la
famille des milieux de translation considérée. Appelons JTt,
JTt^ JTt2). . . les milieux de translation correspondants. Pour
que Von ait

Jlt = JR4 + Jlt2 + . . ..

il faut et il suffit que

II = Hj + H2 + . . .
Démonstration: a) La condition est suffisante. Supposons II = 211/.

Choisissons dans chaque H* un point P» et dans II un point P. Appli-
quons à l'ensemble A les translations PPj. Nous obtenons des ensembles
Ai égaux à A. Si nous effectuons sur chaque point de A* toutes les
translations du module (Ht) et sur chaque point de A toutes les trans-
lations de (II), nous obtenons des milieux homogènes égaux à Ri res-
pectivement à II et dont la somme est le milieu de translation Jït;
respectivement JTt. De plus, on voit aisément que Ton a JTt = 2JTt.

6) La condition est nécessaire. Supposons Jlt = EJTt;. Désignons
par A, A/ les ensembles, égaux entre eux, tels que l'application des
modules (II) respectivement (H,-) à A respectivement A,- donne Jlt
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respectivement DTii, Choisissons un point fixe P de À et désignons
d'une façon générale par P, un point quelconque de A;. Soit H le
milieu homogène obtenu par l'application du module (H) au point P.

Tout ensemble Ai admet un et un seul point Pi appartenant au
milieu II :
Pour le voir, appliquons à tout point P; de A; le module (H), ce qui
fournit un milieu DTtiL) égal à DTL et inclus dans 311. D'après le lemme
démontré au numéro 48 les milieux JftW et Dît coïncident, ce qui
justifie notre affirmation.

Considérons maintenant la suite des points P1? P2, . . . Pj, . . .
appartenant tous au milieu homogène H et désignons par H4, II3)...H/, ...
les milieux homogènes obtenus à partir des P; par l'application des
modules (II;) correspondants. En vertu du fait que tous les (H,) sont
des sous-modules de (H) [numéro 47], tous les H; sont inclus dans
le milieu II. De plus, H/ faisant partie de Jltj et les JU* étant sans
point commun deux à deux, les H< le sont également. Donc l'ensemble
ZHi fait partie du milieu H.

Montrons maintenant que tout point P' de H est un point de 211;.
Car s'il ne Tétait pas, il devrait appartenir à un milieu H/ obtenu à l'aide
de (H/) à partir d'un point P/ de A/ et distinct de P/. H/, donc aussi
P,, serait inclus dans H, ce qui conduit à une contradiction, étant
donné que II ne peut pas contenir les deux points P, et P/, distinct
de P,.

On a donc bien H = EH;.

En particulier, pour que Jtt = p3TL0, il faut et il suffit que les
milieux homogènes correspondants satisfassent à Végalité H =

50. Théorème : Pour que ^~ = - , il faut et il suffit que -~ = - ,

Hj et H2 étant les milieux homogènes qui correspondent à Dlti

et à Jil2.

51. Conclusion: La famille considérée de milieux de translation est
mesurable ou semi-mesurable comme celle de milieux homogènes
dont elle dérive.


