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SUR DEUX MOUVEMENTS NON PERMANENTS D’UN LIQUIDE
SOUS L’ACTION DE LA PESANTEUR.

Par M. Robert Mazet (Troyes).

Estratto dal tomo LIII (1929) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palerme,
Adunanza dell’1y marzo 1928,

INTRODUCTION.

Je me suis proposé, dans la premiére partie de ce Mémoire, de contribuer i
Pétude théorique des oscillations d’un liquide en vases communicants, sous action de
la pesanteur, en me plagant dans le cas ou les parois des deux vases sont verticales an
voisinage des surfaces libres. Si Pon admet (ce que Pexpérience confirme entre certaines
limites) le wmoeuvement quasi-rigide des surfaces libres entre parois wverlicales, on peut
utiliser une méthode d’autant pilus approchée que cette hypothése est mieux vérifiée et
dans laquelle on considere un mouvement permanent auxiliaire substitu¢ au mouvement
réel.

Comme on le sait, 'application du théoréme des forces vives fournit la loi du
mouvement : loi sinusoidale ou loi elliptique, selon que s, =5, (s,, s,: sections des
surfaces libres) ou, au contraire, s, %4 s, *). Dans les deux cas s’introduit dans les
formules une constante numérique R de la forme

G, A s)a +
5.s, X
(a : hauteur du niveau moyen au-dessus d’un plan horizontal-origine =, y: constante
numérique ne dépendant que la forme du systtme communicant et de la position re-
lative du plan =, indépendante des dimensions du systeme et de a) (CuaprTre I).

En général, quand on n’utilise pas expérience pour déterminer 7, on se contente

de calculer grossierement R en décomposant le domaine liquide en domaines partiels

') Voir un exemple du premier cas dans U. MasoNi1, Corso di idraulica teoretica e pratica, 3°
édit. (Naples, 1908), p 214216 et un exemple du second dans un article de TH. PoscHL, Zur [Irage
der Schwingungen in Vasserschlossern [Zeitschnft fur angewandte Mathematik und Mechanik, Bd. VI
(1926), p. 494-4971-

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. LIII (1929). — Stampate il 2 ottobre 1928. T
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2 ROBERT MAZET.

ot 'on suppose la vitesse uniforme *). Mais 'erreur ainsi commise peut étre trés ap-
préciable si la colonne liquide oscillante présente des irrégularités telles que renflements,
¢étranglements, etc.

Il m’a paru intéressant de calculer R, avec toute la précision qui résulte de I’hy-
pothése sur les surfaces libres, dans le seul cas ou le calcul soit pratiquement abor-
dable, celui ot le systtme communicant est constitué par un vase parallélipipédique
unique divisé en deux chambres par une mince cloison verticale ne touchant pas le
fond. Ce systtme schématise assez bien certain type d’écluses en cours de fonctionne-
ment. De ce point de vue, il est intéressant de connaitre le temps © qui s’écoule entre
Iinstant initial, ot le liquide part du repos sous une dénivellation donnée, et le pre-
mier instant ot les deux niveaux sont les mémes, instant ou on peut imaginer que
Pon ferme lorifice par un procédé quelconque (Cuaprrres II & III).

J’ai supposé, comme il est naturel de le faire, lc mouvement plan. Quand on
passe & D4tude des pressions & lintérieur du liquide, une difficulté se présente,
dans le cas envisagé, du fait qu’au voisinage du bord inférieur de la cloison, for-
mant aréte vive, les vitesses devieuncnt twes grandes et, par suite, la pression a
tendance 4 devenir ndégative (cc qui expligue Papparition, dans la pratique, de phéno-
ménes complexes tels que sillages alternés, tourbilions, etc.). Je me suis résolu &
écarter cette difficulté par un artifice, en remplagant a posteriori la paroi théorique
infiniment mince par une paroi d’¢paisseur petite, mais finie, dont le profil ¢épouse une
ligne de courant du mouvement préalablement étudié (Cuapitre IV).

Pour terminer, j’ai examiné plusieurs cas particuliers ol les rapports existant entre
certaines dimensions du systéme permettent une notable simplification des calculs. Si-
gnalons :

a) le cas ou les sections des deux chambres sont égales;

b) le cas ol la largeur de Porifice est infinie et son application 4 certaines formes
de tubes en U;

¢) le cas ol 'une des chambres est infiniment longue, systéme schématisant une
écluse 4 simple sas avec une précision qui n’est bonne, il est vrai, que pour une
grande profondeur d’eau (CHapriTRE V).

Depuis la découverte si féconde, due & M. Levi-Crvita, de la méthode de la ré-
férence 4 un demi-cercle qui a ouvert la voic 4 de nombreuses et remarquables appli-
cations, le probleme des jets liquides, c’est-d-dire de I'écoulement permanent d’un liquide
dans le vide par un orifice percé dans une paroi rigide, pcut é&tre considéré comme

Y

résolu dans tous les cas ol le mouvement est paralléle 4 un plan fixe et ou l'on peut

2) Voir les deux exemples cités au *).
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faire abstraction de la pesanteur ®). Mais toutes les tentatives faites jusqu’a présent
pour résoudre le méme probléme en tenant compte de la pesanteur ou en supposant
le mouvement symétrique autour d’un axe ont ¢échoué. On sait seulement que, dans
le cas ot I'axe est vertical, la pesanteur ne fait sentir son action sur le jet (en 'amin-
cissant indéfiniment et le rendant, par suite, instable) qu’d partir d’une certaine di-
stance de lorifice #).

Une fagon plus générale de poser le probleme, qui, pour cette raison méme, n’en
élimine pas, bien au contraire, la difficult¢ essentielle, consiste & envisager le mouve-
ment permanent comme la limite d’un mouvement variable & partir du repos. Partant
de cette idle, j’ai ét¢ conauit, dans la seconde partie de ce Mémoire, a considérer 1¢-
coulement variable d’un liquide pesant par un orifice circulaire (ou rectangulaire al-
long’) hoii.ontal, indépendamment des conditions imposées i la surface libre inférieure,
et & chercher les conditions auxquelles doit satisfaire le potentiel des vitesses sur Po-
rifice pour qu’il y ait, 3 un instant donné, écoulement par jet (CuariTre I).

Mais comment soumettre au calcul DPétablissement progressif du régime perma-
nent ? Dans le cas de Pécoulement dans le vide, Pexpérience montre que, si lorifice
est brusquement d¢masqu¢, le régime permanent s’¢tablit pratiquement en un temps
trés court. Mais d’autre part M. VERGNE a mis en ¢évidence que le mouvement pré-
sente, dans ce cas, unc discontinuité initiale et que le d¢but de Pécoulement differe
essentiellement de I'écoulement permanent °). Pour évier cette difficulté, j’ai été amené
4 considérer un orifice s'ouvrant progressivement, suivant une loi donnée, 4 partir de
zéro. On peut alors définir le mouvement par les valeurs que prend, 4 chaque instant,
sur Porifice la déiivée du potentiel par rapport au temps et on démontre que, moyen-
nant certaines conditions de continuité remplies par cette fonction, I’¢coulement s’ef-
fectue, 4 chaque instant, par jet (CuariTre II).

Dans le cas ol lorifice s’ouvre en un temps trés court, la fonction en question
peut étre assimilée 4 une constante. On constate alors que la discontinuité signalée par
M. VERGNE provient uniquement de Parrlt brusque de lorifice, qui brise le jet déji
formé. Le seul moyen d’assurer la continuit¢ de I’écoulement par jet semble donc de
supposer que lorifice n’atteint sa largeur finale qu’au bout d’un temps infini, en méme
temps que s’¢tablit le régime permanent (CrapiTre III).

Tout revient 4 déterminer la fonction introduite ci-dessus. Le probleme direct,

3) Voir U. CisorTi, Idromeccanica piana (Milan, Libreria Editrice Politecnica, 2 vol, 1921-1922),
Préface et Chapitre VI,

4) Pratiquement, 4 partir du niveau de la section contractée: Voir T. Levi-Civita, Sulla contra-
gione delle vene liquide. [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, T. LXIV (1905),
p. 1465-1472], p. 1471.

§) On trouvera une ¢étude approfondie des accélérations initiales dans la Thése de M. J. BErGr
(Toulouse, Edouard Trivat, 1925).
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plus complexe encore que celui que I'on se pose habituellement, est bien loin d’étre
résolu. Mais on peut, d’un point de vue surtout théorique, résoudre le probléme in-
verse, c’est-d-dire partir d’une fonction arbitraire (4 part ccrtaines conditions de con-
tinuit¢) et étudier le mouvement correspondant. Dans tous les cas, ce mouvement peut
étre défini comme P'écoulement du liquide supérieur dans un liquide de méme densité,
anim¢ d’un mouvement permanent initial, de telle sorte que les mouvements des deux
liquides se raccordent constamment, les conditions imposées au second liquide 4 Vin-
fini n’¢tant déterminées gu’a posteriori. Dans certains cas il pourra exister un mouve-
ment permanent asymptote. L’¢coulement dans le vide entrerait dans cette catégorie et
Pétude d’un cas particulier, simple bien qu’un peu artificiel, révéle des analogies quali-
tatives intéressantes avec ce que l'expérience permet, seule, d’observer dans l'autre cas
(CuarrTre 1V).

Enfin, dans un dernier Chapitre, jai établi les conditions de Iécoulement par jet
pour le cas d’un orifice rectangulaire allongé (ChapiTrRE V).

Les ¢léments essentiels de la premiére partie ont été résumés dans deux Notes,
présentées a4 la R. Accademia dei Lincei le 2 Mai 1926 et le 13 Juillet 1927: Sur les
oscillations d’un liguide en vases communicants [Rendiconti della R. Accademia dei Lin-
cei, Serie 6%, Vol. Il (1926), p. 673-679], Compléments & une Note sur les oscillations
d'un liguide en vases communicants [Ibid., Vol. VI (1927), p. 32-37]. M. le Professeur
Levi-Civita a bien voulu guider et encourager de ses conseils mon étude sur les oscil-
lations, dont il m’a également suggéré le point de départ d’aprés des notes person-
nelles.

La seconde partie est le développement de quatre Notes présentées i I’Académie
des Sciences de Paris entre le 11 Octobre 1926 et le 31 Janvier 1927: Sur Iécoule-
ment par jet [Comptes Rendus de '’Académie des Sciences, 183 (1926), p. 735-736],
Sur la naissance des jets liguides [Ibid, 183 (1926), p. 863-865], Sur Pécoulement &
travers un orifice circulaire [Ibid, 184 (1927), p. 73-75], Sur Pécoulement d’un liquide .
a partir du repos dans un liquide de méme densité en mouvement permanent [Ibid, 184
(1927), p- 799-802].

M. LeviCrviTa avait bien voulu attirer mon attention sur le probléme, non encore
résolu, de I'écoulement variable dans le vide, dans le cas du mouvement plan, et sur
la singularit¢ signalée par M. VERGNE au premier instant. C’est i la suite d’une con-
versation, trés instructive pour moi, avec M. BriLLourN que j'eus Iidée d’envisager,
pour faire disparaitre cette singularit¢, un orifice s’ouvrant progressivement. J’avais
abord¢ le probleme dans I'espace a deux dimensions lorsque M. Henrr ViLiaT me
suggira Iidée fructueuse d’¢rendre les résultats de mes deux premiéres Notes au cas
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d’un orifice circulaire. C’est dans cette nouvelle voie, ol les calculs se révelérent plus
simples que dans le plan, que je poursuivis mes modestes efforts, facilités par les pré-
cieuses indications bibliographiques que, d’une part, mes Maitres directs M.M. Vor-
TERRA et LEvI-Civita, d’autre part M. Hexrr ViLrat me communiquérent trés obli-
geamment en toutes occasions, jointes aux encouragements les plus affectueux. Je les
prie de bien vouloir trouver ici Iexpression de ma plus vive reconnaissance.

PREMIERE PARTIE.

OSCILLATIONS DANS DEUX VASES COMMUNICANTS
DONT LES PAROIS SONT VERTICALES AU VOISINAGE
DES SURFACES LIBRES.

Cuaritre L

GENERALITES SUR LA METHODE SUIVIE.

§ 1. — Position du probiéme.

Considérons deux vases ¥, et V, dont les parois sont verticales au-dessus d’un
certain plan horizontal = et qui communiquent entre eux par leur partie inférieure
(Fig. 1). Supposons-les remplis d’un liquide incompressible oscillant sous P'action de la
®

'
PP
\

'
|

! e
-—-- i Wy

(Fig. 1),
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pesanteur de fagon que les deux niveaux se maintiennent constamment au-dessus du
plan =. Pour étudier le mouvement de ce liquide, nous nigligerons toute action de
viscosité¢ et de capillarité et nous supposerons qu'il n’existe, le long des parois des va-
ses, aucune région de liquide mort.

Sur les surfaces libres S, et S, régne la pression atmosphérique p . A cette con-
dition nous substituerons une hypothése approchée plus accessible au calcul : nous ad-
mettrons que les surfaces libres oscillent en restant planes et horizontales. Cette hypo-
thése est d’autant plus voisine de la réalitt que les oscillations sont plus lentes. Elle
permet de ramener la détermination des vitesses 4 la résolution d’un probleme de
NEUMANN.

Prenons un axe vertical Oz orient¢ positivement vers le haut et désignons par
s, et s, les sections des parties supérieures des deux vases, par b et b, les hauteurs
positives des deux niveaux au-dessus du plan =. Le liquide étant incompressible, on a,
quel que soit l'instant ¢,

Sx hl + 52 hz - (Sl +Sz)a’
a étant la hauteur du niveau moyen.

Posons h, — b, = h; b est la dénivellation comptée positivement si le niveau §,
est supérieur au niveau S,, négativement dans le cas contraire. La forme des vases
¢tant donnée, la connaissance de la constante @ ct de la fonction b de ¢ suffit pour
déterminer 4 chaque instant le domaine occupé par le liquide. D’autre part, les vitesses
verticales des surfaces libres S, et S, sont respectivement
db, __db,

v

RO T T 4

Elles sont données, en fonction de —— dh 25 par le systéme

vax + Szvz = 0,

v —op =8¢
I 2 T dt’
’ S
d’ot l'on tire, en posant —*— : =B, et P - =8,
h dhb
vx_pz—d_lr ‘U,-———-ﬁ,—J—t-.

Si 'on suppose le mouvement irrotationnel, les vitesses dérivent 3 I'instant ¢t d’un
potentiel 9,(x, y, z) qui est une fonction harmonique et réguli¢re 4 Pintérieur du li-

. . . . 0% . .
quide. On connait sa dérivée normale extérieure, 5—;;‘-, en tout point de la frontitre.
¢
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y . ... .0 o
En effet, 13 ol cette frontiére est une paroi rigide: d—?;i = o; sur S,: °F v,; sur

e a nt
0 , . .
S.: 2% — 4 . Nous avons donc 4 résoudre un probleme de NeuMaNN pour le domaine
2 a n 2 p

[

occupé par le liquide. La condition de possibilité j / g;‘ de = o (intégrale étendue
4 tout le contour) est virifie et, par suite, ¢,(x, y, g) sera déterminé, 4 une constante

additive prés, en fonction de b et de %ét .

Enfin, en appliquant le théoréme des forces vives i Pensemble du liquide, nous

. . dh . L .
aurons une équation reliant b et > bar suite définissant b en fonction de ¢.

§ 2. — Hyrothése simplificatrice.

On peut donner du probléme de NEuMaNN une solution approchée dans laquelle
o, (%, y, ) ne dépend que de %’% Pour cela nous admettrons que, sur S, et S, la

vitesse tangentielle des particules liquides est négligeable en regard de leur vitesse nor-
male en d’autres termes, que le mouvement du liquide, an voisinage des surfaces libres,
peut éire assimilé an nouvement d’un solide. L’expérience montre que cette approxima-
tion est d’autant plus voisine de la rlalitt que l¢ plan = est plus élevé au-dessus du
tube de communication °).

En vertu de cctte hypothése, les vitesses ne seront pas sensiblement modifiées si
Pon suppose les parois verticales prolongées jusqu’a linfini vers le haut et les deux
vases entiérement remplis de liquide, puisque, au voisinage des niveaux D D’ et EE’
et, a fortiori, au-dessus, le mouvement peut étre assimilé au mouvement d’un solide.
Nous sommes ainsi ramenés i déterminer le potentiel des vitesses dans une masse in-
finie de liquide animée & linfini vers (4) de la vitesse v, , 4 Pinfini vers (B) de la
vitesse v,.

Désignons par % (x, y, ?) le potentiel des vitesses du mouvement permanent de
(4) vers (B) dans lequel le débit est égal a Punité. Une fois connue cette fonction
(qui est, en général, bien déterminée et ne dépend que de la forme et des dimensions

R : . s
6) Cette seconde approximation consiste 4 admettre que, sur les surfaces libres, ¢, et 3(;—‘ sont

indépendants de x et de y, tandis que, dans la premicre, on 'admettait seulement pour 'expression

6 () + () T3
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des vases), nous aurons:
s,s, db—
9.(% 3, ) =— 77 02(% 3 2
! s, + s, dt
Par conséquent, au degré d’approximation auquel nous nous plagons, lz wvitesse
en un point du liquide invariablement lié aux parois est constante en direction; son in-

. . , dhb R dh
tensité est proportionnelle 4 g7 elle change de sens en méme temps que —— change

dt
de signe. Les trajectoires coincident avec les lignes de courant du mouvement permanent.

§ 3. — Equation du mouvement.

Il est maintenant facile de calculer la force vive du liquide 4 un instant quelcon-
que t. Considérons le domaine infini ® du mouvement permanent. Appelons A le do-
maine partiel obtenu en supprimant, dans les deux vases, tout ce qui se trouve au des-
sus du plan y=a; 8, le domaine compris, dans ¥, entre les plans z=a et z=h,;
3, le domaine compris, dans /7, cenire-les plans g = a et z =h,. Disignons par

R r

r . .. .
——, —, —2 les forces vives des masses liquides qui, dans le mouvement permanent,
2 2 2

traversent respectivement A, d , 3, la densit¢ étant égale A Punité:

R est une constante numérique qui ne dépend que de la configuration de A, C’est-
d-dire de la forme et des dimensions du systtme communicant ct du volume total de
liquide.

D’autre part, r, se calcule immédiatement en remarquant que, dans le domaine 3,

. . \ I .
la vitesse est sensiblement constante et égale 4 —; on a ainsi
s
1
I |h, — af
ro=sh, — a4 ==
Sl Sl
On a de méme:
’ 1 la — b,
— — L = T2l 7
r,= Sz la hzl 52 - s )'

2 2

7) Pour la méme raison, si @ augmente de 84, R augmente de

1 I
3R= (L 4+ 1)sa
sl :2

Il s’en suit que R peut se mettre sous la forme
_ Gt s)a
R= 5, + %
¥, étant une constante numérique qui ne dépend que de la forme du systtme communicant et de la
position du plan = par rapport a ce systéme.
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9
Le domaine réellement occupé par le liquide 4 Pinstant t est A 4 (3, —3,), en
prenant le signe 4 ou le signe — suivant que b est positif ou négatif. Dans le mou-

vement permanent la force vive, 4 lintérieur de ce domaine, a pour valeur

B b Ll (sl w Ee o |

Il en résulte que la force vive du liquide 4 linstant ¢ est égale 4

sl bts] (@)

en appelant p la densité et posant s, 45, = S.

D’autre part, le travail de la pesanteur correspondant 4 la dénivellation b est es-
sentiellement négatif et égal, au signe prés, au travail que 'on dépenserait pour trans-
porter dans 3, la masse de liquide qui occupe & (si b est positif, ou inversement, si
b est négatif); il est donc égal, en grandeur et signe, 3

b I .
—pgs,lh, — al% = — e SB.B, M.

Ecrivons le théoréme des forces vives :

Lesmu[r4+ B E +](G) =— Teesebp o

Si, 4 linstant t=o (instant initial), la dénivellation est b, et si le liquide part du
repos, la constante a pour valeur

I ) R
'2_ Pg N P, ﬂz ho
et 'on obtient, aprés simplifications, I’équation différentielle :

dh g(h: — b))
™ (717) = SB,B, R+ (B, — Bk

qui définit b en fonction du temps.
En posant:

_ (B, —B)h, g _
b-—-box, S (.‘IR —k l/m—m,

v

on rameéne cette équation 4 la suivante :

, dx\? .1 —x*
() (Tl_f)—mx-{-kx'
Lorsque ¢t croit, x oscille entre 4 1 et — 1 (il est légitime, d’aprés nos hypo-

Rend. Csrc. Matem. Palermo, t. LIII (1929). — Stampato il 3 ottobre 1928. 2
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theses, de supposer que 1 - kx reste positif dans cet intervalle) et h entre -~ b, et
— b,. Le mouvement du liquide est donc bien oscillatoire et la période des oscillations

est donnée par
f—H / + kX
“m ), ] 1 — x°

De méme, le temps © qui s’écoule entre I'instant initial et le premier instant o
les deux niveaux sont égaux est donné par

=—I—l/“l/~———-l+kfdx
m J, I —Xx

§ 4. — Calcul de T et de 6.

Lorsque k est 5% o, ces deux expressions se calculent au moyen des fonctions el-
liptiques. D’une fagon générale, considérons lintégrale suivante, déduite de (1'):

(/1 kx : 1 kx
mt._/: I/I—de < V(@ =) ~}-kx)d ’

les radicaux étant pris avec le signe -} lorsque x décroit & partir de 1, ¢ croissant 3
partir de zéro; faisons le changement de variable

x =uas - B,

les constantes « et P étant définies par les relations

k4 4 =o, 3ek41=o0,

(1 =)+ kx) =45 —g,s —g,,

de telle sorte que:

avec

= a(p — k), g, :—_-;—(ﬁ’-—-l)

=8
f (21 ) ds
mi— ————-—— -
V45 —g,s—g,

Considérons alors la fonction elliptique p(u; g,, g,), qui admet comme périodes

1l vient:

B 1B
T ax

* ds m,__f ds
w = e ———— —_— —_———
J_eVas — g5 —g, = V49 —gs—g,’
[
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v

et faisons le nouveau changement de variable

s=p(u+ o);

il vient:
mt=L [Tpatunde—tu=t e — Lt an— 2
Nous obtenons donc la relation entre x et ¢ sous forme paramétrique
x = ap(u+ o)+ 8,
=4 [Lo — L+ o)) — ?3;““.

Suivant que & sera > ou < o, on fera varier u de 0 4 4o ou de 0 4 — oo,
de telle sorte que ¢ varie de o 4 4-oco: x oscillera entre 4 1 (¥ =+ 2n0) et
— 1[{u =+ (2n + 1)w]; on aura ainsi:

= (to +7¢)

Pour calculer ©, on devra d’abord résoudre
p(u 4 o)=— —E— , (u compris entre o et + o).

Si k est petit vis-d-vis de I'unité, on peut éviter les fonctions elliptiques en rem-

plagant 1 4 kx par 1 4 ——x L’équation (1') donne alors immédiatement :

mt-._f (x +HA)V!—x _arccosx+—};—V}—:?,

T=2=21r]/m—5£, 9=n+k
m g

2m

d’our:

Enfin, dans le cas particulier ot les parties supérieures des deux vases ont des
. . I
sections équivalentes (.\', =35,0 =8,=—,k= o) et, d’une fagon générale, cha-

B, — 8, h

56 S devant R, on aura simplement:

Ll § 2

que fois que I'on pourra négliger

h = h,cosmt.

Le mouvement général du liquide sera pendulaire, de période

T = 2#]/5——‘5‘b’R .
g

Cette formule pourra servir i déterminer expérimentalement la constante R.
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CuarrTre IL

LE MOUVEMENT PERMANENT AUXILIAIRE
DANS LE CAS DE LA CUVE PARALLELIPIPEDIQUE.

§ 1. — Définition.

Dans ce qui préctéde nous avons montré comment P’étude approchée du mouve-
ment réel se rameéne 4 deux problémes distincts:

a) ¢tude d’un mouvement permanent auxiliaire ;

b) résolution d’intégrales elliptiques.

Dans le cas oi le mouvement des particules liquides peut étre regardé comme pa-
ralltle & un plan fixe vertical, le premicr probléme est soluble, au moins théoriquement,
A laide de la représeatation conforme. D’ailleurs, tout ce que nous avons dit du mou-
vement i trois dimensions, s’applique au mouvement plan: il suffit de considérer une
tranche du liquide comprise entre deux plans paralléles au mouvement et distants de
Punité.

La suite de ce travail est consacrée & ’étude d’un cas particulier de mouvement
plan, le seul, du reste, ol les calculs soient pratiquement abordables.

Considérons une cuve ayant la forme d’un parallélipipéde rectangle et dont le
fond est horizontal ; elle est divisée en deux chambres par une cloison trés mince, pa-
rallele & deux des parois verticales de la cuve, n’atteignant pas le fond et, par suite,
ménageant, 4 sa partie inférieure, un orifice rectangulaire. On obtient ainsi (remar-
quons-le en passant) un schéma suffisamment approch¢ d’un certain type d’écluses.
Les deux chambres jouent ici le réle des vases ¥, et V, que nous considérions plus
haut. Négligeant toute espéce de frottement, on peut admettre que le mouvement des
particules liquides s’effectue parallélement au plan de symétrie de la figure (plan ver-
tical perpendiculaire 4 la cloison en son milien) que nous prendrons pour plan
x = x -1y, Ox ¢tant dirigé suivant la trace du fond de la cuve et Oy suivant la
trace de la cloison (Fig. 2).

Le mouvement permanent auxiliaire sera difini de la facon suivante: on suppo-
sera les parois F, G, F,G,, et la cloison F G prolongées jusqu’a linfini vers le haut
et Pon considéerera le mouvement permanent dans lequel le liquide s'¢coule de (4)
vers (B), 4 travers Porifice OF, avec un débit égal 4 l'unité. Comme nous excluons

’hypothése d’un sillage, nous devons nous attendre & ce que le point F soit singulier.
Nous écarterons cette difficulté plus tard.

Pour déterminer la fonction 3(x, y), potentiel des vitesses du mouvement per-
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manent, il nous suffira de connaitre les dimensions:
F O OF, FF

OF =1, ==ty

(b remplace ici S dans les formules).

1 (A) Ay @®
H 1
1 i

G, S, G G,

L T I b
plan z
§a
: \F
¥ 7

F <3O>Fz>3’

(Fig. 2).

Pour calculer R (constante du mouvement plan), nous devrons connaitre, en ou-
tre, la hauteur du niveau moyen

FM =a.

§ 2. — Passage du plan f au plan {.

Désignons par f(z) le potentiel complexe
qj(xa y) + iqj(x’ _)’),
la constante arbitraire étant choisie de telle sorte que:
fG) =+
Au domaine D(A- OF-B) du plan 7 correspond, dans le plan f, une bande
indéfinie D’ (4’ - B') de largeur un (Fig. 3); aux points F, F,, F, correspondent

¥
{
[}
: planf
M’ +! :F' N’
» I
(A) 1 9 (8?
M ki H Fe 3
% £ 0 [ Ps ?

(Fig. 3)
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=

les points F’, F,, F. d’affixes 4 i, ¢ , 9,. Si nous faisons la transformation définie

ar
P L=
la bande D’ se transforme dans la région # > o du plan { = £ 4 in (Fig. 4); aux
7
b e
{ pan
1
|
1
l —
e I L S S
-0 ., -1 0 ZI‘ .;2 ’5 +ee
(Fig. 4).
points A', F’, B’ correspondent les points d’affixes o, — 1, co; aux points F., F.
correspondent les points F!, F! d’affixes réels et positifs £, {,({, <<%,). Les deux

nombres £, et {, jouent un role essentiel dans la détermination de la fonction z(%)

dont la connaissance entrainera la solution compléte du probléme. On a, en effet, en
d¢signant par u, v les composantes de la vitesse,

d .

—f— =W =Uu—17

az
et, si on pose, selon la méthode bien connue de M. Levi-CiviTa,

Ed z(«’ﬂE +w)
2 —10

w=e e,

w, considérée comme fonction de §, sera réguliere dans tout le demi-plan n > o et
sa partie réelle prendra, sur I'axe des Z, les valeurs

o entre  — oo et —1,
- entre —1 et ¢,
—_ %— entre g, et L.,
o entre ¢, et ~+ 0.

On aura donc immédiatement'

o — ;( 3 E 2 + / + log k) = ilog( V(Z _fc-l)‘(; ls')) »

8) D’aprés la formule connue
+ U(¥, .
W=y [ FRax 4 i nelle

(voir, par exemple, A. SIGNORINI, Sull'inizio dellefflusso dei liguidi. [Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, Vol. XLI (1916), p. 207-237], p. 209-211).



SUR DEUX MOUVEMENTS NON PERMANENTS D'UN LIQUIDE, ETC. 15

k étant une constante réelle qui sera déterminée plus loin. On déduit de la:

YE=CE =1
C+1
Choisissons arbitrairement pour le radical la détermination qui se réduit 4 Z, pour

¢ infini, et écrivons les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction w (%) aux points
d’affixes o et o, i savoir:

w=—1k

(@ pour C=o (infini 4), w=iXy;

B
()) pour {=oco (infini B), w=—iX b; .
La condition (%) fixe la constante k: ’
I
k= Z—,P—; .
D’ou
__ i VE=8)(E=8)
(2) wW = — ZE;‘ C + 1 9).

1l est facile de vérifier sur cette formule que la détermination choisie pour le ra-
dical et le signe de k, qu’elle entraine, sont en conformité, sur I'axe des &, avec les
signes de u et de v que l'on connait @ priori le long des parois.

De la formule (2), jointe 4 la relation

——

F

(Fig. 5).

tirait, d’aprés le méme raisonnement, 4 la formule:
i /T =0)
YETEL N RFoc=0

en posant:
MM, =b,, fF)y=41i, LF)=7¥.
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on déduit: ,

LR S oll SUY1
= Y —=L)C—=¢) T

d’oti:

_ ;b8 [F C+1 ag | .
©) =i e ot

formule qui permet de calculer la fonction z(%), une fois connus les nombres { et {,.
Posons :

dz =1

Z-x_i—:z:zc’ zxzzzyz'

La condition (4) donne immédiatement :

=B
Y= Bx ‘

Nous n’avons donc plus qu’une seule inconnue, &, que nous déterminerons en
exprimant que la distance OF est ¢égale 4 I, largeur de lorifice. Cela fait, la for-
mule (2)

_ i Y —2el 4 ¥
bB, [ ’
jointe 4 la formule (3) [ot 'on remplacera, de méme, le produit ({—7{)(E—1C,)

par £*—25{4-y] nous fera connaitre, par lintermédiaire de la variable %, la vitesse
en chaque point du domaine ®.

U — 10 =

§ 3. — Passage du plan { au plan X

Toutefois, la variable { n’est pas la plus commode en tant que variable auxiliaire.
Il est plus avantageux, comme nous allons le voir, de lui substituer une autre variable,
3, et, pour cela, de faire une nouvelle représentation conforme définie par

(4) )\=C+V7;2__2GC+T”
le radical ayant la méme détermination que précédemment.
Aux points F, F! du plan { correspondent, dans le plan A = 0 - ix, les
points F", F.' d’affixes
)\t = Zn y A = :1.

2

Au domaine D'’ (n > 0), limité par 'axe réel, correspond le domaine D'’ (x> 0)
limité par I'axe réel, moins le segment F'F), et par la demicirconférence X de
diaméwre F" F' (Fig. 6). Aux points d’affixes o, — 1, oo correspondent les points

4"(— ), F'"(=—1—1V1+4 26 7)), B ().

En posant, pour simplifier Décriture, V{* — 26{ 4" =7, la formule (3)
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s’écrit :
=1
v
/"
a8° :‘F"’“ YR"\M”’
mee R

(Fig. 6).

D’autre part, de la relation (4) on déduit:

=¥ ax {—6¢ _LA—c at __ dx
t__2()\----«)’ dC—"I+ r — r T T A=—¢’
d’otr:
b A ,
=1 izf()\_c_l_l’ Y)dk—l—tl
(3"

.ba[ 1 7\—-'{]1 .
=i-z|log(h — — log =—— 1.
i—=|log(d — o) + Y B3y HF+*

Cette formule, jointe 3

, N —2%ke -ty =850 —=2%)
= #— iy = — b(537\2+2()—‘6)""‘ _’——77—@:0—7‘1:)()‘_7*})’
b= — 1+ VT3 F

nous fera connaitre, par I'intermédiaire de %, la vitssse en chaque point du domaine .
Vérifions, en passant, sur la formule (3") que F, F, = 5. On a:

X » — P
FF, = x(F) — «(F) =i+ fo.log (0 — o)fizh + 8, los 35 AJ'

Les expressions qui multiplient B, et B, ont, toutes deux, leur partie réelle nulle
et leur partie imaginaire égale & — im *°); par suite:

Fle:b({sx—"@:)::b‘

19) Prendre, par exemple, pour chemin d’intégration la demi-circonférence Z.

Rend. Csr¢c. Maiem. Palerme, t. LI (1929). — Stampato il 2 ottobre 1928. 3



18 ROBERT MAZET.

§ 4. — Relation entre ¢ et I

Exprimons maintenant que la distance O F est égale 4 I, largeur de lorifice. A
cet effet, nous écrirons que la partic imaginaire de z(F) — z(F,) est il, ou que la
partie réelle de

7\—-7"'11“
[1080 — ) + - 1og 57 =
est wb—é—, ce qui donne:
R L ) +2)
e R s
On a:
o= _ 1ot Vit Ey vl _ oY
O‘—CI ‘/5_"7 Y—Cl G_T’

Y= =I+Y+Vr¥2—c—*——'y":£_(Y+1/m)z
V=% 1—y+Vrtasty G—N—G+2047)
_Y+o +71/m
o‘-—!—y

I . N .
D’ol, en posant 5B =1 '), la relation suivante qui détermine I en fonction de
2

c et de y:
() ATmtogtF VT IET | 1 ¥ ook (fTFEET
c___Y ch_yz

Cette formule permet de construire, pour une valeur quelconque de y (il suffit de
prendre y £ 1), la courbe représentant les variations de & en fonction de 7 (Fig. 7).

ag

(Fig. 7).

1) 11 convient de laisser en évidence le produit bB, en vue de Pextension au cas ol b est infini,
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Zae

1l est visible que, lorsque, y étant fixé, I croit de 0 2 400, & décroit de o0 4 ¥ ™).
On peut résoudre par rapport 4 ¢ soit rigoureusement, soit avec une approxima-
tion suffisante pour la pratique, dans plusieurs cas particuliers qui seront étudiés plus loin.

Cuarrtre III.

CALCUL DE LA CONSTANTE R.

§ 1. — Préliminaires.

Proposons-nous maintenant de calculer la constante R, connaissant la hauteur du

niveau moyen a. On a:
M F F,M,NFM (

Les points M,, M, ont pour images, dans le plan 2, les points M?", M.’ dont
les affixes 2, A, peuvent se calculer en exprimant, 4 P'aide de la formule (3"), que:
FIMI :FzMz = a.

ds.

Posant I;%_ = a, nous aurons ainsi, pour A,
’ @ WG +2)
ma=lo
eor a1
: ¢ — A Y — X\ P +
= log ——> lo ( Y)
(6%)‘\ °g;/c’—~,'=+1 og Y-H e X

=1 il
Y+1 (6—1)T CHN =N (=<, <)

et, pour 2,

- N—0c o, —1NE+1
”"mc—f*‘ O+ﬂ@—ﬂ
14——6 — +Y

Vc‘—y’+ - log (1 +v 7)’

Y+1
2\, — o) = (o + -,) (a -7 e (> )

=log

13) Remarquons toutefois que, a étant fixé, ] ne peut pas croitre au-deld d’une certaine limite,

puisqu’il doit rester inférieur a 3 B — . ou a, et que méme, comme nous le verrons, la différence @ — |
2
doit rester suffisamment grande,
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Pour résoudre les équations (6) et (7), nous ferons la remarque suivante : ’hypo-
thése, ot nous sommes partis, du mouvement rigide des particules au voisinage des
surfaces libres n’est pas rigoureuse — avons-nous dit — car elle implique trop de con-
ditions, mais elle s’approche d’autant plus de la réalité que, toutes choses égales d’ail-
leurs, a est plus grand, c’est-d-dire A, — A(4) plus petit et X plus grand. Il est donc

A 1
légitime de considérer T’ + 1 et 5 séparément, comme des infiniment petits prin-

4
cipaux et de poser :

I I
13=_T(1""5) 3)1 )‘=‘s'“

en négligeant les infiniment petits d’ordres supérieurs 4 ¢ et &’
L’équation (6) donne alors immédiatement

=
e=2(2ET) o,
et P’équation (7),

A
[ 1 6+Y o —na
I

§ 2. — Degré d’approximation de la méthode.

1l est tout indiqué, si Pon suppose une fois pour toutes y L 1, de prendre ¢ pour
infiniment petit principal. Au reste, pour bien préciser ce point, nous allons vérifier
qu'au degré d’approximation qui consiste uniquement 3 négliger e vis-a-vis de quantités
supérieures ou égales 4 I'unité, les particules liquides sont animées, sur les segments

. I I .., .
M M et M N, des vitesses — e e pu dirigées verticalement.
1 2

Remarquons tout d’abord que, de la formule (5) qui peut s’écrire:

Y41
_ e Y e ey e
wl::log(z—_{:_-—g) +log1+ +:_I*-—}Y-20+Y
I Yttt Vi 20+
+ » log s+ v ’

13) Nous étudierons plus loin, par la méme méthode convenablement modifiée, le cas oti v est
yoisin de zéro.
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on déduit :

T+l

s (:53) " <

et, par suite,
¢ < 267D
Il suffira donc que Pon puisse négliger 2 7™“=" devant I'unité, mais, i cause de
Pexponentielle, il ne sera pas nécessaire pous cela que y(a — 1) [ou —bF— soit trés
grand ™).
Considérons, dans le plan A, les demi circonférences d’équations

r) A= —y(1 —eem), (oL L),

1

@ r=G+n(2) e cLrzm

Je dis qu’elles correspondent aux segments M M et M N du plan z. En effet,
en substituant les A dans la formule (3') ou, mieux, respectivement dans

.b -1
=1—£—‘[Tlog(')\—c)—}--log‘;t_l__z]ldZ —bB,

- A
=i [log0 — )+ L 1og 3 T] o,

A=ty

et négligeant les termes en ¢ de degrés supérieurs au premier, il vient:

i)+ = ()]

I

(oo (e= 2+ [ ()]

Dans les crochets, yma est sirement plus grand que 1 (s < —Z—) et les seconds

14) Donnons, A titre d’exemples, quelques valeurs correspondantes :

1 1 I 1 1

N —_— —_— —_— -—

2o T RN .
10 50 100 500 1000

Y@E—D =096 147, 1,69, 231, 243
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termes sont, en valeur absolue, plus petits que ¢; il vient donc simplement:
(M,M)  z=bB, (__ 1) +ie, (oLt L),

(M,N) :b@z(x ——-;—)—}-ia, (oL L 7).

Nous pouvons maintenant calculer, 4 l'aide de la formule (2'), la vitesse des par-
ticules liquides sur M, M et M, N. 1l vient, sur M M,

v—iv— b Y@+ —ce) _17;_(1_

ou simplement, comme le second terme de la parenthése est, en valeur absolue, L,

4=o0 v = !
Y ——_b_‘,
et, sur M, N,
€ ‘:xr_—l‘t
o ; c+y—2c(—2— e
u—-w__—bﬂ‘ n
e \ ¥
O’+Y+2(T) et
1 2(6F+1)[ ¢ ¢_,T
—ml ) ] ezez
On peut écrire :
X ot
2(s 4 1) )T st 1/¢ "‘
KR XS (2 "MH(T

et, comme
-

:_!"'_;(:)T<Y+I() <1, (sie<—z—),

on aura simplement, sur M, N,

= 1
=B

De plus, lorsque y varie infiniment peu autour de la valeur a, P'accroissement de
# — 1v est, en valeur absolue, infiniment petit par rapport 4 celui de y. Il suffit donc

dans la pratique, pour que nos approximations soient valables, que Fon puisse négliger
£ devant 'unité.

% = o,
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§ 3. — La fonction y (s, ¥).

Revenons au calcul de R. Les demi-circonférences T, et T, ont pour images, dans
le plan f, les segments M, M’ et M.N' dont les équations s’obtiennent en substituant
)\2 —_— YZ

les % dans f = %logzo‘———:—c-j:

Oy f= (g L2+ négh:* +it), cLrLm)
Ny f=Thos [T (2) ] 2o (8) i wzrgm

Ils sont perpendiculaires 4 ’axe des ¢ et ont pour abscisses:

?3=_7_€’1086+Y’

1

r=tee[E(3) ]

Reprenons alors Pexpression de R. On a immédiatement, en passant dans le

plan f,

_rr
— G+ vy Y
R=9¢, — log[ ( 5
= (2 et 2 0ty
_(‘3.@,(1’ 2wlogq‘_‘{)—(--ﬂlog a7
On trouve bien, comme on devait s’y attendre, une expression de la forme
®) R=j5g +x( 0,
avec
2., 0+y G411, o+
) x(o Y) = -log o= — T log -

La formule (9), jointe & la formule (5), permet de construire, pour une valeur
quelconque (L 1) de ¥, la courbe représentant Jes variations de y, en fonction de T
(Fig. 8). On obtient ainsi la solution approchée compléte du probleme des oscillations
pour le systteme communicant envisagé. On trouvera plus loin I'étude de plusieurs cas
particuliers, notamment du cas ou y = 1 et du cas ol y = o (b infini).
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Si 'on se borne A calculer R avec P'approximation, couramment utilisée en hy-
draulique, qui consiste ici 2 admetire que toutes les molécules situées dans la chambre

x

(Fig. 8).

. . I .
de gauche sont animées de la méme vitesse, Fg» Ct toutes les molécules situées dans
¥y

. . . I .
la chambre de droite animées de la méme vitesse, pg;» on trouve simplement :
2

&) R =

On voit que cette approximation est d’autant plus admissible, pour le calcul de R,
que (s, Y) est plus voisin de zéro. Or, lotsque, y étant fixe, I croit de 0 & 4o, %
décroit de 4 0 3 — oo **). y s’annulle donc pour une valeur, et une seule, de T, soit

I, qui ne dépend que de y, et I'approximation usuelle ne sera bonne que si T est

voisin de 1.

15) Cela correspond au fait évident que, toutes choses égales d’ailleurs, plus Porifice est large,
plus les oscillations sont rapides.
Voir en outre la note '3).
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§ 4. — Erreur commise sur R.

Pour savoir d’une fagon précise s’il vaut la peine, ou non, de tenir compte de y,
on peut calculer une limite supérieure de lerreur commise sur R *°). En fait, les
images de M, M et M,N dans le plan f sont des segments curvilignes qui sont res-
pectivement compris entre les segments curvilignes obtenus en remplagant, dans les

équations de T', et T, a par a + b—E'—s, Clest-d-dire ¢ par £(1 £ ¢). On peut con-

fondre tous ces segments avec des segments perpendiculaires 4 'axe des ¢ en commet-
tant sur R une erreur absolue de l'ordre de ¢*. Il reste alors que lerreur absolue

commise sur o, est inférieure 3

2¢
™
et Perreur absolue commise sur o, inférieure 3
2¢
Y™’
Par suite, Perreur absolue commise sur R est inférieure 3

28 4 28 2(y + 1)e <4(Y+ 1) @

T YT & Y™
Chaque fois que ¢ sera assez petit (ou @ — I assez grand) pour que cette limite
soit inférieure 4 /|, il y aura avantage, au point de vue dc la précision, 4 employer
la formule (8) au lieu de la formule usuelle (8’).

Pour obtenir une limite supérieure de l'erreur relative, il suffit de remarquer que
Pon a:

R> '-IT log [foﬁ e(rmma—_z")] > ¢+ DG —D.
Par suite, I'erreur relative commise sur R est inférieure 3

2(y + 1)e - = 2¢

— - l = == .

G NE-D =2y

Elle est stirement plus petite que & si yx(a — I) est plus grand que 2 ou

e<{2e"=0,27 ...

16y L’erreur dont nous nous occupons ici est celle qui résulte des approximations faites au cours
du calcul. Elle ne doit pas étre confondue avec ’erreur qui provient, notamment dans l’évaluation de
T et de ® au moyen de R, du fait que les hypothéses mathématiques d’oi nous sommes partis ne
sont pas rigourcusement conformes au probléeme physique, erreur qui nc reléve que de Dexpérience,
mais dont on peut dire qu’el'e est d’autant plus faible que, toutes choses égales d’ailleurs, ¢ et b, sont
plus petits.

Rend. Circ. Matem. Palerme, t. LIII (1929). — Stampato il j ottobre 1928.
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CuariTre IV.

SUR LA SINGULARITE DU POINT F.

§ 1. — Retour au probléme initial.

Dans ce qui précéde, nous avons étudié un certain mouvement permanent et
montré que, si 'on admettait de négliger ¢ devant 'unité, on pouvait lutiliser comme
mouvement auxiliaire pour résoudre le probleme des oscillations tel que nous P’avons
pos¢ au début. Il s’agit maintenant de revenir au probléme initial et de voir dans
quelles conditions pratiques la solution 4 laquelle nous avons abouti s’adapte 3 ce pro-
bleme.

En premier lieu, il est évident que les hypothéses simplificatrices que nous avons
faites sur le mouvement au niveau moyen doivent &tre également vérifies au niveau
le plus bas (y = a — B, h,, si ¥ L 1). En d'autres termes, a étant fixé de telle sorte
que ¢ soit négligeable devant P'unité, la dénivellation initiale 5, doit étre assez petite
pour que le produit

= Po
ce
.o . . .. . .a—1—Bh,
soit, lui aussi, négligeable. Ces deux conditions sont satisfaites si s est
. . 1
assez grand pour qu’on puisse négliger
o u—-l—B,bo
2e B.?

devant Iunité.

En second lieu, on vérifierait sans difficulté que, si le mouvement est suffisam-
ment lent (ou b, suffisamment petit), la pression calculée sur les surfaces libres, sans
¢tre rigoureusement constante, différe d’une quantité négligeable de la pression atmo-
sphérique p_. On se servirait pour cela des inégalités :

(%ﬁt) < RE.B,5 —g?a A

< [R 8.5, —h("a, —eyn T . (Ra, 85 —hé’s. = @,)b.,)’] '

En dernier lieu, il existe, dans le mouvement permanent auxiliaire, un point sin-
gulier, le point F, ol la vitesse devient infinie. Par suite, il y aurait, dans le mouve-
ment réel; une petite région autour du point F ou la pression serait négative, ce qui
ne correspond i aucune réalit¢ physique. Pour écarter cette difficulté, nous remarque-
rons que nous avons suppos¢ la cloison G F infiniment mince, alors qu’en réalité elle

:i‘_h
at
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a une certaine épaisseur. Nous pourrons, sans changer en rien le mouvement, admet-
tre que son profil coincide avec une ligne de courant du mouvement permanent et
choisir cette ligne de fagon qu’en aucun de ses points voisins de F la pression ne

devienne négative 7).
§ 2. — Etude de la ligne § = 1 — v (v étant petit).

Soit donc 1 — v la valeur constante que prend ¢ sur la cloison intermédiaire S
(Fig. 9). Comme celle-ci doit s’écarter assez peu de la cloison théorique G F, v pourra

¢:9] ®)

(Fig. 9)-
&tre regardé comme une quantité petite *®). Posons:
e =s
et marquons de lindice 1 les quantités qui se rapportent 3 la ligne de courant ¢= 1.
Celle-ci ayant pour équation :
g =1y,()
la ligne ¢ = 1 — v sera représentée par

x=1iy,(s) + 3z2(s)
32(s) = (Z‘Z("),“ + %(g’t—"f)lsz= 4 oeeen

avec:

17) De Pétude du systtme communicant considéré, on pourrait déduire immédiatement celle
d’une infinité d’autres systémes obtenus en prenant comme parois, au lieu des lignes Y —oety =1,
deux lignes de courant quelconques ¢ = =z et y =P (0 < = <8 < 1). Le mouvement ne serait pas
modifié, mais il faudrait définir a, b et I (voir plus loin le cas de ! infini).

18y ... mais pas forcément trés petite; c’est pourquoi, dans le calcul qui suit, nous conviendrons
de négliger, vis 3-vis de P'unité, 1os termes en v’ et au-deld, mais de conserver les termes en v,



28 ROBERT MAZEY.

On a, en remarquant que {, = — s et que la détermination 3 prendre pour
Y@ — 260, + y* est la négative,

(dt =—ik V—I—;z-T—T
(32{:),“ ba[ ;/??I;.,-TJ;’«; (s—x)(s+c)]
s(s 205+ 1)°
8C=S(inv+%w’v’+ ),

d’ott

_ s—1 v i ®CE+ D+ G +Y)s ., .
8((5)—“17@:[:‘/@;—_‘:‘? t > _:_ + ]
(5 + 205 +7)
A Yinfini vers (4):
3z(0) = — bB,;
Be(+ o) = + b8,

d’ou, en désignant par A Dépaisseur asymptotique de S,

4 Pinfini vers (B):

A = bv.
Ce résultat étant évident a4 priori, si on remarquait qu’d Pinfini, aussi bien vers
o 5]
(4) que vers (B), %:—v——c et —q)__u_.o

Pour déterminer allure du profil de S au voisinage du point F, on peut poser

s — 1 = s’ et considérer s’ comme une quantit¢ variable, mais petite, du méme ordre
de grandeur que v '9); il vient alors:

y(s>—1+2,,7————¢’2';¢_7+---,

=il e v 6 = 4]

Nous voyons que, dans sa partie voisine du point F, le profil peut étre confondu
avec un arc de parabole de foyer F et que la circonférence ¢ de centre F et de

19) v, v¢, 5'* jouent le role dinfiniment petits du premier ordre vis-a-vis de 7.
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rayon
whp,

2]/1—]—20-]—7

a tous ses points, sauf un, intérieurs 4 la parabole. Par conséquent, il suffira de choi-
sit v de telle sorte que la région ol la pression, dans le liquide, peut devenir négative

soit toute entiere 4 l'intérieur de ¢ (ou que la pression le long de ¢ soit constamment
positive).

l

§ 3. — Détermination de v.

Considérons, dans le plan 1, la demi-circonférence d’4quation

() A= F n(s — )", (o L7 L),
n étant une constante supposée petite.

En remplagant A par () dans la formule (3") et développant par rapport 4 n,
il vient:

b G zn’+%
"”_1l+ (tg'l/l_g—wz +Y +....

L’image de T dans le plan z est donc assimilable 4 une circonférence de centre
F. Si 'on prend:

TR

I'image de I' ne sera autre que ¢. Par suite, pour avoir la vitesse du liquide sur
dans le mouvement auxiliaire, il suffit de remplacer, dans (2'), A par

n —=

T(c'—)‘I-) ve'T P
e ZEI T, 0L Lm

Il vient, en remarquant que
Np— 2oty =200 — ) V142047,

Vitao+ye™ o=
= (7 R L )-

Négligeant les termes suivants, on peut écrire:

(10) VE T 2 (V1+2a+y+ 41 1).

u—i'l)

<5, Witady 3
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D’autre part, la pression le long de ¢, dans le mouvement réel, est donnée par

la formule : -

 —g(H,+a— D+ ) —Z

P
dans laquelle

H = 529- (p,: pression atmosphérique, p: densité du liquide),

=2 +3%] Hern=["+

1 2——1/u:+'l)2.

—gpxb’

EE'

Pour que p, soit constamment positif, il faut que P'on ait, quel que soit ¢,

Wz

25 <g(Ho+a—l)+ Co(t)'

w: , 99, w: , 9e, .
+W]Du" [ 2 +_&— EE’,lune

au moins est positive *°); on a donc C,(t)>—gF, |h| (en supposant toujours Y \1)
et, pour que p_soit positif, il suffit que 'on ait:

Remarquons que, des deux expressions

W < g, +a—1— 8,

quel que soit #, ou

Yu? 4 v < minimum de Vag(H,+a— l — 8 lbD

Cette condition sera sirement remplie si 'on a:

e H _ — — —
a  pEFumgPHta—] gég‘i)es[ﬁf‘b"’ (e, —BJA] .

En comparant les inégalités (10) et (11), on voit qu’il suffira de prendre:

1/1—'{-—26+Y2+ o1

(12) i 2VI+26+Y2+
I/Z(H +a—1— B,bo)g’Rﬁ g, b — (B, —B,)h]
pl o

20) Rappelons que:

o9, ah—
w bﬂxpxdtz?
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pour étre assuré que la pression reste constamment positive dans le liquide.
Si b, est trés petit, on pourra prendre simplement :

, __ b, 142049
(12 "—?]/z(Ho-;-a— DyRb"

Cuarrtre V.
ETUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS.

Nous examinerons maintenant quelques cas particuliers ou I'on peut résoudre la

formule (5) par rapport & ¢ et, par suite, calculer explicitement R en fonction de
a l
T

§1.—Cas ot y=1.

1l est d’abord un cas ou tous les calculs se simplifient notablement, c’est celui ot
. I
les sections des deux chambres sont égales (E'. =, = S Y= 1) .

En effet, la formule (5) se réduisant i

wl Vo F 1472

———:10 ————
b g ‘/G-—-X ’
on en tire:
=t axl
e’ F6¢’ 41
¢ ==
2=l
(¢’ —1)

et, portant cette expression dans (9), il vient:

l
x:—%—logsh%—,
d’ot

1
(13) R:%g——?;logsh%.
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La valeur du rapport TI pour laquelle ¥ s’annulle (Fig 10) est:

ré

(Fig. 10).

lo_ I ) —
T_—E—Iog(1+1/2)_o,27

Rappelons que le mouvement du liquide est oscillatoire simple, de période :
Y P
g

§ 2. — Cas ou 5 est voisin de zéro ou de Pinfini.

Si y est quelconque (B, \ 8, y £ 1), on a vu que, lorsque I croit de o 4

~+ o, o décroit de 4 o 4 y. On pourra donc envisager deux cas asymptotes dans

31y Lorsque y =1, il est facile de calculer la valeur de la vitesse, dans le mouvement perma-
nent auxiliaire, en chaque point de Porifice OF. On trouve:

m

2 e ' 41
u = T N
1/( zﬂ?’ 2711) ( z:t—:'« —zx%)
e -_— b [ — €

Dailleurs, dans ce ¢as, Oy est un axc de symétrie pour les vitesses, abstraction faite de leur

v=o, oLy LD.

sens,
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lesquels I sera 1° voisin de zéro, 2° voisin de linfini, et que I'on traitera en consi-
I NP .
dérant 1° —» 2° ¢ — y comme des quantités infiniment petites.

1° Posons d’abord, dans la formule (),
I -
¢ = — ).
Il vient, en négligeant les termes en ¢ de degrés supérieurs & 1/2,
ﬁl_ == 21/53,
e=%F.

On voit que, dans ce cas, Pinfiniment petit principal n’est autre que I. Portant
Pexpression de ¢ dans (9), on obtient

2 I BB
X = —;:—log-— = -A'—logz‘/inle’zb,

218 ™
d’otr: .
(14) Rzyﬁ:-i“%—logz—‘-/%l—p’—é.
On vérifie que cette formule, quand on y fait p, = 8, = —;—, coincide avec la
formule (13) si 'on peut confondre shfbi avec 1%1— .

2° Passant 3 Pautre cas, posons, dans
y P s 5h

c::‘Y—!-e

et ne conservons, au second membre, que la partie principale. Il vient:

—_— 2 B;—Bz
ﬂl:—i——logz(l_l—?‘{ ,

28,

e=2(1+ Y*)zYB.—Bz; .

axl
b
axl
Ici, c’est ¢ ° Qui joue le réle dinfiniment petit principal; or il n’est pas néces-
s q p p pai;

. . .
saire pour cela que 5~ soit trés grand. Portant expression de ¢ dans (9), on ob-

32) La lettre &, qui nous sert ici provisoirement 2 désigner une quantité infiniment petite, n’a
aucun rapport avec celle qui figure dans des calculs antérieurs.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. LI (1929). — Stampato il 3 ottobre 1928.
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tient :
= _ G+ Y _ ! I 1
K==y e =gt e S e
d’otr:
a—1 I I
I = 1 .
(15) R 5E, 32+ 8.5, %8 LT
On vénfie que cette formule, quand on y fait §, =B, = ~;— coincide avec la

=l

formule (13) si 'on peut confondre sh =l avec ——Iz-—c’ .

b

§ 3. — Application numérique.

Nous compléterons ce qui précéde par une application numérique en prenant les
données suivantes :

b= 12" I = o",50, a=8";

b, =17, H = 107,30, g = 9,80.
Comme

wl wl ,
on peut confondre sh—— avec -, d’ot

b b’
r=—4X 0,318 XX log 0,13 = 2,60,
R = 2,65 + 2,60 = 5,25.

Ici le terme complémentaire x est du méme ordre de grandeur que le terme

bg.B,

E)n peut calculer directement ¢. En effet, on a d’abord:
o= #SF = 2(12 X 0,318 X 2)" = 117,
d’ott
c=z><-;—~i—§><c“"8 = 0,033 ou LI

30

Par conséquent, P’approximation consiste 3 substituer au mouvement réel du li-
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quide, dans lequel les particules formant les surfaces libres paraissent se déplacer verti-
calement avec la méme vitesse, un mouvement trés voisin dans lequel les vitesses ho-
rizontales de ces particules sont, prés du niveau moyen 2®), inférieures au 1/30 de
leurs vitesses verticales et cellesci different entre elles de moins du 1/30 de leur va-
leur.
L’erreur absolue commise sur R, résultant du calcul théorique, est inférieure 2
4¢ .
—=4X 0,318 X< 0,033 < 0,05.
Elle est du méme ordre de grandeur que l’erreur normale provenant de la me-
sure des longueurs b, [ et a.

Nous aurons ensuite :
_ 5,25 X 12 __
T = 3,14 l/—_9,80 = 8,

0= — 2°,
4

Les vitesses moyenne et maxima de translation des surfaces libres sont respecti-
vement 0,25 €t 0,40 m.s.

Calculons maintenant v 4 l'aide de la formule (12):

15,3 > 0,318 118
v +2>< 15,3

486

vy

I
+—2—=2l/2><17a3><5125><3’

= 46,7 — 3,8 — 0,5 = 42,4,

vy = 0,I1§ ").
L’¢paisseur asymptotique de la cloison correspondante:
A = 12" X 0,115 = 1%,40

est assez considérable ; toutefois la largeur de l'orifice n’est diminuée que d’une quantité

h
23) Comme Eb—" = 0,26, remplacer 0,033 par 0,33 XX ¢%26 = 0,045 au niveau le plus bas et par
0,33 >< ¢~ mm 0,025 au niveau le plus élevé atteint par le liquide.
24) La formule (12’) aurait seulement donné :
- 0,318 XX 15,3
V2 X 178X 5,35 X 13

v

= 0,I0.
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négligeable, 4 savoir :

_ 314X 12

RS ETE

0,115°m = 0™,008.

Si on suppose que les dimensions des chambres sont fixées, ainsi que le volume
total du liquide, a, b et y ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, si 'on veut di-
minuer v, on ne peut agir que sur [, largeur de lorifice, ou sur b, , dénivellation ini-
tiale. On pourra, par exemple, augmenter | sans toucher 3 b, : mais alors on dimi-
nuera T et, par suite, la précision de la méthode, parce qu’on augmentera la vitesse de
translation des surfaces libres; on sera donc limit¢ d’un c6té par v, de Pautre par T.
Si, au contraire, on diminue 5 , on diminuera en méme temps v et la vitesse de
translation des surfaces libres: c’est donc sur b, que 'on devra agir de préférence.

*
* %

Pour terminer, nous examinerons deux cas-limites intéressants: celui degnﬁni
(6 = v), qui nous permettra de construire une série de tubes en U pour lesqu;ls on
saura résoudre le probléeme des oscillations, et celui de ¥ = o (¥ infini), qui nous don-
nera un schéma, assez grossier d’ailleurs, d’écluse 4 simple compartiment (ou: 3 sim-

ple sas).

§ 4. — Cas ol [ est infini. — Equation des lignes de courant.

Si Pon fait s =y, la formule (4), qui relie le plan X au plan {, s’écrit simple-
ment :

A=20—y,

tandis que la formule (3’) s’écrit, en faisant préalablement subir aux axes xoy la
translation OF,

. b 2
z=t—,;[log(1—7)——Y—_I—F-Ilog(l+7)l e
. b Y — 2 I “+ 2
(16) —'T(logz(\f-l—l)— Y+Il°g7——2 )
_ . b y—¢ 1
_'_w—[logy—}—l — ¥ - log (— Z)]
Pour { =, =y —o0,0nazg=—b8 4 iX —wet, pour { =, =y+o,

on a =03, 41X —co. La paroi F F, se trouve donc rejetée 4 l'infini vers le bas.

2

Par suite I et a sont infinis, mais la différence 4 — ! = 4’ reste finie, de méme que
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R qui s’exprime en fonction de @' et de y. En effet, on peut écrire:

R= +l+/.( 5 )= b:'ﬁ + 12'(s5 1)
avec: B,
x'(a,y)zxiz( e+ Vitaety
(15.) S — EE; X
Y G -Y 2 L—l
+ - log ! s )+ Ziog 2T

En faisant ¢ = vy, on obtient:

R.._

g it 1 __a
b(ﬁ:» Los y Tylel I)]

qui n’est autre que la formule (15).
Posons :

{=se", (X0, 0Lt L),

de telle sorte que Pon ait:
q

1
q;—__——T—c—logs, b= —.

En choisissant comme détermination de log L — 4

celle qui s’annule pour

Y1

{=—1 (s =1, 7 ==), la formule (16) devient:
y— se” logs——z(w—r)]

og
T+ 1 T+
On a:
y—set Vy' — 2yscost 57 | . ssint
log " log — -]-—zarctgs————COST_T.

D’ou finalement :

_ b ssin T VY —2 scos‘r—}—s
z—-,,—(amg.(_scosT 74_-+1bg Y ) —%X+-Y%
(r4 )™
en posant:
_ ssint  wm—=7 _ Yy — 2yscost 4 5*
X__arctg‘{__scosr TFT Y = log . .
G+ 1

Les lignes de courant s’obtiennent en donnant & v une valeur constante, arbi-
traire entre o et w, ct faisant varier 5 de 0 & 4~ o, On peut également éliminer
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entre X et Y: en remarquant que Y peut s’écrire:

sB2sin ¢

Y:Iog v+ )sm[X 4 Pl(‘ﬂ—“')]

et que:

— o Sin[X 48, (% — )]
- {sin[bz(n — 1) — X|_

il vient:

b‘f’ Bf* sint
sin®t [X 4 B, (7 — 7)]sin® B, (7 — 7) — X]
On peut construire, pour chaque valeur de y, une famille de courbes définies par

Péquation (17) dans laquelle v est un parametre arbitraire, compris entre o et w. En-
suite, & étant fixé, on obtiendra les lignes de courant en faisant subir i ces courbes

(17) Y =log

= fonct. de X, 7, y.

. b
une homothétie de centre F et de rapport gl

§ 5. — Application & certaines formes de tubes en U.

Rappelons que ces lignes de courant coincident avec les trajectoires réelles des
particules liquides. On pourra donc, & lintérieur du domaine précédemment étudié,
remplacer une surface de courant par une paroi rigide sans modifier le mouvement
réel du liquide.

Faisons, pour simplifier, # = =. Soient L, et L, deux lignes de courant corres-
pondant aux valeurs T, et 7, du paramétre (Fig. 11). Au-dessus du niveau Y = a'

- — =X

(Fig. 11).

B

tel que 2¢ ™' scit négligeable devant I'unité, les courbes peuvent étre confondues avee
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leurs asymptotes, qui sont, pour L,

€C) X=—=p@F—7) (C) X=p((F—r1)

et, pour L,
@n) X=—-—¢fFE—=) @D,) X=8(r—r)

Consid¢rons, dans le plan horizontal ¥ = «’, une courbe fermée convexe X ad-
mettant pour plan de symétrie le plan X FY qu’elle perce aux points C, et D,. L’en-
semble des lignes de courant qui s’appuient sur X limite un tube en U dont la trace
sur le plan X FY est formée des deux lignes L et L, et dont les branches verticales
ont pour sections X, et %, (passant par C, et D,). Supposons que ce tube en U
contienne un liquide oscillant. Si la cote du niveau moyen, Y = a’, est plus grande

’ ’

. Co . a’ —oa .
que o et la dénivellation initiale, b, plus petite quue ————, le mouvement du li-
P
1

quide sera complétement défini par les formules (1) et suivantes, o 'on fera S ==

et
R= 57, (v +10 g(sf"lpfz)'

Si, en particulier, ¥ = 1, I"équation (17) devient:
Y — sin T

Vz(coszX -+ cos-r)

FY est axe de symétrie.

Plagons-nous dans ce cas et supposons que X, soit un cercle: X, sera un cer-
cle égal 4 X . On peut alors attribuer une signification simple au paramétre t. Con-
sidérons un tube trés mince correspondant i deux valeurs trés voisines, T et T - 87,
du paranetre ; son épaisseur, calculée dans le plan X FY suivant une ligne s = con-
stante, orthogonale aux lignes de courant, est égale a:

V3X 87 = I+ 25coss 537

1 —2s5cost 4 s*

Le long d’une branche, elle varie, toujours dans le méme sens, de §21 (pour

s=oous=-+4 o) 3 corg-f——s—r (pour s = 1) ?°). En désignant par n le rapport

de I’épaisseur suivant F Y i P'épaisseur asymptotique des branches, on a:

T
ﬂ:COtg—;.

35) Dans le sens normal au plan XFY, Pépaisseur du tube est constante.
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Sin>1 (o << —'2—), la partie inférieure de 1’ U présente un renflement;
. T . .
si n < 1(——2— <= <n), elle présente, au contraire, un étranglement; enfin si

n=1 ('r = —W—), le tube a partout la méme épaisseur. En appelant H la hauteur
2

moyenne du liquide comptée depuis la partie inférieure du tube, on aura:

a'=H+logsin% )

_‘—4— 1 l—
R—-.n [H—{-—log(zsm 2 )]

et la période des oscillations sera:

H + log (2 sin -;—)

g

T=o:snxn

. . 17 .
Il est aisé de vérifier que, pour v = - le mouvement est le méme que celui

d’une chaine ayant méme longueur que la colonne liquide. On peut, H étant fixe,
construire un tube dont les branches aient un écartement donné I et qui corresponde
2 une période d’oscillations donnée T. On doit pour cela rétablir le rapport d’homo-

. b . .
thétie et I'on est conduit & résoudre I’équation transcendante en =

H T g T
(= — 'r)—I,- —+ log (2 sin 7‘) =
Toutefois, le calcul ne sera valable que si la valeur de © qui en résulte rend

. 2 _ . 1 .
Pexpression — ¢ * pégligeable devant lunité.

sin® —
2

§ 6. — Cas ol y = o (b infini).

Revenons au cas général et supposons maintenant le rapport y trés petit: la
chambre de gauche est trés longue vis-a-vis de celle de droite. L’amplitude des oscilla-
tions étant, de part et d’autre de G F, respectivement 28, b, et 23 b, elle sera trés
faible dans la chambre de gauche, quand méme elle serait considérable dans celle de
droite. Pour étudier ce cas, on peut passer 4 la limite en faisant y =o (B, =1,

,=o0) et b infini, de telle sortc que la longueur 58, de la chambre de droite ait une
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valeur finie 4,, tandis que la paroi G, F, se trouve rejetée 4 Dinfini vers la gauche
(Fig. 12). La méthode approchée que nous avons suivie dans le cas général consiste

G 6,
D D
M; min | Me
E' E
F
F

(Fig. 12).

ici 4 admettre que la surface libre DD’ restz immobile et confondue avec M, M.
Parmi les formules précédemment établies, toutes celles qui conservent un sens lors-
quon y fait B, =1, B, = o, bB, = b,, conservent leur validit¢. En particulier la

formule (1) s’écrit:
() =i =7
dt) — R

et, dans les suivantes, il suffit de faire:

b et/ E
==z =1

{,=o, Z,:zc, A=L+ VY —26(,
(logc_)\"“;"‘"}_)’

, . 1 A(k—20)
S A S e

(19) W—l-:logl+6+cvl+2°'+1/l-i-2¢‘

On a ensuite :

Tt

On peut construire une courbe qui fera connaitre les valeurs de & en fonction
de T (Fig. 13).

Pour calculer R, connaissant le niveau moyen a, on doit d’abord résoudre I’équa-
tion en 2

¢ — A
log .

2 1 -
— 5t =74

Rend. Circ. Matem. Palerme, 1. LIU (1929). — Stampato il 3 ottobre 1918. [
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qui a deux racines, A, et A, correspondant respectivement aux points M et N. En

posant :
- 1 1
Ta=—4 —
g + ¢

(Fig. 13).

et regardant ¢ comme négligeable vis-d-vis de I'unit¢ (et, de méme, —:—; dans le cas ou

¢ serait lui-méme trés petit) 2°), il vient immédiatement :

1

O
A = — 25, A, =—g0ec .

Considérons alors, dans le plan A (Fig. 14), les courbes d’équations

x
A
]
I, !
]
!
!
Nm F,,, MmI‘ e
Ay AF 230 3 2 %]
(Fig. 14).
) 7\:=—zecosn“(1 +i—:—sinn"‘), (—'}—éréw),

ST ——
néglig. en général
L

T.) A=gqe' ’ (oL~ L)

26) La premiére hypothése, qui implique que 1;’ soit trés petit, est assez restrictive (grande pro-

. . .
fondeur de liquide); la seconde entraine que —- soit lui-méme assez petit.
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Elles ont pour images respectives dans le plan z
MM)  z=a(g®+ 9, (Zz-<7),
MN)  x=b(1—T)+is CLrLD

Il s’en suit que l'on a, sur M, M,

4’ -} v" = approx.ment —
et, sur M, N,
. i
U —iv=— 5.
b

La vitesse sur M, M est négligeable vis-3-vis de la vitesse sur M,N; par consé-
quent, le raisonnement approché qui conduit 4 la formule (1) est bien valable.
D’autre part, T, et I', ont pour images dans le plan f (Fig. 15)

¥A
)
I
+I F' N'

AN

plan £

(Fig. 15).
) ——[l 2¢ coS__j_____*_,(z.r_.,,\] (—Z—é‘l‘é'ﬁ),
négl. en gén.
WN) =1 (log 5 + 4 +i7), (0 Lx £ ).

La valeur de R est égale  l'aire hachurée. Si I'on substitue 4 I, le segment:
A 1 2¢? .
P Q) f=~7—:-[log~&—~+z(21——7r)], (-:—éréw),
on commet sur R une erreur trés petite, égale a
4 ; , 2¢
- ?] + P

négl. en gén,

en posant : .

i:—f 10gsintdi=1,08 DR )
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On obtient ainsi :

I I G -, 2 wa , 2 I - —
(20) R=1 (- +2log T )=+ 2 log 4 = (logo—3; ) =241

N N
négl. en gén.

en posant:
w2 1
(D)= —W—(logc — E_cr) .
Si T est petit, on peut tirer de la formule (19)
- = 8
T 2P’
d’ou: o
-, 2
! R= —log—=.
(207 a4 — %8 %

On peut enfin, pour écarter I'objection de la pression négative autour du point
F, employer le méme artifice que dans le cas général, c’est-d-dire remplacer la paroi

Y = I par une paroi Y = 1 — v convg¢nablement choisic. Les formules (12) et (12")

conscrvent leur validité. Comme - doit étre petit, il suffira de prendre (12’), d’ou

=V,

DEUXIEME PARTIE.

ECOULEMENT A TRAVERS UN ORIFICE CIRCULAIRE HORIZONTAL
S’OUVRANT PROGRESSIVEMENT.

Cuarrtre L

SUR L’ECOULEMENT PAR JET.

§ 1. — Expression approchée du potentiel des vitesses.

Soit une cuve cylindrique, de diameétre 2 R, dont le fond est horizontal ; elle con-
tient, jusqu’a une hauteur b, un liquide pesant, incompressible et sans viscosité, qui
s'écoule par un orifice circulaire, de diamétre 24, percé au centre du fond (infiniment
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mince) de la cave (Fig. 16). Nous supposerons R grand vis-d-vis de b et b grand

!z
| D=0
¥ !
| |
12 i
L <2,
—— e | Y qupnpnp— e e
< 21 TfR -
L
(Fig. 16).

vis-d-vis de 4, de telle sorte que nous pourrons admettre que la paroi latérale de la
cuve est rejetée 4 linfini et que, au voisinage de la surface libre supérieure, le liquide
est sensiblement immobile. Sur la sutface libre méme régune la pression constante p,.
Nous pouvons supposer cette constante nulle ; si elle ne Uest pas, il suffira de rem-

placer b par b +

;b; , p étant la densit¢ du liquide et g Paccélération de la pesanteur.

Dans tous les cas que nous envisagerons, le mouvement du liquide sera complé-
tement symétrique par rapport i 'axe de la cuve et de Dorifice. Soit 7’0z cet axe,
orient¢ positivement vers le haut, o éant le centre de Porifice. Le domaine D occupé
par le liquide & un instant quelconque sera limité d’une part par le plan horizontal
z = b, dautre part par le plan troué z = o0, r >\ a (r: distance 2 g'z) et par la
surface libre *7) inférieure qui pourra étre au contact soit d’'une atmosphére 4 pression
constante, soit d’un autre liqude en mouvement (Fig. 17).

X

(= === == >
»

‘.5.'- — e ¢ wnEn ¢ S e ¢ m—
o

.
.

<

iz’
(Fig. 17).

Supposons que le mouvement, permanent ou non, du liquide admette un potentiel

37) Nous Pappelons libre pour la distinguer de la surface du liquide qui est en contact avec le
fond de la cuve.
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de vitesse ¢(r, z|t); la fonction 9 de r et de z, dé¢finie dans D, y vérifie 'équation de
LAPLACE

1 0 ( 0o o'p
(21) ——r——é—;(ra—r)—{——a—j{,_._o.
De plus g% = o en tout point du plan troué z=o0, r \ & et, sur le plan

z = h, on a, A partir de I'équation fondamentale

(22) Z_+@+L+g1=o (V. vitesse)
2 ot p

et en négligeant, comme nous I'avons dit, les vitesses du liquide,

0 fgh=o,
d’oli, en intégrant,
(23) p(r, bit) = —ght +- o,
(¢, constante déterminée avec’les conditions initiales).
Si, en outre, on suppose 7 (r, z[t) régulitre en tout point intérieur au liquide et
bornée au voisinage de ses limites singuli¢res (infini, entre g — o et = h, et bord
de Porifice), il suffira, pour déterminer complétement cette fonction au degré d’approxi-

mation auquel nous nous sommes placés, de connaitre les valeurs qu’elle prend sur
Porifice, c’est--dire

9(r o)  pour oLrZLa.
Dans ce cas, on peut donner une expression de o(r, zlt), valable pour 7 X\ o, en
se servant du résultat suivant dt A Bertramr *8):

Soit u.(r") (o L' La) la densité tlectrostatique, variable par couronnes concentri-
ques, d’un disque circulaire infiniment mince X occupant la place de lorifice; le po-
tentiel newtonien de ce disque aura pour expression (celle ci étant nulle & Iinfini)

24) v 0= [ [EPdo =2 [“ueyrar [T,

€n posant:

u=1r4+r*—2rr'cos® 4 2.
On sait que la fonction ¥ (r, 7) vérifie 'équation (1) et que

Vi(r, +0) ®) = g; 27 p(r) :2:: C:f ;< a,

28) E. BerTrAMI, Sulla teoria delle fungioni potenyiali simmetriche. [Opere matematiche, Milan, Ul-
rico Hoepli, Tomo III (1911), p. 349-382], p. 350351, form. 1, 1, 1.
23) Limite de PV (r, 1) quand g tend vers zéro pac valeurs supérieures 2 zéro.
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D’autre part, en un point r, z suffissamment éloigné du disque, on peut confondre
u avec ¥r* 4 1* et &crire:

I , _ 2= [ "~ or dor
V(r, ()waﬁfﬁp(r)dc_m[ p(r)r'dr

ou encore, comme . (r") = — 51_1: V.(r'y + o),

F 7. oo ——-————'—_q_.____
( b () 2 TCl/fz I (, )
Cl? posant

(25) qz—ffz Vi(ry + 0)ds = — 27r£¢ Vi(ry + o)r'dr'.

Si, au lieu de p(r) (o L r La), on se donne V(r', o) (o L r' L a), ce qui
suffit pareillement 4 déterminer le potenticl newtonien du disque, tout revient 4 expri-
mer p(r) en fonction de V' (r', 0); c’est le but de la formule de BELTRAMI:

1 d [ sds d [ , r'dr'
(26) #(’)—*;,:—,37/" VS‘*—TFE/; v, 0)‘7:——,“,-

S —7r

Remplagons alors V' (r', o)

1°) par 9 (7', oft),

2°) par ght — ¢,
et soient ¢ (7, z|t), ¥,(r, zJt) les potentiels newtoniens correspondants, déduits de (26)
et de (24). Considérons la fonction :

b(ry 2l =4, (ry A1) + 4.(ry ) — ght +o,.
J
Elle est réguliere & Pextérieur du cercle X, vérific I"équation (21) et g—; est nul

en tout point du plan troué z = o, r )\ a; de plus, sur Porifice méme, on a
¢(r, o) = ¢ (r, ot

Enfin, sur le plan H(z = b), on peut écrire sensiblement :

Voo iy = Bl i,

en posant:

.a ’ ’ ’
q, = — 21:[ a——(dg,(r, + olt)r'dr,

“ a ’ ’ ’
9, = — 21cf é-(q;,(r, +olt)r'dr' = 4a(ght — o),
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r, hit) = ——‘-‘g’,*: ht — ¢ (—3‘_?—‘_._.'— —_— I) .
‘L(’ I) 2751/f’+bz+(g “Vo) ‘N’/fz—l-bz
Si on fait croitre indéfiniment b, le premier terme tend, en général, vers zéro %),

le second tend vers —ght-}-y ; par suite, pour b suffisamment grand (vis-d-vis de a,
s’entend), on aura sensiblement :

Y(ry bty = —ght + ¢,.

On voit donc que, de toutes les conditions auxquelles doit satisfaire, dans le demi-
espace supérieur, la fonction 9(r, z|t), une seule, celle qui concerne le plan H, n’est
vérifiée qu’approximativement par la fonction ¥ (r, z|t), mais avec une approximation
d’autant meilleure que b est plus grand. Comme, d’autre part, nous n’aurons i con-
sidérer, dans ce qui suit, que la région voisine de orifice, nous pouvons prendre, pour
I 0

9 (r, 2 = ¥ (r, 2l

§ 2. — Condition de I’écoulement par jet.

Cela posé, ¢!(r, o't) est, pour o £ r £ a, une certaine fonction de r et de ¢
< =
qui représente la vitesse verticale du liquide en chaque point de lorifice. Nous dirons,

par définition, qu’il y a, & Vinstant t, dcoulement par jet, si cette vitesse s’annule sur le
bord L de lorifice, c’est-a-dire si

¢:(a, oft) = o.

S’il y a écoulement par jet A partir d’un instant ¢, on pourra définir, 3 chaque
instant postérieur f, une surface de jet constituée par ’ensemble des molécules qui
étaient encore, 4 instant ¢, en contact avec le fond de la cuve et n’y sont plus i
Pinstant t. Cette surface, variable ou non avec t, se raccorde constamment, le long de
L, avec le fond de la cuve.

Nous allons établir une relation fondamentale 4 laquelle doit satisfaire la fonction
o(r, oft) (o L r L a) dans le cas de I'écoulement par jet. A cet effet, nous commen-
cerons par exprimer ¢;(r, olt) (0 L r £ a) au moyen de ¢(r’, ojf) (0 L' L a).

On a immédiatement :

.07y o) = ¥,0r, + o) = 524.( + o) + = 4C + ol

39) Si ¢ (7, o|f) est indépendant de b, ou bien s’il dépend de b de telle sorte que ij- tende vers

zéro; dailleurs il suffit, pour que y(r, h|f) tende vers — ght+ ¢,, que —bq+ tende vers zéro.
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et, par lintermédiaire de (26),

"dr'
sehtn oy =200 [ et o T

0 2 ght—
seh( Foy=— .

2 2

a —7r

a 1
Pour calculer a*('l.'l("a — o|t), nous regarderons ¢ comme un paramétre et sup-

poserons (provisoirement) que 3(r, olt) admette des dérivées premiére et seconde, par
rapport 4 7, finies dans tout lintervalle o L7 £ a 3).
Posons alors:

(27) F& = [ o0, ob)

Nous devons calculer :

’

rl
V7 —r"

st o =2 [P Ll

On a, en intégrant par parties,

/F'(s) sds 2__F'(a)t/a"_—_r’—-f‘F”(s)t/sT:-r;ds,

3 __2[ F(a F"(s)ds
st oy =—2[ 2 f

et par suite:

(28) 9,(r, o) = — [F'(“)ﬂh'—v [F"(s)ds]

Vao —r JooYs —1?

D’aprés nos hypothéses sur o(r, olf) et ses dérivées, l'intégrale qui figure au se-
cond membre a un sens quel que soit r et, en particulier, pour r = a (cette dernicre
condition est strictement suffisante pour ce que nous voulons établir).

Pour le voir, il suffit de calculer F'(s) et F'’(s), a partir de (27), en emplo-
yant le méme procédé que ci-dessus, c’est-d-dire en dérivant aprés avoir intégré par

31) o’ (r, olt) représente 1 vitesse horizontale des molécules qui traversent I'orifice et 'on a né-
cessairement, en vertu de la symétrie complete par rapport A 7'z, ¢! (0, o]f) = o quel que soit £

Rend. Circ. Matem. Palerme, t. LIII (1929). — Stampato il 3 ottobre 1928. 7
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parties ; il vient:

F(S) = S?(O, OII) + f ?:,(f’, olt)VS: — rlld’l’
' ‘ ' , dr'
F =90, o) +5 [ 20, o) =2
o S —r

= ¢ (o, oft) + s[—;—:— 9.(s, olt) — f 91.(r'y o|t) arc sin—:_—dr'] R

Py = [Ty o) + et o] =2

Vst — 1
On voit sur la formule: (28) que ¢!(r, off) est, en général, infini par r = a ).
Pour qu’il y ait écoulement par jet, c’est-3-dire pour que ¢ (4, oft) = o, il est néces-
saire que lon ait:
F(a)+ght —9,=o,

ou, en remplagant F’(a) par sa valeur,

“ ’ ’ d !
(29) 2(0, o) +a [ (7, o) = + ght — g, = o.

Vﬂz———;’.’

Cette condition 3 laquelle doit satisfaire la fonction ¢(r, oft) (o L r L a) est
“*F'"(s)ds

- s’annule pour r = a [comme Cest le

suffisante si, en outre, intégrale j =
r Vst —r

cas, notamment, si ¢! (r, oft) et r¢!.(r, o|t) sont finis dans tout Pintervalle 0 Lr ZLa].

§ 3. — Autre interprétation de la relation (29).

Nous avorfs supposé implicitement jusqu’ici que le rayon a de Porifice était inva-
riable, mais il est essentiel de remarquer que toutes les considérations qui précédent
subsistent si a varie avec le temps, comme nous le supposerons désormais. Partant de
13, on peut donner i la relation (29) une interprétation légérement différente: le dé-
bit du liquide 4 travers X est représenté par la fonction (positive puisqu’il y a écou-
lement)

qg() = — 21:/ q;;(r', o)yr'dr =4q, 4+ g,

332) Le liquide aurait, dans ce cas, tendance i se-répandre sur la face inférieure du fond de la
cuve.
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Nous avons déji calculé ¢, :

9. = 4a(gbt—— ?o)‘

o , 2 d ¢, sds
On a de méme, en remplagant é—i'.la,(r, ~+- olt) par e L F'(s) e
g, = 4F(a);
par suite, en mettant en évidence les variables 4 et f, nous pouvons écrire:
(30) g(alt) = 4[F(alr) + al(ght — ¢,)]
On voit que la relation (29) exprime simplement que:
d¢
da=

C’est-d dire que le bord de lorifice n’apporte aucune contribution au débit. Cette in-
terprétation se raméne immédiatement 4 la précédente: on a, en effet,

99 :
32 = 2mag/(a, olf).

Cuarrtre II.

CAS D’'UN ORIFICE SSOUVRANT PROGRESSIVEMENT.

§ 1. — Expression de ¢ (7, zj2) & I'aide de yx(r'|a’).

Dans toute la suite de ce travail, nous supposerons que lorifice ¥ s’ouvre pro-
gressivement & partir de zéro, sans cesser d’étre circulaire *). En méme temps, le li-
quide s’écoule 4 partir du repos, sous P’action de la pesanteur et des conditions aux
limites. Le rayon a est fonction du temps ou, si I'on veut, ¢ est fonction de a. Il est
préférable, comme nous le verrons, d’adopter cette derniére maniére de voir et de

prendre a4 pour variable indépendante 4 la place de ¢ C’est ainsi que nous suppose-
rons la loi d’ouverture donnée sous la forme

1= fa(o(a')da’,

83) A la maniére d’un objectif photographique Nous admettrons que la réalisation mécanique de
Pouverture n'introduit aucune aciion perturbatrice (telle que frottements, etc.).
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o (a") étant une fonction finie et positive de @’ dans un certain intervalle 0 £ a' <o,
tel que ¢ soit assez petit vis-d-vis de b pour qﬁe le calcul approché exposé plus haut
soit valable pour a L.

Remarquons que la fonction 3 (r, zla), représentant le potentiel des vitesses 4 I'in-
stant ol le rayon de Dorifice est @ ®*), est entiérement déterminée au point 7, z si

I'on connait, en ce point, sa dérivée par rapport au temps, ¢;(7, z|@’), pour toutes les
valeurs de a’' comprises entre o et a; on a, en effet,

v, 1) = [ 6, dw)e@)da.

Considérons alors la fonction 9;(r, z]a’): elle est définie dans le domaine D’ oc-

cupé par le liquide 4 Pinstant a’' et y vérifie Péquation (21); de plus, sa dérivée 9%,

0z
est nulle en tout point du plan troué 7 = o, r X\ a’ et, sur le plan =5, on a
d’aprés (22)

¢;(r, bla") = —gh.

Supposons ¢;(r, z|a') réguliere en tout point intérieur 4 D’ et bornée au voisi-
nage des limites singulieres de D’ (infini, entre z = o et g = b, et bord de [lorifice).
Pour achever de déterminer cette fonction, il suffira, comme nous l’avons wvu pour
¢ (r, zjt), de connaitre les valeurs qu’elle prend sur lorifice, c’est-d-dire

(31) 9i(r, ola’) = 1 (rla),  pour o Lr La'.

De méme que pour o(r, z|t), on peut obtenir, 4 partir des formules (24) et (26),

une expression approchée de (7, zla") en fonction de y (r'|a’) (0 L r' L a’), valable
pour o £z L h: il suffit de remplacer V' (r’, o)

1° par y(r'|a),
2° par gh.

En désignant par ¢ (r, zla’), ¥.(r, z|¢’) les potentiels newtoniens correspondants,
on aura, pour o Lz L b,

o (r, zla’) = i (r; zla) + i(r, zla’) —gh.

En particulier, on peut calculer ¢!(7, ola’) pour r > a’ 4 Paide d’une formule
analogue 4 la formule (26), due elle aussi & BeLTrRAMI ®°), et qui donne Iexpression
de ¥ (r, 0)(r > a’) en fonction de V' (r’, 0) (0 L' L a"); cette formule est la sui-

34) Nous dirons pour abréger: linstant a.
35) E. BeLTRAMI, loco citato au 28), p. 362, form. 7,.
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vante :

(32) Ve, o)——fw e [ e et

5 __rlz

On obtient les valeurs de 4! (7, o|a’) et de 4. (r, ola’) pour r > a’ en rempla-
cant, dans (12), V' (r’, o) successivement par y (r’|la’) et par gh, d’ou

@; (7, o|a)--——-f Vrds zds./[)C(r]a)—}-gh] rdr —gb pour r > a'.

Considérons le premier terme: on a, en intégrant par parties %),

s 'd ’ s
S e +en 2 = [V =R 4 sl ole) + )
o S —7r o

d’ou finalement, pour r > a’,

(33) #(r, o) = f(rla") + [y Cola") + gh] arcsin 2 — g,

en posant
foy =2 [ 22 e 2t

Vérifions que I'expression (33) se raccorde, pour r = a’, avec y (r|a’), autrement
dit que 'on a:

4 f(@'la’) 4 1 (ola") = y (a’la’).
En effet, on peut écrire, en intervertissant 'ordre des intégrations :
' ’ '
2 o sds 2 (Y, N (" sds
— Varz f X.r o(r la)V ?./; X.r'(r |a)dr [: V(a"—s’)(s’—r")
= [t lar =y @) — 1ok

Nous pouvons maintenant calculer ¢(r, olg) (o L7 £ a) en fonction de y (r'|a")
(o L1 L a L a), car nous connaissons o,(r, ola’) pour toutes les valeurs de a’
comprises entre o et 4. Cet intervalle se décompose en deux: pour o La' L,

@,(r, ola”) est donnée par la formule (33) et, pour r .Z a’ £ a, par la formule (31).

36) Nous supposons la fonction donnée y (r]@) et sa dérivée x!(r|a’) finies et continues par rap-
port 4 r et bornées par rapport i @’ pour 0 L7 L J' < ¢ et, de plus, en vertu de la note 3') ,(0,a")=o.
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Il vient, en intégrant dans chaque intervalle partiel :
o0y o) = [ ()0 (@)dd + 2 [ (o) + ghlo(@) arcsin 5-da'
__ng[ m(aﬁda'—k‘/‘x(ﬂd)w(aﬁdaﬁ

Le mouvement ainsi défini correspond au cas ou o,(r, zja’) est réguliere dans
I’espace A compris entre les plans z = o, z = b, et bornée au voisinage des limites

(35)

singuli¢res de A; par suite, il en est de méme pour 3 (r, zla). De plus z; tend vers

zéro avec ~;~ ) et 9, = ¢(r, hlo) = o. Il en résulte que le potentiel des vitesses

¢ (r, zla) est, par lintermédiaire de 9(r, ola) (o L r L a), complétement déterminé
dans A, 4 chaque instant g, 4 l'aide de la fonction 3 (r'|a’) (o L 1" L a' L a).

§ 2. — Propriétés de la fonction ¢ (r, oja).

La fonction ¢(r, ola), définie par la formule (35), jouit de deux propriétés inté-
ressantes :

TutorEME . — Pour que 9. (o, ola) soit nul quel que soit a, il faut et il suffit:

1° que y!,(ola") soit nul quel que soit a’;

2° que w(0) = 0 ou que y(olo) = — gh.

On a, en effet, en dérivant 7 (r, o|a) par rapport 4 7, tenant compte de (34) et
simplifiant :

(@“W”m=[f“““”““"%[uww+nw@%#¥%ﬁ
36).

( + [ rew)e@)da.

Pour calculer f,(rla’), transformons d’abord f(r,a’) en intervertissant I'ordre des
intégrations et effectuant la premiére; il vient:

2 o sds
rlg’) = — W (r'ladr
Sy = 2 [ T
=%[uMﬂmm'+’““da

2 ’2
r —

r

37) A condition que ‘/.(;If_“_) tende vers zéro,
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dou:
’ 1/‘1’: - 1’ ’
(37) f(rla") = — ) e =
Portons cette expression dans (36) et posons dans les deux premiéres intégrales
a' = rsin 8, r' = a’'sin ® = rsin O sin O’;
il vient:
2r sin’ @ cos* @’ d O’
(r, ojg) = — — 7 sin © dE)f O sin ©’ o
9, (r, ola) = =J. w( sin @) 7. (r sin © sin ©'|r sin ) 6o

+ %fT[X(olr sin 8) 4+ gh]w(rsin ©)sin0d O - ./wx:("ia')“’(a')da"

Si maintenant nous faisons r = o,

devient :

NOYACD! f se f T e = 910 (= — Z).

Ce premier terme est donc nul; il reste simplement

7.0, ola) = — 2-[(0o) + gl (o) + [ x(olaYu(@)da"

On voit que, pour que %' (o, ola) soit nul quel que soit 4, il faut et il suffit:

® que [y (olo) + gh]w(0) = o;

2° que x.(ola") = o quel que soit a’. C. Q F. D.

y.(0l0) = — g} signifie, d’aprés (22), que la pression au point du liquide, im-
médiatement aprés linstant inital, est égale 4 gh, pression hydrostatique qui régnait
en ce point avant 'ouverture de l'orifice; c’est un cas trés particulier que nous re-
trouverons, du reste, plus loin. On devra donc, en général, supposer, pour que le
mouvement soit régulier au point & »{0) = o, c'est d-dire que la vitesse d’ouverture
de Porifice est infinie 4 linstant initial.

TutorEME II. — La fonction 4 (r, o'a) vérific, & chaque instant a, la condition (29)
de Vécoulement par jet.

Nous devons calculer I'expression

(8) o0, o)+ a [ 61, o) = 4 g [ o(a)da’

et montrer qu’elle est nulle quel que soit a.
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En effet, on a d’abord, d’aprés la définition méme de la fonction y (7]a’),

?(0, o) = [ 1(ole)a(a)da"

a
Considérons ensuite f ¢.(r, ola)
o

Pordre des intégrations,

/Va ff(rla)“(a)da ——/‘:m(a)da ff(f|a)/

—‘——fl/ f[x(olﬂ)-i-gh] (a)%

_— al:

d
=—T.;f [c(ola) + ghlo(a)da’ ﬁn/(a —r)L(rTf)

=—= f [ Cole) 10 ()4,

{/—:————:: on peut écrire, en intervertissant
at —r

2 1

—r

Il S’en suit que l’expresston (38) peut se mettre sous la forme

af G(ay a)w(a)da',
en posant °
6@ @)= [ 1010 =2 () =

Nous allons montrer que G({a, a) est nul quels que soient @ et a’. On a, en
effet, d’apres (37),

“ , dr 2 [ rdr 1/ r'—‘

£y St =

= — r'|a dr'
o Va> — r* T JoV{a — 1) — a”)f N

ou, en intervertissant 'ordre des intégrations,

‘ dr 2 [ —— “ rdr
’ — e 2 r'( ) ,/ r2 121 :f . .
J a2 [ =7 | W@ = —a)

Or il vient, par le changement de variable r* — r'?

I
=

a

rdr _ = ]
o (=YY (@ — ) —d'?) - 2V(@ —r'*)(@* —1r'?)

D’oli enfin:
= - f l.r'(r

R

C. Q. F. D.
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*F'"(s)ds
, Vs —r
s’annule pour 7 = a ), ce qui aura lieu notamment si, en plus des hypothéses déja
faites, o' (a’), 3. (r'a") !5 (rla’), y".(rla") sont finies dans les intervalles o £ a’ <y,
o L r Za'. Ces counditions étant supposées remplics, 'écoulement du liquide s’effec-
tuera par jet continu *?), de Dinstant initial 4 Pinstant ¢. Il est intéressant de remar-

Pour qu’il y ait, 4 I'instant 4, écoulement par jet, il faut en outre que

quer que, bien que 7. (a, oja) soit nul quel que soit a, g«tqa('(a, ola) *°) ou %(p:(a, ola)

est, en général, infini; en effet, la relation qui équivaut 3 la relation (29) pour la
fonction y (r|a) s’écrit:

’ i ! ’ dr'
(29") r(0la) 4 a [ y(rla) =2y, 4 gh = 0

Vaa — 1

et n’est vérifiée que pour des valeurs exceptionnelles de a. L’infinitude de la dérivee
par rapport au temps n’a pas d’influence parce que le bord de lorifice se dérobe.
Nous reviendrons sur ce résultat un peu plus loin.

On peut aussi remarquer que, dans le mouvement considéré, la pression p, dé-
duite de la formule (22), est finie en tout point de lorifice, ou clle est donnée par :

(39) P_(;_!IQ = — x(r|a) — -V;—, (o L1 La. — V: vitesse).

Cuarrtre IIL

SUR LE DEBUT DE L’ECOULEMENT DANS UNE ATMOSPHERE
A PRESSION CONSTANTE.

§ 1. — Interprétation du cas ou y(rla’) = cte.

Le cas le plus simple est celui ou ¥ (rja’) est une constante. Sous certaines con-
ditions on peut donner au mouvement ainsi défini dans Pintervalle (o, ¢) une signifi-

38) Voir Chap. I, § 2.

39) Ou, du moins, ce sera le seul mode d’é:oulement coirespoadant au cas ou ;(r, z|a’) est régu-
litre a Pintérieur de A et bornée au voisinage des limites singulieres de A.

4°) Dérivée de 7;(r, o|) par rapport a t, dans laquelle on a fait r = a et remplacé ¢ en fonc-
tion de a.

Rend. Circ. Matem. Palerme, t. LIII (1929). — Stampato il 4 ottobre 1928. 8
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cation physique intéressante. Posons, en effet,

’ @ [~}
1(rle) = ——-=—¢gh+ (gb - T) )
% étant une constante positive provisoirement arbitraire; la formule (39) se réduit 2

gy (=)=

Or le liquide part du repos; dans les premiers instants sa vitesse, méme & [ori-
’ 2

o . 14 .
fice, est trés faible. Tant qu’elle demeurera assez petite pour que 5~ buisse étre né-
gligé devant gh — - on aura simplement, sur lorifice,

p(rlp) = .

D’autre part, pendant cet intervalle de temps (o, ¢), la surface libre inférieure ne
s’tcartera pas sensiblement du plan de lorifice et Pon pourra admettre que c’est en
réalité sur cette surface que la pression demeure constante.

Supposons la loi d’ouverture donnée sous la forme

t:@w(—a—),
c

O ‘tant un coefficient constant ayant les dimensions d’un temps et w(x) une fonction
numérique de x, continue (ainsi que sa dérivée) et croissante dans lintervalle (o,1)
[w'’ (x) bornée] et, de plus, telle que

w(0) = w’'(0) = o, w(1) =1.
La formule (35) donne, en posant a’ = r cos a et intégrant par parties,

JT
2

| 20/ (o] r ]
o (r, ojt) "'---—-—(gb————~P )j: w(—c cosaz)daz———-P t.
On en déduit:

o) %y =—22(gh—Z) [

ula

T

r
w'(Tcosa) cosada, pour o Lr La,

41) 11 est essentiel, pour la validité du raisonnement, d’isoler la constantc additive — gh [valeur
de 9}(r, 7|¢) 2 Pinfini].
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et le débit est donné par la formule (30):

__ 49 = Y AP
q(a)_T(gb-T)[w(T)ada.

Si —?— = gh, cest-d-dire si la pression 4 Dorifice est exactement égale 3 la pres-
sion hydrostatique, le liquide reste (théoriquement) en repos. Pour que le liquide

s’écoule hors de la cuve, il faut que —T:~ soit inféricur 4 gh; ¢! (r, o) est alors néga-

tif pour o <7 L a et le débit est positif. Si —T:— ¢tait supérieur 3 g b, le liquide serait

)

refoulé 2 Vintérieur de la cuve et le débit serait négatif.
D’autre part, nous voyons sur (40) que la vitesse & Dorifice est de lordre de

grandeur de
0 ]
we-7)

Il s’en suit que l'on devra pouvoir négliger

cz

h— E—)z devant gh — =
(g 4 £ P

ou, ce qui revient au méme,
-4 ¢\’
h— — devant — ) .
g 6 e

Imaginons que le liquide s’¢coule dans le vide, autrement dit que =z = 0. Dans
ce cas, la méthode que nous avons exposée ne nous fera connaitre son mouvement
avec une approximation satisfaisante que tant que la vitesse moyenne d’ouverture de

Porifice, -’ (initialement infinie) sera assez grande vis-d-vis de ¥gh. Au contraire, si

le liquide, au lieu de s’écouler dans le vide, s’écoule dans une atmosphére i pression
o ¢

constante =, légérement inférieure A ggh, nous pourrons prendre pour - une valeur

beaucoup plus petite: ¢ restant le méme, nous obtiendrons le méme mouvement que
dans le premier cas, mais au ralenti.

§ 2. — Equation de la surface libre.

Ainsi que nous P'avons démontré dans le cas général, ’écoulement a lieu, dés le
début, par jet. Par conséquent, la surface libre inférieure se raccorde constamment, le
long du bord de Porifice X, avec le fond de la cuve et, pourvu qu’elle ne s’écarte pas
scnsiblement du plan de =, on aura le drolt de substituer, comme nous l'avons fuai,
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dans la résolution approchée du probleme harmonique le domaine A au domaine D
réellement occupé par le liquide **) (Fig. 18).

(Fig. 18).

Or, au degré d’approximation auquel nous nous plagons, on peut prendre pour
équation de la surface libre 4 linstant a

e a , , , ’ ,
) 2= Tf ¢ (r, ola")w (—[—;—)da.
La formule (28) donne immédiatement :

, o 2 (% ds YO L, dr’
.(r, 0.4)2—;/ 1/5’———7’/ 57 e 0)]@—;—————#

et 'on a, d’aprés (40), en posant ' cos x = u,

20 = v " udu
"o’ (r, )= — —{gh — — w— ) —
=== 3) [ (F) s
20 @ U A" Y
_ -2 w'\ — \Vr'* — u*du
- wc’(gh p)/: (C)V ’
d’oli: )

, nN_ __ 49 _® “ ds fordr - % du
?((T’ Oia)_ chz(gh P) r ‘/Sz—fz o VSz—fun/o‘ “ (C )sz’

ou encore, en intervertissant 'ordre des deux premiéres intégrations,
, , C] 1 ' ds Y ] ’ rdr
9. (r, o]a)::———‘t——,(gb———)j —_2__sz (——)duf —
T P r VS — 71 Jo ¢ uV(S fanlt 4 )(f —u)
' ds

=== [ (D)=

42) Une cause possible d’échec d’une telle approximation, signalée par M. G. BOULIGAND A propos
du probleme des ondes liquides (Sur les singularités d la paroi dans le probléme des ondes liquides [Bul-
letin des Sciences Mathématiques, 2° sirie, tome L (1926), p. 89-96 et 106-112], p 111) ne se présente
pas ici, le voisinage de la surface libre avec le plan de Porifice étant du second ordre.
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On aurait abouti au méme résultat, plus rapidement, en calculant d’abord, 4 I’aide
de la formule (28), 'expression

o , o , 2 1
(41) 31 ‘Pz(f, ols) = é_;— o, (r, ols) = — (gh — _z:_) —

% J
= Vs — 1’
qui, 4 notre degré d’approximation, représente I'accélération verticale (I’accélération ho-

rizontale ¢tant négligeable) au point (7, 0)(r L 5), et intégrant ensuite, sur place,
entre les instants r et a', d’ou

, , e Mo S
¢, (7, ola") = ——c—f 57?*(7’ ols)w (—c—)ds

2= (Dt
e \ET T )), T\ )=

Ce dernier procédé met en évidence, sur le cas particulier qui nous occupe, le
mécanisme par lequel, bien que laccélération soit infinie pour » = s, la vitesse reste
finie du fait que le bord de lorifice se dérobe constamment.

Finalement ’équation de la surface libre sera:

=220 2\ " (% )ia w(i A
z.— ‘I'EC’ g \n r r ¢ VS’—-fz,

’
¢
ou, en intervertissant ordre des intégrations et effectuant la premiére,

® === 5) [T(2) (] (D

Il est facile de vérifier sur cette équation, d’une part, que

= =0 pour r=—a

9%
or

(Cest-d-dire que la surface S se raccorde, le long du bord de X, avec le fond de la
cuve) et, d’autre part, que la distance d’un point quelconque de S au plan de = est
de Pordre de grandeur de

e’ 4

e-5)

et, par suite, négligeable vis-d-vis de 2¢ (ou de 24, pourvu que la vitesse moyenne

—‘;— soit toujours grande vis-a-vis de l/g h — —?:—) .
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§ 3. — La percussion d’arrét et la singularité de M. VERGNE.

Imaginons maintenant que le rayon de lorifice, ayant atteint la valeur ¢ avec une
<

T ew (1)
dans le mécanisme d’ouverture, 4 Iinstant O, une percussion qui réagit sur le mouve-
ment du liquide. On peut considérer les vitesses du liquide comme nulles, car elles

. L. da s . . .
vitesse appréciable a1 , cesse brusquement de saccroitre: il se produit

. L / w . . » S
sont petites vis-a-vis de ]/2 gh — r qui sera la vitesse d’¢coulement, d’aprés le

théoréme de TORRICELLI, si un régime permanent vient 2 s’établir 4%).

D’autre part, P'accélération, 4 Dinstant O, en chaque point de la surface libre S
(on peut confondre celleci avec X) est donnée par la formule (41) ol lon fait
s=¢:

2 (o] I

—g;cp;(r, ojc) = — —T—r——(gh — T) R

Cette accélération, dirigée verticalement vers le bas, est infinie pour r = ¢. Par
conséquent, 4 Dinstant qui suivra Parrét du mécanisme, tout le débit sera fourni par
le bord de lorifice; il n’y aura pas écoulement par jet. C’est ce que M. VERGNE a
mis en lumiére dans un article trés remarqué du Bulletin des Sciences Mathématiques **).
Il admet, conformément 4 I'énoncé de M. Lancgeviy, que orifice (réduit & une fente
rectangulaire longue et étroite de largeur 2¢) est brusquement démasqué. Il trouve
ainsi, dés Pinstant initial, la singularit¢ que nous n’obtenons qu’i linstant ©. Il en
conclut: On voit & quel point le début du mouvement différe de I'écoulement en régime
permanent. Mais, si Pon suppose que lorifice s’ouvre progressivement en un temps
trés court, on voit que cette singularit¢ a pour cause l'arrét soudain du bord qui pro-
voque une réaction et brise le jet déja formé. Il semble que le seul moyen d’éviter

43) On peut calculer la force vive T(O) du liquide a Pinstant © en écrivant qu’elle est égale au
travail qu’effectuerait la quantité¢ de liquide écoulée hors de I'orifice en tombant, dans le vide, de la

. o . .
hauteur h avec Paccélération g — ) (car tout se passe comme si 'on remplagait @ par zéro et g

w -
par ¢ — W) . On trouve ainsi :

T@©)=t2 (gb_ip’_) /;‘q(a)w(-;i)da

2 2 c a 4
=4zze_ (gh——-—j:‘) f d(—:—-)daf w'(%_) a'da’:lp@"(gb———zi-)z‘/‘c[l—w(ci)]zdd.
o / o o

44) Sur quelques points d’Hydrodynamique. [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2° serie, T. XLIV
(1920), p. 220224 et 249-267] p. 230-224 et 249-253.
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cette singularité et d’observer la continuité de I’écoulement par jet soit de faire en
sorte que lorifice n’atteigne sa largeur finale 2¢ qu’au bout du temps infini nécessaire
3 Pétablissement du régime permanent.

Dans le cas de Pécoulement dans le vide, on devrait, par exemple, déterminer la
fonction y (rla) (o L r L a) en écrivant que la pression reste nulle sur la surface
libre inférieure.

Ce probleme est encore trop complexe, dés que la surface libre s’écafte sensible-
ment du plan de Porifice, pour é&tre résolu. Mais il y a tout lieu de penser que, si
w’(a) est bornée et, par suite, w(a) continue pour o L a < ¢, la fonction y (rla)
satisfera 4 toutes les conditions de continuité voulues pour qu’il y ait, 4 chaque in-
stant, écoulement par jet et que, moyennant certaines hypothéses sur w(c) et w'(c),
le mouvement du liquide tendra, pour f infini, ’est-d-dire pour a = ¢, vers le mouve-
ment permanent révélé par Pexpérience 4°). Faute de savoir résoudre ce probléme lui-
méme, nous pouvons du moins, en partant de fonctions y (rja) données a priori, con-
struire des excimples d’¢coulement (non dans le vide, mais dans un liquide de méme
densité que le premier) dans lesquels il existe bien, pour ¢ infini, un mouvement per-
manent asymptote.

CuariTre IV.

SUR L’ECOULEMENT DANS UN LIQUIDE DE MEME DENSITE
QUE LE PREMIER, EN MOUVEMENT PERMANENT.

§ 1. — Prolongement de la fonction ¢(r, zla) a travers Iorifice.

Dans ce qui suit, on suppose :

1° que les fonctions données w(a) et y (rla) satisfont, pour o Lr La ¢, 2
toutes les conditions de continuité¢ voulues pour qu'il y ait, 4 chaque instant a, écou-
lement par jet;

2° que Pécoulement est régulier au point & c’est-d-dire que

o (0) = o, 7. (ola) =o;
3° que les fonctions w (&), x (rla), x.(r]a) sont bien définies et régulitres pour

45) Remarquer que ce mouvement' devient instable 4 une faible distance au-dessous du plan de
Porifice [voir note ') et Chap. 1V, § s5].
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toutes les valeurs réelles et imaginaires de r et de a, sauf en des points isolés et 2
Pinfini.

L’expression que nous avons donnée du potentiel des vitesses v (7, zlz) n’est va-
lable que dans le demi-espace supérieur (plus exactement: dans le domaine A). Nous
allons la prolonger analytiquement au-deld de orifice en nous servant d’une formule
bien connue, établie par Porssox et retrouvée par M. VorTErrA 4°):

Soit une fonction harmonique V(x, y, z), réguliére dans un domaine D, et soit &
une aire du plan des xy intlrieure & ce domaine; cette fonction est complétement dé-
termince si Pon connait, en chaque point de s, sa valeur V' (x, v, 0) et celle de sa
dérivée normale 77 (x, y, o) et elle admet pour expression (valable dans un cylindre
de base 5, mais pouvant étre prolongée dans tout D)

E4 2T
f%g%uo Véﬁé?il V(x4 iscos®, y 4 issin®, 0)d@

V(x’ Ys {)=
(42)

+27f1/fds f Vi(x 4 iscos®, y - issin @, 0)de *7).

Dans le cas ot il y a symétrie complete par rapport 4 I'axe des gz, cette formule
se simplifie et devient, en posant x = rcos z, y = rsin a,

VG, 0 = ;a(/V”"

1 T sds
o Vi — 5

Or nous connaissons, sur le cercle X, la fonction ¢(r, o|a), définie par (35), et

la fonction 9/ (7, o|a), qui s’exprime au moyen de la préctdente par la formule (28)
simplifi¢e :

— 5" 4 2irs5cos®, 0)d6
(42°)

f V.(Yr' — s+ 2irscos®, 0)de ),

o, (7, ola)———/ 1/5 f 57 =" o (' ola)]l/,_‘_ﬂ'

Si nous remplagons dans (42') V' (r, o) par ¢(r, ola) et V. (r, o) par 3.(r, ola),
nous obtenons une expression de p(r, zja) bien définie et réguliére dans tout I'espace,

4%) ViTo VoLTErR:, Esercizi di fisica matematica. [Rivista di Matematica, Vol. IV (1894), p. 1-12],
p. 8. ’

47) La détermination de V7> — s* est celle qui se réduit a g pour Z infini; les expressions
am ) 27

f V(x 4+ iscos®, y 4 issin®, 0)dO® et f Vi(x+ iscos®, y 4 issin®, 0)d®
o o

sont des fonctions réelles des trois variables x, y et s.

48) La détermination de ¥r* — 5? J- 2ir5cos © étant celle qui se réduit 2  pour s ==o.



SUR DEUX MOUVEMENTS NON PERMANENTS D'UN LIQUIDE, ETC. 65

sauf sur le plan trou¢ 3 = o. r X\ a4, en des points isolés ct & Pinfini (d’aprés Thy-
pothése 3°), et, par suite, valable en tout point intérieur au liquide. Cette expression
cowncide done, pour > o, avee Uexpression déduie de la formule (24), que nous
désignerons par o (7, zja):

I ‘I ’ ’ ’ * 6 “ ’ ’
0.0 4y = — o [0 oyrdr T2 —gb [a(a)da,
(u=1Vr+r*—2rrcos® 4 3%),

et donne, pour 7 < 0, le prolongement ¢ (7, zJa) de cette fonction 4 travers le cer-
cle 2. Or, si on change, dans

¢(r zja) = f::‘ga; — V“fs___ f o(Yr — s* F 2irscos ®, 0ja)d®

sds / 49
+ — f p— f o, (Yr* — s* 4 21rscos 8, ola)do *),

%z, d’abord négatif, en — z (ce qui entraine le changement de — ¥/3* — s° en 178 — §%),
le premier membre, qui était 3, (7, zla), devient 3 (r, — z|a); au second m:mbre, le
premier terme se reproduit, le deuxiéme change de signe et, comme

2.(r, — zla) = »,(r, /o),

(43)

on peut écrire, pour z < O,

9. (r, zla) = iaa( _Si{ f v(Vr’ — s} 2irscos O, 0ja)d® —
1 : sds

1:0_.

f o (V' — 5 + 2irscos ©, ola)d e,

d’ol1 finalement

o (% d
(44) 9.(r, zla) = = 6( ———;—,—S%f e(Yr' — s 4 2irscos ®, oja)d® —
44 —

il (f, Zl“)'
Il est facile de vérifier que 'on a bien, pour o L r L a,
2.(r, ola) = o(r, ola).
On a, en effet, en posant

fQ(Vr’ —s* 4 2irscos®, ola)d® = F(r, s)

49) Y77 57 désignant, celle fois, la racine carrée arithmétique
Rend. Csrc. Majem. Paierme, t LIII (1929) — Stampato 1l 4 oticbre 1928 9
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et intégrant par parties :

[ Fo 9 E = =P o+ [(Ee o s

d’our:

% 1) = 2[F o) +2 [ Fr 9 — 9,07, 2lo)

et, en faisant 7 = o,

ds
— ‘/Z‘z — Sz
¢,(r, oja) = —:— f "qa (r, ola)d® — ¢(r, ola) = ¢(r, o|a).

‘§ 2. — Interprétation de la formule (44). Mouvement permanent initial.

En résumé, la formule (44) dé¢finit le mouvement du liquide au-deld de [lorifice.
On en peut déduire a posteriori, en fonction de w(a) et de ¥ (r|a), les conditions aux
limites auxquelles satisfait la surface libre inférieure. Nous définirons ces conditions de
la fagon swvante: imaginons que tout Pespace ; <C o (ou, du moins, la région voisine
de lorifice) contienne un liquide de méme densit¢ o que le premier, qui participe 4
son mouvement de telle sorte que les deux liquides se raccordent, 4 chaque instant,
sans aucune discontinuité. La formule (44) est alors valable dans tout le liquide de
Pespace 7 <C o et permet de déterminer, en fonction de w(a) et de y(r]|a), les con-
ditions 4 linfini (ou aux limites) auxquelles doit satisfaire, 4 chaque instant, le liquide
inférieur. Entre autres, celui-ci est animé, avant ouverture de lorifice, d’'un mouve-
ment permanent défini par le potentiel de vitesses

(45) 9,(r, 2o) = - a(f Sds f e(Vr* — s* + 2irscos ©, o|o)d e,

avec, d’aprés (35),

r ’ 2 ’ a' ’ ’ » ’
¥(r, olo)= [ 1 (rla) — 2 [x (ole)+g arc cos -4 (ola') — 1. ()] @ (@) d .
Dans ce mouvement, la pression est bien déterminée; elle est donnée par

L __ Y
o =T 57—+ 6

V, étant la vitesse et C une constante non arbitraire. En effet, nous venons de voir
que, si V(r, g) est une fonction harmonique réguliére sur X ou elle prend les valeurs
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V(r, o), on a, pour z < o, Iidentité

29
® 0%

Vi, — )+ V()= nz—f—d—s f V({r* —s* 4 2irscos ©, 0)d 6.

Appliquons ce résultat 4 la fonction 'p,’(r, zlo) : nous aurons, quel que soit g,

9 (r; — /o) + ¢,(r, zlo) = 2. (olo).

D’autre part, ’apparition de l'orifice ne modifie pas la pression ni la vitesse dans
les régions des deux liquides, supérieur et inférieur, qui sont trés éloignées de lori-
gine. On aura donc, pour g tres grand et négatif, d’aprés (22),

9(rs —zlo) = —gh,  ¢;(r; zo) =— G,

et, par suite,
C=—gh— 2y(olo)
Il s’en suit que la pression, dans le mouvement permanent du liquide inférieur

précédant Pouverture de lorifice *°), est donnée par:

46) LB g0 — 22000

V, est évidemment nul au point 0, puisqu’il y a raccordement pour t=o. En ce
point, de part et d’autre du plan des xy, les pressions sont, avant 'ouverture de lori-
fice, respectivement gh et — gh — 27 (0'0) et, immédiatement apres, la pression uni-
que est — 7 (0j0), ¢’wst-d-dire la demi-somme des précédentes. Nous voyons de plus
que, si I'on a gh > — gh — 2y (olo) ou
x(olo) > —gh,

le liquide supérieur s’écoulera dans le liquide inférieur ; si, au contraire,
x(olo) < —gh,

le liquide inférieur pénétrera dans la cuve; si enfin
X(OIO) = - gb;

il y aura, tout au moins 4 Pinstant initial, équilibre entre les deux liquides.

Nous voyons encore, sur la formule (46), qu’il faut supposer

L)
%(ol) 3

52) Nous Papp.llerons, pour abréger, mouvement prmanent initial,
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pour que la pression, dans le mouvement permanent initial, soit positive tout au moins
dans une certaine région comprenant lorigine °%).

§ 3. — Mouvement permanent asymptote.

Si, lorsque a tend vers ¢, on a
lim,_ [(¢c — 4@)w(a)] 5% 0 ou infinie,

le temps ¢ croit indéfiniment. Il peut exister un mouvement permanent asymptote,

p )
qui s’obtiendra simplement en faisant @ = ¢ dans les formules (43) et (44). Pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suffit:

° que ¢/(r, zla) tende uniformément vers une constante, qui sera nécessairement
— g h, autrement dit que Pon ait:

lim unif,_, e [x(ra) 4 ghl =0
et, par suite,

a ! !
5rtmol) =y () =o

[on en conclut que la relation (297) est vérifite pour a = ¢];

2° que Vexpression ¢/(r, o'c), déduite des formules (36) et (37), soit bien définie
pour o L 7 < ¢ et, de plus, (pour que le mouvement soit physiquement acceptable)
qu’elle soit finie pour r == ¢, ce qui donne les conditions :

limasc,céréo [(C - a)w(a) X’r(’ia)] =0
[qui entraine également:

% (1) = o]

et
i, .7 —ao @l [ 20 = 4 Lol + g8} = os

3° (pour qu’il y ait écoulement par jet) que I'intégrale f e Frs)ds s’annule pour

52—
r=¢, ce qui aura lieu d’une fagon générale (ainsi que toutes les autres conditions) si
y(rla)+gh tend assez rapidement (et uniformément) vers zéro lorsque a tend vers c.

51) Nous admettons que le liquide inférieur occupe tout Pespace 7 < 0, sans nous préoccuper de
sivoir si la pression y est et s’y maintient partout positive. Pratiquement, il faudrait déterminer un do-
maine recouvrant le cercle = ou cette condition soit constamment vérifi¢e et le supposer limité par des
parois fises ou mobiles aves, au besoin, des surfaces d'entrée et Je sortie du liquide.
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§ 4. — Cas ou y(rla) ne céépend pas de r.
Un cas particulitrement simple est celui ol la fonction donnée ¥ (rla) ne dépend
pas de r; nous la désignerons alors par y(a) et nous poserons:
[x(a) + g hlw(a) = G(a),
G(O) = O.

Les formules établies dans le cas général se réduisent aux suivantes:

en remarquant que:

(35" o(r, oja) = — %f'G(a') arc cos%'—da' + ‘/\“x(a')w(a')da',

G6)  ¢(r, ola) = — = f "Ga)—24%__ (nc dépend pas de a),
™ Jo ryr —a'*

“ d
(28) ol(r, o) = — = [ 60 =2,
Ty r 1/: —_r

(257) g(a) = — 27cfaq>;(r, ola)rdr = 4[aG(s)sds,

(44" 0.0 1) = 2,01, ) — 9.0 A + 2 [ @0 @4

La derniére formule montre qu’d un instant quelconque la vitesse en un point M’
de P'espace 7 < o s’obtent en composant la vitesse du mouvement permanent initial

avec la vitesse du mouvement symétrique du mouvement supérieur par rapport au plan
x 0 y, mais changé de sens (Fig. 19).

L

/3

1
]
!
[}
1

—-—-r 6%" :

1
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':
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L}
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]
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Il en résulte:

© que la vitesse tangentielle en un point N de lorifice est égale 4 la moitié de
la vitesse du mouvement permanent initdal et, par suite, indépendante du temps :

oi(r, ol) = —+9, (r, oo), pour oLrLa;

2° que ce mode d’écoulement n’altére pas sensiblement le mouvement du liquide
inférieur en un point P’ éloigné de lorifice.
D’autre part, la pression en ce point varie d’une fagon bien déterminée; on a,

en effet,
¢ (P'la) e~ 25.(a) +gh,
d’olr:

(46" @N-Kz‘z’——g(wm—zx(ﬂ-

On voit que les surfaces d’¢gale pression ne sont pas sensiblement altérées loin
de Vorifice, mais que leur indice varie comme — 2;y (a).

Réciproquement, étant donné un mouvement permanent initial ¢,(r, zj0) dans
Pespace z < o, il lui correspond une fonction G (&) définie par I’équation

¢ ~ a'da Ta ,
@) [ 6@ EE = — T (4 o) .
o Vat —a 4
C’est une équation de VorTerra de premiere espéce. On peut la résoudre par
les procédés habituels %3); mais il est plus simple ici de reprendre Didentité (34) et
d’y remplacer y (r’|a’) par — %9;'(7", olo): il vient, en modifiant légérement les

notations,

__/ 1/aa ii_aa f“’dr[ xr LA o]O)]V —= _Z‘f?;r(“’ olo),

d’oti on a immédiatement, par comparaison avec (47), la formule d’inversion :

r

(47)  Ga) = [x(a) + ghlo(a) = — —;—foa%[f?i,(r, OIO)I‘TFMT—,-

Si dong, la loi d’ouverture étant définie par w(2) et le mouvement permanent

53) Nous supposons (ce n’est d’ailleurs pas nécessaire pour la résolution) la fonation qa;'(r, olo)
finie et continue pour 0 L1 ZL¢ et ¢, (o, olo) = o.

83) ViTo VOLTERRA, Legons sur les équations intdgrales (Paris, Gauthier-Villars, 1913) p. 56 et
suivantes,
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initial par 9,(r, z'0), on sait de plus que, sur une surface d’égale pression du liquide
inférieur dont tous les points sont suffissimment distants de Dorifice, les vitesses restent
sensiblement les mémes, et si la pression p(P’la) y vérifie la relation obtenue en éli-
minant y (a) entre (46') et (47), ’écoulement, & partir du 1epos, du liquide supérieur
dans le liquide inférieur pourra étre difini, au degré d’approximation du chapitre I,
par les formules (43), (28"), (44') et (47) ).

Connaissant deux des trois fonctions o (a), 7 (a), »,(r, z/0), on pourra toujours
déterminer la troisieme de telle maniére que ces trois fonctions définissent un mouve-
ment analogue au précédent. En particulier, si on sc donne 9,(r, zlo) telle que
@,,(r, olo) soit continue et 3, (r, olo) bornée pour o Lr L, et y(a) telle que:

x(a)+gh

f c—a
comme le produit [1(¢) + gh]w(c) sera, en général, =% 0, on en déduira

lim,_ ‘¢ — a)w{a) 7% o ou infinic

lim _ = quantité finie ou nulle,

et il cxistera, pour @ = ¢, un mouvement pcrinanent asymptote.

Si 'on a y(c) 4 gh = o, mais si 7‘—(;2_;23?—” tend vers Pinfini, on en déduira
lim,_ (¢ —a)ow(a) =o

et le mouvement permanent final sera atteint au bout d’un temps fini

0 = f‘m(a)da.

A y(a)= —gh ou ¢,(r, zjo) = ¢ correspond, quel que soit w(a), le repos
absolu avec p = pg(h — 3).

§ 5. — Exemple.

Soient :

m(a)=_f:_cia’ x(a)_.:_gh‘ii(:_'__")_‘,

© et v étant deux constantes, la premiére ayant les dimensions d’un temps, la seconde
. . 1
numérique et comprise entre o et — .
On a simplement dans ce cas:

G(a) = g,

§4) Voir la note 39).
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en posant:
vOgh
%= 1987
4

)
On en déduit:
2 4 a' . 'y
o(r, ojo) = — — [ a’'arccos—da’' = — —1*,
T ° r 4
d’olt le mouvement permanent initial:

7T
e, (7, (]o):—%é% (_—:%:?f (r* — s* 4 2irscos ©)d®

)\ 2 2
= — —(r" — 2Z).
5 C )
Dans ce mouvement, les lignes de courant ont pour équation
rz=—0,

C étant une constante positive arbitraire. La vitesse en un point situé i la distance
R de Porigine est du méme ordre de grandeur que X R; la vitesse complémentaire 4 I'in-

i | A ! q 4)a a’
stant g, déduite de ¢, (7, zla), est du méme ordre que poulg= 3 que )\—RT.

. ¢\ .
Par conséquent, si ’'on donne & C une valeur C_ assez grande pour que (-—C“) soit

o

négligeable vis-d-vis de 'unit¢, la nappe de courant correspondante (de révolution au-
tour de Oz’) ne sera pas sensiblement modifi¢e par I'écoulement du liquide supérieur.

Pratiquement on peut rcmplacer une de ces nappes par une paroi rigide limitant
le liquide inférieur (Fig. 20,).

su;f&;'be_ sartie
zl
(Fig. 20 ). — Mouvement permanent initial.

55) A est indépendant de Punit¢ de longueur.
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D’autre part, la pression dans le mouvement initial, est donnée par

-

L — — 20 40 —gxtghc — 20

les surfaces d’égale pression sont des ellipsoides de révolution aplatis dans le rapport

I . - )
—» ayant pour centre commun le point O’ (r =0, = — g ) et limités au plan

4%
z == o qu’ils coupent suivant des cercles de rayons

V=]

? 2

. Vgh . 14
Si 1_/511 est comparable 4 ¢, c’est-d-dire v@ comparable 4 7 la surface de pres-
4
sion nulle se mantient 2 une distance de l'origine comparable i ¢ et, d’autre part, la
. . - 2% .
vitesse d’¢coulement du liquide supérieur [cp(’(o, olg) = — __ﬂ.‘f] est comparable a
Ygh: le mouvement de ce liquide devient instable dés quil franchit la surface de
pression nulle, C’est-d-dire 4 une distance au-dessous du plan de lorifice comparable 2
son rayon °°),

Si vO est petit vis-d-vis de 176.—}; , mais grand vis-d-vis de £ > -;-— (afin que
g

Veh
O O’ soit petit vis-d-vis de R), la surface de pression nulle du mouvement initial, assi-
milable 4 un demi-ellipsoide, a tous ses points situés & une grande distance de lorifice
et n’est pas sensiblement modifiée par Iécoulement du liquide supérieur; mais, sur

cette surface, la pression varie suivant la loi:

(48) p=2vpgb—;—.

Si, en méme temps, ‘./{;f’ est grand vis-d-vis de C,, ou v® petit vis-a-vis de

¢ ¢c (C, ce . . .
= X —= (——‘L étant choisi petit vis-3-vis de l’umte), on pourra, si Pon veut, limiter
Vgh Co b
4 cette surface la région du liquide inférieur que P'on considére 7), limitée d’autre part
4 la nappe C,, autrement dit envisager une surface d’entrée et une surface de sortic

56) A rapprocher de la note 45).
§7) Voir la note S%).

Rend. Circ. Matem. Pgisrmo, t. LII (1929). — Stampats il 4 ottobre 1928, 0
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du liquide (la premiére sensiblement cylindrique, la seconde sensiblement plane et per-
pendiculaire 4 z7") sur lesquelles la pression variera suivant (48) (Fig. 20,).

ps=o

Pazy e
P&&g;---._..
(Fig. 20,). — Pendant Vouverture de Uorifice.

1l existe, pour 4 = ¢, un mouvement permanent asymptote (Fig. 20,). La surface

p=o

(Fig. 20,). — Mouvement permanent asympiote.

de séparation des deux liquides (tracée en traits pleins sur les figures) se raccorde con-
stamment avec le fond de la cuve et s’¢tend progressivement, en s’amincissant, jusqu’a
Pinfini vers z’, au fur et i mesure que s’ouvre lorifice. Remarquons, en outre, que la
loi d’ouverture peut s’écrire

t 1 a’da'__lo c a
8 ¢ J c—a €c—a ¢’
99

a S t . o .
pour — = ==, il vient = 3,6. Or on peut rendre le produit v@ arbitrairement
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petit en se donnant soit © aussi grand que Pon veut, puis v suffisamment petit, soit
. I . . , R
v compris entre 0 et —, puis © suffisamment petit. v@ ¢étant le méme dans les deux

cas, le mouvement permanent initial sera le méme, mais, dans le premier cas, on pourra
ralentir 4 volont¢ I'écoulement du liquide supérieur ; dans le second, au contraire, tout
se passera comme si lorifice était brusquement démasqué, mais sans percussion d’arrét,
et P'écoulement deviendra sensiblement permanent au bout d’un temps trés court °%).

CHarITRE V.

CONDITIONS DE L’ECOULEMENT PAR JET DANS LE CAS
D’UN ORIFICE RECTANGULAIRE ALLONGE.

Il est bien certain que 'on peut transposer toute Iétude précédente dans Pespace
4 deux dimensions en considérant, au lieu d’une cuve cylindrique et d’un orifice cir-
culaire, une cuve parali¢lipipédique et une fente rectangulaire longue et étroite. Nous
nous bornerons A ¢tablir, dans ce cas, les conditions nécessaires de 1’écoulement par
jet ). Nous emploierons les mémes notations qu’au Chapitre I, en remplagant seule-
ment la variable 7 par la variable x considérée, non plus comme une longueur, mais
comme une quantité algébrique, et appelant a, b les abscisses des bords A4 et B de

Porifice (a << o, b > o) (Fig. 21).

|z
H‘&(h,)

A

A
@)\

c.B
775)

.
.
.
.
.
.

{z
(Fig. 21).

On suppose le potentiel des vitesses ¢(x, z't) harmonique et régulier en tout

58) 11 est trés probable que I'on obtiendrait, contorm4ment i Pexpérience, des résultats qualitati-
vement analogues dans le cas de Pécoulement dans le vide, si Pon pouvait étudier le mouvement par
le calcul depuis Iinstant © ot nous Pavons abandonné jusqu’a ¢ infini, en supposant que, durant cette
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point intérieur au domaine A et borné au voisinage de ses limites singulieres (infini,
entre { == 0 et g = h, et points A, B). On se donne la fonction ¢(x’, ojt) pour
aLx'ZLb; on la suppose réguliere pour a < x’'< b et bornée, ainsi que ¢.,(x’, olt),
pour x' = a, x" = b. Il s’agit d’exprimer ¢(x, ojt)(a L x L b) 4 l'aide de ¢ (', oft)
et de ses dérivées, sachant que:

° ¢/ (x, ojt) = o pour x < a et x > b,

2° ¢(x, bt) = — ght 4 ¢, ou, ce qui revient physiguement au méme,

¢(x, ) = —ghf+ o, pour x* 42 =5

Nous nous servirons pour cela du résultat suivant établi par M. E. Frepa dans
un probléeme d’induction électrostatique ©°):

Soit v(x) (@ L x L b) la densit¢ électrostatique d’une bande indéfinie infiniment
mince occupant la place de lorifice ; le potentiel logarithmique de cette bande aura
pour expression, 4 une constante additive pres,

b
v (x, ()—_—f v(x')logi/(a_‘;;’%?__l:?dx',
, (=),  por  a<x<bh
Vit +o)= % o, pour x<a et x> b

Si, au lieu de v(x) (¢ L x L b), on se donne V' (x', 0) (a L x’ £ b) et l]a masse
totale répartie sur la bande

M =£bv(x)dx = —%ffl’;(x, + o)dx,

son potentiel logarithmique est complétement déterminé; en effet, la densité électrosta-
tique a pour expression :

telle que:

=M+ /“G'V(" %) log xr — x'|d ®

o0e*

V6 —ay —[2x— @+ 0]

(49) v(x) = ;

période, le rayon de Porifice croit extrémement peu. I semblerait (mais c’est une simple hypothése fondée
sur des raisons d’analogie) que, durant tout le cours du mouvement, la surface de pression nulle doive
présenter deux nappes, ’une comcidant avec la surface de séparation du hLquide réel et du liquide fic-
tif, Pautre coupant le jet i peu de distance au-dessous du plan de Porifice.

5J) Comme on ne suppose plus le mouvement symétrique par rapport & Paxe vert'cal z7/, il y
aura une condition pour chajue bord.

60) Sul problema dellindugione elelirostatica in un nastro metallico indefinilo. [Nuovo Cimento, série
VI, vol. XIX (1920)], p. 193-213 et [vol. XX (1920)1, p. 47-50. J’ai signalé & M.Y® Frepa deux légeres
erreurs de caleul qui n’entachen: en rien la méthode trés élégante quelle a employée.
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a-tb
2

—a .
ol 'on a posé x' = cos © + , et le potentiel est:

V(x, {):[hv(x')log4‘/( b—a x'+£—[*V(x', o)de.

Remplagons alors V' (x’, 0) par 9(x’, olf) et considérons, dans le demi-plan z X\ o,
la fonction
b b—a
oy A= [ v(x)log ——m e
’ : 4V —xy +x
Elle prend, sur lorifice, les valeurs données et se comporte, en un point (x, z)
¢loigné de Porifice, comme

t 2 Iy I n
(50) — 1Ot HL 4 L [Ty, olae,
en désignant par ¢(#) le débit:

o) = — f“b?;(x, off)dx = x[bv(x)dx — = M.

Si on détermine ¢ (t) de telle sorte que I'expression (50) coincide, pour x*4-z*=h",
avec —ght— ¢, on pourra prendre la fonction ¢ (x, z|t) pour expression approghée
du potentiel des vitesses o (x, zt), valable seulement i I'intérieur de la demi- M
x*4 22 =0"5", 2> 0. On voit que lapproximation se présente d’une fagon un peu
moins nette dans le cas de lorifice rectangulaire allongé que dans le cas de [Dorifice
circulaire.

En calculant g(f) comme il vient d’étre dit, on grouve:

G0 q(’)“log [f o) o)d6 +=(ght — )]

’ I * ’
x4 ?f o(x'y ot)de.

D’autre part, on a, d’aprés (49), pour a L x £ b,

(%, off) = ¢;(x, + ol)

1)+ [ 22E5 Biogx — x1de

V¢ —ay —[2x—(@a+ b))

En général, cette expression devient infinie pour x = a et pour x =b.
S’il y a écoulement par jet au bord 4, on aura, par définition,

2
™

?;(aa ojt) = o,
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d’ott

9(‘)=f o quez ol log —X_de.

X —a

De méme, s’il y a écoulement par jet au bord B, on aura

9. (b, o) =0
dod ( l) y
_ ["¥e(xh o), 1
q(t)—'[ aen lgb_x,de.

En égalant chacune de ces expressions 4 ’expression (51) (et, par suite, entre el-
les), on obtient les deux conditions nécessaires pour que I'écoulement par jet se pro-
duise 4 la fois aux bords 4 et B:

"0 ¢(x', olf) _ 4h "*e(x’, oft) I
lgb_af T2 (s Mo ade_logb_afo log e

0e? b—x’

____fo 9 (%', o|t)dO + n(ght — o),
(x':—__ —‘acos(-)—|-a—_—2t-—b)-

Aprés un calcul simple, elles se réduisent aux suivantes:

dx'
f(f‘x(x Olt) =0 — *) =0

dx'
9(+' 01‘) =
f —a)(b — x")
x'dx'
+ log & f el DR + m(ght —9) = o,
—a)(b—x)
dont la seconde présente une analoglc évidente avec la relation (29).

Ces conditions, auxquelles doit satisfaire la fonction ¢ (x’, ot) (¢ L x' L b), sont
suffisantes pour entrainer

CP; (a) olt) = ?; (b, Olt) =0

dans le cas, notamment, o ¢ (x’, o|t) est réguliére pour a £ x' £ b.
Elles subsistent si les abscisses @, & des bords de Porifice varient avec le temps.

Chateauroux, février 1928.

RoBERT MaAzET.
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