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SUR DEUX MOUVEMENTS NON PERMANENTS D'UN LIQUIDE
SOUS L'ACTION DE LA PESANTEUR.

Par M. R o b e r t IVlazet (Troyes).

Estratto dal tomo LUI (1929) dei Jfendiconti del Circolo Matetnatico di JPaf«rwi«»
Adunanza dell'11 marzo 1928,

I N T R O D U C T I O N .

Je me suis proposé, dans la première partie de ce Mémoire, de contribuer à
l'étude théorique des oscillations d'un liquide en vases communicants, sous l'action de
la pesanteur, en me plaçant dans le cas où les parois des deux vases sont verticales an
voisinage des surfaces libres. Si l'on admet (ce que l'expérience confirme entre certaines
limites) le mouvement quasi-rigide des surfaces libres entre parois verticales, on peut
utiliser une méthode d'autant plus approchée que cette hypothèse est mieux vérifiée et
dans laquelle on considère un mouvement permanent auxiliaire substitué au mouvement
réel.

Comme on le sait, l'application du théorème des forces vives fournit la loi du
mouvement : loi sinusoïdale ou loi elliptique, selon que st = s2 Qst, s2 : sections des
surfaces libres) ou, au contraire, 51 ^é s2 *). Dans les deux cas s'introduit dans les
formules une constante numérique R de la forme

Sis2

(a : hauteur du niveau moyen au-dessus d'un plan horizontal-origine x, £ : constante
numérique ne dépendant que la forme du système communicant et de la position re-
lative du plan -, indépendante des dimensions du système et de a) (CHAPITRE Ier).

En général, quand on n'utilise pas l'expérience pour déterminer y, on se contente
de calculer grossièrement R en décomposant le domaine liquide en domaines partiels

x) Voir un exemple du premier cas dans U. MASONI, Corso di idraulica teoretica e ptatica, 3e

édit. (Naples, 1908), p 214 216 et un exemple du second dans un article de TH. POSCHL, Zur Trage
der Schivingungen in W'asserschlàsserti [Zeitschnft fur angewandte Mathematik und Mechanik, Bd. VI
(1926), p. 494-497].

Rtnd. Ctrc. M*ttm. Paltrmo, t. LUI (ifatj). — Stampato il 2 Ottobre 1928. 1
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I N T R O D U C T I O N .

Je me suis proposé, dans la première partie de ce Mémoire, de contribuer à
l'étude théorique des oscillations d'un liquide en vases communicants, sous l'action de
la pesanteur, en me plaçant dans le cas où les parois des deux vases sont verticales an
voisinage des surfaces libres. Si i'on admet (ce que l'expérience confirme entre certaines
limites) le mouvement quasi rigide des surfaces libres entre parois verticales, on peut
utiliser une méthode d'autant plus approchée que cette hypothèse est mieux vérifiée et
dans laquelle on considère un mouvement permanent auxiliaire substitué au mouvement
réel.

Comme on le sait, l'application du théorème des forces vives fournit la loi du
mouvement : loi sinusoïdale ou loi elliptique, selon que st = s3 (Jsï, s2 : sections des
surfaces libres) ou, au contraire, st ^ s2

 x). Dans les deux cas s'introduit dans les
formules une constante numérique R de la forme

fr. + O* ,
Sis2 "T" *

(a : hauteur du niveau moyen au-dessus d'un plan horizontal-origine w, x: constante
numérique ne dépendant que la forme du système communicant et de la position re-
lative du plan ~, indépendante des dimensions du système et de a) (CHAPITRE Ier).

En général, quand on n'utilise pas l'expérience pour déterminer j , on se contente
de calculer grossièrement R en décomposant le domaine liquide en domaines partiels

x) Voir un exemple du premier cas dans U. MASONI, Corso di idraulica ieoretica e piahca, 3e

édit. (Naples, 1908), p 214 216 et un exemple du second dans un article de TH. POSCHL, Zur Fraçe
der Schwmgungen in îFasserschïôssetti [Zeitschnft fur angewandte Mathematik und Mechanik, Bd. VI
(1926), p. 494-4973-

Rend. Ctrc. M*iem. Palermo, t. LUI (1929). — St&mpato il 2 ottobre 1928.
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où l'on suppose la vitesse uniforme a ) . Mais l'erreur ainsi commise peut être très ap-
préciable si la colonne liquide oscillante présente des irrégularités telles que renflements,
étranglements, etc.

Il m'a paru intéressant de calculer i?, avec toute la précision qui résulte de l'hy-
pothèse sur les surfaces libres, dans le seul cas où le calcul soit pratiquement abor-
dable, celui où le système communicant est constitué par un vase parallélipipédique
unique divisé en deux chambres par une mince cloison verticale ne touchant pas le
fond. Ce système schématise assez bien certain type d'écluses en cours de fonctionne-
ment. De ce point de vue, il est intéressant de connaître le temps fc» qui s'écoule entre
l'instant initial, où le liquide part du repos sous une dénivellation donnée, et le pre-
mier instant où les deux niveaux sont les mêmes, instant où l'on peut imaginer que
l'on ferme l'orifice par un procédé quelconque (CHAPITRES II & III).

J'ai supposé, comme il est naturel de le faire, le mouvement plan. Quand on
passe à l'étude des pressions à l'intérieur du liquide, une difficulté se présente,
dans le cas envisagé, du fait qu'au voisinage du bord inférieur de la cloison, for-
mant arête vive, les vitesses deviennent très grandes et, par suite, la pression a
tendance à devenir négative (ce qui explique l'apparition, dans la pratique, de phéno-
mènes complexes tels que sillages alternés, tourbillons, etc.). Je me suis résolu à
écarter cette difficulté par un artifice, en remplaçant a posteriori la paroi théorique
infiniment mince par une paroi d'épaisseur petite, mais finie, dont le profil épouse une
ligne de courant du mouvement préalablement étudié (CHAPITRE IV).

Pour terminer, j'ai examiné plusieurs cas particuliers où les rapports existant entre
certaines dimensions du système permettent une notable simplification des calculs. Si-
gnalons :

a) le cas où les sections des deux chambres sont égales ;
b) le cas où la largeur de l'orifice est infinie et son application à certaines formes

de tubes en U;
c) le cas où l'une des chambres est infiniment longue, système schématisant une

écluse à simple sas avec une précision qui n'est bonne, il est vrai, que pour une
grande profondeur d'eau (CHAPITRE V).

Depuis la découverte si féconde, due à M. LEVI-CIVITA, de la méthode de la ré-
férence à un demi-cercle qui a ouvert la voie à de nombreuses et remarquables appli-
cations, le problème des jets liquides, c'est-à-dire de l'écoulement permanent d'un liquide
dans le vide par un orifice percé dans une paroi rigide, peut être considéré comme
résolu dans tous les cas où le mouvement est parallèle à un plan fixe et où l'on peut

a) Voir les deux exemples cités au *).
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faire abstraction de la pesanteur 3) . Mais toutes les tentatives faites jusqu'à présent
pour résoudre le môme problème en tenant compte de la pesanteur ou en supposant
le mouvement symétrique autour d'un axe ont échoué. On sait seulement que, dans
le cas où l'axe est vertical, la pesanteur ne fait sentir son action sur le jet (en l'amin-
cissant indéfiniment et le rendant, par suite, instable) qu'à partir d'une certaine di-
stance de l'orifice 4) .

Une façon plus générale de poser le problème, qui, pour cette raison même, n'en
élimine pas, bien au contraire, la difficulté essentielle, consiste à envisager le mouve-
ment permanent comme la limite d'un mouvement variable à partir du repos. Partant
de cette idée, j'ai été conduit, dans la seconde partie de ce Mémoire, à considérer l'é-
coulement variable d'un liquide pesant par un orifice circulaire (ou rectangulaire al-
longj) hoiLontal, indépendamment des conditions imposées à la surface libre inférieure,
et à chercher les conditions auxquelles doit satisfaire le potentiel des vitesses sur l'o-
rifice pour qu'il y ait, à un instant donné, écoulement par jet (CHAPITRE I).

Mais comment soumettre au calcul l'établissement progressif du régime perma-
nent ? Dans le cas de l'écoulement dans le vide, l'expérience montre que, si l'orifice
est brusquement démasqué, le régime permanent s'établit pratiquement en un temps
très court. Mais d'autre part M. VLRGNE a mis en évidence que le mouvement pré-
sente, dans ce cas, une discontinuité initiale et que le début de l'écoulement diffère
essentiellement de l'écoulement permanent 5) . Pour éviter cette difficulté, j'ai été amené
à considérer un orifice s'ouvrant progressivement, suivant une loi donnée, à partir de
zéro. On peut alors définir le mouvement par les valeurs que prend, à chaque instant,
sur l'orifice la dérivée du potentiel par rapport au temps et l'on démontre que, moyen-
nant certaines conditions de continuité remplies par cette fonction, l'écoulement s'ef-
fectue, à chaque instant, par jet (CHAPITRE II).

Dans le cas où l'orifice s'ouvre en un temps très court, la fonction en question
peut être assimilée à une constante. On constate alors que la discontinuité signalée par
M. VERGNE provient uniquement de l'arrêt brusque de l'orifice, qui brise le jet déjà
formé. Le seul moyen d'assurer la continuité de l'écoulement par jet semble donc de
supposer que l'orifice n'atteint sa largeur finale qu'au bout d'un temps infini, en même
temps que s'établit le régime permanent (CHAPITRE III).

Tout revient à déterminer la fonction introduite ci-dessus. Le problème direct,

3) Voir U. CISOTTI, Idromeccanica plana (Milan, Libreria Editrice Politecnica, 2 vol., 1921-1922),
Préface et Chapitre VI.

4) Pratiquement, à partir du niveau de la section contractée : Voir T. LEVI-CIVITA, Sulla contra-
çione délie vene liquide. [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, T. LXIV (1905),
p. 1465*1472], p. 1471.

5) On trouvera une étude approfondie des accélérations initiales dans la Thèse de M. J. BERGE
(Toulouse, Edouard Privât, 192$).
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plus complexe encore que celui que l'on se pose habituellement, est bien loin d'être
résolu. Maïs on peut, d'un point de vue surtout théorique, résoudre le problème in-
verse, c'est-à-dire partir d'une fonction arbitraire (à part certaines conditions de con-
tinuité) et étudier le mouvement correspondant. Dans tous les cas, ce mouvement peut
être défini comme l'écoulement du liquide supérieur dans un liquide de môme densité,
animé d'un mouvement permanent initial, de telle sorte que les mouvements des deux
liquides se raccordent constamment, les conditions imposées au second liquide à l'in-
fini n'étant déterminées qu'a posteriori. Dans certains cas il pourra exister un mouve-
ment permanent asymptote. L'écoulement dans le vide entrerait dans cette catégorie et
l'étude d'un cas particulier, simple bien qu'un peu artificiel, révèle des analogies quali-
tatives intéressantes avec ce que l'expérience permet, seule, d'observer dans l'autre cas
(CHAPITRE IV).

Enfin, dans un dernier Chapitre, j'ai établi les conditions de l'écoulement par jet
pour le cas d'un orifice rectangulaire allongé (CHAPITRE V).

Les éléments essentiels de la première partie ont été résumés dans deux Notes,
présentées à la R. Accadetnia dei Lincei le 2 Mai 1926 et le 13 Juillet 1927: Sur les
oscillations d'un liquide en vases communicants [Rendiconti délia R. Accademia dei Lin-
cei, Serie 6a, Vol. III (1926), p. 673-679], Compléments à une Note sur les oscillations
d'un liquide en vases communicants [Ibid., Vol. VI (1927), p. 32-37 J. M. le Professeur
LEVI-CIVLTA a bien voulu guider et encourager de ses conseils mon étude sur les oscil-
lations, dont il m'a également suggéré le point de départ d'après des notes person-
nelles.

La seconde partie est le développement de quatre Notes présentées à l'Académie
des Sciences de Paris entre le 11 Octobre 1926 et le 31 Janvier 1927: Sur l'écoule-
ment par jet [Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, 183 (1926), p. 735-736],
Sur la naissance des jets liquides [Ibid, 183 (1926), p. 863-865], Sur l'écoulement à
travers un orifice circulaire [Ibid, 184 (1927), p. 73-75], Sur l'écoulement d'un liquide,
à partir du repos dans un liquide de même densité en mouvement permanent [Ibid, 184
(1927), P- 799-8O2].

M. LEVI-CIVITA avait bien voulu attirer mon attention sur le problème, non encore
résolu, de l'écoulement variable dans le vide, dans le cas du mouvement plan, et sur
la singularité signalée par M. VERGNE au premier instant. C'est à la suite d'une con-
versation, très instructive pour moi, avec M. BRILLOUIN que j'eus l'idée d'envisager,
pour faire disparaître cette singularité, un orifice s'ouvrant progressivement. J'avais
abordé le problème dans l'espace à deux dimensions lorsque M. HENRI VILLAT me
suggéra l'idée fructueuse d'étendre les résultats de mes deux premières Notes au cas
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d'un orifice circulaire. C'est dans cette nouvelle voie, où les calculs se révélèrent plus
simples que dans le plan, que je poursuivis mes modestes efforts, facilités par les pré-
cieuses indications bibliographiques que, d'une part, mes Maîtres directs M.M. VOL-
TERRA et LEVI-OVITA, d'autre part M. HENRI VILLAT me communiquèrent très obli-
geamment en toutes occasions, jointes aux encouragements les plus affectueux. Je les
prie de bien vouloir trouver ici l'expression de ma plus vive reconnaissance.

PREMIÈRE PARTIE.

OSCILLATIONS DANS DEUX VASES COMMUNICANTS
DONT LES PAROIS SONT VERTICALES AU VOISINAGE

DES SURFACES LIBRES.

CHAPITRE I.

GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTHODE SUIVIE.

§ i. — Position du problème.

Considérons deux vases Vx et V2 dont les paiois sont verticales au-dessus d'un
certain plan horizontal TZ et qui communiquent entre eux par leur partie inférieure
(Fig. i ) . Supposons-les remplis d'un liquide incompressible oscillant sous Faction de la

(B> I

(Fig. i).
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pesanteur de façon que les deux niveaux se maintiennent constamment au-dessus du
plan 77. Pour étudier le mouvement de ce liquide, nous négligerons toute action de
viscosité et de capillarité et nous supposerons qu'il n'existe, le long des parois des va-
ses, aucune région de liquide mort.

Sur les surfaces libres S, et 52 règne la pression atmosphérique po. A cette con-
dition nous substituerons une hypothèse approchée plus accessible au calcul : nous ad-
mettrons que les surfaces libres oscillent en restant planes et horizontales. Cette hypo-
thèse est d'autant plus voisine de la réalité que les oscillations sont plus lentes. Elle
permet de ramener la détermination des vitesses à la résolution d'un problème de
NEUMANN.

Prenons un axe vertical Oz. orienté positivement vers le haut et désignons par
st et s2 les sections des parties supérieures des deux vases, par hl et h2 les hauteurs
positives des deux niveaux au-dessus du plan - . Le liquide étant incompressible, on a,
quel que soit l'instant /,

a étant la hauteur du niveau moyen.
Posons hx — h2 = h ; h est la dénivellation comptée positivement si le niveau St

est supérieur au niveau S2, négativement dans le cas contraire. La forme des vases
étant donnée, la connaissance de la constante a et de la fonction h de t suffit pour
déterminer à chaque instant le domaine occupé par le liquide. D'autre part, les vitesses
verticales des surfaces libres Ss et S2 sont respectivement

dhl dh^

Elles sont données, en fonction de -y-, par le système

dt ' "*— dt

- y -

slvl +52t>2 =

db

d'où l'on tire, en posant ——£— = p, et —-~— = pa

* d h * d h

Si l'on suppose le mouvement irrotationnel, les vitesses dérivent à l'instant t d*un

potentiel ^ ( x , y, i) qui est une fonction harmonique et régulière à l'intérieur du li-

quide. On connait sa dérivée normale extérieure, ~~-^, en tout point de la frontière.
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En effet, là où cette frontière est une paroi rigide: ~L = o; sur St : —^1 = V | ; sur

S : ~-^ = v . Nous avons donc à résoudre un problème de NEUMAKN pour le domaine
2 $n^ 2 r r

occupé par le liquide. La condition de possibilité / I —— d <s = o (intégrale étendue

à tout le contour) est vérifiée et, par suite, <p,(x, y, 0 sera déterminé, à une constante

additive près, en fonction de h et de -v- .

Enfin, en appliquant le théorème des forces vives à l'ensemble du liquide, nous

aurons une équation reliant h et - j - , par suite définissant h en fonction de t.

§ 2. — Hypothèse simplificatrice.

On peut donner du problème de NEUMANN une solution approchée dans laquelle

?< (*> >f5 O n e dépend que de -,—. Pour cela nous admettrons que, sur Sl et 5 a , la

vitesse tangentielle des particules liquides est négligeable en regard de leur vitesse nor-
male en d'autres termes, que le mouvement du liquide^ au voisinage des surfaces libres,
peut être assimilé au mouvement d'un solide. L'expérience montre que cette approxima-
tion est d'autant plus voisine de la réalité que le plan iz est plus élevé au-dessus du
tube de communication 6) .

En vertu de cette hypothèse, les vitesses ne seront pas sensiblement modifiées si
Ton suppose les parois verticales prolongées jusqu'à l'infini vers le haut et les deux
vases entièrement remplis de liquide, puisque, au voisinage des niveaux D Df et EE'
et, a fortiori, au-dessus, le mouvement peut être assimile au mouvement d'un solide.
Nous sommes ainsi ramenés à déterminer le potentiel des vitesses dans une masse in-
finie de liquide animée à l'infini vers (^4) de la vitesse vx, à Finfini vers (B) de la
vitesse v2.

Désignons par ^(JC, y, £) le potentiel des vitesses du mouvement permanent de
{Â) vers (J8) dans lequel h débit est égal a Vanité. Une fois connue cette fonction
(qui est, en général, bien déterminée et ne dépend que de la forme et des dimensions

6 ) Cette seconde approximation consiste à admettre que, sur les surfaces libres, f t et -—• sont

indépendants de x et de y, tandis que, dans la première, on l'admettait seulement pour l'expression
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des vases), nous aurons :
, N sts2 dh-, x

?*(*> y> û = — j-ifr-jfiO** y> *)•
Par conséquent, au degré d'approximation auquel nous nous plaçons, la vitesse

en un point du liquide invariablement lié aux parois est constante en direction; son in-

tensité est proportionnelle à -j~ et elle change de sens en même temps que -y- change

de signe. Lis trajectoires coïncident avec les lignes de courant du mouvement permanent.

§ 5. — Équation du mouvement.

Il est maintenant facile de calculer la force vive du liquide à un instant quelcon-
que t. Considérons le domaine infini 2) du mouvement permanent. Appelons A le do-
maine partiel obtenu en supprimant, dans les deux vases, tout ce qui se trouve au des-
sus du plan ^ = a; Sr le domaine compris, dans Vx, entre les plans ^ = a et ^ = ht;
$2 le domaine compris, dans F2, encre 'les plans ^ = a et ^ = h2. Désignons par

—" ? ~—~ > ~L- les forces vives des masses liquides qui, dans le mouvement permanent,

traversent respectivement A, c5f, S2, la densité étant égale à l'unité:
R est une constante numérique qui ne dépend que de la configuration de A, c'est-

à-dire de la forme et des dimensions du système communicant et du volume total de
liquide.

D'autre part, rx se calcule immédiatement en remarquant que, dans le domaine $ t ,

la vitesse est sensiblement constante et égale à — ; on a ainsi

IT , i \h1 —

On a de même :

r, = 'M \a — K\^r = ' .

7) Pour la même raison, si a augmente de Sa, R augmente de

V s ^ s2

II s'en suit que R peut se mettre sous la forme

y étant une constante numérique qui ne dépend que de la forme du système communicant et de la
position du plan w par rapport à ce système.
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Le domaine réellement occupé par le liquide à l'instant t est A + (A — 2̂)>
 e n

prenant le signe + o u ^e signe — suivant que h est positif ou négatif. Dans le mou-
vement permanent la force vive, à l'intérieur de ce domaine, a pour valeur

I h'~a a ~ h A - 1 [R4-(*>

Il en résulte que la force vive du liquide à l'instant t est égale à

en appelant p la densité et posant st -{- s2 = S.
D'autre part, le travail de la pesanteur correspondant à la dénivellation h est es-

sentiellement négatif et égal, au signe près, au travail que l'on dépenserait pour trans-
porter dans S2 la masse de liquide qui occupe ^ (si h est positif, ou inversement, si
h est négatif) ; il est donc égal, en grandeur et signe, à

Écrivons le théorème des forces vives :

Si, à l'instant * = o (instant initial), la dénivellation est ho et si le liquide part du
repos, la constante a pour valeur

et l'on obtient, après simplifications, l'équation différentielle :

(0

qui définit fc en fonction du temps.
En posant :

on ramène cette équation à la suivante :

Lorsque t croît, JC oscille entre - j - i et — i (il est légitime, d'après nos hypo-
Rend. C*rc. Matem, Paiernw, t. LUI (1929). — Stampato il a ottobre 1928. 2
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thèses, de supposer que i -f" kx reste positif dans cet intervalle) et h entre -|- h0 et
— ho. Le mouvement du liquide est donc bien oscillatoire et la période des oscillations
est donnée par

+ kx ,

De même, le temps 8 qui s'écoule entre l'instant initiai et le premier instant où
les deux niveaux sont égaux est donné par

4

§ 4. — Calcul de T et de O.

Lorsque k est yé o, ces deux expressions se calculent au moyen des fonctions el-
liptiques. D'une façon générale, considérons l'intégrale suivante, déduite de ( 1 ' ) :

f1 ./1 + kx. Cx 1 4-kx

les radicaux étant pris avec le signe - j - lorsque x décroît à partir de 1, t croissant à
partir de zéro ; faisons le changement de variable

les constantes a et p étant définies par les relations

a5£ + 4 = o, 3 ^ + 1 = 0 ,
de telle sorte que :

0 - O C 1 + * * ) = 4*'—*,*—*3>
avec

i. = «(? - k), g} = j-(F - 1).
Il vient:

J, \3 « — a s — F

Considérons alors la fonction elliptique p(u; g2, £?), qui admet comme périodes

et • ' ~ d<
—gis—g}
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et faisons le nouveau changement de variable

il vient:

mt = -̂  /"PC» + ')<*« « J t U ' Ç( + ')]

Nous obtenons donc la relation entre x et J sous forme paramétrique

Suivant que & sera > ou < o, on fera varier « de o à - f » ou de o i — oo,
de telle sorte que t varie de o à -J- oo : x oscillera entre -f" i (# = J t 2 « &>) et
— i [u = + (2 « - j - 1) <*>] ; on aura ainsi :

8 a2û>\
l 6 J

Pour calculer 0, on devra d'abord résoudre

p(u -J- <*>') = ^- , (u compris entre o et + c*>).

Si h est petit vis-à-vis de l'unité, on peut éviter les fonctions elliptiques en rem-
k

plaçant j / i -J~&;t par 1 ~j x. L'équation (1') donne alors immédiatement:
2

r / . k \ dxf f k .
mt — I I i -i x I —==• = arc cos x H yi — x •

Jx \ 2 / i / ! _ x » » -
d'où :

f» J/ g ztn

Enfin, dans le cas particulier où les parties supérieures des deux vases ont des

sections équivalentes i *f = s2j px = $2 == — , k = o J et, d'une façon générale, cha-
ft ft 2

que fois que l'on pourra négliger 2 —*- -^- devant i?, on aura simplement :

b — hQ cos m t.

Le mouvement général du liquide sera pendulaire, de période

Cette formule pourra servir à déterminer expérimentalement la constante R,
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CHAPITRE IL

LE MOUVEMENT PERMANENT AUXILIAIRE
DANS LE CAS DE LA CUVE PARALLÉLIPIPÉDIQUE.

§ i. — Définition.

Dans ce qui précède nous avons montré comment Fétude approchée du mouve-
ment réel se ramène à deux problèmes distincts :

a) étude d'un mouvement permanent auxiliaire ;
b) résolution d'intégrales elliptiques.
Dans le cas où le mouvement des particules liquides peut être regardé comme pa-

rallèle à un pian fixe vertical, le premier problème est soluble, au moins théoriquement,
à l'aide de la représentation conforme. D'ailleurs, tout ce que nous avons dit du mou-
vement à trois dimensions, s'applique au mouvement plan : il suffit de considérer une
tranche du liquide comprise entre deux plans parallèles au mouvement et distants de
l'unité.

La suite de ce travail est consacrée à l'étude d'un cas particulier de mouvement
plan, le seul, du reste, où les calculs soient pratiquement abordables.

Considérons une cuve ayant la forme d'un parallélépipède rectangle et dont le
fond est horizontal ; elle est divisée en deux chambres par une cloison très mince, pa-
rallèle à deux des parois verticales de la cuve, n'atteignant pas le fond et, par suite,
ménageant, à sa partie inférieure, un orifice rectangulaire. On obtient ainsi (remar-
quons le en passant) un schéma suffisamment approché d'un certain type d'écluses.
Les deux chambres jouent ici le rôle des vases Vx et V2 que nous considérions plus
haut. Négligeant toute espèce de frottement, on peut admettre que le mouvement des
particules liquides s'effectue parallèlement au pian de symétrie de la figure (plan ver-
tical perpendiculaire à la cloison en son milieu) que nous prendrons pour plan
^ =2 x -|~ iy, Ox étant dirigé suivant la trace du fond de la cuve et O y suivant la
trace de la cloison (Fig. 2).

Le mouvement permanent auxiliaire sera défini de la façon suivante : on suppo-
sera les parois Ft Gt, F2G2, et la cloison F G prolongées jusqu'à l'infini vers le haut
et l'on considérera le mouvement permanent dans lequel le liquide s'écoule de ÇA)
vers (£) , à travers l'orifice O F, avec un débit égal à l'unité. Comme nous excluons
l'hypothèse d'un sillage, nous devons nous attendre à ce que le point F soit singulier.
Nous écarterons cette difficulté plus tard.

Pour déterminer la fonction f (x, y), pateutiel des vitesses du mouvement per*
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manent, il nous suffira de connaître les dimensions :

f4,
(Jb remplace ici S dans les formules).

f <B) !

- 2).

Pour calculer R (constante du mouvement plan), nous devrons connaître, en ou-
tre, la hauteur du niveau moyen

F,M,=a.

§ 2. — Passage du pian ƒ au plan Ç.

Désignons par ƒ QQ le potentiel complexe

la constante arbitraire étant choisie de telle sorte que:

Au domaine S ) ( ^ - 0 F - 5 ) du plan ^ correspond, dans le plan ƒ, une bande
indéfinie ®' (^ ' -B ' ) de largeur un (Fig. 3); aux points F, Fl9 Fz correspondent

CAf>

1
(BO

Kg- 3).



les points F ' , F\, F[ d'affixes ~f- S ft, <p2. Si nous faisons la transformation définie
par

la bande S ' se transforme dans la région r\ ^> o du plan £ = \ -f- t*m (Fig. 4 ) ; aux

plan ?

!

}A» F ; F» y
-~«, -1 O Xx ? 2 ï +°°

(Fig. 4) .

points A', F ' , B' correspondent les points d'affixes o, — i, oo ; aux points FJ, Fr
2

correspondent les points F " , F'2' d'affixes réels et positifs £x, s2(£ r < C2). Les deux
nombres £r et £2 jouent un rôle essentiel dans la détermination de la fonction ç(£)
dont la connaissance entraînera la solution complète du problème. On a, en effet, en
désignant par uy v les composantes de la vitesse,

df

-~- = w = u — tv

et, si l'on pose, selon la méthode bien connue de M. LEVI-CIVITA,

w = e = — e~tJ>,
c*>, considérée comme fonction de £, sera régulière dans tout le demi-plan Ï J > O et
sa partie réelle prendra, sur l'axe des £, les valeurs

— i.

On

g. . f j
O> ... — ï 1

aura donc

U_, « - i

o entre
— % entre

„ entre

o entre

immédiatement :

r I1 2 ƒ E — C "̂ "

00

— I

?:.

c.

logfej

et
et

et

et 00 .

8) D'après la formule connue

(voir, par exemple, A. SIGNORINI, SuU'imzio âelVefflusso dei liquidu [Rendiconti deî Circolo Matematico
ûi Palermo, Vol. XLI (1916), p. 207-257], p. 209-211).
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k étant une constante réelle qui sera déterminée plus loin. On déduit de là :

w = —

Choisissons arbitrairement pour le radical la détermination qui se réduit à s, pour
C infini, et écrivons les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction w (£) aux points
d'affixes o et oo, à savoir :

(a) pour £ = o (infini A\ u/ = i X j7u~ ;

(V) pour £ = oo (infini 5 ) , w = — t ' X r « - •

La condition (&) fixe la constante k :

D'où

( 2 )

II est facile de vérifier sur cette formule que la détermination choisie pour le ra-
dical et le signe de k, qu'elle entraîne, sont en conformité, sur l'axe des £, avec les
signes de u et de v que l'on connaît a priori le long des parois.

De la formule (2), jointe à la relation

En considérant, au lieu du système communicant étudié, le système ci-contre (Fig. 5), on abou-

(Kg- S)-

tirait, d'après le même raisonnement, à la formule :

en posant:
AT M, = »,,
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on déduit :

d où :

formule qui permet de calculer la fonction ^(s) , une fois connus les nombres £E et £2 .
Posons :

La condition (a) donne immédiatement :

T = £*-.
Nous n'avons donc plus qu'une seule inconnue, <r, que nous déterminerons en

exprimant que la distance O F est égale à /, largeur de l'orifice. Cela fait, la for-
mule (2)

u — i v = — T— - Y~~~L— >

jointe à la Formule (3) [où l'on remplacera, de même, le produit (^ — O ( £ ~ O
par £2 — 2-7^-j-y2] nous fera connaître, par l'intermédiaire de la variable £, la vitesse
en chaque point du domaine ®.

§ 3. — Passage du plan Z au plan 1*

Toutefois, la variable Ç n'est pas la plus commode en tant que variable auxiliaire.
Il est plus avantageux, comme nous allons le voir, de lui substituer une autre variable,
}>, et, pour cela, de faire une nouvelle représentation conforme définie par

le radical ayant la même détermination que précédemment.
Aux points F'/ , F" du plan £ correspondent, dans le plan X = 6 -f~ iK, les

points F'/ ' , F? d'affixes

Au domaine £ 5 " ( Y Î > O ) , limité par l'axe réel, correspond le domaine 3>'"(&]>o)
limité par Taxe réel, moins le segment F"'F'", et par la demi-circonférence 2 de
diamètre F"F'2" (Fig. 6). Aux points d'affixes o, — 1, 00 correspondent les points

'"{~ Y), F"'OF = - 1 - ^ i + a s + f ) , fi'" (00 ).

En posant, pour simplifier l'écriture, j/£2 — 2 a C + Y 2 = f> la formule (3)
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s'écrit :

\ __

D'autre part, de la relation (4) on déduit:

d'où:

(3')

Cette formule, jointe à

(2')

r A — <x

f fi-^,)q —

nous fera connaître, par l'intermédiaire de \ la vitesse en chaque point du domaine
Vérifions, en passant, sur la formule (3') que FlF1 = b. On a:

Les expressions qui multiplient Pf et Pâ ont, toutes deux, leur partie réelle nulle
et leur partie imaginaire égale à — in IO) ; par suite:

l o ) Prendre, par exemple, pour chemin d'intégration la demi-circonférence 2.

Rend. Ctrc. Mattm. Païcrmo, t. LOI (1929). — Stampato ii a Ottobre 192t.
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§ 4. — Relation entre <y et L

Exprimons maintenant que la distance O F est égale à /, largeur de l'orifice. A
cet effet, nous écrirons que la partie imaginaire de ^(i7) — ^(F, ) est Hy ou que la
partie réelle de

est w jrg- > ce qui donne :

On a:

a —

- C, + Y g ( ~ Y ~

— K, Y — É,

Y — v _ i +y + vi^.2a + r _ x - C Y + V1 + 2« + r r
— Y — *F i — Y + Vi + 2 ? + Y2 C1 — ï)2 — C1 + 2* + Y')

D'où, en posant r-«- = / I I ) , la relation suivante qui détermine / en fonction de

et de y :

Cette formule permet de construire, pour une valeur quelconque de y (il suffit de

prendre y ^ 1), la courbe représentant les variations de a en fonction de Z (Fig. 7).

. 7).

II convient de laisser en évidence le produit h {Ja en vue de Pextension au cas où I est Infini
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II est visible que, lorsque, y étant fixé, / croît de o à -f-oo, <J décroît de -f~°° à y " ) •
On peut résoudre par rapport à <s soit rigoureusement, soit avec une approxima-

tion suffisante pour la pratique, dans plusieurs cas particuliers qui seront étudiés plus loin.

CHAPITRE III.

CALCUL DE LA CONSTANTE R.

§ i. — Préliminaires.

Proposons-nous maintenant de calculer la constante Ry connaissant la hauteur du
niveau moyen a. On a :

as.~=f£FFMNj£
Les points Mx, M2 ont pour images, dans le plan \ les points M"' , M'" dont

les affixes >3, X4 peuvent se calculer en exprimant, à l'aide de la formule (3'), que:

Posant T-7T- = tf> nous aurons ainsi, pour X?,

et, pour X4,

~ \)" = 0 Y),

L
(7)

\

, - Y )

- ff)T = (• + Y) * (• - Y)

Ifl) Remarquons toutefois que, a étant fixé, / ne peut pas croître au-delà d'une certaine limite,

puisqu'il doit rester inférieur à 7—, ou a, et que même, comme nous le verrons, la différence ü —7

doit rester suffisamment grande.
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Pour résoudre les équations (6) et (7), nous ferons la remarque suivante : l'hypo-
thèse, d'où nous sommes partis, du mouvement rigide des particules au voisinage des
surfaces libres n'est pas rigoureuse — avons-nous dit — car elle implique trop de con-
ditions, mais elle s'approche d'autant plus de la réalité que, toutes choses égales d'ail-
leurs, a est plus grand, c'est-à-dire X3 — H ^ ) plus petit et X4 plus grand. Il est donc

\ 1

légitime de considérer f- 1 et -r-—, séparément, comme des infiniment petits prin-
Y 4

cipaux et de poser :
À

3 — ~ YC1 — eJ h \ — -jr >

en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs à s et s'
L'équation (6) donne alors immédiatement

et l'équation (7),

— Y
M—na

§2 . — Degré d'approximation de la méthode.

Il est tout indiqué, si Von suppose une fois pour toutes y ^ 1, de prendre s pour
infiniment petit principal. Au reste, pour bien préciser ce point, nous allons vérifier
qu'au degré d'approximation qui consiste uniquement à négliger e vis-à-vis de quantités
supérieures ou égales à l'unité, les particules liquides sont animées, sur les segments

Mt M et M2 AT, des vitesses — r— et 7— dirigées verticalement.

Remarquons tout d'abord que, de la formule (5) qui peut s'écrire :

1 /ff + ï V 11= log ( —I--1 I + log
& \ * — Y/

X3) Nous étudierons plus loin, par h même méthode convenablement modifiée, le cas où y est
voisin de zéro.
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on déduit :

et, par .suite,

Il suffira donc que Ton puisse négliger 2e~rn{a~l) devant l'unité, mais, à cause de

_ — r a n
l'exponentielle, il ne sera pas nécessaire pous cela que y(# — l) ou - ^ — soit très
grand I 4 ) .

Considérons, dans le plan X, les demi circonférences d'équations

(r2) X = (, + Y ) (A^ V , (o ^ T ̂  w>

Je dis qu'elles correspondent aux segments MtM et M2AT du plan ^. En effet,
en substituant les X dans la formule (3') ou, mieux, respectivement dans

-L

et négligeant les termes en e de degrés supérieurs au premier, il vient :

Dans les crochets, y TC a est sûrement plus grand que 1 j s < — 1 et les seconds

*•) Donnons, à titre d'exemples, quelques valeurs correspondantes :

! I I * *
, , „ , ^

IO ' $O * IOO * 5OO * IOOO '

T— !)=*=: 0,96, 1,47, ifi9t



termes sont, en valeur absolue, plus petits que s ; il vient donc simplement :

Nous pouvons maintenant calculer, à l'aide de la formule (2'), la vitesse des par-
ticules liquides sur MtM et M2N. Il vient, sur MtM,

ou simplement, comme le second terme de la parenthèse est, en valeur absolue, ^ s,

et, sur M2N9

= o, v = - JL ,

1 r 2(<r + 1 ) / s v _,T-|
= — T7T- I , ( I « , (

On peut écrire :

et, comme

on aura simplement, sur M2N,

u = o, v =

De plus, lorsque y varie infiniment peu autour de la valeur a, l'accroissement de
u — iv est, en valeur absolue, infiniment petit par rapport à celui de y. Il suffit donc
dans la pratique, pour que nos approximations soient valables, que Von puisse négliger
£ devant l'unité.
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§ 3. — La fonction (̂<x, y).

Revenons au calcul de J?. Les demi-circonférences Tt et T2 ont pour images, dans
le plan ƒ, les segments M\ M' et M'z N' dont les équations s'obtiennent en substituant

négHg.

négiig.

Ils sont perpendiculaires à Taxe des <p et ont pour abscisses :

1 1 Y*s

Reprenons alors l'expression de R. On a immédiatement, en passant dans le
plan ƒ,

On trouve bien, comme on devait s'y attendre, une expression de la forme

(8) R = j£j + X.(*, Y),

avec

(9) X(', Y) = - l o g * - ± J - ~ ( Y + I ) l o g
2 y 2xy & a — y

La formule (9), jointe à la formule (y), permet de construire, pour une valeur
quelconque (z l 1) de y, la courbe représentant les variations de £ en fonction de l
(Fig. 8). On obtient ainsi la solution approchée complète du problème des oscillations
pour le système communicant envisagé. On trouvera plus loin Tétude de plusieurs cas
particuliers, notamment du cas où y = 1 et du cas où y = o ^b infini).
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Si Ton se borne à calculer R avec l'approximation, couramment utilisée en hy-
draulique, qui consiste ici à admettre que toutes les molécules situées dans la chambre

(Fig. 8).

de gauche sont animées de la même vitesse, T-JT", et toutes les molécules situées dans

la chambre de droite animées de la même vitesse, r-g-> o n trouve simplement:

CL

(8') R — ffy •

On voit que cette approximation est d'autant plus admissible, pour le calcul de i?,

que x(<x, y) est plus voisin de zéro. Or, loisque, y étant fixé, l croît de o à -(- co, ^

décroit de -f- oo à — oo l 5 ) . ^ s'annulle donc pour une valeur, et une seule, de /, soit

7 , qui ne dépend que de y, et l'approximation usuelle ne sera bonne que si l est

voisin de L.

f5) Cela correspond au fait évident que» toutes choses égales d'ailleurs, plus l'orifice est large,
plus les oscillations sont rapides.

Voir en outre la note ï a ) .
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§ 4. — Erreur commise sur iî.

Pour savoir d'une façon précise s'il vaut la peine, ou non, de tenir compte de £,
on peut calculer une limite supérieure de l'erreur commise sur R l 6 ) . En fait, les
images de MtM et M2N dans le plan ƒ sont des segments curvilignes qui sont res-
pectivement compris entre les segments curvilignes obtenus en remplaçant, dans les

équations de Tt et F2 , a par a + —— £> c'est-à-dire £ par s ( i ± s). On peut con-

fondre tous ces segments avec des segments perpendiculaires à l'axe des 9 en commet-

tant sur R une erreur absolue de l'ordre de s5. Il reste alors que l'erreur absolue

commise sur <p3 est inférieure à
2S

et l'erreur absolue commise sur <p4 inférieure à

2e

Par suite, Terreur absolue commise sur R est inférieure à

* I JL ?± — 2 ( ï + 0£
 < 4(Y+ 0g-v*(x_1) ^

TU ' yx yrc y17

Chaque fois que s sera assez petit (ou a — l assez grand) pour que cette limite
soit inférieure à |/|, il y aura avantage, au point de vue de la précision, à employer
la formule (8) au lieu de la formule usuelle (8').

Pour obtenir une limite supérieure de l'erreur relative, il suffit de remarquer que
l'on a :

* > l

Par suite, l'erreur relative commise sur R est inférieure à

2 ( Y + O e , . x,- -Tx 2s

Elle est sûrement plus petite que e si y w (^ — /) est plus grand que 2 ou

s < 2 e~2 = 0,27 . . .

l 6 ) L'erreur dont nous nous occupons ici est celle qui résulte des approximations faites au cours
du calcul. Elle ne doit pas être confondue avec Perreur qui provient, notamment dans l'évaluation de
T et de <$ au moyen de 1?, du fait que les lrypothèses imthémitiques d'où nous sommes partis ne
sont pas rigoureusement conformes au problème physique, erreur qui ne relève que de l'expérience,
mais dont on peut dire qu'el'e est d'autant plus faible que, toutes choses égales d'ailleurs, e et ho sont
plus petits.

Rend. Cirt. M tient. Pulerm», t. LUI (1929}. — Sumpato il 3 ottobre 191S. 4
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CHAPITRE IV.

SUR LA SINGULARITÉ DU POINT F.

§ i. — Retour au problème initial.

Dans ce qui précède, nous avons étudié un certain mouvement permanent et
montré que, si l'on admettait de négliger s devant l'unité, on pouvait l'utiliser comme
mouvement auxiliaire pour résoudre le problème des oscillations tel que nous l'avons
posé au début. Il s'agit maintenant de revenir au problème initial et de voir dans
quelles conditions pratiques la solution à laquelle nous avons abouti s'adapte à ce pro-
blème.

En premier lieu, il est évident que les hypothèses simplificatrices que nous avons
faites sur le mouvement au niveau moyen doivent être également vérifiées au niveau
le plus bas (y = a — (̂  foo, si y ^ i) . En d'autres termes, a étant fixé de telle sorte
que s soit négligeable devant l'unité, la dénivellation initiale h0 doit être assez petite
pour que le produit

te "

soit, lui aussi, négligeable. Ces deux conditions sont satisfaites si h h ° c s t

assez grand pour qu'on puisse négliger

devant l'unité.
En second lieu, on vérifierait sans difficulté que, si le mouvement est suffisam-

ment lent (ou ho suffisamment petit), la pression calculée sur les surfaces libres, sans
être rigoureusement constante, diffère d'une quantité négligeable de la pression atmo-
sphérique po. On se servirait pour cela des inégalités :

dt

at1

En dernier lieu, il existe, dans le mouvement permanent auxiliaire, un point sin-
gulier, le point F, où la vitesse devient infinie. Par suite, il y aurait, dans le mouve-
ment réel, une petite région autour du point F où la pression serait négative, ce qui
ne correspond à aucune réalité physique. Pour écarter cette difficulté, nous remarque-
rons que nous avons supposé la cloison G F infiniment mince, alors qu'en réalité elle



S"ÙR DEU3É MOUVEMENTS NON PERMANENTS D*ÜN LÎQUIDÈ,

a une certaine épaisseur. Nous pourrons, sans changer en rien le mouvement, admet-
tre que son profil coïncide avec une ligne de courant du mouvement permanent et
choisir cette ligne de façon qu'en aucun de ses points voisins de F la pression ne
devienne négative I 7 ) .

§ 2. — Étude de la ligne 4> = i — v (v étant petit).

Soit donc i — v la valeur constante que prend ty sur la cloison intermédiaire S
(Fig. 9). Comme celle-ci doit s'écarter assez peu de la cloison théorique G F, v pourra

(Kg- 9)-

être regardé comme une quantité petite l 8 ) . Posons:

et marquons de l'indice 1 les quantités qui se rapportent à la ligne de courant 4*
Celle-ci ayant pour équation :

la ligne ty = i — v sera représentée par

avec:

== 1.

*7) De l'étude du système communicant considéré, on pourrait déduire immédiatement celle
d'une infinité d'autres systèmes obtenus en prenant comme parois, au Heu des lignes ^ = o et ^ = i,
deux lignes de courant quelconques ^ == a et •} == $ (o < a < p < i). Le mouvement ne serait pas
modifié, mais il faudrait définir a, b et l (voir plus loin le cas de l infini).

l 8 ) . . . mais pas forcément très petite ; c'est pourquoi, dans le calcul qui suit, nous conviendrons
de négliger, vis à-vis de Tunitè, î:s termes en v2 et au-delà, mais de conserver les termes en v.
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On a, en remarquant que £t = — s et que la détermination à prendre pour

— 2<TÇ, -J- y2 est la négative,

d'où

fjL(«+o*-+(«+TX.+ ...i
(^ + ̂ 5+ Y

2 ) 2 J
A l'infini vers (A) :

à l'infini vers (5) :

d'où, en désignant par à l'épaisseur asymptotique de S,

Ce résultat étant évident a priori, si l'on remarquait qu'à l'infini, aussi bien vers

que vers (5), | | = - v = c" et | | = « = o.

Pour déterminer l'allure du profil de S au voisinage du point F, on peut poser
s — i = s' et considérer s' comme une quantité variable, mais petite, du même ordre
de grandeur que v I9) ; il vient alors :

/ , . . , • , .+

Nous voyons que, dans sa partie voisine du point F, le profil peut être confondu
avec un arc de parabole de foyer F et que la circonférence o de centre F et de

va, ^ / , s'1 jouent le rôle d'infiniment petits du premier ordre vis-à-vis de h
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rayon
r=

a tous ses points, sauf un, intérieurs à la parabole. Par conséquent, il suffira de choi-
sir v de telle sorte que la région où la pression, dans le liquide, peut devenir négative
soit toute entière à l'intérieur de c (ou que la pression le long de c soit constamment
positive).

§ 3. — Détermination de v.

Considérons, dans le plan X, la demi-circonférence d'équation

( r ) X = \F -(- n(<5 ~ XF)e lT, (o ^ T ^ 7F),

n étant une constante supposée petite.
En remplaçant X par X(r) dans la formule (3') et développant par rapport à n,

il vient :

2-K

L'image de F dans le plan ^ est donc assimilable à une circonférence de centre
F. Si Ton prend :

7CV

l'image de V ne sera autre que c. Par suite, pour avoir la vitesse du liquide sur
dans le mouvement auxiliaire, il suffit de remplacer, dans (2') , X par

II vient, en remarquant que

f= 2(9 — \F)Vl + 29

Négligeant les termes suivants, on peut écrire:

(10)



M A

D'autre part, la pression le long de £, dans le mouvement réel, est donnée par
la formule :

y = g{Ho + a - /) + Co(0 - Ç- ,
dans laquelle

Ho — — (po : pression atmosphérique, p : densité du liquide),

Pour que £c soit constamment positif, il faut que l'on ait, quel que soit t9

Remarquons que, des deux expressions f- --1 , f- - ^ I , Tune
L 2 df JDDr L 2 ö * JEE'

au moins est positive a o ) ; on a donc C o (* )>—£^1^1 ( e n supposant toujours y ^ i )
et, pour que pc soit positif, il suffît que Ton ait :

quel que soit t, ou

Vul + v\ <C minimum de + a - j -

Cette condition sera sûrement remplie si l'on a :

En comparant les inégalités (10) et ( n ) , on voit qu'il suffira de prendre:

(12)

+
2 <J

- * -

>o) Rappelons que:
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pour être assuré que la pression reste constamment positive dans le liquide.
Si hQ est très petit, on pourra prendre simplement :

CHAPITRE V.

ÉTUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS.

Nous examinerons maintenant quelques cas particuliers où l'on peut résoudre la
formule ( j ) par rapport à or et, par suite, calculer explicitement R en fonction de
a 1
X' T ' T'

§ i . — Cas où y = i .

Il est d'abord un cas où tous les calculs se simplifient notablement, c'est celui où

les sections des deux chambres sont égales ( Pf = pa = - i - , y = x 1 .

En effet, la formule (5) se réduisant à

on en tire:

0 *

et, portant cette expression dans (9), il vient

4

d'où
_ 40 4
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La valeur du rapport ~j— pour laquelle ^ s'annulle (Fig 10) est :

p ^ ï=f

(Kg.

Rappelons que le mouvement du liquide est oscillatoire simple, de période

ù infini.§ 2. — Cas où -T- est voisin de zéro ou de T;

Si y est quelconque (£ t ^ {̂ 2, y ^ x)> o n a v u que> lorsque / croît de o à
-f- oo, a décroit de -f~ oo à y. On pourra donc envisager deux cas asymptotes dans

a i ) Lorsque y == i, il est facile de calculer la valeur de la vitesse, dans le mouvement perma-
nent auxiliaire, en chaque point de Porifice O F. On trouve:

v = o, (o Z. y Z^ T).

D'ailleurs, dans ce cas, Oy est un axe de symétrie pour les vitesses, abstraction faite de leur
sens,
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lesquels / sera i° voisin de zéro, 2° voisin de l'infini, et que Ton traitera en consi-

dérant i° — , 2° <x — y comme des quantités infiniment petites.

i° Posons d'abord, dans la formule (5),

1 a a .

Il vient, en négligeant les termes en e de degrés supérieurs à 1/2,

On voit que, dans ce cas, l'infiniment petit principal n'est autre que /. Portant
l'expression de a dans (9), on obtient

d'où :

(.4)

On vérifie que cette formule, quand on y fait p t = $2 = — , coïncide avec la

formule (13) si l'on peut confondre sh-r - avec - r - .

20 Passant à l'autre cas, posons, dans (5),

et ne conservons, au second membre, que la partie principale. Il vient :

W * — 2 fi* 1Og ^ ^

e = 2(1 + Y y Y
p * - f c e * .

..a«f

Ici, c'est e qui joue le rôle d'infiniment petit principal ; or il n'est pas néces-

saire pour cela que - r - soit très grand. Portant l'expression de <x dans (9), on ob-

3 3 ) La lettre £, qui nous sert ici provisoirement à désigner une quantité infiniment petite, n'a
aucun rapport avec celle qui figure dans des calculs antérieurs.

Rtnd. Cire. Mattm. Pahrnto, t. LUI (1929/. — Stampato il 3 ottobre 1928. J
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tient :

f Y —f- IV 2 Y l Ii I
Y = — ——• — log —- = — -j- p log ,

d'où:

(ij) R = J^ + ^fJloë^^2'

On vérifie que cette formule, quand on y fait p, = pa = — coïncide avec la

formule (13) si l'on peut confondre sh -r- avec — e b .

§ 3. — Application numérique.

Nous compléterons ce qui précède par une application numérique en prenant les
données suivantes :

b — I 2 œ , l — oTO,5o, a = 8m ;

K = im , Ho = io œ ,3o , g = 9,80.K
Comme

2 x 12

on peut confondre sh-r- avec 4 - , d'où

X = — 4 X 0,318 X log 0,13 = 2,60,

R = 2,65 + 2,60 = 5,25.

Ici le terme complémentaire x e s t ^u même ordre de grandeur que le terme

On peut calculer directement e. En effet, on a d'abord :

<r = J L = 2(12 X 0,318 X 2)2 = 117,

d'où
1

= 2 x n i x '~4'18 = °'°35 ou js
Par conséquent, l'approximation consiste à substituer au mouvement réel du li-
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quide, dans lequel les particules formant les surfaces libres paraissent se déplacer verti-
calement avec la même vitesse, un mouvement très voisin dans lequel les vitesses ho-
rizontales de ces particules sont, près du niveau moyen a 3) , inférieures au 1/30 de
leurs vitesses verticales et celles-ci diffèrent entre elles de moins du 1/30 de leur va-
leur.

L'erreur absolue commise sur J?, résultant du calcul théorique, est inférieure à

Ü = 4 X 0,318 X 0,033 < 0,05.

Elle est du même ordre de grandeur que Terreur normale provenant de la me-
sure des longueurs i, / et a.

Nous aurons ensuite :

5 ' 4 | /

T
—
4

Les vitesses moyenne et maxima de translation des surfaces libres sont respecti-
vement 0,25 et 0,40 m. s.

Calculons maintenant v à l'aide de la formule (12) :

Vi +"2<r + ï
ï = 1/236= 15,3,

I5>3 X 0,318 , 118 , 1 /

—- = 4 ,̂7 - 3,8 - 0,5 = 42,4,

v = 0,115 a 4 ) .

L'épaisseur asymptotique de la cloison correspondante î

A = i 2 m X 0,1 ÎJ = iœ,4O

est assez considérable ; toutefois la largeur de l'orifice n'est diminuée que dfune quantité

*3) Comme -^ = 0,26, remplacer 0,033 par 0,33 X «°>a6 = 0,045 au niveau le plus bas et par

°»33 X e-°>l€ ««0,025 au niveau le plus élevé atteint par le liquide.
a4) La formule (12') aurait seulement donné:

0,318 X 15»?
*• • = = = = = = 0 , 1 0 .
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r _ l i i4_X_i? .o , i i5 2 m = om,oo8.
4 X i 5 3

négligeable, à savoir :

Si Ton suppose que les dimensions des chambres sont fixées, ainsi que le volume
total du liquide, a, b et y ont des valeurs déterminées. Dans ce cas, si l'on veut di-
minuer v, on ne peut agir que sur /, largeur de l'orifice, ou sur ho, dénivellation ini-
tiale. On pourra, par exemple, augmenter / sans toucher à hQ : mais alors on dimi-
nuera T et, par suite, la précision de la méthode, parce qu'on augmentera la vitesse de
translation des surfaces libres ; on sera donc limité d'un côté par v, de l'autre par T.
Si, au contraire, on diminue i o , on diminuera en môaie temps v et la vitesse de
translation des surfaces libres : c'est donc sur hQ que l'on devra agir de préférence.

Pour terminer, nous examinerons deux cas-limites intéressants: celui deifnfini
(a = y), qui nous permettra de construire une série de tubes en U pour lesquels on
saura résoudre le problème des oscillations, et celui de y = o (Jb infini), qui nous don-
nera un schéma, assez grossier d'ailleurs, d'écluse à simple compartiment (où : à sim-
ple sas).

§ 4. — Cas où l est infini. — Équation des lignes de courant.

Si l'on fait 1 = y, la formule (4), qui relie le plan X au plan Ç, s'écrit simple-
ment :

tandis que la formule (3') s'écrit, en faisant préalablement subir aux axes xoy la
translation OFy

Ï)T

*Y+* Y +
Pour £ = £f = y — o, on a i = — b ̂  -f- i X — °° et, pour Ç = Ca = y + °>

on a £ = £ ^ a - j - î X — °o • La paroi FSF2 se trouve donc rejetée à l'infini vers le bas.
Par suite / et a sont infinis, nuis la différence a — I = a' reste finie, de même que
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R qui s'exprime en fonction de a' et de y. En effet, on peut écrire t

a' + 1 a'

avec:

En faisant <x = Y> on obtient :

qui n'est autre que la formule (15).
Posons :

l = setr,

de telle sorte que l'on ait:

En choisissant comme détermination de log -—;— celle qui s'annule pour
Y+ 1

— 1 (5 = 1, T = :Î), la formule (16) devient :

On a:

v — se , î Y — 2 Y s cos T 4 - 5 , .
log J—j — log U L- ! L % arc tg

& y + i T + 1 &

% arc tg
T+1 & 5 C O S T — y

D'où finalement:

Y

en posant :

X = a r c t g
5COST Y+1

(T

Les lignes de courant s'obtiennent en donnant à T une valeur constante, arbi-
traire entre o et 77, et faisant vai ier s de o à -f- 00. On peut également éliminer 1
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entre X et F : en remarquant que F peut s'écrire :

s^2 sin T

et que :

il vient :

(17) K = log —

P. (*-*03

[X + pf (w — T)] i2 (w - T) — X]
= fonct. de X, T, y.

On peut construire, pour chaque valeur de y> une famille de courbes définies par
l'équation (17) dans laquelle T est un paramètre arbitraire, compris entre o et w. En-
suite, b étant fixé, on obtiendra les lignes de courant en faisant subir à ces courbes

une homothétie de centre F et de rapport — .

§ 5. — Application à certaines formes de tubes en U.

Rappelons que ces lignes de courant coïncident avec les trajectoires réelles des
particules liquides. On pourra donc, à l'intérieur du domaine précédemment étudié,
remplacer une surface de courant par une paroi rigide sans modifier le mouvement
réel du liquide.

Faisons, pour simplifier, b = w. Soient Ll et Lx deux lignes de courant corres-
pondant aux valeurs rt et xz du paramètre (Fig. u ) . Au-dessus du niveau F = a'

'1

Y

F

ï

—

L

* - 1 11 *

1 j

c

\ l i
le

(Fig. u).

tel que 2C p' soit négligeable devant l'unité, les courbes peuvent être confondues avec
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leurs asymptotes, qui sont, pour LI,

(c.C.) X = - { * , ( * - < > , (C,C,) X = ? , ( « - » , )

et, pour £a,

(</,£>,) X = - p,(* - O , (<*,£,) X = {»,(* - T,).

Considérons, dans le plan horizontal F = a', une courbe fermée convexe 2 t ad-
mettant pour plan de symétrie le plan X F Y qu'elle perce aux points Ct et Dt. L'en-
semble des lignes de courant qui s'appuient sur 2 t limite un tube en U dont la trace
sur le plan XF Y est formée des deux lignes Li et L2 et dont les branches verticales
ont pour sections 2f et 22 (passant par C2 et D2). Supposons que ce tube en U
contienne un liquide oscillant. Si la cote du niveau moyen, Y = a\ est plus grande

que a' et la dénivellation initiale, ho, plus petite que —~~ * , le mouvement du li-

quide sera complètement défini par les formules ( i ) et suivantes, où Ton fera S = n
et

Si, en particulier, y = i, l'équation (17) devient:

sin T
F=log

2 (cos 2 X -f- cos T ) *
F F est axe de symétrie.

Plaçons-nous dans ce cas et supposons que lt soit un cercle: 22 sera un cer-
cle égal à Xx. On peut alors attribuer une signification simple au paramètre T. Con-
sidérons un tube très mince correspondant à deux valeurs très voisines, T et T -|~ S T,
du paramètre ; son épaisseur, calculée dans le plan XF Y suivant une ligne s = con-
stante, orthogonale aux lignes de courant, est égale à :

I — 2 S COS T - j - S* 2

Le long d'une branche, elle varie, toujours dans le même sens, de — (pour

5 = o ou J = -(- 00) à cotg (pour 5 = 1 ) a:>). En désignant par y) le rapport

de l'épaisseur suivant F Y à l'épaisseur asymptotique des branches, on a :

ri = cotg — .

Dans le sens normal au plan XFY* l'épaisseur du tube est constante.
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S i * } > i ( o < ^ < — J> la partie inférieure de i ' U présente un renflement;

si *n <C i • — <C f <C w 1, elle présente, au contraire, un étranglement ; enfin si

Ï1 = I ( T = — 1, le tube a partout la même épaisseur. En appelant H la hauteur

moyenne du liquide comptée depuis la partie inférieure du tube, on aura :

a' = H + log sin -^- ,

X « £ [ * +log (a «n-î-

et ta période des oscillations sera :

Il est aisé de vérifier que, pour T = — , le mouvement est le même que celui

d'une chaîne ayant même longueur que la colonne liquide. On peut, H étant fixé,
construire un tube dont les branches aient un écartement donné / et qui corresponde
à une période d'oscillations donnée T. On doit pour cela rétablir le rapport d'homo-

thétie — et l'on est conduit à résoudre l'équation transcendante en T

{JÇ — X) —; f- lOg i 2 Sin 11 = r .

Toutefois, le calcul ne sera valable que si la valeur de r qui en résulte rend

l'expression e~2H négligeable devant l'unité.
sin2 —

§ 6. — Cas où y = o (i infini).

Revenons au cas général et supposons maintenant le rapport y tfès petit : la
chambre de gauche est très longue vis-à-vis de celle de droite. L'amplitude des oscilla-
tions étant, de part et d'autre de G F, respectivement 2$2ho et 2$ïbof elle sera très
faible dans la chambre de gauche, quand même elle serait considérable dans celle de
droite. Pour étudier ce cas, on peut passer à la limite en faisant y = o (f̂  = I,
^ = o) et b infini? de telle sorte que la longueur b $2 de la chambre de droite ait une
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valeur finie b2, tandis que la paroi Gt Ft se trouve rejetée à l'infini vers la gauche
(Fig. 12). La méthode approchée que nous avons suivie dans le cas général consiste

D
M,

6
D'
M
E'

F

N

(Fig. 12).

ici à admettre que la surface libre D D' reste immobile et confondue avec MXM.
Parmi les formules précédemment établies, toutes celles qui conservent un sens lors-
qu'on y fait $s = 1, Pa = o, b$t = b29 conservent leur validité. En particulier la
formule (1) s'écrit:

\dt) — Rbl-h

et, dans les suivantes, il suffit Je faire:

On a ensuite:

(2') #/ « tv = =

„ 7 = log
*

On peut construire une courbe qui fera connaître les valeurs de ff en fonction

de T(Fig. 13).
Pour calculer J?, connaissant le niveau moyen a, on doit d'abord résoudre l'équa-

tion en \

î * ~ K 2
 JU

 ï ""*

Rtnd. Cire. M*itm. Paltrm*, t. LUI (1939).— Stamp*to il j ottobre 191$.
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qui a deux racines, X, et X , correspondant respectivement aux points M et M En
posant ;

i . i

na =

s
et regardant s comme négligeable vis-à-vis de l'unité (et, de même, —5- dans le cas où
G serait lui-même très petit) a S) , il vient immédiatement :

X5 = — 2s, X4 = —cre6 .

Considérons alors, dans le plan X (Fig. 14), les courbes d'équations

X = —

'•

néglig. en général

— ^ wl

(T.) X =

—— soiLa première hypothèse, qui implique que —~ soit très petit, est assez restrictive (grande pro-

fondeur de liquide); îa seconde entraîne que —- soit lui-même assez petit.
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Elles ont pour images respectives dans le plan

(MtM) < = *(tg T + 0,

(Ma W) ^ = *2 ( i - -£-) + f a, (o ^ T ̂  ^).

Il s'en suit que Ton a, sur Mt M,

2 e_^—— 2 e
i* - j - v == approx.ment 7— cos T,

et, sur M2N,

u — tv = —

La vitesse sur MSM est négligeable vis-à-vis de la vitesse sur M2N; par consé-
quent, le raisonnement approché qui conduit à la formule ( i ) est bien valable.

D'autre part, I\ et l\ ont pour images dans le plan ƒ (Fig. 15)

f plan f

£ 1 r

% L

p*

2 e2

rtrrog
cos2

ff

0
(Fig. 15).

T 2 £ ,

négl en gén

La valeur de 1? est égale à l'aire hachurée. Si l'on substitue à r', le segment :

on commet sur R une erreur très petite, égale à

en posant:

SE ƒ log Sttt f rf I =
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Si / est petit, on peut tirer de la formule

8

d'où:

(20') * = J+ -£ - log -^ .

On peut enfin, pour écarter l'objection de la pression négative autour du point
F, employer le même artifice que dans le cas général, c'est-à-dire remplacer la paroi
i = 1 par une paroi A = 1 — v convenablement choisie. Les formules (12) et (12')

conservent leur validité. Comme —— doit être petit, il suffira de prendre (12'), d'où

— A. 1 /___ l
- T. M 2(Ho

DEUXIÈME PARTIE.

ÉCOULEMENT À TRAVERS UN ORIFICE CIRCULAIRE HORIZONTAL
S'OUVRANT PROGRESSIVEMENT.

CHAPITRE I.

SUR L'ÉCOULEMENT PAR JET.

§ 1. — Expression approchée du potentiel des vitesses.

Soit une cuve cylindrique, de diamètre 2 i?, dont le fond est horizontal ; elle con-
tient, jusqu'à une hauteur h, un liquide pesant, incompressible et sans viscosité, qui
s'écoule par un orifice circulaire, de diamètre 2 a7 percé au centre du fond (infiniment
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mince) de la cuve (Fig. 16). Nous supposerons R grand vis-à-vis de b et h grand

Ix

i

- — — — - —a. — . — , — , -«.

(Fig. 16).

vis-à-vis de a> de telle sorte que nous pourrons admettre que la paroi latérale de la

cuve est rejetée a l'infini et que, au voisinage de la surface libre supérieure, le liquide

est sensiblement immobile. Sur la sut face libre môme règne Li pression constante po.

Nous pouvons supposer cette constante nulle ; si elle ne Test pas, il suffira de rem-

placer h par h ~f~ — , p étant la densité du liquide et g l'accélération de la pesanteur.

Dans tous les cas que nous envisagerons, le mouvement du liquide sera complè-
tement symétrique par rapport à Taxe de la cuve et de l'orifice. Soit x!°K. c e t axe>
orienté positivement vers le haut, o étant le centre de l'orifice. Le domaine D occupé
par le liquide à un instant quelconque sera limité d'une part par le plan horizontal
%=b9 d'autre part par le plan troué ç .-= o, r ^ a ( r : distance à z'z) et par la
surface libre 27) inférieure qui pourra être au contact soit d'une atmosphère à pression
constante, soit d'un autre liquide en mouvement (Fig. 17).

V
(Fig. 17).

Supposons que le mouvement, permanent ou non, du liquide admette un potentiel

3 7) Nous Fappclons libre pour la distinguer de la surface du liquide qui est en contact avec l i

fond de la cuve.
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de vitesse <p(r, ;(|/); la fonction f de r et de ^, définie dans D, y vérifie l'équation de
LAPLACE

De plus ~± = o en tout point du plan troué ^ = o, r ^ a et, sur le plan

( = i , on a, à partir de l'équation fondamentale

r N V* , d® , P , ,rr •
(22) f- -—- + ——[-£7 = 0 (F : vitesse)

2 0 / p
et en négligeant, comme nous l'avons dit, les vitesses du liquide,

d'où, en intégrant,
(23) <p(r, &|J) = — g ht -J- <po

(<po : constante déterminée avec* les conditions initiales).
Si, en outre, on suppose ? ( r , %\t) régulière en tout point intérieur au liquide et

bornée au voisinage de ses limites singulières (infini, entre ( = 0 et ^ = h, et bord
de Yorifice), il suffira, pour déterminer complètement cette fonction au degré d'approxi-
mation auquel nous nous sommes placés, de connaître les valeurs qu'elle prend sur
l'orifice, c'est-à-dire

9 (f> °!0 pour o y r / a.

Dans ce cas, on peut donner une expression de ®(r, %}f), valable pour ^ N^ o, en
se servant du résultat suivant dû à BELTRAMI

 a8) :
Soit «.(r') ( o ^ r ' y . a ) la densité électrostatique, variable par couronnes concentri-

ques, d'un disque circulaire infiniment mince 2 occupant la place de l'orifice ; le po-
tentiel newtonien de ce disque aura pour expression (celle ci étant nulle à l'infini)

(24) F(r, O = ƒ ƒ ^~dG = 2 / \>.{r')r dr9 I — ,

en posant :
u = \/r2 -{- r'2 — 2 r r ' cos 0 -f- ^*.

On sait que la fonction V(r, ^) vérifie l'équation (1) et que

r'K(r9 + o, pour r > a.

a S ) E. BELTRAMI, 5«IZa teoria délie fun^ioni poten\iali simmetriche. [Opère matematiche, Milan, Ul-

ricO Hoepîi, Tomo III (1911), p. 349-382], p. 350 351, form. 1, iA, ic.
a ^ ) Limite de V'{r, 1) quand ^ tend vers zéro pa.- valeurs supérieures à zéro.
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D'autre part, en un point r, ^ suffisamment éloigné du disque, on peut confondre
u avec tfr2 •+• ̂  et écrire :

F(r9 $~—J— rTKO^ = ^ =
yr2 + ^ J J s

encore, comme (*(f') = V\f\ + °),
2 7T *

F/V -N î_
en posant

(25) ? =

Si, au lieu de [/ (r) (o ^ r ^ a), on se donne V(r\ o) (o ^ r' ^ Ü )̂, ce qui
suffît pareillement à déterminer le potentiel newtonien du disque, tout revient à expri-
mer p(r) en fonction de V(r\ o) ; c'est le but de la formule de BELTRAMI :

f c\ r \ i d ra sds d r Trf t . r'dr'
(26) (/.(r) = —-J- / -r- ƒ F(rr, o) , - .

Remplaçons alors F(r', o)
i°) par <p(r', o|f),
2°) par gbt — 9O,

et soient ^,(r5 ÎO> ^a(r> 1̂0 ' e s potentiels newtoniens correspondants, déduits de (26)
et de (24). Considérons la fonction :

. , o

Elle est régulière à l'extérieur du cercle 2, vérifie lféquation (21) et ~ - est nul

en tout point du plan troué ^ = o, r ^ a ; de plus, sur l'orifice même, on a

Enfin, sur le plan H(z. = )̂> on peut écrire sensiblement :

.Ur, bit) = q' + y '

en posant :

q, = - 27C f'£-W, + o|0 r'dr' =f
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d'où:

+ (r, h\t) =

Si Ton fait croître indéfiniment h, le premier terme tend, en général, vers zéro 3 o) ,
le second tend vers —ght - \ - y o ; par suite, pour h suffisamment grand (vis-à-vis de a,
s'entend), on aura sensiblement :

On voit donc que, de toutes les conditions auxquelles doit satisfaire, dans le demi-
espace supérieur, la fonction rp(V, ^|J), une seule, celle qui concerne le plan if, n'est
vérifiée qu'approximativement par la fonction •} (r, *j/), mais avec une approximation
d'autant meilleure que h est plus grand. Comme, d'autre part, nous n'aurons à con-
sidérer, dans ce qui suit, que la région voisine de l'orifice, nous pouvons prendre, pour

§ 2. — Condition de l'écoulement par jet.

Cela posé, <p (̂r, o]f) est, pour o ^_ r ^_ a, une certaine fonction de r et de t
qui représente la vitesse verticale du liquide en chaque point de l'orifice. Nous dirons,
par définition, qu'il y a, à l'instant t, écoulement par jet, si cette vitesse s'annule sur le
bord L de l'orifice, c'est-à-dire si

S'il y a écoulement par jet à partir d'un instant *o, on pourra définir, à chaque
instant postérieur £, une surface de jet constituée par l'ensemble des molécules qui
étaient encore, à l'instant fo, en contact avec le fond de la cuve et n'y sont plus à
l'instant t. Cette surface, variable ou non avec t} se raccorde constamment, le long de
L} avec le fond de la cuve.

Nous allons établir une relation fondamentale à laquelle doit satisfaire la fonction
<p(r, o|f) (o ^ r ^ a) dans le cas de l'écoulement par jet. A cet effet, nous commen-
cerons par exprimer <p' (r, o\t) (o ^ r zl a) au moyen de <p (r', oj*) (o ^ r' ^ a).

On a immédiatement :

<i>' (r, o|0 = J/ (r, -+• o!A = ^—-J/ (r, + o|0 -4- ^—-d/, Tr, -4- ol^)

3°) Si <f ( / , o|0 est indépendant de /;, ou bien s'il dépend de h de telle sorte que •— tende vers

zéro; <fauteurs il suffit, pour que ^(r, h\f) tende vers — ght-\- fo, que - | | - tende vers zéro.
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et, par l'intermédiaire de (26),

d , , . . . 2 d r sds à r , , 1A r'dr'

Pour calculer -5— 'i>,(rî + °IO> n o u s regarderons t comme un paramètre et sup-

poserons (provisoirement) que ^(r , o\f) admette des dérivées première et seconde, par

rapport à r, finies dans tout l'intervalle o ^ r ^ a 3 l ) .
Posons alors :

Nous devons calculer :

d , f r UN 2 d
diTtX ' ' | y nrdr

On a, en intégrant par parties,

d'où:

o ^ w Lfa
J _ r1 J, y s1 — r*J

et par suite :

D'après nos hypothèses sur ©(r, o\t) et ses dérivées, l'intégrale qui figure au se-
cond membre a un sens quel que soit r et, en particulier, pour r — a (cette dernière
condition est strictement suffisante pour ce que nous voulons établir).

Pour le voir, il suffit de calculer F' (5) et F" (s), à partir de (27), en emplo-
yant le même procédé que ci-dessus, c'est-à-dire en dérivant après avoir intégré par

3 I ) tv(r> °IO repr£sente h vitesse horizontale des molécules qui traversent Forifice et l'on a né-

cessairement, en vertu de la symétrie complète par rapport à ^^ fj.(o, o]J) = o quel que soit t.

Rend. Cire. Maitm. Palermo, t. LUI (1929)- — Starapato il 3 ottobre 1928. 7
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parues ; il vient :

F(s) = s9(o, o|0+ f\'Ar',

(0 = ?(o, o|0 + s f\'r,(r', o|0 JïL-n
«/o Y S — f

On voit sur la formule (28) que f[(ry o\t) est, en général, in€ni par r = a 3 a ) .
Pour qu'il y ait écoulement par jet, c'est-à-dire pour que <^(#, o\t) = o, il est néces-
saire que l'on ait :

ou, en remplaçant F'(a) par sa valeur,

(29) 9(0, o|0 -f a f <p;,(r', o\t) f

Jo y a2 — r

Cette condition à laquelle doit satisfaire la fonction <p (r, o|*) (o ^_r ^.d) est

suffisante si, en outre, l'intégrale / - s'annule pour r = a [comme c'est le

cas, notamment, si <{>'r(r, o\t) et r<p'r'*(r, o|^) sont finis dans tout l'intervalle o^Lr^a\

§ 3. — Autre interprétation de la relation

Nous avorfs supposé implicitement jusqu'ici que le rayon a de l'orifice était inva-
riable, mais il est essentiel de remarquer que toutes les considérations qui précèdent
subsistent si a varie avec le temps, comme nous le supposerons désormais. Partant de
là, on peut donner à la relation (29) une interprétation légèrement différente : le dé-
bit du liquide à travers £ est représenté par la fonction (positive puisqu'il y a écou-
lement)

f\[(r', o\t)r'dr> =

3a) Le liquide aurait, dans ce cas, tendance à se répandre sur la face inférieure du fond de la
cuve.
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Nous avons déjà calculé q2 :

On a de même, en remplaçant ^ + , ( ^ + °!0 Par £pjpjt
 f ^ v p ~ Z ~ 7 ^

par suite, en mettant en évidence les variables # et t, nous pouvons écrire:

(30) q(a\f) = 4^(^10 + * ( * * ' - ?«,)]•

On voit que la relation (29) exprime simplement que :

c'est-à dire que le bord de l'orifice n'apporte aucune contribution au débit. Cette in-
terprétation se ramène immédiatement à la précédente : on a, en effet,

CHAPITRE IL

CAS D'UN ORIFICE S'OUVRANT PROGRESSIVEMENT.

Ç 1. — Expression de <p(r, i\a) à l'aide de x(r'!*')•

Dans toute la suite de ce travail, nous supposerons que l'orifice 2 s'ouvre pro-
gressivement à partir de zéro, sans cesser d'être circulaire d3). En même temps, le li-
quide s'écoule à partir du repos, sous l'action de la pesanteur et des conditions aux
limites. Le rayon a est fonction du temps ou, si l'on veut, t est fonction de a. Il est
préférable, comme nous le verrons, d'adopter cette dernière manière de voir et de
prendre a pour variable indépendante à la place de t. C'est ainsi que nous suppose-
rons la loi d'ouverture donnée sous la forme

3 3 ) A la manière d*un objectif photographique Nous admettrons que la réalisation mécanique de
l'ouverture n'introduit aucune aedon perturbatrice (telle que frottements, etc).
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w(V) étant une fonction finie et positive de aï dans un certain intervalle o Z fl' < >̂
tel que c soit assez petit vis-à-vis de h pour que le calcul approché exposé plus haut
soit valable pour a / c.

Remarquons que la fonction ytj, ^ia), représentant le potentiel des vitesses à l'in-
stant où le rayon de l'orifice est a 3 4), est entièrement déterminée au point r, ^ si
Ton connaît, en ce point, sa dérivée par rapport au temps, <pj(r, Z\a')r pour toutes les
valeurs de a' comprises entre o et a ; on a, en effet,

= f\',(r,
Considérons alors la fonction <pj(r, £|a') : elle est définie dans le domaine D' oc-

cupé par le liquide à l'instant a' et y vérifie l'équation (21) ; de plus, sa dérivée -—-

est nulle en tout point du plan troué % = o, r ^ a' et, sur le plan ^ = b, on a
d'après (22)

Supposons 9j(r, %\a') régulière en tout point intérieur à D' et bornée au voisi-
nage des limites singulières de D' (infini, entre ç = o et ^ = h, et bord de l'orifice).
Pour achever de déterminer cette fonction, il suffira, comme nous l'avons vu pour
^(r, ç|f), de connaître les valeurs qu'elle prend sur l'orifice, c'est-à-dire

(31) <pî(r, o\a') = x (!>')> pour o Z, r Z, a'-

De même que pour <p(r, %\t)y on peut obtenir, à partir des formules (24) et (26),
une expression approchée de ^'(r , %\a') en fonction de x ( r ' K ) (° ^ r ' ^ a ' ) j valable
pour o Z'K.Zh'. il suffit de remplacer V{r\ o)

i° par xO'K)>
2° par ^/?.

En désignant par $[(/> ^ia')> ^l( f î ^ K ) le s potentiels newtoniens correspondants,
on aura, pour o ZLx ZL h.

En particulier, on peut calculer <p|(r, oja') pour r ^> a' à l'aide d'une formule
analogue à la formule (26), due elle aussi à BELTRAMI 3 O ) , et qui donne l'expression
de F( r , o)(r > a') en fonction de V(r'} o) (o Z r' Z a ' ) ; cette formule est la sui-

34) Nous dirons pour abréger : l'instant a.
35) E. BELTRAMI, loco citato au a 8 ) , p. 362, form. y f .
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vante :

(32 ) F ( r , o) = — / - 1 - / V(r\ o) . .

On obtient les valeurs de fV(r, o|a') et de *i/(r, oja') pour r > a' en rempla-
çant, dans (12), V{r\ o) successivement par x( r ' la ' ) e t Par £̂ > ^ 'o u

4yr* — s*d V

Considérons le premier terme : on a, en intégrant par parties 33),

f'
d'où finalement, pour r > a\

03) ?;(r, o|a') = /(r|«') + ~{x{o\a') -fgb) arc sin -£- - g h,

en posant

Vérifions que l'expression Ç^) se raccorde, pour r = a', avec x(rK)> autrement
dit que l'on a :

(34) ƒ(«>') + x(o|«') = *<»')•
En effet, on peut écrire, en intervertissant l'ordre des intégrations :

_^_ f*' SdS f$ l r ,\ r% dr' _ 2 [*>(,< ,\J f f0' Sds

X/Crp; r — x\*\a)—XC°F>

Nous pouvons maintenant calculer <p(r, o|a) ( o ^ r ^ a ) en fonction de x ( r V )
(o ^ r' z l a' ^ a), car nous connaissons ^( r , o|a') pour toutes les valeurs de a'
comprises entre o et a. Cet intervalle se décompose en deux : pour o X a' / r,
çj(r, o|a') est donnée par la formule (33) et, pour r z^ a* ̂  a, par la formule (31).

36) Nous supposons la fonction donnée x ( r K) e* s a dérivée Xr(rK) fi^es et continues par rap-

port à r et bornées par rapport à a' pour OZJTZ^J<^c et, de plus, en vertu de la note 3 I ) Xr(Q»#')^°*
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Il vient, en intégrant dans chaque intervalle partiel :

<p(r, o|a)= r / ( rK)eo(0^^ + 4- f b.(P\a') + g&]*>«) arc

(35)

Le mouvement ainsi défini correspond au cas où 9f'(
r? ^1*0 e s t régulière dans

l'espace A compris entre les plans ^ = o, ^— h, et bornée au voisinage des limites

singulières de A ; par suite, il en est de même pour sp (r, %\a). De plus -~- tend vers

zéro avec -j- 37) et <p0 = <p(r, i|o) = o. Il en résulte que le potentiel des vitesses

<p(r, ^à) est, par l'intermédiaire de 9(r , o|#) (o ^ r ^ )̂> complètement déterminé
dans à, à chaque instant a, à l'aide de la fonction z(r'\a') (o zlr' z^La! ̂ _ a).

§ 2. — Propriétés de la fonction <p (r, o|a).

La fonction <j>(r, o|a), définie par la formule (35), jouit de deux propriétés inté-
ressantes :

THÉORÈME I. — Pour que çX°> °l a) so^ nu^ $uel H.ut so^ a> il faut et il suffit:
i° que Xr'(°lfl') s°it nul îuel ÇHe so*t a>
2° que co (o) = o ou que % (o|o) = — g h.
On a, en effet, en dérivant ^(r , o\a) par rapport à r, tenant compte de (34) et

simplifiant :

U(r, o|a)=

Pour calculer /^(rja'), transformons d'abord f(r\a*y en intervertissant l'ordre des
intégrations et effectuant la première ; il vient :

a') = — f*y',(r'|a')dr' T 5 ^

1 r ' '/- M 'N r'-f r'1 — 2a'1 . ,= — J Xr'(>"la)arccos \,, _yi dr',

A condition que A~^ tende vers zéro,
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d'où:

(37) /.MO = - ̂ = £ xWÏ-Ç^ir:

Portons cette expression dans Ç36) et posons dans les deux premières intégrales

a' = r sin 0, r ' = a' sin 0 ' = r sin 0 sin 0 ' ;
il vient:

*r s\ 2 r r2 r • ÛNJÛ f2 if ^ . ^1 • ^ sin20cos20'i0'
9,(r, o W = - — ^ o > ( r s m 0 ) ^ ^ ( r sin 0 sin 0'|r sin 0) _ _ _ _ _

-\-—f [z(o\rsine) -f £Jb]û>(r sin 0) sin 0<£0 + f* x'Xr\a') <Ù (a') d a'.

Si maintenant nous faisons r = o, le coefficient de dans le premier terme

devient :

Ce premier terme est donc nui ; il reste simplement

<t'r(p, o\a) = — A[x(o |o) + f ft]«(o) + ƒ Xr(°K)to(*Orftf'-

On voit que, pour que '*v(°> ° W s o ^ nu^ ^ ^ c l u e s o ^ ̂ > ̂  ^ a u t e t ^ suffit:
i° que [ z (o|o) + ^ i ] co (o) = o ;

2° que Xr(°!a ') ==: ° c l u e ' c l u e s 0 ^ ̂ '# c* Q-* F* D*
X(°!°) = = — g h signifie, d'après (22), que la pression au point ^ d u liquide, im-

médiatement après l'instant initial, est égale à ghy pression hydrostatique qui régnait
en ce point avant l'ouverture de l'orifice; c'est un cas très particulier que nous re-
trouverons, du reste, plus loin. On devra donc, en général, supposer, pour que le
mouvement soit régulier au point £| <»(o) =. o, c'est à-dire que la vitesse d'ouverture
de l'orifice est infinie à l'instant initial.

THÉORÈME II. — La fonction 9 (r, o\a) vérifie, à chaque instant a, la condition
de V'écoulement par jet.

Nous devons calculer l'expression

(38) ?(o, o|a) + a f\'r(r, o|«)—£L= +gb

et montrer qu'elle est nulle quel que soit a.
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En effet, on a d'abord, d'après la définition même de la fonction y (f\a')3

9(0, o\a) = / x(o|a')û>(a')da'.
vor i

9r(r? °\a) , : °a P e u t écrire, en intervertissant
y a2 — r*

Tordre des intégrations,
rfW>W = r<o(a')da' /"7r(r|a')=== ,

\a — r

II s'en suit que l'expression (38) peut se mettre sous la forme

a f* GÇa, a')(^{af)da\

en posant

ya* — r
2

Nous allons montrer que G (a, a') est nul quels que soient a et a'. On a, en
effet, d'après

ou, en intervertissant l'ordre des intégrations,

Or il vient, par le changement de variable r2 — r' * = — ,

r d r w

D'où enfin :

" • ,s dr = _ Ç'1 ,,r.p\ dr' . Q. F. D.
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n vi • A P- AI • M r faF"(s)ds
Pour qu il y ait, à 1 instant 0, écoulement par jet, il faut en outre que 1 — - ^ —

Jr y52 — rz

s'annule pour r — a 3S), ce qui aura lieu notamment si, en plus des hypothèses déjà

faites, co'(tf'), x l ' ( r ! O Zr*(rla')> y"a'(.
r\a') s o n t fin*es dans les intervalles o ^ a' < c,

o ^_r <^_a'. Ces conditions étant supposées remplies, récoulement du liquide s'effec-

tuera par jet continu 33), de l'instant initial à l'instant c. Il est intéressant de remar-

quer que, bien que v[(a} o\a) soit nul quel que soit a, 3 7 ¥<(<*> °lrt) 4°) o u 3~?î(a> °l a)

est, en général, infini ; en effet, la relation qui équivaut à la relation (29) pour la

fonction yXr\a) s'écrit:

r 4 ï L = i + gb = ofa — r

et n'est vérifiée que pour des valeurs exceptionnelles de a. L'infinitude de la dérivée
par rapport au temps n'a pas d'influence parce que le bord de l'orifice se dérobe.
Nous reviendrons sur ce résultat un peu plus loin.

On peut aussi remarquer que, dans le mouvement considéré, la pression pj dé-
duite de la formule (22), est finie en tout point de l'orifice, où elle est donnée par :

^ 1 ? (p Zir ^ a . — F: vitesse).

CHAPITRE III.

SUR LE DÉBUT DE L'ÉCOULEMENT DANS UNE ATMOSPHÈRE
À PRESSION CONSTANTE.

§ Ï. — Interprétation du cas où x ( r K) = = c t e #

Le cas le plus simple est celui où x(r!^') est une constante. Sous certaines con-
ditions on peut donner au mouvement ainsi défini dans l'intervalle (o, c) une signifi-

38) Voir Chap. I, § 2.
3 9) Ou, du moins, ce sera le seul mode d'écoulement coirespo^dant au cas où fj(r, i\a') est régu-

lière à l'intérieur de A et bornée au voisinage des limites singulières de A.

4°) Dérivée de rs' (r, o\t) par rapport a t, dans laquelle on a fait r = a et remplacé t en fonc-

tion de a.
Rtnd. Cire. Uaiem. Paltrm», t. LUI (1929). — St*mp*to i! 4 ottobrc 1928. S
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cation physique intéressante. Posons, en effet,

X(r|a') = - ^ - = - g h

TS étant une constante positive provisoirement arbitraire; la formule {39) se réduit à

P * Y ?

Or le liquide part du repos; dans les premiers instants sa vitesse, même à l'ori-

fice, est très faible. Tant qu'elle demeurera assez petite pour que — puisse être né-

gligé devant g h , on aura simplement, sur Forifice,

p(r\à) = «r.

D'autre part, pendant cet intervalle de temps (o, c), la surface libre inférieure ne
s'écartera pas sensiblement du plan de l'orifice et l'on pourra admettre que c'est en
réalité sur cette surface que la pression demeure constante.

Supposons la loi d'ouverture donnée sous la forme

Ö étant un coefficient constant ayant les dimensions d'un temps et w(jx) une fonction
numérique de x, continue (ainsi que sa dérivée) et croissante dans l'intervalle (0,1)
\w" (JK) bornée] et, de plus, telle que

w(p) = w'(p) = o, w(i) = 1.

La formule (35) donne, en posant a' = rcosa et intégrant par parties,

* o\i) = [eh 1 / w\ —
ÏJ * Y P /Ja \ c

cos a i d a 1.
P

On en déduit :
3C

(40) f 'r(r9 o) = igh 1 / w' I — cos a 1 cos ocda, pour o ^ r Z^ a,

**) II est essentiel, pour la validité du raisonnement, d'isoler la constante additive —g h [valeur
?;(r, i\(f) à l'infini].
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et le débit est donné par la formule (30) :

Si _ — g h, c'est-à-dire si la pression à l'orifice est exactement égale à la pres-

sion hydrostatique, le liquide reste (théoriquement) en repos. Pour que le liquide

s'écoule hors de la cuve, il faut que — soit inférieur à gh; ^( r5 °) e s t a^ors néga-

tif pour o <C r ^1 a et le débit est positif. Si — était supérieur à g hy le liquide serait

refoulé à l'intérieur de la cuve et le débit serait négatif.
D'autre part, nous voyons sur (40) que la vitesse à l'orifice est de l'ordre de

grandeur de

zsII s'en suit que l'on devra pouvoir négliger —j- (gh J devant g h —
c \ p /

ou, ce qui revient au même,

, is , ƒ c
g h devant I ——

Imaginons que le liquide s'écoule dans le vide, autrement dit que TS = o. Dans
ce cas, la méthode que nous avons exposée ne nous fera connaître son mouvement
avec une approximation satisfaisante que tant que la vitesse moyenne d'ouverture de

l'orifice, —-, (initialement infinie) sera assez grande vis-à-vis de Vgh. Au contraire, si

le liquide, au lieu de s'écouler dans le vide, s'écoule dans une atmosphère à pression

constante zs, légèrement inférieure à p£&, nous pourrons prendre pour — une valeur

beaucoup plus petite : c restant le même, nous obtiendrons le même mouvement que
dans le premier cas, mais au ralenti.

§ 2. — Équation de la surface libre.

Ainsi que nous l'avons démontré dans le cas général, l'écoulement a lieu, dès le
début, par jet. Par conséquent, la surface libre inférieure se raccorde constamment, le
long du bord de l'orifice 2:, avec le fond de la cuve et, pourvu qu'elle ne s'écarte pas
sensiblement du pian de 2, on aura le droit de substituer, comme nous l'avons faû,
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dans la résolution approchée du problème harmonique le domaine \ au domaine D
réellement occupé par le liquide 43) (Fig. 18).

Or, au degré d'approximation auquel nous nous plaçons, on peut prendre pour
équation de la surface libre à l'instant a

(5) t = J L

La formule (28) donne immédiatement :

, . , ,. 2 fa' ds {" d r , , , , N, dr'

et Ton a, d'après (40), en posant r* cos x = u,

2 0 / . tsr\ /*r' , / t t \ udu
o) =

d'où :

ou encore, en intervertissant l'ordre des deux premières intégrations,

r' ds r »tu

P

*3) Une cause possible d'échec d'une telle approximation, signalée par M. G. BOULIGAND à propos
du problème des ondes liquide* (Sur les singularités à la paroi dans le problème des ondes liquides [Bul-

letin des Sciences Mathématiques, 2e série, tome L (1926), p. 89-96 et 106-112], p n i ) ne se présente
pas ici, le voisinage de la surface libre avec le plan de l'orifice étant du second ordre.
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On aurait abouti au même résultat, plus rapidement, en calculant d'abord, à l'aide
de la formule (28), l'expression

(41) â7? ; ( r , o|0 = 37?, ( r , o|5) = -

qui, à notre degré d'approximation, représente l'accélération verticale (l'accélération ho-
rizontale étant négligeable) au point (r, o)(r ̂  5), et intégrant ensuite, sur place,
entre les instants r et a', d'où

? JJr \c }\/s2 -r*

Ce dernier procédé met en évidence, sur le cas particulier qui nous occupe, le
mécanisme par lequel, bien que l'accélération soit infinie pour r = s, la vitesse reste
finie du fait que le bord de l'orifice se dérobe constamment.

Finalement l'équation de la surface libre sera :

2 e2 / . tsr \ r ,{ a'\ A , r' , / s \ ds
7 = rigb 1 / w[—)àa' I w[ — 1 — = = = ,* c Y ? JJr \ c f Jr \ c } y $ > _ r * >

ou, en intervertissant l'ordre des intégrations et effectuant la première,

II est facile de vérifier sur cette équation, d'une part, que

Z = T~^ = o pour r — a
dr r

(c'est-à-dire que la surface S se raccorde, le long du bord de 2, avec le fond de la
cuve) et, d'autre part, que la distance d'un point quelconque de S au plan de £ est
de l'ordre de grandeur de

et, par suite, négligeable vis-à-vis de 2 c ( ou de 2 a, pourvu que la vitesse moyenne

— soit toujours grande vis-à-vis de if g h 1 .
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§ 3. — La percussion d'arrêt et la singularité de M. VERGNE.

Imaginons maintenant que le rayon de l'orifice, ayant atteint la valeur c avec une

vitesse appréciable j -r- = ——rj-~̂  15 cesse brusquement de s'accroître : il se produit

dans le mécanisme d'ouverture, à l'instant 0, une percussion qui réagit sur le mouve-
ment du liquide. On peut considérer les vitesses du liquide comme nulles, car elles

sont petites vis-à-vis de i/ilgh 1 qui sera la vitesse d'écoulement, d'après le

théorème de TORRICELLI, si un régime permanent vient à s'établir 4 3) .
D'autre part, l'accélération, à l'instant 0, en chaque point de la surface libre S

(on peut confondre celle-ci avec 2) est donnée par la formule (41) où l'on fait
s = c:

Cette accélération, dirigée verticalement vers le bas, est infinie pour r = c. Par
conséquent, à l'instant qui suivra l'arrêt du mécanisme, tout le débit sera fourni par
le bord de l'orifice ; il n'y aura pas écoulement par jet. C'est ce que M. VERGNE a
mis en lumière dans un article très remarqué du Bulletin des Sciences Mathématiques 4 4) .
Il admet, conformément à l'énoncé de M. LANGEVIN, que l'orifice (réduit à une fente
rectangulaire longue et étroite de largeur 2 c) est brusquement démasqué. Il trouve
ainsi, dès l'instant initial, la singularité que nous n'obtenons qu'A l'instant 0. Il en
conclut : On voit à quel point le début du mouvement diffère de l'écoulement en régime
permanent. Mais, si l'on suppose que l'orifice s'ouvre progressivement en un temps
très court, on voit que cette singularité a pour cause l'arrêt soudain du bord qui pro-
voque une réaction et brise le jet déjà formé. Il semble que le seul moyen d'éviter

43) On peut calculer la force vive %(&) du liquide à l'instant 0 en écrivant qu'elle est égale au
travail qu'effectuerait la quantité de liquide écoulée hors de l'orifice en tombant, dans le vide, de la

hauteur h avec l'accélération g — I car tout se passe comme si l'on remplaçait 13 par zéro et g
P» V

par g j - I . On trouve ainsi :

44) Sur quelques points d'Hydrodynamique. [Bulletin des Sciences Mathématiques, 2e serie, T. XLIV
(î^ao), p. 22U-224 et 249-267J p. 220224 et 249-253.
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cette singularité et d'observer la continuité de l'écoulement par jet soit de faire en
sorte que l'orifice n'atteigne sa largeur finale 2 c qu'au bout du temps infini nécessaire
à l'établissement du régime permanent.

Dans le cas de l'écoulement dans le vide, on devrait, par exemple, déterminer la
fonction yXr\a) ( . o ^ r ^ a ) e n écrivant que la pression reste nulle sur la surface
libre inférieure.

Ce problème est encore trop complexe, dès que la surface libre s'écarte sensible-
ment du plan de l'orifice, pour être résolu. Mais il y a tout lieu de penser que, si
w'(#) est bornée et, par sui.e, zuÇa) continue pour o ^_ a <^ £, la fonction y^(r\d)
satisfera à toutes les conditions de continuité voulues pour qu'il y ait, à chaque in-
stant, écoulement par jet et que, moyennant certaines hypothèses sur w(c) et w'(c),
le mouvement du liquide tendra, pour t infini, c'est-à-dire pour a = £, vers le mouve-
ment permanent révélé par l'expérience 4°). Faute de savoir résoudre ce problème lui-
même, nous pouvons du moins, en partant de fonctions y\r\à) données a priori, con-
struire des exemples d'écoulement (non dans le vide, mais dans un liquide de même
densité que le premier) dans lesquels il existe bien, pour t infini, un mouvement per-
manent asymptote.

CHAPITRE IV.

SUR L'ÉCOULEMENT DANS UN LIQUIDE DE MÊME DENSITÉ
QUE LE PREMIER, EN MOUVEMENT PERMANENT.

§ 1. — Prolongement de la fonction <p(r, z\a) à travers l'orifice.

Dans ce qui suit, on suppose :
i° que les fonctions données tù{d) et yXr\a^ satisfont, pour o ^_ r ^L a <^ c9 à

toutes les conditions de continuité voulues pour qu'il y ait, à chaque instant a, écou-
lement par jet ;

2° que l'écoulement est régulier au point Cl c'est-à-dire que

30 que les fonctions &>(#), x(ria)> XrCrla) s o n t ^ e a définies et régulières poui

4 S) Remarquer que ce mouvement* devient instable à une faible distance au-dessinis du plan de
l'orifice [voir note «*) et Chap. IV, § 5],
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toutes les valeurs réelles et imaginaires de r et de a, sauf en des points isolés et à
l'infini.

L'expression que nous avons donnée du potentie] des vitesses v(r, %}#) n'est va-
lable que dans le demi-espace supérieur (plus exactement : dans le domaine A). Nous
allons la prolonger analytiquement au-delà de l'orifice en nous servant d'une formule
bien connue, établie par POISSON et retrouvée par M. VOLTERRÂ

 46) :
Soit une fonction harmonique F(.Y, y, ^), régulière dans un domaine D, et soit s

une aire du plan des xy intérieure à ce domaine ; cette fonction est complètement dé-
terminée si l'on connaît, en chaque point de i , sa valeur V(x, v, o) et celle de sa
dérivée normale ^ ( x , y, o) et elle admet pour expression (valable dans un cylindre
de base s, mais pouvant être prolongée dans tout D)

i d PK sds r17:

y> Ö = — ^ - / -n ; / V(x + f 5 cos G, y + issinB, 6)iS

(42)

Dans le cas où il y a symétrie complète par rapport à l'axe des 7^ cette formule
se simplifie et devient, en posant x = r cos x, ^ = r sin a,

Or nous connaissons, sur le cercle 2, la fonction <p(r, o|#), définie par (35), et
la fonction ^/(r, o|a), qui s'exprime au moyen de la précédente par la formule (28)
simplifiée :

frW *)]

Si nous remplaçons dans (42') F( r , o) par <p(r, oja) et P ( r , o) par ^>'(r, oja),
nous obtenons une expression de -p(r, ^|a) bien définie et régulière dans tout l'espace.

46) ViTO VOLTERRS Eserci^i ai fisica matematica. [Rivista di Matematica, Vol. IV (1894), p. 1-12],
p - 8 - ,

+7) La détermination de f̂ 2 — s1 est celle qui se réduit à ^ pour ^ infini; les expressions

y + i^sinB, o)dB et

sont des fonctions réelles des trois variables x, y et 5.
La détermination de J^r2 — s2 -j- 2irs cos 0 étant celle qui se réduit à r pour s =* o.
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sauf sur le plan troué * = o» r ^ #, en des points isolés et à Pinfini (d'après Phy-
pothèse 3°), et, par suite, valable en tout point intérieur au liquide. Cette expression
coïncide donc, pont \ ^> o, 2^ec l'expression déduke de la. formule (24), <̂ ue nous
désignerons par <pi (r, ^|ö) :

(43) _
(M = j /r2

et donne, pour :( <C o, le prolongement ^ ( r , ^|a) de cette fonction à travers le cer-
cle 2. Or, si l'on change, dans

sds

iirscose, o\a)d&

^ d'abord négatif, en — ^ (ce qui entraine le changement de — |/^2 — s2 en \'*£ — s2),
le premier membre, qui était ?2(r, ^|a), devient o t(r, —z\&)\ au second membre, le
premier terme se reproduit, le deuxième change de signe et, comme

on peut écrire, pour

d'où finalement

(44)
o\a)de -

II est facile de vérifier que Pon a bien, pour o ^/j r 4i af

On a, eü effet, en posant

H <p (|/r
2 _ 5* + 2 i r s cos e, o)a)<ie = F(r,

Rend. Ctrc. Uaitm. Pattrm*, t LUI (ifa?) —Stamp»to il 4 ottobre 1928
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et intégrant par parties :

/

K sds fK

tV — s* i/o
d'où:

et, en faisant i = o,

'§ 2. — Interprétation de la formule (44). Mouvement permanent initial.

En résumé, la formule (44) définit le mouvement du liquide au-delà de l'orifice.
On en peut déduire a posteriori, en fonction de a>(#) et de x(ria)> ^es conditions aux
limites auxquelles satisfait la surface libre inférieure. Nous définirons ces conditions de
la façon suivante : imaginons que tout l'espace ^ <C o (ou, du moins, la région voisine
de l'orifice) contienne un liquide de même densité 0 que le premier, qui participe à
son mouvement de telle sorte que les deux liquides se raccordent, à chaque instant,
sans aucune discontinuité. La formule (44) est alors valable dans tout le liquide de
l'espace ( < o et permet de déterminer, en fonction de OJ(a) et de %(r\à)y 'e s con"
ditions à l'infini (ou aux limites) auxquelles doit satisfaire, à chaque instant, le liquide
inférieur. Entre autres, celui-ci est animé, avant l'ouverture de l'orifice, d'un mouve-
ment permanent défini par le potentiel de vitesses

(45) ?,0, *|o) = ~ A ƒ 'K _ ^ - i - p j f W ' ' - ** + *irsco*S, o\o)de,

avec, d'après (35),

f (r, o|o) = £ j/-(r|fl') - JL [x (oK) + gb] arc cos •£- + x (o|«') - x (r|a')| « (a') J a'.

Dans ce mouvement, la pression est bien déterminée ; elle est donnée par

f —S-«+c;
Fo étant la vitesse et C une constante non arbitraire. En effet, nous venons de voir
que, si F(r, ^) est une fonction harmonique régulière sur 2 où elle prend les valeurs
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V{r, o), on a, pour ^ < o, l'identité

—fê=* £
Appliquons ce résultat à la fonction Ĵ (r, ;(jo) : nous aurons, quel que soit

D'autre part, l'apparition de l'orifice ne modifie pas la pression ni la vitesse dans
les régions des deux liquides, supérieur et inférieur, qui sont très éloignées de l'ori-
gine. On aura donc, pour ^ très grand et négatif, d'après (22),

= — C,
et, par suite,

C = — g h — 2y'X°\°y

II s'en suit que la pression, dans le mouvement permanent du liquide inférieur
précédant l'ouverture de l'orifice ^ ^ est donnée par :

(46) ±. = - Yl -g(h + 0 - 2X(O|O).

Vo est évidemment nul au point $y puisqu'il y a raccordement pour f = o* En ce
point, de part et d'autre du plan des xy, les pressions sont, avant l'ouverture de l'ori-
fice, respectivement g h et —g h — 2 / (o 'o ) et, immédiatement après, la pression uni-
que est — x(oi°)> c'wst-à-dire la demi-somme des précédentes. Nous voyons de plus
que, si Ton a gh^> — g h — 2^(o|o) ou

X ( o | o ) > — g h,

le liquide supérieur s'écoulera dans le liquide inférieur; si, au contraire,

le liquide inférieur pénétrera dans la cuve ; si enfin

x (o |o) = — g h,

il y aura, tout au moins à l'instant initial, équilibre entre les deux liquides.
Nous voyons encore, sur la formule (46), qu'il faut supposer

z(°W<-7

Kous Fâppwlîcrons, poaf abréger, mouvemmt ptrmamnt initial
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pour que la pression, dans le mouvement permanent initial, soit positive tout au moins
dans une certaine région comprenant l'origine 5 l ) .

§ 3. — Mouvement permanent asymptote.

Si, lorsque a tend vers c, on a

limfl=c [(c — à) (à (# )] yé: o ou infinie,

le temps t croît indéfiniment. Il peut exister un mouvement permanent asymptote,
qui s'obtiendra simplement en faisant a = c dans les formules (43) et (44). Pour qu'il
en soit ainsi, il faut et il suffit :

i° que <pj(r, %\a) tende uniformément vers une constante, qui sera nécessairement
— g h, autrement dit que l'on ait:

Km unifaœrc^Jx(rW + Sh) — °
et, par suite,

[on en conclut que la relation (29') est vérifiée pour a = c] ;
20 que l'expression <p'(r, °!0> déduite des formules (36) et (37), soit bien définie

pour o ̂  r <C c et, de plus, (pour que le mouvement soit physiquement acceptable)
qu'elle soit finie pour r = c, ce qui donne les conditions :

[qui entraine également :

et

X
e F"(s)ds

2 -—1 s'annule pour
y s —— T

= c, ce qui aura lieu d'une façon générale (ainsi que toutes les autres conditions) si
tend assez rapidement (et uniformément) vers zéro lorsque a tend vers c.

S1) Kous admettons que le liquide inférieur occupe tout l'espace 1 < o, sans nous préoccuper de
sivoîr si la pression y est et s'y maintient partout positive. Pratiquement, il faudrait déterminer un do-
maine recouvrant le cercle 2 où cette condition soit constamment vérifiée et le supposer limité par des
parois fixes ou mobiks avec, au besoi.i, des surfaces d'entrée et Je sortie du liquide.
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§ 4. — Cas où %(r\a) ne dépend pas de r.

Un cas particulièrement simple est celui où la fonction donnée x( r la) n e dépend
pas de r ; nous la désignerons alors par x(tf) et nous poserons:

en remarquant que :
G(o) = o.

Les formules établies dans le cas général se réduisent aux suivantes :

(35') ?(r5 o\a) = / G(#')arccos — <

G6 ') irify °\a) — — f G ( O ,— , (ne dépend pas de a)
w t/o ryr* — a'2

(28') 9f(r, o|a) = \

j(a) = — ZTZ I <?[(ƒ, o\à)rdr = 4 / G(s)sds,

La dernière formule montre qu'à un instant quelconque la vitesse en un point M'
de l'espace ^ <C ° s'obtient en composant la vitesse du mouvement permanent initial
avec la vitesse du mouvement symétrique du mouvement supérieur par rapport au plan
x o y} mais changé de sens (Fig. 19).

(Fig. 19).
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Il en résulte :
i° que la vitesse tangentielle en un point N de l'orifice est égale à la moitié de

la vitesse du mouvement permanent initial et, par suite, indépendante du temps :

?rO> °\a) = ~- %r(f> °1°)> P o u r ° ^ r ^ a >

2° que ce mode d'écoulement n'altère pas sensiblement le mouvement du liquide
inférieur en un point P' éloigné de l'orifice.

D'autre part, la pression en ce point varie d'une façon bien déterminée ; on a,
en effet,

d'où:

On voit que les surfaces d'égale pression ne sont pas sensiblement altérées loin
de l'orifice, mais que leur indice varie comme — 2zy(a).

Réciproquement, étant donné un mouvement permanent initial <p2(r, ;(jo) dans
l'espace ^ <C o, il lui correspond une fonction G (a) définie par l'équation

(47) fGW-£É£= = - ^ < ( a , o|o) *).

C'est une équation de VOLTERRA de première espèce. On peut la résoudre par
les procédés habituels 53) ; mais il est plus simple ici de reprendre l'identité (34) et

d'y remplacer x ( r ' l a ' ) P a r —~~—9* (r'> °!°) : ^ vient, en modifiant légèrement les

notations,

2 r a'à a! (**' d T izr , r * 1 dr na , r . x
— I , : ƒ -7— <p2 (r, 00) = 9' (a 00),
* Jo ia% - a'2Jo d r l 4 Y*A ' JJYa'2 — r2 4 *f'V ' ' h

d'où l'on a immédiatement, par comparaison avec (47), la formule d'inversion :

(47') G(«)
Si donc, la loi d'ouverture étant définie par <a(à) et le mouvement permanent

sa) Nous supposons (ce n'est d'ailleurs pas nécessaire pour la résolution) la fonction f £ (r, o|o)

finie et continue pour o A. r £ c et 9^ (o, o|o) = o.
5 3 ) ViTO VOLTERRA, Leçons sur Us équations intégrales (Paris, Gauthier-Vilkrs, 1913) p. $6 et

suivantes.
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initial par ç2(f, ^o), on sait de plus que, sur une surface d'égale pression du liquide
inférieur dont tous les points sont suffisamment distants de l'orifice, les vitesses restent
sensiblement les mêmes, et si la pression p(P'\a) y vérifie la relation obtenue en éli-
minant )r(tf) entre (46') et (47), l'écoulement, à partir du îepos, du liquide supérieur
dans le liquide inférieur pourra être dtfini, au degré d'approximation du chapitre I,
par les formules (43), (28'), (44') et (47') 54).

Connaissant deux des trois fonctions OJ(#), /,(#), ?2(V, ^jo), on pourra toujours
déterminer la troisième de telle manière que ces trois fonctions définissent un mouve-
ment analogue au précédent. En particulier, si l'on se donne 92(r, ^|o) telle que
?1 (fi °l°) s o l t continue et <p" 2(

r> °l°) bornée pour o ^ r ^_ c, et x(tf) t e ^ e <îue :

l im 1\ > \ s _ q u a n t i t e finie o u nulle,

*~c c — a ^ '

comme le produit [^(c) -\- gh]o>{c) sera, en général, yé o, on en déduira

l i m ^ ^ — rt)w(a) yéz o ou infinie

et il existera, pour a = c, un mouvement permanent asymptote.
Si Ton a ^ (c) -f- g h = o, mais si &±-l^±-lL. tend Vw-rs Tinfini, on en déduira

limrt==c(c — fl)oi(fl) = o

et le mouvement permanent final sera atteint au bout d'un temps fini

e
/

m Ça) à a.
_

A ^(fl) = — g h ou ^2(r, ^|o) ^ cte correspond, quel que soit &>(#),* le repos
absolu avec p = ?g(h — ^).

§ 5. — Exemple.

Soient :

rr
O et v étant deux constantes, la première ayant les dimensions d'un temps, la seconde

Î

numérique et comprise entre o et -— .

On a simplement dans ce cas :

••) Voir la note
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en posant :

On en déduit:

r, o o) = ƒ a arc cos — da = r ,

d'où le mouvement permanent initial:

(r, *|o) = — — A

x r a

2 ^

r {r* — s2 + 2< r 5 cos

Dans ce mouvement, les lignes de courant ont pour équation

C étant une constante positive arbitraire. La vitesse en un point situé à la distance

R de l'origine est du même ordre de grandeur que 1R ; la vitesse complémentaire à l'in-

stant a, déduite de <?,(ƒ, ^ja), est du même ordre que -j^ ou J q = —-— que X~^j .

( c V
Y=r- I Soit

négligeable vis-à-vis de l'unité, la nappe de courant correspondante (de révolution au-
tour de O^) ne sera pas sensiblement modifiée par l'écoulement du liquide supérieur.

Pratiquement on peut remplacer une de ces nappes par une paroi rigide limitant
le liquide inférieur (Fig. 2ort).

T

surface &e sortie
' x '

(Fig. 20 ). — Mouvement permanent initial

X est indépendant de l'unité de longueur.

ses*
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D'autre part, la pression dans le mouvement initial, est donnée par

les surfaces d'égale pression sont des ellipsoïdes de révolution aplatis dans le rapport

— , ayant pour centre commun le point O' 1 r = o, ^ = ~ I et limités au plan

ç = o qu'ils coupent suivant des cercles de rayons

"P X

Si ~~- est comparable à c, c'est-à-dire v e comparable à -j==., la surface de pres-
Ygh

sion nulle se mandent à une distance de l'origine comparable à c et, d'autre part, la

vitesse d'écoulement du liquide supérieur I ^[(o, o\a) = — est comparable à

Ygh: le mouvement de ce liquide devient instable dès qu'il franchit la surface de
pression nulle, c'est-à-dire à une distance au-dessous du plan de l'orifice comparable à
son rayon 5 6).

Si v@ est petit vis-à-vis de —— , mais grand vis-à-vis de -~f=. X -r~ (an*n ( l u e

Ygh" B Ygh h ^ ^
O O' soit petit vis-à-vis de i?o), la surface de pression nulle du mouvement initial, assi-
milable à un demi-ellipsoïde, a tous ses points situés à une grande distance de l'orifice
et n'est pas sensiblement modifiée par l'écoulement du liquide supérieur ; mais, sur
cette surface, la pression varie suivant la loi :

(40) p = ivùgh—.
c

Si, en même temps, zAÏ est grand vis-à-vis de Co , ou v 8 petit vis-à-vis de
A

-==. X -4- l -r- étant choisi petit vis-à-vis de l'unité J, on pourra, si l'on veut, limiter
Ygh LO\ h ;
à cette surface la région du liquide inférieur que l'on considère s ? ) , limitée d'autre part
à la nappe Co , autrement dit envisager une surface d'entrée et une surface de sortie

*6) A rapprocher de la note 4 S ) .
57) Voir la note S1)-

Mmi. Cire. M*t*m. P*ïtrmc, t. LIU (1929).-^Stt«p«t« il 4 ottofere
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du liquide (la première sensiblement cylindrique, la seconde sensiblement plane et per-
pendiculaire à ££') sur lesquelles la pression variera suivant (48) (Fig. 20^).

J}mQ

(Fig. 2Oè). — Pendant Vouverture de l'orifice.

Il existe, pour a = c, un mouvement permanent asymptote (Fig. 2Of). La surface

jx

(Fig. 2OC). — Mouvement permanent asymptote.

de séparation des deux liquides (tracée en traits pleins sur les figures) se raccorde con-
stamment avec le fond de la cuve et s'étend progressivement, en s'amincissant, jusqu'à
l'infini vers ^', au fur et à mesure que s'ouvre l'orifice. Remarquons, en outre, que la
loi d'ouverture peut s'écrire

t _ 1 F a'da' _ . c a^

p O u r _ — ^^- f
vient — = 3,6, Or on peut rendre le produit v8 arbitrairement
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petit en se donnant soit 6 aussi grand que l'on veut, puis v suffisamment petit, soit

v compris entre o et y , puis 0 suffisamment petit, v e étant le même dans les deux

cas, le mouvement permanent initiai sera le même, mais, dans le premier cas, on pourra
ralentir à volonté l'écoulement du liquide supérieur ; dans le second, au contraire, tout
se passera comme si l'orifice était brusquement démasqué, mais sans percussion d'arrêt,
et l'écoulement deviendra sensiblement permanent au bout d'un temps très court 5 3) .

CHAPITRE V.

CONDITIONS DE L'ÉCOULEMENT PAR JET DANS LE CAS
D'UN ORIFICE RECTANGULAIRE ALLONGÉ.

Il est bien certain que l'on peut transposer toute l'étude précédente dans l'espace
à deux dimensions en considérant, au lieu d'une cuve cylindrique et d'un orifice cir-
culaire, une cuve paraliélipipêdique et une fente rectangulaire longue et étroite. Nous
oous bornerons à établir, dans ce cas, les conditions nécessaires de l'écoulement par
jet 5 9) . Nous emploierons les mêmes notations qu'au Chapitre I, en remplaçant seule-
ment la variable r par la variable x considérée, non plus comme une longueur, mais
comme une quantité algébrique, et appelant a, b les abscisses des bords A et B de
l'orifice (a < o, b > o) (Fig. 21).

B

(Fig. 21).

On suppose le potentiel des vitesses <p(x, ^t) harmonique et régulier en tout

s 8 ) II est très probable que Ton obtiendrait, conformément à l'expérience, des résultats qualitati-
vement analogues dans îe cas de l'écoulement dans le vide, si l'on pouvait étudier le mouvement par
le calcul depuis l'instant © où nous Pavons abandonné jusqu'à t infini, en supposant que, durant cette
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point intérieur au domaine A et borné au voisinage de ses limites singulières (infini,
entre £ = o et ^ = &, et points A, B). On se donne la fonction <p(x', o\t) pour
a^lx' Zlb ; on la suppose régulière pour a<^x'<ib et bornée, ainsi que f'x,(x', o\t),
pour x* = a, x = i. Il s'agit d'exprimer <?'.(x, o\t)(a Z_ x Z_ b) à l'aide de <p(x', o|*)
et de ses dérivées, sachant que :

i° <p' (x, ojf) = o pour x <d a et x ^> b,
2° <p(x, /J^) = —g ht ~f- <po ou, ce qui revient physiquement au même,

?(** ^10 === — ghf~\- <po pour x2 -f- ^2 = b2.

Nous nous servirons pour cela du résultat suivant établi par M.Ue E. FREDA dans
un problème d'induction électrostatique 6o) :

Soit v (x) (a ZL x ZL b) la densité électrostatique d'une bande indéfinie infiniment
mince occupant la place de l'orifice ; le potentiel logarithmique de cette bande aura
pour expression, à une constante additive près,

V(x, 0 = A(*')log-^==-4——-<**',
telle que:

- v (x)j pour a <^ x <^ b9

> -r °) — | O) pour x <a ct x>b

Si, au lieu de v(x) (a ̂  x ̂  £), on se donne V(x\ o) (a ̂  x' ̂  è) et la masse
totale répartie sur la bande

M= v(x)dx = — -^- rK(x,+d)dx,

son potentiel logarithmique est complètement déterminé; en effet, la densité électrosta-
tique a pour expression :

période, le rayon de l'orifice croît extrêmement peu. Il semblerait (mais c'est une simple hypothèse fondée
sur des raisons d'analogie) que, durant tout le cours du mouvement, la surface de pression nulle doive
présenter deux nappes, l'une coïncidant avec la surface de séparation du liquide réel et du liquide fic-
tif, l'autre coupant le jet à peu de distance au-dessous du plan de l'orifice.

5-3) Comme on ne suppose plus le mouvement symétrique par rapport à l'axe vert'cal %\% il y
aura une condition pour chaque bord.

6 o ) Sul prohlema dell'induiione elettrostatica in un nastro metallico indefinllo. [Nuovo Cimento, série

VI, vol. XIX (1920)], p. 193-213 et [vol. XX (1920)], p. 47-50. J'ai signalé à M.lle FREDA deux légères
erreurs de calcul qui n'enuchen: en rien la méthode très élégante qu'elle a employée.
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\) _ _ $ d —X— Jy
où Font a posé x' = cos B -| — , et le potentiel est :

F(x, 0 = f\(x')log ., h—iL^==dx' + — f* F(x', 6) d9.

Remplaçons alors F(x ' , O) par 9 (x', o\f) et considérons, dans le demi-plan ^ ^ o,
la fonction

v ƒ v .
Elle prend, sur l'orifice, les valeurs données et se comporte, en un point (x,

éloigné de l'orifice, comme

en désignant par q(t) le débit:

= - jf
Si l'on détermine q(t) de telle sorte que l'expression (50) coïncide, pour x2-f-^=fe2,

avec —£^*~f-?O5 on pourra prendre la fonction ^(x, ^|/) pour expression approchée
du potentiel des vitesses <p(x, ^rt, valable seulement à l'intérieur d$i k demi-sph^e.
x* + ^2 = ^2 ? ^ ^ o. On voit que l'approximation se présente d'une façon un peu
moins nette dans le cas de l'orifice rectangulaire allongé que dans le cas de l'orifice
circulaire.

En calculant q(t) comme il vient d'être dit, on jirouve :

D5autre part, on a, diaprés (4^), pour a ^ x ^ b,

_ f l y _ [2 * — (« + *)]'
En général, cette expression devient infinie pour x = a et pour x =rb.
S'il y a écoulement par jet au bord A, on aura, par définition,

?;(«, o|0 = o,
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d'où

d'où

De même, s'il y a écoulement par jet au bord B, on aura

En égalant chacune de ces expressions à l'expression (51) (et, par suite, entre el-
les), on obtient les deux conditions nécessaires pour que l'écoulement par jet se pro-
duise à la fois aux bords A et B :

= f ?(*', o\t)d& + n(gbt-9o),

/ , b — a ^ , a + b\
I x' = cos 0 -A !— 1 .
\ 2 ^ 2 /

Après un calcul simple, elles se réduisent aux suivantes:

;.(*', n|Q dx' = o,
'K l y(x'- a)(b - x')

^ - f £.(x\mt)— x>dx' — + K(ght — ?o) = o,

dont la seconde présente une analogie évidente avec la relation (29).
Ces conditions, auxquelles doit satisfaire la fonction <p(x', o|/) (a ̂ .x' ^.V), sont

suffisantes pour entraîner

dans le cas, notamment, où f (x\ o]/) est régulière pour a /_ x' / b.
EUes subsistent si les abscisses a, b des bords de l'orifice varient avec le temps.

Chateauroux, février 1928.
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