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PREMIERE THESE

SUR LES RESEAUX DE COURBES
ET DE SURFACES

PAR

M. J. DUBOURDIEU

INTRODUCTION

KLEIN, en rattachant, par le programme d’Erlangen, la géométrie
a4 la théorie des groupes de transformations, a permis d’en systématiser
I'étude. Dans cet ordre d’idées, les propriétés géométriques les plus
générales d'une figure sont celles qui restent invariantes par le groupe
de toutes les transformations possibles et imaginables. Toutefois on
impose généralement a ces transformations quelques conditions restrictives
de continuité et d'uniformité et on les désigne sous le nom de trans-
formations topologiques. L’étude des propriétés correspondantes des
figures géométriques constitue le domaine de I'Analysis-Situs, encore
appelée topologie et qui a fait I'objet de nombreux développements.

Si on impose aux transformations considérées et aux figures dont
on étudie les propriétés d’invariance par rapport & ces transformations,
la condition d'étre représentées au moyen de fonctions douées de
propriétés de continuité et de dérivabilité permettant de leur appliquer
les procédés habituels du caleul différentiel. on est conduit & considérer
des invariants différentiels. Nous continuerons. méme lorsqu’on aura
restreint de la sorte la généralité du groupe de transformations considéré,
a parler de transformations topologiques et mnous désignerons, avec
Monsieur BLascHKE. les invariants sous le nom d'invariants topologiques.

Dans tout ce qui suit nous dirons qu'une figure F' est «topologi-
quement applicable» sur une figure F’. s'il existe une transformation
topologique transformant la figure F en la figure F’. Dautre part,
chaque fois que nous parlerons d'une «famille de courbes (ou de surfaces) »
nous supposerons qu’il s’agit d'une famille & un parametre. topologi-
quement applicable sur une famille de droites (ou de plans) paralleles:
x = const. Des lors une étude des invariants topologiques des familles
de courbes dans l'espace & deux dimensions (ou des familles de surfaces
dans l'espace & 3 dimensions) n'a de sens que si 1'on considére simul-
tanément au moins 3 familles de courbes (ou 4 familles de surfaces)
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constituant ce que nous conviendrons d’appeler un «réseau de courbes»
(ou un réseau de surfaces). Clest U'étude des invariants topologiques
et des propriétés géométriques de ces réseaux que je me suis proposé
de développer syvstématiquement dans ce mémoire.

La premiére partie traite des résecaux de courbes dans un espace
i deux dimensions. Le point de départ de cette étude a été un théoréme
dit & Monsieur THomsEX et qu'on trouvera énoncé an Chapitre I (§ 7,
Théoreme A). Peu apres la publication de ce résultat, Monsieur BLASCHKE
donnait successivement. une démonstration purement géométrique de
cette proposition. ayant I'avantage de ne pas faire intervenir les conditions
de dérivabilité qui sont & la base dex caleculs de Monsieur THOMSEN,
et par la meéme méthode, la démonstration d'un nouveau théoreme sur
les réseaux de surfaces: (2° partie, Chapitre I, Théoreme D). Clest
sur son conseil que jentrepris alors une étude systématique des réseaux.
Monsieur Brascike ayant eu l'amabilité de me communiquer les résultats
qu’il avait déja obtenus & ce sujet. ceci nous conduisit & éerire en
collaboration un petit mémoire paru dans les .Abhandlungen aus dem
Mathematischen Seminar® (Hamburg)., que jai reproduit & peu de choses
prés dans le premier chapitre du présent travail: On y trouvera I'exposé
de la recherche d'un systéme complet d'invariants d'un réseau de courbes
ainsi que linterprétation géométrique de ces invariants. On obtient
ainsi, en particulier, le théoreme de Monsieur THOMSEN sur les «réseaux
a configuration hexagonale »,

Au Chapitre IT je rappelle briévement le principe de la démon-
stration purement géométrique qu'en a donnée Monsieur BLASCHKE et je
démontre que les réscaux a configuration hexagonale formés par 3 familles
de droites sont constitués parles tangentes & une courbe de troisicme classe.

Le troisitme chapitre est ensuite consacré a I'étude des conditions
nécessaires ot suffisantes pour quun réseau de courbes soit topologi-
quement applicable sur un réseau formé par 3 familles de droites
quelconques.  On est conduit & deux équations aux dérivées partielles
du second ordre qui doivent admettre une xolution commune. Si l'on
transforme ce probleme par dualité, on constatera aisément qu’il se
raméne au probleme de la représentation nomographique d'une équation
S vow) = 0. telle que I'a définie Monsieur D'OcaGNE. Sous cette forme
le probléme avait déja été étudié par Monsieur GRoONWALL')., mais par
une méthode fort compliquée due a ce que la nature projective du
probléme ne semble pax v avoir été entrevue. Monsieur (GRONWALL
arrive d'ailleurs & des résultats analogues & ceux du Chapitre 111, et
les équations auxquelles il aboutit s’obtiendraient tres s<implement, en

") GroNwaLL: Sur les dquations a 3 variables, Liouville-Journal de Mathé-
matiques, 1912.
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partant de la représentation du réseaun fournie par les équations (45)
du Chapitre I. Dans la préface de son mémoire, Monsieur GRONWALL
affirme que ces équations ne peuvent jamais avoir plus dune seule
solution commune. mais il n'éxiste pas & ma connaissance de démon-
stration de cette atffirmation que je n'ai d'ailleurs pas pu vérifier. Elle
parait pourtant devoir étre exacte pour tout réseau n'ayvant pas la con-
figuration hexagonale. et on en concluerait alors que les seules trans-
formations topologiques transformant un réseau de droites n'ayant pas
la configuration hexagonale en un résean de droites, sont les trans-
formations projectives. .J'ai pu démontrer cette proposition dans le cas
ot deux seulement des familles de droites du réseau sont dex faisceaux
de droites, mais dans le cax général, la question reste en suspens.

Au Chapitre IV jétudie les conditions nécessaires et ~uffisantes pour
qu’'un réseau de courbes admette un groupe continu de transformations.

La deuxieme partie du mémoire est consacrée a 1l'étude des
réseaux de surfaces. Le plan en est le méme que pour la premiére
partie. Le Chapitre IT v est gonsacré a la démonstration géométrique
de quelques théoreémes résultant de la théorie des invariants topologiques
développée au Chapitre I. Il y aurait lieu de voir & ce propos si 'on
ne pourrait pas donner du théoréeme E une démonstration analogue que
je n'ai pas pu obtenir. On y trouvera également une étude des réseaux
a configuration octogonale formés par 4 familles de plans (Th. F) qui
découle tres simplement du Théoréme D.

Les réseaux a configuration octogonale sont caractérisés par la
propriété d'étre topologiquement applicables sur 4 faisceaux de plans dont
les axes forment un quadrilatére, c.-a-d. sont deux a deux concourants.
11 était naturel de rechercher dans quel cas un réseau de surfaces peut étre
topologiquement appliqué sur 4 faisceaux de plans d’axes quelconques.
Cette étude fait 1'objet du Chapitre 11I. Les conditions nécessaires et
suffisantes cherchées peuvent s'exprimer explicitement au moyen des
invariants du réscaun. IJétude des conditions pour qu'un réseau soit
topologiquement applicable sur 4 familles de plans quelconques s’effectuerait
par la méme méthode. Maix on obtient ainsi des équations fort com-
pliquées qu’il semble assez difficile d'étudier.

Enfin le dernier chapitre est consacré & 1'étude des réseaux de surfaces
admettant un groupe continu transitif de transformations topologiques.

Qu'il me soit permis. pour terminer. d'exprimer ici ma gratitude
& Monsieur Brascnge pour l'amabilité avee laquelle i1 a dirigé mes
recherches et & mes maitres de 1'Ecole Normale pour l'intérét qu’ils
ont bien voulu prendre a mon travail.




PREMIERE PARTIE.

Réseanx de courbes.

C'HAPITRE .

Invariants des réseaux de courbes.

§ 1. L'Invariant relatif e.

Considérons dans le plan ou sur une surface un réseau de courbes,
c.-4-d. I'ensemble de trois familles & un paramétre de courbes que nous
supposerons, dans ce qui suit, continues et dérivables aussi souvent que
cela nous sera nécessaire. Nous nous proposons dans ce chapitre de
rechercher les invariants différentiels du réseau par rapport & des trans-
formations ponctuelles dont nous supposerons seulement qu’elles sont
continues et dérivables.

Nous imaginerons a cet eftet les trois familles de courbes définies
dans un systéme de coordonnées curvilignes quelconque w, v par les
relations diftérentielles L, = 0 (¢ = 1, 2, 3) ol les expressions,

(0)) L, = ?i(“a v)du -+ wl(ua v)dv

sont des formes différentielles linéaires que I'on peut toujours supposer
choisies de maniére & vérifier identiquement la relation:

(2) L+ L+ Ly = 0,

ce qui entraine:

(3) {?’1+9’2+9’350y
Y+ Y+ s = 0.

Il s’ensuit que 'on a:

(92 Ps ) __ 93 VWs| _ |91 —
@ Ps l/fsi gy Vhi P2 4’2! D,

et nous conviendrons de dire que les 3 familles de courbes forment
un réseau dans un certain domaine si pour tous les points de ce do-
maine on a D # 0.
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En vertu de la relation (2) les L, sont définies a4 un facteur commun
prés 4 (u, v). Nous voyons par suite que la recherche des invariants du
réseau se rameéne a l'étude des invariants des formes ZL; par rapport

aux deux groupes de transformations suivants:

1°) (T'). Changement du systéme de coordonnées.

Ju = u (u,v), . ~o(u, v)
®) Vo — v G, 3), 2 oG, v)

0.

2°) (T*). Multiplication des L; par un factewr commun A(u, v).

(6) LY = ALy 9f = hgs, @i = Ay, A %0,

Posons:

@ Jdu = edu-+t Bdv,
ldv == ydu +ddw,

G = ad—By.

Les formes L; étant invariantes pour tout changement de co-

ordonnées, on a:

L; = Liy
d’oul suivent les relations:
(8) J:?_’z = “‘f’i"f‘?”pi;
Vg = Boit oy
Par suite:
) D = 9D, D* = A*D.

Les formules (7) peuvent aussi s’écrire:

0 0 0

ou  “ou T %y
(10) 0 0 0

oo — Bau 0%,

et on voit que les «opérateurs différentiels»:

1 0 0
an i = g5 (g = igy)

possedent les propriétés suivantes:

(12) g= iy AP = i

Pour obtenir des invariants différentiels nous introduirons maintenant
les «parenthéses de Jacobi» définies par les relations bien connues:
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(13), A Aj— Aj Ay = (A; Aj) = A,

A étant un nouvel opérateur du premier ordre.
En vertu des relations (3), on a:

(14) Ay A+ A3 = 0,
d’on1 il suit:
(18)s A = Ay Ay — Ay Ay = Ay Ag— Ay Ay = Ay Ay— Ay Ay,

de telle sorte qu’on n’obtient ainsi, en fait, qu'un seul nouvel opérateur 1.
Pour la commodité des écritures nous introduirons les notations suivantes:

1
(15) 0 = D (Yin— 9w),
ol, par exemple:
a .
Piv = 69‘; ’

et nous remarquerons que l'on a, en vertu de (3):
(16) o1+eteos =0

De plus les ¢; se transforment par 7 et T* d’aprés les lois suivantes:
_ . 1 1
(17) i — 04, 0; — "f?i“*‘ "lT/Ii( )

Si on développe les parentheéses de Jacobi on trouve pour A4 les
expressions suivantes:

(18), A = @y Ay—0, My = @3 My—0s My = @ A3— 03 A,.

Il est commode d’englober ces relations dans l'identité suivante par
rapport aux c¢;:

C1 Cs Cg
(18)s (a+cetcs) A = €1 ©0: Os y
Ay Ay Ay

les fleches indiquant que dans chaque terme du développement du
déterminant, les -#; doivent étre écrits en dernier lieu. Par analogie
avec (11), posons:
(19) a= v 2—9 )

D ou ov

Des relations (18) on tire explicitement:
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¢ Cs C3 GG C G
(20)(cl+ce+03)tp=-*l o 0 0 |s(ateatea)y=—| 0 e e |,

P11 P2 93 Y Y Yy

et on voit aisément que -1, , W se transforment par 7 et T* d’aprés
les relations suivantes:

A Ay
(21) A = A PO SR S R o |.
iz DA | — —
l du 0ov |
D’oi:
Au
(22) g =gt lu g =yt

Il y a lien de remarquer & cet effet I'identité par rapport aux ¢:

lu }.v Cy Ce C3
(23) %‘fi 8 8| = |4k Ah A
ou ov A, Ay A

Si on forme maintenant, par analogie avec les ¢;, I’expression:

(24) 0 = ‘]13 (Yu — 9v),

on trouve que c’est un invariant relatif:
1
(25) e = e e = 5e.

L’équation ¢ = 0 est par suite invariante. Nous en donnons une inter-
prétation géométrique dans le paragraphe suivant.

§ 2. Réseaux & configuration hexagonale.

Nous conviendrons d appeler «réseaw « configuration hexagonale»
tout réseau dont on peut, par un choixz convenable des coordonnées u, v
représenter les trois familles de courbes par les équations:

(26) « = const.,, v = const.,, w = const., avec u+tv-+w = 0,

nous réservant de justifier cette dénomination au § 6.
Si 'on considére u et v comme des coordonnées -cartésiennes
rectangulaires les équations (26) représentent 3 familles de droites



8 M. J. DUBOURDIEU

paralleles se coupant sous des angles de 231 Comme il est toujours

possible de ramener par une transformation affine trois familles de
droites paralleles a étre représentées par ces équations, nous voyons
qu'on peut encore donner des réseaux a configuration hexagonale la
définition suivante: Ce sont des réseaux tels qu'il exwste une transformation
topologique transformant les 3 familles de courbes du vésean en 3 famailles
de droites paralléles.

THEOREME. La condition ¢ = 0 caractérise les réseaur a con-
Jiguwration hexagonale. Si l'on peut en effet représenter les courbes du
réseau par les relations (26) c’est qu'il est possible de trouver un facteur
commun 4 pour L, et L, de telle maniere que AL, et A L, soient des
différentielles exactes:

AL, = du, AL; = dv.

Alors, en vertu de la relation (2), on a: ALy = — (du-+dv) == dw.
La condition pour que A L, soit une différentielle exacte, donne pour A
la condition:

(27); A logh = — g, i = 1.2,3,
et I'on trouve aisément comme condition d’intégrabilité du systéme (27);
Iégalité ¢ = 0. Les conditions d’intégrabilité de ce systéme sont en
effet:

A A5 — A, A)log b — 9, .1,log 2 — o, 1, l0g A,
ce qui donne en tenant compte des relations (27) el]es-mémes,ﬁ
Ai0j— Ajei = 0.

Or on vérifie aisément par ailleurs que l’on a:

¢ — A,¢

Ay @y — Ay03 — A9y = Ayoy — A, 05.

La condition ¢ = 0 est donc nécessairement vérifiée pour tout
réseau & configuration hexagonale. Inversement d’ailleurs si elle est .
vérifiée, les équations (27); sont complétement intégrables et par suite
on peut trouver un facteur 4 tel que AL, = dw, AL, — dv ce qui permet
de représenter le réseau par les équations (26).

§ 3. Nowveaux imvariants pour ¢+%0.

Les réseaux pour lesquels ¢ = 0 ayant été ainsi complétement déter-
minés, nous considérerons maintenant des réseaux pour lesquels on a:
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2+0. Nous allons voir qu'on peut alors numéroter les L; de maniére
a avoir ¢>0.

Si en effet, on échange par exemple les indices 2 et 3, on voit
d’aprés (4) que le déterminant D et par suite d’apreés (11) les #; changent
de signe, ainsi que 4. D’aprés (19) ¢ et Y conservent au contraire
leurs signes et par suite. d’aprés (24), ¢ change de signe. On peut
donc toujours supposer ¢ >0. Nous désignerons par 1o l'une quel-
conque des deux racines carrées de p.

On voit alors qu’en posant:

(28) VoL = Lj, — Ay =AM, {=1,2,3,

Ve

les expressions L} et les opérateurs .4} sont invariants par rapport a T
(pour >0 ce qui est nécessaire pour conserver le signe de ¢) et & T*.

Ly = L, A4 = A

29 , ' ’ ’
( ) Li*: L;, //i*://i-

On reconnaitra de méme l'invariance de l'intégrale double:

(30) j;L :f Do dudv
et de la forme différentielle quadratique:
(31) = o(Li+Li+ Lj) = —2¢(La Lo+ Lo Ly + Ls Lo).
Considérons alors les parenthéses:
(A A5y = A7 Aj— A} A,

Ce sont des opérateurs du premier ordre que ’on peut par conséquent
exprimer linéairement au moyen de deux des opérateurs .7;. Nous poserons:

(32) (//;//.;) = (-)J'//;' _ wiA}.

I1 est clair que les coefficients o; w; sont alors des invariants absolus.
On les calcule aisément comme suit:

(A A} =//;-(71;— //,) //'< Ve /1)
__AWe)  A4(Ve) 1.
¢ Aj + - 0 A; + e (/’1/’,;)-
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Or on a:
(A; 4)) = @j Ai— 0i Aj.
D’ou pour w; l'expression:

A4 Ve i 1 D 4 2 [
(33) w; = . + Ve = De [a_u(‘/"V")“‘W(q”VZ)]’
i=1,2,3.

En vertu de la relation .#{-+.75+.45 = 0 on voit comme au § 2 qu’en
fait il existe une seule parenthese, soit .7’

A = Ay My — Ay My = Ay My — M5 A = My A} — A} My,
et 'on a par rapport aux ¢, 'identité
¢ C3 C3

(34) (cttete)d = —| o, 0y o ’
LA A A

ou @, wy, wg sont définis par (33) et ont une somme nulle.
(35) o+ o+ wy — 0.

Nous verrons au § 5 que les w, sont les invariants absolus d’ordre minimum
du réseau et que tout autre invariant est une fonction des w; et des
invariants d’ordre supérieur qu'on obtient en appliquant aux ; les
opérateurs invariants ;.

§ 4. La forme quadratique Q.

On peut considérer la forme quadratique @ définie par la formule (31)
comme le carré de 1'élément linéaire d'une mélrique gaussienne liée de

fagcon invariante au réseau. Nous allons montrer que dans cette métrique,

. 2n
les courbes du réseaux se coupent mutuellement sous U'angle fixe -5

On peut en effet prendre comme parametres directeurs de la courbe
L; = 0 les expressions:

du == s, dv = — @3
et comme parameétres directeurs de la courbe L; = 0
du = +ys, v = — gs.

On vérifie alors sans peine que l’angle de ces deux directions est donné
par la formule:

36) cos — LDLOTL@LEATL @D LG _ 1

VIt Y Zre Bk

c,q,f,d.
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Il s’ensuit que si 'on connait @ et une famille de courbes du réseau
L, = 0, on obtient les deux autres familles L, = 0, Ls; = 0, en
effectuant sur chaque élément linéaire de L, = 0 deux rotations d’angle
4+ 2m:3 en chaque point.

On peut se poser inversement la question suivante:

Etant donnée une métrique quelconque ds® = Q, comment doit-on
choisir la famille de courbes L, = 0 pour que le réseaw obtenu par la
méthode précédente admette comme métrique invariablement liée-a lut préci-
sément le forme quadratique Q donnée arbitrairement?

Pour conduire aisément les calculs nous prendrons les paramétres
u et v complexes et les courbes u = const., v = const. comme lignes
de longueur nulle de la métrique ds* = @, de telle sorte que l'on ait:

37 ds® = Q = 2Fdudv.
Soit ensuite:
(38)1 L1 == “d7l+/gdv _ 0,

I’équation différentielle qui définit la famille de courbes cherchée. Les
deux autres familles du réseau devant couper la premiere famille sous
les angles 27r:3 et 47:3 elles sont définies par les égalités:

(38)s

ou l’on pose:

{Lg = fadu-teBdv,
Ly = cadu-te8dv,

(39) ez——;——}—il/“f, = —1, 1+ete2=0, e—e?=iV3.

On calcule alors aisément les expressions suivantes:

L4+ L4 L3 = 6eBdudv, D= (¢—é&)ap,

___/gﬂ_“v ___5_'814“-525‘1) _iﬂu—fav.
(40) &= (e—ée)ap’ &= (e—eHap’ e = (e—é&)ap’
A «
v="% V=
et par suite
[ox ()]
) _ = Juv
(a1 = t—ag”
On peut déduire de cette formule un résultat géométrique. Si on a
identiquement ¢ == 0, on en conclut en effet:

a:8=Um):V @)
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et par suite on voit qu’alors la famille de courbes L, = O est représentée
par l'égalité
U(uw) +V (@) = const.

Dans le systéme de coordonnées considéré, ce sont les lignes de niveau
d’une fonction «Potentiel» sur la surface, attendu que 1’équation de
Laplace s’écrit en coordonnées isotropes:
82
oudv

Une telle famille de courbes s’appelle famille «isotherme». On
a denc le théoréme suivant:

Etant donnée sur ume surface une famille de courbes on peut en
déduire deux autres familles de courbes coupant celles de la premiére

. . 27 . , ,
SJamzlle respectivement sous les angles 3 La condition mécessaire et

suffisante pour que le réseaw aimsi obtenw soit a configuration hexagonale

est que la famille de courbes d'ott Uon est parti soit isotherme.
Admettons maintenant que ¢ >>0. En portant dans la formule (31)

les expressions de ¢ et des L, on a la relation cherchée entre la forme @

et la famille L, = 0, sous la forme:
3 1 o
(42) e loeg) =1
Si on pose
(43) adu—+B8dv = dL(u, v),

on peut écrire la relation (42), au moyen de parametres u, v absolument
quelconques sur la surface, sous la forme:

AL
1 .B(VL’L) _ 1
VEG—F* 0, ) Vs’

ol E, F, G sont les coefficients de la forme Q:

(44)

Q = Edw*+2Fdudv+ Gdid,

et ou A et V sont les «opérateurs de Beltrami» & savoir:

PL — EL;—2FL., L+ G L
- EG—F? ’

AL — e ([l + () ).
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§ 5. Représentation canonique d'un réseau.

Pour étudier les propriétés infinitésimales d’'un réseau au voisinage
d’'un point régulier il est commode de considérer la représentation
analytique suivante, obtenue en posant L; = df(u, v) et prenant les
deux premiéres familles comme courbes coordonnées, ce qui donne:

Ly = —fudu+ = ; 91 = — fu, Y, = 0;
(45) Ly = *  —fodv; 9y = 0, Y = — fo;
Ly = fudu +fodv; 95 = fu, Y = fo.
D’olu suivent:
1 0o 1 0 1 o 1 o
“46) A4, = A L A L S A P P
) fuv ﬁw
4 y = y = — 5, = 5
W e=Zn T The o7
— Jw (1 8 1 9}
(48) 4= fufv (fu ou fv av)’
49) — Log fiy ¥ = -2 logfus
9 = du 0g Jv, Q/j - v Og.ﬂn
__1 8* Ju
50 g—fufv dudv IOgj;,
( ) — fufv(fvfuuv“_ﬁtfuvv) +fuv(f3.ﬁw_'.ﬁ?fuu);
(Suto)®
o = oy VO, o = — (A V),
(51)

1 [o ~ 9 Ve
os = [ HAVO— LAV ).

La forme des égalités (4D5) est conservée par les deux groupes de
transformations suivants:

1°) (T*). Changement de la fonction f(u,v).
On substitue & f une fonction f* (u, v) définie par:

(62) S, v) = FLf(w, v)].

2°) (7). Changement de paramétres u et v conservant les lignes
de coordonnées:
(63) w = u(w), v = v(v).

P
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On peut utiliser ces deux séries de transformations pour obtenir
une représentation du réseau telle qu'en un point déterminé O certaines
dérivées de la fonction f s’annulent. Nous conviendrons dans ce qui
suit de représenter par ¢ la valeur que prend une fonction ¢ (w, v) au
point O (uo, o).

1°) (T*). Si on calcule au moyen de (52) les dérivées de f* on
_obtient:

Si = F'fu,
fz:kv = F”fu.ﬁ:“["F’fuvy

(54) * 124 1
,fuvv—‘ F fuﬂ + F (2fmfu+fufm)+Ff.w,

on F', F", F'"” représentent les dérivées successives de F' par rapport
a f. Si I'on admet (ce qui est toujours possible en un point régulier
du réseau) que l'on a au point O:

Fu¥0, fito0,

les formules (54) montrent que l'on peut toujours choisir la fonction
F de telle maniére que:

o o o
Sy = 0, fon = 0, foww = 0+,

o
car ¥’ ayant été pris arbitrairement ces égalités déterminent les valeurs

o [} o
F',F", F'V . .. et il est toujours possible de trouver une fonction
dont les dérivées aient des valeurs données en un point donné.

p

2°) (7). Effectuons maintenant un changement de parametres
défini par les relations (53) et soit:

S, 0) = f*[u@@), v(v)].

Si on calcule les dérivées de f* par rapport & u et v, on trouve aussi-
tot que les conditions (55) sont conservées, c.-a-d.:

o o
4 * = * * S
(55) w ~ Juvv wevr 0.

De plus on a:

« 0U
“ pu ’

s — *(82()+" B’ ""*f*( )+f;’* ;

i': —_
uw

= ov
FE =15




SUR LES RESEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 15

On en déduit comme précédemment qu’'on peut choisir les nouveaux
parametres u v de maniére a remplir les conditions suivantes:

o o o
* = 1; R = fR =, = ,
[ uw uuu
(56) o, o o
—_— M pe— * = e e T/
'f;' 1 ? w voY Y

Une telle représentation pour laquelle la fonction f(u, v) satisfait
aux conditions (55)" et (56) sera dite: « représentation canomique au point O.>»
et avec cette représentation les invariants ¢ et w, ont les formes suivantes:

o o o
o ——
é) fuuv , {‘:) . f wUvY (x(; f UUVV f UUUY

67) 2( S 2 ( fruuw)2

;13 - (311"}" 0‘;2)-

Dans une telle représentation les seules dérivées jusqu’au 4ime ordre
o o o

qui restent arbitraires au point O sont fiuuw, fuwrv, fuuww. Toutefois la
représentation ainsi obtenue n’est pas absolument déterminée. On pourrait
en effet obtenir une normalisation de la fonction f et des paramétres u
et v telle qu'en plus des conditions (5d) et (6) soit vérifiée la condition:

(58) 5 :fuuv = 1.
Cela tient & ce que pour assujettir f* aux conditions (55), Foa été

choisi arbitrairement. Il s’ensuit que cette fonction f* n’est déterminée
qu’a un facteur constant pres, soit . Si on pose:

f’* :f*k

on voit que par la normalisation des paramétres on obtiendra ensuite:

= du\?2(ov
ft'::’gz‘): uf:v(aﬁ) (85)’

et d’autre part les conditions f/* — 1’* =1 donnent:

u

(3u)0_ 1 (31))0_ 1
ow/ j?l* ’ v/ f‘-’r* *
w

v

Si donc on choisit le facteur & de maniére a vérifier la relation:

*__________,_"*__1___ 1

o
/%
(727

<l
g
<
o
k
I3
8
<
o
o
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la nouvelle fonction f'* et les nouveaux paramétres u v constitoueront
une représentation canonique pour laquelle on aura en plus ¢ = 1.
La représentation ainsi obtenue est alors absolument déterminée.

Dans cette représentation les seules dérivées jusqu’'an 4™ ordre
qui restent arbitraires sont jiw.,» et Jg,mu,.. Par suite il n’existe pas
d’invariant d'ordre inférieur & 4 (l'ordre d'un invariant étant pris égal
a Tordre le plus élevé des dérivées de f qui y figurent), et tout invariant
d’ordre 4 peut s'exprimer au moyen de o; et w, qui constituent donc
un systéme complet d'invariants d’ordre minimum.

§ 6. Relations remarquables entre les w;.

Dans la représentation canonique, les seules dérivées du 5¥me ordre
qui soient différentes de zéro au point O sont au nombre de trois:
f;uuur, ﬁmm-,., ﬁ““-,.,-. Par suite il ne saurait y avoir plus de 3 invariants
du 5° ordre indépendants. Or les expressions £} w; (i,5 = 1, 2, 3) sont
de tels invariants. Au moyen des relations:

(59) A Ay Ay = 0, ot w3 wg = 0,

il est possible d’exprimer ces 9 grandeurs au moyen de 4 d’entre elles,
par exemple f{e; 420, oy 50, Commeiln'y apas plus de 3 invariants
indépendants, ces 4 expressions doivent étre liées par une relation que
nous allons établir, en partant des formules (33):

_ 4 Ve) & _ A4:(Ve) o
w; = + — Wy = + = .
Q l/g 4 Vg\
Si on forme l'expression 4, w, — A>w, et si dans le second membre de
I'égalité obtenue on tient compte des relations suivantes,

A, /12(. V@)—Ae/h(l/g) = O —42(1/(7)—'92—41(1/9_):
Ay 05— A30, = @,
on obtient la relation:

Ay (wy) — Ao (wy) = Vo ou Ajwy— A0, = 1.

On a ainsi les 3 relations suivantes:

A1 (0g) — A2 ()
(60) A5 (05) — Ay (o20) =
Az (@) — A1 (w5) = 1.

(S
- -
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On pourrait également les obtenir 4 partir de l'identité bien connue
de Jacobi:

(A1 (A3 A3)) + (A2 (A3 A1) + (A3 (A1 A7) = O

en tenant compte des formules (BY) et (32).

Les égalités (60) montrent qu'il est impossible que tous les w; soient
constants. (Ceci suppose bien entendu ¢ § 0, seul cas dans lequel les
w, aient été définis.) De la il suit qu'awcun résearc pour lequel on a
0 F 0 nadmet un groupe transitif de transformations topologiques trans-
Jormant ce réseaw en lui méme, car pour un tel réseau les w,, invariants
absolus, devraient étre constants.

Pour ¢ = 0 au contraire, c.-a-d. pour un réseau a configuration
hexagonale, un tel groupe transitif existe comme on le voit immédiate-
ment en songeant 4 l'équivalence d’un tel réseau avec un réseau formé
de trois familles de droites paralléles.

§ 1. Interprétation géométrique des invariants.

La représentations analytique (45), a €té obtenue en prenant les
courbes de la premiére et de la deuxiéme famille comme courbes
u = const., v = const., et en définissant la troisieme famille de courbes
par 'égalité:

(60) S, v) = C.

Cette égalité fait correspondre & chaque courbe de la troisieme famille
un nombre (". Mais comme on peut remplacer la fonction f par toute
autre fonction de la forme F'(f), on voit que cette correspondance est
absolument arbitraire, de sorte qu'on peut faire subir & (' une trans-
formation quelconque:

(61) C = F(0).

Dans la représentation canonique, la fonction f — et par suite ¢ — est
déterminée par les conditions (55) et (56). Nous considérerons dans ce
qui suit une représentation «semi-canonique» du réseau, pour laquelle
seules les conditions (56) soient réalisées, ce qui laisse subsister la
possibilité d'une transformation (61) sur C.

Pour satisfaire aux conditions (56) nous avons introduit un nouveau
systéeme de parametres u« et ¢ qu'on peut interpréter de la maniere
suivante:

Remarquons d’abord que ces nouveaux parametres n’étant définis
qu'a une constante prés on peut supposer que le point O a pour co-
ordonnées (0, 0). On obtient alors le nouveau systéme de coordonnées
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en donnant au paramétre ¢ en un point P(u = 0, v) situé sur la courbe
de la premiére famille passant par O, la valeur C— Cp, ou C et Gy
sont les constantes définies par (60) qui correspondent respectivement
aux courbes de la 3"me famille passant par P et par O. La méme
définition s’applique a la valeur du paramétre w en un point Q (i, v == 0)
de sorte que pour deux points P et @ situés sur une méme courbe de
la 3*m* famille on a: uw = v.

Dans une telle «représentation semi-canonique>» la valeur de 5 est:

o

(62) 5 - .fuuv —Jivu

et ¢ s’interprete géométriquement de la facon suivante:
u=20

Fig. 1.

Considérons (Fig. 1) sur la courbe (1) (# = 0) un point
Py(u = 0, v = v,) voisin de O. Par ce point passe une seule courbe de
la deuxiéme famille que nous tracons jusqu’a sa rencontre en P, avec la
ligne (3) passant par O [f(u, ) = f(0,0) = (y]. Par P, passe une
ligne de la 1¢v famille que nous tracons jusqu'a sa rencontre en P,
avec la ligne (2) (ir — 0) -.- et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi un
contour polygonal curviligne P, P, P, Py P, Ps P, dont les cotés (P, P,)
et (%5 P,) appartiennent & la deuxiéme famille. les cotés (P P,) et (P, P;)
a la premiere et les cotés (I Ps) (5 Ps) & la 3“™e, En général les
points P, et I ne sont pas confondus, c.-a-d. que la ligne polygonale
considérée ne se ferme pas. Les coordonnées des sommets sont:

Py : (0, v), Py : (uo, vo), Py : (uo, 0), Py (0, o),
P, (Ula "o); Py (v1, 0)7 b (07 vl);
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ou uy et v; sont définis par les égalités suivantes:

Up, Vo) = 0, 0),
©63) {f( 0, vo) = f(0, 0)
Sy, up) = (0, 0).

Si on développe en série les membres de gauche dans ces deux égalités
on obtient aisément les formules suivantes:

Uy = — ”0+fuv % [ olit‘-i_ % (fouvvm‘/;““”)] Gt

n= =t fut—[2+ 5 o —F)] 4 -
D’oi 'on déduit:
0y = Uy Frw —Fo) B+,
ou en vertu de (62):
(64) ' v1=v0+gv§+..._

On en conclut que 5 ést donné par la formule:

) . U1— Uy . dl C— do C
65 = Lim ——— = Lim —5——
(65) ¢ = Lim = = Lm0y
ot Cy+ dyC et Cy+d, C sont les constantes qui correspondent comme
il a été expliqué plus haut aux courbes de la 3ieme famille passant par
P, et P;.

On voit que si 'on effectue sur € la transformation (61) le membre
de droite de la formule (65) est multiplié par —(—F%—z , ce qui correspond
au fait que ¢ n'est qu'un invariant relatif.

Considérons en particulier le cas d'un réseau pour lequel ¢ = 0.
Nous avons vu (§ 2) qu'un tel résean admet une transformation topo-
logique le transformant en trois familles de droites paralléles,

u = const.,, v = const,, w = const.,, wutv+w = 0,

et on voit immédiatement que dans ce cas la ligne polygonale P, P, --. Ps
se ferme toujours, méme si le point P, W'est plus infiniment voisin du
point O, pourvu toutefois que le contour polygonal P, ... Ps reste a
I'intérieur du domaine dans lequel le réseau est défini. Inversement
d’ailleurs tout réseaun jouissant de cette propriété doit satisfaire en vertu
de (64) & la condition ¢ = 0. Ceci justifie la dénomination de «réseaux
4 configuration hexagonale» que nous avons donnée i ces réseaux. On
obtient ainsi le théoreme suivant. dit & MF Thomsen:
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THEOREME A. La condition mécessaire et suffisante pour quw'un
résean puisse étre transformé topologiquement en trois familles de droites
paralléles est q’l admette la configuration hexagonale.

Supposons maintenant ¢ + 0. On voit que la quantité:

4GC—dC . dC
B0 dC

0(dC) = —1

est invariante par toute transformation (61). Elle est égale a la moitié
du carré de la longueur de l'élément linéaire O P, dans la métrique
invariante @ précédemment définie. Dans la représentation (25) @ a en
effet la forme:

ds? = Q = 20(fudi’ + 2fufi dudv+f7 dv°)

et la longueur de I’élément linéaire O P, est donnée par:

(66) dst = 23720 = 25 0f = 2[ 4G 1.

d()C
On a naturellement des expressions tout & fait analogues pour les deux
autres familles de courbes et le carré de la longueur d’un élément
linéaire quelconque A B par rapport a la métrique @ s’obtient de la
facon suivante:

On considere deux des trois courbes passant par 4 et les deux
courbes appartenant aux mémes familles et passant par B. Ces 4 courbes
forment un quadrilatére curviligne A M B 3’ dont 'angle M A M’ mesure
27 :3 par rapport & . Les longueurs ds, de AM et ds, de A M’ se
calculent d’apres (66) et la longueur de A B est alors donnée par:

ds® = dsi+2dsi dss+ dss.

On a ainsi une interprétation géométrique de la métrique Q. On a en-
suite pour les opérateurs invariants -; I'expression:

d

(67) A; = d—&,

ol ds; est 1a longueur de I’élément linéaire d’une courbe de la i*me famille.

L’intégrale double Vé—ffs Dodudv représente I'aire du domaine S
dans la métrique Q.
On peut aussi donner des invariants o, I'interprétation suivante:

. 1 1 1
Soient “I—a, ﬁz—, Tg;
au point 0. On a:

les courbures géodésiques des 3 courbes du réseaun
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Lo
Ri VE i+1 +2)

(68)

ot 'on considére comme équivalentes les valeurs des indices congrues
module 3. Ces formules sont faciles & vérifier sur la représentation
canonique du réseau. On pourrait en déduire une démonstration simple
du fait que les o; ne peuvent pas tous s'annuler si ¢ # 0. En effet on
en concluerait en vertu de (68) que le réseau serait formé de géodésiques
de la métrique Q. Comme les trois familles de courbes se coupent
mutuellement sous l'angle 27 : 3, la somme des angles intérieurs d'un
triangle géodésique formé de 3 courbes du réseau serait égale & 7. Par
suite en vertu du théoréme de Gavss, la courbure totale de @ serait
nulle. Cette métrique serait donc euclidienne de telle sorte qu’il
existerait une transformation topologique du réseau transformant le
réseau considéré en un réseau formé de trois familles de droites, qui,
se coupant mutuellement sous l'angle 2 : 3 seraient des familles de
droites paralleles. On en concluerait donc ¢ —= 0 ce qui est contraire
4 'hypothése initiale ¢ § 0.

§ 8. Réseaux pour lesquels un o; s annule.

On obtient une interprétation géométrique des w; indépendante de
la métrique @ de la facon suivante:

Fig. 2.

A partir du point P, voisin de O tracons comme au paragraphe
précédent le contour P, P, -.- Ps. Par P, menons (Fig. 2) la ligne de
la troisieme famille, qui rencontre la courbe v = 0 au point O'. On peut
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alors effectuer relativement aux trois courbes du réseau passant par O’
la méme construction quautour du point O, en tracant le contour
Py P P: ... P;. (P{ et O sont confondus.) En général Ps et P; sont
distincts. Désignons par wo, ¢y, s, les valeurs du parametre v sur la
courbe u = Q qui correspondent aux points Py, Ps, Ps. En poussant
dans la formule (64) le développement jusqu'aux termes du 5° ordre on
obtient dans la représentation canonique au point O:

(69) v = Lottt o

Les coordonnées du point O’ et des sommets du contour P, P - - - Ps sont
d’autre part:

0': (v, 0); Py: (vot'); Pi: (0,0), Pi: (wo?);
Ps: (W, );  Pir (u10); P5: (vova), Fi: (01v2);

ou v, u, et v, sont définis par les relations:

Jf(vo,l/) = £(0, 0),
l S @, v") = f(v,0),
S (@o,v2) = [, 0).

D’olt 'on déduit aisément les développements suivants:

(70) Vg = U +«ffmv ”g + (fs;uuv '—fiuvv) v?) + - "y
et en tenant compte de (69),
(71) V=0 = (fuuuv —_fuuuv) 1)3—*— et

Or d’apres (57),

o o
o O
f;muv _f uuy — 2 w2 98/2;

de sorte qu'on a finalement:

(12) v,— v, = 2w,0%%Wt+ ..

Soient (o4 doC, Co+d, C, Cy+ ds C les valeurs de la constante C" qui
correspondent aux trois courbes de la troisieme famille passant respec-
tivement par P,, Ps, et P;. Les formules (65) et (72) donnent alors
pour w, l’expression suivante:

i C—a,C V WC
(73) ©2 = dI:(:,sgo d; (]— do (/y d1 C"— doC '
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Le second membre est invariant par rapport & toute transformation de
C et fournit une interprétation géométrique de w,. On a évidemment
des résultats analogues pour o, et w,.

Si on prend comme infiniment petit principal v, on voit que ve —12,
est en général un infiniment petit d'ordre 4. Si w; =0 cet ordre augmente.
On peut dire que les 1 éseqaux pour lesquels cette relation est satisfarte sont
caractérisés par la propriété que les pornts Py et Py sont confondus (anx
infiniments petits prés d’ordre supérieur au 4'me),

Nous allons montrer que la détermination de ces réseaux se raméne
a des quadratures.

En effet, dans la représentation (45), 'égalité w, = 0 s’écrit:

1 0 — 1 a* /o

., / — — Ju

(14) Do ¢ (fuVe) =0 et o 7 b logfr .
De (74) on déduit:

Z(fVe) =0, doi:ifie=T1,

U étant une fonction de la seule variable «. On a done:

Ju 0 Ju _
(15) 7. auavlog‘ﬁ) = U.

Introduisons une nouvelle variable u, telle que,

du

w0
et posons:

S

Ju )

L’équation (75) devient: .
0
T¥oy gk = —4,

qui n’est autre chose que ’équation bien connue de Liouville dont la
solution générale est donnée par:

29/ (w) ¥ (v . de@)
= o F e Y@ = T

Si 'on retourne & I'ancien systéme de variables w, v on trouve
ainsi:
Jo 2¢’ () Y (v)
76 A =" = — .
(76) Fo = T U@+ @F
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Il s’agit maintenant d’intégrer cette équation aux dérivées partielles.
On peut tout d’abord la simplifier en effectuant un changement de
variables:

- — = du U
v = Y@ et u= wu(w), avec . ——Hq/(u)'
qui permet de substituer & (76) I'équation:
S5 2
17 A =
an 3 CER IO,

Les courbes intégrales cherchées sont solutions de I’équation de Riccati
suivante:

dv
8 -— = 2,
(18) 2% = [pt 9]
Elle contient une fonction arbitraire ¢ («) et on peut toujours choisir
cette fonction de maniére que I’équation proposée admette comme solution

une fonction quelconque y(u). I1 suffit de prendre pour ¢ (u) lex-
pression:

p) = 2V ¢ ) —yv@.

Une fois ainsi connue une solution de 1’équation de Riceati, la solution
générale s’obtient par des quadratures. On pose

(79) v = v+ L,

et on obtient pour z I'équation différentielle suivante

ﬁHVﬁ@+%=m
dont l'intégrale générale est /

z = ﬂ[——fg—z —}:C], ot 'on a posé: e"IVW"“ = A.
Si I'on pose

du 1 C—o
(80) IEB = 0(w), on a B = TR et 2z — 5

D’autre part on remonte de 6 a 3 par les relations suivantes:

— v , 6'"\2 1 0'"\2
fV?w du=—logB=1log26’,d’ol: 2 =(A0,),et:l/!=2 (0,>du.
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Les formules (79) et (80) donnent alors pour v 'expression suivante:

1) V=t f du,

ot 6 est une fonction arbitraire de wu.
Cette expression se simplifie un peu si on effectue le changement de

variable 6(u) = u. Il vient alors
12
(82) v = o—un +f U—du,
ou U est une fonction arbitraire de u'®
En définitive on voit que tout réseau pour lequel o, = 0 peut

étre représenté de la facon suivante: On prend les deux premiéres
familles de courbes comme systéme de coordonnées u = const., v = const.
et on peut alors choisir les parametres » et » de telle maniére que la
troisieme famille de courbes soit représentée par I'équation (82).

(CuapriTRE II.

Etude géométrique des réseaux a configuration hexagonale.

Laissant de c¢oté les conditions de dérivabilité qui sont & la base
des calculs du chapitre précédent, nous ferons simplement dans ce qui
suit les conventions de continuité et d'uniformité suivantes:

On appellera, «famille de courbes», toute famille qui peut étre trans-
formée topologiquement en une famille de droites paralléles a = const.

On appellera «systéme de coordonnées», 'ensemble de deux familles
de courbes pouvant étre transformées topologiquement en deux familles
de droites paralleles « = const, y = const.

Enfin on appellera « réseau de conrbes», 'ensemble de trois familles
de courbes telles que deux quelconques d'entre elles forment un systéme
de coordonnées. Bien entendu, il peut arriver que ces familles, systémes
de coordonnées ou réseaux ne soient définis qu’a l'intérieur d’un certain
domaine connexe du plan.

§ 1. Démonstration géométrique du Théoréme A.

Monsieur BrAscHKE a donné®) du Théoréme A (§ 7, Chap. I)
une démonstration purement géométrique ne faisant intervenir aucune

) Monsieur Cartan m'a fait remarquer qu'on pourrait méme se debarrasser de
tout signe d’intégration, car on peut toujours exprimerw, U, U'. | F(U' U u) du ou F

est une fonction donnée sans aucun signe d'intégration (voir. Bull. Soc. Math. 29. 1901,
p- 118—130).

2) Voir. BLASCHKE, Topologische Fragen der Differentialgeometrie. Mathematische
Zeitschrift, p. 615 (1927).
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condition de dérivabilité, dont nous rappellerons ici brieyement le
principe.
On démontre successivement les 3 points suivants:
I. Si la propriété
de configuration hexa-

'3 7 gonale est vérifiée par

I ———— J™ = - 7\'4 . sy e
2 D A NN le réseau considéré on

12 - N NS S8 ] artir &
> L A peut a parti un

(0123456) de ce ré-
seau, construire un
«filet F» formé de
courbes du réseau divi-
sant le domaine dans
lequel ce réseau est
défini, en triangles
curvilignes.

, /(’\‘ TN T Ve N
- JEOBEREN hexagone fondamental
, A , ~ =}
N 8 .

C’est ce que montre la figure ci-contre.

II. On peut réduive autant qon le veut les mailles de ce filet F.

Pour cela on démontre les propositions suivantes qui découlent des
hypothéses de continuité et d'uniformité admises dans la définition méme
du réseau:

a) On ne peut inscrire dans chaque
triangle (0, 1, 2) du filet ', qu'un
seul nouveau triangle formé de
courbes du réseau (0’ 172').

b) Ces triangles sont disposés de ma-
niere que sur chaque coté (0, 2)
d’'un des triangles primitifs figure
un seul nouveau sommet (2').

IIT. Par des subdivisions successives du filet F'. on obtient ainsi
un ensemble de points constitué par les sommets successifs.

Tout point du domaine apparvtient « cet ensemble ou bien peut étre
considéré comme point d accimudation de cet ensemble.

On consldére alors d’une part le filet F’ défini dans (I) et d’autre
part un filet F’ formé de droites paralléles divisant le plan en triangles
équilatéraux. Aux sommets du filet F° on fait correspondre ceux du
filet F’ dans l'ordre on ils se présentent dans la Fig. 3 par exemple.
Puis par subdivision successive de ces 2 filets on arrive & étendre cette
correspondance 2 tous les points du domaine F' et du domaine F'. Cette
transformation réalise I'application topologique du réseau considéré sur
un réseau formé par 3 familles de droites paralleles. e.q. f. d.

Fig. 4.
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§ 2. Systémes de coordonnées se coupant diagonalement.

De la méme maniére Monsieur BLASCHKE démontre le théoréme
suivant:

Etant donnés deux «systémes de coordonnées» constitués par les
deux familles de courbes (C, () et les deux familles (Cs Cy). nous dirons
que le premier systéme coupe diagonalement le second si tout quadrilatére
curviligne ayant pour cotés des courbes C, et (. et admettant comme
premiére diagonale une courbe Cy. admet forcément une courbe C, comme
seconde diagonale. Ces 4 familles jouissent alors de la propriété suivante:

Elles sont topologiquement applicables sur 4 familles de droites
paralléles

xz == const., y = const.,, x4y = const, x—y = const.

On peut d’ailleurs ramener la démonstration de ce théoréme &
celle du Théoréme A en remarquant que 3 quelconques des familles de
courbes C, C; C3C, constituent un réseau & configuration hexagonale.
11 existe donc une transformation topologique 7' appliquant les courbes
Cy, Cs, Cy, par exemple sur les droites:

x = const.,, y = const.,, x4y = const.

Mais alors 7 transforme C, en une famille de courbes formant avec
x+y = const. un systéme de coordonnées coupant diagonalement le
systeme de coordonnées x = const.,, y = const. c.-a-d. en la famille
des droites x —y = const., c.q.f. d.

§ 3. Réseaux de droites  configuration heragonale.

La recherche des réseaux de droites & configuration hexagonale
pourrait se faire analytiquement par la méthode que nous utiliserons
au chapitre suivant pour 1'étude des réseaux de courbes applicables sur
3 familles de droites quelconques. Les calculs ne présentent aucune
difficulté et l'utilisation des fonctions elliptiques permet dans ce cas
d’intégrer les équations du probleme. On trouve ainsi que les senls réseaux
de droites a configuration heragonale sont constitués. soit par les tangentes
a une courbe de troisicme classe, (Cun poimt on peut mener 3 tangentes
a la courbe qui sont les 3 droites dw réseaw passant par ce point), soit
par un faisceau de droites et les tangentes « une conique, soit par trois
Jaisceaur de droites: Ces deux derniers cas peuvent d'ailleurs étre con-
sidérés comme des cas de décomposition du premier.

Nous nous contenterons de donner ici succintement une démonstra-
tion géométrique de ces résultats. dont le principe est emprunté a un

3
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mémoire de MM SAUER et GRAF!). Elle s’appuie sur le théoréme
suivant dfi & CHASLES:

I. 87 9 droites constituent les cotés et les diagonales d'un hexagone
et si 8 d'entre elles sont tangentes @ une courbe de 3° classe, la neuviéme
est aussi tangente « cette courbe.

On sait d'ailleurs que 8 droites quelconques déterminent une famille
de I’o! courbes de troisieme classe tangentes & ces 8 droites et admettant
une neuvieme tangente commune: Une de ces courbes est alors parfaite-
ment déterminée par une neuvieme tangente distincte de cette tangente
commune.

1°) Du Théoréme I il résulte immédiatement que les tangentes
4 une courbe de troisiéme classe constituent (tout au moins dans un
domaine par tout point duquel passent 3 tangentes réelles & cette courbe)
un réseau & configuration hexagonale.

2°) Inversement considérons un réseau de droites R & configuration
hexagonale. Soient pgr trois droites de ce réseau se coupant au point O
et abedef six droites
formant autour dupoint 0
un hexagone dont pgr
sont les diagonales. Soit
d’autre part . la trois-
ieme droite du réseau
passant par le point
d’intersection de a et e.
Les 8 droites abcdefpq
définissent 1’oe! courbes
de troisieme classe ad-
mettant en vertu du
Théoréeme I, la droite »
comme neuvieme tan-
gente commune. Parsuite
les 10 droites obtenues
en leur adjoignant la
droite /7 définissent une -
seule courbe de troisieme
classe K les admettant comme tangentes. Je dis que toute autre droite

Iy

du réseau proposé est une tangente a cette courbe K.

En effet on peut comme au § 1 construire a partir de I'hexagone
initial abcdefpgr un filet F de droites du réseau divisant le plan en

Fig. 5.

) H. GraF et R.SAvEr: Uber dreifache Geradensysteme in der Ebene
Miinchener Berichte 54 (1924), p. 119-156.

ey
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triangles et on démontre aisément qu’en vertu du Théoréme I les droites
de ce filet sont toutes tangentes a K.

Nous savons d'autre part qu'on peut ensuite et d’une seule maniére,
réduire les mailles du filet ¥ par des subdivisions successives. On ob-
tient ainsi des filets successifs dont les mailles sont de plus en plus
petites et toute droite du réseau R ou bien appartient & un de ces filets
ou bien est une «droite limite» de l'ensemble des droites ainsi définies.

Tout revient par conséquent & démontrer que les droites ainsi
obtenues par des subdivisions successives du filet F' sont toutes tangentes
a la courbe K.

Soient par exemple a’ V' ¢’ d’ ¢ f les droites obtenues par une premiére
subdivision de I'hexagone abcdef. Ces droites «'0V'c'd ¢ f'pq et la
droite f définissent une courbe de troisitme classe K’ & laquelle est
aussi tangente la droite r: On démontre aisément que cette courbe K’
admet aussi pour tangentes les droites abcede fh.

Par exemple en considérant I'hexagone ayant pour diagonales a’f”»
et pour cotés fe'qpl on voit, en vertu du Théoréme I, que le sixiéme
coté a est aussi tangent & la courbe K!

La courbe K’ ayant en commun avec K 10 tangentes est sfirement
confondue avec elle, et par la méme est démontrée la proposition en cause.

Il y a lieu de remarquer que cette démonstration ne suppose pas
que la courbe A ne soit pas décomposée. KElle peut donc se réduire
4 une conique et un point ou méme a 3 points, ce qui donne les cas de
décomposition du réseau dont il a été question au début de ce paragraphe.

CmAprTrE 1L

Etude des réseaux de courbes pouvant étre transformeés
topologiquement en un réseau de droites.

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la condition
nécessaire et suffisante pour qu'un réseau de courbes puisse étre trans-
formé en un réseau formé par trois familles de droites paralleles s’écrit:

o — 0.

Il est naturel de se demander & quelles conditions doit satisfaire un
réseau pour qu'il existe une transformation topologique faisant corres-
pondre aux 3 familles de courbes du réseau, 3 familles queleconques de
droites (ou comme nous le dirons encore. pour que le réseau soit «topo-
logiquement applicable » sur un réseau formé de trois familles quelconques
de droites).

Le cas ¢ = 0 étant élucidé. nous considérerons & cet effet un
réseau pour lequel ¢ 4 0, les trois familles de courbes étant définies
comme au chapitre I, par les relations

3*
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(1) L; = ¢i(u, v) du + ¢¥i(u, v) dv, i =1,2,3,
choisies de maniére & vérifier 'identité:

()] L+ L+ Ly = 0.

Nous avons vu qu’on peut alors définir trois opérateurs invariants:

S S N _9_)
@ A= DVe ("U’ ou  av)
Si f(u, v) est une fonction quelconque, on voit que .7, f est proportionnelle
a la dérivée de f suivant la direction de la ligne L; = 0. Enfin nous
rappelons qu’on a les identités suivantes

4) M Ay Ay = 0,
(5) (M A]) = AjAj— A A7 = wj Aj— w; Aj.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une transformation
topologique faisant correspondre au résean considéré un réseau de droites
est qu’il existe 3 fonctions de u et », soit

(6) z=aW,v), y=yuv), z=z@,v),

telles que x, y, z étant considérées comme des coordonnées rectilignes
homogenes dans le plan, les courbes définies par les équations (6) dans
lesquelles on suppose u et » lies par une quelconque des relations (1)
soient des droites.

Considérons par exemple I'équation:

(7) L;i = g;du-+ v;dv = 0.

Elle définit, le long d’une courbe L;, v en fonction de «. Imaginons que
dans les formules (6) on ait remplacé v par cette fonction de «. On ob-
tiendra ainsi une courbe qui devra étre une droite. La condition nécessaire
et suffisante pour qu’il en soit ainsi s’écrit

d*’x dx

®) @ aw ST

les barres verticales indiquant qu'il s’agit d’'un déterminant dont les
deux autres lignes se déduisent de celle qui est écrite par permutation

circulaire des lettres «, y, z. D’autre part %:‘;‘ représente la «dérivée

totale» de x. On a donc en vertu de (7):
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dz 0z dx dv __ bz 9 0x _L( R a_w)
du du  ov du  du Wi ov @i\ au Pev
])V@
A; ().
Y;

De méme on a:

%_DV@ [_DV()A,()]

D*e
IPZ

On en conclut, puisque ¢ + 0, que I’équation (8) est équivalente a:

& ___;) A (z)+ A; A (x).

Y;

(9) | A A, Ai, 2| = O.

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donec que 1'on puisse
trouver trois fonctions zyz de w et v satisfaisant aux trois relations (9)
obtenues pour z = 1, 2, 3 successivement.

Nous allons voir que cette condition peut étre remplacée par d’autres
plus simples.

Etant donnée une fonction f(«, v) nous conviendrons de poser:

(10) Aif = fi, AiAif = fij.

§ 1. Equations de définition de xyz.

x, y, z étant trois fonctions de w et v, elles sont solutions d'un
systeme d’équations aux dérivées partielles de la forme:

X = e X1+ ane Xot ey X,

Xis = o Xyt a12s Xot+ @15 X,

Xos = @91 X1+ ope X+ @35 X
dans lequel on a par exemple:

(11) Ay12 — ]xllxlxl et ass; = I-Tsexle-
Si les conditions (9) sont réalisées on a donc (i = 1, 2):
12) s = 0, @ = 0,

et par suite les 3 fonctions xyz satisfont & un systéeme d’équations de
la forme:
Zy = utex,

(13) T = 012$1+az1x2+“1sx;
Tes = ezt
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Inversement d’ailleurs, étant donné un tel systéme d’équations aux dérivées
partielles, si ce systéeme est complétement intégrable, on peut trouver
un systeme fondamental de solutions, soit x, y, z telles que l'on ait

(19 b= |xyasx|$0,

et toute autre solution du systéme est une combinaisonrlinéaire et homogene
de xzyz a coefficients constants. De plus on voit immédiatement sur
les équations (13) que le systéme fondamental xyz vérifie les deux
premiéres relations (9):

(15) |xux1x| :O, l.’l?ggxgxl = 0.

Avant de chercher quelles nouvelles conditions entraine la troisiéme
relation (9) nous allons montrer qu'on peut encore simplifier le systeme 13.

Pour cela nous remarquerons que x, y, z devant étre considérées
comme des coordonnées homogenes, elles ne sont déterminées qu’a un
facteur commun pres. On peut chercher & profiter de cette indéter-
mination pour simplifier le systéme (13): C’est ce que nous appellerons
«normaliser» les coordonnées xyz.

§ 2. Normalisation des coordonmées xyz.
Posons:
x = oX, y = o} z = dZ.

On constate aisément que si x satisfait au systéme 13, X satisfait & un
systeme de méme forme:

Xu = b1X1+:81X,
(16) 712 = b12X1+b21 Xe +,312X;
Xss = b2X2+/92X

avec:
( 20,
1
b = a — PR o p
1 11
o B = o +a — T
A o o
bis = e o’ . 7 g, G,
1 2 12
(17) o Bis = a3+ a1 — + as —
A ¢ g ¢
bey = aex—T: a. a.
2 22
= « ay — ———
b Y 202 182 -] + 2 P ¢ ’
22 2 P ’
o 'on pose comme convenu o, = A;6, 6 = A; Ajo. Nous allons

montrer qu’on peut choisir ¢ de maniére & avoir:

(18) b+ bsy = 0, bis+ b — w3 = 0:



SUR LES RESEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 33

ou ce qui revient au méme d’aprés (17):

361 3 62

(19) a + as;, — =0, a+as— m;— p

= 0.

En effet en prenant pour i I'expression (14), on vérifie immédiatement
les relations suivantes:

(20) {/1“- = A = |xy xs x|+ |2; X210 x| = (a,+ az) 2,
Ay) = hy = |9621 L3 x[—}-|xl Lag xl = (s + a» — w3) 4.

11 suffit de se reporter aux équations (13) et de remarquer d’autre part
que l'on a:

(21) X1g — d91 = /Ii/léx—/lézlix = WyX1 — W1X2.
D’oui:
(22) g1 = (a1 — @) &, + (as1 + @) x5 + @ .
Les équations (19) pour déterminer o se réduisent donc aux suivantes:
3(71 . }-1 3 Oy }'2
(23) ~ T e T
3 —
Il suffira de prendre par exemple ¢ = V4. Posons d’autre part:
by =—by =0, by=w3—bs=D, fi=e, B=248 B=rv.

On voit alors que, dans le nouveau systéme de «coordonnées normales »
que nous venons de définir, le systéme (16) devient:

X, = C/X1+ X,
(24) l Xie = (s “D')‘Y'O’Xz‘{‘ﬁX, X; = ‘—D,Xl +(“’1_C,)X2+:3X;
ng - D’ X2+ X-

Au lieu de 7 coefficients arbitraires comme dans le systéme (16) ces
équations ne comportent plus que 5 fonctions arbitraires. D’ailleurs a tout
systéme fondamental de solutions xzyz de (13) correspond un systéme
fondamental XY Z de (24) qui vérifie bien les deux premiéres relations:

9 A, A1 X, A4,X, X = 0.

Il reste maintenant & voir quelles relations entre les coefficients du
systtme (24) entraine la troisiétme relation (9) (pour / — 3), c’est & dire
en d’autres termes & rechercher la condition pour que la transformation
topologique définie par un systéme fondamental de ~olutions X }"Z fasse
correspondre & la troisiéme famille de courbes du réseau une famille
de droites.
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§ 3. Conditions pour qi’d la troisiéme famille de courbes du réseau
corresponde une famille de droites.
Cette condition s’écrit:

A A3 X, 43X, X| = 0.
Or on a:
A = — (A + )
de sorte que cette condition peut s’écrire-
[ X+ Xe+ Xy + Xee, X+ X5, X| = 0.
XY Z vérifiant le systeme (24), cette condition se met sous la forme:

[(C"+wy—2D) X+ (0, —2C"+D)X,, X+ X, X|=0,

et en tenant compte du fait que |X; X; X| + 0, on obtient:

(25) D = ' 5 (o — o).

8 4. Forme définitive des équations de définition.
Si on tient compte de la relation (25), on peut mettre le systéme (24)
sous la forme suivante:

X, — (C-{—-;—m,) X, +aX,

| S
26

) Xm=———(%wg—}—C)Xl—{-(g—wl—C')Xg—{—ﬂX,

1
Xos = (C"}‘?wz) X +rX.

La valeur de C figurant dans ces équations est égale a celle de
¢’ figurant dans le systéme 24 diminuée de } ;.

En définitive nous avons obtenu les résultats suivants:

N'il existe une transformation topologique (6) répondant & la question,
on peut effectuer une mnormalisation» des coordonnées homogénes xyz
de maniére que les nouvelles coordonnées X'}V 2 satisfassent & un systéme
d’équations aux dérivées partielles de la forme (26). Inversement d'ailleurs,
s'il est possible de trouver 4 fonctions de w et ¢ soit C, «, 8, y telles que
le systeme (26) soit complétement intégrable. tout systéme fondamental
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de solutions de ce systeme fournira une transformation topologique trans-
formant le réseau de courbes considéré en un réseau de droites.

Nous sommes donc ainsi ramenés & étudier les conditions d’inté-
grabilité du systeme (26).

§ 5. Conditions & intégrabilité du systeme d'équations (26).
Pour écrire ces conditions on remarquera que l'on a:

Ay (A A — A (My AY) = A} AL (D) — A, Ay (M) = w0y Ay A5 — w3 A} A5,
D'oit:

27) A2(X12) — A1 X)) = w1 Xo» — w3 X1a.
De méme: ]
(28) A1(Xon) — A5 (K1) = 02 X11 — o1 Xog.

On aura les conditions d'intégrabilité cherchées en écrivant que les
relations (27) et (28) sont identiquement vérifiées en tenant compte des
équations (26).

Un calcul trés simple montre que la relation (27) fournit les trois
conditions suivantes:

(8= cta—0+ 2 Cotog+ L | st Ao +2 o)
B =0 2 3 (4o, 3 Az (o Al(w2)+3 W W |,

5 5 2 , 1
(29) }’:"‘(/’2“"202__3“00)2—*"_'3"[‘/12592_*_"3*‘0)2]7

,32'—‘7’1—}'<C+~§~w‘>-{—2,3(§ 0,2__0) — 0.

Si dans la derniére de ces relations on remplace 8 et y par leurs +valeurs
fournies par les deux premiéres on obtient, aprés simplification, la relation:

Cygg + 012 + 021 - 3 CCg —6 0671 + 3 wy (J"*‘ 3 ("’1 + (112) Cg _3 (0)2 + 2(01) 02
+ Cltiws — Az 0054 2 05 (w054 2 @1)]
+ %— [A5 A5 01— A5 A7 0, + 2 05 (A3 0y — A7 w3)] = 0.

Si on tient compte des identités:

{Clz“—sz = 0y (;— 0, Gy,

’ ’ _
Ay Wy — A2 01 = 1,

(30)

on voit aisément que cette relation peut s’écrire:

Ces+2Cs 4+ Ce(Bws+ 2 0,)+40;C, —3CCq —6CC —3(ﬁ72+ 20’1)0’

(31) +C[./téa)2+2.4‘,2w1+2“’2(“’2“*‘2(01)_l]"‘"—g—w: = 0.
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Si I'on pose:

1 1
32 I, =— [02+2CI +C(ws+20,) — —3‘] = Cg— (1 +-Clwg — o)+ 3

on constate que la relation (31) peut se mettre sous la forme:

(33) A L+ 20:—3C) I = 0.

Il est bien évident que pour obtenir les conditions d’intégrabilité fournies
par la relation (28) il suffira de permuter dans les calculs précédents
les indices 1) et 2).

On obtient ainsi:

5 1 ' '
8= C1+Cz’——02+'3‘0("’1+“72)+ 3 [A2w1+./11m2—[——§~w1 ‘l)g],

5

@Y Jo=—Ct20t— 2 0ot 2 [ ot ot

|—a—a(o+ 5 o) +28(5 0—0) = 0.
Puis:
Cii+2C+C (Bw+2w5)+4w, C,—3CC, —6CC, — 3(0;,+2w,5) C?

(31) + Cldio1+ 2 A{ws+ 2wy (w1 + 2(.)2)——[]-{__;—(,)1 — 0.

On remarquera que cette relation ne se déduit pas absolument de (31)
par permutation des indices 1 et 2. Cela tient & ce que les relations (30)
ne sont pas symétriques par rapport & ces indices.
Si on pose:
1 1
(32) I = (,'1—{—202—{—0(0)1—{—2(02)-{—?: 02—-03—*-0(“72_‘08)—‘]_‘3—,
la relation (31) s’écrit:

(33) ML+ 20, —30)], = 0

En définitive nous voyons que les 3 coefficients 8y sont définis en
fonction de C' par les relations (29) et (29)" et que d’autre part, C doit-
satisfaire aux deux équations aux dérivées partielles du second ordre (33)
et (33).

Inversement, si les deux équations (33) et (33)' admettent une solution
commune ', le systétme d'équations (26) dans lequel on suppose a8y
remplacées en fonction de C par leurs expressions (29) et (29) sera
completement intégrable. A tout systéme de solutions fondamentales de
ces équations correspondra une transformation topologique et un réseau
de droites répondant a la question.
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Si xyz est un systéme de solutions fondamental, tout autre systéme
fondamental sera de la forme:

X = Ax +By +Cz ,
(34) Y= Az +By+Cz,
Z: A”.’L’—f—B"y—}—C”z,

I

les grandes lettres étant des constantes. Il s’ensuit comme on devait
s’y attendre que toutes les transformations topologiques (ou les réseaux
de droites) correspondant & une méme valeur de (' se déduisent de I'une
d’entre elles (on de I'un d'entre eux) par une transformation projective.
REMARQUE. Pour conduire les calculs précédents nous avons intro-
duit une certaine dissymétrie en distinguant, parmi les 3 familles du
réseau, 2 familles particuliéres correspondant aux indices 1 et 2. Cette
dissymétrie n’est qu'apparente. Il suffit de remarquer qu'on peut rem-
placer le systéme (26) par le systéme suivant qui lui est équivalent:

(35) Xy = <C+ ;(’)7) Xo+8. X i =1,2,3,

ou I'on suppose qu’on a posé:
(36) Bi= — G20 — 2 Cort > (ot + -03).

Les quantités X;; sont d’ailleurs données alors par les égalités:

3

&7 Xy = ( g‘ R C) Xi— <“;.1;“ o, + C) X+ 85 X,

avec:.
By = B = Cit-G— C* 2 Clont o) + 5 L (@) + Ai(w) + 2 wiy].

D’autre part si I'on pose:

1

(38) I, = Cz—{—l— Cz+2 + C(“’z+1"‘ wi+2) + ‘3— T = 1‘, 2, 3,

ou l'on considere comme équivalents les indices congrus module 3, les
conditions d'intégrabilité du systéme (35) s’écrivent:

(39) A, L+ (20,—3C)1, = 0 i=1,2,3.
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La somme des premiers membres étant = 0, ces 3 conditions se réduisent
4 deux d’entre elles par ex. (33) et (83).

En résumé nous avons obtenu le résultat suivant:

CoONCLUSION.  La condition nécessaire et suffisante pour que le réseau
proposé soit topologiquement applicable sur un réseaw de droites est que
les équations aux dérivées partielles du second ordre (39) admettent une
solution commune.

§ 6. Condition pour que la ™ famille du réseaw de droites soit un
Jaiscean de droites.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de rechercher & quelles
conditions supplémentaires doit satisfaire la fonction C' définie précédem-
ment pour que la #”¢ famille du réseau de droites sur lequel le réseau
considéré est «topologiquement applicable» soit un faisceau de droites.

Nous supposerons par exemple /i = 1 et qu’il existe une trans-
formation topologique répondant a la question.

Soit f'(u, v) = const. l'intégrale générale de l’équation:

o du-t+,de = 0

qui définit la premiere famille de courbes du réseau.

En effectuant au besoin une transformation projective sur le réseau
de droites, on peut supposer que les droites de la 1¢ famille (qui for-
ment un faisceau) sont des droites paralléles et prendre des coordonnées
cartésiennes dans le plan de facon que l'axe des y soit parallele & ces
droites. La transformation topologique considérée est alors de la forme:

z — F [f(u v)].
(40) y -y (v,
z —= 1. '

On voit qu’avec ce systéme de coordonnées, les équations de définition (13)
se simplifient et que l'on a:

(41) a; = 0, s = 0, a; = 0.
D’autre part d’apres la forme de la fonction x on voit que:

A1 (x) = 0, ou x; = 0, et par suite xs, = O.
Or d’aprés les équations (13) on a:

Tyz = Qg1 Xg. D’ou: zzy = (g1 + 0,) 73,
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et par suite:
(42) as,+o, = 0.

Si 'on effectue alors la «normalisation des coordonnées» les nouvelles
fonctions X (e, v), Y (i, v), Z(u. v) satisfont au systéme (16) dans lequel
les coefficients sont liés & ceux du systeme (13) par les relations (17)
qui, résolues par rapport aux « et «, dounent:

. 0,
a = b +27’ 5 \2 v
0y 1 11
o =B —b —— ("") + ’
g c ¢ G
Q13 = bm"‘*‘?y ¢ G o‘
0y G2 1 0% 12
43) @y = Bio—bs— —bu—+2—5—+—,
o, o G G c
azy = b21+7) o o \2
2 a
o = h—b Z—2(%)
62 ag g g
as = by +2‘;‘,

La relation (42) fournit alors la condition suivante:
a
bn+"‘1+‘o.l_ = 0,
ou en tenant compte de la valeur —(C'+ % w,) de bs; dans les équations (35):
o 2
»o'l- = C——3— Wy,
D’autre part les conditions (41), portées dans le second groupe d’égalités (43),

donnent une seule condition nouvelle.
Si en effet on fait e, = 0. il vient:

2
(45) Bi—b ot —2 (“—;) +

(44)

Oy,
g

= 0.

En rémplagant B par sa valeur en fonction de C et des invariants du réseaun
. c .
fournie par la premiére relation (36), et ‘o% par sa valeur fournie par (44),

on constate aisément que cette égalité est identiquement vérifiée.
L.a condition «;, = O donne:

0, O, (/]
12+ 1220'

3 O,
(46) ,3,3——1),27'——1)2, :+2 o? p

En tenant compte des valeurs de 8,3, b,2, be; dans les équations (37)

et de la valeur de '

fournie par (44) on trouve, tous calculs faits, la
condition:

@7 1, = 0.
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Enfin la condition «; = 0 donne:
— o[\ o
2( a) —+ bs

Oss s
g

48) .

—Bs.

Inversement supposons qu'il existe une fonction C'(u, v) satisfaisant aux
relations (39) et & la relation (47). Nous savons qu’alors le systéme d’équa-
tions de définition (35) est complétement intégrable et tout systéme de
solutions fondamental X (. ), Y (. ). Z (i, ¢) fournit une transformation
topologique appliquant le réseau donné sur un réseau de droites.
Effectuons sur ces coordonnées X1 Z la transformation

(49) r = oX, y = oY, z = dZ,

X, Y,Z étant solutions de (35), x,y,z seront solutions d’'un nouveau systéme
d’équations aux dérivées partielles de la forme (13). Je dis qu’'on peut
choisir ¢ de maniére & ce que, dans ce nouveau systéme, les coefficients
satisfassent aux conditions:

(41) a = 0, ;s = 0, ay = 0,
42)’ as, + o, = 0.

D’aprés ce qui a été dit dans la premiére partie de ce paragraphe
les conditions as;+ @, = 0 et «; = O imposent & ¢ les conditions (44)
et (48):
0y 2

. — C—gwl,
(48)’ Tss g, \2 gy
i 2( o') T b A

On vérifie sans peine que ce systéme est complétement intégrable en vertu
des relations (39) et (47): On peut donc toujours trouver une fonction ¢
satisfaisant & (48)". La condition «;, = 0 est alors vérifiée en vertu de (47)

o, . ~ . . g O- ’ . .
et la condition «, = 0 d’clle méme d’apres la forme de —7;—. ¢ étant ainsi

choisi, z, y, z sont solutions d'un systéme d’équations de la forme:

Ty = 1%y,
(13)’ Typ =— — 01 Xs,
T3 =— U,

Ce systéme admet évidemment la solution z=1. Je dis qu’on peut égale-
ment en trouver une solution de la forme: F[ (i, v)], c.-A-d. une solutionz
telle que z; = 412 = 0. 11 suffit pour cela de montrer que le systéme
suivant:
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Ty — 07
(50) Xy =— — W1 Xy d’Ofl X9y — O,
Tz — A2

est completement intégrable, car alors on peut toujours en trouver une
solution x telle que x; = 0. Or cela résulte des hypothéses faites sur C.
Ces conditions d’intégrabilité sont en effet:

1°) A5 Xy — A1 Xy, = O Ty — W A1,
qui est vérifiée d’elle méme.

o ! 1
2°) Ay Xgg— A X1y == Wy Lys— W1 Tss.

En remplacant xs; et z,, par leurs valeurs (50), il vient:

(B1) Ay as+ wyas + A5 0, + w0, = 0.
Or d’apres (43) on a:
Ay =— b2+2_ = C+ & "’2+2

Portons cette valeur dans (51): Il vient:

0'1 0'2

(1) Cit5 Alu,2+2“1’

Or en vertu de 44:

+C'm;+—-—w1 w3+ 2w, ~+Aga)1 = 0.

g, Ty, 0, 0y gs 0y o‘2 oy 2
A2(0‘) e +wr**—mg s — Aé(C-—'g—wl .
D’ou

012 0, Oy 2 Oy 2
%-————6—; = Cg————3~Aé(ml)—wl?+ng—gmlmg.

Si on porte cette valeur dans (51)' on obtient aussitot I'identité I, = O
qui par hypothese est vérifiée.

Si alors aux deux solutions z = F[f(u, v)] et z=1 du systeéme (48)
on ajoute une troisieme solution y(w,v) formant avec elles un systéme
fondamental, on obtient bien une transformation topologique répondant
4 la question. D’ou le résultat:

Un résecau étant topologiquement applicable sur un résean de droites,
la condition nécessaire et suffisante powr que la ™ famille de ce résean
de droites soit un faisceau s'éerit:

(562) I, = 0.




42 M. J. DUBOURDIEU

§ 7. APPLICATION. Conditions mécessaires et suffisantes pour que les deux

premiéres familles de courbes d’un réseau soient topologiquement applicables

sur deux faisceaux de droites, la troisieme jfamille de courbes étant
applicable sur une famille quelconque de droites.

On les obtient en écrivant qu'il existe une fonction C satisfaisant
aux relations (39) et de plus aux deux relations:

(53) I, =0, I = 0.

Ces deux relations entrainent immédiatement les relations (39). On est
donc ramené i chercher & quelles conditions les équations (53) admettent
une solution ¢ commune. Elles s’écrivent:

1

202+01+C(071+2w2)+‘§ = 0,
(63) X
201"*’02’!"0(0’2'*‘20)1)——-3— = 0.
On en tire:
C, =— —C’a),—]—%,
(54) i X
Cy = —Cmg——?)—_

Si on écrit la condition d’intégrabilité de ce systéme,
Cie— Coy = 3 C,— 0, (s,

on trouve en y remplacant C, et C, par leurs valeurs:
, 2
C(As 01— Af ws) = 3 (oy + )

c.-4-d. en vertu de la deuxieme relation (30):

(5b6) C = — w;.

Si done la transformation topologique cherchée existe, elle correspond
&4 une valeur de C bien déterminée. et par suite, comme on l'a vu au
§ 5 elle est clle méme parfaitement déterminée & une transformation
projective pres. Pour quelle existe il suffit d’aillewrs que la valeur (55)
de (' satisfasse aux relations (54) ce qui donne:

/ 1

A o5+ oy w3 — — 3
e g 2

(56) 1 Dou: 4, a)3+ wl =0,

Ay oy + w03 = 4+ =

Do
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Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes cherchées. Il peut
paraitre bizarre qu’elles ne soient pas symétriques par rapport aux indices
1 et 2. On rétablirait la symétrie en écrivant:

1
Ay 0y + w3 03 = -2—(Aé wy — A3 @),
AL o3 + 0, 03 = % (A3 01 — A7 o).

REMARQUE. La fonction € étant parfaitement déterminée d’apres (55)
on en conclut que les sewles transformations topologiques transformant
2 faisceaux de droites et une troisieme fumille de droites ne formant pas un
Jaisceaw en un réseau de méme nature sont des transformations projectives.

Cuaritre IV,

Groupe continu de transformations topologiques admises par un
réseau de courbes’).

Nous dirons qu'un réseau de courbes «admet» une transformation
topologique, lorsque cette transformation laisse le réseau invariant.
Nous savons déja que la condition nécessaire el suffisante powr qu'unm
réseaw de courbes admette un groupe transitif de transformations topologiques
est qu'il soit a confiqration heragonale. =

Laissant de cOté ce cas olt ¢ = 0, nous nous proposons dans ce
chapitre de rechercher a quelles conditions doit satisfaire un réseau pour
admettre un groupe continu de transformations. Soit

Uf = ¢(u, U)%]j w02

i ov

s

une transformation infinitésimale. Tout revient & déterminer s’il est
possible de choisir Uf de maniere que les équations différentielles
définissant les courbes du réseau. ou ce qui revient au méme les équations
aux dérivées partielles:

1) AL f = 0, Asf = 0, Az f = 0,

restent invariantes par la transformation Uf ou, comme on le dit encore,
admettent Uf.

) L'étude des transformations admises par un réseau de courbes a déja été
faite sous une autre forme par M* CArRTAN: < Annales de I'Ecole Normale, t. 25, 1908,
p. 78—83 . L'auteur y recherche les invariants de I'équation différentielle %’Z = f(x,y)
par rapport au groupe infini: &' = X (fonction arbitraire de x). y'= Y (fonction
arbitraire de 7). C'est, au fond. l'étude des réseaux de courbe sous la forme canonique.
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Or la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation linéaire
aux dérivées partielles X/ admette Uf est que la parenthése (X, U)f
soit proportionnelle & X f:

X, U0)f = 2. Xf.

Dans le cas qui nous intéresse, il est naturel de donner 4 Uf une forme
invariante en posant:

) Uf = a Aif+8 A2f.

On est alors ramené a rechercher s’il est possible de déterminer deux
fonctions de u et v, soit « et 8, de maniére & avoir:

(3) (-A;y U)f = A A;f; i =1,2,3.
Si I'on tient compte de la relation:
4) Ay A= A} A} = wj A;j— w; A},
on trouve ainsi:

(M) f = (N1B—Bw) A f+ (Ma+ Bw) Aif,

AU f = (Ase—awy) A f+(A38+ o wy) A5f,

— (A3, O f = (M1+ A5, O f
= (MB+AB—Bwitawm) Aif
+ (Mot Ao+ Bwo—a wy) A1f.

Les conditions (3) donnent alors les relations suivantes:

A{ﬂ = ﬂmly
5) Ao = oy,
Ale—aw, = A,8—Bws.

On a ainsi pour déterminer a et 8 un systéme de 3 équations linéaires
aux dérivées partielles, dont il faut étudier les conditions d’intégrabilité.
Si 'on pose

Aie—aw; = C,
on voit immédiatement que « et 8 doivent satisfaire aux systémes suivants:

(6) {/l{a - am1+07 A{ﬁ = Bwly

!
Mya = aa, © | T — poric.
Nous conviendrons de poser dans ce qui suit:

AC = G, AAC = Cy.
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D’aprés la formule (4), le systéme (6) sera complétement intégrable si
la relation:
Al Ay — Ay A = wo A0 — w1 A5

est identiquement satisfaite en tenant compte des équations (6) elles
mémes, ce qui donne:
« (/’1’ (1)3'—.//'50)1) = (Jg,

et en tenant compte de la deuxiéme formule (30), Chap. I:

(7) a = (5.
En opérant de méme sur (6)’, il vient:
(7)’ B = —(1.

En portant ces valeurs de « et 8 dans (6) et (6)’, on voit que C doit
satisfaire aux équations:

Cy = sz1+c, Cy = Coy,

(8) Coy = Cy @s , Coy = Ciws—C.

Tout revient donc & déterminer dans quels cas ce systéme admet une
solution C' et pour cela il suffit d’en écrire les conditions d’intégrabilité.
En vertu de (4) on doit avoir:

Cia— Oy = 030 — @ Cy.
D’olt en tenant compte des équations ¢8):
9 C = ws (y — 0, Cs.
Si I'on tient compte de cette relation, le systéme (8) se réduit a:

Cy = o, (y, Cyy = o, Cs;

10
( ) (Jlg — w201, ng B (11202.

En appliquant 'opérateur i & (9) et tenant compte de (10) il vient:
Ci(Aiws—1) — Codioy, = O

et comme A1 ws — A2, = 1, on a ainsi:

(11) CiAs0, —Cy A1y = 0,

De méme en appliquant & (9) lopérateur 13, il vient:

(12) C, Ay ws — Cy A1 w3 = 0.

Pour que Uf soit une véritable transformation, il faut que ¢ = C; et
B = — (; ne soient pas tous les deux nuls. ce qui exige que les

4*
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équations (11) et (12) admettent pour C, et C; des solutions non toutes
nulles.

Remarquons tout d’abord que les coefficients de C, et C; dans (11)
et (12) ne peuvent pas étre tous = 0, car on aurait:

A wy = A0, = 0,

ce qui est impossible en vertu de la deuxieme identité (30) du Chap. I.
Supposons d’autre part que les coefficients de l'une des deux in-
connues, C, par exemple, soient == 0.

ALw, = 0, Arwy =0 avec Moo, ¥ 0, A5w3 F 0.
On déduirait alors de ces équations:
C, = 0 et par suite (3 = 0.

Or la troisitme équation (10) devant étre vérifiée, on aurait:

o, C; = 0.
On en tire soit o, = 0, soit C; = 0. La premiére hypothéese est a rejeter
car on en déduirait 45w, = 0, ce qui est impossible puisqu'on a déja
Arwy = 0. Quant & la seconde elle est aussi & rejeter puisqu’on

a déja €, = 0.
On peut done supposer que dans les relations (11) et (12) les co-

efficients de C, et C; sont F 0. Ces relations se mettent alors sous
la forme:

(oA A7 o, A1 wg
(13) —F — /Il ] /’I .
2 2 0 2 g

La seconde de ces égalités exprime que le déterminant fonctionnel de
w; et wy est nul. On doit donc avoir une relation de la forme

(14) 0y = F(w;).

La premiére égalité (13) exprime de méme que C est une fonction de o, :
(15) = ¢ (m,).

Exprimons que cette fonction satisfait aux relations (9) et (10). De (15)
on tire: d
(16) C = ¢ Mo, C, = ¢ Are, avec ¢ = t4

dw, ’

En portant ces valeurs dans (9) il vient:

(17) o = ¢ (o9s M0y — an Ay o).
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D’autre part en dérivant (16) et portant les valeurs de Cy,, Ciz, Cse
ainsi obtenues dans les relations (10) on obtient les 3 relations suivantes:

9’” (Ao, ) - 93,["’1 Aoy — Ay -Tioy].
(18) ¢ [ Aoy Sr01] = ¢’ |0y fiw,— A Aran],
o' (A w,|® = ¢ (wg Ahao,— My Arm].

En égalant les valeurs de 5;, fournies par les deux premiéres relations

(les coefficients de ¢’ sont 4 0), on est conduit & 1'égalité:

(19) — Asew, M A0, F -1y s, = — {0, A1-150,+ 0 (A1 ®,)>
Or on a:
A Ay, = Ay A0, F w0y A0, — 0, As 0y,

Et en portant cette valeur dans (19) on obtient la condition:

!
AL A oy Ay 0y — Ay M) M, = O,
ou:

20) A1 (Aro)) Az (A oy)

/ ’ - O
—/]lwl /120)1 !

ce qui exprime que /)w; est fonction de w,:

21 Aoy, = F (o).

4

De méme en égalant les deux valeurs de q), fournies par les deux derniéres

relations (18), on obtient la condition:

/ ’ ’ U
— Ao, A A 0, 0y A0y Aoy = — M My A3 0+ w3 A0y A0y,

Or en vertu des relations (13) les coefficients de w, dans les deux membres
sont égaux. D’ol I'égalité:
20y (S B |

' ’
| A [ON Aq [ON

’

qui exprime que 75w, set fonction de oy:

(2y) Aroy = Fy(w)).

”

Il resterait enfin & vérifier que la valeur de 27 ainsi fournie par les

9
équations (18) est égale a la valeur obtenue en dérivant 1'égalité (17) qui
définitg. Cette vérification s’effectue sans difficulté en tenant compte de (20)
et (20).
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En définitive si les conditions (14), (21) et (21)’ sont satisfaites, ce
qui entraine que tout invariant absolu du réseau quel que soit son ordre
soit fonction de l'un d’eux ,, il existe une fonction C et une seule satis-
faisant aux équations (8): Le réseau admet un groupe continu & un para-
metre de transformations topologiques. Ces résultats sont résumés dans
I’énoncé suivant.

La condition nécessaire et suffisante powr qu'un 1ésear qui n'a pas
la configuration heragonale admette un groupe continu de transformations
est que tous ses wmvariants absolus soient fonctions de Uun d'entre eux,
w; par exemple. Le résearn admet alors um groupe a un paramétre, dont
la transformation infinitésimale est:

Af S

Aoy A

(22) 9’

:0,

ot ¢’ est une fonction de w;, définie par Uéquation:

23) 7 _ !

! ! .
[ wp A 01— w1 A3 0y

Le second membre est une fonction de o, et ¢ se détermine par une
quadrature & un facteur constant prés qui ne change pas le groupe
continu défini par la transformation infinitésimale (22).

REMARQUE. [.équation (22) permettrait de démontrer aisément que
deux quelconques des trois familles de courbes du réseau forment avec
la famille des trajectoires du groupe & un paramétre, un réseau 3 con-
figuration hexagonale.

Cela résulte d’ailleurs beaucoup plus simplement des considérations
géométriques élémentaires suivantes.

Soient deux familles de courbes
C, et C, et un groupe & un parametre
laissant ces familles invariantes. Dé-
signons par 7' les trajectoires de ce
groupe. Nous allons montrer que le
réseau ((y (> T) est a configuration
hexagonale.

Considérons en effet les 3 courbes
Cy s T' qui se coupent au point O
et un point P, sur Cy. Soit P, le
point d’intersection de la courbe Cf
et de la courbe T passant par D,
11 existe alors ume transformation finie 7' du groupe considéré qui fait
correspondre P, & P,. Nous désignerons par 7'(.1) le point auquel cette

Fig. 6.
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transformation fait correspondre un point quelconque A. La trans-
formation 7' laissant invariantes les familles de courbes C, et C;, on en
conclut que les sommets suceessifs du contour polygonal Py, P, Py Py P, P;
(Fig. 6) formé de courbes (), et T satisfont aux relations:

P =TF), P =1T0), P=T®FP), 0= ITF).

Les points O et P, étant sur une méme courbe C,, il doit en étre de
méme des points P; et P; dont ils se déduisent par la transformation 7,
ce qui prouve que le réseau (C,C,T) est a configuration hexagonale.

Considérons alors un réseau (Cy (s () admettant un groupe continu
a un parametre de transformations topologiques dont les trajectoires
seront désignées par 7. Le réseau (C,(,7) est a configuration hexa-
gonale et peut étre par suite topologiquement appliqué sur 3 familles
de droites paralleles. Cette application étant réalisée, il est évident que
les transformations 7' ne peuvent étre que des translations parallelement
a une direction fixe. La troisi¢tme famille de courbes (; devant rester
invariante, est constituée par des courbes se déduisant de l'une d’entre
elles par ces translations. Le réseau proposé peut donc étre représenté
analytiquement par les relations:

. = const.. v = const.. —% = ¢u-+v).




DEUXIEME PARTIE.

Réseaux de surfaces.

CaariTrE I.
Invariants des réseaux de surfaces.

Considérons dans I'espace un réseau de surfaces, c.-a-d. 1'ensemble de
4 familles 2 un parameétre de surfaces que nous supposerons dans le
domaine ot nous les considérons, continues et dérivables aussi souvent
que cela nous sera nécessaire. Nous nous proposons dans ce chapitre
d’étudier les invariants d’un tel réseau par rapport a une transformation
ponctuelle quelconque.

§ 1. Les wmvariants relatifs m, et Uinvariant absolu .

Nous imaginerons les 4 familles définies dans un systeme de co-
ordonnées curvilignes quelconque u, v, w par 4 relations différentielles
S;=0(G=1,2,3,4) ou les S, sont des formes de Pfaff,

¢)) S, = ¢, (u, v, w)ydu-+ Y, (u, v, w)dv+ 0, (u, v, w) dw

dont les coefficients satisfont aux conditions d’intégrabilité:

oy, 86\ aol‘_a%) (8%___3_111‘2)t_
@) 9”(aw Bv)_*_%(au dw + 6 ov du = 0.

La condition {2) est nécessaire et suffisante pour que 'équation S, =0
représente une famille 4 un parameétre de surfaces: Nous désignerons
une surface de cette famille par 5, et la ligne d'intersection de deux
surfaces S, et S; par L.

Les formes S, n'étant définies qu’a un facteur prés, on peut sup-
poser qu’'on les a choisies de maniere & vérifier 'identité:

(3) Si+8:4+8S4+8 =0
ce qui entraine:
4 t
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Nous poserons:

lo: 9 9k
Vi Y Y| = (99 9x)-
6; 6, 6

Des relations (4) on déduit alors:
(5) (91 92 93) = — (92 93 95) = (95 95 91) = — (95 91 92) = D + 0.

Les S; étant supposées «normalisées» de maniére & vérifier la relation (3), on

ne peut plus les multiplier que par un facteur commun A (u, v, w). Comme

pour les réseaux de courbes, nous aurons donc a former les invariants

des formes S, par rapport aux deux groupes de transformations suivants:
1°) (T) Changement de variables.

= u{ v w). 2 ( )

_ w, U, w

6 = r )W == '__,—,_,_'

® v=rlow), D =0T )
w=w{ w).

2°) (I'*) Multiplication des S; par un factewr commun A4 O.
(7) S;‘ == )"Sﬁ ‘f’;k = ;'?i’ ‘p;k - ll/f,v Gi'k = 101'

De la condition d’invariance S; = S;, on déduit:

- au
p; = + Wi — 8?( + Bu
0 0
®) wi=y “+% =+ 6=,
’ a a ]
0; = 3(— + !/’z + n
D’out: _
()] D =9%9.D, D*= A%D.

Considérons alors les opérateurs différentiels:

@i Yr; 6,
1 . W; 0;
(10) dy= o -"i’; A

ou v ow

4,j=123,4,

qui satisfont aux conditions suivantes:

an Ay i = 0,
12) A1+ Aipgo+ 1ii3 = 0,
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d’ou il suit que tous les .; peuvent s’exprimer linéairement au moyen
de 3 d’entre eux, par ex. -1y, A3, A>3. Ces opérateurs se transforment
par 7 et T* d’aprés les formules:

(13) "ZJ' = Ay, ‘I;kj = ]T/Iij-

Soit f(u, v, ) une fonction quelconque. -;;f est proportionelle & la dé-
rivée de f suivant la direction de la ligne L;;. Par suite si f;(u, v, 1) = const.
est 'équation d'une surface §,, étant donné que les lignes L,; et Ly ayant
un point commun avec cette surface sont tout entieres situées sur elle,
les expressions 7, f:; et 1, f, sont identiquement nulles. Cela revient &
dire que le systeme d'équations linéaires aux dérivées partielles:

Ay f =0, A f =0
est un systéme complet, de telle sorte que la parenthése
(14) (Ayj Ag) = Ay Age— Ay, Ay,

qui est un nouvel opérateur du premier ordre, est de la forme:

(15) (AyjA) = oy Ay — gy Ay,

En vertu des relations (12) on vérifie aisément que 'on a:
(16) (Aiit1y Aiit2) = (Aijite, Aiivs) = (Liirs, Aiit1) = A;.

Oun obtient ainsi 4 nouveaux opérateunrs .1, A Ay A, et on a Uidentité
suivante par rapport aux c;:

C1 Cs Cs
(7). (ateatea)i= | ey @i @igs |
A1 Aigye Aiiis

Des relations (12) on déduit sans peine que les «;; satisfont 4.1a relation:

(18) o ir1+ et gy = 0
et les A; a:
(19) Ay — Ay 4 Aiyo— Aipg = 0.

Si dans cette identité on remplace les .7, par leurs expressions (17) en
fonction des -7, et que dans l’expression ainsi obtenue on exprime les
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A au moyen de trois d’entre eux indépendants, par ex. -f;ii1, Aiite,
Ait14+2, on obtient pour les «; 'identité suivante:

(20) Cip1it o oss = 0.

En désignant par 1; et F les transformées de -7; par T et T* on déduit
aisément des relations (13) les propriétés suivantes:

- 1 1 1
21) A4, = A;, xl;k = F‘Jz——[—z—a A5 ().)] -’hk‘*‘[‘z@/]ik(l)]/lﬁ-

On définit les transformées o, et «f de «, comme il suit:

) L)
A = ay Ay — aw Ay,
(22) { * ¥ % k%
Ai = eojj A — oy Aij
et de (21) on déduit alors:
— 1 1
(23) o = &ij, a;kj = Taij— F./fij ).

Si on forme alors les expressions symétriques:

(24) Ty = i+ @i,

on voit en vertu de (11) que ce sont des ‘nvariants relatifs. On a:

— 1
(25) X = 7Ty, "Z; = Tn’ﬁ.

Des égalités (18) et (20) on déduit aisément les relations suivantes:

(26) {”i,i+1 = TUiyo,t+8, TUiite == T0it1,i48,
(27) i, i41+ T ite + iits = 0,

ou plus en détail:

(26) {"12 = Tlg4, T3 = Tbgy4, T34 = Thss,
(27)I e+ w3+, = 0.

Par suite il n’existe en fait que deux invariants n; indépendants. Si
tous les 7r; sont F O, on obtient un znvariant absolu en formant le
quotient de deux d’entre eux, par ex.:

M9

(28) ™=

T3
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§ 2. Réseaux a configuration octogonale.

Les m; étant des invariants relatifs, les équations m; = 0O sont
invariantes et doivent par suite exprimer une propriété géométrique du
réseau. Nous allons en effet démontrer la proposition suivante.

THEOREME A. La condition nécessairve et suffisante pour que les lignes
Li i1 et Liyo v engendrent une famille de ' swifaces sur chacune
desquelles elles forment wun «systéme coordonnées», est que Uon ait
identiquement:

(29) TCi 41 —— Tp42,0+3 — 0.

En effet pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le systéme suivant
d’équations aux dérivées partielles:

(30) Aiir f = 0. Aigoivsf = 0

soit un systéme complet. Car alors f étant la solution générale de ce
systeme, on voit que le long de toute courbe L; ;41 ou L;iz 43 ON a

= const. ce qui exprime que ces courbes sont tout entieres situées
sur les surfaces de la famille & un paramétre f° —= const.

Par suite, la parentheése:

| = (1i541, Aigo,irs) = A;j— Az

doit pouvoir s’exprimer sous forme d'une combinaison linéaire de -7; ;1
et ;s :r5. En développant 4, et .14, d’aprés (17) et exprimant cette
condition on trouve la condition (29) c.q.f.d.

THEOREME A'.  De méme on montre aisément que

(31) Tiqe == M 1,48 — 0

est la condition mécessaire et suffisante pour que les lignes Li it et Liyq,i+8
engendrent une famille de ' surfaces.

Or en vertu de l'égalité (27) mys = m,, = O est une conséquence
immédiate des égalités my, = gy = 0 et m3 = 7y, = 0. D’ou la
proposition:

THEOREME B. 8¢ les deux couples de lignes (Lys, Lay) et (Lys, Lgs)
engendrent deux familles @ un paramétre de surfaces, les lignes (Lyy, Lss)
engendrent elles aussi une troisicme famille de oo surfaces.

Nous désignerons sous le nom de «résean a configuration octogonale »
tout réseau formé de 4 familles de plans paralleles (divisant par suite
I’'espace en octogones) ou bien tout réseau qui s’en déduit par une
transformation topologique. Kn d’autres termes, ce sont des réseaux tels
que par un choix convenable des coordonnées. on puisse représenter
leurs 4 familles de surfaces par les équations:
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(32) u = const., v = const., w = const., ¢{ = const.
avec

utvt+wt+t = 0.

Des propositions A et A’ on peut déduire le théoréme suivant.
THEOREME C. Les identités myy =
les réseaux  configuration octogonale.
Prenons en effet les trois premiéres familles du réseau comme surfaces
de coordonnées:

Ty = myy = 0 caractérisent

u = const., v = const., w == const.,
et supposons la quatriéeme famille définie par 1'égalité:
S (. v, w) = const.

Si la relation 7, — 73, = (O est satisfaite, on sait en vertu de (A) que
les lignes L,; et Ly, engendrent une famille de surfaces ce qui revient &
dire que f doit satisfaire & une relation de la forme:

Fy (u, v) = Fy (w, f).
D’ou l'on conclut:

Ju P ; \ o9
e = m ) = —,
I 7, (u, v), ou @, ™
De méme on conclut de ;3 = 0 et 733 = 0 & des relations de la forme:
So Ju
L = Yy, w = = @ (u, w).
‘f‘u- ( b )7 j:w ( ’ U)

D’ont suit:
O, w) = @ (u,v) - ¥, w),

égalité qui n’est possible que si @, ¥, O ont les formes suivantes:

U v U
—_— ) = — o) — —
Vv u W’ © W’

QO —
ot UV W sont des fonctions respectivement des seules variables u, v, w.
La quatrieme famille du réseau est donc définie par 1'équation:

L’Yd?t-‘*— Vdi'—]l— I’V{lu; = 0,

et par un changement de variables évident, on peut ramener le réseau
a étre représenté par les équations (32).

Inversement d‘ailleurs pour tout réseau a configuration octogonale
les conditions figurant dans les Théoremes A et A’ sont évidemment
satisfaites en sorte que tous les -, sont nuls.
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Des propositions 4, A’ et ¢ on déduit le théoréme suivant di &
Monsieur Blaschke.

THEOREME D.  Les réseaux a configuration octogonale sont caractérisés
par la propriété que les lignes d’intersection de lewrs surfaces se répartissent
en «systémes de coordonnées» swr 3 familles de surfaces formant elles-
méme un <«systeéme de coordonnées» dans ['espace.

Cependant en vertu de la proposition (B) on voit qu'une condition
suffisante pour caractériser un résean & configuration octogonale est que
deux couples seulement de lignes d'intersection ([Ly., Lss) et (Lys, L)
par ex. engendrent deux familles de surfaces. Nous donnerons au chapitre
suivant une démonstration purement géométrique de ce fait.

§ 3. Nouveaux invariants powr les réseaux dont les 1wy
ne s’annulent pas tous.

Nous considérerons maintenant des réseaux pour lesquels les 7z;; ne
s’annulent pas tous, et nous allons montrer comment on peut former
pour ces réseaux un systeme complet d’invariants d’ordre supérieur.

Tout d’abord on peut former un systéme d'opérateurs absolument
invariants .7;;. 11 suffit de considérer un des invariants m; qui soit

différent de zéro et de former:

, 1
(33) My = —— .
Tap

Si tous les 7y sont F O il sera naturel de poser:

, 1
(33) Ay = Ay

D’autre part n étant un invariant absolu, on voit que les expressions
A3(m) constituent des invariants absolus dont 3 seulement sont in-
dépendants.

Invariants relatifs o;.
Par ailleurs on déduit aisément des relations (23) que les grandeurs:

(34) 0i = Aij(oty) — Ayc(ety)

se transforment par 7 et T* de la maniére suivante:
- * 1

(35) 0; = ¢ 9; = ng'

On obtient ainsi 4 nouveaux invariants relatifs en posant identi-
quement par rapport aux c¢;:
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(9 Ca C3
(36) (crtestes)oi =| Aijiyr Aijive Aijiys

;41 Ciite O i3

ou les fleches indiquent que dans le développement du déterminant on
doit considérer les ./; comme opérant sur les c;;.

Ces 4 invariants relatifs ne sont d'ailleurs pas indépendants, et
en tenant compte des identités (18), (19) et (20) on démontre aisément
I'identité:

(37) 01— @+ oes—eo = 0.

Considérons une surface S;. Les trois autres familles du réseau
découpent sur cette surface 3 familles de courbes Ls;, L, L;; formant
sur S; un réseau de courbes que nous désignerons par FE;. Ce réseau
est représenté analytiquement par le systéme des trois équations difté-
rentielles .4y —= 0, 1 = 0, ;3 = 0 out 'on suppose u, v, w liées par
la relation S; = 0. On a d'ailleurs

An+ A+ Ay = 0

de sorte que l'on a ainsi une représentation du réseau de courbes R;
analogue & celle que nous avons envisagée dans 'étude des réseaux de
courbes'). Les formes /i1, A, A correspondent aux formes 7, A, Ay,
Iopérateur .4, & l'opérateur .7; les «;; correspondent aux expressions g,
de sorte que l'invariant ¢; défini par la formule (36) ci-dessus n'est pas
autre chose que l'invariant ¢ qui correspond au réseau ;. De ce qui
a été dit a propos des réseaux 2 configuration hexagonale résulte la
proposition:

THEOREME. La condition 0; == 0 exprime que le réseauw R; est un
réseau  conmfiguration hexagonale.

D’autre part les invariants relatifs ¢; étant liés par I'identité (37),
si 3 d’entre eux sont nuls, il en est de méme du quatrieme. Dol

THEOREME K. S¢ sy 3 des famidles de suifaces diu réseau, les résequx
de courbes R; correspondants sont a configuration hexagonale. les réseaux
tracés sur la quatricme famille de surfaces sont aussi a configuration
hexagonale.

Des invariants relatifs o; on déduirait de nouveaux invariants
absolus en les divisant par le carré d'une des quantités 7r; non
nulles.

) Cf. Chap. I, 1i¢ Partie, formules (13):, (18),.
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Invariants relatifs oij,nk-

On peut encore former d’autres invariants qui nous seront utiles
par la suite, en considérant les formules (23) et formant les expressions:

(38) 0ijne = Aij (7tn) — eij TOhr.

On vérifie sans peine les lois suivantes de transformation de ces quantités
par T et T*:

(39)

o —_— K —_— -
Ciinie — Qi nno Qjuk = 72 Qi hk-

Ce sont donc des invariants relatifs, et les égalités (18), (20), (25)
permettent aisément de montrer qu’ils sont liés entre eux par les relations
suivantes:

Qij,nke = 0ij,kh,

0ij,hk+ Qji, e = — Tij e,
Qij,hh+1 = Qij,h{2,h+8,

(40)

Qij, il 2 == Qij,ht1,h+3

Qii4 1,1k + Giito,nk + Qiits e = O,

0ij,hn+1 —+ 0ij, nh4-2 + 0ij,hhts = O,

d’ou T'on conclut que les g, peuvent tous s’exprimer en fonction de
6 d’entre eux et des my;.

Or un raisonnement analogue & celui que nous avons fait & propos
des réseaux de courbes montre qu'il ne peut pas y avoir plus de 6 in-
variants du troisitme ordre indépendants. Par suite les invariants
relatifs .7;; () et o; doivent pouvoir s'exprimer au moyen des o, nk.

On démontre en effet sans peine la relation:

1 1y () — Ay (o) — ] —
(41) Ay () = Ay ) ;i;[”;fd‘eij,aﬁ Tap Qij,yal-

Pour trouver l'expression de ¢; en fonction des ¢;,»x nous considérerons
I'identité de Jacobi bien connue:

'

42) (A (A5 An)) + (Ayj (Mg A)) + (Aa (Ajre A1) = 0.

Grace a la formule (15) on peut exprimer le premier membre de
cette identité comme combinaison linéaire de -7, A, Aj. et ces trois
opérateurs étant linéairement indépendants, les coefficients de la com-
binaison ainsi obtenue doivent étre identiquement nuls. On obtient de
la sorte la formule suivante:



SUR LES RESEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 59

(43) A (o) — A g @) == oy g — oy i

De 14 on déduit aisément les résultats suivants:

Asj (i) — Ay (@) = A () — Agj (@) — A (7055) + A (i),
ou
(44) Ay (o) — A (@) = 04,ik — Oik,ij
et par suite:

(45) 0i = Qiit1,ii+2 — Qii+2,4i+1 — 0Oiit2,ii+3 — Qii+3,ii+2
== Q4i+48,ii+1 — Qii+1,4i+3.
THEOREME. Les deux égalités mjj = 0 et ¢o; = O entrainent la
troisiéme égalité o = 0.
Supposons par exemple que l'on ait:
T — O, 91 e O-
On en déduit:

013,12 = Ay (713) — 013 T = 0.

L’égalité (45) donne alors la relation:

(45)’ 01 = 012,13 — 018,12 = C@12,18.
De méme on a:
(45)" 02 = Q21,23 — 023,21 == 021,28,

Or, on peut écrire en vertu des égalités (40) et des hypothéses:

02 == Q21,28 = — 021,21 021,24 = — 021,24 = ~— 021,18 = Q12,18 +7l’127113 == 012,18.
Si ¢, = 0 l'égalité (45)’ entraine

012,13 = 0
et par suite on a:
g =0 e q. f. d.

L'interprétation géométrique de ce théoréme est évidente. T1 exprime que
si les lignes Lys, Ls, engendrent une famille & un paramétre de surfaces 7
et si les réseaux R, découpés sur les surfaces S, par les surfaces des
3 autres familles sont a configuration hexagonale, il en est de méme des
réseaux R, découpés sur les surfaces S, par les surfaces des 3 autres
familles.

Géométriquement cela résulte du fait que la congruence de courbes Lg,
établit entre une surface S; quelconque et une surface S, quelconque une

5
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correspondance ponctuelle telle qu'au réseau F, tracé sur S, correspond
le réseau R, tracé sur S;. Si le premier est & configuration hexagonale,
il en est forcément de méme du second.

Invariants absolus 03 nk.
Des invariants relatifs g;,: on déduit des invariants absolus en les
divisant par le produit de deux des 7z; non nuls. Si tous les 7;; sont $0
il sera naturel de prendre:

1 o;
l.. pr— ‘—— e pr— ,.. a— —i
(46) Oij k. = p— Qij,ne = Ai;10g (tnr) ——

Si l'on pose A3 = —— Ay, on vérifiera sans peine les formules:
%

47) (M Afg) = Ay Ayge— Ay Ay = 01, ij A3 — 045, i1 Ak

Méthode générale pour obtenir des invariants d'ordre supérieur.
! 1

D’une maniére générale, de tout invariant absolu 7’ on peut déduire
de nouveaux invariants d’ordre plus élevé en appliquant & 7’ les opérateurs
invariants .7;;.

Un autre procédé pour obtenir de nouveaux invariants est le suivant:
Soit 7 un invariant relatif se transformant par 7' et 7* d’aprés les
formules suivantes:

(48) I1=1, I* = —11;1.
On forme les quantités:
(49) LJ= Au(l)——navf
et on vérifie aisément:
— 1
(50) L= I, Ii= 5ty

On a ainsi des invariants relatifs d’ordre supérieur et on en déduit les
invariants absolus suivants: '

1 1 e
(51) Ij = “‘“"’TIij:/’iJ’(_‘T +£.
e ] I

Par cette méthode, on obtient par exemple les invariants absolus suivants
du quatriéme ordre:
(52) 0 = Aj (

oot

’
i
qui satisfont aux conditions:
(53) wii+1 1 wiite + wiits = 0.
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Les trois invariants e ,+1, .12, @.,+3 Ne sont autres que les invariants
o W wg du réseau de courbes R, découpé sur la surface S, par les sur-
faces des 3 autres familles.

§ 4.

De méme que pour les réseaux de courbes, on peut considérer une
représentation particuliére d'un réseau de surfaces, obtenue en prenant
trois des familles comme systéme de coordonnées wu, ¢, w, la quatriéme
famille de surfaces étant alors définie par 1'égalité f(u, v, w) = const.

Représentation canonique d’un résean de surfaces.

On obtient ainsi:
S = —fudu  + * 5 o= —fu, Y1 =0, 6, =0;
(54) S2: * _.ﬁ’ d'U * 5 9’2207 qlizf"n 0220;
3 = * * —fudw; 93 =0, Ys =0, 03 =—fu;
Si=  Sfudutfodvtfoudw; oo =fu, Yi=/fo, 0s= fr.
D’ou 'on déduit:
1 0 1 0 1 0
D= T e T A e f o
1 0 1 0 1 0
(55) A= b A= e
1 9 1 9 1 9
T = T w . TS e T A ou
et p
. fvw — vw =0
(23T ﬁ}fw (5% ,f;:fw ’ @4 ]
— f“w =0 =___.ﬁ‘.7.0__
093 = ﬁ‘ﬁ” Gy ’ 03, fufw ’
(56)
s — 0 g — S gy — — S
34— Y, 31 fuﬁ) ’ 32 fufv ’
o fuw f“”_ a‘):__f_“”____f_% g == ﬁ’L_ fuw .
T fufe  Sufo ' FT fufe fofw Sofo o Sutw
On en conclut: P
10
T == TTgy = Fe B lo gf“
_ 1 0 Jw
6Y9) TTeg == Ty = T B log <=~ fo
1 2
Ty = ”24=7 —l g;:

De méme que dans le plan on voit que la forme des égalités (54)
se conserve quand on effectue les transformations suivantes:

5*
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(T*) Changement de la fonction f(u, v, w):
(58) S* @, v, w) = F[f(u, v, w).
(T) Changement de paramétres u et v:
(59) u = u(u), v = v (), w = w(w).

On peut alors utiliser ces deux séries de transformations pour
obtenir une représentation du réseau telle qu'en un point déterminé O
de V'espace les dérivées de la fonction f(u, v, w) satisfassent aux con-
ditions suivantes:

(60) Sow=1,  fur= fuw= fuw=+--+++ = 0,
et de plus:

2?:1, z?u: 1?uu="'=0’
(61) fvo =1, 121 = v(:nv = - = 0’

1?' =1,. 121# = uo)u‘w = ... =0.

Ces conditions étant réalisées, les transformations 7'* et 7' qui permettent
de les obtenir sont absolument déterminées, de telle sorte qu’il est,
impossible de particulariser davantage la représentation analytique du
réseau au point O. Nous donnerons & cette représentation le nom de
«représentation canonique au point O». Elle permet de fixer le nombre
d’invariants absolus des différents ordres: C’est celui des dérivées des
différents ordres de la fonction f dont les valeurs au point O ne sont
pas déterminées par les égalités (60) et (61). On voit donc qu’en
général il y aura: un seul invariant absolu du 2° ordre (fu.), 6 invariants
absolus du 3° ordre (fun, ficws Sirw s Srows Surw, Sran) €t ainsi de suite.

Il peut étre commode pour conserver plus de symétrie aux résultats
de considérer une «représentation semi-canonique» au point O, pour la-
quelle seules les conditions (61) sont réalisées, ce que 1'on obtient en
choisissant un systeme de parametres w, v, w0 qu'on peut interpréter de
la maniere suivante:

Les surfaces de la quatrieme famille sont définies par 1'égalité:

(62) S, v, w) = C,

qui fait correspondre 4 chaque surface de cette famille un nombre C.
Les conditions (60) n’étant pas supposées réalisées, on peut d’ailleurs
faire subir & (" une transformation quelconque:

(63) ¢ — f(O),

de sorte que la correspondance entre les surfaces de la quatrieme famille
et C est tout a fait arbitraire.
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Soit Cp la constante correspondant a la surface S4° passant par O
et C la constante correspondant & la surface Sy passant par un point
quelconque P sur la ligne L3 (v = const.. w = const.) issue de O.
Pour obtenir une représentation semi-canonique en 0, il suffit de choisir
comme valeur du paramétre « au point P la valewr C—(j,, la méme
définition étant valable pour les parametres v et e« sur les lignes L
et L_?g, Les coordonnées g vy twy du point O sont alors nulles, et si
I'on considére 3 points P (i, 0,0) Q(0.¢.0) R (0,0.w) situés aux points
d'intersection des lignes LS, L LY issues de O avec une méme surface Ss,
on a pour ces 3 points:

(64) =9 = w = C—0Q.

§ 5. Interprétation géomélrique des imvariants my; et 7.

Soit (b la constante qui caractérise la surface S; passant par O
et Co+doC la constante correspondant a une swrface S; infiniment
voisine de Si. Les lignes L3 Li» Lis issues de O rencontrent Sy en des
points P, @, B. Counsidérons la ligne L, issue de R et la ligne L
issue de : Ces deux lignes situées sur la surface S, passant par O se
coupent en un point 4,. De
méme la ligne L.; passant
par @ et la ligne L;» passant
par P se coupent au point A,;
la ligne Lis issue de P et la
ligne Los issue de R se cou-
pent au point A;. Nous
désignerons par Cy—+d,C,
otde C, Co+ds (7 les va-
leurs de € correspondant aux
surfaces de la quatrieme fa-
mille contenant respective-
ment les points 4, 4, As. Sion
a pris au point O une re-
présentation semi-canonique,
on vérifie sans peine les Fig. 7.
égalités suivantes.

[4C = 2dCtfoe@oCY+ -,
(65) { d: C = 2d, C+.f1?u' (do C)2+ )
l dsC = 2do C+ futr (doC)P*+ ---.

Or dans cette représentation les invariants relatifs 7;; ont les valeurs:

— F£0 __ £0 — £0 __ £0 — £0 __ £0
(66) Ty = Jow ww?  Tos uw w  Tig uv vw®
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On a donc:
L. diC—dC e deC—dsC . deC—d,C
(67) me= Lim oy » M= km g oy = im TG e

et par suite:
T2

___ "t . dlc_‘dgo
(68) "= TTag o dIolclgo d:C—ds C°

Si on effectue sur €' la transformation (64) on voit que les 7;; sont
multipliés par un méme facteur, tandis que @ ne change pas, ce qui
correspond bien au fait que les premiers sont des invariants relatifs,
tandis que st est un invariant absolu.

En particulier, si tous les i;; sont nuls, on voit que les 3 points
Ay A; Ag sont situés sur une méme surface de la quatrieme famille.

CuariTre IL

Etude géométrique des réseaux a configuration octogonale.

Dans ce chapitre nous considérerons un réseau de surfaces comme
formé par 4 familles de surfaces absolument quelconques, assujetties & la
seule condition que 3 quelconques d’entre elles forment, tout au moins
a lintérienr du domaine ol nous les considérerons, un ¢ systéme de co-
ordonnées », c.-a-d. soient topologiquement applicables sur les plans o, y.2
== const. d'un systéeme de coordonnées cartésiennes. De méme quand nous
dirons que deux congruences de lignes engendrent une famille & un para-
metre de surfaces. il restera entendu que cette famille est topologique-
ment applicable sur une famille de plans paralleles, et de plus que sur
chacune de ces surfaces les courbes considérées forment un «systéme de
coordonnées », c.-a-d, sont topologiquement applicables sur deux familles
de droites paralltles.

§ 1. Démonstration géométrique de la proposition B.

Conservant les notations utilisées dans le chapitre précédent, nous
considérons un réseau de surfaces satisfaisant aux conditions suivantes:

a) Les lignes L, et Lg, engendrent une famille & un parametre de
surfaces, soit :7,:

b) Les lignes L,3 et L,; engendrent de méme une famille & un
parametre de surfaces, soit m,:

1l s'agit alors de démontrer que les lignes Ly et Lss engendrent elles
aussi une troisicme famille a un paramétre de surfaces, soit my.

Nous démontrerons tout d'abord la propriété suivante: Considérons
les 3 surfaces S¢S S passant par O, et leurs lignes d'intersection
L(l’:» Lo L. Soit S; une surface de la quatrieme famille ne passant pas
par O et coupant les lignes Lj, Lys L3 respectivement aux points 4, 3, C.
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La ligne L,; issue de A et la ligne L,, issue de B se coupent en un
point M de S. On définit de méme les points P et Q sur S5 et Si.

a) Je dis que les trois
points M PQ sont sur une méme
swrfacedela quatrieme familleS;.

En effet en vertu de I'hy-
pothése (a), les points I/ et P
appartiennent a la ligne d’inter-
section de la surface 7r; qui con-
tient la ligne s, passant par
B et C, avec la surface S;
passant par A. Or la ligne
d’intersection d’une surface m,
et d’une surface S; est une
ligne Lj,. Par suite M et P
sont sur une méme ligne Lg,
et par suite sur une méme
surface S;. On démontre de
méme qu’en vertu de 1'hypo-
thése b) les points I et () sont
sur une méme surface S;, ce qui
entraine la proposition (e«).

De («) il est aisé de dé-
duire la proposition suivante:

B) Sur une surface Sy, les
lignes Lys, Lys et Loy forment
un réseau a configuration hexa-
gonale.

Sur une surface quelconque
de la deuxiéme famille, soit Sy
prenons un point quelconque P
et considérons les lignes L., Los,
L, passant par ce point sur Ss.
Sur la courbe L,; prenons un
point u voisin de /> (de maniére
que dans les constructions sui-
vantes on reste dans le domaine

s
M

)

]

|

|

[}

!

]

1

B
L,
(s
m
f
1
]
]
]
1
B
L (s
Fig. 9.
LY

oll le réseau est défini) et pour vérifier que le réseau formé par les droites
Lys, Lss. Ly, est & conficuration hexagonale, construisons suivant le pro-
cédé connu le contour polygonal uyCde«l (Fig. 9). 1l s’agit de démontrer
que A et p sont situés sur une meme ligne Ly,.

Les lignes yC et «d se coupent sur Sy en un point O et nous
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considérons les surfaces Sy, S5, S5 des trois premiéres familles passant
par ce point O. La surface S; passant par AC coupe leurs lignes
d’'intersection Ly» Los Lis respectivement aux points 4, ¢, B et comme
dans la démonstration de «), on peut construire les points M, P, Q qui
sont tous les trois situés sur la surface Si passant par eay.

La surface S, passant par €, la sarface S, passant par B, et la
surface S passant par - forment avec Sy S5 S5 un parallélépipede curvi-
ligne dont v est le sommet opposé a (. On voit alors immédiatement
sur la Fig. 4, qu'en vertu de la proposition «) appliquée aux 3 surfaces
des 3 premieres familles passant par .1, les points 4 et & appartiennent
A une méme surface Si de la quatrieme famille.

De méme en appliquant le proposition «) aux 3 surfaces des 3 premieres
familles passant par (' on voit immédiatement que les points 7 et w appar-
tiennent & une méme surface de la quatritme famille et par suite & Sy’

Les points 2 et w appartenant tous deux & Si sont bien situés sur
une méme ligne Ly, c.q.f. d.

De la proposition 8) suit la proposition suivante.

v) Le réseaw de courbes formé sir une swfuce iwy par les lignes Lyg, Lgy
et les lignes d’intersection de cette swrface my avee la famille de swrfaces g,
est un résean « configuration hexagonale.

En effet la congruence des lignes L3 établit entre une surface 7, et
une surface S, une correspondance biunivoque. Cette correspondance
fait correspondre respectivement aux lignes L, et Ly, situées sur sy,
des lignes L, et L,; situées sur S,. D'autre part. & une ligne d’inter-
section de 7r; avec une surface m, elle fait correspondre sur S, la ligne
d’intersection de S, avec la surface m, considérée, c.-a-d. une ligne L,,.
On en conclut qu'au réseau dont il s’agit dans la proposition y) correspond
le réseau dont il s'agit dans la proposition 8). Le second étant & con-
figuration hexagonale, il en est de méme du premier. c. q. f. d.

Avant de passer & la démonstration de la proposition B, nous
établirons encore le lemme suivant, que nous aurons a utiliser:

LEmvE.  Soit un réseau de courbes a con-
figuration hexagonale. Considérons le quadrilatere
curviligne « O 80" dont les cotés («0). 80') ap-
partiennent a la premiere famille de courbes
du réseau, les cotés (B0, «0) a la deuxiéme
famille et dont la diagonale O est une courbe
de la troisieme famille. .{ et I3 étant deux points
de «() et « () situés sur une méme courbe de la
troisicme famille. tracons les courbes .14 et BB’
appartenant respectivement a la deuxitme et a la premicére famille de
courbes du réseau et coupant respectivement 30" et 80’ aux points 4’

[Vl

Fig. 10.
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et B'. Les points A’ et B' sont situés sur une méme courbe de la
troisiéme famille.

I1 suffit pour s’en convaincre de remarquer que ce lemme est
évident pour le réseau de droites paralléles sur lequel le réseau considéré
est topologiquement applicable.

On peut alors démontrer la proposition B comme il suit: En vertu
des hypothéses «) et b), si on prend deux points O et O’ sur la ligne
d’intersection O¢) d’une
surface 71 et d’une sur-
face 73, les surfaces du
réseau passant par O et
les surfaces du réseau
passant par O’ forment
un octaedre curviligne.
Soit OO’ ABCD cet
octaedre dans lequel les
lignes A B, C'D sont des
lignes L, et les lignes
AD, BC des lignes Lag.

Pour démontrer la
proposition B, il suffit
de démontrer que toute
ligne L,; rencontrant
la ligne A B rencontre
aussi la ligne CD qui
aufond estuneligne L,
quelconque s’appuyant
sur 4 D.

Prenons donc un
point M quelconque sur
A B et considérons la
ligne L, passant par M. o’

L.a surface my passant Fig. 11.

par M coupe OA et O'A

en deux points » et ' et soit ww' la courbe d’intersection de cette
surface 7, avec la surface n{ (A0C0O"). D’aprés la remarque faite au
début de cette démonstration les surfaces du réseau passant par o et o’
forment un octaédre curviligne, soit o A I PNe'. et le sommet P opposé
a A se trouve dans la surface 9. Les courbes o P(Lg,) et o' P(Lys)
rencontrent O C et O'(’ en deux points 2 et £'. En vertu de la pro-
position ) et du lemme démontrés précédemment. on voit que 2 et 2’

sont situés sur une droite dintersection de la surface 7] avec une sur-

4

-

e o = = o - o ] -
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face 7,. Par suite les surfaces du réseau passant par ces 2 points 2 et 2’
forment un octraédre qui admet évidemment comme sommets opposés
P et C. La ligne L.y passant par P, soit M P doit donc rencontrer
la ligne L,, passant par C, c.-a-d. CD, et la proposition B est ainsi
démontrée.

§ 2. Démonstration géométrique de la proposition C.

Etant donné un résean de surfaces satisfaisant aux 3 conditions
que les couples de lignes (Ly» Lgy) (Lys Lsy) (Lyy Lag) engendrent 3 familles
a un paramétre de swrfuaces 1y, My, T3, il Sagit de montrer que les
4 familles de swrface du réseaw sont topologiquement applicables sur
4 familles de plans paralléles.

Monsieur BLAsCHKE!) a donné de cette proposition une élégante
démonstration géométrique a laquelle nous renvoyons le lecteur.

§ 3. Réseaux de plans & configuration octogonale.

La proposition C' permet trés simplement de déterminer les réseaux
de plans dont les 4 familles de plans sont topologiquement applicables
sur 4 familles de plans paralleles.

Soit, en effet, un tel réseau. Les surfaces S, sont alors des plans,
et les lignes L, des droites. Le réseau étant a configuration octogonale
la proposition C montre que les 3 couples de droites (L,s Lsy), (Lys Lsy),
(Ly4 Lsy) engendrent 3 familles de surfaces w4, 7y, 13 qui, étant double-
ment réglées, sont des quadriques. Mais on sait que tout plan passant
par une génératrice d'une quadrique est tangent & cette quadrique.
D’otni il suit que le plan S; par exemple qui contient les droites L,,, Lis,
Ly, est tangent aux trois quadriques my, m,, 3 admettant ces droites
comme génératrices. On voit donc que les 3 familles de quadriques
7wy 1y 7wy admettent 1'oc’ plans tangents communs S;.  On démontre de
méme que les familles de 1’»! plans, S, et S; sont des plans tangents
communs a 7, 7Ty, m3. Ceci n’est évidemment possible que si ces
quadriques 7, my 713 appartiennent & un méme faisceau tangentiel de
quadriques, le réseau proposé étant constitué par les plans tangents
communs aux quadriques de ce faisceau. Dott le théoreme.

THEOREME K. Les seuls réseana de plans presentant la configuration
octogonale sont les réseaux constitués par les plans tangents communs aux
quadriques d'un faiscean tangentiel.

Inversement tout réseau ainsi formé présente la configuration
octogonale.

Bien entendu le théoréme est encore vrai si le faisceau tangentiel
considéré est dégénéré. Kn particulier on voit ainsi que le seul cas

o ) BrascHKE. Topologische Fragen der Differentialgeometrie II. Achtflachgewebe.
Mathematische Zeitschrift 28 (1928), S. 1568—160.
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ol un réseau formé par 4 faisceauxr de plans présente la configuration
octogonale est celui ol les axes des 4 faisceaux de plans forment un
quadrilatére plan ou gauche.

Ceci conduit a se demander a quelles conditions doit satisfaire un
réseau quelconque pour que ses 1 familles de surfaces soient topo-
logiquement applicables sur 4 faisceaux de plans dont les axes ne forment
pas un quadrilatere gauche. (“est ce qui fera 1'objet du chapitre suivant.

On pourrait donuner de la proposition # une démonstration analytique
simple en utilisant la méthode qui nous servira au chapitre suivant. On
serait ainsi conduit & une représentation paramétrique du réseau faisant
intervenir les fonctions elliptiques.

CHariTre IIL
Conditions nécessaires et suffisantes pour que les 4 familles de surfaces
d’un réseau soient topologiquement applicables sur 4 faisceaux de plans.

La méthode qui nous a servi pour étudier les conditions d’appli-
cabilité d'un réseau de courbes sur 3 familles de droites queleonques peut
s'appliquer & la recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour
quun réseau de surfaces soit topologiquement applicable sur 4 familles
quelconques de plans. Toutefois, on obtient ainsi des équations fort
compliquées qu'il semble difficile d'étudier. Aussi nous contenterons
nous dans ce chapitre d'envisager le cas particulier olt les 4 familles
de plans considérées sont des faisceaux de plans.

§ 1.  Premicres conditions nécessaires.

De Pinterprétation géométrique des équations ¢; = 0 (§ 3, chap. I)
il résulte que ces équations doivent étre satisfaites pour tout réseam
topologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans. Dans tout réseau
formé de 4 faisceaux de plans, 3 des familles de surfaces découpent en
effet sur une surface quelconque de la quatriéme famille un réseau de
courbes & configuration hexagonale.

Une premicre série de conditions mécessaires s'exprime donc par les
égalités.

(1) 0= 0 = @ = ¢ = 0,
ou ce qui revient au méme
(2) ;/,J' (“ik)*—lzk(“u’) = 0. l,] = 1, 2, 3, 4,

§ 2. Equations de définition de la transformation topologique.
Pour simplifier les écritures nous poserons:

(3) /_’12 = Ay, dyg = Ay, Ay = Ay et Aif = fi.
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La relation: /Iijftik_-”/ik-"/zj = atjj A— otj Ay donne ainsi:

Ay Ay — Ay Ay = — oz Ay — @z Ay,
4) Ay Ay — Ay Ay = — g3 My — 0 3 A3,
My A — Ay My = — 33 [3— y, 1.

Pour que le réseau considéré soit topologiquement applicable sur
4 familles quelconques de plans, il faut et il suffit que ’on puisse trouver
4 fonctions de u, v, w soit:

B) z=x,v,w), y=yl,v,w), z=2zw,v,w), t=t{,v,w)),

telles que x, v, z, t étant considérées comme des coordonnées projectives
dans l'espace, les surfaces définies par les équations (5) dans lesquelles
on suppose u, v, w liées successivement par les 4 conditions

6) S; = ¢, (u, v, w)ydu-+ Yi(u, v, w)dv+ 6;(u, v, wydw = 0
i =1,2,3,4,
soient 4 familles de plans.
Cherchons par exemple  quelles conditions doivent satisfaire ces
Jonctions pour que la troisieme famille Ss = 0 soit une famille de plans.
I1 faut et il suffit pour cela qu’on puisse trouver des fonctions
ABCD constantes sur toute surface S; et telles que la relation:

) Ax+By+Cz+Dt = 0

soit identiquement satisfaite quand on y suppose u, v, w liées par la
relation S; = 0. En posant comme convenu 4;x = x;, A;Ajx = x;;, ON
en déduit:

®) {Aa:, +By, +Cz, +Dt; = 0 1 =1, 2,
Axi+Byy+ Ceij+ Dty = 0 i,y = 1,2,

D’ol1 les conditions:

(9) lxuxlxgxlzo, |1‘12x1x2xb=(), nggxlxgaflzo,

les expressions figurant dans les premiers membres étant les déterminants
obtenus en y ajoutant les 2 lignes qui se déduisent de celle qui est écrite
par permutation circulaire des lettres «, y, z.

Inversement d’ailleurs, si ces conditions sont réalisées, la trans-
formation (5) réalise l'application de la troisieme famille de surfaces du
réseau sur une famille de plans.

De la méme maniére on obtient les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que la transtormation (5) réalise I'application des deux premiéres
familles du réseau sur deux familles de plans, soit:

|1'221'2-Ta-7'|:0, !Tzsxz-'l’sl' = 0, IiU:a.~1£'"2-T:’,xi:07

Y 0.

L 1 - '
lxggxsmyx, = 0, (a1, = 0, |Tnasxy x|

|
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Si les conditions (9) et (9)' sont réalisées, on voit que les 4 fonctions
xz,y, 2, t constituent un systéme fondamental de solutions d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles, linéaires et homogenes, de la forme:
Xy = Q11 1'1+:81193,
Zys = Qo2 Xot+ Boo ,
233 = (33 X3+ Bss x,
Zyp = (19— @g1) T+ Aoy X+ Brex, Xy = s+ (A2 + ogs) e+ By,
X33 = (Aes — @12) XL+ A3 X3+ Bos®, X33 = Ass 2+ (321 oy3) s+ Bes,
x31 = (Ag,— @e3) 23+ e +Bs1x, 23 = ag,xs+ (a1s+ @) 2+ Bs1 z,

(10)

s

que nous écrivons de maniére a satisfaire aux conditions d’intégrabilité-
fournies par les relations (4), & savoir:

Xyg = Xy == — U3 X~ Oge Xy,
(11) X9y = Tgg — —— (19 X9 —- Oy3X3,
T3y — g = T Qg Xy — €31 Xy.

Inversement supposons que le systéme (10) soit complétement inté-
grable. Tout systéme de solutions fondamentales «, y, 2z, t vérifie les
relations (9) et (9)' et détermine par suite une transformation topologique
réalisant 1'application des 3 premiéres familles de surfaces du réseaun
sur 3 familles quelconques de plans.

§ 3. Normalisation des coordonnées homogénes xyzt.

Les coordonnées x,y,z,¢ étant homogénes, on peut les multiplier par
un facteur commun et choisir ce facteur de maniére a simplifier les
équations de définition (10). Si on pose:

(12) z = oX

on voit que x vérifiant le systeme (10), X vérifiera un systéme de méme

forme. Nous supposerons que le systéme d’équations auxquelles satis-

fait X se déduit du systéme (10) en y substituant aux lettres minuscules

des lettres majuscules. Les coefficients 4;; et I3;; de ce nouveau systéme

sont liés aux coefficients a;; et 8, de 'ancien par les relations suivantes:
0y

0y O
a;, = A11+2‘b"‘, Ay = A\2+”07y sy = Ag o

O, 0, O,
(13) {as = Agg—l—?T:—, asy = Ass+ ;, ass = Ass+ ?2,

63 6] 63
agg — Ass+27, az = As 77 a3 — Aw"“;y
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o o o,\2
B = Bu—Au?l‘*‘——;l —2 (;l) ’
—_ ] N LAY
Bss = Bsy— Ase pe +#o' —2 (—;) ,
o: o 03\2
Bz = Bga"‘Ass—; ‘*‘“;’1—2(;) ’
(1) ( G o ] 0, G,
Bz = Bxe—(Anz—“m)?l—Azl;!—-*——éz—Q————;: ,
G, o o 0, G,
Brs = Brn— (o — ci2) 0 — w0+ =0 —2 0%,
o; (] o 030
Bs1 = B31_(A31_ 0‘23) ’83’“‘1413 “‘;—‘l’—“: —2 ;21 .

Supposons le systéme (10) complétement intégrable et soit alors z, ¥, 2, ¢
un systeme fondamental de solutions, c.-a-d. tel que l'on ait:

d = |zyzasz| + 0.

Le systéeme d’équations aux majuscules admet alors 4 solutions fonda-

mentales X = —»r, Y = ly, 7Z = Lz, T = fl——t et on a:
G G a G

(15) D= XX, X;X| = —;—;d + 0.

D’autre part on vérifie sans peine les relations:
d D d G,
‘le— = an + a1+ a1 ”l—)l‘ = An+4n+ 4, = ’zlL—‘4—o,l‘,
d D d o

(16) ‘Z;“ = st asst s et —Dg— = Asst+Aset+ 45 = %—472,
d D, d o
73“ = ass+ a3+ ass —Di = Azt Azt 4dss = —di_ T:‘-

On voit immédiatement que si l'on choisit pour ¢ la valeur d'*, les
coefficients A,; vérifient le systéme suivant de relations:

[A11+A21+A51 = 0,
17 |A22+A32+A12 =0,
Ass + A5+ Ass = 0.

Nous supposerons qu’'on a effectué cette «normalisation» des coordonnées
x, y, z, L et il nous reste & chercher &4 quelles nouvelles conditions
doivent satisfaire les coefficients A, pour que la transformation:

18) X=X, v,w), ¥ =1Y@,v,w), Z=Zu,v,w), T = T(u,v,w),
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ou ces fonctions sont solutions du systéme (10) avec majuscules, qui
réalise déja I'application des 3 premiéres familles de surfaces du réseau
sur 3 familles quelconques de plans, réalise aussi l'application de la
quatrieme famille de surfaces du réseau sur une famille de plans.

§ 4. Conditions powr que la transformation (18) réalise Uapplication de la
quatriéme famille du résean sur une famille de plans.

Ces conditions sont:
‘/141 Ay X, A4y X, Ay X, X| = 0,
(19) i-/t41 ‘/142 X’ -441 X} ‘/142X7 XI 07
|//42 Ay X, 44 X, A X, Xl = 0.
En remarquant que 'on a:

I

Ay = /13_'/12; Ay = Ay — g, Ay = Ay— Ay,

on vérifiera sans peine que les conditions (19) imposent aux coefficients 4
de satisfaire aux relations suivantes:
Ayy — 2 Ag0 — 2 Asy + Ass
(20) Agg — 24,5 — 245, + A1y Ogy — Qg3,
Ay — 245 — 2 A5+ Ay = agy — ag;.

Il

®y3 — Oyg,

it

§ 5. Forme définitive des équations de définition.
Les relations (20) jointes aux relations (17) montrent que les co-
efficients 4,) peuvent s’exprimer en fonction de 3 quantités K; K, K,
par les formules suivantes:

8 A5, = 3K+ Ky —(Beys+ay), 8Ass = — (B K1+ Ks) +3cyptogy,
84,5 = 3Ky + K5 — (3as; + 1), 8 A4s; = — (B3 Ko+ Ks) +3 asg+ g,
84y = 3 Ks+ K; — (Bags+as), 8Ap = — (B K3+ K;)+ 3og; +oys,

44, = Ky — K3+ agp — a3,

44y = Ky — K, + a3 — ag,

44ss = K, — Ks + sy — ay5.

(1)

En définitive nous voyons que la condition nécessaire et suffisante
pour que le réseau proposé soit topologiquement applicable sur 4 familles
quelconques de plans est que l'on puisse trouver 9 fonctions de u, v, w
soit: By, Bss, Bss, Bss, Bsy . Bis, Ky, Ks, Kj telles que le systéme définitif:

Xu = 4, Xy + By X, X, = (sz '—“31) X+ 40 Xo -+ B12 X,
(22) X22 _ Azg X2+ Bez X, Xzs - (Azs - “12) X2+ Aaz Xa + st X,
Xgs = Ass X+ Bss X, (31 = (As1 — ep3) X5+ Ay5 X, + By X,
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ou 'on suppose les A, et A4, définis par les relations (21), soit com-
plétement intégrable.

§ 6. Conditions dntégrabulité compléte du systéme (22).

On obtient ainsi 3 groupes de relations entre les coefficients du
systéme (22). Ces 3 groupes se déduisent des relations écrites ci-dessous
par permutation circulaire des indices 1, 2, 3.

10) La condition A, (X-_)]) — ’12 (Xll) = — gy Xu — Oge Xgl donne:
By = A, (Au) — A, (A12) — Ay Ay + a5 (Azn - An)
— 039 Ayos+ g, ¢
) 32 A1 31 32,

By, = A, (A21)+A21 (Ao — Au) + (2 Az —Au) age+ A, (“32)‘*‘“%2,
A, (Bli') — Ay (Bu) + By, (sz + “31)+ Byy (2 39 + Ay — Au) = 0.

20) La condition A, (ng) — Ay (X]g) = — g, X]Q — gy ng donne:

By = A4, (Aes) — Ay (Ag;) — Ayp Az 1+ 2 031 Ay,

+ erge (Age — Ays) + 5y s,
By, = A, (A12)+A12(A12_A22)— (¢3y (21‘1:2 _‘Aeg) — Ay (“31)+“§1y
Ay (Bsg) — A3 (Bys) + Bys (¢33 — Asy) + By (Ass — Az +2 5) = 0.

an

3°) La condition .7, (Xss) — A5(Xy3) = — agy X135 — gy Xps donne:

Bsg = Ay (A3 + @sy) — A1s(Ass — Ays) — Ays Ags — gy (43— Aes)
. — agy (Age — Ayp) + 013 A1y — a5y g,
(III) | Bis = A, (Ass— a15) + Asy (Aes— Ays) — Asg Agy + 12 (Agr — Agy)
+ age (Ass — Ays) — o3y Agy — 0235 701s,
Ay (Ags) — A3 (Agy) + Asy @51+ Ass 25 = 0.

Ces relations et celles qui s’en déduisent par permutation circulaire
montrent que les coefficients B, et B, sont des fonctions bien déter-
minées des coefficients 4, et par suite de K, K,. K;, de sorte que,
en définitive, les coefficients du systéme (22) ne dépendent plus que de
ces 3 fonctions.

Mais d’autre part les relations précédentes fournissent plusieurs
expressions pour un méme coefficient 13, et en les égalant entre elles
on obtient des conditions auxquelles doivent satistaire les fonctions
K, K; K;.

On a ainsi deux valeurs diftérentes pour Dss:

(I)z {Bse = //x(An) + As (4 —Au) + (2A21 - Au)aas + A, (ags)+ azzxz.
(H)z By = —41(‘451) + ds; (A.n - Au) T Gy (2 Ay — Au)“— A, (“2s)+ ags-
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En les égalant, il vient:

(23) Ay Ay —Agy F7193] = (Azl_A31+ﬂ23) [—2(A31 +A21)+0‘23—‘ass]-

De méme on obtient 4 expressions pour Bss.

(I)) Bss = A3(Ass) —A5(Ass) — Ass st o12(Age—Ass) —2 13 dsst g5 043,
(IL;) Bss = A>(Ass) —A3(Ass) —Ass Ase +e15(Ass—Ass) + 212 Az gz,
(111,) By = A5 (Ays) — Ay (Aos — Ayg) — Ayg Ags — egy (A5 — Ass)

— oty (Age — App) + 13 Ays + Ay (@) — agy s,
(IIL,) Bsy = A3(Ays) + A1z (A1 — Asp) — Ayp Aoy — gy (A1s — Ass)

— gy (Age — Ays) — a3 Ay — Ay (0r31) — @9y 7013
En égalant les deux dernitres expressions de B, il vient:

A5 (Ays) — A3 (Ays)
= oy Ay + 13 Ays + A3 (agy) + Ay (€0a;) — gy 7015 + gy 715

Or on a en vertu de la formule (43). Chap. I:

(24)

Aj (“31) + Ay (agy) = Ay (eg1) — Ay5(g;) = 019 005) — @13 @5 .
D’ou:
Aj (“31) + A, (0‘-21) — g Mty = 0.

De sorte que (24) devient identique & 1'une des relations (III;), c.-a-d.:

(25) Ay (Ayp) — Ay (A1s) = @13 i + a3 Ass.

On retombe sur la méme relation en égalant les deux premiéres valeurs
de Bss. Si I'on égale la premiére et la troisieéme il vient aprés quelques
réductions:

Ay (Ala + Azs) + Aj (4432 + A12)
(26) = (Ass — A3 — 71s) (A12 — Ags— 713) + 015 (Ay2 + Ass)
— a3 (Ays+ Ass) — A5y (@9) — g a5

Chacune des relations (23), (25), (26) donne par permutation des
indices 1, 2, 3 un groupe de relations.

Le groupe des relations H. — Enfin on obtiendrait deux autres
groupes de relations contenant les dérivées secondes des coefficients Ay
en remplacant les B, par leurs valeurs, en fonction des 4,,, dans les
relations (I); et (II);. Nous les désignerons par relations H et nous nous
dispenserons de les écrire en nous contentant de faire remarquer qu’elles

b
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sont identiquement satisfaites dés que les coefficients Aj;; satisfont aux
conditions supplémentaires, déterminées au paragraphe suivant, qui ex-
priment que les familles de plans sur lesquelles le réseau est applicable
sont des faisceaux de plans.

Si dans les relations (23), (25) et (26) on remplace les 4; par
leurs expressions en fonction de K,; K, Ay fournies par les formules (21),
on obtient les conditions suivantes:

(28) | A1 (Ks+ Ky + my3) = “1)" (Ks + K3 + 7a3) (Ky — K3 + @93 — @39).

5
&

Si 'on tient compte des relations:
Ay () — Ay () = 0,

20 Aij () — A (@) = ey ey — o oy,
Aij (Tap) — @ij Tag == 04j,ap,

on voit sans peine que les relations (26) et (27) deviennent:

(25)’ 3(/121{2‘}‘- ’:;]{3)“}‘( 1, K, +<*/:;K1)"3(0‘13Ke"“12K3)+(0¢12"0‘13)Kl-

(26)’ Ay Ko— LKy + 43 K — 1L, Ky = (K, -+ K, + ) (K, 4 Ks -+ 7y5)
+a12(K1 —Ks)—“13 (Kz _K1) + 2913,12-

En définitive la condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau
[satisfaisant aux conditions (1)] soit topologiquement applicable sur 4 familles
de plans quelconques est que l'on puisse trouver 3 fonctions de u, v, w,
soit K, K. K, satisfaisant aux 3 groupes de relations obtenues en permu-
tant circulairement les indices dans les équations (23) (25) et (26) et
aux deux groupes de relations H que nous n'avons pas derites,

Nous allons maintenant rechercher & quelles conditions supplémen-
taires doivent satisfaire ces fonections K. A.. Ay pour que les 4 familles
de plans en question soient des faisceaux. La méthode étant la méme
qu'au Chapitre I11. 1° Partie. nous I'exposerons le plus brievement possible.

§ 7. Conditions supplémentaives pour que la premiére famille du réseau
soit topologiquement applicable sur wn faiscean de plans.

En choisissant convenablement le systéme fondamental de solutions
des équations (22) [ce qui revient a effectuer une transformation projective
dans I'espace X Y ZT'] et en multipliant ces solutions X Y27 7 par un facteur
convenable 4, on doit pouvoir s'arranger de maniére que le faisceaun de
plans considéré ait pour équation » = ¢ X = const.. tandis qu'on choisit ¢
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de maniére & avoir ¢7'=¢=1. La transformation (5) réalisant ’applica-
tion topologique cherchée est alors de la forme:

z = F[fQ. v, )],
y y(lli v? w)’
z = z(u, v, w),
t =1,
ou f(u, v, w) = const. représente la premiere famille de surfaces du réseau.
En somme les conditions nécessaires et suffisantes cherchées s’ob-
tiennent en écrivant qu’on peut déterminer un facteur ¢ tel que le systéme

d’équations (10) dont les cocfficients se déduisent de ceux du systéme (22)
par les relations (13) et (14) admette deux solutions de la forme:

29) r= F[f(, ¢, )] ot = const.

I

(28)

Pour que le systéeme (10) admette la solution f = const., il faut que:
(30) Bo =0, B, =0.
D’autre part, toute solutionx = F'[ f'(u, v, w)] satisfait aux conditions:
xs = 0, xs = 0
et par suite a:

Ty — O, Xy — 0.

Pour que le systéme (10) admette une telle solution, il faut que
Pon ait:
(31) a3+ oy = 0, ays — ag; = 0.

En se reportant aux formules (13) et (14), on voit que les con-
ditions (30) et (31) entrainent les suivantes:

2
B11_4411£+‘&“‘2(‘L) =0

G e PR

¢2) 3\, (32) Bze——Aze7+7~—2(T) =0,

o — oy — Ays, By — Ay "z_ %-"_ 2(%_)2= 0,
Blg——-(A,,——am)%-—A,l—(;i Gr_p % —o,
@2y - Bss—(Ags—a,g)—"Gi—A,,,i’} 1*;—2% =0,
By — (dgy — @ns) 2 — Ay 2 + 2 —2 B3 — 0,
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Si on remplace dans la seconde formule (32) —Zi par la valeur

qu'en donne (32), on obtient
By, = A, (Au'—“sx)+(A12—0‘3x)2+A22 (g, —Ays),

qui n’est autre que la formule (1I,), identiquement vérifiée par hypothese.

On verrait de méme que la seconde équation (32) et la seconde
équation (32)"” sont identiquement vérifiées en vertu des conditions
d’intégrabilité.

En remplacant dans la premiére équation (32)” % par og;— A;s
il vient:
(33) By = Ay (Aiz— a3;) + Agy (a5, — Ays).

Or en vertu des conditions d’intégrabilité (I,), on a déji:
(34) Bys = A3 (A1) — A, (A1) —Ays Aoy + gy (Asy—A11)—2 039 Ays+ 05y g5,

En égalant ces 2 valeurs, il vient:

(35) 2/11(A12)+/12 (A21 +A4s1) = «gy (A21 +A31)—‘2 age Ays+A, (“31)‘*‘“31 Ogg.

De méme en remplacant dans la troisiéme équation (32)” %’¥ par

—ay;—A;s et remarquant que l'on a

[ 03 O3 0y
) — — @es = — e, —L
(0' )3 (0' )1 ¥ g Mg

on obtient aisément:
By, = A, (0‘21+A13)_A31 (0‘21 +Als)-

Or les conditions d’intégrabilité (II,) donnent:
By, = Ay (Ay) — Ay (Ays) — Ars Az 2 oy Ays+ o9y (Ayi— Asy) + a8 g, .

En égalant ces deux valeurs de Bj;,, on obtient aprés réduction:

(86)| 241 (Aiy) + 15(As1+A31) = 2agg Ayg— gy (A +Agy) — 1,(ceo)) F s, .

Inversement d'ailleurs, si l'on suppose réalisées les conditions
d’intégrabilité du systeme (22) ainsi que les 2 conditions (35) et (36),
on démontre par un raisonnement analogue & celui qui a été fait an
Chapitre III (1 Partie). que les équations:

A A

= A 3 = Ay, B—A "1+"” 2 "‘)2_0
I T 9 AL SR SR ¢ WY (. T
o 81 12 P 21 139 11 llo, o b
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permettent de trouver un facteur ¢ tel que le systéme (10) se déduisant
du systeme (22) par les relations (13) et (14) admette deux solutions
de la forme (29). Les conditions (35) et (36) sont donc les conditions
nécessaires et suffisantes que nous nous proposions de chercher dans
ce paragraphe.

En remplacant dans (35) et (36) les 4, par leurs valeurs en
fonction de K, K, K; (formules 21), ces relations deviennent:

(35)’ Ay (Ks_]fz)'— 1 (3K3+Kl) = U3y (K3—K2)+“32 (3K%+K1);
(36)' A (3 Ko+ K;)+ 13 (](:4—1(2) = oy B K+ K)— wsy (Ks—KQ)-

§ 8. Conditions mécessaires et suffisantes pour que le réseau proposé soit
topologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la deuxiéme et
la troisieme famille de surfaces du réseau soient applicables sur des
faisceaux de plans se déduisent de (35)" et (36)" par permutation circulaire
des indices 1.2, 3. Dcailleurs, si toutes ces conditions [y compris les
conditions d'intégrabilité de (22) et les conditions (1)] sont réalisées, il
est clair que la transformation topologique fournie par la résolution
du systéme (22) réalisant I'application du réseau sur 4 familles de plans
dont trois sont des faisceaux, la quatrieme est aussi un faisceau. En
effet d’aprés la condition ¢, = 0. le réseau des droites découpées sur
un plan du premier faisceau, par les deux autres faisceaux et la quatriéme
famille de plans est & configuration hexagonale. Ce réseau de droites
se compose de deux faisceaux de droites et d'une troisi¢me famille qui
doit étre forcément un faisceau. La quatrieme famille de plans coupant
les 3 premiers faisceaux de plans suivant des faisceaux de droites ne
peut étre qu'un faisceau de plans.

En résumé la condition nécessaire et suffisante pour que le réseaun
proposé soit topologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans est que
I'on puisse trouver 3 fonctions Ay, Ay, K, satisfaisant aux conditions (23)',
(25), (26), (35). (36) et a celles qui s’en déduisent par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3.

Nous rappelons que si les conditions (35) et (36)" sont satisfaites,
le groupe de conditions d'intégrabilité H que nous n'avons pas écrit est
identiquement vérifié: C’est une pure question de calculs.

§ 9. Conditions mécessaires et suffisantes pour que deux des faisceaux
de plans aient leurs axes dans un méme plan.
En appliquant la méthode déja utilisée au § 7, on peut aisément
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que, les conditions
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du paragraphe précédent étant supposées remplies, les deux premiers
faisceaux de plans, par exemple, aient leurs axes dans un méme plan.

Il1 faut et il suffit pour cela qu’'on puisse déterminer un facteur o
de maniére que le systéme d’équations (10) admette 3 solutions de la
forme:

xr = ‘L'[‘fl(l“ v, “/')]y Yy - !/[f:_»(l(, v, w)]y i =1,

J1 = const., f, == const. étant les équations des deux premieres familles
de surfaces du réseau. On démontre sans difficulté qu’il faut et qu'il
suffit pour cela d’ajouter aux conditions précédemment trouvées, la

condition:
K+ K, 4 my = 0.

D’'une maniére générale, s'il est possible de trouver 3 fonctions Ky Ks Ky
satisfaisant aux conditions (23), (25)', (26), (85), (36) et  celles qui s'en
déduisent par permutation circulaire, et si de plus ces 3 fonctions satisfont
a Uégalité

(37 Ki+ Kj+m; = 0 t,J=1,2,3.

Les axes dw i€ et du jom¢ faisceau de plans sont concourandts.

On démontre de la méme maniére, et sans aucune difficulté que
la condition nécessaire et suffisante pour que 'axe du faisceau de plans
sur lequel est applicable la quatriéme famille du réseau rencontre I’axe
du faisceau de plans sur lequel est apphc(lble la jieme famille du réseau
@ =1, 2, 3) s’écerit:

(38) K+ K, = np IEREX?

Pour plus de simplicité nous désignerons dorénavant les axes des
4 faisceaux de plans sur lequels sont supposées applicables les familles
du réseau par 4,, 4,. 4,, 4,.

Pour que les axes 4, 4, soient concourants, ainsi que les axes 4;4,
on voit d’aprés les conditions (37) et (3%) que l'on doit avoir a la fois

K, + Ky 47y, = 0, K+ Ky = mys,
ce qui exige que l'on ait:
(39) me = 0, K, + K, = 0.

On devait s’attendre & trouver la condition 7y, = 0, d’aprés sa signi-
fication géométrique: Les droites L,, d'intersection des plans des deux
premiers faisceaux. et les droites L;, d’intersection des plans des deux
derniers faisceaux, engendrent en effet le faisceau de plans dont 1'axe
est la droite joignant le point de concours de 4, et 4,, au point de
concours de d; et d,.
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En utilisant toujours le méme procédé, on démontre ensuite aisément
que les conditions (39) étant réalisées. si I'on a de plus A, == K, = 0O,
le point d'intersection de 4, et 4, est situé dans le plan déterminé par
As et A;. Si au contraire les conditions (39) étant réalisées. on a de plus
K; = 0. c'est le point d'intersection de 4 et {, qui se trouve dans le
plan déterminé par 4, et {1,. Enfin si T'on a a la fois 71,, = 0 et
K, = K, = K; = 0 le point de concours de 4, et 4s est dans le plan
(43, A1) et inversement le point de concours de (A;, 4,) est dans le
plan (4,, 4:).

S 10. Calewd des fonctions K, K, K.

Revenous aux conditions (23)" (25) (26)" (35) (36)" trouvées précé-
demment. Nous allons voir qu'en les combinant on peut en déduire
aisément les valeurs de K, K,, K; en fonction des invariants du réseau.

Les relations (35) et (25) donnent:

{ Ay Ky— 3.4, Ky — ( 1 K, + /2](2) = &3 (Ks‘—Kg) + a3 (3Ks+ Kx),

3("12 Ke‘l‘/’l K:)'{"—//e K+ A4, Ky = 3(“31]{2-f‘32K1)+(0‘31—0‘32)K3-
On en tire:
(40) /2K3—'—2_11K3 - a31K3+2a32K3.

De méme la relation (25)" et une relation se déduisant par permutation

circulaire de (35)' donnent:

{/’2 K.+ -1, K+ 34, Ky— Ky — « (3]{3“{‘ K) — “32(K1 - Ks)y
(M Kot A K))F- Ay Ky + 1, Ky == 3 (eegy Ko — x5 Ky) 4 (ag — age) K.

D’ott 'on déduit:

(41) 24, Kyg— 4, Ky = 203, K3+ a3 Ks.
De (40) et (41) on déduit:

(42) A Ky = — o3 Ky et A3 Ky = ag K,
et en portant ces valeurs dans (25)" il vient:

(43) Ay Ky + 4 K, = a5 Ko — 53 K.

On voit quen définitive les fonctions K, K, K; sont assujetties aux
relations suivantes que 'on déduit de (42) et de (43) par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3.

A3 Ky, = — a3 K, A3 Ky = —ay K, A Ky = — «g2 Ky,
{/15 K, = o K, {,/1, Ky = o3 K, {.42 K3 = «3 Ks,
(44) ( W Ky + Ay Ky = oy K, — oy K3,

Ay Ko+ -1y Ky = ag K, — ayp K,

As Ky + A4, Ky = 9 Ky — 13 K.
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Ces relations étant satisfaites, il en est de méme des relations (25)’
(35) et (36)'. D’autre part, en les portant dans (23) et tenant compte
des relations m, = «, + «,, il vient:

K3 — K3 = 2 A, (7r35) — (s + 0t30) 0oy = 2 Ay (7v28) — (et23 + etg2) w2s,
ou encore:

Kzz—Kaz = @28,23 — 032,28 — 2923,23+ ﬂ§3-

Par permutation circulaire on obtient ainsi:

(45) K —K; = 2012,12+ 7’?27 K; — Ki = 2923,23‘*‘”%3,
K?—Kf - 2931,31+ 7T§1-

De méme, en portant les expressions (44) dans la relation (36)' on obtient:

(Kl + Ko) (K1 + K%) - 2913,12 — 713 TT12,
(46) (Ke + Ks) (K2+ K) = — 2921,23— TCyy TT2g,
(Ks+ K,) (Ks+ Ky) = — 2032,31 — 732 731

En retranchant la premiére équation (46) de la derniére, il vient:
(CY)) Ki; — Ki = 213,12 — 2 082,31 + W12 7015 — g 7o,
Or on a, en vertu des formules (45) du chapitre I:
032,31 — 031,32 = 03 = O,
et en vertu des formules (40) du méme chapitre:

031,82 = 018,28 — 7T137T23.

On en conclut que (47) prend la forme:

) K; — K; = 2 013,12 F 2 013,23 + 7013 (7012 -+ 72s).
Mais on a:

018,12+ 013,28 = — 013,13 €t Mo+ 7wy = — ms.
D’ou:

Ki —K; = — 2013,18 — 71y = 2981,18‘*'7‘%8,
qui n’est autre que l'une des formules (45). Ces formules (45) sont

donc des conséquences directes des relations (46) combinées avec les
relations ¢, = 0.
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On pourrait penser qu’en écrivant les conditions d'intégrabilité des
équations (44) on obtiendrait de nouvelles relations pour les K;. Les
conditions d'intégrabilité donnent:

(48) (2012, 13+ mi2m1s) (Ao -+ Kp) = (293,21 + s 71y) (Ks+ K7)
et les analogues, conditions qui découlent immédiatement des relations (46).
Nous poserons pour simplifier 'éeriture:
204, Ty Ty = — ,j 0 k=1,2,8, i4j+Fk.
1°) Cas oit les expressions p, sont toutes différentes de zéro.

Si tous les u; sont + 0, on déduit des relations (46) les relations
suivantes:

(49) (Ki+ K))® = ’77"1 itjt k.

On en conclut qu’'au point de vue de la réalité, la transformation cherchée
n’est possible que si on a:
oy po ez => 0,

Les relations (49) permettent alors de calculer K;, K., K3 en fonction des
invariants w1, us,us et en portant les expressions ainsi obtenues dans les
égalités (44) on obtiendra en fonction des invariants relatifs oy« et 7y
des conditions qui adjointes aux conditions (1) ¢1 = ¢» = 03 == 04 =0
seront nécessaires et suffisantes pour que le réseau proposé soit topo-
logiquement applicable sur 4 faisceaux de plans.

On voit d'apres (49) qu'on pourra choisir pour K; -+ K. 'une quel-

{ {9
conque des deux valeurs |/ '
LY

minent K-+ K; et K.+ Ky sans ambiguité, et par suite Ky, K., Ks.
Mais on voit immédiatement que si K;. K., K3 sont les solutions obtenues

/ 0y Uy
en prenant le signe -+ devant 1/ ity

. aprés quoi les équations (46) déter-

, les solutions du systéme (46)

3
obtenues en prenant le signe — seront — K;, — K,, — K et fourniront
quand on les porte dans (44) les mémes conditions. lLes conditions
nécessaires et suffisantes trouvées sont donc déterminées d’une maniére
unique.

Inversement étant donné un réseau pour lequel ces conditions sont
remplies. il lui correspondra deux systémes de valeurs opposées pour
K, K; et Ky, qui fourniront par suite deux systémes distinets d’équa-
tions aux dérivées partielles (22). Chacun de ces systémes définira
a4 une transformation projective pres. un réseau formé de 4 faisceaux de
plans sur lequel le réseau considéré est applicable. Par suite, aux trans-



84 M. J. DUBOURDIEU

formations projectives pres, le probléeme admet deux solutions. Il en
résulte en particulier qu'il existe une transformation non projective trans-
formant 4 faisceaux de plans (tels que les expressions u, soient F 0)
en 4 faisceaux de plans.

REMARQUE. Les conditions que nous venons d’étudier étant réalisées
pour un réseau dont les expressions u, sont ditférentes de zéro, il peut
arriver que les axes des faisceaux de plans sur lesquels le réseau pro-
posé est applicable occupent des positions particulieres.

Supposons, par exemple, que les équations (46) admettent un premier
systeme de solutions K;, K,. K; vérifiant la relation:

(50) K+ K+ m, = 0.

A ce systéme de solutions correspond un réseau formé de 4 faisceaux
de plans tels que les axes 4, et 4, soient concourants, -ainsi que cela
résulte des considérations développées au § 9.

Le second systéme de solutions des équations (46) se déduit du
premier par changement de signe, et vérifie par suite la relation:

(51) K+ K, = m5.

11 lui correspond des faisceaux de plans tels que les axes 4; et 4,
soient concourants.

On voit ainsi que si dans Uun des deux systémes de faisceaux de
plans sur lesquels le réseaw proposé est applicable, deux des axes A; Aj
sont concourants, dans Uautre systeme de faisceaur de plans les deux
autres axes Ax Ay sont aussi concowvants (V3 j+ k+h, ijkh —=1,2,3,4).

En particulier si dans le premier systeme les axes 4; 4, 43 forment
un triangle, dans le second systéme 'axe 4, rencontre les 3 axes 4,, 4,, 43.
Dans ce dernier cas les conditions nécessaires et suffisantes d’applicabilité
prennent une forme trés simple. Le systéme (46) doit en effet admettre
alors un systéeme de solutions A; K, K, tel que:

K+ K+ m =0, Ky+Ks+nm=0, Kz+ K1+ 7= 0;
ce qui donne immédiatement:
(52) Kx == Tlgy, K:.) = 131, KS = iTy3.

En portant ces valeurs dans les équations (46) et (44) on trouve aisément
les conditions suivantes?):

1) (‘es relations sont un cas particulier des suivantes exprimant les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les 3 premieres familles d'un réseau étant applicables
sur 3 faisceaux de plans dont les axes sont dans un méme plan, la 4° soit applicable sur
une famille de plans quelconque:

9y == — Q21528 — Q1828 Y2 = — Q21518 — (@asns, 93 — — Us112 =— @312
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Q32s = 0, o0us = 0, @310 = 0.
53) ’ =0y = 03 =— 04 = 0
( Q1223 = 0. Q2331 = 0. Qo= 0, L ez os s ’

qut sont nécessawes et suffisantes powr que le réseau soet topologiquement
applicable sur un systeme de 4 faisceaux de plans dont les axes Ay, 4,5, A
SJorment un triangle. ou bien rencontrent lUaxe 4.
2°) Réscauar pour lesquels une des cxpressions p, est nulle.
Supposons par exemple que l'on ait:
pu = 0.

La premiére équation (46) donne alors soit K, 4 K, — 0, soit K, -+ Kz= 0.
Dans un cas comme dans l'autre les équations (46) montrent que une
autre au moins des quantités w, doit étre nulle. Le probléme de 'application
sur 4 faisceaux de plans n’est donc possible que si deux au moins des
expressions u, sont nulles.

‘a) Supposons par exemple qu'un réseaw satisfusse aux conditions:

(54) mpo=0, wu=0, u30.
Les deux premiéres équations (46) donnent alers:
(55) K,+K, = 0.

On en déduit:
A3 (K- K3) = 0,

et en se reportant aux relations (44) on voit qu'on est ainsi conduit
a la relation:
ap Ki—ay Ky, = 0,
ou en vertu de (55)
T2 K] = O-

On en déduit soit ;5 = 0, soit K; = 0. Or si K; = 0 on tire de (55)
K, = 0. La derniére catégorie d'équations (44) dans laquelle on introduit
ces 2 valeurs nulles de K; et K, donnerait alors:

A3 Ky = — ey Ky, A3 Ky = a3 Ky, Do m: Ky = 0.

Or K; ne peut pas etre nul. car on déduirait de la troisieme équation (46)
us = 0, ce qui est contraire & 'hypothése (54). Par suite le réseau
proposé doit satistaire & la condition
(56) Ty = 07
pour que le probléme soit possible.

La troisitme équation (46) donne alors en tenant compte de (55):

(67) Ki — K3 = ps.
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D’autre part K, K, K; doivent satisfaire aux équations (44) qui, en tenant
compte de (5b5), se réduisent a:

A Ky = w3 K, 41Ky = — a3 K3,
(58) Ay Ky = — a3 Ky, A Ky = ag K,
As Ky = ;5 K, A3 K3 = a3 Ks.

En appliquant I'opérateur -, aux deux membres de (57) et tenant compte
de (58) il vient: ‘
(59) Qagp Ki + 2w Ki = — A1 ().

On peut supposer ws3F 0 sans quoi le réseau serait 4 configuration oc-
togonale. Les équations (57) et (59) permettent alors de calculer KietKs:.

1°) Si aucune de ces 2 quantités n’est nulle, la résolution de ce
systeme conduit & 2 valeurs opposées pour K, et 2 valeurs opposées
pour K;. En les combinant deux & deux. on obtient ainsi 4 solutions
qui portées dans les équations (58) donnent les mémes conditions nécessaires
et suffisantes cherchées.

On voit donc que si le probléeme est possible, il admet en général
4 solutions et d'aprés ce qui a été dit au § 9 on constate que pour chacun
des 4 réseaux de plans sur lequel le réseau proposé est applicable, les
axes A, A, sont concourants, ainsi que les axes A; As.

2°) Si dans la résolution du systeme (57), (H9) l'une des deux
quantités K3 ou K, est nulle, le nombre de solutions du probleme se réduit
a4 deux. Le réseau proposé n'est plus applicable que sur 2 systémes de
4 faisceaux de plans.

Si K3 = 0, pour chacun de ces systéemes le point d'intersection
de A; et A4 se trouve dans le plan déterminé par A; et A; qui sont aussi
concourants.

Si K; =0 on a aussi K, = 0, les axes 4, et 4, sont concourants
de méme que Az et Ay, le point de concours de A, A, étant dans le
plan (43, As).

b) Supposons que le réseau satisfasse anx conditions 1= p» = uz =0,

Les équations (46) montrent alors que deux des quantités K;+ K
doivent étre nulles. Supposons par exemple que l'on ait:

(60) K1+K2 - O, K1 +K3 = 0.
On en déduirait:
A3 (K1+K2) = 0, Ay (K1+K3) = 0,

et en tenant compte des relations (44) et (60)

TTye Kx == 0, Tt13 Kl = 0.
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Comme on laisse de coté le cas @, = m3 = 0 ou le réseau aurait
la configuration octogonale, on en déduit, K; = 0, d’ou d’apres (60):

K, = K, = K; = 0.

Les conditions (44) et (46) sont alors identiquement satisfaites et le
probléme admet une seule solution. '

Les réseaux de cette catégorie sont caractérisés par les relations

(61) My = py = py = 0, 0 = 0 = 03 = ¢4 = 0.
Les premieéres s’écrivent:

2 013,12+ 2 Mg = 0, 2 031,831 731 W23 = 0, 2 031,301 7081 732 = O.
On en déduit:

013,23 = —081,32—7317T32 — "—?”31, Tr32.,

D’une maniére générale les conditions (61) sont équivalentes a

1
(62) 0 =0, Qij,hk — —?nijnhk.

1°) Supposons tout d’abord que tous les ry soient % O.
De (62) on tire:

1 = J— /
TC;j g Qij, e T3 70y Q.z,/, yd Qi +
D’out
Ty Ay (Tag) = Tap A5 (Tyg),

ou

T

/I'éi( «f ) = 0.
Tl’yd\
i 9 . naﬂ

Ce qui montre que l'invariant absolu 7z = — est constant.

D’ aslleurs les conditions (62) sont équivalentes i:

(63) m = const., 0 = 02 = @3 = ¢4 = 0.

En effet de la premieére égalité (63) on remonte a:

1
ijMep
D’autre part on a:

[ 4 1 *
(64) eyjt+eji = —— p (0, et Qji,ap) = —1.
af

Ty

4
Q", = ———0ij.yd = Ojj.
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Enfin la deuxiéme série d'égalités (63) donne:
Ty Qi oy Qij. ik — Qik,ij s 0ij Qir 0i.

L’égalité (64) devient:

eite¢ = —1.

Et e¢lle est satisfaite pour 4,5 =1,2,3. On en conclut que o1 = g5

= g3 = —3% et par suite:

Oy hk — ——?ﬂij"rhk~

Les relations (62) et (63) sont donc bien équivalentes. Nous retrouverons
ces réseaux au chapitre suivant et nous en donnerons alors une inter-
prétation géométrique simple.

Remarquons simplement. pcur l'instant, que les conditions (63)
étant réalisées, les équations (46) et (44) admettent un systéme unique
de solutions toutes nulles K; = K, = K3 = 0. Les 4 faisceaux de plans
sur lesquels sont applicables les 4 familles de surfaces du réseau sont
donc parfaitement déterminées, aux transformations projectives pres.
On en conclut en particulier que tout réseau de 4 faisccaux de plans
de I'espéce considérée n'est transformable en un réseau de méme nature
que par des transformations projectives.

2°) Supposons maintenant que Uun des 1, soit nul.

Par exemple so0it 7o = 0. Ie réseau proposé sera topologiquement
applicable sur 4 faisceaux de plans tels que les axes A, A, soient con-
courants ainsi que les axes A3 A,. le point de concours des axes A; As
étant dans le plan A; A, et le point de concours des axes Az A; étant
dans le plan A, A,. C’est ce qui résulte de ce qui a été dit & la fin du § 9.
Les conditions nécessaires et suffisantes (62) se réduisent alors &

(65) T = 0, ¢, = 0. 29:;1,:;1'*"751 =0,

et 'application topologique est déterminée. aux transformations projectives
pres, d’une seule maniére.

CmariTRE IV.

Réseaux de surfaces admettant un groupe continu transitif
de transformations topologiques.

Nous nous proposons, dans ce chapitre. de rechercher tous les
réseaux de surfaces qui <admettent» un groupe transitif de transformations
topologiques.

11 est clair tout d'abord que tout réseau de surfaces a configuration
octogonale jouit de cette propriété: 1l suffit de songer & l'applicabilité
d’un tel réseau sur un réseau formé par 4 familles de plans paralleles
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pour voir qu’il admet un groupe transitif 4 4 parametres. Mais nous
allons voir que, contrairement & ce qui se passe dans le plan, il en
existe d’autres que nous allons déterminer.

Pour cela nous remarquons que si un réseau de surfaces admet un
groupe continu transitif de transtformations topologiques. tous les invariants
absolus de ce réseau doivent étre constants, et laissant de coté le cas
déja élucidé des réseaux & configuration octogonale, nous distinguerons
deux cas.

I. Aucun des invariants m,, w'est nul.

11 existe alors des opérateurs différentiels invariants:
, 1
1) Ay = o Ay

satisfaisant aux conditions: (2° Partie, Chapitre I)

2) Ay A —- Ay A = Qi,ij Aij — 03,0 At
avec:
1 o
’ - 4 )
R am—, Y = A;;(log 7T S .
y(3) 04, hic 7wy T Qij, hkc 1_/( g k) T

ij
Une premiére condition pour que le réseau admette un groupe transitif
p g
. . . Tgs . .
de transformations est que I'invariant absolu -“’ soit constant. On doit

”yd‘
donc avoir:

) ;;j(”“ﬁ) = 0.

ﬂyd\

Or on peut écrire: .

T T i
//éf( aﬁ) = A (log mep) — = A;; (log myg)
. T8 TTyg Ty

( ) TTeg ’ ’

— 7[;,{; [QU', «B Qij,yd‘]?

de telle sorte que 1’égalité (4) fournit les conditions suivantes:
(6) €ljap = Ciiyds
quels que soient «¢B8yd. Nous poserons:
(M Qi3 = 0,
et remarquerons qu'en vertu des formules (40) du chapitre (I) on a:
(8) ot e = —1.
Avec ces notations les relations (2) se réduisent a:

9) Ay Ajge— A Ayj = oig Ajj— @ij Ak
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Toute transformation infinitésimale peut se mettre sous la forme:
(10) Uf = BraAraf+ Bos Ass [+ B An f.

Pour que cette transformation infinitésimale laisse le réseau invariant,
il faut et il suffit que l'on ait:

(11) (/’;n U) = lu /’éj'

En donnant & (¢, j) successivement les valeurs (1,2), (2,3), (3,1), et
tenant compte des relations (9). on obtient ainsi les équations suivantes:

(12) Ao Bog = — 001823, APy = —0haBs, AnB = —o0lsh,
ABs = 012831, APz =  053B12, A3 Bes 031 Bos,
et 'on a alors:
(A1 U) = (A12 812+ 023 B23 — 013 Bs1) A1,
(13) (A2 U) = (As3 B3+ 081851 — 021 B12) A3,
(A5 U) = (A31 831+ 012 B12— 082 Bas) A31.
D’autre part, on a par exemple:
1

TT14

I

Tyg TT18
TT14 T

1
Ay = Ay = —'n—u(/im-i-/ils) = — Ayg.

14
Comme le rapport de deux invariants 7z;; est constant, on en conclut:

g 713

(14) (—/1547 U) = (/13112y I])—

T4 Ysvs

(13, U).

En tenant compte des relations (12) et (13) on trouve ainsi aisément
que les conditions (A4, U) = A, A} fournissent les conditions suivantes:

Ay Br2+ 023 Bos — 013 Ba1 = AbgBas + 041 B31 — 021 B12

1 , , '
(15) = A3 B3+ 012 812 — 032 Ba3.

Nous poserons:
(16) Az Bio = 012812+ Cra, A2 B2 = 023 Bas—+ Cos, A31831 = 031881+ Cha.

Les relations (15) montrent alors que les quantités Cig, Cos, C5 sont
liées par les relations:

17 Cro+ B3 = Ca3+ B3 = Csi+ Bes.

En définitive on voit que 1'on obtiendra les transformations infini-
tésimales laissantle réseauinvariant, enrecherchant les solutions 812, 823, 8s1,
Ciz, Cas, Cy; du systéme d'équations (17) et (18) qui suit:
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Az B2 = 012 B2+ (o, Ay By = 053 Ba3 1 Cas,
Az B2 = 023 812, A3y Boy = 031 Bas,
\ Ay B = — 013812, A2 By = — 001 Bas,
(18) Ay By = 041 B+ Cay,
A2 By = 012831,
Ay By = — 032 Bu1.

Si le réseau admet un groupe continu transitif de transformations
les invariants absolus oj; doivent étre constants. C’est ce que nous

supposerons dans ce qui suit. D’autre part les coefficients 8; ne peuvent
pas étre reliés par une relation finie.

Ecrivons alors les conditions d’intégrabilité du systeme (18) en
appliquant les formules (9). L condition:

’ ’ g ’ 7 ’
Ay Ao — Mo My == 03y A3 — 031 A2,

appliquée aux 2 dernitres équations du premier groupe donne en tenant
compte de la constance des ¢j; la relation: '
(19) (0h1 023 — 042 013) B12 = 0.
Or pour que le groupe soit transitif, 8, doit étre + 0. On en conclut
que l'on a: )
Q:{n Q-l.):x == 032 (';3-

En procédant de méme pour les autres conditions d’intégrabilité, on
trouve ainsi les conditions suivantes:

Q:’n Qéa = 92'32 Q;:s,
(20) Ay Cra = — 033 (012 + o) 1z,

//{3 012 =0
et celles qui s’en déduisent par permutation circulaire des indices 1, 2, 3.

En vertu des relations (8) on a:

(21) 9;3+Q§1 = —1, 9".)3‘1."9;;2 = —1

et en remplacant dans la premiére relation (20), ois et g par leurs
valeurs tirées de (21) on obtient:

(22) ot o1 =0, dott en = —1—p0 = 0.

Il est clair quon doit avoir de méme les relations se déduisant
des précédentes par permutation circulaire des indices 1,2,3. On en
déduit sans peine:

L

(23) Q;‘J = 9{;1 = 9‘33 = Q!,%'.! = 93’31 = Q;ﬂ = “"_2—
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Le autres relations (20) donnent alors:
A5 Crp =0, A12Co5 = 0, A3 Cs =0,
1

1 1
Ay Cro = — 7)*312, A Oy = "—*;2*,323, A2 Cay = g Bs1.

Mais les relations (17) permettent d’écrire, par exemple:
Aoy (Cro—+ Bn) = A33 (Car + Bos).
//,2‘1 /331 = 43% )823,

et en tenant compte des équations (18), il vient:

Coy = -;“ [Boz + By — B2l

(24)

D’ou:

(25) Cn = 11) [Bs1 + Br2a— Bus],

Co = 5 (Bt s — Anl.

Ces 3 quantités vérifient identiquement les relations (17). Si on les porte
dans les équations (20) celles-ci deviennent en tenant compte des con-
ditions (23):

, 1
A1 B2 = > (Bos — Ba1),

1
2

1
[//:’u B2 —= o B,

(26) Ay B2 = Bz,

auxquelles il faut ajouter celles qui s’en déduisent par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3. On obtient ainsi pour les B8, un systéme
d’équations de définition qui est complétement intégrable. Ce systéme
ne contenant aucune relation finie entre les @, définira un groupe con-
tinu transitift & 3 paramétres laissant invariant le réseau proposé.

En résumé nous obtenons le résultat suivant:

La condition nécessaire et suffisante powr qi'un réseaic dont tous
les jsont 1 O adwmette 1w groupe continu transitif de transformations
topologiques est que fous ses invariants absolus duw sccond ordre . soient
égaur 1 —3%.

On a vu au § 10 du chapitre précédent que ces conditions équi-
valent aux suivantes: L'invariant absolu 7 est constant et tous les
invariants relatifs ¢, sont nuls.

20 o1 = const.. 01 = 00 = 03 = 9y = (.

2
On retrouve donc iei les réseaux considérés au § 10 du Chapitre 111, ce
qui nous permettra d'en donner une interprétation géométrique simple.
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Nous avons vu en cffet au chapitre précédent qu'un réseaun satis-
faisant aux conditions (27) est topologiquement applicable sur un réseau
formé par 4 faisceaux de plans. Ce dernier doit donc admettre lui aussi
un groupe continu de transformations topologiques. Or, nous avons fait
remarquer au meme endroit que ces transformations topologiques ne
peuvent étre que dex transtormations projectives. Celles-ci laissant
invariants les 4 faisceaux de plans, doivent laisser invariants les 4 axes
de ces faisceaux et par suite les quadriques formées par les droites qui
s'appuient sur 3 de ces axes.  Elles ne pourront constituer un groupe
transitif que si les axes de~ 4 faisceaux de plans sont 4 génératrices d'un
méme systéme dune quadrique. 11 est clair qu'alors le sous-groupe du
groupe projectif qui laisse invariantes cette quadrique et les génératrices
du systeme auquel appartiennent les 4 axes des taisceaux satisfait bien
aux conditions du probléme.

On peut done énoncer la proposition suivante:

Les réseausr dont tous les incariants n,, sont 3 0 et qui de plus
satisfont aux conditions
(28) a1 = const.. 0= 0= 03=03=0

sont caractérisés par la propriété d'étre topologiquement applicables sur un
réseau formé par 4 faisceaux de plans dont les axes sont 4 gémératrices
d'un méme systeme dune quadrvique.  Ils admettent wn groupe transitif
a 3 parametres de transformations topologiques.

On peut aisément vérifier quun tel réseau satisfait bien aux con-
ditions (28) en mettant les 4 faisceaux de plans sous la forme:

sS—ay £ — By

x = u, Z = vy, | — s w, g, T const. ,

ce qui est toujours possible- par un choix convenable du systéme de
coordonnées. La représentation canonique du réseau s'obtient alors en

prenant pour fonction définissant la quatriéme famille:
u (1,___— ) — ke (n — ul
1 —vw—he(w—w) ’

(29) SO, v, w) =

out % représente le rapport anharmonique des 4 génératrices de la qua-
drique prises pour axes des 4 faisceaux de plans. On vérifie aisément
sur (29) les conditions (28).

On remarquera en particulier que Uinvariant m du réseau n'est autre
que le rapport anharmonique k.

II. Un des invariants 7ty est nul.
Supposons par exemple:
(30) mp = 0, et posons: 7y = — gy = 7 F 0.
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Nous considérerons alors les opérateurs invariants -£;; et les invariants oj;
définis par les relations:

) 1 @ 1,
Bl Ay = — Ay, ey = Ay(logn) ——% = —5 el

On vérifiera sans peine les relations:
Af Ay — Ay Ay = o Ay — 0% k.

Elles sont analogues aux relations (9) du paragraphe précédent. Seulement
dans le cas présent, les oj; ne vérifient plus les relations (8). On a en effet:

(32) ot = — 1.
D’on:
(33) o2te0i = 0, oiston = —1, om+tom = +1.

D’autre part remarquons que sile réseau proposé admet un groupe
transitif de transformations, il en est évidemment de méme sur chacune
des surfaces, du réseau de courbes qu’y découpent les 3 autres familles
de surfaces du réseau. Ce qui entraine d’aprés ce qu'on a vu au
Chapitre 1:

(34) 01 = g = g3 = ¢ = 0.

On aura donc (formule 44, Chap. I, 2ieme Partie):

. 0 = Qijik— Qik,yj — O
et par suite:

012,13 = 013,12 = O,
car Q5,12 = A3 (W12) — g3 w1y = 0, puisque w2 = 0.
D’olt en vertu de (33):
(35) 012 = on = O.

De méme on a: gs,12 = 032,31 et en vertu de (33)
(36) @ = — 0k, 0 = — Q1.

Dailleurs si le réseau admet un groupe transitif de transformations les
invariants absolus ¢j; doivent étre constants.

En procédant comme au paragraphe précédent, on est conduit
a rechercher les solutions B2 823 Bm Ch2 Cos Cyy du systéme:

412 B1s = Cha, My By = 053 Bay+Coy, [ -1318m = 031881+ Ca,
(37) -453/912 = Qé:z /812, a/:'uﬂ‘zs - 9:@1 /323, /152,331 = O,
Ay Bro = — pl3 Bz, \AM2By = 0, Az Bs1 = — 032 Ba1,

auquel il faut adjoindre les relations:
(38) 12+ Bsy = Cag = Cy — Bos.



SUR LES RESEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 95

Les conditions d’intégrabilité du systéme (37) donnent en tenant compte
des relations (35) et (36):

39) {/1'/23 C = 0, ]-/:{11 Cos = — o4y Bos, {—4{2 Cy = 0,
/’;3 Cl'_’ - O, 1‘151 Cz;; - 0, //;’:,2 031 = O.

Des relations (38) on déduit alors:
A1z (Cra+ Bs1) = -M13 Cas,
qui donne en tenant compte de (37) et (39):

(40) Cy = — 931 (/931 + /323).
De méme on a:
Ay Oyg 2= A1 (Cyy — Bag),
qui est identiquement satisfaite et
) Aoy (Crz+ Bsr) == A2z (Car — Bas),
qui donne:
(41) Cpy = 953 B2z — QII}I Bs1.

Les relations (38) sont identiquement satisfaites si, prenant pour Cs Cos
les valeurs fournies par (40) et (41) on prend pour C); la valeur suivante:

42) Ci2 = 015 (Boz + B31).

En portant ces valeurs de Ciz (3 Cos (37) on obtient alors un systéme
d’équations homogénes qui est complétement intégrable. Le réseau proposé
admet donc un groupe transitif & 3 parameétres de transformations et
par suite, on a le résultat suivant:

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un réseaw dont 'un des
i est mul admette wn growpe continu transitif de transformations sont:

(43) 0i = 0, 0}k = const.

Il y a lieu de remarquer d’ailleurs que les conditions (43) ne sont pas
toutes indépendantes: Elles sont toutes vérifiées dés que I'on a par exemple:

(44) Ty = 0, 0y = @ = 03 = 0, 01a = const.

On remarquera en particulier que ces conditions sont vérifiées si I'on
a gl = — 3}, c.-a-d. pour un réseau satisfaisant aux conditions (65) du
chapitre précédent. Le réseau proposé est alors applicable sur 4 faisceaux
de plans dont les axes A; A, sont concourants ainsi que Ay Ay, le
point de concours de deux de ces axes étant dans le plan défini par les
2 autres. (Uest le seul cas ot un réseau satisfaisant aux conditions (44)
est topologiquement applicable sur des faisceaux de plans.
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Si I'on considére la représentation canonique du réseau, les deux
premiéres séries de conditions (44) donnent les relations:

] Je
ow logfu =0,
32 _ﬁ - 32 .fu' . 82 ./;4 .
Buavlogfu T bvow lOgﬂ- T dwou ng,,. = 0.

On en conclut sans aucune difficulté qu'on peut choisir les parametres
u, v, w de manieére a mettre le réseau sous la forme:

(45) w = const., v = const., w = const., w-+¢ (u-+v) = const.,

ol ¢ (2) est une fonction quelconque. Si l'on écrit alors que pis est
constant, on est conduit pour cette fonction ¢ &4 une condition de la
forme: .

vy _ g ,__ dey oo Py @y

97”2 ¥ dz ’ $ = dzz ’ y o dZs ’

On en conclut aisément que ¢ est une puissance d'une fonction linéaire
de z. Par un choix convenable des paramétres w,v,w on voit ainsi que
tout réseau satisfaisant aux conditions (44) peut se mettre sous la forme:

(46) w = const., v = const., w = const., w- (w4 v)™ = const.,

ot m est différent de O et de +1. Le cas ot «w = —1 correspond
a la valeur —13 de o1s, et nous avons vu qu’alors le réseau est applicable
sur 4 faisceaux de plans.
En résumé les seuls réseaux admettant un groupe continu transitif
de transformations topologiques sont les suivants:
1. Les réseaux a configuration octogonale, qui admettent un groupe
contenu tramsitif a 4 paramdétres.
II. Les réseanr suivants qui admettent un groupe continu transitif @
3 paramdtres:
1°) Réseanx applicables sur 4 faisceaux de plans dont les axes sont
4 génératrices d’'un méme systeme d'une quadrique.
2°) Réseaux applicables sur £ faisceaux de plans dont les axes 4, Ay
sont concowr ants aimsi que les axes A3 A,, le pornt de concours des
dewx axes A, 4y ctant dans le plan défini par les deux autres 4y A,
et tnversement.
3°) Réseaux représentables sous la forme:

(46) u = const., v = const., w = const., w-+ (u—4v)"™ = const.

avec m différent de 0, +1, et —1.






