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PREMIÈRE THÈSE

SUR LES RESEAUX DE COURBES
ET DE SURFACES

PAR

M. J. DUBOURDIEU

INTRODUCTION

KLEIN, en rattachant, par le programme d'Erlangen, la géométrie
à la théorie des groupes de transformations, a permis d'en systématiser
Fétude. Dans cet ordre d'idées, les propriétés géométriques les plus
générales d'une figure sont celles qui restent invariantes par le groupe
de toutes les transformations possibles et imaginables. Toutefois on
iiîipose généralement à ces transformations quelques conditions restrictives
de continuité et d'uniformité et on les désigne sous le nom de trans-
formations topologiques. L'étude des propriétés correspondantes des
figures géométriques constitue le domaine de l'Analysis-Situs, encore
appelée topologie et qui a fait l'objet de nombreux développements.

Si on impose aux transformations considérées et aux figures dont
on étudie les propriétés d'invariance par rapport à ces transformations,
la condition d'être représentées au moyen de fonctions douées de
propriétés de continuité et de dérivabilité permettant de leur appliquer
les procédés habituels du calcul différentiel, on est conduit à considérer
des invariants différentiels. Nous continuerons même lorsqu'on aura
restreint de la sorte la généralité du groupe de transformations considéré,
à parler de transformations topologiques et nous désignerons, avec
Monsieur BLASCHKK. les invariants sous le nom d'invariants topologiques.

Dans tout ce qui suit nous dirons qu'une figure F est « topologi-
quement applicable » sur une figure F', s'il existe une transformation
topologique transformant la figure F en la figure F'. D'autre part,
chaque fois que nous parlerons d'une « famille de courbes (ou de surfaces) »
nous supposerons qu'il s'agit d'une famille à un paramètre, topologi-
quement applicable sur une famille de droites (ou de plans) parallèles:
x = const. Dès lors une étude des invariants topolopiques des familles
de courbes dans l'espace à deux dimensions (ou des famille* de surfaces
dans l'espace à 3 dimensions) n'a de sens que si l'on considère simul-
tanément au moins 3 familles de courbes (ou 4 familles de surfaces)
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constituant ce que nous conviendrons d'appeler un « réseau de courbes »
(ou un réseau de surfaces). C'est l'étude des invariants topologiques
et des propriétés géométriques de ces réseaux que je me suis proposé
de développer systématiquement dans ce mémoire.

La première partie traite des réseaux de courbes dans un espace
à deux dimensions. Le point de départ de cette étude a été un théorème
dû à Monsieur THOMSI:X et qu'on trouvera énoncé au Chapitre I (§ 7,
Théorème À). Peu après la publication de ce résultat. Monsieur BLASCHKE
donnait successivement, une démonstration purement géométrique de
cette proposition, ayant l'avantage de ne pas faire intervenir les conditions
de dérivabilité qui sont à la base des calculs de Monsieur THOMSEN,
et par la même méthode, la démonstration d'un nouveau théorème sur
les réseaux de surfaces: (2° partie. Chapitre I? Théorème D). C'est
sur son conseil que j'entrepris alors une étude systématique des réseaux.
Monsieur BLASUIKK ayant eu l'amabilité de me communiquer les résultats
qu'il avait déjà obtenus à ce sujet, ceci nous conduisit à écrire en
collaboration un petit mémoire paru dans les „Abhandlungen ans dem
Mathematischen Seminar" (Hamburg), que j'ai reproduit à peu cle choses
près dans le premier chapitre du présent travail: On y trouvera l'exposé
de la recherche d'un système complet d'invariants d'un réseau de courbes
ainsi que l'interprétation géométrique de ces invariants. On obtient
ainsi, en particulier, le théorème de Monsieur THOMSEN sur les « réseaux
à configuration hexagonale».

Au Chapitre IT je rappelle brièvement le principe de la démon-
stration purement géométrique qu'en a donnée Monsieur BLASCMKK et je
démontre que les réseaux à configuration hexagonale formés par 3 familles
de droites sont constitués par les tangentes à une courbe de troisième classe.

Le troisième chapitre est ensuite consacré à l'étude des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un réseau de courbes soit topologi-
quement applicable sur un réseau formé par 3 familles de droites
quelconques. On est conduit à doux équations aux dérivées partielles
du second ordre qui doivent admettre une solution commune. Si l'on
transforme ce problème par dualité, on constatera aisément qu'il se
ramène au problème de la représentation nomographique d'une équation
ƒ(?(, r. ir) = 0, telle que l'a définie Monsieur D'OCAGNE. SOUS cette forme
le problème avait déjà été étudié par Monsieur GROXWALL1), mais par
une méthode fort compliquée due à ce que la nature projective du
problème ne semble pas y avoir été entrevue. Monsieur (-JUONWALL
arrive d'ailleurs à des résultats analogues à ceux du Chapitre III, et
les équations auxquelles il aboutit s'obtiendraient très simplement, en

*) GROXWALL: Sur les équations à 3 variables Liourille-Joumal de Mathé-
matiques, 1912.
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partant de la représentation du réseau fournie par les équations (45)
du Chapitre I. Dans la préface de son mémoire, Monsieur GRONWALL

affirme que ces équations ne peuvent jamais avoir plus d'une seule
solution commune, mais il n'existe pas à ma connaissance de démon-
stration de cette affirmation que je n'ai d'ailleurs pas pu vérifier. Elle
paraît pourtant devoir être exacte pour tout réseau n'ayant pas la con-
figuration hexagonale, et on en concilierait alors que les seules trans-
formations topologiques transformant un réseau de droites n'ayant pas
la configuration hexagonale en un réseau de droites, sont les trans-
formations projectives. J'ai pu démontrer cette proposition dans le cas
où deux seulement des familles de droites du réseau sont des faisceaux
de droites, mais dans le cas général, la question reste en suspens.

Au Chapitre IV j'étudie les conditions nécessaires et .suffisantes pour
qu'un réseau de courbes admette un groupe continu de transformations.

La deuxième partie du mémoire est consacrée à l'étude des
réseaux de surfaces. Le plan en est le même que pour la première
partie. Le Chapitre II y est consacré à la démonstration géométrique
de quelques théorèmes résultant de la théorie des invariants topologiques
développée au Chapitre I. Il y aurait lieu de voir à ce propos si Ton
ne pourrait pas donner du théorème E une démonstration analogue que
je n'ai pas pu obtenir. On y trouvera également une étude des réseaux
à configuration octogonale formés par 4 familles de plans (Th. F) qui
découle très simplement du Théorème D.

Les réseaux à configuration octogonale sont caractérisés par la
propriété d'être topologiquement applicables sur 4 faisceaux de plans dont
les axes forment un quadrilatère, c.-à-d. sont deux à deux concourants.
Il était naturel de rechercher dans quel cas un réseau de surfaces peut être
topologiquement appliqué sur 4 faisceaux de plans d'axes quelconques.
Cette étude fait l'objet du Chapitre III. Les conditions nécessaires et
suffisantes cherchées peuvent s'exprimer explicitement au moyen des
invariants du réseau. L'étude des conditions pour qu'un réseau soit
topologiquement applicable sur 4 familles de plans quelconques s'effectuerait
par la même méthode. Mais on obtient ainsi des équations fort com-
pliquées qu'il semble assez difficile d'étudier.

Enfin le dernier chapitre est consacré à l'étude des réseaux de surfaces
admettant un groupe continu transitif de transformations topologiques.

Qu'il me soit permis, pour terminer, d'exprimer ici ma gratitude
à Monsieur BLASUÏKE pour l'amabilité avec laquelle il a dirigé mes
recherches et à mes maîtres de l'Ecole Normale pour l'intérêt qu'ils
ont bien voulu prendre à mon travail.



PREMIÈRE PARTIE.

Réseaux de courbes.

(1HAPITRE I.

Invariants des réseaux de courbes.

§ 1. L'Invariant relatif Q.

Considérons dans le plan ou sur une surface un réseau de courbes,
c.-à-d. l'ensemble de trois familles à un paramètre de courbes que nous
supposerons, dans ce qui suit, continues et dérivables aussi souvent que
cela nous sera nécessaire. Nous nous proposons dans ce chapitre de
rechercher les invariants différentiels du réseau par rapport à des trans-
formations ponctuelles dont nous supposerons seulement qu'elles sont
continues et dérivables.

Kous imaginerons à cet eitet les trois familles de courbes définies
dans un système de coordonnées curvilignes quelconque u, v par les
relations différentielles Lt = O (i = 1, 2, 3) où les expressions,

(1) = <pi{ti, v)du-\- ipi(w, v)dv

sont des formes différentielles linéaires que Ton peut toujours supposer
choisies de manière à vérifier identiquement la relation:

(2)
ce qui entraîne:

(3) . + 9>2 + SPs = = 0 ,

II s'ensuit que l'on a:

(4) 92 ___ I 9B = D,

et nous conviendrons de dire que les 3 familles de courbes forment
un réseau dans un certain domaine si pour tous les points de ce do-
maine on a D 41 0.
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En vertu de la relation (2) les LL sont définies à un facteur commun
près l(n,v). Nous voyons par suite que la recherche des invariants du
réseau se ramène à l'étude des invariants des formes Li par rapport
aux deux groupes de transformations suivants:

1°) (T). Changement du système de coordonnées.

(5) l u = « ( « , « O , a v e c ; HH,V) + O <

\v = v (u, v), d(n, v)

2°) (T7*). Multiplication des Li par un facteur commun &(u, v),

(6) Lï = II*; y* = *y*, tpt = AV<; ^ + 0.
Posons:

(7) "^"^"I-ÏÎÎ-' » = «i-fir.
| dV r._ y du -\~Odv,

Les formes Li étant invariantes pour tout changement de co-
ordonnées, on a:

Li = Li7

d'où suivent les relations:

,o\ j <Pi =

Par suite:
(9) ^ = &D, D* = P D .

Les formules (7) peuvent aussi s'écrire:

8 d , 8

(10)

et on voit quç les «opérateurs différentiels»:"

possèdent les propriétés suivantes:

(12) ^ = ^ , Aï = j-Ai.

Pour obtenir des invariants différentiels nous introduirons maintenant
les «parenthèses de Jacobi» définies par les relations bien connues:
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i—stjAi = {AtAj) = A,

A étant un nouvel opérateur du premier ordre.
En vertu des relations (3), on a:

(14)
dfoù il suit:

A =

3 = 0 ,

= AY A2 — A 2 At = A2 As —A$ A2,

de telle sorte qu'on n'obtient ainsi, en fait, qu'un seul nouvel opérateur A.
Pour la commodité des écritures nous introduirons les notations suivantes:

(15)

où,' par exemple:

fiv = dv '

et nous remarquerons que l'on a, en vertu de (3):

(16) Qi+92 + Qs = 0.

De plus les Qi se transforment par T et T* d'après les lois suivantes:

(17) Qi = Qi, Q* = } f t + - ^ - 4 ( l ) .

Si on développe les parenthèses de Jacobi on trouve pour A les
expressions suivantes:

A = Q2-h—Qi A2 = QSA2 — (>2 4 = Qt^s — Qs^i'

11 est commode d'englober ces relations dans l'identité suivante par
rapport aux a:

Ci C2 CB

(18)g Qt Q% Qs

At A2 As

les flèches indiquant que dans chaque terme du développement du
déterminant, les A% doivent être écrits en dernier lieu. Par analogie
avec (11), posons:

Des relations (18) on tire explicitement:
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€1 C2 f3

Çl #2 ^3

SPl 92 SP3

Q\ $2

et on voit aisément que A, y, *// se transforment par T et T* d'après
les relations suivantes:

(21)

D'où:

(22)

A = si;

"U
:

du dv

II y a lieu de remarquer à cet effet l'identité par rapport aux

(23)
D

Ci C2 C3

A x X yl2 X yi% X

,. du dv ,.

Si on forme maintenant, par analogie avec les QI} l'expression:

(24) Q D

on trouve que c'est un invariant relatif:

(25) 'ç = e; <>* = ;jr(>.

L'équation ç = O est par suite invariante. Nous en donnons une inter-
prétation géométrique dans le paragraphe suivant.

§ 2. Réseaux à configuration hexagonale.

Nous conviendrons d'appeler «réseau à configuration hexagonale»
tout réseau dont on peut, par un choix convenable des coordonnées uf v
représenter les trois familles de courbes par les équations:

(26) u = const.? v = const., w = const., avec u-\-v-\-w = 0,

nous réservant de justifier cette dénomination au § 6.
Si Ton considère u et v comme des coordonnées cartésiennes

rectangulaires les équations (26) représentent 3 familles de droites
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parallèles se coupant sous des angles de —-, Comme il est toujours

possible de ramener par une transformation affine trois familles de
droites parallèles à être représentées par ces équations, nous voyons
qu'on peut encore donner des réseaux à configuration hexagonale la
définition suivante: Ce sont des réseaux tels qu'il existe une transformation
topologique transformant les 3 familles de courbes du réseau en S familles
de droites parallèles.

THÉORÈME. La condition Q — 0 caractérise les réseaux à con-
figuration hexagonale. Si Ton peut en effet représenter les courbes du
réseau par les relations (26) c'est qu'il est possible de trouver un facteur
commun l pour Lv et L2 de telle manière que ILX et XL2 soient des
différentielles exactes:

XLi = du,

Alors, en vertu de la relation (2), on a: XLS = —{du-\-dv) — dw.
La condition pour que XLt soit une différentielle exacte, donne pour X
la condition:
(27)i -/.logA = — et, i = 1.2, 3,

et Ton trouve aisément comme condition d'intégrabilité du système (27)i
l'égalité ç = 0. Les conditions d'intégrabilité de ce système sont en
effet:

{ylijij — ^j^i)logl — ey-'îlogA— Qt f, log A,

ce qui donne en tenant compte des relations (27) elles-mêmes,

yliQj — yfjQi = 0.

Or on vérifie aisément par ailleurs que Ton a:

Q _ J4V qt —

La condition Q — 0 est donc nécessairement vérifiée pour tout
réseau à configuration hexagonale. Inversement d'ailleurs si elle est.
vérifiée, les équations (27)i sont complètement intégrables et par suite
on peut trouver un facteur l tel que ILX — du, IL2 — dv ce qui permet
de représenter le réseau par les équations (26).

§3. Nouveaux invariants pour Q^O.

Les réseaux pour lesquels Q = 0 ayant été ainsi complètement déter-
minés, nous considérerons maintenant des réseaux pour lesquels on a:
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Nous allons voir qu'on peut alors numéroter les Li de manière
à avoir £ > 0 .

Si en effet, on échange par exemple les indices 2 et 3, on voit
d'après (4) que le déterminant D et par suite d'après (11) les Ai changent
de signe, ainsi que A. D'après (19) y et \p conservent au contraire
leurs signes et par suite, d'après (24), Q change de signe. On peut
donc toujours supposer Q>0. NOUS désignerons par Vq Tune quel-
conque des deux racines carrées de g.

On voit alors qu'en posant:

(28) V^Li = £}, -T7=-^< =A*> { = !> 2> 3>
VQ

les expressions Li et les opérateurs A sont invariants par rapport à T
(pour ^ > 0 ce qui est nécessaire pour conserver le signe de g) et à T*.

Li = It, A = A\
Li = Li, Ai = Ai.

On reconnaîtra de même l'invariance de l'intégrale double:

(30) $L =JJDQ dudv

et de la forme différentielle quadratique:

(31) Q = l l Î

Considérons alors les parenthèses:

(A A) =A}iA)—A)A.

Ce sont des opérateurs du premier ordre que l'on peut par conséquent
exprimer linéairement au moyen de deux des opérateurs A* Nous poserons:

(32)

Il est clair que les coefficients on «y sont alors des invariants absolus.
On les calcule aisément comme suit:
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Or on a:
(Ai AJ) = Qj Ai — Çi Aj.

D'où pour oui l'expression:

( 3 3 ) „, _ •

f = 1 , 2 , 3 .

En vertu de la relation^+-^2-j-A% — 0 on voit comme au § 2 qu'en
fait il existe une seule parenthèse, soit A'

yl = Sii /̂'2 SI2 S>\ = = Si2 Si% SJS Sil = SI3 Sil Sil SlQ j

et Ton a par rapport aux ct l'identité
c*

(34)

où «i , œ2, «g sont définis par (33) et ont une somme nulle.

(35) «1 -f- fc>2 "4~ W3 ^ •

Nous verrons au § 5 que les <*H sont les invariants absolus d'ordre minimum
du réseau et que tout autre invariant est une fonction des «e- et des
invariants d'ordre supérieur qu'on obtient en appliquant aux Wi les
opérateurs invariants A[.

§ 4. La forme quadratique Q.

On peut considérer la forme quadratique Q définie par la formule (31)
comme le carré de l'élément linéaire d'une métrique gaussienne liée de
façon invariante au réseau. Nous allons montrer que dans cette métrique,

2JI
les courbes du réseaux se coupent mutuellement sous Vangle fixe —^—.

On peut en effet prendre comme paramètres directeurs de la courbe
Ls = 0 les expressions:

d u — -|- ip2 9 d v = — <p2

et comme paramètres directeurs de la courbe Lti = 0

du = +tfts, ôv = — y«.

On vérifie alors sans peine que l'angle de ces deux directions est donné
par la formule:

(36) cosrt = - - ^ _ ^ = = — —, c,q,f,

y Z î ( ) | / Z î ( « ) 2
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II s'ensuit que si Ton connaît Q et une famille de courbes du réseau
Lt = 0, on obtient les deux autres familles L2 = 0, Ls = 0, en
effectuant sur chaque élément linéaire de L± = 0 deux rotations d'angle
± 2 il : 3 en chaque point.

On peut se poser inversement la question suivante:
Etant donnée tine métrique quelconque ds2 = Q, comment doit-on

choisi la famille de courbes Lx = 0 pour que le réseau obtenu par la
méthode précédente admette comme métrique invariablement liée-à lui préci-
sément le forme quadratique Q donnée arbitrairement?

Pour conduire aisément les calculs nous prendrons les paramètres
u et v complexes et les courbes u = const., v = const. comme lignes
de longueur nulle de la métrique ds2 — Q, de telle sorte que l'on ait:

(37) ds2 = Q = 2Fdudv.
Soit ensuite:
(38)! Lx = adu + fidv = 0,

l'équation différentielle qui définit la famille de courbes cherchée. Les
deux autres familles du réseau devant couper la première famille sous
les angles 2 n : 3 et 4 rt : 3 elles sont définies par les égalités :

\ L2 = €*adu-\-€ fi dv,
\L3 = eadu + e*fidv,

où l'on pose:
1

(39) « = — y + ^

On calcule alors aisément les expressions suivantes:

(40)

Î = Safidudv, D = (€
fiu «D g fiu g2 aV

Ql~~ {s — s*) a fi ' ^2 ~~ {s — €2)ccfi> ÇB

et par suite

(41) <? = V C _ C ; K A J

On peut déduire de cette formule un résultat géométrique. Si on a
identiquement Q = 0, on en conclut en effet:

a./S = U'(u): V'(v)
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et par suite on voit qu'alors la famille de courbes Lt = 0 est représentée
par l'égalité

U(u)+V(v) = const.

Dans le système de coordonnées considéré, ce sont les lignes de niveau
d'une fonction «Potentiel» sur la surface, attendu que l'équation de
Laplâce s'écrit en coordonnées isotropes:

0.
dudv

Une telle famille de courbes s'appelle famille «isotherme». On
a donc le théorème suivant:

Etant donnée sur une surface une famille de courbes on peut en
déduire deux autres familles de courtes coupant celles de la première

famille respectivement sous les angles ± ——. La condition nécessaire et
ô

suffisante pour que le réseau ainsi obtenu soit à configuration hexagonale
est que la famille de courbes d'où Von est parti soit isotherme.

Admettons maintenant q u e ^ X ) . En portant dans la formule (31)
les expressions de Q et des Lt on a la relation cherchée entre la forme Q
et la famille Lt = 0, sous la forme:

Si on pose
(43) a du-\- $ dv = dL(u, v),

on peut écrire la relation (42), au moyen de paramètres u, v absolument
quelconques sur la surface, sous la forme:

(44)
VEG — F2 d(ufv)

où E, Fy Q sont les coefficients de la forme Q:

Q

et où â et V sont les «opérateurs de Beltrami» à savoir:

f?T ELl — 2FLuLv+GLl
y IJ = EG — F2

AL = 1 UEL.-FL*} ( GL. ~ FLV | J
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§ 5. Représentation canonique d'un réseau.

Pour étudier les propriétés infinitésimales d'un réseau au voisinage
d'un point régulier il est commode de considérer la représentation
analytique suivante, obtenue en posant L3 = df(ti7 v) et prenant les
deux premières familles comme courbes coordonnées, ce qui donne:

£1 =" —fudu+ * ; <pt = — fu, rpi = 0;
(45) L2 = * —fvdv; f2 = 0, ip2 = —fv\

Ls = f xi du +fvdv; <p3 = ƒ„, Î/>8 = fv*

D'où suivent:

^ 1 d ^ l d ^ 1 d X d

ƒ , B v ' * fu d u 7 3 fu d u fv d v '

(47) Q, = -7-7-, 2̂ == J-J-, QB = 0;
Jujv Jujv

Juv Juv
Ju j

_ _U_ IJ_ J L M.
ƒ«ƒ» \ / « du fv dj'fufv \fu dU fv

(49) f = log fv,

_ 1 92 fu

JuJvXjvJuuv Jujuvv) \~Juv\JuJvv Jvjui
~ (fufv? ~

— J_A
(51)

La forme des égalités (45) est conservée par les deux groupes de
transformations suivants :

1°) (T*). Changement de la fonction f(u, v).
On substitue à ƒ une fonction f*(u,v) définie par:

(52) ƒ*(«, v) = F[f(u,v)].

2°) (JP). Changement de paramètres u et v conservant les lignes
de coordonnées:
(53) u = w(w), v =^ t?(¥).
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On peut utiliser ces deux séries de transformations pour obtenir
une représentation du réseau telle qu'en un point déterminé O certaines
dérivées de la fonction f s'annulent. Nous conviendrons dans ce qui
suit de représenter par y la valeur que prend une fonction f (u, v) au
point O (MO, ro).

1°) (T*). Si on calcule au moyen de (52) les dérivées de ƒ* on
obtient:

Ju £ Ju,
Juv Z== fufv~T'FfUVi

ƒ«£,. = Ftufufv + F" (2fuvfv +fufw) + F'fw,

où F1', F", F'" représentent les dérivées successives de F par rapport
à f. Si l'on admet (ce qui est toujours possible en un point régulier
du réseau) que l'on a au point O:

les formules (54) montrent que Ton peut toujours choisir la fonction
F de telle manière que:

O o O j j

Juv z== O j Juvv ==:: O , Juvvv : = = O ' " • j

o

car F ayant été pris arbitrairement ces égalités déterminent les valeurs
F"', Ffff, F1Y . . . et il est toujours possible de trouver une fonction
dont les dérivées aient des valeurs données en un point donné.

2°) (T). Effectuons maintenant un changement de paramètres
défini par les relations (53) et soit:

f*(u,v) =f*[uÇiï), vÇv)].

Si on calcule les dérivées de ƒ * par rapport à M et F, on trouve aussi-
tôt que les conditions (55) sont conservées, c.-à-d.:

*L -SL. 9-

De plus on a:

7* = f*l]L 7* = f*JL!L
Ju Ju du f J* Ji) dl) f

7* = f* /1^\24- f*X¥- f* = f* 1-^
Juû Juu [du I Ju du2' J ïv vv \dv
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On en déduit comme précédemment qu'on peut choisir les nouveaux
paramètres n v~ de manière à remplir les conditions suivantes :

o o o
f * _ i . ƒ * _ _ ƒ * T . . Q

/CLf*\ Ju ' J UU J UUU ?

(56)

Une telle représentation pour laquelle la fonction f(n, v) satisfait
aux conditions (55)'et (56) sera dite: « représentation canonique an point 0. »
et avec cette représentation les invariants Q et ooz ont les formes suivantes:

o o o

_p o JUUVV ° JuUVV JUUUV

(57)

Dans une telle représentation les seules dérivées jusqu'au 4ieme ordre
o o o

qui restent arbitraires au point 0 sont fUUv, fuuw, fuuuv Toutefois la
représentation ainsi obtenue n'est pas absolument déterminée. On pourrait
en effet obtenir une normalisation de la fonction ƒ et des paramètres u
et v telle qu'en plus des conditions (55)' et (56) soit vérifiée la condition:

o °
(58) Q = fuuv = 1.

o

Cela tient à ce que pour assujettir ƒ * aux conditions (55)', F a été
choisi arbitrairement. Il s'ensuit que cette fonction f * n'est déterminée
qu'à un facteur constant près, soit k. Si on pose:

ƒ ' * = ƒ * £

on voit que par la normalisation des paramètres on obtiendra ensuite:

üuv

o o

et d'autre part les conditions fu * = / v * = 1 donnent:

[dût ~~ ~• I f ° > * ' \ d v l

Si donc on choisit le facteur k de manière à vérifier la relation:

o o | t o i

~f!_* == ƒ ' * - = -î— f * x __ -î
^üuü JUUV o^ o / # ^ ^ t l « ü o o

Jtt J v Ju J v
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la nouvelle fonction ƒ ' * et les nouveaux paramètres û 1) constitueront
une représentation canonique pour laquelle on aura en plus Q = 1.
La représentation ainsi obtenue est alors absolument déterminée.

Dans cette représentation les seules dérivées jusqu'au 4ième ordre
qui restent arbitraires sont fUUw et fUUnr* Par suite il n'existe pas
d'invariant d'ordre inférieur à 4 (l'ordre d'un invariant étant pris égal
à l'ordre le plus élevé des dérivées de ƒ qui y figurent), et tout invariant
d'ordre 4 peut s'exprimer au moyen de mx et co2 qui constituent donc
un système complet d'invariants d'ordre minimum.

§ 6. Relations remarquables entre les <o».

Dans la représentation canonique, les seules dérivées du 5ième ordre
qui soient différentes de zéro au point O sont au nombre de trois:
fuuunr, fuuuvc, fnuvvv Par suite il ne saurait y avoir plus de 3 invariants
du 5° ordre indépendants. Or les expressions A\ COJ (i,j = 1, 2, 3) sont
de tels invariants. Au moyen des relations:

(59) A'X + A'* + A'Z = 0, «i4-«2+w8 = 0,

il est possible d'exprimer ces 9 grandeurs au moyen de 4 d'entre elles,
par exemple t[ wx y/'2 w2 i\ «2 2̂ «1. Comme il n'y a pas plus de 3 invariants
indépendants, ces 4 expressions doivent être liées par une relation que
nous allons établir, en partant des formules (33):

Si on forme l'expression ^i1 œ2 — A2 «̂  et si dans le second membre de
l'égalité obtenue on tient compte des relations suivantes,

on obtient la relation:

A1(w2)—A2((ÛI) = VQ OU A[W2 — A2W1 = 1.

On a ainsi les 3 relations suivantes:

(60)
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On pourrait également les obtenir à partir de l'identité bien connue
de Jacobi:

(A {A A)) + (A (A A)) + (A (A A)) = 0

en tenant compte des formules (59) et (32).
Les égalités (60) montrent qu'il est impossible que tous les a>i soient

constants. (Ceci suppose bien entendu £ + 0, s e u l c a s dans lequel les
oot aient été définis.) De là il suit qu'aucun réseau pour lequel on a
Q 41 0 n'admet un groupe transitif de transformations topologiques trans-
formant ce réseau en lui même, car pour un tel réseau les wtJ invariants
absolus, devraient être constants.

Pour Q = 0 au contraire, c.-à-d. pour un réseau à configuration
hexagonale, un tel groupe transitif existe comme on le voit immédiate-
ment en songeant à l'équivalence d'un tel réseau avec un réseau formé
de trois familles de droites parallèles.

§ 7. Interprétation géométrique des invariants.

La représentations analytique (45), a été obtenue en prenant les
courbes de la première et de la deuxième famille comme courbes
u = const., v = const., et en définissant la troisième famille de courbes
par l'égalité:
(60) ƒ (M, V) = C.

Cette égalité fait correspondre à chaque courbe de la troisième famille
un nombre C. Mais comme on peut remplacer la fonction f par toute
autre fonction de la forme F(J'), on voit que cette correspondance est
absolument arbitraire, de sorte qu'on peut faire subir à C une trans-
formation quelconque:

(61) C = F(C).

Dans la représentation canonique, la fonction ƒ — et par suite C — est
déterminée par les conditions (55)' et (56). Nous considérerons dans ce
qui suit une représentation «semi-canonique» du réseau, pour laquelle
seules les conditions (56) soient réalisées, ce qui laisse subsister la
possibilité d'une transformation (61) sur C.

Pour satisfaire aux conditions (56) nous avons introduit un nouveau
système de paramètres u et i qu'on peut interpréter de la manière
suivante :

Remarquons d'abord que ces nouveaux paramètres n'étant définis
qu'à une constante près on peut supposer que le point O a pour co-
ordonnées (0, 0). On obtient alors le nouveau système de coordonnées
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en donnant au paramètre v en un point P{u = 0, v) situé sur la courbe
de la première famille passant par 0, la valeur G—Co, où C et (70

sont les constantes définies par (60) qui correspondent respectivement
aux courbes de la 3 l tme famille passant par P et par (). La même
définition s'applique à la valeur du paramètre n en un point Q(it, v = 0)
de sorte que pour deux points P et Q situés sur une même courbe de
la 3iemt> famille on a: n = v.

o

Dans une telle «représentation semi-canonique» la valeur de g est:

(62) Q — Juuv Jix

et Q s'interprète géométriquement de la façon suivante:

u = 0
v = 0

Considérons (Fig. 1) sur la courbe (1) (u = 0) un point
P0(u = 0, v = i;0) voisin de O. Par ce point passe une seule courbe de
la deuxième famille que nous traçons jusqu'à sa rencontre en Px avec la
ligne (3) passant par 0 [f(u, v) - /(O, 0) = Co]. Par Pi passe une
ligne de la lere famille que nous traçons jusqu'à sa îencontre en P2

avec la ligne (2) (r — 0) • • • et ainsi de suite. Nous obtenons ainsi un
contour polygonal curviligne Po Px P2 P3 P4 P> P6 dont les côtés (Po Pi)
et (P3 P4) appartiennent à la deuxième famille, les côtés {I\ P2) et (P4P6)
à la première et les côtés (P2 P%) (P5 P6) à la 3 l 'me. En général les
points Po et P6 ne sont pas confondus, c.-à-d. que la ligne polygonale
considérée ne se ferme pas. Les coordonnées des sommets sont:

Po : (0 , t;0), P i : (w0, WD), P% - (uOf 0 ) , P s : (0 , «o),

P 4 : (vi, 1*0), PÔ : (vi , 0 ) , P 6 : (0 , vj,
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où «o et vt sont définis par les égalités suivantes:

( , J/(wo, f*) = / (O, 0),
( } !ƒ(*!, Mo) - ƒ ( 0 , 0 ) .

Si on développe en série les membres de gauche dans ces deux égalités
on obtient aisément les formules suivantes:

U0 = — V0+fuv Vl — [fur + Y (f™»> ~fuu

l = — % + fuv 4~ \flv+ Y (fuuv —fuj] tt!
D'où Ton déduit:

ou en vertu de (62):
(64) '

On en conclut que j> est donné par la formule:

(65) Q = Lim = Lim ' ^ , °
t,o=o ô d0c=o {dot)0

où Co + d0 C et Co + dx G sont les constantes qui correspondent comme
il a été expliqué plus haut aux courbes de la 3 i eme famille passant par
Po et P 6 .

On voit que si l'on effectue sur C la transformation (61) le membre

de droite de la formule (65) est multiplié par -jWS? ' c e ^u* c o r r e s P o n ( i

au fait que Q n'est qu'un invariant relatif.
Considérons en particulier le cas d'un réseau pour lequel Q = 0.

Nous avons vu (§ 2) qu'un tel réseau admet une transformation topo-
logique le transformant en trois familles de droites parallèles,

tt = constv v = constv w = const.? u-\-v-\-iv = 0,

et on voit immédiatement que dans ce cas la ligne polygonale P 0Pi • • • Pe
se ferme toujours, même s-i le point Po n'est jrtus infiniment voisin du
point O, pourvu toutefois que le contour polygonal Po • - • P6 reste à
l'intérieur du domaine dans lequel le réseau est défini. Inversement
d'ailleurs tout réseau jouissant de cette propriété doit satisfaire en vertu
de (64) à la condition Q r r- 0. Ceci justifie la dénomination de «réseaux
à configuration hexagonale » que nous avons donnée à ces réseaux. On
obtient ainsi le théorème suivant, dû à Mr Thomsen:
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THÉORÈME A. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un
réseau puisse être transformé topoïogiquement en trois familles de droites
parallèles est qu'il admette la configuration hexagonale.

Supposons maintenant Q 4= 0- On voit que la quantité:

est invariante par toute transformation (61). Elle est égale à la moitié
du carré de la longueur de l'élément linéaire 0P0 dans la métrique
invariante Q précédemment définie. Dans la représentation (25) Q a en
effet la forme:

d8* — Q = 2Q(jtdu2+2fuf dudv+ffdv2)

et la longueur de l'élément linéaire OP0 est donnée par:

(66) dsï = 2°QfW = 2ç(doCf = 2 [ - | § - l ] .

On a naturellement des expressions tout à fait analogues pour les deux
autres familles de courbes et le carré de la longueur d'un élément
linéaire quelconque AB par rapport à la métrique Q s'obtient de la
façon suivante:

On considère deux des trois courbes passant par A et les deux
courbes appartenant aux mêmes familles et passant par B. Ces 4 courbes
forment un quadrilatère curviligne AMBM' dont l'angle MAM' mesure
2 7r:3 par rapport à Q. Les longueurs ds{ de A M et ds2 de AM' se
calculent d'après (66) et la longueur de AB est alors donnée par:

ds = dsi + 2ds± ds2~\- ds2.

On a ainsi une interprétation géométrique de la métrique Q. On a en-
suite pour les opérateurs invariants A\ l'expression:

où dsi est la longueur de l'élément linéaire d'une courbe de la iîème famille.

L'intégrale double 1^3 j I Dçdudv représente Faire du domaine $
dans la métrique Q.

On peut aussi donner des invariants ot l'interprétation suivante:

Soient -=—, -=-, -=- les courbures géodésiques des 3 courbes du réseau
Mi xi/g _£Vs

au point O. On a:



SUR LES RESEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 21

(68)

où l'on considère comme équivalentes les valeurs des indices congrues
module 3. Ces formules sont faciles à vérifier sur la représentation
canonique du réseau. On pourrait en déduire une démonstration simple
du fait que les (*H ne peuvent pas tous s'annuler si Q ̂  0. En effet on
en concilierait en vertu de (68) que le réseau serait formé de géodésiques
de la métrique Q. Comme les trois familles de courbes se coupent
mutuellement sous l'angle 2 n : 3, la somme des angles intérieurs d'un
triangle géodésique formé de 3 courbes du réseau serait égale à n. Par
suite en vertu du théorème de GAUSS, la courbure totale de Q serait
nulle. Cette métrique serait donc euclidienne de telle sorte qu'il
existerait une transformation topologique du réseau transformant le
réseau considéré en un réseau formé de trois familles de droites, qui,
se coupant mutuellement sous l'angle 2TT : 3 seraient des familles de
droites parallèles. On en concilierait donc Q —= 0 ce qui est contraire
à l'hypothèse initiale Q 4 0.

§ 8. Réseaux pour lesquels un wt s'annule.

On obtient une interprétation géométrique des «* indépendante de
la métrique Q de la façon suivante:

Uco+d>C

(3)

A partir du point Po voisin de 0 traçons comme au paragraphe
précédent le contour Po Pi • • • Pe • Par Po menons (Fig. 2) la ligne de
la troisième famille, qui rencontre la courbe v = 0 au point O'. On peut
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alors effectuer relativement aux trois courbes du réseau passant par O'
la même construction qu'autour du point O, en traçant le contour
Po P{ P2 -" Pi (Pi et O sont confondus.) En général P6 et Pé sont
distincts. Désignons par v0, i l y r*, les valeurs du paramètre v sur la
courbe u = 0 qui correspondent aux points Po, PÔ, PQ. En poussant
dans la formule (64) le développement jusqu'aux termes du 5° ordre on
obtient dans la représentation canonique au point O:

(69) v x = v o + f u u v v l + v î + ••••

Les coordonnées du point O' et des sommets du contour Po P{ • • • Pé sont
d'autre part:

&:(vo,O); Po: (vov'y, P{: (0, 0), K: (vov);
Pi: (u', v); Pi: (tiiO); P5: (wot;3), Pi. (0i%);

où t;', M', et v2 sont définis par les relations:

lf(vo,v') = / ( O , 0),
]ƒ(»',«') = f(vo,O),

D'où l'on déduit aisément les développements suivants:

(70) v2 = v0 +fuuv »« + ( fuuuv —fuum) v$
et en tenant compte de (69),

(71) vt -v, = (/;,„„„ -fluj ! $ + • • •
Or d'après (57),

o o

fuuuv fuuvv = 2cogÇ ,

de sorte qu'on a finalement:

(72) »,-t;1 =

Soient 60 + d0C, Co + ^ C , CQ-\- d^C les valeurs de la constante C qui
correspondent aux trois courbes de la troisième famille passant respec-
tivement par Po, Pc,, et Pe. Les formules (65) et (72) donnent alors
pour Ù)2 l'expression suivante:

(73)
dftC=0 wj O (̂ Q O ' ft| O Gt0 O
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Le second membre est invariant par rapport à toute transformation de
C et fournit une interprétation géométrique de «2. On a évidemment
des résultats analogues pour wl et «3.

Si on prend comme infiniment petit principal vOj on voit que v2 — 1 \
est en général un infiniment petit d'ordre 4. Si «2 = 0 cet ordre augmente.
On peut dire que les réseaux pour lesquels cette relation est satisfaite sont
caractérisés par la propnété que les points Pt et Pi sont (onfondus (aux
infiniments petits près d'ordre supérieur au 4ieme).

Kous allons montrer que la détermination de ces réseaux se ramène
à des quadratures.

En effet, dans la représentation (45), l'égalité &h = 0 s'écrit:

De (74) on déduit:

-^ (fu k 7 ) = 0, d'où :fl Q = U,

U étant une fonction de la seule variable w. On a donc:

Introduisons une nouvelle variable ü, telle que,

du
et posons:

L'équation (75) devient:

—TT

qui n'est autre chose que l'équation bien connue de Liouville dont la
solution générale est donnée par:

_ O Ù j
[9M)+V(vj\" 9{ } ~ dû '

Si l'on retourne à l'ancien système de variables u, v on trouve
ainsi:

_ A - 2y'(«)^fr)
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H s'agit maintenant d'intégrer cette équation aux dérivées partielles.
On peut tout d'abord la simplifier en effectuant un changement de
variables :

j , = ip(v) et ü = u (u), avec —— = , , N-,
du <p (M)

qui permet de substituer à (76) l'équation:

(77) A _ _ °

Les courbes intégrales cherchées sont solutions de l'équation de Riccati
suivante:

(78) 2 ^ - = [v+<p{u)Y.

Elle contient une fonction arbitraire (p(u) et on peut toujours choisir
cette fonction de manière que l'équation proposée admette comme solution
une fonction quelconque ip(n). Il suffit de prendre pour <p(u) l'ex-
pression :

9(u) = 2

Une fois ainsi connue une solution de l'équation de Riccati, la solution
générale s'obtient par des quadratures. On pose

(79) v = tp(u)+ j ,

et on obtient pour z l'équation différentielle suivante

dont l'intégrale générale est

z = / » [ - ƒ ! ! + C], où l'on a posé: eS
VW^ = fi.

Si Ton pose

D'autre part on remonte de 0 à ip par les relations suivantes:

r K 2 ^ 7 d u = —Iogi8 = log2e', d'où: 2 i^ =(-*', )%t: 1^=2 Ç(Ç)du.
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Les formules (79) et (80) donnent alors pour v l'expression suivante:

2 0' , T l IO"\K{ ~ c—e + J 2 U'/ '
où 6 est une fonction arbitraire de w.

Cette expression se simplifie un peu si on effectue le changement de
variable 6(u) = ïï. Il vient alors

2U , f l U'(82) v =

où U est une fonction arbitraire de u *).
En définitive on voit que tout réseau pour lequel o\ = 0 peut

être représenté de la façon suivante: On prend les deux premières
familles de courbes comme système de coordonnées u = const., v = const.
et on peut alors choisir les paramètres n et r de telle manière que la
troisième famille de courbes soit représentée par l'équation (82).

CHAPITRE IL

Etude géométrique des réseaux à configuration hexagonale.

Laissant de côté les conditions de dérivabilité qui sont à la base
des calculs du chapitre précédent, nous ferons simplement dans ce qui
suit les conventions de continuité et d'uniformité suivantes:

On appellera, «famille de courbes», toute famille qui peut être trans-
formée topologiquement en une famille de droites parallèles x = const.

On appellera «système de coordonnées », l'ensemble de deux familles
de courbes pouvant être transformées topologiquement en deux familles
de droites parallèles x = const, y = const.

Enfin on appellera < réseau de (ourbes», l'ensemble de trois familles
de courbes telles que deux quelconques d'entre elles forment un système
de coordonnées. Bien entendu, il peut arriver que ces familles, systèmes
de coordonnées ou réseaux ne soient définis qu'à l'intérieur d'un certain
domaine connexe du plan.

§ 1. Démonstration géométrique du Théorème A.

Monsieur BLASCHKE a donné2) du Théorème A (§ 7, Chap. I)
une démonstration purement géométrique ne faisant intervenir aucune

!) Monsieur Cartan m'a fait remarquer qu'on pourrait même se débarrasser de
tout signe d'intégration, car on peut toujours exprimera, U, U\ ) F (U Vu) du où F
est une fonction donnée sans aucun signe d'intégration (voir. Bull. Soc. Math. 29. 1901f

p. 118—130).
2) Voir. BLASCHKE, Topologische Fragen der Differentialgeometrie. Mathematische

Zeitschrift, p. 615 (1927).
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condition de dérivabilité, dont nous rappellerons ici brièvement le
principe.

On démontre successivement les 3 points suivants:
I. Si la propriété

de configuration hexa-
gonale est vérifiée par
le réseau considéré on
peut à partir d'un
hexagone fondamental
(0123456) de ce ré-
seau, construire un
«filet F» formé de
courbes du réseau divi-
sant le domaine dans
lequel ce réseau est

Fig. 3. , ?n . i. • i

défini, en triangles
curvilignes.

C'est ce que montre la figure ci-contre.
I I . On peut réduire autant qu'on le veut les mailles de ce filet F.
Pour cela on démontre les propositions suivantes qui découlent des

hypothèses de continuité et d'uniformité admises dans la définition même
du réseau:

a) On ne peut inscrire dans chaque
triangle (0, 1, 2) du filet F, qu'un
seul nouveau tr iangle formé de
courbes du réseau (O'1 '2 ' ) .

b) Ces tr iangles sont disposés de ma-
nière que sur chaque côté (0, 2)
d'un des tr iangles primitifs figure

Fig* 4# un seul nouveau sommet (2').
m . P a r des subdivisions successives du filet F, on obtient ainsi

un ensemble de points constitué par les sommets successifs.
Tout point du domaine appartient à cet ensemble ou bien peut être

considéré comme point d1 accumulation de cet ensemble.
On considère alors d'une part le filet F' défini dans (I) et d'autre

part un filet F' formé de droites parallèles divisant le plan en triangles
équilatéraux. Aux sommets du filet F on fait correspondre ceux du
filet F' dans l'ordre où ils se présentent dans la Fig. 3 par exemple.
Puis par subdivision successive de ces 2 filets on arrive à étendre cette
correspondance à tous les points du domaine F et du domaine F'. Cette
transformation réalise l'application topologique du réseau considéré sur
un réseau formé par 3 familles de droites parallèles, c. q. f. d.
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§ 2. Systèmes de coordonnées se coupant diagonalement.

De la même manière Monsieur BLASCHKE démontre le théorème
suivant:

Etant donnés deux «systèmes de coordonnées» constitués par les
deux familles de courbes (d C2) et les deux familles (C3 C4). nous dirons
que le premier système coupe diagonalement le second si tout quadrilatère
curviligne ayant pour côtés des courbes Ci et C2 et admettant comme
première diagonale une courbe C3, admet forcément une courbe C4 comme
seconde diagonale. Ces 4 familles jouissent alors de la propriété suivante:

Elles sont topologiquement applicables sur 4 familles de droites
parallèles

x = const., y — eonst., x + y = const., x — y = const.

On peut d'ailleurs ramener la démonstration de ce théorème à
celle du Théorème A en remarquant que 3 quelconques des familles de
courbes Ci C2 C3 C4 constituent un réseau à configuration hexagonale.
Il existe donc une transformation topologique T appliquant les courbes
Ci, C2, C3, par exemple sur les droites:

x = const., y = const., x-\-y = const.

Mais alors T transforme C4 en une famille de courbes formant avec
x -\- y = const. un système de coordonnées coupant diagonalement le
système de coordonnées x = eonst., y — const. e.-à-d. en la famille
des droites x — y = const., c. q. f. d.

§ 3. Réseaux de droites à configuration hexagonale.

La recherche des réseaux de droites à configuration hexagonale
pourrait se faire anarytiquement par la méthode que nous utiliserons
au chapitre suivant pour l'étude des réseaux de courbes applicables sur
3 familles de droites quelconques. Les calculs ne présentent aucune
difficulté et l'utilisation des fonctions elliptiques permet dans ce cas
d'intégrer les équations du problème. On trouve ainsi que les seuls réseaux
de droites ù configuration hexagonale sont constitués, soit par les tangentes
à mie courbe de troisième classe, {jiVun point on peut mener 3 tangentes
à la courbe qui sont les 3 droites du réseau passant par ce point), soit
par un faisceau de droites et les tangentes à une conique, soit par trois
faisceaux de droites: Ces deux derniers cas peuvent d'ailleurs être con-
sidérés comme des cas de décomposition du premier.

Nous nous contenterons de donner ici succintement une démonstra-
tion géométrique de ces résultats, dont le principe est emprunté à un
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mémoire de MMrs
 SÂUER et GRAF 1 ) . Elle s'appuie sur le théorème

suivant dû à CHASLES:

I. Si 9 droites constituent les côtés et les diagonales d'un hexagone
et si S d'entre elles sont tangentes à une courbe de 3° classe, la neuvième
est aussi tangente à cette courbe.

On sait d'ailleurs que 8 droites quelconques déterminent une famille
de F ce1 courbes de troisième classe tangentes à ces 8 droites et admettant
une neuvième tangente commune : Une de ces courbes est alors parfaite-
ment déterminée par une neuvième tangente distincte de cette tangente
commune.

1°) Du Théorème I il résulte immédiatement que les tangentes
à une courbe de troisième classe constituent (tout au moins dans un
domaine par tout point duquel passent 3 tangentes réelles à cette courbe)
un réseau à configuration hexagonale.

2°) Inversement considérons un réseau de droites E à configuration
hexagonale. Soient pqr trois droites de ce réseau se coupant au point O

et abcdef six droites
formant autour du point 0
un hexagone dont pqr
sont les diagonales. Soit
d'autre part h la trois-
ième droite du réseau
passant par le point
d'intersection de a et e.
Les 8 droites abcdefpq
définissent Foc1 courbes
de troisième classe ad-
mettant en vertu du
Théorème I, la droite r
comme neuvième tan-
gente commune. Par suite
les 10 droites obtenues
en leur adjoignant la
droite h définissent une
seule courbe de troisième

classe K les admettant comme tangentes. Je dis que toute autre droite
du réseau proposé est une tangente à cette courbe K.

En effet on peut comme au § 1 construire à partir de l'hexagone
initial abcdefpqr un filet F de droites du réseau divisant le plan en

\ < \ /

Fig. 5.

J) H. GRAF et R. SAUEB: Über dreifaehe Geradensysteme in der Ebene
Mtmehener Berichte 54 (1924), p. 119-156.
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triangles et on démontre aisément qu'en vertu du Théorème I les droites
de ce filet sont toutes tangentes à K.

Nous savons d'autre part qu'on peut ensuite et d'une seule manière,
réduire les mailles du filet F par des subdivisions successives. On ob-
tient ainsi des filets successif* dont les mailles sont de plus en plus
petites et toute droite du réseau 1? ou bien appartient à un de ces filets
ou bien est une « droite limite » de l'ensemble des droites ainsi définies.

Tout revient par conséquent à démontrer que les droites ainsi
obtenues par des subdivisions successives du filet F sont toutes tangentes
à la courbe K.

Soient par exemple a' b' c cl' é'ƒ' les droites obtenues par une première
subdivision de l'hexagone abcdef. Ces droites ah'c'ttef^q et la
droite f définissent une courbe de troisième classe K' à laquelle est
aussi tangente la droite r: On démontre aisément que cette courbe Kf

admet aussi pour tangentes les droites ahvdefh.
Par exemple en considérant l'hexagone ayant pour diagonales af'r

et pour côtés foqp h' on voit, en vertu du Théorème I, que le sixième
côté a est aussi tangent à la courbe K\

La courbe K' ayant en commun avec K 10 tangentes est sûrement
confondue avec elle, et par là même est démontrée la proposition en cause.

Il y a lieu de remarquer que cette démonstration ne suppose pas
que la courbe K ne soit pas décomposée. Elle peut donc se réduire
à une conique et un point ou même à 3 points, ce qui donne les cas de
décomposition du réseau dont il a été question au début de ce paragraphe.

CH VPITKE III.

Etude des réseaux de courbes pouvant être transformés
topologiquement en un réseau de droites.

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la condition
nécessaire et suffisante pour qu'un réseau de courbes puisse être trans-
formé en un réseau formé par trois familles de droites parallèles s'écrit:

Q — 0.

Il est naturel de se demander à quelles conditions doit satisfaire un
réseau pour qu'il existe une transformation topologique faisant corres-
pondre aux 3 familles de courbes du réseau, 3 familles quelconques de
droites (ou comme nous le dirons encore, pour que le réseau soit «topo-
logiquement applicable » sur un réseau formé de trois familles quelconques
de droites).

Le cas Q = 0 étant élucidé, nous considérerons à cet effet un
réseau pour lequel 'Q ^ 0, les trois familles de courbes étant définies
comme au chapitre I, par les relations
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(1) Li = <fi(u, v) du + ipi{u> v)dv, i = 1, 2, 3 ,

choisies de manière à vérifier Fidentité:

(2) L, + L2 + La = 0.

Nous avons vu qu'on peut alors définir trois operateurs invariants:

(3> «

Si f(u, v) est une fonction quelconque, on voit que si'%f est proportionnelle
à la dérivée de ƒ suivant la direction de la ligne L% = 0. Enfin nous
rappelons qu'on a les identités suivantes

(4) sf{ + s4 + ^>B = o,

(5) (Asij) = si'iSl'j — sl'jA = wj^i — wi^.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une transformation
topologique faisant correspondre au réseau considéré un réseau de droites
est qu'il existe 3 fonctions de ti et r, soit

(6) x = x(u, v), y = y(u, v), z = e(u, v),

telles que x, y, z étant considérées comme des coordonnées rectilignes
homogènes dans le plan, les courbes définies par les équations (6) dans
lesquelles on suppose u et v liées par une quelconque des relations (1)
soient des droites.

Considérons par exemple l'équation:

(7) Li = <pidu+ipidv = 0.

Elle définit, le long d'une courbe Li, v en fonction de u. Imaginons que
dans les formules (6) on ait remplacé v par cette fonction de u. On ob-
tiendra ainsi une courbe qui devra être une droite. La condition nécessaire
et suffisante pour qu'il en soit ainsi s'écrit

(8)
d2x dx
dn2 du = 0,

les barres verticales indiquant qu'il s'agit d'un déterminant dont les
deux autres lignes se déduisent de celle qui est écrite par permutation

d if*
circulaire des lettres x, y, z. D'autre part —-*— représente la « dérivée

totale» de .r. On a donc en vertu de (7):
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dx dx _ dx dv dx JP^ djc J_/ dx dx\
du du dv du du % dv *M du y* <sv I

De même on a:

d*x ___
du2

On en conclut, puisque g ^ 0, que Féquation (8) est équivalente à:

(9) \A'iA'iX

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc que l'on puisse
trouver trois fonctions xyz de u et v satisfaisant aux trois relations (9)
obtenues pour i = 1, 2, 3 successivement.

Nous allons voir que cette condition peut être remplacée par d'autres
plus simples.

Etant donnée une fonction f(ti, v) nous conviendrons de poser:

(10) Ai f = fi9 A'iA'jf = U

§ 1. Equations de définition de xyz.

x, y, z étant trois fonctions de u et v, elles sont solutions d'un
système d'équations aux dérivées partielles de la forme:

i T $ 1 1 2 - ^ 2 " I " a l l -A-j

22 = #221 «Xl + #222 -X2

dans lequel on a par exemple:

(11) a112 = |#ll#l#| et a221 = I

Si les conditions (9) sont réalisées on a donc (i = 1, 2):

(12) #U2 = 0 , #221 = 0 ,

et par suite les 3 fonctions xyz satisfont à un système d'équations de
la forme:

xl2 =
x22 = a2x2-\-a2x.
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Inversement d'ailleurs, étant donné un tel système d'équations aux dérivées
partielles, si ce système est complètement intégrable, on peut trouver
un système fondamental de solutions, soit x, y, z telles que Ton ait

(14) X = | Xi x2 x | 41 0 ,

et toute autre solution du système est une combinaison-linéaire et homogène
de x y z à coefficients constants. De plus on voit immédiatement sur
les équations (13) que le système fondamental xyz vérifie les deux
premières relations (9):
(15) \xuxxx\ — 0, \x22x2x\ = 0.

Avant de chercher quelles nouvelles conditions entraîne la troisième
relation (9) nous allons montrer qu'on peut encore simplifier le système 13.

Pour cela nous remarquerons que x, y, z devant être considérées
comme des coordonnées homogène**, elles ne sont déterminées qu'à un
facteur commun près. On peut chercher à profiter de cette indéter-
mination pour simplifier le système (13): C'est ce que nous appellerons
«normaliser» les coordonnées xyz.

Posons:
§ 2. Normalisation des coordonnées xyz.

x = aX, y = GYJ z — <sZ.

On constate aisément que si x satisfait au système 13, X satisfait à un
système de même forme:

u = &i «Xi + fii X,

(16)

avec:

(17)

bi = ai —

Xl

a

<*2

021 X2 + fii2 X,
fi2 X

b2i — #21

a2 —-
« 2

^ 2 _

où l'on ppse comme convenu <ft = A'i<sy atj =
montrer qu'on peut choisir a de manière à avoir:

Nous allons

(18) &21 = 0 , « 2 0,



SUR LES RÉSEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 33

ou ce qui revient au même d'après (17):

(19) al + a2l — - ^ - = 0 , al2 + a2-*>» — ^~ = 0.

En effet en prenant pour X l'expression (14), on vérifie immédiatement
les relations suivantes:

/y* «'y* j — 1 — I /y> /y» _ /y»

«^2 *^ I I j *^1 •^IZ *^(20)
[ /i2'i' A>2 «^21 X2 JL

II suffit de se reporter aux équations (13) et de remarquer d'autre part
que l'on a:
(21) xn — X21 = AAx — A A x = «2 x\ — «i x>2.
D'où:
(22) x2l = (a12

Les équations (19) pour déterminer <r se réduisent donc aux suivantes:

3Ci li 3 Ö ^ l^

3

II suffira de prendre par exemple a = Vl. Posons d'autre part:

61 = — &2i = C", b2 = oo2 — bi2 = D', /$! = <*, 02 = 0, 0s = r-

On voit alors que, dans le nouveau système de « coordonnées normales »
que nous venons de définir, le système (16) devient:

Au lieu de 7 coefficients arbitraires comme dans le système (16) ces
équations ne comportent plus que 5 fonctions arbitraires. D'ailleurs à tout
système fondamental de solutions xyz de (13) correspond un système
fondamental XYZ de (24) qui vérifie bien les deux premières relations:

(9)' \AAX, Ax, x = 0.

Il reste maintenant à voir quelles relations entre les coefficients du
système (24) entraîne la troisième relation (9) (pour / — 3), c'est à dire
en d'autres termes à rechercher la condition pour que la transformation
topologique définie par un système fondamental de solutions X F Z fasse
correspondre à la troisième famille de courbes du réseau une famille
de droites.
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§ 3. Conditions pour qu'à la troisième famille de courbes du réseau
corresponde une famille de droites.

Cette condition s'écrit:
AAX, 4 1 , X\ = 0.

Or on a:
A'% = — (A'x + A^

de sorte que cette condition peut s'écrire-

XYZ vérifiant le système (24), cette condition se met sous la forme:

|fC' + «a — 2D')Xl + (a>l-2Cf + D')X2, Xt + X2, X\ = 0,

et en tenant compte du fait que \XtX2X\ ^ 0, on obtient:

(25) i y = c'+ Y («2 —«1).

§ 4. Forme définitive des équations de définition.
Si on tient compte de la relation (25), on peut mettre le système (24)

sous la forme suivante:

(26)

La valeur de C figurant dans ces équations est égale à celle de
C' figurant dans le système 24 diminuée de J «1.

En définitive nous avons obtenu les résultats suivants:
S'il existe une transformation topologique (6) répondant à la question,

on peut effectuer une normalisation » des coordonnées homogènes xyz
de manière que les nouvelles coordonnées A' YZ satisfassent à un système
d'équations aux dérivées partielles de la forme (26). Inversement d'ailleurs,
s'il est possible de trouver 4 fonctions de u et v soit C, et, fi, y telles que
le système (26) boit complètement intégrable. tout système fondamental
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de solutions de ce système fournira une transformation topologique trans-
formant le réseau de courbes considéré en un réseau de droites.

Kous sommes donc ainsi ramenés à étudier les conditions d'inté-
grabilité du système (26).

§ 5. Conditions tVintégrabilité du système d'équations (26).

Pour écrire ces conditions on remarquera que Ton a:

A (A A) — A (A A) = A A (A)—A A (A) = «1A A — «2 A A.
D'où:
(27) ^2(^12) — ^(1X22) = w i X22 — «2 ̂ ii2-
De même:
(28) A Ufci) — A ( In) = «2 Xu — aH X21.

On aura les conditions d'intégrabilité cherchées en écrivant que les
relations (27) et (28) sont identiquement vérifiées en tenant compte des
équations (26).

Un calcul très simple montre que la relation (27) fournit les trois
conditions suivantes:

(29)

Si dans la dernière de ces relations on remplace 0 et y par leurs "valeurs
fournies par les deux premières on obtient, après simplification, la relation:

Ci» + Ci» + <?« — 3(7(72 — 6CCi+3oy2C+3{wi-\-oh)C2— 3
+ C[A «2 — A «3 + 2 «2 («2 + 2 COI)]

+ ^[ (A<»i — <<*ï<»2)] = 0 .

Si on tient compte des identités:

on voit aisément que cette relation peut s'écrire:

~m2 = 0.
ô
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Si Ton pose:

(32) I2 = —[ci + 2Cl + 6v(«8+2»1) — y ] -=~ ft —

on constate que la relation (31) peut se mettre sous la forme:

(33) ^ J 2 + ( 2 « 2 - 3 ( ? ) / 2 = 0.

Il est bien évident que pour obtenir les conditions d'intégrabilité fournies
par la relation (28) il suffira de permuter dans les calculs précédents
les indices 1) et 2).

On obtient ainsi:

(29/

Puis:

fi = C\ + C9 —0^+^-

— Cj = 0.

— Ij-f -g-Wl = 0.

On remarquera que cette relation ne se déduit pas absolument de (31)
par permutation des indices 1 et 2. Cela tient à ce que les relations (30)
ne sont pas symétriques par rapport à ces indices.

Sî on pose:

(32)' J 1 = c\+2Ca + C(«1 + 2» i)+-J-= C2 — <7s + C(«, —»,) + i - ,
la relation (31)' s'écrit:

(33)' = 0.

En définitive nous voyons que les 3 coefficients a fi y sont définis en
fonction de C par les relations (29) et (29)' et que d'autre part, C doit •
satisfaire aux deux équations aux dérivées partielles du second ordre (33)
et (33)'.

Inversement, si les deux équations (33) et (33)' admettent une solution
commune (7, le système d'équations (26) dans lequel on suppose afiy
remplacées en fonction de C par leurs expressions (29) et (29)' sera
complètement intégrable. A tout système de solutions fondamentales de
ces équations correspondra une transformation topologique et un réseau
de droites répondant à la question.
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Si xyz est un système de solutions fondamental, tout autre système
fondamental sera de la forme:

X = Ax +By -\-Cz ,
Y = A'x +B'y + C'z ,
Z = A"x + B

(34)

les grandes lettres étant des constantes. Il s'ensuit comme on devait
s'y attendre que toutes les transformations topologiques (ou les réseaux
de droites) correspondant à une même valeur de C se déduisent de l'une
d'entre elles (ou de l'un d'entre eux) par une transformation projective.

REMARQUE. Pour conduire les calculs précédents nous avons intro-
duit une certaine dissymétrie en distinguant, parmi les 3 familles du
réseau, 2 familles particulières correspondant aux indices 1 et 2. Cette
dissymétrie n'est qu'apparente. Il suffit de remarquer qu'on peut rem-
placer le système (26) par le système suivant qui lui est équivalent:

(35) Xtl = 1
3 i = 1 , 2 , 3 ,

où l'on suppose qu'on a posé:

(36) A = - a + 2 C 2 - | - 6

Les quantités Xy sont d'ailleurs données alors par les égalités:

XiJ = (^«b-(37)

avec:.

D'autre part si l'on pose:

»/)+y «*«/].

(38)
3 i =

où l'on considère comme équivalents les indices congrus module 3, les
conditions d'intégrabilité du système (35) s'écrivent:

(39) 3C)It = 0 i = 1? 2 , 3 .
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La somme des premiers membres étant = 0 , ces 3 conditions se réduisent
à deux d'entre elles par ex. (33) et (33)'.

En résumé nous avons obtenu le résultat suivant:
CONCLUSION. La condition nécessaire et suffisante pour que le réseau

proposé soit tqpologiquement applicable sur un réseau de droites est que
les équations aux dérivées partielles du second ordre (39) admettent une
solution commune.

§ 6. Condition pour que la itème famille du réseau de droites soit un
faisceau de droites.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de rechercher à quelles
conditions supplémentaires doit satisfaire la fonction C définie précédem-
ment pour que la iîènie famille du réseau de droites sur lequel le réseau
considéré est « topologiquement applicable » soit un faisceau de droites.

Nous supposerons par exemple / = 1 et qu'il existe une trans-
formation topologique répondant à la question.

Soit f(u, v) = const. l'intégrale générale de l'équation:

9i d u + ipi dv — 0

qui définit la première famille de courbes du réseau.
En effectuant au besoin une transformation projective sur le réseau

de droites, on peut supposer que les droites de la lere famille (qui for-
ment un faisceau) sont des droites parallèles et prendre des coordonnées
cartésiennes dans le plan de faqon que l'axe des y soit parallèle à ces
droites. La transformation topologique considérée est alors de la forme:

(x - F [f(u, v)],
(40) \ y - y (u, v),

U — i.

On voit qu'avec ce système de coordonnées, les équations de définition (13)
Se simplifient et que l'on a:

(41) a, = 0, «12 = 0 , «2 = 0.

D'autre part d'après la forme de la fonction x on voit que:

A\ (x) = 0, ou Xi = 0, et par suite x%i = 0.

Or d'après les équations (13) on a:

1̂2 = (hi x*. D'où: X2i = (ogi + ^i) a*.
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et par suite:
(42) «1 = 0.

Si l'on effectue alors la «normalisation des coordonnées» les nouvelles
fonctions X(?«, v), Y(u, v\ Z(ii, v) satisfont au système (16) dans lequel
les coefficients sont liés à ceux du système (13) par les relations (17)
qui, résolues par rapport aux a et a, donnent:

(43)

= bl +2-2L

a12

a2

a

— A ï " Ö » — 2̂1 —
0*12

G

La relation (42) fournit alors la condition suivante:

&2i + wiH—~ = 0,

ou en tenant compte de la valeur —(C-\- J «i) de 62i dans les équations (35):

(44) ^ = C—l-o»!.

D'autre part les conditions (41), portées dans le second groupe d'égalités (43),
donnent une seule condition nouvelle.

Si en effet on fait ax = 0, il vient:

(45) 0.

En remplaçant ft par sa valeur en fonction de C et des invariants du réseau

fournie par la première relation (36), et — par sa valeur fournie par (44),

on constate aisément que cette égalité est identiquement vérifiée.
La condition «12 = 0 donne:

(46)
a

I i °12

En tenant compte des valeurs de Aa, &12?
l

et de la valeur de

condition :
(47)

dans les équations (37)

fournie par (44) on trouve, tous calculs faits, la

J i = 0.
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Enfin la condition «2 = 0 donne:

Inversement supposons qu'il existe une fonction (70e, v) satisfaisant aux
relations (39) et à la relation (47). Nous savons qu'alors le système d'équa-
tions de définition (35) est complètement intégrable et tout système de
solutions fondamental X(u, ?*), Y(u, r), Z(n, c) fournit une transformation
topologique appliquant le réseau donné sur un réseau de droites.

Effectuons sur ces coordonnées XYZ la transformation

(49) x = ffl, y = G Y, z = aZy

X, YjZ étant solutions de (35), xyy,z seront solutions d'un nouveau système
d'équations aux dérivées partielles de la forme (13). Je dis qu'on peut
choisir a de manière à ce que, dans ce nouveau système, les coefficients
satisfassent aux conditions:

(41)' ax = 0, a12 = 0, «2 = 0,

(42)' a2i + «i = 0.

D'après ce qui a été dit dans la première partie de ce paragraphe
les conditions a2i + «i = 0 et at ~ 0 imposent à a les conditions (44)
et (48):

(48)'

On vérifie sans peine que ce système est complètement intégrable en vertu
des relations (39) et (47): On peut donc toujours trouver une fonction a
satisfaisant à (48);. La condition «12 = 0 est alors vérifiée en vertu de (47)

et la condition ax = 0 d'elle même d'après la forme de — . a étant ainsi

choisi, x, y, z sont solutions d'un système d'équations de la forme:

I = alxl,

Ce système admet évidemment la solution z=l. Je dis qu'on peut égale-
ment en trouver une solution de la forme: F[f(n, v)], c.-à-d. une solutions
telle que xx = A'xx = 0. Il suffit pour cela de montrer que le système
suivant:
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(50) \x12 — —to\X2 d'où x2i = 0,

est complètement intégrable, car alors on peut toujours en trouver une
solution x telle que 2 ^ = 0 . Or cela résulte des hypothèses faites sur C.

Ces conditions d'intégrabilité sont en effet:

1°)

qui est vérifiée d'elle même.

2°)

En remplaçant x2% et xi2 par leurs valeurs (50), il vient:

(51) ^ U 2 + »l«2 + ^2«l + «2ft)l = 0.

Or d'après (43) on a:

Portons cette valeur dans (51): II vient:

(51)' ^ + ^ (
Or en vertu de 44:

. A / M °21 ^1^2 ^12 tfjtfg | 02 «'t ./ / ^ 2 \
\a J a <r2 a a2 a a \ 3 /

D'où

Si on porte cette valeur dans (51)' on obtient aussitôt l'identité It = 0
qui par hypothèse est vérifiée.

Si alors aux deux solutions x = F[f(n, v)] et z = 1 du système (48)
on ajoute une troisième solution y(u,v) formant avec elles un système
fondamental, on obtient bien une transformation topologique répondant
à la question. D'où le résultat:

Un réseau étant topologiquement applicable sur ?m réseau de droites,
la condition nécessaire et suffisante pour que la il*"me famille de ce réseau
de droites soit un faisceau s'écrit:

(52) I Ii = 0.
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§ 7. APPLICATION. Conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux
premières familles de courbes d'un réseau soient topologiquement applicables
sur deux faisceaux de droites, la troisième famille de courbes étant

applicable sur une famille quelconque de droites.

On les obtient en écrivant qu'il existe une fonction C satisfaisant
aux relations (39) et de plus aux deux relations;

(53) Ix = 0, It = 0.

Ces deux relations entraînent immédiatement les relations (39). On est
donc ramené à chercher à quelles conditions les équations (53) admettent
une solution C commune. Elles s'écrivent:

(53)'

On en tire:

(54)

= 0,

—~ = 0.

a = — c«, —-„-.,2 - ~~* 3

Si on écrit la condition d'intégrabilité de ce système,

C{2 C21 ~=~ M2 C i Wj C-2 ?

on trouve en y remplaçant Ci et C* par leurs valeurs:

2
C(-^2 «1 -̂ 1 «2) ~ -ÔT («1 + «2)

c.-à-d. en vertu de la deuxième relation (30):

(55)

Si donc la transformation topologique cherchée existe, elle correspond
à une valeur de C bien déterminée, et par suite, comme on Fa vu au-
§ 5 elle est elle même parfaitement déterminée à une transformation
projective près. Pour qu'elle existe il suffit d'ailleurs que la valeur (55)
de C satisfasse aux relations (54) ce qui donne:

(56)
A\ «3 t «î «à = + -£~ •

D'où: ji' = 0.
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Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes cherchées. Il peut
paraître bizarre qu'elles ne soient pas symétriques par rapport aux indices
1 et 2. On rétablirait la symétrie en écrivant:

= — (̂ #3 ft)2—

—- (̂ J «! yi'x

REMARQUE. La fonction C étant parfaitement déterminée d'après (55)
on en conclut que les seules transformations topologiques transformant
2 faisceaux de droites et une troisième famille de droites ne formant pas un
faisceau en un réseau de même nature sovit des transformations projectives.

CHAPITRE IV.

Groupe continu de transformations topologiques admises par un
réseau de courbes1).

Nous dirons qu'un réseau de courbes «admet» une transformation
topologique, lorsque cette transformation laisse le réseau invariant.
Nous savons déjà que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un
réseau de courbes admette un groupe transitif de transformations topologiques
est qxCïl soit à configuration hexagonale.

Laissant de coté ce cas où Q = 0, nous nous proposons dans ce
chapitre de rechercher à quelles conditions doit satisfaire un réseau pour
admettre un groupe continu de transformations. Soit

une transformation infinitésimale. Tout revient à déterminer s'il est
possible de choisir Vf de manière que les équations différentielles
définissant les courbes du réseau, ou ce qui revient au même les équations
aux dérivées partielles:

(1) Aïf = 0, Af = 0, Jzf = 0,

restent invariantes par la transformation Vf ou, comme on le dit encore,
admettent Vf.

!) L'étude des transformations admises par un réseau de courbes a déjà été
faite sous une autre forme par MrCvRTAX: «Annales de l'Ecole Normale, t. 25, 1908,

p. 78—83». L'auteur y recherche les invariants de l'équation différentielle - j^-=/(»»y)

par rapport au groupe infini : x' = X (fonction arbitraire de x). y' = Y (fonction
arbitraire de y). C'est, au fond, l'étude des réseaux de courbe sous la forme canonique.
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Or la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation linéaire
aux dérivées partielles Xf admette Vf est que la parenthèse (X, U)f
soit proportionnelle à Xf:

(X,V)f = A. Xf

Dans le cas qui nous intéresse, il est naturel de donner à Vf une forme
invariante en posant:
(2) Vf = cc

On est alors ramené à rechercher s'il est possible de déterminer deux
fonctions de n et v, soit a et fi, de manière à avoir:

(3) (A, U)f.= Xisiif, i = 1, 2, 3.

Si Ton tient compte de la relation:

(4) AJj — JjA'i = oùjAi—ooistj,
on trouve ainsi:

(A[ V)f = (Alfi—

(MU) f = (A^a~

(M + M, U)f

2 — a œ2) A[f

Les conditions (3) donnent alors les relations suivantes:

(5)

On a ainsi pour déterminer a et fi un système de 3 équations linéaires
aux dérivées partielles, dont il faut étudier les conditions d'intégrabilité.
Si Ton pose

A\ a — a a>i = C,

on voit immédiatement que « et fi doivent satisfaire aux systèmes suivants :

fi =

Nous conviendrons de poser dans ce qui suit:

A'iC = Cif A'iA'jC =
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D'après la formule (4), le système (6) sera complètement intégrable si
la relation:

= ù)2 st'\ et — m\ A 2 a

est identiquement satisfaite en tenant compte des équations (6) elles
mêmes, ce qui donne:

a(y/[cù2 — ̂ 2 on) = C2,

et en tenant compte de la deuxième formule (30), Chap. I:

(7) a = C\.

En opérant de même sur (6)'? il vient:

(7)' fi = —(\.

En portant ces valeurs de a et fi dans (6) et (6)', on voit que C doit
satisfaire aux équations:

c12 = c2 <»i4~c» Ou = ci^i?

C22 == O2 W2 ? Cgi = = Ci Où2 C,

Tout revient donc à déterminer dans quels cas ce système admet une
solution C et pour cela il suffit d'en écrire les conditions d'intégrabilité.

En vertu de (4) on doit avoir:

Ci 2 — C21 = C02 Ci — «1 Cg.

D'où en tenant compte des équations (8):

(9) C = «2 Ci — aHC2.

Si l'on tient compte de cette relation, le système (8) se réduit à:

Cn = tt>iCi, Cgi = ft>iCa,

Ci 2 === W2 Ci , C22 ==

En appliquant l'opérateur Ai à (9) et tenant compte de (10) il vient:

Ci(Aia>2 — 1) — C2Aiwi = 0

et comme Ai w2 — A2 «1 = 1 ? on a ainsi :

(11) d vi2 «1 — C2 Ai wt = 0.

De même en appliquant à (9) l'opérateur A'2, il vient:

(12) d A'2 o)2 — C2 A[ (*)2 = 0 .

Pour que 11 f soit une véritable transformation, il faut que « = C2 et
fi = — Ci ne soient pas tous les deux nuls, ce qui exige que les

4*
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équations (11) et (12) admettent pour Vt et (72 des solutions non toutes
nulles.

Remarquons tout d'abord que les coefficients de C\ et C2 dans (11)
et (12) ne peuvent pas être tous = 0, car on aurait:

yt'x co2 = y/2 « i = 0 ,

ce qui est impossible en vertu de la deuxième identité (30) du Chap* I.
Supposons d'autre part que les coefficients de l'une des deux in-

connues, CÉ par exemple, soient 1= 0.

si{ ft)1 = o? yl'i w2 = 0 avec ^ « î + 0, yi'2 «2 + 0«

On déduirait alors de ces équations:

Cx = 0 et par suite C2t = 0.

Or la troisième équation (10) devant être vérifiée, on aurait:

oHC2 = 0 .

On en tire soit wx :E^ 0, soit C2 ^ 0. La première hypothèse est à rejeter
car on en déduirait ^2 «i = 0, ce qui est impossible puisqu'on a déjà
yi[ w2 = 0. Quant à la seconde elle est aussi à rejeter puisqu'on
a déjà Cx = 0.

On peut donc supposer que dans les relations (11) et (12) les co-
efficients de Cx et C2 sont 41 0. Ces relations se mettent alors sous
la forme:

La seconde de ces égalités exprime que le déterminant fonctionnel de
«i et «g est nul. On doit donc avoir une relation de la forme

(14) O)2 =

La première égalité (13) exprime de même que (7 est une fonction de a^:

(15) C= y K ) .

Exprimons que cette fonction satisfait aux relations (9) et (10). De (15)
on tire:
(16) Ci = y ' / / î« , , C2 = <pfy*2ùn, ^

En portant ces valeurs dans (9) il vient:

(17) y = y' (cw2 y1\ m\ — «
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D'autre part en dérivant (16) et portant les valeurs de Cll9C1%9 C22

ainsi obtenues dans les relations (10) on obtient les 3 relations suivantes:

(18)

En égalant les valeurs de ̂ ~r fournies par les deux premières relations

(les coefficients de y" sont ^-Q), on est conduit à l'égalité:

(19)
Or on a:

Et en portant cette valeur dans (19) on obtient la condition:

i ^ / i COI z::::::: 0 ,

ou:
(20)

ce qui exprime que

(21)

= 0,

est fonction de av.

De même en égalant les deux valeurs de -^7- fournies par les deux dernières

relations (18), on obtient la condition:

A'i CÛi A\ A'i Mx -f- (M>2 Al « i -^2 <*>! = - / J tt>x .'/«s ̂ 2 W l "f"

Or en vertu des relations (13) les coefficients de w2 dans les deux membres
sont égaux. D'où l'égalité:

= 0,

qui exprime que A2001 set fonction de

(21)' A2 Oui =

II resterait enfin à vérifier que la valeur de -^r ainsi fournie par les

équations (18) est égale à la valeur obtenue en dérivant l'égalité (17) qui
définit y. Cette vérification s'effectue sans difficulté en tenant compte de (20)
et (20)'.
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En définitive si les conditions (14), (21) et (21)' sont satisfaites, ce
qui entraîne que tout invariant absolu du réseau quel que soit son ordre
soit fonction de l'un d'eux w1, il existe une fonction C et une seule satis-
faisant aux équations (8): Le réseau admet un groupe continu à un para-
mètre de transformations topologiques. Ces résultats sont résumés dans
l'énoncé suivant.

La condition nécessaire et suffisante pour quun léseau qui n'a pas
la configuration hexagonale admette un groupe continu de transformations
est que tous ses invariants absolus soient fonctions de Tint d'entre eux,
oat par exemple. Le réseau admet alors un groupe à un paramètre, dont
la transformation infinitésimale est:

Af Af
(22) = 0,

où <pf est une fonction de «i définie par Véquation:

v' 1(23)
(lui

Le second membre est une fonction de œt et y se détermine par une
quadrature à un facteur constant près qui ne change pas le groupe
continu défini par la transformation infinitésimale (22).

REMARQUE. L'équation (22) permettrait de démontrer aisément que
deux quelconques des trois familles de courbes du réseau forment avec
la famille des trajectoires du groupe à un paramètre, un réseau à con-
figuration hexagonale.

Cela résulte d'ailleurs beaucoup plus simplement des considérations
géométriques élémentaires suivantes.

Soient deux familles de courbes
Ci et C2 et un groupe à un paramètre
laissant ces familles invariantes. Dé-
signons par T les trajectoires de ce
groupe. Nous allons montrer que le
réseau (t\C2T) est à configuration
hexagonale.

Considérons en effet les 3 courbes
Cj0 C2 T{) qui se coupent au point O

Cl et un point Po sur 6\°. Soit P, le
p. 6 point d'intersection de la courbe Ci

et de la courbe T passant par Po.
Il existe alors une transformation finie T du groupe considéré qui fait
correspondre Pt à Po. Nous désignerons par T(A) le point auquel cette
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transformation fait correspondre un point quelconque A. La trans-
formation T laissant invariantes les familles de courbes Cx et C2, on en
conclut que les sommets successifs du contour polygonal Po Pi P2 P3 P* P§
(Fig. 6) formé de courbes C\C2 et T satisfont aux relations:

Pt = T(Po), Pt = T(O), P3 = T(P4), O = T(P5).

Les points O et Pi étant sur une même courbe C2, il doit en être de
même des points P5 et P6 dont ils se déduisent par la transformation T,
ce qui prouve que le réseau (d Ct T) est à configuration hexagonale.

Considérons alors un réseau {C\C\C^) admettant un groupe continu
à un paramètre de transformations topologiques dont les trajectoires
seront désignées par T. Le réseau (C\ (\ T) est à configuration hexa-
gonale et peut être par suite topologiquement appliqué sur 3 familles
de droites parallèles. Cette application étant réalisée, il est évident que
les transformations T ne peuvent être que des translations parallèlement
à une direction ûxe. La troisième famille de courbes Cs devant rester
invariante, est constituée par des courbes se déduisant de l'une d'entre
elles par ces translations. Le réseau proposé peut donc être représenté
analytiquement par les relations:

xi = const.. v = const., —— = <p(u-\-v).
OU



DEUXIÈME PARTIE.

Réseaux de surfaces.

CHAPITRÉ I.

Invariants des réseaux de surfaces.

Considérons dans l'espace un réseau de surfaces, c.-à-d. Fensemble de
4 familles à un paramètre de surfaces que nous supposerons dans le
domaine où nous les considérons, continues et dérivables aussi souvent
que cela nous sera nécessaire. Nous nous proposons dans ce chapitre
d'étudier les invariants d'un tel réseau par rapport à une transformation
ponctuelle quelconque.

§ 1. Les invariants relatifs Trv et Vinvariant absolu TC.

Nous imaginerons les 4 familles définies dans un système de co-
ordonnées curvilignes quelconque ti, v, ta par 4 relations différentielles
Si = 0 (i = 1, 2, 3, 4) où les St sont des formes de Pfaff,

(1) St = <pi(n, v, w) dii-\- tyi(u, Vj tu) dv-\- 6i(ii, v7 w) dw

dont les coefficients satisfont aux conditions d'intégrabilité:

dv du

La condition *(2) est nécessaire et suffisante pour que l'équation St = 0
représente une famille à un paramètre de surfaces: Nous désignerons
une surface de cette famille par S\ et la ligne d'intersection de deux
surfaces St et Sj par Ltj.

Les formes St n'étant définies qu'à un facteur près, on peut sup-
poser qu'on les a choisies de manière à vérifier l'identité:

(3) 8l + S2 + SB + Sà ~ O
ce qui entraine:

4 4 4

(4) 2w = 2**^ 2«t = o-
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Nous poserons:
fi 9j

tyk

ok

Des relations (4) on déduit alors:

(5) (SPi 92 9$) — — ^92 9s 9A) = (ï fPi) (9* = D + 0.

Les /Si étant supposées «normalisées» de manière à vérifier la relation (3), on
ne peut plus les multiplier que par un facteur commun &(ii, v, iv). Comme
pour les réseaux de courbes, nous aurons donc à former les invariants
des formes St par rapport aux deux groupes de transformations suivants:

1°) (T) Changement de variables.

n = 11 (ïï v w).

. w = w (it r iv).

2°) (JT*) Multiplication des S{ par un facteur commun X 4 O.

(7) S* = XSt; v* = A y., </>* = i ^ ,

De la condition d'invariance Si — S,-, on déduit:

fl* = y r

(8)

D'où:
(9)

du
dv
du

dv
1 dU

11
1 dw

!>* =

dw
dv
dw_

Considérons alors les opérateurs différentiels:

(10)

qui satisfont aux conditions suivantes:

(11) Jv + ,lji==

(12) -</,,,•+! + -^«,!+2 + -

1
D

9i

9j
d

, du
d

dv
d

dw ,

j = \, 2, 3, 4,

0,
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d'où il suit que tous les Ay peuvent s'exprimer linéairement au moyen
de 3 d'entre eux, par ex. A12, A1B, A23. Ces opérateurs se transforment
par T et T* d'après les formules:

(13) Âtj = Aij, Afj = y- Aij.

Soit f(ti, v, iv) une fonction quelconque. A^f est proportionelle à la dé-
rivée de/suivant la direction de la ligne Lij. Par suite si/z(w,v?^) = const.
est l'équation d'une surface Slf étant donné que les lignes Ltj et Lik ayant
un point commun avec cette surface sont tout entières situées sur elle,
les expressions /,;ƒ, et ftkft sont identiquement nulles. Cela revient à
dire que le système d'équations linéaires aux dérivées partielles:

^ijf = 0, Aikf= 0

est un système complet, de telle sorte que la parenthèse

(14) (Aij Aik) = Ay Aik — Aik Ay,

qui est un nouvel opérateur du premier ordre, est de la forme:

(15) y Aik) ik — «tTc

En vertu des relations (12) on vérifie aisément que Ton a:

(16) (Aiti+if Am-2) = (Aij+2> Aiii+8) = (Aij+s, A^i+x) = Ai.

Ci

Ax A^ A% A± et on a Videatité

(h

suivante par rapport aux a:

(17)

Des relations (12) on déduit sans peine que les a^ satisfont àJa relation:

(18)
et les Ai à :

(19) At— — Ai+z EEE 0 .

Si dans cette identité on remplace les A% par leurs expressions (17)
fonction des A^} et que dans l'expression ainsi obtenue on exprime

en
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Aij au moyen de trois d'entre eux indépendants, par ex.
i, on obtient pour les «^ l'identité suivante :

53

(20) M + «n-2,i + «i+s.i = 0.

En désignant par Ai et ^ * les transformées de A% par T et T* on déduit
aisément des relations (13) les propriétés suivantes:

(21) Âi =

On définit les transformées S~ et «?. de tcy comme il suit:

(22)
Ai = aij

A*= ccfj

âne

et de (21) on déduit alors:

(23) alj ~J% AIJ VV •ccij = ccij, a{j — ^

Si on forme alors les expressions symétriques:

(24)

on voit en vertu de (11) que ce sont des invariants relatifs. On a:

(25) nij = Ttij, rrf. = ~- *<,.

Des égalités (18) et (20) on déduit aisément les relations suivantes:

/Ç%£*\ (

(27) l 7T$} J4-i + 7r^t-_|_2+ 7Ti,i-j-3 = 0 ,

ou plus en détail:

(27)' t 7*12+ 7*13 4-7*14 = 0 .

Par suite il n'existe en fait que deux invariants ity indépendants. Si
tous les 7iij sont ^ 0? on obtient un invariant absolu en formant le
quotient de deux d'entre eux, par ex.:

(28) ÜÜL
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§ 2. Réseaux ù configuration octogonale.

Les Ttij étant des invariants relatifs, les équations mj = 0 sont
invariantes et doivent par suite exprimer une propriété géométrique du
réseau. Nous allons en effet démontrer la proposition suivante.

THÉORÈME A, La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes
Li,î+i et Li+2,i-+-x engendrent une Jamille de Toc1 surfaces sur chacune
desquelles elles forment un «système coordonnées», est que Von ait
identiquement:
(29) m,î+l •= 7Ttf2,H-3 - ^ 0 .

En effet pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le système suivant
d'équations aux dérivées partielles:

(30) ''M-i-i / = 0- s'i+w*/ = 0

soit un système complet. Car alors ƒ étant la solution générale de ce
système, on voit que le long de toute courbe Lij+i ou Li+2j+n on a
ƒ = const. ce qui exprime que ces courbes sont tout entières situées
sur les surfaces de la famille à un paramètre f — const.

Par suite, la parenthèse:

doit pouvoir s'exprimer sous forme d'une combinaison linéaire de -^ij-\-i
et /̂j_|_2,ï4-8. En développant^ et ./2+i d'après (17) et exprimant cette
condition on trouve la condition (29) c. q. f. d.

THÉORÈME A'. De même on montre aisément que

(31) 1,1+3 =

est la condition nécessaire et suffisante pour que les lignes Liti+2 et
engendrent une famille de l'cc1 surfaces.

Or en vertu de l'égalité (27) 7r23 = TT14 = 0 est une conséquence
immédiate des égalités TT12 = TT34 — 0 et rcVi = 7t2A = 0. D'où la
proposition:

THÉORÈME B. Si les deux couples de lignes (Li2n L^) et (X13? L2*)
engendrent deux familles à un paramètre de surfaces, les lignes (Li4t, L2$)
engendrent elles aussi une troisième famille de l'on1 surfaces.

Nous désignerons sous le nom de «réseau à configuration octogonale»
tout réseau formé de 4 familles de plans parallèles (divisant par suite
l'espace en octogones) ou bien tout réseau qui s'en déduit par une
transformation topologique. En d'autres termes, ce sont des réseaux tels
que par un choix convenable des coordonnées, on puisse représenter
leurs 4 familles de surfaces par les équations:
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(32) u = const., v = const., w = const., t = const.
avec

u-\-v-\-w-\-t = 0.

Des propositions A et A' on peut déduire le théorème suivant.
THÉORÈME C. Les identités TT12 = TT1H = niA =. 0 caractérisent

les réseaux à configuration octogonale.
Prenons en effet les trois premières familles du réseau comme surfaces

de coordonnées:

u = const. , v = const., w = const.,

et supposons la quatrième famille définie par l'égalité:

ƒ (?/, v, ?r) = const.

Si la relation rr12 -— rr.M = 0 est satisfaite, on sait en vertu de (A) que
les lignes Ll2 et Z/34 engendrent une famille de surfaces ce qui revient à
dire que ƒ doit satisfaire à une relation de la forme:

Fl(vfv) = F*(M>,/).
D'où Ton conclut:

£-£-•<-••>• »" *-•&•
De même on conclut de rris = 0 et niS = 0 à des relations de la forme:

/« J
D'où suit:

0 (n? w) = <Z> (u, i;) - *P"(i;, w),

égalité qui n'est possible que si &, *P, O ont les formes suivantes:

où U V W sont des fonctions respectivement des seules variables u, v, w.
La quatrième famille du réseau est donc définie par l'équation:

Udn+Vdr+Wdw = 0,

et par un changement de variables évident, on peut ramener le réseau
à être représenté par les équations (32).

Inversement d'ailleurs pour tout réseau à configuration octogonale
les conditions figurant dans» les Théorèmes A et A' sont évidemment
satisfaites en sorte que tous les TV sont nuls.
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Des propositions A, A! et C on déduit le théorème suivant dû à
Monsieur Blaschke.

THÉORÈME D. Les réseaux à configuration octogonale sont caractérisés
par la propriété que les lignes d'intersection de leurs surfaces se répartissent
en « systèmes de coordonnées » sur 3 familles de surfaces formant elles-
même un «système de coordonnées» dans l'espace.

Cependant en vertu de la proposition (B) on voit qu'une condition
suffisante pour caractériser un réseau à configuration octogonale est que
deux couples seulement de lignes d'intersection (L12, LS4) et (i is, L24)
par ex. engendrent deux familles de surfaces. Kous donnerons au chapitre
suivant une démonstration purement géométrique de ce fait.

veaux invariants pour les réseaux dont les 7iv

ne s annulent pas tous.

Nous considérerons maintenant des réseaux pour lesquels les Tty ne
s'annulent pas tous, et nous allons montrer comment on peut former
pour ces réseaux un système complet d'invariants d'ordre supérieur.

Tout d'abord on peut former un système d'opérateurs absolument
invariants yl'ij. Il suffit de considérer * un des invariants rty qui soit
différent de zéro et de former:

(33) yï'.j = — ^ - .

Si tous les Tty sont 41 0 il sera naturel de poser:

(33)' Aj = - £ - ^ t f -

D'autre part n étant un invariant absolu, on voit que les expressions
^ij(n) constituent des invariants absolus dont 3 seulement sont in-
dépendants.

Invariants relatifs Qi.

Par ailleurs on déduit aisément des relations (23) que les grandeurs:

(34) Qi =- ^ij(alk) — /Itk(ccij)

se transforment par T et T* de la manière suivante:

(35) ^ = Qv Qf = jjrQi.

On obtient ainsi 4 nouveaux invariants relatifs en posant identi-
quement par rapport aux c%.
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(36)

Ci e2

où les flèches indiquent que dans le développement du déterminant on
doit considérer les ./# comme opérant sur les «#.

Ces 4 invariants relatifs ne sont d'ailleurs pas indépendants, et
en tenant compte des identités (18), (19) et (20) on démontre aisément
l'identité :

(37) Qi — — Q* = 0 .

Considérons une surface Si-. Les trois autres familles du réseau
découpent sur cette surface 3 familles de courbes Lu, L12, Lu formant
sur Si un réseau de courbes que nous désignerons par Ri. Ce réseau
est représenté analogiquement par le système des trois équations diffé-
rentielles yin — 0, s1i<> = 0, s/fà = 0 où Ton suppose u, i-, w liées par
la relation Si = 0. On a d'ailleurs

jiix + Ai2 -f 4i% = 0

de sorte que Ton a ainsi une représentation du réseau de courbes Ri
analogue à celle que nous avons envisagée dans l'étude des réseaux de
courbes1)- Les formes ^Ai, si^, A^ correspondent aux formes y1x yi2 A%,
l'opérateur A? à l'opérateur si\ les «,;/ correspondent aux expressions^-,
de sorte que l'invariant Qi défini par la formule (36) ci-dessus n'est pas
autre chose que l'invariant Q qui correspond au réseau lij. De ce qui
a été dit à propos des réseaux à configuration hexagonale résulte la
proposition:

THÉORÈME. La condition Qi = 0 exprime que le réseau Ri est un
réseau à configuration hexagonale.

D'autre part les invariants relatifs Qi étant liés par l'identité (37),
si 3 d'entre eux sont nuls, il en est de même du quatrième. D'où

THÉORÈME E. W sur 3 des /((milles de surfaces du réseau, les réseaux
de courbes Ri correspondants sont à configuration hexagonale, les réseaux
tracés sur la quatrième famille de surfaces sont aussi à configuration
hexagonale.

Des invariants relatifs Qi on déduirait de nouveaux invariants
absolus en les divisant par le carré d'une des quantités TTJJ non
nulles.

!) Cl Chap. I, lière Partie, formules (13)2î (18)2.
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Invariants relatifs Qij,hk-

On peut encore former d'autres invariants qui nous seront utiles
par la suite, en considérant les formules (23) et formant les expressions:

(38) Qij,hk = -^ij{^hk)— (*ij™hk'

On vérifie sans peine les lois suivantes de transformation de ces quantités
par T et T* :

Ce sont donc des invariants relatifs, et les égalités (18), (20), (25)
permettent aisément de montrer qu'ils sont liés entre eux par les relations
suivantes :

Qij,hk =

Qjijik = —

(40)

W l,Jik + QH-j-2,hk + Qii+Khk = 0 ,

. Qij,hh+l + Qij,hh+2 + Qij,hh+f\ = 0 ,

d'où l'on conclut que les Qijyj,k peuvent tous s'exprimer en fonction de
6 d'entre eux et des n^.

Or un raisonnement analogue à celui que nous avons fait à propos
des réseaux de courbes montre qu'il ne peut pas y avoir plus de 6 in-
variants du troisième ordre indépendants. Par suite les invariants
relatifs slxjiri) et Qi doivent pouvoir s'exprimer au moyen des Qij,hk>

On démontre en effet sans peine la relation:

(41) 1{) 1\^\

Pour trouver l'expression de Qi en fonction des Qij,hk nous considérerons
l'identité de Jacobi bien connue:

(42) ( 4jk (y/ij sin)) + (Aij {yiiu y*jk))'-\- (^ik {sijk yiè) = 0.

Grâce à la formule (15) on peut exprimer le premier membre de
cette identité comme combinaison linéaire de sUh *̂fc* ^jk et ces trois
opérateurs étant linéairement indépendants, les coefficients de la com-
binaison ainsi obtenue doivent être identiquement nuls. On obtient de
la sorte la formule suivante:
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(43) slij (aki) — Aft (ah) = Uy aUi — <*ik aji.

De là on déduit aisément les résultats suivants:

— AiJc (îTij) -f

ou

(44)

et par suite:

(45) Qî ~ eW+1'fH"2 ^ + 2 ' W + 1 — **+*>«+* ^+8,u+2

THÉORÈME, i e s deux égalités ny = O et Qi = O entraînent la
troisième égalité Qj = 0.

Supposons par exemple que Ton ait:

On en déduit:

L'égalité (45) donne alors la relation:

De même on a:

Or, on peut écrire en vertu des égalités (40) et des hypothèses:

q% ~ ^21,28 = ^21,21 #21,24 = #21,24 = Çn, 18 ̂  ^12, U + 7*12 7*18 = ^12,18.

Si Ql = 0 l'égalité (45)' entraîne

et par suite on a:
ça = 0 c. q, f. d*.

L'interprétation géométrique de ce théorème est évidente. Jl exprime que
si les lignes L12? L84 engendrent une famille à un paramètre de surfaces nx

et si les réseaux Bx découpés sur les surfaces *S\ par les surfaces des
3 autres familles sont à configuration hexagonale, il en est de même des
réseaux R* découpés sur les surfaces K> par les surfaces des 3 autres
familles.

Géométriquement cela résulte du fait que la congrueneo de courbes LM

établit entre une surface tfÂ quelconque et une surface S., quelconque une
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correspondance ponctuelle telle qu'au réseau Rx tracé sur St correspond
le réseau R2 tracé sur S2. Si le premier est à configuration hexagonale,
il en est forcément de même du second.

Invariants absolus Qij,hk*

Des invariants relatifs Qij,hk on déduit des invariants absolus en les
divisant par le produit de deux des nij non nuls. Si tous les riy sont ^ 0
il sera naturel de prendre:

(46) Qij,hk = ' ^ n ^ Qij,iik = Aj log (nhk) — ^ .

Si Ton pose ^ij = ^ij, on vérifiera sans peine les formules:
71 ij

(47)

Méthode générale pour obtenir des invariants d'ordre supérieur.

D'une manière générale, de tout invariant absolu I' on peut déduire
de nouveaux invariants d'ordre plus élevé en appliquant à l'les opérateurs
invariants si'ij.

Un autre procédé pour obtenir de nouveaux invariants est le suivant;
Soit I un invariant relatif se transformant par T et î7* d'après les
formules suivantes:

(48) 7=J, /* = -j»I.
On forme les quantités:

(49) Iij'= ^ij(î) — n*ijl

et on vérifie aisément:

(50) I v = I v , I t ^ l

On a ainsi des invariants relatifs d'ordre supérieur et on en déduit les
invariants absolus suivants:

(51) iij = j-iy = Jij -~T-j + —r
In

Par cette méthode, on obtient par exemple les invariants absolus suivants
du quatrième ordre:

m „„=
qui satisfont aux conditions:
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Les trois invariants «M+i, ah,i+2, <»Î,H-3 ne sont autres que les invariants
wi «2 «s du réseau de courbes Rt découpé sur la surface 8t par les sur-
faces des 3 autres familles.

§ 4. Représentation canonique d'un réseau de surfaces.

De même que pour les réseaux de courbes, on peut considérer une
représentation particulière d'un réseau de surfaces, obtenue en prenant
trois des familles comme système de coordonnées u, c, ic, la quatrième
famille de surfaces étant alors définie par l'égalité ƒ (H, V7 W) = const.
On obtient ainsi:

Si = —fu dit * * ;
S2= * —fvdv * ;

# 3 = * * fwdw\

S* — fu du +fv dv +fw dw ;
D'où l'on déduit:

(54)

=- —fu, tpt=Q, Öi=O;

= 0, tys=fv, Ö2=0;
= 0 , ^ 3 = 0 , Ö 3 = —

8

(55)

et

«12 =

«23 =

(56)

= +
fw
1

fv
1

dw '
8

dv '
8

sfvA =

fw dw
1 8

du
8

1
fv
1

fw
1

8
dv '
8

dw '
8

fv dv ƒ„ du '

Jv fw
Juw

Jv

«84=0,

«18— 'jï~^p~y

Jv Jw

«24 = 0 ,

Juv
«31 /• /» ?

Jujv

«14 = 0,

fun

« 4 1
JUU

fufiv fufv
On en conclut:

«42 :

ƒ«ƒ* ƒ* ƒ- '
«48

fufw

JVW JUW

JvJw Jujw

(57)

Ttl2 =

1
fu
1

^ • o * #

De même que dans le plan on voit que la forme des égalités (54)
se conserve quand on effectue les transformations suivantes:



62 M - J - DUBOURDIEÜ

(T*) Changement de la fonction f(n, v, w):

(58) ƒ * (M, v, w) = F [f{u, v, wj].

(T) Changement de paramètres u et v:

(59) n = u(n), v = v(v), w = iv(w).

On peut alors utiliser ces deux séries de transformations pour
obtenir une représentation du réseau telle qu'en un point déterminé O
de l'espace les dérivées de la fonction ƒ (u, v, w) satisfassent aux con-
ditions suivantes:

(60) Juw :==z 1 ? Juv ==z Juvv z==: Juvvv ==z === 0 j

et de plus:
ƒ<> = 1 f° = f° = . . . — O

(6 i ) y ? = i , / s , = / , ° w = ... = o ,
fo .-_ i ƒ o _ fo — . . . — n

Ces conditions étant réalisées, les transformations T* et T qui permettent
de les obtenir sont absolument déterminées, de telle sorte qu'il est,
impossible de particulariser davantage la représentation analytique du
réseau au point 0. Nous donnerons à cette représentation le nom de
«représentation canonique au point O ». Elle permet de fixer le nombre
d'invariants absolus des différents ordres: C'est celui des dérivées des
différents ordres de la fonction ƒ dont les valeurs au point O ne sont
pas déterminées par les égalités (60) et (61). On voit donc qu'en
général il y aura: un seul invariant absolu du 2° ordre (fuv), 6 invariants
absolus du 3° ordre {fUh, fu*H, ft*u . fu*u, fu*v, fum) et ainsi de suite.

Il peut être commode pour conserver plus de symétrie aux résultats
de considérer une «représentation semi-canonique» au point O, pour la-
quelle seules les conditions (61) sont réalisées, ce que l'on obtient en
choisissant un système de paramètres n, v, w qu'on peut interpréter de
la manière suivante:

Les surfaces de la quatrième famille sont définies par l'égalité:

(62) f(u,v,w) = C,

qui fait correspondre à chaque surface de cette famille un nombre G.
Les conditions (60) n'étant pas supposées réalisées, on peut d'ailleurs
faire subir à V une transformation quelconque:

(63) C~f(C),

de sorte que la correspondance entre les surfaces de la quatrième famille
et C est tout à fait arbitraire.
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Soit CQ la constante correspondant à la surface S± passant par O
et C la constante correspondant à la surface 84 passant par un point
quelconque P sur la ligne L% (v = const., w = const) issue de O.
Pour obtenir une représentation semi-eanonique en O, il suffit de choisir
comme valeur du paramètre u au point P la valeur C—COy la même
définition étant valable pour les paramètres v et w sur les lignes L12
et Z/23. Les coordonnées u0 vo tt'o du point O sont alors nulles, et si
Ton considère 3 points P(u, 0, 0) Q (0, i\ 0) B (0, 0, w) situés aux points
d'intersection des lignes L% Lu L%6 issues de O avec une même surface #4,
on a pour ces 3 points:
(64) u •= v = w = C— CQ.

§ 5. Interprétation géométrique des invariants rty et n.

Soit CQ la constante qui caractérise la surface 84 passant par O
et CQ + d0 C la constante correspondant à une surface 84 infiniment
voisine de &*0. Les lignes Lts L12 L% issues de O rencontrent £4 en des
points P, Q, JB. Considérons la ligne Lvz issue de R et la ligne Li%
issue de Q: Ces deux lignes situées sur la surface Si passant par O se
coupent en un point A\. De
même la ligne £23 passant
par Q et la ligne L12 passant
par Pse coupent au po in té ;
la ligne Ln issue de P et la
ligne i/23 issue de R se cou-
pent au point A*. Nous
désignerons par Co + dx C,
CoJrd2C, Co-^-d^C les va-
leurs de C correspondant aux
surfaces de la quatrième fa-
mille contenant respective-
ment les points AXA2A9. Si on
a pris au point O une re-
présentation semi-canonique,
on vérifie sans peine les ^ig. 7.
égalités suivantes.

' rf, C = 2d0C+fL (d0Cf+
(65) d2 C = 2 do C+fL (d0 Cf+ . . -,

dBC = 2d0C+fur(d0Cf-\ .

Or dans cette représentation les invariants relatifs n^ ont les valeurs:
TT fO ƒ0 ~ —- fO fO Y*- — - fQ fQ
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On a donc:
f*n\ Y- dtC—dtC T . cUC—ckC T . d2C—dlC
(67) 7T12 = Lim ( , 2 , 7T23 = Lim ~ . n 2 — , TT31 = Lim

et par suite:
( 6 8 ) w = ÜÜL

7T

Si on effectue sur (7 la transformation (64) on voit que les Tty sont
multipliés par un même facteur, tandis que n ne change pas, ce qui
correspond bien au fait que les premiers sont des invariants relatifs,
tandis que n est un invariant absolu.

En particulier, si tous les TT,J sont nuls, on voit que les 3 points
Ai A2 A$ sont situés sur une même surface de la quatrième famille.

CHAPITRE II.

Etude géométrique des réseaux à configuration octogonale.

Dans ce chapitre nous considérerons un réseau de surfaces comme
formé par 4 familles de surfaces absolument quelconques, assujetties à la
seule condition que 3 quelconques d'entre elles forment, tout au moins
à l'intérieur du domaine où nous les considérerons, un < système de co-
ordonnées », c.-à-d. soient topologiquement applicables sur les plans x, y,z
= const. d'un système de coordonnées cartésiennes. De même quand nous
dirons que deux congruences de lignes engendrent une famille à un para-
mètre de surfaces, il restera entendu que cette famille est topologique-
ment applicable sur une famille de plans parallèles, et de plus que sur
chacune de ces surfaces les courbes considérées forment un « système de
coordonnées», c.-à-d, sont topologiquement applicables sur deux familles
de droites parallèles.

§ 1. Démonstration géométrique de la proposition B.

Conservant les notations utilisées dans le chapitre précédent, nous
considérons un réseau de surfaces satisfaisant aux conditions suivantes:

a) Les lignes Llt et L34[ engendrent une famille à un paramètre de
surfaces, soit TT1:

b) Les lignes i 1 3 et L2i engendrent de même une famille à un
paramètre de surfaces, soit TT2:

11 s'agit alors de démontrer que les lignes Lx t et L2$ engendrent elles
aussi une troisième famille à un paramètre de surfaces, soit TT3.

Nous démontrerons tout d'abord la propriété suivante: Considérons
les 3 surfaces S" S? *ST.? payant par (), et leurs lignes d'intersection
£12 Lis L%. Boit S\ une surface de la quatrième famille ne passant pas
par O et coupant les lignes JLÏ2 ZL LU respectivement aux points A, B, C.
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Fig. 8.

La ligne i 1 3 issue de A et la ligne Li2 issue de B se coupent en un
point M de Si. On définit de même les points P et Q sur S$ et S$.

ce) Je dis que les trois
points MPQ sont sur une même
surface de la quatrièmeJùmilleSé.

En effet en vertu de Fhy- s°
pothèse (a), les points M et P
appartiennent à la ligne d'inter-
section de la surface TXX qui con-
tient la ligne L8i passant par
B et G, avec la surface 8B

passant par A. Or la ligne
d'intersection d'une surface nt

et d'une surface SB est une
ligne _L34. Par suite M et P
sont sur une même ligne 2>34

et par suite sur une même
surface S±. On démontre de
même qu'en vertu de l'hypo-
thèse b) les points M et Q sont
sur une même surface Si, ce qui
entraîne la proposition («).

De (a) il est aisé de dé-
duire la proposition suivante:

fi) Sur une surface S2, les
lignes Li2, L23 et L^ forment
tin réseau à configuration hexa-
gonale.

Sur une surface quelconque
de la deuxième famille, soit S£
prenons un point quelconque P
et considérons les lignesLi2,LiB,
L2± passant par ce point sur S2.
Sur la courbe L23 prenons un
point (i voisin de P (de manière
que dans les constructions sui-
vantes on reste dans le domaine
où le réseau est défini) et pour vérifier que le réseau formé par les droites
Lu, L23- Au est à configuration hexagonale, construisons suivant le pro-
cédé connu le contour potygonal /tyCAa). (Fig. 9). Il s'agit de démontrer
que l et // sont situés sur une même ligne L24.

Les lignes yC et « i se coupent sur S% en un point O et nous

Fig. 9.
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considérons les surfaces Si, S2, S% des trois premières familles passant
par ce point O. La surface S± passant par AC coupe leurs lignes
d'intersection £12 £23 £13 respectivement aux points A, C, B et comme
dans la démonstration de «)< on peut construire les points M, P, Q qui
sont tous les trois situés sur la surface Si passant par ay.

La surface St passant par C, la surface S2 passant par B, et la
surface Ss passant par Â forment avec Si S* S$ un parallélépipède curvi-
ligne dont n est le sommet opposé à O. On voit alors immédiatement
sur la Fig. 4, qu'en vertu de la proposition a) appliquée aux 3 surfaces
des 3 premières familles passant par ^1, les points X et /r appartiennent
à une même surface S" de la quatrième famille.

De même en appliquant le proposition à) aux 3 surfaces des 3 premières
familles passant par C on voit immédiatement que les points n et ^ appar-
tiennent à une même surface de la quatrième famille et par suite à Si'.

Les points A et tu appartenant tous deux à Si' sont bien situés sur
une même ligne L2i, c. q. f. d.

De la proposition fi) suit la proposition suivante.
y) Le réseau de courbes formé sur une surface n{ par les lignes£12, £34

et les lignes d'intersection de cette surface nx avec la famille de surfaces n2,
est tin réseau à configuration hexagonale.

En effet la congruence des lignes Li3 établit entre une surface n1 et
une surface 8* une correspondance biunivoque. Cette correspondance
fait correspondre respectivement aux lignes Li2 et L<u situées sur rclf

des lignes Ll2 et L2ii situées sur S2. D'autre part, à une ligne d'inter-
section de Ttl avec une surface TT2 elle fait correspondre sur S2 la ligne
d'intersection de S2 avec la surface ir2 considérée, c.-à-d. une ligne -L24.
On en conclut qu'au réseau dont il s'agit dans la proposition y) correspond
le réseau dont il s'agit dans la proposition fi). Le second étant à con-
figuration hexagonale, il en est de même du premier, c. q. f. d.

Avant de passer à la démonstration de la proposition B, nous
établirons encore le leinme suivant, que nous aurons à utiliser:

LKMMK. Soit un réseau de courbes à con-
figuration hexagonale. Considérons le quadrilatère
curviligne aOftO' dont les côtés («O, 00') ap-
partiennent à la première famille de courbes
du réseau, les côtés (00, cc())f à la deuxième
famille et dont la diagonale 0 0' est une courbe
de la troisième famille. A et B étant deux points
de « O et a O' situés sur une même courbe de la
troisième famille, traçons les courbes A A' et BB'

appartenant respectivement à la deuxième et à la première famille de
courbes du réseau et coupant respectivement 00' et 00' aux points A'
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V

et B'. Les points A' et B' sont situés sur mie même courbe de la
troisième famille.

Il suffit pour s'en convaincre de remarquer que ce lemme est
évident pour le réseau de droites parallèles sur lequel le réseau considéré
est topologiquement applicable.

On peut alors démontrer la proposition B comme il suit: En vertu
des hypothèses a) et b), si on prend deux points O et O' sur la ligne
d'intersection 00' d'une
surface n^ et d'une sur-
face n?2, les surfaces du
réseau passant par O et
les surfaces du réseau
passant par O' forment
un octaèdre curviligne.
Soit 0 0'A B CD cet
octaèdre dans lequel les
lignes AB, CD sont des
lignes La et les lignes
AD,BC des lignes LM.

Pour démontrer la
proposition B, il suffit
de démontrer que toute
ligne Lrs rencontrant
la ligne AB rencontre
aussi la ligne CD qui LH

au fond est une ligne Ll4

quelconque s'appuyant
sur AD.

Prenons donc un
point M quelconque sur
AB et considérons la
ligne Lrs passant par M,
La surface n2 passant
par M coupe OA et O'A
en deux points o> et œ' et soit «a/ la courbe d'intersection de cette
surface TTO avec la surface n\ (AOCOf). D'après la remarque faite au
début de cette démonstration les surfaces du réseau passant par w et »'
forment un octaèdre curviligne, soit wiiI/P.Vw', et le sommet P opposé
à A se trouve dans la surface rrj. Les courbes w P(L31) et w'P(L12)
rencontrent OC et O'C en deux points 12 et Sï. En vertu de la pro-
position Y) et du lemme démontrés précédemment, on voit que -Q et S2'
sont situés sur une droite d'intersection de la surface n^ avec une sur-
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face 7t2. Par suite les surfaces du réseau passant par ces 2 points SI et &
forment un octraèdre qui admet évidemment comme sommets opposés
P et C. La ligne L2% passant par P , soit MP doit donc rencontrer
la ligne L14L passant par C, c.-à-d. CD, et la proposition B est ainsi
démontrée.

§ 2. Démonstration géométrique de la proposition C.
Etant donné un réseau de surfaces satisfaisant aux 3 conditions

que les couples de lignes (Ll2 £34) (L1S L2±) (Li4: L2B) engendrent S familles
à un paramètre de surfaces nu n2j nZj il s'agit de montrer que les
4 familles de surface du réseau sont topologiquement applicables sur
4 familles de plans parallèles.

Monsieur BLASCHKE1) a donné de cette proposition une élégante
démonstration géométrique à laquelle nous renvoyons le lecteur.

§ 3. Réseaux de plans à configuration octogonale.
La proposition C permet très simplement de déterminer les réseaux

de plans dont les 4 familles de plans sont topologiquement applicables
sur 4 familles de plans parallèles.

Soit, en effet, un tel réseau. Les surfaces S\ sont alors des plans,
et les lignes Ll} des droites. Le réseau étant à configuration octogonale
la proposition C montre que les 3 couples de droites (Li2 Z34), (LIS LM),
(X14 L2S) engendrent 3 familles de surfaces /r1? TT29 rrn qui, étant double-
ment réglées, sont des quadriquos. Mais on sait que tout plan passant
par une génératrice d'une quadrique est tangent à cette quadrique.
D'où il suit que le plan Si par exemple qui contient les droites L12, Lts,
Lié est tangent aux trois quadriques nlJ TT27 TT.A admettant ces droites
comme génératrices. On voit donc que les 3 familles de quadriques
n1 7T2 7T3 admettent Foc1 plans tangents communs Si. On démontre de
même que les familles de Toc1 plans, S2 et SB sont des plans tangents
communs à nx, n2, TT3. Ceci n'est évidemment possible que si ces
quadriques nx n2 TT3 appartiennent à un même faisceau tangentiel de
quadriques, le réseau proposé étant constitué par les plans tangents
communs aux quadriques de ce faisceau. D'où le théorème.

THÉORÈME F. Les seuls réseaux de plans présentant la configuration
octogonale sont les réseaux constitués par les plans tangents communs aux
quadriques d'un faisceau tangentiel.

Inversement tout réseau ainsi formé présente la configuration
octogonale.

Bien entendu le théorème est encore vrai si le faisceau tangentiel
considéré est dégénéré. En particulier on voit ainsi que le seul cas

*) BLASCHKE. Topologische Frag-en (1er Differentialgeometrie II. Achtflachgewebe.
Mathematische Zeitschrift 28 (1928), S. 158—160.
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où un réseau formé par 4 faisceaux de plans présente la configuration
octogonale est celui où les axes des 4 faisceaux de plans forment un
quadrilatère plan ou gauche.

Ceci conduit à se demander à quelles conditions doit satisfaire un
réseau quelconque pour que ses 4 familles de surfaces soient topo-
logiquement applicables sur 4 faisceaux de plans dont les axes ne forment
pas un quadrilatère gauche. C'est ce qui fera l'objet du chapitre suivant.

On pourrait donner de la proposition iMine démonstration analytique
simple en utilisant la méthode qui nous servira au chapitre suivant. On
serait ainsi conduit à une représentation paramétrique du réseau faisant
intervenir les fonctions elliptiques.

CHAPITRE III.

Conditions nécessaires et suffisantes pour que les 4 familles de surfaces
d'un réseau soient topologiquement applicables sur 4 faisceaux de plans.

La méthode qui nous a servi pour étudier les conditions d'appli-
cabilité d'un réseau de courbes sur 3 familles de droites quelconques peut
s'appliquer à la recherche des conditions nécessaire* et suffisantes pour
qu'un réseau de surfaces soit topologiquement applicable sur 4 familles
quelconques de plans. Toutefois, on obtient ain&i des équations fort
compliquées qu'il semble difficile d'étudier. Aussi nous contenterons
nous dans ce chapitre d'envisager le cas particulier où les 4 familles
de plans considérées sont des faisceaux de plans.

§ 1. Premières conditions nécessaires.

De l'interprétation géométrique des équations Qi = 0 (§3, chap. I)
il résulte que ces équations doivent être satisfaites pour tout réseau
topologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans. Dans tout réseau
formé de 4 faisceaux de plans, 3 des familles de surfaces découpent en
effet sur une surface quelconque de la quatrième famille un réseau de
courbes à configuration hexagonale.

Une première série de conditions nécessaires s'exprime donc par les
égalités.

a)
ou ce qui revient au même

(2)

Qi — C>2 —

même

A ij {cc ik) —

QB • = - £

-A*(«v)

>i = 0 ,

= 0. i,j = 1 , 2 , 3 , 4 .

§ 2. Equations de définition de la transformation topologique.
Pour simplifier les écritures nous poserons:

(3) st\t = As, Atz — Al? A3l — At et A%f = fi.
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La relation: Aysiiu—yUk^ij = <*ijAîk—«tfc^v donne ainsi:

I
Pour que le réseau considéré soit topologiquement applicable sur

4 familles quelconques de plans, il faut et il suffit que Ton puisse trouver
4 fonctions de u, v, w soit:

(5) x = x(u,v,tv), y = y(u,vyw), z = z(u, v,w), t = t(u,v,w),

telles quex,y,z, t étant considérées comme des coordonnées projectives
dans l'espace, les surfaces définies par les équations (5) dans lesquelles
on suppose uy vy w liées successivement par les 4 conditions

(6) Si = <pi(n, v, iv)du-\-ipi(u, v, w)dv-\- Oi(u, v, w)dw = 0
i = 1 , 2 , 3 , 4 ,

soient 4 familles de plans.
Cherchons j ) a r exemple à quelles conditions doivent satisfaire ces

fonctions pour que la troisième famille Sg = 0 soit une famille de plans.
Il faut et il suffit pour cela qu'on puisse trouver des fonctions

ABCD constantes sur toute surface S3 et telles que la relation:

(7) Ax + By + Cz + Dt = 0

soit identiquement satisfaite quand on y suppose u, v, w liées par la
relation #3 = 0. En posant comme convenu Aix = Xi, yii^ijx = xy, on
en déduit:

lAxt J
rByl +Czt +DU = 0 i = 1, 2,

( 8 ) {Axij+Byij + Czij + Dtij = 0 ij = 1, 2.
D'où les conditions:

(9) | Xx\ Xi x% x | = 0 ? | x12 Xi x2 x | = 0 , | x22 Xi x2 x \ = 0 ,

les expressions figurant dans les premiers membres étant les déterminants
obtenus en y ajoutant les 2 lignes qui se déduisent de celle qui est écrite
par permutation circulaire des lettres x, y, z.

Inversement d'ailleurs, si ces conditions sont réalisées, la trans-
formation (5) réalise l'application de la troisième famille de surfaces du
réseau sur une famille de plans.

De la même manière on obtient les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que la transformation (5) réalise l'application des deux premières
familles du réseau sur deux familles de plans, soit:

\X22X2X%X\ = 0, \X2SX2XSX = 0, ]^3S^2^3^| = 0,

| x x xxx{ = 0, \xBixBx1xï = 0, \xiXx^xtx\ = 0.
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Si les conditions (9) et (9)' sont réalisées, on voit que les 4 fonctions
x, y, Zj t constituent un système fondamental de solutions d'un système
d'équations aux dérivées partielles, linéaires et homogènes, de la forme:

(10)

« n

«33 =

«23 = («23 — «12)«2+ «32«8 + As« , «32 = «23 «2+ («32+ «18)

«31 = («31 «2s)«3 + «13«l+Al«, «13 = «31«3+ («13+ «2l)«l+Al«>

que nous écrivons de manière à satisfaire aux conditions d'intégrabilité
fournies par les relations (4), à savoir:

— «31 «1 «82 «2,

— «12 «2 ""« IS «3,

— «23 «8 «21 «t •

Inversement supposons que le système (10) soit complètement inté-
grable. Tout système de solutions fondamentales x, y, z, t vérifie les
relations (9) et (9)' et détermine par suite une transformation topologique
réalisant l'application des 3 premières familles de surfaces du réseau
sur 3 familles quelconques de plans.

§ 3. Normalisation des coordonnées homogènes xyzt.

Les coordonnées x,y,z,t étant homogènes, on peut les multiplier par
un facteur commun et choisir ce facteur de manière à simplifier les
équations de définition (10). Si on pose:

(12) x = aX

on voit que x vérifiant le système (10), X vérifiera un système de même
forme. Nous supposerons que le système d'équations auxquelles satis-
fait X se déduit du système (10) en y substituant aux lettres minuscules
des lettres majuscules. Les coefficients A y et B2j de ce nouveau système
sont liés aux coefficients an et A/ de l'ancien par les relations suivantes:

(13)

an =

«22 =

= ^|38 - j - 2

ai2 = Ai2-

a%n = ^ 2 8 "

«ui = ^ 8 t

a^i = A2\ + -~-j

«32

« 1 3
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(14)

Ai = Bn —

M .

a

o»

a

J.

+

DUBOUBDIEU

^22 6> i

33 Q j

a 'i cr

—a z x )— A2\ — i

Ai = Btl-(Atl-an)^—

Supposons le système (10) complètement intégrable et soit alors x, y, z, t
un système fondamental de solutions, c.-à-d. tel que Ton ait:

d | Xx Xt Xs X j

Le système d'équations aux majuscules admet alors 4 solutions fonda-

mentales X = —or, Y = —y, Z = —z, T = —2 et on a:

(15) D =

D'autre part on vérifie sans peine les relations:

(16) -j- = a22 + «32 + et

«23

f

^

On voit immédiatement que si l'on choisit pour tr la valeur tf1'4, les
coefficients ^ vérifient le système suivant de relations:

(17)
H' = 0,

^ 0,
= 0.

Nous supposerons qu'on a effectué cette «normalisation» des coordonnées
x, y, Zj i et il nous reste à chercher à quelles nouvelles conditions
doivent satisfaire les coefficients AtJ pour que la transformation:

(18) X = X(tï, v, w), Y = Y(u, v, w), Z = Z(uy v, w\ T = T(u, v, w),
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où ces fonctions sont solutions du système (10) avec majuscules, qui
réalise déjà l'application des 3 premières familles de surfaces du réseau
sur 3 familles quelconques de plans, réalise aussi l'application de la
quatrième famille de surfaces du réseau sur une famille de plans.

§ 4. Conditions pour que la transformation (18) réalise Tapplication de la
quatrième famille dn i~éseau sur une famille de plans.

Ces conditions sont:

(19) |^4i^42-ar, yi^X, sl^_X, X\ = 0,
|^42^42-3L> -4*1 X, sl^tX, X\ = 0.

En remarquant que l'on a:

on vérifiera sans peine que les conditions (19) imposent aux coefficients J.#
de satisfaire aux relations suivantes:

§ 5. Forme définitive des équations de définition.
Les relations (20) jointes aux relations (17) montrent que les co-

efficients Av peuvent s'exprimer en fonction de 3 quantités Kx K2 K&

par les formules suivantes:

& -^23 1

— 2A,!-\
— 2A12-

r^33

r Axl

VA22

= «13

= «21

^ «32

— «12,

— «23,

— «SI-

SAÏS = 3 ^ + ^ — (3«21 + «12)? { SA3l = —

En définitive nous vo}Tons que la condition nécessaire et suffisante
pour que le réseau proposé soit topologiquement applicable sur 4 familles
quelconques de plans est que l'on puisse trouver 9 fonctions de M, V, W
soit: Bll7 B22, B33j B23j B3l, Bl27 Kt, K2j K3 telles que le système définitif:

(22) | X22 = A22X2+ B22 X, l X23 = (A23 — al2)X2+ AB2X3 + B23X,
i l Xl +Bu Xf
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où Ton suppose les At% et Ay définis par les relations (21)? soit com-
plètement intégrable.

§ 6. Conditions dhntégrabilité complète du système (22).

On obtient ainsi 3 groupes de relations entre les coefficients du
système (22). Ces 3 groupes se déduisent des relations écrites ci-dessous
par permutation circulaire des indices 1, 2, 3.

1°) La condition ^i(X2i) — 42(Xu) = —«31^11—«32^21 donne:

(I)

Bl2 = ^2 (Ai) — ^1 (Ai2) — AX2 A21 + a31 (A3l — Alt)
— 2 a32A12 + «31 «sa?

\ (J5ia) — si2 (Bu) + BlxU12 + «31) + B23 (2 «32 + Atl — Au) = 0.

2°) La condition ^i(X22)—^2(^12) = —«31^12 — «32^22 donne:

•12 == -^1 ( ^22 ) ^2 (^-21) ^.12 ^ 2 1 ~ r 2 cc3l A2i

/ T T N + «32 (^22 — -̂12) + «31 «32 ,

(II) B — yi (A \4-A (Â — 4 ) cc

3°) La condition sli(X23) — ̂ 2(^13) = — «st^is — «32^23 donne:

^ = sl2 (AlB-\- «21) — ̂ 12(^23 — ^13) — Al3A32—«31 Wis — ^2s)

«21 (̂ -32 ^.12) + «12 .̂12 «31 ^12 j

B1S = Ax(A23 — a12) + A21 (A23 — A13) — A23 A3i + a12(A31 — A2l)
+ «32 (^28 ^is) «2J ^21 — «32 ^12 j

a3l-\- A32a32 = 0 .

(III)

Ces relations et celles qui s'en déduisent par permutation circulaire
montrent que les coefficients Bu et B7J sont des fonctions bien déter-
minées des coefficients AtJ et par suite de Kl7 K2, K3j de sorte que,
en définitive, les coefficients du système (22) ne dépendent plus que de
ces 3 fonctions.

Mais d'autre part les relations précédentes fournissent plusieurs
expressions pour un même coefficient Blf et en les égalant entre elles
on obtient des conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions
K\ K2 K3.

On a ainsi deux valeurs différentes pour B22:

(I).
CH),
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En les égalant, il vient:

75

(23) = U2 1—^8 1 + 7TM)[—

De même on obtient 4 expressions pour J923.

(IL) B23 = yfs(A22)—A2(A23)~ A23A32-\-al2(A32— A22)—

(IIx) ^23 = ^2(^.33)

(III ) ̂ 2 3 = ^2 ̂ 1 3 ^

(III ) ̂ 2S ~ ^3 ̂ 1 2 ^

— «21 (A32 — Al2) + a12 Al2 + ^2 («21) — «si 7*12?
13 ^ 1 2 — ^ 3 2 ) — Ai2 A23 — «31 (A13 — A23)
— «21 (^82 — ̂ 12) — «13 ^13 — ̂ 3 («Si) — «21 ^18 •

En égalant les deux dernières expressions de J523? il vient:

( ^ sU l2 )— ^2(^13)

= «12 A2 + «13 ̂ .13 + ^8 («3l) + ^2 («2l) «81 ̂ 12 + «21 ^18-

Or on a en vertu de la formule (43). Chap. I:

-^18 («2 l ) = «12 «81 «18 «21 •

«31 7Tl2 + «21 ^13 = 0 . '

De sorte que (24) devient identique à Fune des relations (IIIs)? c.-à-d. :

D'où:

(25) — si2 (Al3) = al2 Al2

On retombe sur la même relation en égalant les deux premières valeurs
de I?23- Si l'on égale la première et la troisième il vient après quelques
réductions :

(26)
yi2 (Al3 + ^23) +

•^13 ^12) (A12 -

«18 U l 3 ~T ^2s)

AS2)

— «13 «2t •

Chacune des relations (23), (25), (26) donne par permutation des
indices 1, 2, 3 un groupe de relations.

Le groupe des relations H. — Enftn on obtiendrait deux autres
groupes de relations contenant les dérivées secondes des coefficients Ay
en remplaçant les Bv par leurs valeurs, en fonction des AtJ, dans les
relations (I)3 et (II)3. Nous les désignerons par relations H et nous nous
dispenserons de les écrire en nous contentant de faire remarquer qu'elles
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sont identiquement satisfaites dès que les coefficients Ay satisfont aux
conditions supplémentaires, déterminées au paragraphe suivant, qui ex-
priment que les familles de plans sur lesquelles le réseau est applicable
sont des faisceaux de plans.

Si dans les relations (23), (25) et (26) on remplace les Ay par
leurs expressions en fonction de Kt K2 KH fournies par les formules (21),
on obtient les conditions suivantes:

(23V x (K2 + K3 + rt2S) = -A- (K2 + KS + niS) (K2 ~

Si Ton tient compte des relations:

y/ij(aik) —sla (a* j) = 0,

(27)

on voit sans peine que les relations (26) et (27) deviennent:

(25)'

(26)' ./2K2— 1, K, + 4., Ki — - /, K, =-- (A',
+ «i2 (Ki — A's) — als (i

! s A's C'I2A3)"

+ 2?1

- ( a ) 2 — «13

^1+^3 +
3,12'

)JSTx.

T,8)

En définitive la condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau
[satisfaisant aux conditions (l )] soit topologïquement applicable sur 4 familles
de plans quelconques est que Ton puisse trouver 3 fonctions de n, v, w,
soit Ki, K*, Kn, satisfaisant aux 3 groupes de relations obtenues en permu-
tant circulairement les indices dans les équations (23)' (25)' et (26)' et
aux deux groupes de relations H que nous n'avons pas écrites.

Nous allons maintenant rechercher à quelles conditions supplémen-
taires doivent satisfaire ces fonctions ÀV K2. KH pour que les 4 familles
de plans en question soient dos faisceaux. La méthode étant la même
qu'au Chapitre HT. 1 ° Partie, nous l'exposerons le plus brièvement possible.

§ 7. Conditions supplémentaires pour que la première famille du réseau
soit topologiquornent applicable sur mi faisceau de plans.

En choisissant convenablement le système fondamental de solutions
des équations (22) [ce qui revient à effectuer une transformation projective
dans l'espace X YZT) et en multipliant ces solutions XYZT\M\Y un facteur
convenable <r, on doit pouvoir s'arranger de manière que le faisceau de
plans considéré ait pour équation x = aX= const., tandis qu'on choisit <r
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de manière à avoir GT = t = 1. La transformation (5) réalisant l'applica-
tion topologique cherchée est alors de la forme:

x = F[f(u,r,w)],

(28) \ y = tJ(u>v>w)>
z = z(uf v, w),
t = 1,

où ƒ {u, v, w) = const. représente la première famille de surfaces du réseau.
En somme les conditions nécessaires et suffisantes cherchées s'ob-

tiennent en écrivant qu'on peut déterminer un facteur a tel que le système
d'équations (10) dont les coefficients .se déduisent de ceux du système (22)
par les relations (13) et (14) admette deux solutions de la forme:

(29) s = F[f(tt, v9 w)] et t = const.

Pour que le système (10) admette la solution t = const., il faut que:

(30) fin = 0, fiy = 0.

D'autre part, toute solutions = F[f(uf r, w)] satisfait aux conditions :

Xg — 0 , x<t = 0

a-m = 0 , xl2 = 0 .
et par suite à:

Pour que le système (10) admette une telle solution, il faut que
Ton ait:
(31) a13 + «2i = 0, «i2 —«si = 0.

En se reportant aux formules (13) et (14), on voit que les con-
ditions (30) et (31) entraînent les suivantes:

(32) (32)'

(32)"

G

<*2

G

G$

G

4 2 ~\
G

4 8 2 a 4

" 1 2

G

G

CTj «g
2

°3 «i

A

= 0,

— 0.
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Si on remplace dans la seconde formule (32)' — par la valeur

qu'en donne (32), on obtient

l A12),

qui n'est autre que la formule (1I2), identiquement vérifiée par hypothèse.
On verrait de même que la seconde équation (32)' et la seconde

équation (32)" sont identiquement vérifiées en vertu des conditions
d'intégrabilité.

En remplaçant dans la première équation (32)" — par «3i—A12

il vient:

(33) Bl2 = Ax (Ai2— «si)+ 4,1 («si—4 l f).

Or en vertu des conditions d'intégrabilité (Ix), on a déjà:

(34) B12 = A2(Au)—^i(A12)—A12A21-\-asl(AB1—All)

En égalant ces 2 valeurs, il vient:

(35) ) — 2 a3

De même en remplaçant dans la troisième équation (32)" — par

—^21—^i3 et remarquant que l'on a

/M /M _
I — I ( I =/8 \ /! o* er

on obtient aisément:

Or les conditions d'intégrabilité (HO donnent:

^81 == ^ 8 ( i u ) - ^ (A1S)— AlsAsi + 2cc2SAls+a21(All—A

En égalant ces deux valeurs de J531, on obtient après réduction

(36)

Inversement d'ailleurs, si l'on suppose réalisées les conditions
d'intégrabilité du système (22) ainsi que les 2 conditions (35) et (36),
on démontre par un raisonnement analogue à celui qui a été fait au
Chapitre III (1 Partie), que les équations:

= CC31 Ai2, = «21 Ai3j J-'ll An~- I —
(S G G (S
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permettent * de trouver un facteur a tel que le système (10) se déduisant
du système (22) par les relations (13) et (14) admette deux solutions
de la forme (29). Les conditions (35) et (36) sont donc les conditions
nécessaires et suffisantes que nous nous proposions de chercher dans
ce paragraphe.

En remplaçant dans (35) et (36) les Ay par leurs valeurs en
fonction de Kt K2 K$ (formules 21), ces relations deviennent:

§ 8. Conditions nécessaires et suffisantes pour que le réseau proposé soit
tppologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la deuxième et
la troisième famille de surfaces du réseau soient applicables sur des
faisceaux de plans se déduisent de (35)' et (36)' par permutation circulaire
des indices 1, 2, 3. D'ailleurs, si toutes ces conditions [y compris les
conditions d'intégrabilité de (22) et les conditions (1 )] sont réalisées, il
est clair que la transformation topologique fournie par la résolution
du système (22) réalisant l'application du réseau sur 4 familles de plans
dont trois sont des faisceaux, la quatrième est aussi un faisceau. En
effet d'après la condition Qi = 0, le réseau des droites découpées sur
un plan du premier faisceau, par les deux autres faisceaux et la quatrième
famille de plans est à configuration hexagonale. Ce réseau de droites
se compose de deux faisceaux de droites et d'une troisième famille qui
doit être forcément un faisceau. La quatrième famille de plans coupant
les 3 premiers faisceaux de plans suivant des faisceaux de droites ne
peut être qu'un faisceau de plans.

En résumé la condition nécessaire et suffisante pour que le réseau
proposé soit topologiquement applicable sur 4 faisceaux de plans est que
Ton puisse trouver 3 fonctions K1,K29KS satisfaisant aux conditions (23)',
(25/, (26)', (35)', (36/ et à celles qui s'en déduisent par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3.

Nous rappelons que si les conditions (35)' et (36/ sont satisfaites,
le groupe de conditions d'intégrabilité H que nous n'avons pas écrit est
identiquement vérifié: C'est une ppre question de calculs.

§ 9. Conditions nécessaires et suffisantes pour que deux des faisceaux
de plans aient leurs axes dans un même plan.

En appliquant la méthode déjà utilisée au § 7, on peut aisément
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que, les conditions
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du paragraphe précédent étant supposées remplies, les deux premiers
faisceaux de plans, par exemple, aient leurs axes dans un même plan.

Il faut et il suffit pour cela qu'on puisse déterminer un facteur o
de manière que le système d'équations (10) admette 3 solutions de la
forme :

x = x[J\(ii. v, iu)], y = y[f*(ti, v, w)], t = 1,

f = const., ft = const. étant les équations des deux premières familles
de surfaces du réseau. On démontre sans difficulté qu'il faut et qu'il
suffit pour cela d'ajouter aux conditions précédemment trouvées, la
condition :

D'une manière générale, s'il est possible de trouver S Jonctions KXK2K§
satisfaisant aux conditions (23)', (25)', (26)', (35)', (36)' et à celles qui s en
déduisent par permutation circulaire, et si de plus ces 3 f onctions satisfont
à Végalité

(37) = 0 i,j= 1 , 2 , 3 .

Les axes du iîème et du j l è m e faisceau de plans sont concourants.
On démontre de la même manière, et sans aucune difficulté que

la condition nécessaire et suffisante pour que l'axe du faisceau de plans
sur lequel est applicable la quatrième famille du réseau rencontre l'axe
du faisceau de plans sur lequel est applicable la iieme famille du réseau
(i = 1, 2, 3) s'écrit:

\ôo) Kj -f- Ki, = 7ijh J i= h =£ t.

Pour plus de simplicité nous désignerons dorénavant les axes des
4 faisceaux de plans sur lequels sont supposées applicables les familles
du réseau par zi1? A*. zl3, zit.

Pour que les axes Ax A2 soient concourants, ainsi que les axes AsAé

on voit d'après les conditions (37) et (3^) que l'on doit avoir à la fois

K^KZ+TT^ = 0, Kt + K2 = nltJ

ce qui exige que Ton ait:
(39) nn = 0, K1 + K2 = 0.

On devait s'attendre à trouver la condition TT12 — 0, d'après sa signi-
fication géométrique: Les droites Li2 d'intersection des plans des deux
premiers faisceaux, et les droites X34 d'intersection des plans des deux
derniers faisceaux, engendrent en effet le faisceau de plans dont Taxe
est la droite joignant le point de concours de 4 t et A2, au point de
concours de AB et Aé.
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En utilisant toujours le même procédé, on démontre ensuite aisément
que les conditions (39) étant réalisées, si l'on a de plus Kt =-= K2 = 0,
le point d'intersection de Ai et A2 est situé dans le plan déterminé par
As et i 4 . Si au contraire les conditions (39) étant réalisées, on a de plus
Kn = 0, c'est le point d'intersection de J3 et J4 qui se trouve dans le
plan déterminé par Ai et J*. Enfin si Ton a à la fois rrl± = 0 et
Kx = K2 = K3 ~ 0 le point de concours de Ai et A2 est dans le plan
(43, A*) et inversement le point de concours de (43, i4) est dans le
plan (Ai, At)-

§ 10. Calcul des fonctions Kx K2 K$.

Revenous aux conditions (23)' (25V (26)' (35)' (36)' trouvées précé-
demment. Nous allons voir qu'en les combinant on peut en déduire
aisément les valeurs de Ku K2i K$ en fonction des invariants du réseau.

Les relations (35)' et (25)' donnent:

On en tire:

De même la relation (25)' et une relation se déduisant par permutation
circulaire de (35)' donnent:

2̂ K2 + - /i Ki -f- 3 si2 Kn — ̂  ix K6 — «31 (3 KA -f- K2) — «82 (Kx — K3),

D'où Ton déduit:
(41) 2 y / 2 l 8 - ^ K-à = 2«31^3

De (40) et (41) on déduit:

(42) ^iKs -= ~~ccH2K3 et ^2Ku = «si^s,

et en portant ces valeurs dans (25)' il vient:

(43) y/2K2 + ./1Kl - «31 K2 — aZ2KL.

On voit qu'en définitive les fonctions Kx K% K3 sont assujetties aux
relations suivantes que Ton déduit de (42) et de (43) par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3.

(44)

\yi3 Ki = «1 2 Jï̂ j ,

( A

1 ?

Kx~

K2-

f Â

\- ,i

K2

K2

a2l K2 y

= «23 A"2 ,

= «2H A^

= «31 K2 ~

-== ce12 Kg —

\':KK
\Sl2 A3

«21 An,

«82 Ki j

«18 Ag .

= «31 As,
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Ces relations étant satisfaites, il en est de même des relations (25)'
(35)' et (36)'. D'autre part, en les portant dans (23)' et tenant compte
des relations TTV = atj-\-ajtJ il vient:

Kl Kl = 2^(7*23) («23 +«32) 7*23 = 2^28(7*23) («23+«32) 7*23;

ou encore:

= ^23,23 £32,23 = 2 ^23,23 "4" 71̂ 23 •JBL2 K

Par permutation circulaire on obtient ainsi:

Kl = 2^12,12+ K£ = 2^23,23+
JT2 7T2 9« _L^2

&Z A i = ^ £31,31 "T 7*31.

De même, en portant les expressions (44) dans la relation (36)' on obtient:

(46)
(Ks

(K

(Ks

+ K
+ Ki
+ Ki

0
)
,)

2£i3,12

= — 2 £21,23 —

= — 2 £32,31 —

7*13 7Ti2

7*21 7*23

7*32 7*31

En retranchant la première équation (46) de la dernière, il vient:

(47) K% K{ = 2 £l3,12 2 £32,31 + 7Ti2 Uu 7T31 7T32 .

Or on a, en vertu des formules (45) du chapitre I:

£32,31 £31,32 = £3 = = 0 ,

et en vertu des formules (40) du même chapitre:

£31,32 = £13,23

On en conclut que (47) prend la forme:

KQ K2 = 2 £13,12+2 £13,23 + 7*13

Mais on a:

D'OÙ:

£18,12+#13,28 = £18,13 e t 7*12 + 7*28 = = 7*18

KB K2 = 2£i8,13 7Ti3 = 2 £81,13+ 7*18,

qui n'est autre que l'une des formules (45). Ces formules (45) sont
donc des conséquences directes des relations (46) combinées avec les
relations qt = 0.
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On pourrait penser qu'en écrivant les conditions dlntégrabilité des
équations (44) on obtiendrait de nouvelles relations pour les K%. Les
conditions dlntégrabilité donnent:

(48) (2$12,18+*i2wis) (A-2+ £,) - -

et les analogues, conditions qui découlent immédiatement des relations (46).
Nous poserons pour simplifier l'écriture:

2Qij,2k + 7Tzj ^ik = — fh i, j . k = 1, 2, 3, i \ j + k.

1°) Cas ON les expressions iit sont toutes différentes de zéro.
Si tous les m sont + 0 , on déduit des relations (46) les relations

suivantes :

(49)

On en conclut qu'au point de vue de la réalité, la transformation cherchée
n'est possible que si l'on a:

Les relations (49) permettent alors de calculer Ki,K<2,K<s en fonction des
invariants ^1,^2,^3 et en portant les expressions ainsi obtenues dans les
égalités (44) on obtiendra en fonction des invariants relatifs QIJ^ et ren-
des conditions qui adjointes aux conditions (1) QI = Q>> = Q$ = £4 = 0
seront nécessaires et suffisantes pour que le réseau proposé soit topo-
logiquement applicable sur 4 faisceaux de plans.

On voit d'après (49) qu'on pourra choisir pour Ki + K2 l'une quel-

conque des deux valeurs ± 1 / , après quoi les équations (46) déter-
r /'a

minent Ki-\-Kz et K2 +K^ sans ambiguïté, et par suite Kt, Kij K%.
Mais on voit immédiatement que si Ki,K>27 Kg sont les solutions obtenues
en prenant le signe + devant 1/ -2 , les solutions du système (46)

Y Vs
obtenues en prenant le signe — seront —Ki, —K2i —K% et fourniront
quand on les porte dans (44) les mîmes conditions. Les conditions
nécessaires et suffisantes trouvées sont donc déterminées d'une manière
unique.

Inversement étant donné un réseau pour lequel ces conditions sont
remplies, il lui correspondra deux systèmes de valeurs opposées pour
Ki K2 et K%, qui fourniront par suite deux systèmes distincts d'équa-
tions aux dérivées partielles (22). Chacun de ces systèmes définira
à une transformation projective près, un réseau formé de 4 faisceaux de
plans sur lequel le réseau considéré est applicable. Par suite, aux trans-
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formations projectives près, le problème admet deux solutions. Il en
résulte en particulier qu'il existe une transformation non projective trans-
formant 4 faisceaux de plans (tels que les expressions ?̂ soient =}= 0)
en 4 faisceaux de plans.

REMARQUE. Les conditions que nous venons d'étudier étant réalisées
pour un réseau dont les expressions f.it sont différentes de zéro, il peut
arriver que les axes des faisceaux de plans sur lesquels le réseau pro-
posé est applicable occupent des positions particulières.

Supposons,, par exemple, que les équations (46) admettent un premier
système de solutions Kly K2. K* vérifiant la relation:

(50) Kx+K*-\- 7Tl2 = 0.

A ce système de solutions correspond un réseau formé de 4 faisceaux
de plans tels que les axes Al et A2 soient concourants, -ainsi que cela
résulte des considérations développées au § 9.

Le second système de solutions des équations (46) se déduit du
premier par changement de signe, et vérifie par suite la relation:

(51) Kx+Kt= 7Ti2.

Il lui correspond des faisceaux de plans tels que les axes A% et Aé

soient concourants.
On voit ainsi que si dans Vun des deux systèmes de faisceaux de

'plans sur lesquels le réseau proposé est applicable, deux des axes Ai Aj
sont concourants, dans Vautre système de faisceaux de plans les deux
autres axes Aj{ Ajt sont aussi concourants (/ \ j 4 k-\-h, ijk h — 1,2,3,4).

En particulier si dans le premier système les axes zl, A2 As forment
un triangle, dans le second système l'axe AA rencontre les 3 axes Al9A2, 48.
Dans ce dernier cas les conditions nécessaires et suffisantes d'applicabilité
prennent une forme très simple. Le système (46) doit en effet admettre
alors un système de solutions Kt K> K?> tel que :

• - ^ 1 + ^ 2 + ^ 2 = 0, K2+K*+T*m= 0, i r 8 + - 2 i + * 8 i = 0;
ce qui donne immédiatement:
(52) K, = 7l-2H, K2 = TTai, Ks = 7l12.

En portant ces valeurs dans les équations (46) et (44) on trouve aisément
les conditions suivantesx) :

!) Ces relation sont un cas particulier des suivantes exprimant les conditions
nécessaires et >uffixantes pour que les 3 premières familles d'un réseau étant applicables
sur 3 faisceaux de plans dont les axes sont dans un même plan, la 4° soit applicable sur
une famille de plans quelconque:
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£l3,23 =

£l2,23 =

0, £21.31 =

£23,31 = 0 .
£32,12 —

£l3,23 =

0.
Ql = Q2 = £3 = £4 = 0,(53)

qui sont nécessaires et suffisantes pour que le réseau soit topolog iquement
applicable sur un système de 4 f ai sceaux de plans dont les axes AXj A2j 43

forment un triangle, ou bien rencontrent Vaae ÂA.
2°) Réseaux pour lesquels une des expressions fi% est nulle.
Supposons par exemple que l'on ait:

f*i = 0 .

La première équation (46) donne alors soit K{ -\-K-> — 0, soit Jr1 + X s = 0.
Dans un cas comme dans l'autre les équations (46) montrent que une
autre au moins des quantités ftt doit être nulle. Le problème de l'application
sur 4 faisceaux de plans n'est donc possible que si deux au moins des
expressions n% sont nulles.

a) Supposons par exemple qu'un réseau satisfasse aux conditions:

(54) ^ = 0 , f * = 0 , /*a4 0.

Les deux premières équations (46) donnent alors:

(55) K,+K2 = 0.
On en déduit:

Js{Kx+K2) = 0,

et en se reportant aux relations (44) on voit qu'on est ainsi conduit
à la relation:

al2KL— cc2iK2 = 0,
ou en vertu de (55)

JKi = 0.

On en déduit soit /r12 = ()7 soit Kx = 0. Or si Kt = 0 on tire de (55)
K2 — 0. La dernière catégorie d'équations (44) dans laquelle on introduit
ces 2 valeurs nulles de Kx et K2 donnerait alors:

^/3K3 = —a2iKSj ^sKn = cc12Ks. D'où 7tl2Ks = 0.

Or K$ ne peut pas être nul, car on déduirait de la troisième équation (46)
ju3 = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse (54). Par suite le réseau
proposé doit satisfaire à la condition

(56) 7T1S = 0,

pour que le problème soit possible.
La troisième équation (46) donne alors en tenant compte de (55):

(57) Ki — Kl = fis.
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D'autre part Kt K2 Kz doivent satisfaire aux équations (44) qui, en tenant
compte de (55), se réduisent à:

!

A\ Ki = «23 Kl , f Ai Ks = «32 K%,

A2Ki = —••ofisAi, \A2Kg = cc§iK%,

En appliquant l'opérateur At aux deux membres de (57) et tenant compte
de (58) il vient:
(59) 2 «32 Ki + 2 «23 Ki = — Ai (/^3).

On peut supposer TT^^O sans quoi le réseau serait à configuration oc-
togonale. Les équations (57) et (59) permettent alors de calculer KietKi.

1°) Si aucune de ces 2 quantités n'est nulle, la résolution de ce
système conduit à 2 valeurs opposées pour Kx et 2 valeurs opposées
pour K%. En les combinant deux à deux, on obtient ainsi 4 solutions
qui portées dans les équations (58) donnent les mêmes cojiditions nécessaires
et suffisantes cherchées.

On voit donc que si le problème est possible, il admet en général
4 solutions et d'après ce qui a été dit au § 9 on constate que pour chacun
des 4 réseaux de plans sur lequel le réseau proposé est applicable, les
axes Ai A2 sont concourants, ainsi que les axes A% /U-

2°) Si dans la résolution du système (57), (59) l'une des deux
quantités JT3 ou Ki est nulle, le nombre de solutions du problème se réduit
à deux. Le réseau proposé n'est plus applicable que sur 2 systèmes de
4 faisceaux de plans.

Si K$ = 0, pour chacun de ces systèmes le point d'intersection
de An et Ai se trouve dans le plan déterminé par Ai et J2 qui sont aussi
concourants.

Si Ki = 0 on a aussi K2 = 0, les axes Ai et A2 sont concourants
de même que ^3 et A*, le point de concours de Ai A2 étant dans le
plan (Ai, Ai).

b) Supposons que le réseau satisfasse aux conditions ̂ 1 = /'2 = j&s = 0.
Les équations (46) montrent alors que deux des quantités Ki-\-Kj

doivent être nulles. Supposons par exemple que l'on ait:

(60) K1+K2 = 0, KÏ+KS = 0.

On en déduirait:
4*{Kt+Kt) = 0, A2(Kt + Ks) = 0,

et en tenant compte des relations (44) et (60)

7iltKx = 0, 7*mKt = 0.
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Comme on laisse de côté le cas n12 = n19 = 0 où le réseau aurait
la configuration octogonale, on en déduit, Kx = 0, d'où d'après (60):

Kt = K2 = Kz = 0.

Les conditions (44) et (46) sont alors identiquement satisfaites et le
problème admet une seule solution.

Les réseaux de cette catégorie sont caractérisés par les relations

(61) flX = fl2 = ^ 3 = 0 , Q% = Q2 = £3 = Çà = 0 .

Les premières s'écrivent:

2 #18,12+ 7*12 ^13 = 0 , 2 #21,284" ^21 7*28 = 0 , 2 #31,32+ 7*81 ̂ 82 = 0 .

On en déduit:
1

#13,28 #31,32 7t317ir32 = Ö" TTgi, 7T%2'

D'une manière générale les conditions (61) sont équivalentes à

(62) = 0 , Qijjik =

1°) Supposons tout d'abord que tous les TC^ soient \ 0.
De (62) on tire:

1 _ 1 _ ,
-—— Qij, ap — Qij, yâ — Qij •
7lij7Ta^ nijnyâ •

D'où

OU

Ce qui montre que l'invariant absolu n est constant.
y

D'ailleurs les conditions (62) sont équivalentes à:

(63) n = const., #i == #2 = #3 = #4 = 0 .

En effet de la première égalité (63) on remonte à:

1 1

D'autre part on a:

(64) *
c
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Enfin la deuxième série d'égalités (63) donne:

Qi = (Qijjk— Qik,ij) = O, OU Qij = Qik = QÏ.

L'égalité (64) devient:
Ï + = — 1 .

Et elle est satisfaite pour i,j = 1, 2, 3. On en conclut que ci = $2
= Q'Q = — | et par suite:

_ J_

Les relations (62) et (63) sont donc bien équivalentes. Nous retrouverons
ces réseaux au chapitre suivant et nous en donnerons alors une inter-
prétation géométrique simple.

Remarquons simplement, peur l'instant, que les conditions (63)
étant réalisées, les équations (46) et (44) admettent un système unique
(î-e solutions toutes nulles Kx = K2 = K* = 0. Les 4 faisceaux de plans
sur lesquels sont applicables les 4 familles de surfaces du réseau sont
donc parfaitement déterminées, aux transformations projectives près.
On en conclut en particulier que tout réseau de 4 faisceaux de plans
de l'espèce considérée n'est transformable en un réseau de même nature
que par des transformations projectives.

2°) Supposons maintenant que ïun des rrlf soit nul.
Par exemple soit 7ri2 — 0. Le réseau proposé sera topologiquement

applicable sur 4 faisceaux de plans tels que les axes Ai At soient con-
courants ainsi que les axes An Ai. le point de concours des axes Ai A2
étant dans le plan As Ai et le point de concours des axes As A4 étant
dans le plan A\ Ai- C'est ce qui résulte de ce qui a été dit à la fin du § 9.
Les conditions nécessaires et suffisantes (62) se réduisent alors à

(65) rr12 = 0, Ql = 0, 2 ^ + ^ = 0,

et l'application topologique est déterminée, aux transformations projectives
près, d'une seule manière.

CHAPITRE IV.

Réseaux de surfaces admettant un groupe continu transitif
de transformations topologiques.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de rechercher tous les
réseaux de surfaces qui «admettent» un groupe transitif de transformations
topologiques.

11 est clair tout d'abord que tout réseau de surfaces à configuration
octogonale jouit de cette propriété: 11 suffit de songer à l'applicabilité
d'un tel réseau sur un réseau formé par 4 familles de plans parallèles
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pour voir qu'il admet un groupe transitif à 4 paramètres. Mais nous
allons voir que, contrairement à ce qui se passe dans le plan, il en
existe d'autres que nous allons déterminer.

Pour cela nous remarquons que M un réseau de surfaces admet un
groupe continu transitif de transformation* topologiques, tous les invariants
absolus de ce réseau doivent être constants, et laissant de côté le cas
déjà élucidé des réseaux à configuration octogonale, nous distinguerons
deux cas.

I. Aucun des invariants TTV n'est nul.

Il existe alors des opérateurs différentiels invariants:

(1) Aj = ~^~ slij

satisfaisant aux conditions: (2° Partie, Chapitre I)

(2) si'i} St'ik — sl'ik st'ij = Qtk,ij sl'ij — Qij,îk ^ïkj
avec:

(3) CM* = —r-z—QijJik = y*ij(lognhk) — - ^ - .

Une première condition pour que le réseau admette un groupe transitif

de transformations est que l'invariant absolu J-al* soit constant. On doit

donc avoir:

Or on peut écrire: »

\nyâj
(5)

71 yâ

de telle sorte que l'égalité (4) fournit les conditions suivantes:

(6) Qytaft = Qij,y*>

quels que soient afiyô. Nous poserons:

(7) QV,afi = Qijj

et remarquerons qu'en vertu des formules (40) du chapitré (1) on a:

(8) Q'v + Qji = — 1.

Avec ces notations les relations (2) se réduisent à:

(9) Ay^'ik — ̂ ik^ij = Qik^ij — Ci] Sik*
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Toute transformation infinitésimale peut se mettre sous la forme:

(10) Vf = fiii^'i* ƒ + $23̂ 23 ƒ + $31̂ 31 ƒ.

Pour que cette transformation infinitésimale laisse le réseau invariant,
il faut et il suffit que Ton ait:

(11) &v,V) = KAj.

En donnant à (i, j) successivement les valeurs (1,2), (2,3), (3,1), et
tenant compte des relations (9), on obtient ainsi les équations suivantes:

( . ^12 $23 = = î : £21$23? ^ 2 3 $31 = (?32$31? -^31$12 == (?13$12?

^ $31 =^ (?12$31? ^ 2 3 $12 = (>23$12? -^31 $23 = (?31$23j

et Ton a alors:

1 (^12 Z7) = (^12 $12 + (?23 $23 #13 $3l) ̂ 12,

(^28 Ï7) = (^23 ̂ 28 + (>31 fal Qïl

D'autre part, on a par exemple:

1 ^ ^ 1 2 >/ ^ 1 8
= ^14 14 v

7T14 7T14

Comme le rapport de deux invariants rty est constant, on en conclut:

(14) (Ai, U) = - ^ (A2, u) - m- (A,, U).

En tenant compte des relations (12) et (13) on trouve ainsi aisément
que les conditions (/t\\, U) = KA^U fournissent les conditions suivantes:

^12 fil2 + <?23 /̂ 23 £l3 ftzi = -^23 /̂ 23 + ^31 A l ^21 $12

= -^81 $31 + ^12 $12 3̂2 $23 •

Nous poserons:

(16) -^12 $12 = £12 $12 + Ci2, ^28 $23 = ^23 $28 + fe, ^31 $31 = (?31 $31 + Osi.

Les relations (15) montrent alors que les quantités Ci2, C2s, Cn sont
liées par les relations:

(17) Cl2 4" $31 C23 ~h $13 C31 -f- 1

En définitive on voit que Ton obtiendra les transformations infini-
tésimales laissant le réseau invariant, en recherchant les solutions $12, $23, $81,
C12, GW, Cm du système d'équations (17) ̂ et (18) qui suit:
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( -^12 $12

\ -4 2% $12 =

* -^31 $12 =

£l2 $12+^12?

£23 $12,

£l3$12?

f ^31 $31 =

< ^/i2$31 =

1^23 $31 = "

f^/23 $23 =

{ ^31 $23 = = :

l -y^12 $23 =

£31 $31 + Cal*
£l2 $31,

£32 $31.

£23 $23+^23,

£31 $23 j

£21 $23,
(18)

Si le réseau admet un groupe continu transitif de transformations
les invariants absolus c'y doivent être constants. C'est ce que nous
supposerons dans ce qui suit. D'autre part les coefficients fiy ne peuvent
pas être reliés par une relation finie.

Ecrivons alors les conditions d'intégrabilité du système (18) en
appliquant les formules (9). La condition:

^ '31 ^ 8 2 ^ '32 -y '31 = Q'A2 -^31 ^31 -^«82?

appliquée aux 2 dernières équations du premier groupe donne en tenant
compte de la constance des Q'Ü la relation:

(19) (£31 £23 — £32 Cl») $12 = 0 .

Or pour que le groupe soit transitif $i2 doit être \ 0. On en conclut
que l'on a :

£31 £23 £32 £13 •

En procédant de même pour les autres conditions d'intégrabilité, on
trouve ainsi les conditions suivantes:

£31 £23 = £32£l3,

l2 ^ ^ 0

et celles qui s'en déduisent par permutation circulaire des indices 1, 2, 3.
En vertu des relations (8) on a:

(21) £ia + £3i - — 1 - £23+£32 = —1

et en remplaçant dans la première relation (20), £13 et £.H2 par leurs
valeurs tirées de (21) on obtient:

(22) Çn + 028 + 1 =- 0, d'Oïl £31 = — 1 —£28 = 082.

11 est clair qu'on doit avoir de même les relations se déduisant
des précédentes par permutation circulaire des indices 1 , 2 , 3 . On en
déduit sans peine:

(23) £Î2 = £21 = £23 = £32 = £31 = £13 — g".



92 M. .1. Dl BOIRBIKI*

Le autres relations (20) donnent alors:

j = 0, I yÉ\2 G23 '==z 0 ,
(24)

0,

•^28 Gl2 = ^~ $12 7 I ^ 3 1 G23 ~7~ $23 ? I -^12 Gw

Mais les relations (17) permettent d'écrire, par exemple:

2̂3 (ft2 "f" $3l) == : ^23 (Gît -f" $23) •

-<*23 A31 ^ ~ ^ 2 3 A23 ?

et en tenant compte des équations (18), il vient:

D'où:

(25)

Gl2 =* ~ö" [

Ces 3 quantités vérifient identiquement les relations (17). Si on les porte
dans les équations (20) celles-ci deviennent en tenant compte des con-
ditions (23):

(26)

auxquelles il faut ajouter celles qui s'en déduisent par permutation
circulaire des indices 17 2, 3. On obtient ainsi pour les 012 un système
d'équations de définition qui est complètement intégrable. Ce système
ne contenant aucune relation finie entre les fi,, définira un groupe con-
tinu transitif à 3 paramètres laissant invariant le réseau propose-

En résumé nous obtenons le résultat suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau dont tous

les JTij sont f 0 admette un groupe continu transitif de transformations
topologiques est que tous ses invariants absolus du second ordre Qljjik soient
égaux à — ^ .

On a vu au § 10 du chapitre précédent que ces conditions équi-
valent aux suivantes : L'invariant absolu n est constant et tous les
invariants relatifs Q* sont nuls.
(27) r _r- const., Qt — o2 — o:>, = (>i = 0.

On retrouve donc ici les réseaux considérés au § 10 du Chapitre III, ce
qui nous permettra d'en donner une interprétation géométrique simple.



SUR LES BÉSEAUX DE COURBES ET DE SURFACES 93

Kous avons vu en effet au chapitre précédent qu'un réseau satis-
faisant aux conditions (27) est topologiquement applicable sur un réseau
formé par 4 faisceaux de plans. Ce dernier doit donc admettre lui aussi
un groupe continu de transformations topologiques. Or, nous avons fait
remarquer au même endroit que ces transformations topologiques ne
peuvent être que des transformations projectives. Celles-ci laissant
invariants les 4 faisceaux de plans, doivent laisser invariants les 4 axes
de ces faisceaux et par suite les quadriques formées par les droites qui
s'appuient sur 3 de ces axes. Elles ne pourront constituer un groupe
transitif que si les axes des 4 faisceaux de plans sont 4 génératrices d'un
même système d'une quadrique. Il est clair qu'alors le sous-groupe du
groupe projectif qui laisse invariantes cette quadrique et les génératrices
du système auquel appartiennent les 4 axes des faisceaux satisfait bien
aux conditions du problème.

On peut donc énoncer la proposition suivante:
Les réseaux dont tous les invariants TïtJ sont 4 0 e^ Qu^ de plu8

satisfont aux conditions
(28) Te = const., Q\ = Q2 = Qx = £ 4 = 0

sont caractérisés par la propriété tïêtre topologiquement applicables sur un
réseau formé par 4 faisceaux de plans dont les ajces sont 4 génératrices
(Vnn même système (Vune quadrique. Ils admettent un groupe transitif
à S paramètres de transformations topologiques.

On peut aisément vérifier qu'un tel réseau satisfait bien aux con-
ditions (28) en mettant les 4 faisceaux de plans sous la forme:

x — a y x — fit!
x = u, z = vyy l'—^l = w' r^T/?7 = c o n s t>

ce qui est toujours possible- par un choix convenable du système de
coordonnées. La représentation canonique du réseau s'obtient alors en
prenant pour fonction définissant la quatrième famille:

. ?/ ( 1 — riv) — k(t< — ?r)

(29) /(„,,,„•)= l-nv_kr(u-wj-'
où 1{ représente le rapport anharmonique des 4 génératrices de la qua-
drique prises pour axes des 4 faisceaux de plans. On vérifie aisément
sur (29) les conditions (28).

On remarquera en particulier que l'invariant n du réseau n'est autre
que le rapport anharmonique h.

II. Un des invariants TTJJ est nul.

Supposons par exemple:

(30) 7T12 = 0, et posons: nu = —n<^ = n % 0.



94 M. J. DUBOURDIEU

Nous considérerons alors les opérateurs invariants A'% et les invariants c'y
définis par les relations:

A'i} = ±-Aih oij = A'vilogn) — ̂  = ~Qkn.

On vérifiera sans peine les relations:

(31)

Elles sont analogues aux relations (9) du paragraphe précédent. Seulement
dans le cas présent, les QIJ ne vérifient plus les relations (8). On a en effet:

(32) ^

D'où:
(33) Qu + Qn = 0, QU + QZI = — 1 , Qn+Qn = + 1 .

D'autre part remarquons que si le réseau proposé admet un groupe
transitif de transformations, il en est évidemment de même sur chacune
des surfaces, du réseau de courbes qu'y découpent les 3 autres familles
de surfaces du réseau. Ce qui entraîne d'après ce qu'on a vu au
Chapitre I:

(34) Qx = Qy = Qn = £4 = 0 .

On aura donc (formule 44, Chap. I, 2ieme Partie) :

Qi = Qij,ik — Qik,ij = 0

et par suite:

car çi8,i2 = ^13(^12) — «137*12 = 0 , puisque 7rX2 = Ü,
D'où en vertu de (33):

(35) Q[2 = «>21 = 0.

De même on a: ^1,12 = 3̂2,31 et en vertu de (33)

(36) £32 = —£31 , (>23 = —Qw*

D7ailleurs si le réseau admet un groupe transitif de transformations les
invariants absolus Q',J doivent être constants.

En procédant comme au paragraphe précédent, on est conduit
à rechercher les solutions 0i2 02.\&n G2 C23 CHI du système:

^ 2 3 A 2 = ^2.'î ftl2) \ -^31^23 = ^81^28, \ ^12/^31 = = 0 ,

auquel il faut adjoindre les relations:

(38) C\2-\~ fi&i :== C2&
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Les conditions d'intégrabilité du système (37) donnent en tenant compte
des relations (35) et (36):

, . J^23&2 = 0, j-4l6y23 = #81 As, j ^12 C31 = 0 ,
{ } \ A\& Cu = 0, 1 _/21 Cm = 0, \ yi'Z2 CM = 0 .

Des relations (38) on déduit alors:

^18 (C12+ &n) = -"/is 623,

qui donne en tenant compte de (37) et (39):

(40) Gn
De même on a:

-'A2 6*28 — -^12 (Csi A s ) >

qui est identiquement satisfaite et

-'̂ 28 (Cl2

qui donne:
(41) C23 = ^is &3 — eu Ai.

Les relations (38) sont identiquement satisfaites si, prenant pour Czi Cbs
les valeurs fourmes par (40) et (41) on prend pour C12 la valeur suivante:

(42) C12 = ei» (As + Ai).

En portant ces valeurs de Ci2 631 C23 (37) on obtient alors un système
d'équations homogènes qui est complètement intégrcible. Le réseau proposé
admet donc un groupe transitif à 3 paramètres de transformations et
par suite, on a le résultat suivant:

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un réseau dont f un des
TCy est nul admette un groupe continu transitif de transformations sont:

(43) Qi = 0, Qij%1k = const.

Il y a lieu de remarquer d'ailleurs que les conditions (43) ne sont pas
toutes indépendantes: Elles sont toutes vérifiées dès que l'on a par exemple:

(44) rr12 = 0, £i = Q* — Qn = 0, Q'I* = const.

On remarquera en particulier que ces conditions sont vérifiées si Pon
a $f

in = —£, c.-à-d. pour un réseau satisfaisant aux conditions (65) du
chapitre précédent. Le réseau proposé est alors applicable sur 4 faisceaux
de plans dont les axes ai ia sont concourants ainsi que J s i 4 , le
point de concours de deux de ces axes étant dans le plan défini par les
2 autres. C'est le seul cas où un réseau satisfaisant aux conditions (44)
est topologiquement applicable sur des faisceaux de plans.
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Si Ton considère la représentation canonique du réseau, les deux
premières séries de conditions (44) donnent les relations:

\ogJ; = o,
d w ^ fu

ï ^ ^ l 0 g y t " = dvdtv l o g j t = dwdu l o g J Ç = ° -
On en conclut sans aucune difficulté qu'on peut choisir les paramètres
u, v, w de manière à mettre le réseau sous la forme:

(45) u = const., v = const. ? w = const., w-\-y> (u-\-v) = const.,

où cp (z) est une fonction quelconque. Si Ton écrit alors que î̂.3 est
constant, on est conduit pour cette fonction y à une condition de la
forme :

<p"f 9 x- ' d<p „ d2y ,,, d*<p

On en conclut aisément que y est une puissance d'une fonction linéaire
de z. Par un choix convenable des paramètres u7v7w on voit ainsi que
tout réseau satisfaisant aux conditions (44) peut se mettre sous la forme:

(46) n = const., v = const., w = const., w + {u + ^)m ̂ = const.,

où m est différent de 0 et de -f 1- Le cas où w = —1 correspond
à la valeur —£ de Q[S, et nous avons vu qu'alors le réseau est applicable
sur 4 faisceaux de plans.

En résumé les seuls réseaux admettant un groupe continu transitif
de transformations topologiques sont les suivants:

I. Les réseaux à configuration octogonale, qui admettent un groupe
continu transitif à 4 paramètres,

II. Les réseaux suivants qui admettent un groupe continu transitif à
3 paramètres:
1°) Réseaux applicables sur 4 faisceaux de plans dont les axes sont

4 génératrices dyun même système d'une quadrique.
2°) Réseaux applicables sur 4 faisceaux de plans dont les axes Ât â2

sont conçoit) ants ainsi que les axes âz AA, le point de concours des
deux m'es ^ A2 étant dans le plan défini par les deux autres â$ Â4

et inversement.
3°) Réseaux représentables sous la forme:

(46) u = const., v = const., w = const, w-\-(u-)rv)m = const.

avec m différent de 0, + 1 , et — 1 .




