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PREMIERE THESE

LE

PARALLELISME ABSOLU

DANS
LES ESPACES ELLIPTIQUES REELS A 3 ET A 7 DIMENSIONS

ET LE

PRINCIPE DE TRIALITE

DANS
L’ESPACE ELLIPTIQUE A 7T DIMENSIONS

PREAMBULE.

Dans l'espace cuclidien, les définitions de deux droites paralléles
peuvent étre classées cn trois groupes ('). Les droites paralléles
peuvent étre considérées comme des droites situées dans le méme
plan et qui ne se coupent pas ou bien qui ont la méme dircction ou
aussi qui sont également distantes.

La definition la plus usitée est certainement la premiére; dans cc
groupe, on peul comprendre les définitions qui envisagent les paral-
léles comune limites de droites concourantes ou comme des droites se
coupant a l'infini.

l.a scconde définition peut étre précisée en ajoutant qu'unc droite,
coupant deux droites paralléles, forme avee elles des angles égaux.

A la définition du troisiéme groupe se rattache celle plus étendue
o les paralléles sont considérécs comme les trajectoires d’une trans-

(1) ZacHArIAS, Enzyklopadie der math. Waissensch., Band I, 1, Heft 5.

THESE VANEY 1



— 9

lation rectiligne, c’est-a-dire d’'un déplacement ou tous les points
décrivent des segments rectilignes égaux.

Dans I'espace hyperbolique réel, il passe par un point A une infinité
de droites, situées dans le méme plan et qui ne coupent pas une droite
donnée d. Parmi celles-ci, deux d’entre elles sont des droites limites,
ce sont les deux paralléles de Lobatschewsky, qui joignent le point A
aux ceux points d'intersection de la droite d et de 'absolu. Clest la
premiére définition que 'on applique, mais toutes les élégantes pro-
priétés des paralléles de 'espace cuclidien s’évanouissent.

Dans Pespace clliptique réel, par deux points queleonques passc
toujours une droite ct une seule et inversement deux droites se coupent
toujours cn un seul point, par suite il n’cxiste pas de droites paralléles
a une droite donnée. Mais Clifford a découvert des droites gauches
également disfantes, qui possedent cn outre la plupart des propriétés
des parallcles de I'espace euclidien.

Clifford a montré que par un point passent deux droites gauches
paralléles a unc droite donnée et quel’ensemble de ces paralléles a une
méme droite forme deux congruences dont les supports respectifs sont
dcux génératrices imaginaires conjuguées de méme systéme de
I'absolu.

MM. Elie Cartan ct J.-A. Schouten (') envisagent I'ensemble des
propriétés dont jouissent les droites paralléles comme une loi qui cons-
titue le parallélisme.

Le but dc ce travail est I’étude du parallélisme dans les espaces
clliptiques réels a 3 et a 7 dimensions. Une introduction rappelle les
propriétés fondamentales de I'espace elliptique; le premier Chapitre,
consacré au parallélisme dans I'espace elliptique a 3 dimensions, com-
prend quatre parties. Dans la premiére partie, les génératrices recti-
lignes dc I'absolu sont déterminées a I'aide des quaternions, ce qui
permet d'introduire dans la seconde partie unc représentation ana-
lytique treés simple des congruences de Cilifford.

Dans la troisieme partie, apres avoir défini analytiquement le

(1) E. CartAN and J.-A. ScHouTEN. On Riemannian Geometries admitting an
absolute parallelism (Proceedings Koninklitke Akademie van Wetenschappen
te Amsterdam, vol. XXIX, 1926).
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parallélisme, selon la méthode de MM. E. Cartan et J.-A. Schouten,
je démontre que les congruences de Clifford jouissent des propriétés
du parallélisme. Enfin 'objet de la quatriéme partie est une interpré-
tation cinématique des-deux espéces de parallélisme en considérant
Pespace elliptique a trois dimensions comme I'espace du groupe -des
rotations.

Le second Chapitre généralise en partie le parallélisme dans I’espace
a sepl dimensions. L’octave remplace le quaternion, a cette différence
prés qu'il n'est pas associatif; d’ou I'iinpossibilité de représenter les
déplacements au moyen d’octaves.

L’absolu dans cet espacc contient deux familles de plans généra-
teurs a trois dimensions, qu’on peut représenter au moyen d’octaves
par des équations trés simples. Il en résulte une élégante représenta-
tion analytique des congruences qui généralisent celles de Clifford;
toute cette étude fait 'objet des n* 9, 10, 11 et 12.

Dans le n® 13, j'introduis les expressions analytiques qui défi-
nissent les deux espcces de parallélisme et je démontre qu'a un point
donné correspond un parallélisme et réciproquement. Comme le point,
il constitue donc un élément de cet espace et 1'on en déduit le principe
de trialité, exposé au n° 15. Il a donc été possible de déterminer au
n° 16 la distance de deux parallélismes de méme espéce.

C’est sur le conseil ct d’aprés les indications bienveillantes de
M. Elie Cartan que j'ai entrepris ce travail; qu'il me soit permis de
lui témoigner ici, trés respectueusement, ma profonde reconnaissance.

INTRODUCTION.

1. L'espace elliptique. — D’apres les principes de la métrique
cayleyenne pour la représentlation métrique de I'espace elliptique, on
se donne a prior: une quadrique imaginaire, non dégénérée, a coeffi-
cients réels, que 'on appelle l’absolu.

Les définitions de distance et d’angle reposent uniquement sur
Pemploi du rapport anharmonique qui est un invariant pour toute
transformation homographique.

Etant donnés deux points réels ou imaginaires M et M/, joignons
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ces deux points par une droite qui coupera l'absolu en deux autres

poitits P et Q, la distance, au sens de Cayley, de ces deux points M

et M’ est définie par le produit par — du logarithme du rapport anhar-

21

monique des quatre points

MM/ = f;.log(M, M, P, Q).

Etant donnés deux plans R et R’ dont l'intersection est une droite D,
menons les deux plans Q et Q' tangents & I'absolu et passant par D
I'angle des deux plans R et R’ est défini par I'expression

RR'= ~log(R, R, Q, Q)

PY

ou (R, R, Q, Q') désigne le rapport anharmonique des quatre plans.

Enfin, étant données deux droites D et D' qui se coupent en un
point O, tracons dans le plan de ces dcux droites les deux tangentes a
P’absolu Ow. et Oy, 'angle des deux droites est alors déterminé par
I'expression

DD’ = ;—[log([), D.Op, Op'),

ou (D, D", Oy, Op') représente le rapport anharmonique des quatre
droites.

Dans I'espace elliptique, il y a donc dualité compléle entre les
notions d’angle et de distance. Celles-ci sont indépendantes de toute
transformation homographique qui conserve I'absolu ainsi que de
toute transformation par polaires véciproques par rapport a I'absolu.
Il en rvésulte la correspondance suivante cntre les éléments de cet
espace :

A tout point correspond son plan polaire; a tout plan correspond
son pole. Lorsqu'un point décrit une droite, son plan polaire tourne
autour d'une seconde droite fixe, et inverscment s1 un plan tourne
autour de la premiére droite, son pole décrit la seconde; ces deux
droites sont diles réciproques ou polaires par rapport a I'absolu.

Deux points sont conjugués si le plan polaire de I'un passe par
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l'autre; de méme, deux plans sont conjugués si I'un d’eux passe par le
pole de I'autre. Deux droites sont conjuguées lorsque I'une des deux,
choisie arbitrairement, rencontre la polaire de I'autre.

Sur chaque droite se trouve une involution elliptique de points
conjugués dont les éléments doubles sont les points imaginaires conju-
gués o la droite perce I'absolu. Comme une involution elliptique ne
posséde aucun couple d'éléments imaginaives conjuguds, il en résulte
qu’aucun couple de poinls conjugués ne peal étre imaginaire conjugué.
De plus, deux droites gauches imaginaires conjuguées sont coupées
par une droite réclle en deux points imaginaires conjugués, mais a un
point d'une des premiéres droites correspond un point situé sur la
droite polaire; par suite, il n’existe aucune paire de droites polaires
ui solent imaginaires conjuguées.

Toute droite de T'espace clliptique est finie et fermée; pour que la
dualité soit compléte entre la distance et la grandeur de I'angle, nous
prenons la longueur d’une droite égale & =. Deux points A ct B par-
tagent la droite en deux parties dont le total est =. L’angle de deux

. . , T :
plans ou de deux droites concourantes ne devient égal a — que si les

denx planssont conjugués ou siles deux droites sont conjuguées. Deux
plans conjugués sont appelés « perpendiculaires » et deux droites
concourantes conjuguécs sont dites aussi « perpendiculaires ».

Le lieu des droites ou des plans perpendiculaires 4 un plan « est le
faisceau de droites ou de plans qui passent par le pole A’ du plan «.

Le lieu des plans perpendiculaires a une droite a est le faisceau de
plans passant par la droite commune «', polaire de a. Le lieu des
droites perpendiculaires a la droite « est 'ensemble des droites qui

. . . . PR . s
coupent la polaire a’. Enfin le lieu des points situés & une distance -

soit d’un point A, soit d'une droite @ ou soit d’un plan « est respec-
tivement le plan polaire o', la droite polaire a’, le pole A’.

L’espace elliptique & n dimensions peut étre réalisé dans I'espace
eaclidien & (n -+ 1) dimensions sur une hypersphére, en représentant
un point de l'espace elliptique par une paire de points antipodes sur
I'hypersphére. L'inverse du carré du rayon de I’hypersphére donne la
courbure de l'espace elliptique, que nous choisirons égale a 'unité.

Un point est défini par 'ensemble des (n~+ 1) valeurs 2, 4, ..., @,



qui satisfont & la relation

(1) I xi=1.

Celles-ci peuvent s’obtenir en multipliant les (n—+ 1) coordonnées
projectives de ce point par une constante quelconque. D’une maniére
générale, un point analytique est un ensemble de (n + 1) coordonnées,
non toutes nulles, mais deux points analytiques dont les coordonnées
sont proportionnelles, mais non égales, sont regardés comme distincts,
tout en occupant la méme position dans 'espace.

Le carré scalaire d'un poinl analytique est représenté par la somme

n

’ , U . . .
des carrés des coordonnées in et le produit scalaire de deux points

0
analytiques A (a,, a,, ..., a,) et B(b,, b,, ..., b,) est donné par la

n

quantité 2(1,[),. Multiplions respectivement par A et p les coor-
0
données des points A et B et additionnons, nous obtenons un nouveau

point A A + u.B dont le carré scalaire est égal a
PPAT 4 27 uAB 4+ p2 B

Deux points dont+le produit scalaire est nul sont conjugués 'un de
I’autre par rapport a 'absolu. Par suite, les points qui appartiennent
a P’absolu sont leurs propres conjugués.

I’équation de ’absolu peut Loujours se ramener a la forme

Mo DN e 2 .2 72—
Fla, x. ..., 0)=a} +2?+...ap=o.

Prenons un point M dont les coordonnées a, satisfont a la relation (1);
un point infiniment voisin du point M aura ses coordonnées liées par
la relation

-—(Zli d.r, -+ ﬂ dry+...+ —(Zl-t dr,—o

Jar, or, dx, ’
qu'il est possible d’interpréler géométriquement de la manicre
suivante : dx, sont les composantes d’un vecteur infiniment petit issu
du point M; elles peuvent étre considérées comme les coordonnées
d’'un point analytique situé dans le plan polaire du point M par
rapport & I'absolu, dont le carré scalaire est égal au carré de la lon-
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gueur ds du vecteur
n
Y dzp=ds.
0

En passant a un vecteur de grandeur finie, on obtient la proposition
ci-apres :

Tout vecteur d’origine M peut étre représenté par un point analy-
tique V dont le carré scalaire est le carré de la longueur du vecteur,
ce point V' étant situé dans le plan polaire du point M par rapport a-
I'absolu et sur la droite issue de M dans la direction du vecteur. En
outre, le produit scalaire de deux vecteurs issus de M est égal au
produit scalaire de leurs points représentatifs.

2. Parallélisme absolu. — Dans Vespace elliptique, deux droites
gauches ont deux perpendiculaires communes qui sont polaires I'une
de l'autre.

Soient aa, et bb, les deux perpendiculaires communes; si I'on
étudie la variation de la distance de deux points pris sur les deux
droites gauches, on trouve que cette dislance est maximum par
exemple pour la position aa, et minimum pour la position bb,.

Certaines droiles gauches posscdent la propriété d’avoir plus de
deux perpendiculaires communes; elles sont alors équidistantes et
jouissenl de propriétés analogues a celles des parallcles de I'espace
euclidien. Ces droites gauches sont appelées les paralléles de Clifford,
du nom du savant mathématicien qui les a signalées le premier
en 18735 Study a suggéré le nom de droites paratactiques.

Pour étudier ces droites paralléles, j’emploierai la méthode de
MM. K. Cartan et Schouten.

Le parallélisme esl considéré comme une loi a laquelle salisfont les
couples de droites qui jouissent des propriétés suivantes :

1° Toute drotte est paralléle a elle-méme ;

2 Deuz droites paralléles & une troisiéme sont paralléles entre elles ;

3¢ Par un point pris hors d’une droite, il passe une droite paralléle @
la premiere et une seule;

4° St deux droites se coupent sutvant un angle o, les deux droites
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paralléles menées par un point quelconque se coupent sous le méme
angle o.

Dans l'espace elliptique a trois dimensions, Clifford a montré
I'existence de deux espéces de parallélisme. Les droites paralléles a
une droite donnée forment une congruence de droites réelles s’appuyant
sur deux génératrices imaginaires conjuguées de méme systéme de
I'absolu.

MM. E. Cartan et J.-A. Schouten ont montré que, dans tous les
espaces de groupes, il existe deux espéces de parallélisme, et que,
dans I'espace elliptique & sept dimensions, il 3 a une infinité de paral-
lélismes se partageant en deux espéces distinctes.

Dans le présent travail, j'étudie les parallélismes dans D'espace
elliptique & sept dimensions; dans chaque parallélisme, les droites
paralléles a une droite donnée forment une congruence de droites
réelles qui s’appuient sur deux plans générateurs imaginaires
conjugués de la méme famille de I'absolu.

CHAPITRE I

LE PARALLI LISME DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

3. Détermination des génératrices rectilignes de Iabsolu. — En
coordonnées ponctuelles et homogénes, I'absolu a pour équation

(2) x4 x? 4+ rl+xi=o;
il posséde deux familles de génératrices rectilignes imaginaires.
En effet, introduisons les coordonnées isotropiques
= x,+ iz, v =1, — 12, v, =r,+ iz, Vo= Ly — L Z>,
dans I'équation de la quadrique, il vient
Uy vy~ UyPy= 0.

Les paramétres des génératrices de chaque famille sont respec-

tivement
u (2% u u,

_— ._| _— s et ”: _1 —_— kol

Uy, 9 v, v,

=
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les équations des génératrices de la premiére famille sont
Zy+ iy =— 1 (2,4 (x,),

xy— i1, = (ay,—1T14);

~I -

et celles des génératrices de la seconde famille

Lo+ (o=  plx,—ix),
Xy 0y =— (2 — (2y).
Posons
A=re?,

ol r et o sont des constantes, les équalions des génératrices de la
premiére famille deviennent

xry+ilx,=—re?(zx,+iz;)
(3) 0 I ( 2 )

re®(xy—ix,)) —=x,— (&,
Les génératrices conjuguées ont pour équations

Ly— lry—=—re®(x,— ix,),

re®(x, +ix,)=a,+ lxy;
celles-ci peuvent s’écrire

. 1 .
XLy 1y = ;e’@(x2+ 123 ),

(4)

1 . .
— ;e'?(xo-—z,xj):x._)—— 12y}

elles ne différent de (3) que par leurs paramétres r et — % qui sont

inverses et opposés. Par conséquent, deux génératrices imaginaires
conjuguées appartiennent a la méme famille. On en déduit que deux
génératrices de la méme famille ne peuvent pas se rencontrer, sans
quoi les génératrices imaginaires conjuguces auraient un point
commun réel sur 'absolu, or celui-ci ne posséde aucun point réel.

Une étude générale de ces génératrices peut élre faite gréice &
I'introduction des quaternions.

Etant données trois unités complexes ¢,, e, e, qui satisfont aux lois

THESE VANEY 2
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suivantes de la multiplication
et——1,
€1== "€l Clyg == — €1 12Ciiy ol €= €y (k=1, 2, 3),
le quaternion est une expression de la forme
A=a,+ae +a,e, +a,ey,

a,, a,, a,, a, désignent des quantités réelles ou complexes.
Le module du quaternion est donné par

[A | =yZaf (k=o,1.2,3),
et le quaternion conjugué se définit par I'expression

A=a,—a,e,— a,e,— da,e,,
de telle sorte que

AN =AA =ad+ al+ a+ al.

Deux quaternions sont inverses I'un de 'dutre lorsque leur produit
est égal a 'unité. En désignant l'inverse de A par A~', on a simulta-
nément les équations

AN =1 et A=A =1
et
ay— a,e,— a,6,— d,€,

A1 —
- ) ) )
ay—+ai—+al+ a3

Si le quaternion A est unimodulaire, les quaternions inverse et
conjugué sont alors identiques.

[.e caractére propre de I'’Algébre des quaternions est I'absence
de la propriété commutative de la multiplication, tandis que les
propriétés distribulive et associative subsistent, ce qui résulte des lois
de la multiplication des unités ¢;.

Soit X un point de coordonnées homogeénes x; ou k= o, 1, 2, 3; 1l
peut étre représenté par le (quaternion

N=1r,+ re +x,0,+2¢.

Prenons sur I'absolu un point quelconque A, qui sera représenté
par un quaternion de module nul. A ce point A correspondent deux
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génératrices rectilignes de I'absolu, qui sont déterminées au moyen
du théoréme suivant :

TrioreME. — Les deux familles de génératrices rectilignes de I’absolu
sont représentées respectivement par les équations suivantes :

AX =0 (pour la premiere famille de génératrices ),

XA=o (pour la deuxieme famille de génératrices),

et out les produits doivent étre effectués en tenant compte de 'ordre des
JSacteurs.

Nous voulons démontrer que le point X ainsi défini par ces équa-
tions appartient a I'absolu.

En effet, si I'on développe ces produits et si I'on annule les coef-
ficients respectifs des unités 1 et ¢, il vient :

(5) Ay Xy— Ay 2 — (A3, — Ay Ly = 0,
]
o A\ Xy~ A2y — Ay Ly~ A2, = 0,
genel‘ﬂtl'lces
AX — o ATy + A3 T = Ay Xy — Ay T3 =0,
ATy — A, 0y~ O\ Ty~ Ay X, == 0
6) @y y— @,y — A, X, — A; 2, = 0.
génératrices a,xy+ ayx,+a,a, -a,r,=—o,
XA —o L) — A&y + ATy + Ay T =0,

A2, A, — A, )+ dyT,= 0.

Chaque systéme formé de quatre équations linéaires et homogénes
représente quatre plans possédant une droite commune qui est préci-
sément une génératrice de I'absolu.

Le déterminant des cocfficients de chaque systéme est égal & (2a;})?,
qui est, par hypothése, nul, puisque le point A a été choisi sur
I'absolu. Donc ces équations homogénes et linéaires admettent au
moins une solution autre que &, = o.

De plus, tous les déterminants d’ordre trois sont nuls tandis que le

pius,
déterminant d’ordre deux que l'on forme en prenant, par exemple,
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les deux premiéres lignes et les deux premieres colonnes est égal
a a; + a}, que nous supposons différent de zéro; si, du reste, celui-ci
était nul, on pourrait toujours choisir deux autres lignes et deux
autres colonnes telles que le déterminant d’ordre deux des coefficients
ne soit pas nul. Par suite, ces plans ont unc droite commune; celle-ci
est entiérement située sur 'absolu. En effet, supposons le point X
donné et les coordonnées «, du point \ inconnues. Or ces coordon-
nées a, ne peuvenl étre différentes de zéro que si le déterminant des
coefficients &, est nul: ce déterminant étant égal a (Xa})?, on doit
avoir

donc tous les points de celte droite commune sont sur I'absolu.

Comme les déterminants d’ordre supérieur a deux sont nuls, deux
des premiers membres des équations de chaque systéme sont une
conséquence des deux autres. Dans le premier systéme, désignons
respectivement par X,, X,, X, et X; les premiers membres de chacune
des équations, il vient

Xo+iX\=(a,+ ta,)(zy+ (2,) — (ay+ la;) (L£y— (2y).
Xo— X\ =(a,— ta,)(xy— (2,) — (@y— iay) (xy+ [23),
Xo+ IXy=(ay+ la,) (xy—iz)) + (a,+ ia,) (2, (25),

Xo— Xy=(a,— la,)(xo+l(2,) + (ayg— ia,) (2, — (23).

On en tire immédiatement la relation

3 3
(8) (X X)) (X, — i X)) (Xo+iX,) (X, — X)) =¥ af. D zh=o.
[ 0

La méme relation s’obtiendrait au moyen des équations du second
systeme.

Au point de vue géométrique, cetle décomposition (8) correspond
a la construction d'un tétraédre dont les arétes sont conjuguées deux
a4 deux par rapport a 'absolu.

Toute génératrice de I'absolu peut se représenter paramétriquement
au moyen de deux équations. Dans les deux premiéres équations du
systéme (5), considérons x, et.r, comme variables arbitraires et résol-
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vons par rapport a x, et x,,

{ (a3 + at)xy=(aya,~+ a,a;)x,+ (aya;— a,a,) x3,

? (ai + a})x =(a,a;,— a,a,) Ty, — (a0, + a, a;) z;.

(9)

Le systéme (6) donne de méme

’ (ap +aiye,= (a,a,— a,a;)T,+ (a,a;+ a,a,)x;,

i (a} + a} ), =—(a,a,+ a,a3) x,+ (A, a, — a, az) x;.

(10)

Les coordonnées ., du point X situé sur I'une des génératrices sont
des fonctions continues des coordonnées a, du point A. Mais deux
génératrices (5) et (6) qui correspondent a un point A déterminé sont
distinctes. En effet, chaque systtme composé de deux équations
linéaires 4 deux variables, constitue une transformation orthogonale

permettant de passer des variables .x,, x; aux variables x,, x,, en
3

. A~
conservant l’ldentltez &Zi =o0.

0
Or toute substitution orthogonale est caractérisée par le détermi-
nant des coefficients qui est un invariant. Soient D, et D, les déter-
minants respectifs qui ont pour valeurs

D — (dé—rd?)(dé-}*(lﬁ)
' (aj +ai )

=TI,

(a5 +af)(a; +a3)

1.
2 232
(ag + at)

D,=

Par suite, & un point représenté par le quaternion A correspondent
deux génératrices distinctes; celle de la premiére famille est caracté-
risée par le déterminant + 1 de ses coefficients, son équation est
AX = o0; celle de la seconde famille ale déterminant de ses coefficients
égal & — 1 et son équalion est XA =o.

4. Congruences de Clifford. — L’ensemble des droites s’appuyant
sur deux génératrices de la méme famille forme une congruence de
Clifford. Il est possible de représenter toute congruence de Clifford au
moyen des quaternions de la maniére suivante.

Soient deux points conjugués X et Y, situés dans le domaine réel;
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leurs coordonnées satisfont aux relations suivantes :
8 3
IXIZ:Em,“;:I, |Y}1:2y}::1 et X|Y=o.
k=0 0

La droite réelle joignant ces deux points rencontre I’absolu en deux
points imaginaires conjugués X+ Y et X —1Y, situés sur deux
génératrices différentes de la méme famille. Celles-ci ont pour équa-
tions
(11) (A== iB)(X == iY)=o0,

si elles font partie de la premiére famille.

Les points A ==iB sont situés sur I'absolu et ont par conséquent
leurs modules nuls,

A= iB]P=A>—B**=2:A|B=o.
Or cette relation est satisfaite si A et B sont deux points réels et
conjugués de module unité, c’est-a-dire tels que l'on a
[A| =1, |B| =1 et A|B=o.
A la congruence des droites XY s’appuyant sur deux génératrices
de la méme famille correspond donc une droite AB, déterminée par

deux points A et B réels et conjugués. Cette congruence est définie

par I'équation (11) que 'on peut remplacer par I'une ou 'autre des
équations suivantes :

(12) AX =BY ou — BX =AY,
qui'sont équivalentes entre elles. En effet, les points A et B étant con-
jugués, les quaternions qui les représentent vérifient la relation

A='B + B—'A =—o.
De la premiére des équations (12), on tire en multipliant & gauche
par B~
B-AX =Y,

or le produit B—' A peut étre remplacé par — A~' B; par suite

— A'BX =Y,
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et en multipliant & gauche par A, il vient

— BX = AY.

Aux mémes points A =B correspondent aussi deux génératrices
conjuguées de la seconde famille dont les équations sont

(13) (X = Y)(AXEiB)=o,

qui déterminent une congruence de droites définie par I'une des rela-
tions

(14) N =YB ou XB=—YA,

équivalentes entre elles.
Il en résulte les théorémes suivants :

Tueorine I. — Dans Uespace elliptique a ‘trois dimensions, toute con-
gruence de Clifford peut étre définie par U'équation AX =BY, si les
supports sont les génératrices de la premiére famille, ou par I’équation
XA = YB, st les supports sont les génératrices de la seconde famille.

Tueorene 1L, — A toute drovte définie par deux points A et B, réels et
conjugues, correspondent deux congruences de Clifford, ayant respecti-
vement comme supports les génératrices de la premiére ou de la seconde
Jamille.

Exprimons maintenant les coordonnées du point Y situé sur une
droite d'une congruence donnée et conjugué a un point X donné aussi.
Soit AB la droite a laquelle correspond la congruence de Clifford
définie par I'équation

AN =BY.

Fixons le point X, alors les coordonnées du point Y conjugué de X
sont déterminées au moyen de I’expression
(15) Y = B-1AX.

Afin de développer cette expression, remplacons A, B, X par leurs
quaternions

Y=(by—b,e,—byes—bye;)(ay+.ar8,+ a,e,-+ aze,)( Ly + 2y €+ Ty, ~+T;3€5),
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et introduisons les coordonnées pluckériennes de la droite AB en
posant

(16) py—=a.b,— a,b,
liées par la relation
(17) PyPin— Puc Py PP k= O.

Les coordonnées du point Y s’écrivent alors

Yo= * (Por = P2 ) X1+ (Pog =+ Pi3) Xy~ (Po3 + Par ) T3y

(18) .}’1:"‘(1)01"‘["52)*”0 * + (Por =+ P21 ) X2 — (Poa =+ P13 ) Xs,
V2= (Poa+ P13)Zo— (Pos—+ P )2, * 4+ (Poy + P22)Z5y
V3= (Pos—+ Par) o+ (Po2+ P13) &, — (Por + P32) X, *

Par un calcul analogue, on peut exprimer les coordonnées d’un
point Z, situé sur une droite d’une congruence de Clifford, dont les
supports sont deux génératrices conjuguées de la seconde famille.
Soit X le point donné, on a

Z—=XAB—,
d'ou I'on tire
By— * (Por+ P23) @1+ (Poz =+ P31 ) o4 (Por+ P1a) X3,
(19) 5y=— (Po1+ Pa3 )%y * _(P03+P12)x2—f‘(Poz“‘[)u).@av
By=— (Poa+ P31) %o+ (Pos—+ Pi2) X, * — (Pos == P23) X35
B3 =—(Pos+ P12)To— (Po2+ P 1) T4 (Pos - P23) 2, *

Les coordonnées des points Y et Z dépendent donc d’un systéme de
bivecteurs qui s’exprime linéairement au moyen des coordonnées p,,
d’une droite AB.

Pour le point Y, le systéme de bivecteurs a pour coordonnées les
trois valeurs suivantes :

Port+ Pa=1,

Poz+ Py =1y,

Po +Ppa =1,
et, pour le point Z, on a

Po~+ pa ==},

Po+pu=1),

Pos—+ Pra=1;.
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Etant données les trois coordonnées d’un de ces systémes de bivec-
teurs, il est possible de déterminer une infinité de valeurs des coor-
données p,, satisfaisant a la relation fondamentale (17).

Donc & une droite donnée AB, on peut faire correspondre une et
une seule congruence de Clifford dont les supports sont les généra-
trices de 'une ou 'autre famille. Mais 4 une congruence de Clifford
correspondent une infinité de droites AB.

5. Parallélisme des droites d'une congruence de Clifford. — Pour
définir le parallélisme, considérons deux points représentés respecti-

. —>
vement par les quaternions X et Y, appelons vecteur XY 1’ensemble
de ces deux points, dont I'un X par exemple est le point origine et

Pautre Y est le point extrémité. Le vecteur est nul si les deux points
coincident.

e ey o . , . .y
Deux vecteurs XY et X'Y’ sont dits équipollents de premiére
espéce sil'on a

(20) YX— =YX
ils sont équipollents de seconde espéce, sil'on a
(21) X—1Y = XY,

En prenant les inverses de chaque membre, on trouve des égalités
équivalentes

(20') XY—1=X'Y"
et
(21") Y1 X=Y—X".

De ces définitions, on déduit pour chaque espéce d’équipollence
différentes propriétés analogues a celles qui proviennent de I’équipol-
lence ordinaire de deux vecteurs.

1° Tout vecteur équipollent & un vecteur nul est nul;

2° Tout vecteur est équipollent a lui-méme;

3° Si un vecteur est équipollent a un second vecteur, le second
équipollent au premier;

THESE VANEY 3
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4° Si deux vécteurs sont équipollents, les vecteurs opposés le sont
dussi;

5° Tout point de I'espace est I'origine d'un vecteur et d'un seul équi-
pollent & un vecteur donné;

6° Deux vecteurs équipollents a un troisiéme sont équipollents entre

eux ;
7° Si XY est équipollent & XY et YZ équipollent a \/"777 le vee-

5 , . . T
teur XZ est équipollent a X'7/.

En effet, on a, par hypothése,
YD =YN et IY'=ZY

multiplions membre & membre, il vient
ZX—1=7/X'1.

Enfin, entre deux équipollences d’especes différentes, on peut établir
le théoréme suivant :

. —-+ I . 1 —/ A> ———>
St XY est équipollent de premiere espece @ X'Y', le vecteur XX' est
—_—

équipollent de deuziéme espéce & Y X', et réciproquement.
En effet, par hypotheése, on a

VX = Y/X/

multiplions & gauche chaque membre par Y—' et a droite par X/, il

vient
XX =YY’

qui définit 'équipollence de seconde espéce des deux vecleuts XX
et YY'.

De la définition de 1'équipollence de deux vecteurs, on déduit la
notion de droites paralléles.

Remarquons d’abord qu'une droite peut étre définie de la maniére
suivante :

Si P'on prend irois points quelconques X\, Y et \' sur une droite, le
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vecteur X'Y’ équipollént & XY a encore son extrémité Y’ sur la
droite.
Les deux especes d’équipollence de vecleurs ne fournissent qu'une

. . —“} .

seule espéce de droites; en effet, si I'on admet que X'Y' est équi-
\ YV N P

pollent de premiére espéce a4 XY, on a vu que Y'Y’ est équipollent de

—>
seconde espéce a XX, et réciproquement.

Soit maintenant une droite d passant par le point X ; menons par le
point X', extérieur a d, les vecteurs équipollents de premiére espéce

—
aux différents vecteurs portés sur d, nous obtenons les vecteurs X'Y’

équipollents de premiére espéce aux vecteurs X?, dont 'extrémité Y’
décrira une autre droite d'.

La droite d' est appelée paralléle de premiére espéce a ladroite d; elle
est telle que tout vecteur porté sur d est équipollent de premiére
espéce a un vecteur porté sur d.

Les droites paralléles de seconde espéce a une droite donnée se défi-
nissent de la méme maniére.

Il en résulte qu’il existe deux espéces de parallélisme pour les
droites et que, pour chacune de ces espéces, on a les propriétés sui-
vantes :

1° Toute droite est paralléle a elle-méme ;

2° Deux droites paralléles a une troisieme sont paralléles entre
elles;

3° Par tout point pris hors d'une droite, il passe une droite paral-
léle et nne seule.

Une quatriéme propriété sera établie dans la suite.

TueoREME. — Dans une congruence de Clifford, les droites sont paral-
leles de premuére espéce si elles s'appuient sur deux génératrices de la
premiére famille, et elles sont paralléles de seconde espéce st elles s’ap-
puient sur deux génératrices de la seconde famille.

En effet, une congruence de Clifford, composée de droites s’ap-
puyant sur des génératrices de premiére espéce, a pour équation

AX =BY.
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Multiplions chaque membre a gauche par B~' et a droite par X,
il vient
(22) YX—t=B-1A.

Cette équation permet de déterminer les coordonnées du point Y
sur la droite de la congruence passant par le point X; le point Y étant
conjugué du point X.

Nous voulons montrer que les droites de cette congruence jouissent
des quatre propriétés du parallélisme.

1° Toute droite est paralléle a elle-méme.
Sur la droite déterminée par les points X et Y, un troisiéme point
quelconque X' peut étre déterminé par la relation

X/ =X + pY.
ol A et i sont des constantes.

En exprimant Y en fonction de X, d’aprés (22), I'expression
devient

(23) X/=AX + pB—1AX.

. TN s Ty . .
Portons & partir de X’ un vecteur X'Y’ équipollent & XY ; celui-ci

doit satisfaire a la relation
Y/X/—1=B-1A
ou
Y'—=B-1AX/,
et en remplacant X' par son expression (23), on a

Y'=2AB—tAX + pB—A (B-1 AX).

Introduisons le quaternion inverse du produit B-' A, en posant

B~*A + A—!B = une constante c;
par suite,

Y =23B1AX + p(c — A~1B) (BtAX)= (A + pc)Y —pX

DR Yl s XY Sé
Ainsi, 'extrémité Y’ du vecteur X'Y’ équipollent & XY est située sur
la méme droite XY que son origine X'.



— 21 —

2° Par un point X', pris hors d'une droite d, passent deux paralléles
ad, 'une d' est paralléle de premiére espéce et 'autre d” est paralléle
de seconde espéce.

A la droite AB correspondent deux congruences de Clifford définies
respectivement par les équations

AX =BY et XA = YB.

Par un point X, tracons une droite déterminée par un second
point Y, conjugué de X, dont les coordonnées sont données par

YX-1—=B1A,
ou par
X-1Y = AB—,
Fig. 1.

suivant que I’on considére cette droite comme appartenant & la premiére
ou a la seconde des congruences (fig. 1).
Par le point X' pris en dehors de XY, portons un vecteur X'Y’
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équipollent de premiére espéce au vecteur XY, Pexirémité Y’ est
déterminée par
YX-1=Y'X'"'=B—1A.

Cette droite ', paralléle de premiére espéce & la droite d, appar-
tient a la congruence de Clifford

AX=BY.

—
Par le méme point \', portons un vecteur \'Y” équipollent de
- —> .
seconde espéce au vecteur XY : son exirémité Y” sera définie par

I'expression
X—1Y =X'—1Y" = AB—.

Cette nouvelle droite d”, déterminée par les deux points X' et Y esl
donc paralléle de seconde espéce a d, elle appartient & la congruence

de Clifford
\A—=YB.

En outre, par un point quelconque ne passe qu’une seule droite
apparlenant a I'une des congruences.

3° Deux droites paralléles a une troisicme sont paralléles entre
elles.

Par le point X, menons la droite XY qui appartient a la congruence
de Clifford
AX = BY.

Menons par le point X’ pris en dehors de XY la droite XY’ dont le
second point Y’, conjugué de X', est déterminé par la relation

Y= B AN

Cette droite X' Y’ est parall¢le de premicre espége a XY, car l'on a

YX t=Y'\'1=B-"A,

Enfin, par le pomt N” pris hors des deux droites précédentes,
menons une troisieme droite X”Y” dont le second point Y” est donné
paI‘

\/”:B ;A\//,
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cette droite est paralléle de premiére espéce 4 XY, car
Y'X'1=YX~'=B~1A,

mais elle est aussi paralléle de premiére espece a X'Y', puisque

Y/ X/t —Y'X'—,

4° Deux congruences de droites paralléles de méme espéce sont
isogonales.

Par le méme point X, faisons passer deux droites, I'une appar-
tenant a la congruence de Clifford correspondant a la droite AB,
Pautre a la congruence qui correspond a A'B’.

La premiére droite XY est déterminée par le point X et par le

point
Y = B—1AX,

et la seconde droite XY’ par le second point
Y' = B—tA’X.
I.'angle des deux droites cst donné par le produit scalaire

2c0s(XY, X'Y)=YY '+ Y'Y
Or
YY— =B AXX~1A—1B’ et Y'Y—i=B~1A’XX~1A—IB.

Comme le produit XX~ est égal a I'unité, il vient
YY i 4 Y/Y=t= B~ AA— B'+ B'-1 A’/A-1B.
Cette expression étant indépendante de X, on en-conclut que 'angle
des deux droites ne dépend pas du choix du point X par suite, les deux

congruences sont isogonales.
I1 est facile dc calculer la valeur de cet angle

2008(XY. X'Y) =YY"+ Y'Y =2(30)/s + y1) + 22Y o+ 0a)s)-
Remplacons les coordonnées y, par leurs valenrs (18) exprimées au
moyen des z,, il vient

cos(XY, X'Y') = (por+ P32) (Pos =+ P22) + (Poa—+ P13) (Pos+ Ps)
+ (Pos+ P21) (Pos =+ Pay )



— % —

puisque tous les coefficients de a,x; sont identiquement nuls el que
3
Z xr=—1.
0

6. L'espace elliptique a trotis dimensions, considéré comme espace du
groupe des rotations de l'espace euclidien. — Considérons dans l'espace
euclidien un corps solide S mobile autour d’un point fixe O il a donc
trois degrés de liberté.

Soit un point M de ce solide, ses coordonnées , y, 5 sont rapportées
a un triédre T, dont le sommet coincide avec le point fixe O. Par
rotation, le point M vienten M'(&/, y/, 3"); sa distance a l'origine étant

conservée, on a
a2 y2+ 72— x/2+y/2+ 2’2.

Cette relation peut aussi s’écrire
(24) (2'—x)(@2'+2)+ (=)' +y)+ (5—35)(s'+3)=o0.

Parmi ces six formes linéaires, considérons '+, y'+y, 543
comme indépendantes; les trois autres peuvent s’exprimer linéairement
au moyen de ces Lrois quantités. Les coefficients se déterminent en
portant les expressions de ' —ax, y'—y, z/—z dans (24); il vient

&' —x=0{(z"+z)— c(y + 7).

Yy —y=c(z'+x)—a(s+ 5).

s—z=a(y'+y)= b2+ z).
que 'on peut écrire

x'— bz’ + cy'=x + bz — cy,
(25) y'— cx'+ azd' =y + cx — az,
Z—ay'+ bx' =z + ay — bx.

Cette transformation représente une rotation du corps solide autour
du point fixe O.
En effet, le déterminant des coefficients de 2, y/, 3’ est

1+ a+ b*+c?

différent de zéro; par suite, les coordonnées o', y', 5’ s’expriment au
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moyen des coordonnées initiales @, y, z; de plus, on vérifie que la
distance au point fixe n’a pas varié.

Introduisons les coordonnées homogénes dans cette transformation
et posons

o a o o
(26) p=—cos—; A=acos - p=0>0cos—, v=—=cCcos—;
2 2 2 2’

. o ,
A, p, v sont les composantes du vecteur sin — porié sur l'axe de la
rotation A; la transformation (25) s’écrit alors

px' —pi+ vy =pr+ps—vy.
py' —va' 4+ Az’ =py+var —kz,
ps'— Ay +pax’'=pzs+ Ay — p. 5.
N4 pr v pP=1.

(27)

Si p change de signe, la rotation reste la méme. 4, u, v, ¢ peuvent
étre considérés comme les coordonnées homogénes d'un point dans
I'espace elliptique & trois dimensions. Le point O correspond a la fois
a la position initiale S, du solide et a la transformation identique. A
chaque position S du solide, on fait correspondre une rotation R qui
améne S, en coincidence avec S et par suite un point représentatif
dans 'espace elliptique. Donc l’espace elliptique a trois dunmensions peut
étre regardé comme Uespace du groupe des rotations.

Les formules (27) se simplifient a ’aide des quaternions; posons a
cet effet

X = x e + ) e+ 3 e,
X'= x'e,+ y'e,+ z'ey,
A=p+he +pe+ve,, ou JA|=1.

La transformation (27) s’écrit alors
(28) X’A = AX,
cette égalité représente donc I'effet d’'une rotation sur le corps solide S.
L’égalité supplémentaire fournie par les parties scalaires
I+ py' +vi=he+py +vs

signific que I'axe de rotation est perpendiculaire a la droite de jonction
des positions extrémes du point transformé.

THESE VANEY
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La composition des rotations peut alors s'effectuer simplement au
moyen des qualernions. Soit & composer les deux rotations A et B qui
donnent les transformations

X’A =AX,
X"B =BX"'.

Dans la derniére relation, multiplions & droite chaque membre par A,

1l vient
X"BA = BX’A == BAX,

puis posons BA = C; C esl la rotation résultante des deux premiéres,
elle fournit en effet la transformation

X"G=CX.

Suivant les axes de rotation, on distingue dans la représentation
analytique des rotations entre la rotation absolue et relative. Rempla-
cons le solide considéré précédemment par le tricdre mobile T dont la
position origine est T,,. On peut représenter le triedre T par le qua-
ternion U qui définil la rotation permettant de passer du triédre T,
au triedre T. Faisons subir au triédre T la rotation A pour 'amener
en T’; d’apres la régle de composition des rotations, la rotation résul-
tante est

(29) U'=AU,

A est le quaternion qui définit analytiquement par rapport aux axes
du triédre fixe T, la rotation subie par le triédre T. On peut donc
regarder A comme le symbole d’une rotation absolue.

Mais si la rotation est définie analytiquement par rapport aux axes
mobiles du triédre T, au moyen du quaternion B, le passage de U a
U’ se fait d'une autre maniére. [l existe une rotation d’ensemble qui
améne T en T et en méme temps T’ dans une autre position T,, de
fagon que

U-1U’=B,
d’ou
(30) U’'=UB;

B est le symbole d’une rotation relative.
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Effectuons une rotation absolue A suivie d’une rotation relative B,
U devient par la rotation absolue A

U'=AU,
U’ subit ensuite la rotation relative B

(31) U"=U'B=AUB.

Le méme résultat s’obtient en commencant par donner & U une
rotation relative.

7. Interprétation cinématique des deux espéces de parallélisme de
Clifford. — Un point de I'espace elliptique a trois dimensions corres-
pond & l'une des positions d’un solide S mobile autour d’un point fixe
O dans I'espace euclidien; une droite est I’ensemble des points qui cor-
respondent aux différentes positions du solide se déduisant d’une posi-
tion donnée par une rotation continue autour d’un axe donné. Toute
droite XY peut étre représentée par la position (\) du solide, qui cor-
respond a I'un des points X de la droite, et par 'axe OR de larotation
qui donne les autres positions (Y) correspondant aux autres points Y
de la droite.

La distance de deux points X et Y est déterminée par le module du
quaternion représentant le vecteur OR dont la longueur est la moitié
de 'angle de la rotation qui amene (X) en (Y). Par suite, I’angle de
deux droites issues de X est égal a 'angle des axes de rotation corres-
pondants.

Soient S, et S, deux positions du solide S; X et Y leurs points repré-
sentatifs et soil A la rotation absolue qui permet d’amener Sy sur S,
d’aprés (29), on a

YX—'=A.
—— ——
Or deux vecteurs XY et X'Y’ sont équipollents de premiére espéce

si I'on ala relation (20)
VX1 VX,

on en déduit que c’est la méme rotation qui permel d’amener S sur Sy
el Sy sur Sy,. Danc deux droites sont paralléles de premiére espéce si
les axes des rotations correspondantes occupent la méme position dans
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Pespace. Par suite, la rotation absolue A représente toutes les transla-

tions
Y = AX,

de premiére espéce dans 'espace elliptique & trois dimensions, ¢’est-a-
dire tous les déplacements qui transforment les droites d'un faisceau
paralléle de premiére espéce en elles-mémes.

Supposons maintenant que Sy se déduise de S par la rotation rela-
tive B; on a alors la relation (30)

Y=XB ou X—1Y =B.

= == .
Or les deux vecteurs XY et X'Y’ sont équipollents de seconde
espéce si leurs extrémités sont liées par (21)

XY =X—Y",

Comme on sait que ng’, YY' sont équipollents de premiére espéce,
il en résulte que c’est la méme rotation qui améne a la fois Sy sur Sy,
et Sy sur Sy; donc Sy est placé par rapport & S, de la méme maniere
que Sy par rapport a Sy. Les deux rotations qui aménent la premiére
S¢ sur Sy et la seconde Sy, sur Sy sont bien égales, mais leurs axes sont
différents; I'axe A de la premiére a par rapport a Sy la méme position
relative que I’axe A’ posséde par rapport a Sy. Imaginons deux obser-
vateurs dont I'un est placé par rapport a S, ou a S, de la méme
maniére que 'autre par rapport & Sy, ou a Sy; les deux rotations qui
aménent d'une part Sy sur S, et d’autre part Sy, sur Sy, sont égales
pour ces observateurs.

Deux droites seront donc paralléles de seconde espéce si les axes A
et A’ des rotations correspondantes occupent la méme position dans le
corps solide. Par suite, 'expression

Y=XB

représente dans l'espace elliptique toutes les translations de seconde
espéce, qui sont les déplacements de l'espace transformant les paral-
leles de seconde espéce en elles-mémes.

D’une maniére générale, tout déplacement dans I'espace elliptique
peut étre considéré comme la résultante d’une translation de premiére
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espéee et d'une translation de seconde espéce; cette résultante est
indépendante de I'ordre de combinaison des deux translations et elle
s’exprime au moyen de la relation

Y = AXB.

CHAPITRE II.

LE PARALLELISME DANS L’ESPACE A SEPT DIMENSIONS.

8. Les éléments de cet espace. — Dans V'espace projectif a sept dimen-
sions, chaque systéme de valeurs ma,, mx,, ..., ma;, a 'exception
de celui ou toutes les valeurs s’annulent a la fois, désigne un point. Le

facteur m étant une constante arbitraire, on peut le choisir de fagon a
1

avoir la relation fo =1 entre les coordonnées du point.

0
Les systémes de valeurs qui satisfont a ’équation linéaire et homo-

éne
g 1

E ax,=—o,

0

dont les coefficients a, ne s’annulent pas tous en méme temps, repré-
sentent un hyperplan ou une variété plane & six dimensions; cette
relation contient au plus 7 paramétres. Si deux équations linéaires et
homogénes ou deux hyperplans possédent «® systémes de valeurs
communes, elles représentent alors une variété plane a cinq dimensions.
On définirait de méme des variétés planes a 4, 3, 2 dimensions. Six
équations linéaires et homogénes déterminent une droite, qui dépend
de 12 paramétres. D’une maniére générale, une variété plane a
p dimensions est définie par (7 — p) équations linéaires, contenant
(p-+1) (7 —p) paramélres. Aussi la variété plane a trois dimensions
est déterminée par quatre équalions linéaires contenant 16 parametres.
L’absolu de cet espace elliptique est une quadrique imaginaire a coeffi-
cients réels, qui peut étre engendrée par une variété plane. On sait

que la dimension maximum des variétés planes qui se trouvent sur une
n—1 n—2

quadrique de I'espace a n dimensions est si n est impair et
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8i n est pair ('), Donc, dans Despace a sept dimensions, les plans
générateurs de 'absolu sont au plus & trois dimensions.

On peut aussi s’en rendre compte de la maniére suivante : soit p
le nombre de dimensions de plaus généraleurs, 1’équation de ces
plans contient p variables indépendantes et (p+1) (7 —p) para-
métres. Ceux-ci se déterminent par identification au moyen des

—; (p +1)(p—+ 2)coefficients de la quadrique. Pour avoir des solutions

différentes de zéro, il suffit que le nombre d’équations soit inférieur au
nombre de paramétres a déterminer, par suite

I
Sp+Hnp+2)<(p+0(7—p)
d’out
p <4
9. Plans generateurs a trows dumensions de l'absolu. — En coordon-

nées ponctuelles et homogénes, I'équation de l'absolu peut s’écrire en
annulant une somme de huit carrés

(32) Exf::o,
0

qui devient, si I'on introduit les coordonnées isotropes,

(33) Uy == Ly —+ L&y, Ug=—= Xy+ L2 , Uy—=x, + 12y, Uy ==Xy Ly,
O =&y — Ly, Py ==y — 124, Py == X, — 1 X5, P I= X — 1y}
(34) Uy 9~ UgPy = Uz Py U, P, = 0.

Pour déterminer toutes les variétés planes & trois dimensions qui se
trouvent sur I'absolu, nous distinguerons cing cas suivant les relations
qui lient les coordonnées des points de 1'absolu.

Premier cas. — Les u, ne sont liés par aucune’relation. — Les qualre

(1) E. BertiNi. Ewnfuhrung in die projektive Geometrie mehrdimensionaler
Raume (Wien, 1924).
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équations de la variété plane a trois dimensions la plus générale sont :
LT @y U @y Uy~ Ayt Ay, Uy,
Vo= Qg 1)~ Uyg Uy~ Uy Uy —— Ay Uy,

Pe== @, Uy~ Uy lly = Agq Uy A3 Uy,

VLTS Oy Uy~ Qg Uy =+ Qg —+ @y, Uy
Les 16 paramétres «,, peuvent étre déterminés par la condition que
les coordonnées ¢, vérifient ’équation de I'absolu

(@ U= apty + @it + ay ) =o (i=1, 2,3, 4).

On en déduit
a,=dy,,—=a ,=—=a,, =0 et a, 4+ a; =0 (i, j=1, 2,3, 4).

a,

Introduisons un parameétre d’homogénéité en écrivant — au lieu

de a,,; les équations devienncnl

o= % Wy, 4 ay - agu,,
(35> CY, == Ay U, * Ay = Ay Uy,
: OV, T= @y, @y~ Ay U, *  +au,,

COZ= Uy~ Uy, =@, U+ %

Par addition des trois dernicres relations, apres multiplication par
des constantes appropriées, il vient

(g vy v 4 ayv,) = (@ @y Ay + Gy ayy) Uy,
et si 'on introduit un nouveau paramétre ¢’ au moyen de la relation
(36) gy Ay~ Qg Ay ~+ @y Qyy = — O

on obtienl I'expression d'une variable u en fonclion de trois des
variables ¢,

(37) — € U= Ay, Oy Wyn ¥ gy Ve
Pour simplifier I'écriture de ces huit paramétres, posons

A,, =y, ay = &y, Wyo ==y, ¢ =a,

a,, = by, a0y = by, ’Iw.:bz.; —c'=0b,
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Ces paramétres sont liés par la relation (36), qui s’écrit alors

(38> dib1+a2b2+aabg+a,,b,'—_——o.

Combinons trois 4 trois les équations (35) comme nous I'avons fait
pour obtenir la relation (37), introduisons ensuite les nouvelles nota-
tions pour les paramétres, nous obtenons les huit équations suivantes
qui représentent un plan générateur de 1'absolu :

— ¥V a Uy, — a,u, + bu, =o,
— Wy — AUy + ayu, + byu, = 0,
— v, + a,u, — a,uy, + b,u, —o,
(39) a,v, - byu, + byuy, + b u,=o,
—byuy + by, — by0, + a0, =o0,
—b,uy— by, + b0, +a,v, =o,
—bus + byy, — b0y +a,v, =o,

\ bu, +a,9, + a,v, + azvy; =o.

Lesparamétres a, et b, sont liés par la relation (38). Les quatre der-
niéres équations se déduisent des quatre premiéres par le changement
des a, en b, et des u, en ¢,.

DruxiiMe cas. — Les w, sont liés par une relation. — Dans ce cas, la
variété plane peut se représenter par les équations

CUL, =AUy —+ QylUy —+ Ayl
(40) e0y =gy tty + bygtty + byyus + a, vy,
0y == by Uy + by Uy + byyus + ayv,,

0y == by ty + by sy + by + Ugv,.

Pour déterminer les paramétres, substituons ces valeurs dans
I'équation (34) de I'absolu, il vient

by=2>by,,=10b;,=o,
by, + by =o, a, + a,—0,
byy + by =o, Ay —+ Ay —= 0,

by, + by =0, @y -+ a; =o.
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Les équalions (40) se raménent aux suivantes :

cu,= a, Uy -+ U, + aU,,
evy =  byuy+ b uy—ayv,,
vy = — by u, + by u. —a,v,,
vy = — by uy — byyu, —a,p,.

Combinons deux & deux les trois derniéres relations et posons
(41). a, by, +a,b, 4+ a,b,,——cd,
il vient
a,vy — ay vy — bu, — c’'uy=o,
Ay — a0, — byyu, + c'u, =o,

A3 0y — Ay ¥q — byyu, — c'u; =o.

De ces trois nouvelles équations, on déduit encore une relation ne
contenant que les ¢, :

by3 04 4= boy vy 4 by 95 — v, =o0.
Introduisons comme nouvelles notations des paramétres
c=a,, by, = b,, by, = b,, b,y =0, et ¢'=b,;
par suite, la relation (41) s’écrit alors

(42) a,b,+a,b,+a,b +a,b,=o.

Finalement, le plan générateur esl représenté par les huit équations
suivantes :
| a i, — AUl — A, — AU =0,
a, vy — b u,+ byu,+ a,v, =o,
a, v, bu —bu + av =o,
3 a,v,—byu, +~byu, +a v, =o,
(43) A9y — a vy — b, u, — b, us=o,

—a v, +av,—byu, —b,u,=o,

a, vy — ayv,—byu, — b,u, =o.

\ by, +b,0,+ by, —b,v, =o0.

Remarquons que, pour passer des équations (39) aux équations (43),
c¢’est-a-dire d'un plan générateur a l'autre, il suffit de remplacer ¢,
par —u, et u, par —¢,, en outrc a,, a,, a, respectivement par
by, b,, b,.

THESF VANEY H
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TroISIEME CAs. — Les u, sont liés par deux relations. — l.cs équations

générales de la variété plane sont alors
U, =a,, U, -+ ay, U,
Uy ==, Uy @y 5 U,
Oy = Uy Uy a8,
Vo =l Uy U+ 0, e,
Pour que le plan soit sur I'absolu, il faul que

a,,=d,, =0 el ,+a,=o

Les équations se réduisent alors aux suivantes :

| ;=  a,,u, + dyyu,.

ih) S u, = dy uy+ dy,u,,
) o= a,u,—dy v, —d, v,
Py = — Uy — Wy, — Ay, 0.

dont on pourrait déduire qualre aulrcs équations.

Mais ce plan n’est qu’un cas particulier du plan obtenu dans le pre-
micer cas. En effet, dans les équations ( 39), faisons «, = o, il vient, cn
ne considérant que les quatre équations qui se trouvent au milieu du

systeme,
au,  au,+bu, = o,

byuy + by, + b u —o,
—byuy, +U,v, —b,v, +u v, =0,
—b,uy,— bv, +b,v, + a,v, =o.

En supposant b,5£ 0, résolvons ces équations respectivement par
rapport & u,, u,, ¢, ¢, puis rangeons-les dans le méme ordre que les

équations (44),

b, b,
U=y
wo= -y Ly
T g7 1 7 23
. b b
(49) ‘ ’
b, b, a,
e Nt Bl el i oA
3 )
b, by a,
Vo — Z—'ul + 3 Y 7"L.
3 > 3

Or, ces ¢quations (45) sont identiques aux ¢quations (44),

daiis
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lesquels on a posé

b2 ’ a, ’ ay

4 & 1 /
Ao =—— —) Ay —— —) Ai9—— —2 a,, —=— —» A,o—— 5+
12 bs 31 b'} 32 b3 41 b3 42 b3
QuATRIENE (AS. — Les u, sont liés par trots relations. — Les équations
d’une variété plane a trois dimensions sont alors
Usg=—= ), U,,
us=day, u,.

'
Uy=da Uy,

’ ’
i=a Uy A e, AP

pour que le plan soit situé sur1’absolu, il faut que les paramétres satis-
fassent aux conditions

a,, =0 et Ay -+ a;, —o0.

Les équations se réduisent a

Uy— Ay Uy,
u = a,,u
. 31 %D
(46) _
U= @, Uy
' ’
== — A, V,— A3 Vs— A | V;.

Mais ce plan générateur n’est qu'un cas particulier du plan obtenu
dans le deuxiéme cas. En effet, donnons aux paramétres des équations *
(43) les valeurs particulieres suivantes

A, = U;=—=Ay— A1 =0,

et supposons b, 3£ o, les équations (43) s’écrivent alors

/ by
78 — Uy,

b,
b,

Uy = = uy,

b,

I

(47) {

b b b
Vlz—b—AVQ‘*"b_qv-;—i— 'b_EVA,,
1 1 1

\
d’ou I'on déduit les autres équations. Sil’an pose maintenant

a, = b, a o = —
= 7 = 7 Ay, i
b, b, b,



_ 36 —

7

on voit immédiatement que les deux systémes d’équations (46) et (47)
sont équivalents.

CiNouieMe cas. — Les u, sont liés par quatre relations. — La variété
plane a dans ce cas pour équations

(48) Uy)== Uy== Uy == U, == O}

I’équation se trouve alors vérifiée, quelles que soient les valeurs
attribuées aux v,.

Or le plan générateur du cinquiéme cas n’est qu'un cas particulier
du plan du premier cas; en effet, annulons dans les équations (39)
tous les coefficients sauf b, différent de zéro, elles se réduisent aux
équations (48).

De cette étude, il résulte que tous les plans générateurs de I'absolu
se déduisent de deux cas généraux qui sont les deux premiers cas
étudiés et représentés respectivement par les équations (39) et (43).
Désignons le premier plan par P et le second par P; et introduisons
maintenant dans leurs équations les coordonnées z,.

Considérons le systéme d’équations (39) qui représente P, addi-
tionnons et soustrayons les membres de gauche des premiére et cin-
quiéme équations, des deuxiéme el sixiéme équations, etc., il vient

— @, 0y — b, uy+ azuy+ byvy— asuy— by 05+ byu, + a,v,=o.
— @, 9+ buy+ azuy— by0y— ayuy 4 byo, - byuy,— a,0,=o,
—a,y— b uy— asuy— b0, + ayus—+ b, ¢+ byu, + a,v,—= o,
‘ — a0+ b uy— asu +b o+ ayu,— b v+ byu,— a,0,=o,
(49) —a,w,—bu,+ ayuy+ by — ayuy— byoy+ byu, 4~ a v, =o,

— a5+ b U+ aguey, — byvy— ayuy+ b0+ byu,— a,v,=o,

a0, by U+ byuy+ a0+ byus+ @30, + byuy -+ a,v;—=o.

a,v,— b u,+ byuy— a0+ by — ay vy + byuy— ayvy=o.
A ces équations, il faut encore ajouter
(50) a, b+ ayb,+ a,b,+ a,b,=o.
Remplacons maintenant u, et ¢, par leurs expressions (33) et posons

1) A== oy L0y, @y 0y~ loty, Qy==0o, 10, ==+ 1icy,
1

by=oay—iay, by=ay—io;, by=o,—ia;, b,==oz— 1o,
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La relation (50) devient
(52) o+ ol + a2+ al+ al+ a4 o+ al=o,

et les équations (49) du plan générateur P; s’écrivent alors aprés avoir
séparé la partie réelle de la partie imaginaire :

Oly &Ly —+ Ol Xy~ Oly Ly —+ Oy Ly~ 0L, —+ O, L5~ Olg Ly —+ Ol Ly == O,
— O Ly U &y — Oy Ly~ Oy g — Oly &y~ OL, Ly~ 0Ly Xy — 0Ly Lq == O,
Uy Ly — Olg &y — 0Ly &y = 0Ly Ly — Olg &y — Oy &g —+ O, L~ 0Ly Ly == O,
(P%) Oy g~ Oy &y — Oy XLy — Qg Xy — Oy &y —+ Oy, — O, Ly —+ O, L == 0,
(B3) | — o, @y~ 0, @y — Olg Ty — Olq Xy == Oy T, — O, — Oly L= 0Ly L7== 0,
— Oy — O,y — Oy Ly~ gL, — O L~ Oy, — Oy g+ Oly Ly == 0,

— Ol Xy — Olq &y~ O, Ty — Ol Ly — Oy X~ Oy &y~ Oy Ly~ Oy Xy = O,

— Oy XLy~ Ay = g Ly~ Ay Ly — O3 L, — Ay Ly — O XL+ Ay X7==0.

Opérant d’'une maniére analogue sur le systéme (43), on obtient les
équations du plan générateur P7.

— Oy Ly O &y — Oy Ly~ Oy Ty — O, L), —+ Oy Ly —0lg Ly — Oy 7= 0,
O Ly Qg Ty~ Oy Ly — Oy g — Ol L), — O Ly —+ Uy L+ Olg L7 == 0.
— Uy Xy~ Oy Ly —+ Qg Xy —+ Ay Xy~ A L) —+ Ay —+ O, X+ A, 7= 0,
(P3) Oly Ly — Olgdoy — Oty Ly~ OlyTq — Uy Ly — Oy —+ Oy Xy — O, L7 == 0,
(54) O, Ly~ Oy Ty~ Olg g~ Olq &g — Oy, — Oy Oy~ 0L, X~ oLy, &= 0,

— ULy O Ly gy — O X3~ Ay Xy — O Ly —+ A3 Xy — O, X7 == 0O,

Qg Lyt Aqy — O, Lg— Olg g+ U L), —+ M3 -+ O+ Ay Xy== O,

Olq &y — Olg &y — Qg Ly — O, Xq— O3 XL, —+ Qg — Oy & — OlyZ; == O.

SiI’on fait varier les paramétreyﬁe ces plans, on obtient ainsi deux
familles continues de plans générateurs; il reste & montrer que ces deux
familles sont distinctes. Il sera possible de les distinguer a cause du
signe des coefficients des variables x, daus les formes linéaires tirées des
équations du plan générateur.

Chacun de ces plans est défini par quatre équations linéaires en z,,
xy, ..., x; acoefficients imaginaires. Soient

(55) U,=o, U,=—o, U;,,_—_;), U,=o

ces quatre équations. Désignons par U,, U,, U,, U, les formes
linéaires obtenues en remplacant les coefficients de x, par leurs con-



3

Jugués. Considérons le déterminant A formé par les coeffigients de @
dans les formes

Uly U‘.‘:‘ UB? Ul.a -U—M U*a Uﬁ' UI.?

prises dans 'ordre indiqué. Ce déterminant est réel; en effet, le déter-
minant A, imaginaire conjugué & A, est ‘égal 4 A, car il provient de
celui-ci en échangeant la premiére ligne avec la cinquiéme, la deuxiéme
avec la sixiéme, la troisicme avec la septitme, la quatrieme avec la

huitiéme ligne, done
A=A.

Cette égalité n’a lien que si la partie imaginaire est nulle.

TneoriME. — Le signe du déterminant A est un 'invariant pour le plan
générateur.
<

Remplagons les équations (55) par quatre équations équivalentes
quelconques

(H6) V,=o, V,—=o, V,=—o, V,=o.

Elles représentent le méme plan génératenr, c’est pourquoi les
formes linéaires V, s’expriment linéairement au moyen des formes U,

Vi=e Ui+ e, U+ Uy + 04, U,
Vo= U =4 e, Uy e Un 4 ¢, Uy,
Vo=cey U+ e Us+ o Us 4+ 05, Uy
V=, U+ ,U,+¢. U +re, U,

, d'ou 'on dedumnt

Vi=en Ui+ U+ 0, U+ P};Ey
Vo= U400 Uyt 0, Uy + 0, T,

Vo= Ui+ e, U U+ 0, U

Vo=, U+, U,4-c,U.+(,, T,

Or, le déterminant A, de ces nouvelles formes linéaires s’obtient en
multipliant le déterminant des formes U, par le déterminant des caef-
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cients de la substitution (57); ce dernier s’écrit

Cip Cr2 L1z Cyy ? [} o)
Cg1r Cy Co3 Cy O o 0]
Cyy C3o €33 Cz O [} o
Cip Cia Oy Gy O 0 0 [ _
0 0 0 0 ) oy —=d0>o0
0 0 0 0 0y o 1 Cu
0 0 0 0 €y (3 Ci 0o
O (8} O (e} (B (v; ;-T (_,,

Donc

. w .. . .
Puisque le facteur ¢¢ est positif, A, a le méme signe que A; ce signe
esl dpnc bien un invariant pour le plan générateur.

TueoreMe 1. — Le signe du déterminant A est positif pour le plan
générateur P et négati f pour P

Dans chaque famille, le signe du déterminant A ne peut pas varier
par raison de continuité; il suffit done d’examiner le signe du détermi-
nant pour chaque famille dans un cas particulier trés simple.

Prenons, par exemple, les équations (48)

Uy = Uy== Uy== U, == O,

qui définissent un plan générateur de [a premiére famille

U=z,+ix,—=o0. Uy=a,+ia;=—o0. U,=x,+izs—=o0, U,=z,+ix;=o0,

. . d . FIi .
U=z —iz;=o0. U,=x,~ir,—=09, U=z, —iz,—o0. U,=z;—ix,=o0.

Le déterminaut A s’écrit alors

I l o o/ o o o
o o 1 2 o o0 o o
o o o o 1 [4 o 0
O o o O o0 o I 1
. — 416,
I —7 0 O o o0 o o
o o I —7 0 o o o}
o o o0 —17 0 [}
o o o o 1 —1
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Le déterminant A des plans générateurs de la premiére famille est
donc positif, d’ou la notation P7.

Choisissons comme plan générateur de la seconde famille celui que
'on obtient en annulant les paramétres a,,, a,, et a,, dans les équa-
tions (46). Celles-ci deviennent

¢, = o0, Us=—=o0, us;=—=o, u,=o.

Les formes linéaires sont

U=z, —(z, Uy,=2z,+ ix,, U=z, + (x,, U,=z,+ {2,

U, =ux,+ iz, U,=r,—ix, Uy=a,— (@, U,=z;— (2.
et le déterminant des coefficients est égal a

A—=—16.

Tout plan générateur de la seconde famille est donc caractérisé par un
déterminant A négatif, ce qui explique la notation P _.

10. Représentation des plans générateurs au moyen des octaves de
Graves-Cayley. — 1./expression analytique des plans générateurs se
simplific grace a I'imtroduction des octaves de Graves-Cayley.

Les octaves conslituent un systéme de nombres complexes d’ordre
huit, qui généralise les quaternions. La multiplication des octaves,
comme celle des quaternions, n’est pas commutative, mais elle n'est
pas non plus associalive,

Considérons huit unités 1, e,, es, ..., e; qui <atisfont aux régles
suivantes de la multiplication :

2
er—=—1,,
58 T Oy T — €pg g =€ = = =—
(58) { e,=rCryCryy = 2143 €1 == €9 € g ™= — €15 € == €1 €1y Y= €145 €5y,
ou e,== e, (i=1,2,3.4,5,6,7).

Un octave est un nombre complexe de la forme
A=a,+ 2a,e, (i=1,2,3,4,5 6, 7)

ol a, et a, sont des quantités réelles ou complexes.
I.e module de cet octave a pour expression

|A| =\ Sa.



Le produit des deux octaves

7 7
X:xo—;—Za;lel et Y.:y0+2y,e,
1 1

est un octave
7=z, +Z %,
1

qui a pour module le produit des modules des deux facteurs
S+ 4= (w2l b 2] (Ve )

L’octave conjugué est défini par la relation

7
A=a,— E a, e,
1

de telle sorte que
AN =AA=al+al+...+ a2

Deux octaves sont inverses I'une de I'autre lorsque leur produit est
égal a l'unité.
Soit A~' l'inverse de l'octave A, on a simultanément les équations

AA—'=1 et A—A=—r,

7
~

a,- 2‘ a,e,
1

\
STR
X at

1

Si l'octave est unimodulaire, son conjugué est identique & son
inyerse.

La régle de lamultiplication des unités e, montre qu'un produit de
plusieurs octaves n’est ni commutatif, ni associatif; en cffet

d’ou

A—1 -

(€0 )e,—e,e;=—¢,.
tandis que
es(ese;)—=e,e,—e,

THISI VANEY 6
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Cependant, l'association de deux facteurs esi possible dans le pro-
duit suivant de trois facteurs

A—1(AB)=(A~'A)B.

Un point X, qui a pour coordonnées homogénes z, (k=o,1, 2,...,7),
peut étre représenté par l'octave

\ =7+ 1,0,+...+ .T7(’7:J(?,,+E xie;.

k=1

THEOREME. — A lout pornt A pris sur 'absolu, dont les coordonnées
seront considérées comme paramétres, correspondent deux plans généra-
teurs a trois dimensions et de familles différentes. Leurs équations sont

XA =o. pour le plan de la premiére famille;
AX =o, pour le plan de la seconde famille :

les produits doivent étre effectués entenant compte de lordre des facteurs.

En cffet, chacun de ces produits effectués ct annulés donne lieu a
huit équations lincaires et homogénes dont les solutions &, délerminent
un point sur I'ab<olu.

Posons

7
A:(zﬂ—l—z ae; (mod A = o).
1

et

\ ==, +2 Lr€r,

1

ctfectuons les 'produits XA et AX et annulons les coefficients respectifs
des unités e, 1l vient

[ @yxy— )&y — gy — A3X3~— A, X, — Az Ty — AgLy— Ay X7==0,
A\ Ty~ ATy~ Q- Ay Xy — Ao, Ay, — Ay Xy — A3 X7y == 0.

Ay Ty — ATy~ ATy~ A3y~ A2, — Ay Xy~ A5 — Ay =0,

(P7)
3 -
XA ALy — A&y — A Xy~ ATy~ Ay, - Ay X5 — A, T+ Ay X7;==0,
=0 :
(59) A, X0+ Ay Xy — ATy — A Ty~ Ay, —+ Ay Xy Ay X5 — A X7 0,
29 )

A, Zy— Ay Xy —+ ATy — Ay Xy — A, —+ Ay, = X+ A, == 0,

A Xy ATy — Lo+ 0, T3 — A&, — A, ATy~ Ay X7 = 0.

10+ A0+ ATy — Xy~ A5, — A, L— Ay Oy~ Ay 27 == 0,
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et, pout le secand produt,

ATy — Q&) — Ay — ALy — O, X, — A, X, — A Xy — A7 X7 —0,
ATy~ ATy — Ay XLy — Aq X3+ Ay X, — Ay, + As X5+ A327==0,

Aoy~ A2y Ay Xy — A, L5 — AL, - Ay, — A2+ Ay 2;=—=0,

A(X?i) Ay~ O, + A, 0,4+ Ay T — A X, — Ay X5+ A XTg— A T7==0,
6 ‘O& A Ty— Ay Xy ~+ ATy~ ALy~ Ay — A X — A7, A, L,==0
(60) a (- A r—ar +a,r,+aq4r +0,r —a1 — O ;=0
A Xy— O Uy~ A o— A T A 1 4, T ~+ Ayd — A X-=0

| rg—aary— a2 +~ay;r —aAr +a, 7 +ax,+ AGQr-=—0

Sil'on peutadentifier chacun de ces systémes d’équations a Uun des
systémes (53) ou (54), il sera ainsi prouvé qu'ils représentent les deux
familles de plans genérateurs de 'absolu.

On passe des formules (53) aux formules (59) en remplagant

Xy Xy x5 Xy Xy X Ty Tg Oy Oy O, O O O Oy Ol
par

Ty Ty To X Ty T — T, T Ay — A, —Q —@A —A —aA T —

LLa substitution cffectuée sur les 2 a pour déterminant + 1; donc le
determinant A du systéme (/9) est positif comme celui du systéme (53).
Par suite, (59) représente un plan générateur P de I'absolu.

On passe de (54) a (60) en remplacant

Xy T r ‘4 r Ty T~ Oy, O 0> O O, O oy oy
/

ry v, T, —xr YT —7 —r r. —a —a, Ay a4, . da; a, a;

Le déterminant de la substitution sur les x est encore -1 le
systéme (60) conduit donc 4 un déterminant A qui ale méme signe que
celui du systeme (54); il représente un plan générateur P de l'absolu.

Comme exemple, choisissons une valeur particuliére du paramétre A
en prenant le point représenté par 'octave

A=—r¢c,4+ (¢,

A ce point (‘orrespondent les plans générateurs suivants :

X(eg+10,)=0 et (eni—le,)x.—:.oy
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dont les développements fournissent les quatre équations

U=z,—tz,—o,

Upy=z,+ tz,=o0,

61) XA =o(P}
( (F3) Uy=z;+ tz,= o,
U, =2+ txs=o,
et
U=2—tz,=o,
Uy=ay—12,=o,
(62) AX =0(P3)

Uy,=a,— tx;=o,
U,=2,—1z;=o.

Le déterminant A des formes U,, U,, U,, U,, U,, U,, U,, U, de
XA =os'écrit

I —1 o O o o) o o
0 (o) I o I O o o
o o o 1 o O o 1
(8 o O O 0o 1 I (o)

A= — +16
1 1 o O o O o o
o o 1 [s) —1 o (o] o
[0 o o0 I o o o —1
0o o O o b) 1 —X (8]

et celui de la forme AX=o

1 —1 o O O O (o) (o]
o 0o I 0o —1 o [0 s}
o o o 1 o O () —1I
(o] O O O o 1 —1 [0

A— — —16.
I 1 o o 0O O o] o
o o 1 (s} I o o] o
] o O 1 o o [¢] I
(8} o O (o) (o) 1 I [e]

Cet exemple confirme que le plan générateur X A = o appartient
a la premiére famille P} et le plan A X =o a la seconde famille P7.

11. Propriétes des plans générateurs. Premiére proprieté. — Deux
plans générateurs P, de la méme famille n’ont en général aucun point
commun. Ils ont une droite commune si les points correspondants qui
les définissent sont conjugués.
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En effet, soient deux points A et B différents auxquels correspondent
deux plans différents P de la premiére famille,

XA =o0 et XB=o.

Supposons le point X, commun & ces deux plans, il vérifie alors les

deux équations
XoA=o et X,B=o.

Ces équations montrent que les points A et B sont dans le
méme plan générateur de la seconde famille, défini par le point X,.
La droite A et B est tout entiére sur I'absolu, par suite

(A+21B)(A+2B)=o.

ou
AA+ 2BB 4+ 2(BA+AB)=o.

Les points A et B étant sur I'absolu, les deux premiers termes
s’annulent, 1l reste
BK-!—AE:O,

ou
1

Easzzo;

=0

donc les deux points A et B sont situés dans le méme hyperplan tangent
a I’absolu et ils sont conjugués.

D’une maniere générale, les propriétés dés plans générateurs peuvent
se démontrer en se basant sur la remarque que toutes les propriétés
des plans générateurs ne changent pas si I'on effectue unc substitution
orthogonale quelconque qui conserve I’absolu. Ainsi tout plan de la
premiére famille peut par cette substitution ¢tre ramené a un plan
particulier quelconque de cette famille. Comme plan particulier,
prenons P, obtenu dans le cinquiéme cas et représenté par les
équations (48) :

U, —=u,—=uy,=—u,=o, les ¢, etant arbitraires.

Déterminons son intersection avec un plan quelconque de la méme
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tamille P}, donné par les équations (39). Il vient

a,v,=o,
@, ¥a—=0
a/,V:i: 0,
a,v,=— 0,

(63
(63) b vy—by +av,=o,

— by, +byvy+av,=o,

byo,—byoy+a,v,=o,

\ A § - AoVy—+a § =0

S1 a,54 0, ces cquations admettent seulement la solution triviale
¢,= 0. Il n’existe donc aucun point commun aux deux plans généra-
teurs, si leurs paramétres sont quelconques.

Sia,= o, les quatre premiéres équations sont verifiees quelles que
soient les valeurs attribuées a ¢. Multiplions alors chaque membre
des 5¢, 6° et 7° équations, respectivement par ¢, ¢, el ¢, et addition-
nons, il vient

(A vy~ Aab 9 ) 9,==0

En vertu de la dernicre équation, le premier facteur est nul, donc ¢,
peut étre quelconque.

Toutes les autres variables ¢ s’expriment hnéaircment cn fonction
de ¢, 51l reste alors

b,v,— byv,—=—a,v,,
—~ b0+ b, v, —=—a,v,,
byt — byey=—a,v,,

b+ a,b,+a by=0o

Mais ¢n combinant les deux premiéres équations, on en déduit la
lroisiéme; il n'y a donc que deux équations linéaivement indépen-
dantes. Linterscction dcs deux plans générateurs st définic par les
équations

U= Uuym= = u, =0,
(64) byvy=10b,v,+ a,v,
b oy=byp,—a,v,,

dans lesquelles les paramétres sont liés par la relation

a b+ a,by,+ a;b,= 0.
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Soit b, 0; introduisons les coordonnées homogenes x,; deux
variables restent arbitraires, I'intersection est une droite.

Soit b;= o, tous les ¢, deviennent arbitraires, les deux plans géné-
rateurs sont confondus.

Dans le cas ot 'intersection est une droite, les ooordonnecs isotro-
piques du point B, qui définit le sccond plan P}, sont @, b, a,, b,,
@y, by, auxquelles on pcut donner des valeurs queleonques, b;5< o et
a,=o0. Celles (a,, b,) du point A définissant le premicr plan sont
toutes nulles, sauf b, = o. On remarque que la relation

2ab, 4-a, b)) =0

est vérifiée, c’est-a-dire que les deux points A et B sont conjugués.

Deuzxiéme propriéte. — Deux plans générateurs, 'un P, Pautre P,
c'est-a-dire de famillcs différentes, ont soit un point commun, soit un
plan commun a deux dimensions.

Déterminons 'intersection du plan P} donné par les équations (48)
avee le plan P7 repiésenté par le systeme (43) 5 il vient

/ b — 0,
AP+ A0, =0,
as +a,v =o,

(65) a_$,— a,v,==0,

— AV, + avV;= 0,
APy — Uy¥ =0,

byvy+bye,+bye,—b,v,=o.
St a,5£ 0, les coordonnées ¢, ¢,, ¢, s'expriment au moyen de ¢, ;
portons ces valeurs dans la derniére relation, celle-ci s’écrit
(a,b,+a,b,+a,b +a,b)v,=o0

Les parametres @, ct b, satisfonl a la relation

13

Zalbl: 0,

=0

par suite, v, peut prendre une valeur arbitraire.
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L'intersection est déterminée par les équations

Uy = Uy —= U3 = U, =—= 0,

(66) o a, o s
"1—-—3_’“ Vz——_‘.; ) Vﬁ—_a—"'l,'
’ L 4

Si l'on introduit les coordonnées homogénes «,, on remarque que
ces sept équations ne contiennent qu'une seule variable arbitraire,
donc elles déterminent un point commun aux deux plans P} et P.

Si l'on a a,=o, ¢, étant arbitraire, il faut aussi que I'on ait
a,= a,= a;= o; 'intersection est définie par les équations

| vy =u,=u =u, =o,
(67) ? b,v, +byvy+ b0 — b0, = 0.
Ces cinq équations contiennenl deux variables indépendantes; par
suite, elles déterminent un plan commun a deux dimensions.

Les coordonnées isotropiques du point A qui définit P} sont
a,=b=a,=b,=a,=0b =a =o,et b £ o, celles du point B défi-
nissant P sont a, = a,=a,=a,=o, et les b, arbitraires. Par suite,

2(d, b+ a,b,)=o,

les deux points sont donc conjugués.

12. Congruences de Clifford. — Une congruence de Clifford est
une congruence de droites réelles rencontrant deux plans générateurs
P, imaginaires conjugués de I’absolu.

Tarorime [. — ZToute drotte de la congruence définie par le plan
geénérateur P de paramétre A + (B peut étre considérée comme joignant
deux potnts X, Y satisfaisant a 'équation
(68) X\=YB.

En effet, soient les deux points conjugués A == 1B situés sur I'absolu,
et dont les modules sont par conséquent nuls

[AE£/BP=A*—BZ=2iA|B=o.

Cette relalion peut étre satisfaite en supposant les deux points A
et B comme deux points réels et conjugués :

[A]=T1, [B|=1 et A|B=o.
A chaque point A ==¢B correspond un plan générateur P: déter-
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miné respectivement par les équations
(69) (X 4+ 1Y) (A +1B)=o, (X —1Y)(A—iB)=o.

Sil'on joint un point \ —+ 7Y du premier plan au point X — 7Y du
second plan, on obtient une droite dont les points satisfont a la rela-
tion

Xz Y P=N— Y2 X |Y=o.

Par suite, la droite qui s’appuie sur les deux plans P} passe par les
deux points X et Y, situés dans le domaine réel a courbure unité; ces
deux points sont en outre conjugués.

Des équations (69), on déduit

XA =YB et \B=—YA.
Ces deux relations sont équivalentes; en effet, dans le produit
(N = (Y ) (A = (B)=\A — YB + (YA + XB),

s1 XA = Y B, ce produit est purement imaginaire. Comme les deux
points A et B sont conjugués, le module du second facteur est nul et
celui du produit I'est aussi, ce qui entraine

YA - XB| =o,
d’ou
AB =—Y\.

Ainsi Loute congruence de Clifford, définie par les plans P de para-

meétre A + 7B, est déterminée par 1'équation (68)
AA =YD

On établit de méme que toute congruence de Cliftord, définie par
les plans P7 de parameétre A 4+ B est déterminée par I'équation
(70) AX = BY.

Treortmr 1. — 4 route drotte réelle déterminée par deuax points réels
et conjugués A et B correspondent deux congruences de Clifford, Uune
definie par le plan P, Pautre par P7, et réciproquement.

Soient deux points A et B réels et conjugués; a la droite AB, on
peut faire correspondre les deux congruences de Clifford, définies
respectivement par les équations

XA=YB et AX = BZ.

Supposons le point X donné, déterminons les coordonnées du

TILST VANLY 7
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point Y, conjugué de X, de la droite passant par X et appartenant a
la premiére congruence, défipie par le plan P,

(71) = (XA)B—.

Remplacons A, B, X et Y par leurs octaves correspondants, il vient

7 7 - 7 - 7
[1", 4‘}:‘“‘7‘6’] —_—g [.1‘0 -%‘—2.)]8,] lao —{»-Z ((,P,J % [b"“E h,,e,] .
=1 s =1 1=1 =1

Effectuons le produit du second membre en tenant compte de I'ordre
des facteurs et de leur non-associativité; identifions ensuite dans les
deux membres les coefficients des ¢,, et, pour abréger, introduisons les
28 coordonnées pliickériennes d’une droite dans I'espace a sept dimen-
sions, en posant

Py== (l[l)/'*‘ a,//),-.
Ces coordonnées p,, sont liées par les relations fondamentales
PyPih—t PukPhy =+ PP jk== 0.

11 en résulte alors pour les 8 coordonnées du point Y les expressions
suivantes :

Yo= % (Por— Pro— Pus— P1:)T1 4= (Poa— P11 Pss— Pr6 ) La - (Po3 == Par— Pa, — Pos )Ty

A= (Por=Pai— Prs— P30 (Pos— Pro— Pio— Prz) T+ (Pos— Pot = Pz — Par) T~ (Por— Py — Poa— P )&y
Y1=—(Por— Pra— Po»— P13 )%y + * == (— Py~ Pay— Pas— P15 ) L2~ (— Por = Py — Psu— Poa ) Ts

A (Poa= P A= Poat Pro) By~ (— Pou APy — Par— Pus)Cy =+ (Pos — Pro = Pas =P )X = (Pos — Pro 4 Pas + Poy) T
(1)(,._, e AVl N han ZTRE T|- (Por = P21+ Puos+ Pis Yo, 4+ K, A (— Pos— P Paa— i1 )Ly
(=P Pra—= Doy —P23) L0+ (Pos =+ Pin = Pay = Po) L~ (— Por = Prs— P == Poa) B~ (Pos 4 Por — Par =+ Pas) s
Y= (Pos— Pr1— P2, Poi o=+ (Po1— Psr =+ Py == Poa )30 = (Pos = Pro— Pyat= Pir) o+ Xk

(= Pos P —Prr D) Xy (— Poa— Pt Pas— Pro) s (Pos =+ Py — PygtPas) Bt (— Por— Pra— Pos—+ Pra) Lae
Y= (Por— P — Pr, = P X0 A= (— Poa A= Py Pos— Prg )&+ (/)"‘, =Pt Por Pay) L

A (PosPor~FPor— P Lo K (= P Pt Doy P )X (— Pos— Pro== Doyt Po)Zot= (Do, Pro- - Por—Par)on

Yai=—
.,{,..

Ys=—(Pos— Prv—Ps2— Pu1) Lot (Poi— Pyt Pzt Py Yx = (= pos— Pia = Pas— Pe ) X2
H(Por+Pri— Pt Pro s+ (PortPoy—Pas+ Po2) T+ * ""(_l-"ol"‘._[".2"*‘[’e:".“‘“])m)-’vo+(_]701.,“—[7-11_P:m"“[)'i:,)'f'l‘
Vo= (Pos— P — Piz— Par) Lo+ (— Pos+ Prg— P2 — Piz )&+ (Por = Py Py Poa )L
+(_Po¢“j'21+1):m_‘[)7,)l':;‘}“([’o:x‘*‘[h7+[)25~PGL)J74.+<P01“‘“pf»z-l’ﬂb‘*‘[)m)fl'z:+ * +("‘Poz"Pnr,“[—’b.}'*"l):u)xﬂ
YVi=—(Por— Pn — Por— Poi )Xo =+ (— Pos = Pi1— Pos — Do) X1+ (— Pos— P ~+ Por— P )Ly
+(p01+P42+1}s,5"‘p73)‘7/'3+('—[)05_1)1(&'_[):$2+pl;7)‘:cl.+(p(M""PQ'I+pll6—'P7:i)x5+(POQ""PM_‘—PN_FN)‘xG + * .
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Par le méme point X, faisons passer une droite XZ appartenant
a la scconde congruence P le second point Z, conjugué de X, est
déterminé par la relation

(72) 7. — B (AX).
En remplacant chaque octave par son développement, en effectuant

le produit et en introduisant aussi les 28 coordonnées p,, de la
droite AB, on obtient les huit coordonnces suivantes du point Z :

5=k (Po1+ Pia+ Pon+ Pri) 01+ (Poa+ Pun =+ s+ Pr) s+ (Po,+ Piat Pos— per )@,

A (Pos = Pay = P+ P&y = (Poy == Pro— Pia+Pua ) X, (Do A Por =+ Par—+ Py )T~ (Por =+ Py P oy =+ Pas) X,
s=— Py Pt Po,+ D) Lo+ X = (Po Por— Pov— D7, )L+ (Por =+ Poa— Po— Pua) L

A (=Po—Pv Py FPr) T A (PP o — Por— D)%, = (= Pos — Pro +PiatPid) L= (— Pory—Pig = PouF Doy ) Ly
= (Poa—+ Pri+Ps, = Pro)Xo+ (— Por— Pu+Pos~+ Pr,) Ei+ K (Do, —Pio+P 2= Pun )2y

~+ (Por+Pia—Ps» — P13) %, <_1’u..,+ Pi1 P20 Do) X5 = (Por— P — P+ Po2) T+ (—Pos Lo —Porr - Pus) T,
s3=— (Pos =+ Pir Do Per )Xo+ (—Por— Py~ Poi = P2 )X+ (— Po, = Pro— P+ P )X, + Kk

4 (Pos—Pot — P+ Pus) 00 (Por— P Ps3— Pr6) 5+ (—Por + P — Pas~+ P23 )26~ (Por —Pia— Pos + Pry) &,
= (P Pu+p o= Pas ) @0 (Poa—+ Py, “]’m_])m)-l"l “+ (—Por = Prs+Pus +1’7s)1’z

A (= Pov TP 2P Pin) s K (PP u+P P22, (Do —Pro— P23+ D) Ty== (— PosPro P ro— Pur)ta,
— (Pos 4«1116—4—/)“2—6—1),,7).170—1—— (— Poo— P51 Par =+ P )Ty (Poy— Prr= Po,— Por) s
A (—PoatP =P+ P15) T3 (— Pyt Pur— Pt Poa) Xy * == (Por—Prat+Pos—P1s) Lo+ (Poy— P or— P s+ Prs ) Las
— (Pos = Por = P Pos )Xy (Pos = Pro— Poa=— Paz ) X1 == (— Por =+ Py~ Py — Po2) T,
H(Por—P o+ P Pr3) T34 (— Pos Pt Pas— Por) L1 (— Por=+Pra—Pes=Pr3y) T = % H(Por—P1y—Pss+Prs) L
== (pPy+pPa+pP. —+ Pea )Xo ( Py, Pri— Pay — Por )X 1+ (Pos— Pss = Par — Pus ) s

+ (= portPrat Po,— Prs) s (Pos=— Prv—Par+ Pia) X+ (—Por Por+ Pav—P1.)0,+ (—Por Pt Pos—pPrg ) Lo+ *

I

Il

”
b

On remarque que les coefficients des coordonnées .x, ou 3, sonl des
fonctions linéaires des coordonnées p,, de la droite AB correspondant
a la congruence; ils peuvent se grouper cn 28 formes linéaires et indé-
pendantes. Par conséquent, étant donnée une congruence, on pourra
toujours déterminer a l'aide des coefficients précédents les 28 coor-
données de la droite AB qui correspond a cette congrucnce et 'on ne
pourra en déterminer qu'une seule.

Turorime 1. — Toute congruence de Clifford correspond a une trans-
lation et réciproquement.
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Remarquons d’abord I'impossibilité de représenter les déplace-
ments au moyen d’octaves.

En effel, faisons subir a un point X quclconque un déplacement
représenté par Poctave O ce qui 'améne & coincider avee le point X/,

\ = O\.
Un nouveau déplacement fourni par P'octave O fait passer X' en X,
AN =0'N=0/(O\).

Mais si X subit le déplacement représenté par le produit OO0/, il ne
viendra pas en géncral coincider avec le point X”; on a

O(OX) £ (0'0)\,

les octaves n’étant pas associatifs. Par suite, les déplacements repré-
sentés par les octaves ne forment pas un groupe. L’octave ne peut
donc pas généraliser le quaternion qui représente, grice a sa propriété
associalive, tous les déplacements dans I'espace elliptique a trois
dimensiouns,

On sait gu’une translation est un déplacement dans lequel la vitesse
est conslante quel que soit le point. Afin de déterminer les trajectoires
suivies par les points soumis a une Iranslation, prenons un point quel-
conque \ de coordonnées ., el faisons-lui subir un déplacement dont
les composantes ¢, de la vitesse s’expriment au moyen du systeme de

bivecteurs
Ay —— .
d'ott

(73) vlzza”\xk (L, h=o0,1,....7).

Pour que le déplacement soit une translation, il faut que

Z v,":?fo

 ¢étant une constanle. Posons
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¢ k

par suite

ce qui fournit les rclations suivantes entre les paramétres :

9
s 2'(’1/:17

(74) ¢ et :
' Nawap=o0  (sit#£)).

A

Ce vecteur V peul étre représenté par un point analytique dont le
carré scalaire est I'unité et par suite ¢gal a la longueur du vecteur; ce
point V est situé dans le plan polaire du point X par rapport i
'absolu. La droite XV réelle coupe Pabsolu en deux points imagi-
naires conjugués V==7X dont I'un Y = V 47X a pour coordonnées

| / —
}0,—_—( : uo/.l/> =1L,

kzo

/':( 2[”1/ l’/> +ay,

k1

)7:<2a7/txl>+l'r7 (h=o0,1,...,7).

k7

Les coordonnées y, dépendent des 8 paramélres z,, liés par la
relation Tz? =1. Le point Y se trouve bien sur I'absolu; en effet,
[Y =]V XP=|) =] X420V [X=o,

car
lVllzl\l?:I et V[ X=o.

Examinons le cas particulier oti les parametres donnés sont a,, a3,
a5, ;5 la vitesse du point quelconque X a pour composantes
Po== Ugy T\ 0| I=— A1 Ty [S=—N"J0% 2N § =y Ty, V=5,

$ =A%, V== Ay &g,y b= Xy

Le déplacement élant une trauslation, la vitesse esl conslante et
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satisfait & la relation

20} =ay, (25 + 2}) + ag, (2] + 23) + aiy (2] + 2}) + af; (2 + 27) =1,
par suite

Ay == Uy == Q35— Agy = 1.

Donc les coordonnées du point V sont

Py =&, 1= — Ty, 9 == Ty, 3= — Ty,

P, = 2., Py =—a,, 0= 2, v, =— 2,
et celles du point Y = V X,

(56) )= Xy ey, Y= Ty iy, )= &, - U, Yi=— &y ixy,
/
Y

Y&t dr,, V== oL, Y= @+ = + lx;.

Montrons maintenant que la trajectoire de tout autre point choisi
sur la droite XV et soumis 4 la méme translation perce 'absolu au
méme point Y. Soit le point X’ déterminé par la relation

X'=X cosa + \ sina,
oll cosa, sina sont des constantes, de telle sorte que | X'|=1. La

vitesse V/=1 de ce point peut étre aussi représentée par le point V/,
conjugué a X' par rapport a I'absolu. Or la vitesse de X' peut s’écrire

V/=coso.V -+ sina (vitesse de V).
Comme X'| V'=o0, on a donc vitesse de V=— X et

V' —=cosa.) --sina. X,

La droite X'V’ rencontre 'absolu en deux points dont I'un a pour
expression
V' +iX'=—Xsinat -+ V cosat + /(X cosa -V sina)
=iX(cosa + isina) -+ V(coso + isino) == e*(V 4 i\).

Les coordonnées de ce point ne différent donc de celles du point\Y
que par le facteur constant ¢*. Géométriquement, ce point se coufond
avec le point Y j analytiquement, e¢*('V 4 7\) représente une partie
des points analyliques imaginaires situés sur la droite \'V.

Faisons passer par le point X\ une droite quelconque XX, réelle, et
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démontrons que les trajectoires de tous les points de cette droite,
animés du méme mouvement de translation, coupent I'absolu suivant
une méme droite. Soit X, un point, pris en dehors de la droite XV,
soumis a une translation dont la vitesse est égale a I'unité et que I'on
représente au moyen du point V,. [a droite X, V, rencontre I'absolu
au point Y, =V, 4 /X,. Tout autre point de cette droite \,V,, tel
que
X, =X, cosf + V,sinf,

animé d’'un méme mouvement de translation dont la vitesse est repré-
sentée par le point V', décrit une trajectoire percant I'absolu au point
Y, =eB(V,+ X)),

qui se confond géométriquement avec le point Y.

Sur la droite XX, considérons un troisiéme point X, déterminé
par

X,=21X + X,
et p. étant des paramétres réels, tels que | X, | =1, par suite
[NGPP=A2 - p? F 2hpcosd =1,

O étant la distance des deux points X et X .

Donnons a ce point N\, une translation de vitesse un, dont le point
représentatif V, a pour expression

V=2V -pN
La trajectoire X, V, coupe I'absolu en

Y, =V, -+ Xo=2V -V, =i\ 4+ pX))
=AY 0 X) S (V0N =AY 4 pY,
ou

Y1:Y+%Y,.

Le rapport % estréel; lemodule de Y, est nul, donc le point Y, appar-

tient & l’absolu de méme que la droite YY . Par conséquent X, décri-
vant la droite XX, le point Y, décrit la droite Y'Y, sur ["absolu.

De plus, tout point de la droite X'\, animé de la méme translation,
décrit une trajectoire s'appuyant sur la droite Y Y. En effet, considé-
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rons le point X, & l'intersection des droites X' X', et X, V, (voir fig. 2).
Soumis & la méme translation de vitesse V,, il décrit une trajec-

Fig. 2.

toire X, V', qui coupe 'absolu en un point V',+ X, dont 'expression
est
Vb X, = AV p V] (X pX) = WV 4 X))+ (V= iX)),
ou
Y,=hke*Y + peBY,,
que I'on peut aussi écrire
Y, ==Y + *f e By,
Ou en conclut que Y, se confond avec Y, et que-ce point Y, se trouve
sur la droite YY,.

Dans ce qui précéde, on a supposé que les trois points Y, Y, et Y,
communs avec l'absolu étaient tous différents; autrement dit, que
deux droites diflérentes telles que X'V et \ |V, ne coupent pas I’absolu
en un méme point.

Supposons en effet que les deux points Y et Y, soient confondus,
ils ne différent alors que par un factear constant ¢ + g, par exemple,
mais tel que £? 4 s? =1, car sur la droite réelle XV ne se trouvent en
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effet que des points réels et des points imaginaires conjugués. Ces

deux points Y et Y, sont donc liés par

Vi+iX,=(p+ o) (V+iX),

d’ou I'on tire
V,=pV —0¢X, [ Vi|=1,
X,=¢\ +pX, | X =1.

Mais ces deux relations expriment que V, et X, se trouvent sur la
méme droite XV par suite, la droite X, V,, contrairement a I’hypo-
thése, se confond avec XV. Donc si les droites sont différentes, les
points Y et Y, sont aussi distincts.

Il en résulte que si tous les points d’une droite sont animés d’un
méme mouvement de translation, les trajectoires décrites par ces
points sont des droites qui s’appuient sur la méme droite isotrope de
P’absolu. L’ensemble de toutes ces droites isotropes forme une variété
plane représentée par les équations

* A Ty~ Ay Xy~ o oov e van oo Qg+ 1Ty == 0,

@30y * AT, “+ a,x, +lx,;=0,

(777 Ay Ty~ Ay, K Ay Xy o Ay g LT O,
..... PN ,

\ @@y + Ay By~ gy Ty == o e eean * +ix;=o0

Cette variété planc ne dépend que de 6 parameétres véels indépen-
dants. En effet, les points de cette variété sont conslitués par les points
~ur I'absolu des droites réclles XV, qui dépendent de 6 paramétres
réels, donc les points de la variété plane dépendent aussi de 6 para-
meétres réels et, au point de vue complexe, le nombre de dimensions
est égal a la moiti¢ du nombre de paramétres, soit trois dimensions.
Cette variété cst un plan génératcur P, de ’absolu.

Ainsi dans le cas particulier ou les trajcctoires coupent I'absolu au
point de coordonnées (76), ces droiles appartiennent a une congruence
de Clifford s’appuyant sur les plans générateurs P} imaginaires con-
jugués

xyEilzy=o,

1 .
X ix,= o,

(78)

’ ‘Z'5+ I'J),,_—_ 07
xr,Eix,=o.

THASE VANEY 8
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Réciproquement, a toute congruence de Clifford définie soit par
I'équation XA = YB, soit par AX = BY, est associée une translation
déterminée soit par le vecteur V= (XA)B~', soit par V = B~'(AX)
et dont les droites de la congruence sont les trajectoires.

En effet, les droiles de la congruence XA = Y B s’appuient sur deux
plans générateurs P imaginaires conjugués de paramétres A ==:B.
En vertu du théoréme précédent, toutes ces droites sont les trajec-
toires d'une translation donl la vitesse en un point \ est déterminée
par les coordonnées du point conjugué & \. Ce point est précisé-
ment Y qui est défini par

V=Y=(NA)B .

Or les composantes de cette vitesse sont données par les expressions
de la page 50; le systéme de bivecteurs @, s’exprime donc linéairement
au moyen des coordonnées pluckériennes p,, d’une droite AB, par
exemple dans le cas de la translation de premiére espéce

Aoy —Por =P > =P —Prs e

13, Les deux espéces de parallélisme de Uespace elbptique a sept
dimensions. — Pour détinir un parallélisme, il suffit de définir I'équi-
pollence de deux vecteurs satisfaisant aux conditions du n® 5.

Soient deux points \ et Y rveprésentés respeclivement par deux

oclaves; le vecteur \'Y est ’ensemble des deux points, dont I'un N\ est
l'origine et autre ¥ Pextiémité.

> —_
Deux vecteurs XY et \'Y'sonl dits équipollents de premiére espece
sil’on a

(79) Ny =AY
et 1ls sont équipollents de seconde espéce sil'on a
(80) YA = Y/ X,
Mais cette premiére définition peut étre généralisée de la maniére

suivante :

. . —> =
Iitant donné un octave unitaire A, les deux vecteurs XY et X'Y’
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sont équipollents de premiére espéce si l'on a
(81) X—1(YA) = X"~1(Y'A)

et ils sont équipollents de seconde espéce sil’on a
(82) (AY) X~ = (AY') X'

Sil'on pose A =1, on retrouve les premiéres définitions (79) et
(80) de I’équipollence de deux vecteurs.

De la définition d’équipollence de vecteurs se-déduit celle du paral-
lélisme de droites. Deux droites sont paralléles de premiére espéce (ou
de seconde espéce ) si tout vecteur porté sur 'une est équipollent de
premiére espece (ou de seconde espéce) a un vecteur porté sur 'autre.

TrEOREME. — A chaque octave réel \, désignant un point fixé une
Jois pour toutes, correspondent un parallélisme de premiére espéce et un
parallélisme de seconde espeéce.

Il suffit de montrer qu'il existe des droites jouissant des propriétés
qui définissent le parallélisme de premiére espéce.

Soient deux points X, Y conjugués, par lesquels on fait passer une
droite appartenant a la congruence de Clifford de paraméires A et U,
s’appuyant sur P:. [.’équation e cette droite est

Y\ = XL.

Par deux autres points X', Y’ conjugués, faisons passer une droite

de la méme congruence, elle est déterminée par ’équation
VA= XU,
On en déduit
U=\ "(YA) =\""'(Y'A);
ce qui montre que les deux vecteurs XY et X'Y’ sont équipollents de
premicre espece. Par suite, loutes les droites de la congruence sont
parallcles de premicre espece. Il en résulte immédiatement que les
droites de la congruence AU jouissent des trois premiéres propriétés
) J l

des droites paralléles.

A ce méme vecteur AU correspond aussi la congruence

AY =UX,

dont toutes les droites sont paralléles de seconde espéce.
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Tragons par le méme point A un autre vecteur U, tel que I'extré-
mité U’ soit conjuguée & A. \ ce vecteur correspondent les deux
congruences de Clifford :

YA =XU’ et AY =U'X,

formées la premiére de droites paralléles de premicre espeéce, la
seconde de droites parallcles de seconde espcce.

[l reste & déterminer les conditions pour que deux congruences de
méme espcce solent isogonales.

14. Isogonalité de deux congruences de Clifford de méme espéce.

TurorrMe. — Deux congruences de Clifford de méme espéce sont iso-
gonales st les droites AB et A'B' qui les définissent sont concourantes.

Avant de démontrer ce théoréme fondamental, établissons la condi-
tion pour qu'une combinaison linéaire des coordonnées de deux droites
détermine une nouvelle droite.

Lenme. — St dewx drottes AB et A'B' de coordonnées respectives p,, et
P., sont concourantes ¢l st ) et u. sont des constantes quelconques, les
28 combinaisons linéawes \p,,+ u.p,, représentent ausst les coordonnées
d’une nouvelle droite passant par Uintersection des droites AB, A'B'.

La condition est nécessaire. I<n eflct, les 28 coordounées p,, et p;,
des droites AB et A’B’ satisfont aux relations fondamentales

F(py)=pypin+ pupn—~+ papi=o
et
F(p;,)=o.

Siles cxpressions Ap,, -+ p.p,, sont les coordonnées d'une droite, il

faut qu’elles satisfassent a la relation fondamentale
F(hpy—+ppi;)=o.
En développant, il vient
RE(py) 4w F(py,) - MNPl prist pypin—+piipi =+ pap,
= Pu P papy) =o.
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Les coefficients de #* el 1.2 s’évanouissent, il ne reste donc plus que
la condition

PiyPin =Py P Palng PPy PP yi= P Pyt =0«

qui doit étre remplic. Clest précisément celle que les coordonnées des
deux droites AB et A’B’ doivent vérifier lorsque celles-ci sont concou-
rantes.

l.a condition est suffisante. — S1 les droites sont concourantes, les
28 combinaisons .p,,+ 1.p), représentent les coordonnées d’unc droite
qui passe par le point commun & A3 et a A’B'.

Démonstration du théoréme fondamental. — \ux droites AB et A'B’
de coordonnées respectives p,, et p correspondent deux congruences
de méme espece, définies respectivement par les équations

AA =YD et XA'==7ZB'".

Par un point quelconque X passe une seule droite de chacune des
congruences, et, a 1'aide des expressions de la page 50, 1l est possible
de trouver un second point Y ou Z, conjugués a X, sur chacune de ces
droites.

Pour que les deux congruences soienl isogonales, il faut et il suffit
que 'angle formé par deux droites de chaque congruence soit indé-
pendant du point X. Le calcul direct de cet angle au moyen des
expressions de la page 50 serait trop long: c¢’est pourquoi il est préfé-
rable d’utiliser la propriélé que possédent les droites de toute con-
gruence de Clifford d’étre les trajectoires d'une translation.

Soient donc deux congruences isogonales et 6 I'angle de ces deux
congruences, V et V' les vitesses de translation du point X suivant
chacune des droites de la congruence (fig. 3),

T N
V:Ea,km, VZZ’?;/,»”L‘A (A=o0, 1, ...y, 7).
h#u h A

Supposons en outre

Soumettons ce point X a une translation de vitesse V” donnée par
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I'expression

V=V p V=¥ ﬂ’i/l»”k:Z(Mzk—*‘ ) &k
k¥ k£

ou A et . sont des constantes quelconques.

g. 3.

Le carré de cette vitesse de translation est constant, car on a

V7= + p2+ 2 cos§ = const..

cosf étant égal au produit scalaire des deux vecteurs V et V. Le
vecteur V” représentant cette vitesse de translation est porté par une
droite XV” appartenant a4 une troisiéme congruence de méme espéce
que les deux autres. Celte nouvelle congruence est définie par une
droite A”"B” de coordonnées p, , telle que I'on a

NA"="TB".
Or on sait, d’apreés le n® [2, que chaque systéme de bivecteurs ay,

a,, a,, s'exprime linéairement au moyen des coordonnées de¢ la
droite qui correspond 4 la congruence. De la relation

) ’
a, = hay + pay,

on déduit une relation semblable entre les coordonnées des trois
droites
Py==hpy+ ppy,.
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Mais, en vertu du lemme, pour que les p; représentent aussi les
coordonnées d’une droite, quels que soient A et , il faut et il suffit
que les deux droites AB et A’B’ soient concourantes. Deux con-
gruences isogonales de méme espéce correspondent donc a deux
droites AB, A’'B’ concourantes.

Rucierogue. — Deux droites concourantes définissent deux congruences
de méme espéce qui sont isogonales.

Soient deux droites AB et AB'dont le point commun A est conjugué
aux deux autres B et B'. \ la droite AB correspond la congruence de

Clifford
XA =YB

et 4 AB’ la congruence de méme espéce que la premiére, dont 'équa-
tion est
XA =YB'.

Parun point X quelconque passe une droite de chaque congruence;
la premiére est déterminée par le point Y, conjugué a X, ayant pour
expression

i ==( XA) B-t

et la seconde par le point Z, conjugué aussi a X,

7 —(XA)B.

Le produit XA commun peut éire considéré comme une constante
que je désigne par C.
Or, dans I'espace elliptique, la formule
U'=CU
définit un déplacement faisant passer du point U au point U’.
Par suite, les deux relations

Y = (B~ et /.= CB—!
indiquent que B et B’ subissent le méme déplacement, et la distance

des deux points B~' et B'~' est égale a celle des deux points trans-
formés Y et Z. Puisque le point A est conjugué aux points B et B/, la

distance des points BB’ est égale a l'angle BAB', de méme la
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. < .
distance YZ est égale a l'angle YXZ; comme BB'=YZ, on en

T
conclut que les angles BAB' et YXZ sont aussi égaux. Quel que soit
le point X, les droites des deux congruences forment des angles égaux.
C. Q.F.D.
Il résulte des théorémes précédents qu'a toutes les droites issues
d’un point fixe A correspondent des congruences qui possedent toutes

les propriétés d'un parallélisme. On peut en outre énoncer le théo-
réme suivant :

Tutorene. — L'angle que font deux congruences de Clifford de méme
parallélisme est égal a Uangle des droites correspondantes.

Ce théoréme peut aussi étre démontré par le calcul direct del’angle.

Soient deux droites AB el AB’ concourantes et de coordonnées res-
pectives p,, el p, ; leur angle O est déterminé par

cosf = ___2.;[):,[/,]___:

VEIPLVEPS

Les congruences de Clitford correspondant a ces droites sont iso-
gonales. Choisissons le point X, de coordonnées

(6, J=0,1,2, ..., 7)"

ZLy=—1, L= X, T =X == 0,

et déterminouns les droites XY, et X, Z, de chacune des congruences.
Les coordonnées Y, el Z, de ces droites s’obtiennent au moyen des
expressions de la page 50 :

Jo=—0, Zy=o0,
/
Vi=—4qo Bi=—qn
(i=1,...,7)

si l'on pose
Fou=Po,— Pir3,1+1 Pr+s,i+2 — Prts,04+4
et

Lo+ = Po,e

Les ¢’ se déduisent des mémes expressions en’ accentuant les p.
Le module de chaque point étant 'unité, on peut écrire

2}’?:~95l:§-[’fj +2Zp,pir=1.

Le second terme de cette relation s’annule, parce qu’il est formé par
' P
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les relations fondamentales entre les coordonuées p., d’'une droite; il

ne reste que
Ipl, =1 el aussi Ip=1.

L’angle des deux droites X, Y, et X, Z, est donné par la relation

cos(X,Y,, X,Z,)= ——L-({—“L‘L;’ .
VEgs VIS,
Le dénominateur est égal a I'unité, tandis que le numérateur peut
s’écrire
Zqo,q'o,:Zpl,p',j—i—Ep,,p',‘,,.

Or les droites correspondantes AB et AB’ étant concourantes, leurs
coordonnées satisfont auvx relations

: Epypin=o,
par suite,

i
(‘,05( X,Y,, XOZO): 2p,p,,= cosb.

donc I'angle de deux droites quelconques appartenant a deux con-
gruences de Clifford de méme parallélisme est égal 4 'angle des droites
correspondantes.

15. Le principe de trialité. — En résumé, il existe, dans I'espace
elliptique réel a sept dimensious, une infinité de parallélismes se par-
ltageant en deux espéces distinctes.

Sur deux plans générateurs P de I'absolu imaginaires conjugués et
de la premiére famille, ayant pour équation

(X +1Y)(A =:B)=o,
s’appuie une congruence de droites réelles. Cette congruence de Clif-

ford définie par la droite AB, A et B étant deux points eonjugués par
rapporl a I'absolu, a pour équation

XA = YB.
L’ensemble des congruences déterminées par loutes les droites réelles
passant par le point A posséde les propriétés du parallélisme +, défini
par la relation

(parallelisme —+) Y-1(XA)=Y (X'A).

THFSE VANEY 4
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D’une maniére analogue, deux plans générateurs P, de I'absolu,
imaginaires conjugués, de méme paramétre A + /B, mais de la seconde

famille
(A= (B)(\ 4+ 1Y) =o,

définissent une congruence de droites réelles ayant pour équation

AX =BY.

L’ensemble des congruences de Clifford, qui correspondent a toutes
les droites passant par un méme point A, forme un parallélisme —,
défini par la relation

(parallelisme —) (AX) Y= (AX") Y.

Par suite, a tout point A de 'espace réel a sept dimensions ou d'un
espace auxiliaire correspondent un parallélisme + et un parallélisme —
et a toute droite AB (A conjugué de B) correspondent une congruence
de Clifford définie par P7 et une congruence de Clifford définie
par P;.

L’espace elliptique réel a sept dimensions peut donc étre envisagé
comme formé de trois espéces d’éléments différents; chacun d’eux com-
prenant tout P'espace

point, parallelisme +, parallelisme —,

ou bien
droite, congruence +, congruence —.

De chaque théoréme de la géométrie projective de cet espace se
déduisent cinq autres théorémes qui peuvent ne pas étre tous différents;
ils proviennent des six transformations que 1'on pent établir entre les
trois éléments de I'espace.

Le principe de dualité de ta géométrie projective est remplacé par
le principe de trialité, a cette différence cependant que les nouvelles
transformations ne sont plus des transformations de contact comme
celles quise déduisent du principe de dualité:

16. Distance de deux parallélismes de méme espéce. — Le parallé-
lisme étant considéré comme un élément de 'espace qui correspond au
pace q p
point, le principe de trialité pose donc le probléme suivant :
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De méme qu'il existe une distance entre deux points, il doit y avoir
aussi une distance entre deux parallélismes de méme espéce; le pro-
bléme a résoudre consiste a déterminer cette distance.

Lemwe 1. — Il existe une congruence (C) et une seule commune a
deux parallélismes de méme espeéce.

Soient deux parallélismes de méme espéce définis respectivement
par les deux points A et A’ distincts. A chacun de ces points corres-
pondent «® congruences appartenant au méme parallélisme; chaque
congruence est définie par une droite passant par I'un des points. A la
droite commune AA’ correspond donc une congruence commune aux
deux parallélismes et, comme il n’existe qu'une seule droite commune
aux deux faisceaux de =° droites, il n'y a donc qu'une seule con-
gruence (C) commune aux deux parallélismes.

Lemve [1. — Etant donnés deux parallelismes de méme espéce ayant (C)
comme congruence commune, il existe dans le second parallélisme une
congruence (I'") orthogonale a (C) et isogonale a une congruence quel-
conque (T') orthogonale ausst a (C) et appartenant au premier parallé-
lisme.

A chaque parallélisme correspond un point que 'on peut considérer
comme appartenant & un espace auxiliaire; cet espace étant aussi réel,
elliptique a sept dimensions et rapporté a4 un absolu identique a celui
du premier espace.

Au premier parallélisme que 'on peut supposer de premiére espece,
représenté par I’équation

X—1(YA) = X"~ (Y'A),

correspond le point A de I'espace auxiliaire ; au second parallélisme
X 1(YA') = X'~ (Y'A)

correspond le point A’ de I'espace auxiliaire.

A la congruence commune (C) correspond donc la droite AA'(fig. 4).
Par le point A, passent une infinité de normales a la droite AA’, car
on sait que le lieu des perpendiculaires a la droite AA’est I’ensemble
des droites coupant la variété plane, polaire de AA' par rapport a

9.
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’absolu. Soit SA 'une quelconque de ces perpendiculaires, a celle-ci
correspond la congruence (I') orthogonale a (C), le point S étant
conjugué a A, (I') a pour équation

YA =XS.
Par le point A’ passent aussiune infinité de normales a la droite AA’,

Fig. 4§
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qui s’appuient toutes sur la variété plane, polaire de AA’. Donc il
existe une normale et une seule SA’ quirencontre la droite SA. A cette
droite SA’ correspond une congruence (1)

YA'=XS
du second parallélisme, cette congruence (1) est orthogonale a (C),

puisque SA’ est perpendiculairea AA’, et elle est aussi isogonale a (I")
puisque SA’ rencontre SA.

TueortME. — Dans deux parallélismes donnés, U'angle de deux con-
gruences (I') et (I'"), prises d’une maniére quelconque, est constant.

Soient deux parallélismes de méme espéce définis respectivement
par les points A et A’. La droite AA’ détermine la congruence com-



— 69 —
mune (C). Aux congruences I' et I'' correspondent respectivement les
normales SA et SA’ a la droite AA’. Ces deux congruences étant

isogonales forment entre elles un angle 0 qui est égal a celui des deux
droites correspondantes SA et SA’ (fig. 5). Il a pour mesure la dis-

Fig. 5.
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tance donnée entre les deux points A et A’, puisque AA’ est normale
a SA et SA'.

Par suite, 'angle des deux congruences (I') et (I') est constant,
quelles que soient ces deux congruences (I') et (I').

La distance de deux parallélismes se détermine donc de la maniére
suivante :

Dans I'un des parallélismes, on prend une congruence (I') orthogo-
nale a la congruence commune (C), puis on détermine dans l'autre
parallélisme la congruence (I'") isogonale a (I") et orthogonale a (C).
L’angle des deux congruences (I') et (I") mesure la distance des deux
parallélismes.



Dés lors, il est possible de déterminer la variation de la distance de

deux parallélismes de méme espéce si les points qui les définissent
décrivent deux droites gauches.

TreorEME. — Deux congruences de Clifford non isogonales ont soit
deux congruences orthogonales, soit une infinité.

Considérons en effet deux congruences A et A’ définies respective-
ment par les droites gauches d et d' (fig. 6). Il existe une infinité de

Fig. 6. A?. -
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congruences isogonales & chacune des congruences A et A’; ce sont les
congruences communes aux parallélismes définis par les points A et A’,
pris respectivement sur les droites d et d'.

En effet, chacune de ces congruences est définie par les droites
joignant deux points des droites d et d'; or, parmi ces droites, il existe
deux perpendiculaires communes, auxquelles correspondent deux
congruences orthogonales a4 A et A'.

Mais si les droites d et d’ ont une infinité de perpendiculaires, c’est-
a-dire si d et d’ appartiennent 4 une méme congruence de Clifford, il
existe une infinité de congruences orthogonales a A et A’.

TreoriME. — St les deux points qui définissent deux parallélismes de
méme espéce décrivent deux droites gauches, la distance des deux paral-
lélismes a un maximum et un minimum. Mais si les deux droites font

partie d’une congruence de Clifford, la distance des deux parallélismes
reste constante.

Soient deux parallélismes de méme espéce définis respectivement



par les points A et A’, qui décrivent le premier la droite d, le second
la droite d'. La variation de la distance de ces deux points est la méme
que celle de la distance des deux parallélismes, qui est mesurée par
I’angle des deux congruences (I') et (I').

La plus longue et la plus courte distance sont données par les lon-
gueurs des deux perpendiculaires communes aux deux droites d et d’
auxquelles correspondent le plus grand et le plus petit angle des
congruences (I') et (I').

Si les deux droites d et ¢’ appartiennent a une congruence de Chif-
ford, elles sont également distantes; la distance des parallélismes qui
correspondent respectivement a leurs points reste constante.
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