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PREMIÈRE THÈSE

LE

PARALLÉLISME ABSOLU
DANS

LES ESPACES ELLIPTIQUES RÉELS A 3 ET A 7 DIMENSIONS

ET LE

PRINCIPE DE TRIALITÉ
DANS

L'ESPACE ELLIPTIQUE A 7 DIMENSIONS

PRÉAMBULE.

Dans l'espace euclidien, les définitions de deux droites parallèles
peuvent être classées en trois groupes ( ' ) . Les droites parallèles
peuvent être considérées comme des droites situées dans le même
plan et qui ne se coupent pas ou bien qui ont la même direction ou
aussi qui sont également distantes.

La définition la plus usitée est certainement la première; dans ce
groupe, on peut comprendre les définitions qui envisagent les parai-
lèles comme limites de droites concourantes ou comme des droites se
coupant à l'infini.

La seconde définition peut être précisée en ajoutant qu'une droite,
coupant deux droites parallèles, forme avec elles des angles égaux.

A la définition du troisième groupe se rattache celle plus étendue
où les parallèles sont considérées comme les trajectoires d'une trans-

(!) ZACHARIAS, Enzyklopadie der malh. Wusensch., Band IIJ, i, Heft î>.
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lation rectiligne, c'est-à-dire d'un déplacement où tous les points
décrivent des segments rectilignes égaux.

Dans l'espace hyperbolique réel, il passe par un point A une infinité
de droites, situées dans le même plan et qui ne coupent pas une droite
donnée d. Parmi celles-ci, deux d'entre elles sont des droites limites,
ce sont les deux parallèles de Lobatschewsky, qui joignent le point A
aux deu\ poinls d'intersection de la droite d et de l'absolu. C'est la
première définition que l'on applique, mais toutes les élégantes pro-
priétés des parallèles de l'espace euclidien s'évanouissent.

Dans l'espace elliptique réel, par deux points quelconques passe
toujours une droite et une seule et inversement deux droites se coupent
toujours en un seul point, par suite il n'existe pas de droites parallèles
à une droite donnée. Mais Clifford a découvert des droites gauches
également distantes, qui possèdent en outre la plupart des propriétés
des parallèles de l'espace euclidien.

Clifford a montré que par un point passent deux droites gauches
parallèles à une droite donnée et que l'ensemble de ces parallèles à une
même droite forme deux congruences dont les supports respectifs sont
deux génératrices imaginaires conjuguées de même système de
Fabsolu.

MM. Eue Cartan et J.-A. Schouten (1) envisagent l'ensemble des
propriétés dont jouissent les droites parallèles comme une loi qui cons-
titue le parallélisme.

Le but de ce travail est l'étude du parallélisme dans les espaces
elliptiques réels à 3 et à 7 dimensions. Une introduction rappelle les
propriétés fondamentales de l'espace elliptique; le premier Chapitre,
consacré au parallélisme dans l'espace elliptique à 3 dimensions, com-
prend quatre parties. Dans la première partie, les génératrices recti-
lignes de l'absolu sont déterminées à l'aide des quaternions, ce qui
permet d'introduire dans la seconde partie une représentation ana-
lytique très simple des congruences de Clifford.

Dans la troisième partie, après avoir défini analytiquement le

(*) E. CARTAN and J.-À. SCHOUTEN. On Riemannian Geometnes admitting an
absolute parallelum (Proceedings Koninkliike A kade mie van W etenschàppen
te Amsterdam^ vol. XXIX, 19^6).
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parallélisme, selon la méthode de MM. E. Cartan et J.-A. Schouten,
je démontre que les congruences de Clifford jouissent des propriétés
du parallélisme. Enfin l'objet de la quatrième partie est une interpré-
tation cinématique des- deux espèces de parallélisme en considérant
l'espace elliptique à trois dimensions comme l'espace du groupe des
rotations.

Le second Chapitre généralise en partie le parallélisme dans l'espace
à sept dimensions. L'octave remplace le quaternion, à cette différence
près qu'il n'est pas associatif-, d'où l'impossibilité de représenter les
déplacements au moyen d'octaves.

L'absolu dans cet espace contient deux familles de plans généra-
teurs à trois dimensions, qu'on peut représenter au moyen d'octaves
par des équations très simples. Il en résulte une élégante représenta-
tion analytique des congruences qui généralisent celles de Clifford;
toute cette étude fait l'objet des nos 9, 10, 11 et 12.

Dans le n° 13, j'introduis les expressions analytiques qui défi-
nissent les deux espèces de parallélisme et je démontre qu'à un point
donné correspond un parallélisme et réciproquement. Comme le point,
il constitue donc un élément de cet espace et Ton en déduit le principe
de trialité, exposé au n° 15. Il a donc été possible de déterminer au
n° 16 la distance de deux parallélismes de même espèce.

C'est sur le conseil et d'après les indications bienveillantes de
M. Élie Cartan que j 'a i entrepris ce travail; qu'il me soit permis de
lui témoigner ici, très respectueusement, ma profonde reconnaissance.

INTRODUCTION.

L Vespace elliptique. — D'après les principes de la métrique
cayleyenne pour la représentation métrique de l'espace elliptique, on
se donne a priori une quadrique imaginaire, non dégénérée, à coeffi-
cients réels, que l'on appelle Vabsolu.

Les définitions de distance et d'angle reposent uniquement sur
l'emploi du rapport anharmonique qui est un invariant pour toute
transformation homographique.

Étant donnés deux points réels ou imaginaires M et M', joignons



ces deux points par une droite qui coupera l'absolu en deux autres
points P et Q, la distancevau sens de Cayley, de ces deux points M
et M/ est définie par le produit par —.du logarithme du rapport anhar-
monique des quatre points

MM/z=i..Jog(lVl, M;, P, Q).

Étant donnés deux plans R et R/ dont l'intersection est une droite D,
menons les deux pians Q et Q' tangents à l'absolu et passant par D;
l'angle des deux plans R et R' est défini par l'expression

RR'=.i.log(R,R',Q,Q'),

où (R, R', Q, Q') désigne le rapport anharmonique des quatre plans.
Enfin, étant données deux droites D et D' qui se coupent en un

point O, traçons dans le plan de ces deux droites les deux tangentes à
l'absolu Ofx et Ofjt/^Fangle des deux droites est alors déterminé par
l'expression

DD'==i.log(D,D'.Ofji,O|i'),-

où (D, D', O [Ji, O (//) représente le rapport anharmonique des quatre
droites.

Dans l'espace elliptique, il y a donc dualité complète entre les
notions d'angle et de distance. Celles-ci sont indépendantes de toute
transformation homographique qui conserve l'absolu ainsi que de
toute transformation par polaires réciproques par rapport à l'absolu.
Il en résulte la correspondance suivante entre les éléments de cet
espace :

A tout point correspond bon plan polaire*, à tout plan correspond
son pôle. Lorsqu'un point décrit une droite, son plan polaire tourne
autour d'une seconde droite fixe, et imersement si un plan tourne
autour de la première droite, son pôle décrit la seconde; ces deux
droites sont dites réciproques ou polaires par rapport à l'absolu.

Deux points sonl conjugués si le plan polaire de l'un passe par



l'autre; de même, deux plans sont conjugués si Tun d'eux passe par le
pôle de l'autre. Deux droites sont conjuguées lorsque Tune des deux,
choisie arbitrairement, rencontre la polaire de l'autre.

Sur chaque droite se trouve une involution elliptique de points
conjugués dont les éléments doubles sont les points imaginaires conju-
gués où la droite perce l'absolu. Comme une involution elliptique ne
possède aucun couple d'éléments imaginaires conjugués, il en résulte
qu'aucun couple de points conjugués ne peut être imaginaire conjugué.
De plus, deux droites gauches imaginaires conjuguées sont coupées
par une droite réelle en deux points imaginaires conjugués, mais à un
point d'une des premières droites correspond un point situé sur la
droite polaire; par suite, il a'existe aucune paire de droites polaires
qui soient imaginaires conjuguées.

Toute droite de l'espace elliptique est finie et fermée; pour que la
dualité soit complète entre la distance et la grandeur de l'angle, nous
prenons la longueur d'une droite égale à z. Deux points A et B par-
tagent la droite en deux parties dont le total est K. L'angle de deux

plans ou de deux droites concourantes ne devient égal à - que si les

deiiK plans sont conjugués ou si les deux droites sont conjuguées. Deux
plans conjugués sont appelés <x perpendiculaires » et deux droites
concourantes conjuguées sont dites aussi « perpendiculaires ».

Le lieu des droites ou des plans perpendiculaires à un plan a est le
faisceau de droites ou de plans qui passent par le pôle A' du plan a.

Le lieu des plans perpendiculaires à une droite a est le faisceau de
plans passant par la droite commune a\ polaire de a. Le lieu des
droites perpendiculaires à la droite a est l'ensemble des droites qui
coupent la polaire a'. Enfin le lieu des points situés à une distance -
soit d'un point A, soit d'une droite a ou soit d'un plan a est respec-
tivement le plan polaire a', la droite polaire a', le pôle A7.

L'espace elliptique à n dimensions peut être réalisé dans l'espace
euclidien à (n + i) dimensions sur une hypersphère, en représentant
un point de l'espace elliptique par une paire de points antipodes sur
l'hypersplière. L'inverse du carré du rayon de l'hypersphère donne la
courbure de l'espace elliptique, que nous choisirons égale à l'unité.

Un point est défini par l'ensemble des (n + i) valeurs a?0, a?<,..., xn



— 6 -

qui satisfont à la relation

(i) #2 + #î-4-...-t-#2==i.

Celles-ci peuvent s'obtenir en multipliant les (n-f-i) coordonnées
projectives de ce point par une constante quelconque. D'une manière
générale, un point analytique est un ensemble de (n -+-1) coordonnées,
non toutes nulles, mais deux points analytiques dont les coordonnées
sont proportionnelles, mais non égales, sont regardés comme distincts,
tout en occupant la même position dans l'espace.

Le carré scalaire d'un point analytique est représenté par la somme
n

des carrés des coordonnées Va?2, et le produit scalaire de deux points
0

a n a l y t i q u e s A ( / / o , a , , . . ., an) et B ( 6 0 , &,, . . ., bn) est d o n n é p a r la
n

quantité V#A* Multiplions respectivement par X et \x les coor-
0

données des poiats A et B et additionnons, nous obtenons un nouveau
point XA-f- [J.B dont le carré scalaire est égal à

Deux points dont*le produit scalaire est nul sont conjugués l'un de
l'autre par rapport à l'absolu. Par suite, les points qui appartiennent
à l'absolu sont leurs propres conjugués.

L'équation de l'absolu peut toujours se ramener à la forme

F(#o, a*,. . . ., xn)=œ\ 4- x\ 4- . . .4-#2 = 0.

Prenons un point M dont les coordonnées xl satisfont à la relation (1) \
un point infiniment voisin du point M aura ses coordonnées liées par
la relation

^F . ÔV . âF 1

dr{) àx^ âœn

qu'il est possible d'interpréter géométriquement de la manière
suivante : dx{ sont les composantes d'un \ecteur infiniment petit issu
du point M; elles peuvent être considérées comme les coordonnées
d'un point analytique situé dans le plan polaire du point M par
rapport à l'absolu, dont le carré scalaire est égal au carré de la Ion-



gueur ds du vecteur
n

< * * ? = * * .
o

En passant à un vecteur de grandeur finie, on obtient la proposition
ci-après :

Tout vecteur d'origine M peut être représenté par un point analy-
tique V dont le carré scalaire est le carré de la longueur du vecteur,
ce point \ étant situé dans le plan polaire du point M par rapport à
l'absolu et sur la droite issue de M dans la direction du vecteur. En
outre, le produit scalaire de deux vecteurs issus de M est égal au
produit scalaire de leurs points représentatifs.

2. Parallélisme absolu. — Dans l'espace elliptique, deux droites
gauches ont deux perpendiculaires communes qui sont polaires l'une
de l'autre.

Soient aat et bbA les deux perpendiculaires communes; si Ton
étudie la variation de la distance de deux points pris sur les deux
droites gauches, on trouve que cette distance est maximum par
exemple pour la position aas et minimum pour la position bb{ .

Certaines droites gauches possèdent la propriété d'avoir plus de
deux perpendiculaires communes; elles sont alors équidistantes et
jouissent de propriétés analogues à celles des parallèles de l'espace
euclidien. Ces droites gauches sont appelées les parallèles de Clifford,
du nom du savant mathématicien qui les a signalées le premier
en 1873 ; Study a suggéré le nom de droitesparatactiques.

Pour étudier ces droites parallèles, j'emploierai la méthode de
MM. K. Cartan et Schouten.

Le parallélisme est considéré comme une loi à laquelle satisfont les
couples de droites qui jouissent des propriétés suivantes :

i° Toute droite est parallèle à elle-même;
20 Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles;
3° Par un point pris hors d^une droite, il passe une droite parallèle à

la première et une seule ;
4° Si deux droites se coupent suivant un angle a, les deux droites



parallèles menées par un point quelconque se coupent sous le même
angle a.

Dans l'espace elliptique à trois dimensions, Clifford a montré
Inexistence de deux espèces de parallélisme. Les droites parallèles à
une droite donnée forment une congruence de droites réelles s'appuyant
sur deux génératrices imaginaires conjuguées de même système de
l'absolu.

MM. E. Cartan et J . - \ . Schouten ont montré que, dans tous les
espaces de groupes, il existe deux espèces de parallélisme, et que,
dans l'espace elliptique à sept dimensions, il } a une infinité de paral-
lélismes se partageant en deu\ espèces distinctes.

Dans le présent travail, j'étudie les parallélismes dans l'espace
elliptique à sept dimensions} dans chaque parallélisme, les droites
parallèles à une droite donnée forment une congruence de droites
réelles qui s'appuient sur deux plans générateurs imaginaires
conjugués de la même famille de l'absolu.

CHAPITRE I.

LE PARÀLLI LISME DANS L ' E S P A C E A TROIS DIMENSIONS.

3. Détermination des génératrices rectihgnes de Vabsolu. — En
coordonnées ponctuelles et homogènes, l'absolu a pour équation

(2) xl-*r or] •+- x\-\- x^ — o;

il possède deux familles de génératrices rectilignes imaginaires,
En effet, introduisons les coordonnées isotropiques

itl — x{) -f- ixx , vx •==. x0 — ixï, u2•= T2-f- ix , *>2 = œ2 — i

dans Téquation de la quadrique, il vient

Les paramètres des génératrices de chaque famille sont respec-
tivement



les équations des génératrices de la première famille sont

x0 + ix± =: — ) ( x2 -+- ix^ ),

-r0—'*•]= l (^2—^0;

et celles des génératrices de la seconde famille

a?2 -h * J7, ~ — P- (^o — îx\ ) •

Posons

où r et <p sont des constantes, les équations des génératrices de la
première famille deviennent

Les génératrices conjuguées ont pour équations

celles-ci peuvent «'écrire

(4)
I

XQ-h IX± — ~(
I

r

elles ne diffèrent de (3) que par leurs paramètres r et — ~ qui sont

inverses et opposés. Par conséquent, deux génératrices imaginaires
conjuguées appartiennent à la même famille. On en déduit que deux
génératrices de la même famille ne peuvent pas se rencontrer, sans
quoi les génératrices imaginaires conjuguées auraient un point
commun réel sur l'absolu, or celui-ci ne possède aucun point réel.

Une étude générale de ces génératrices peut être faite grâce à
l'introduction des quaternions.

Étant données trois unités complexes <*,, e2, ez qui satisfont aux lois
THESB VÀNEY
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suivantes de la multiplication

~ek+2ek+l où ekz=ek+z (k = ï, 2, 3),

le quaternion est une expression de la forme

À = ao-\- aiel -4- aîel -h aKe^

a0, aA, #2?
 a3 désignent des quantités réelles ou complexes.

Le module du quaternion est donné par

| A \ = \j2af (Âr = o, 1, 2, 3 ) ,

et le,quaternion conjugué se définit par l'expression

A = aQ— <7j e1 — a2e2— #3#o,
de telle sorte que

A A = A A ~al-h a\-\- o\~{- a\.

Deux quaternions sont in\erses Tun de l'autre lorsque leur produit
est égal à Punité. En désignant l'inverse de A par A~1, on a simulta-
nément les équations

A/V-1=ri et A-1A = i
et

^5-4- ^t -h #j + tf^

Si le quaternion A est unimodulaire, les quaternions inverse et
conjugué sont alors identiques.

Le caractère propre de l'Algèbre des quaternions est l'absence
de la propriété commutative de la multiplication, tajadis que les
propriétés distributive et associative subsistent, ce qui résulte des lois
de la multiplication des imités ej.

Soit X un point de coordonnées homogènes xf où k = o, 1, 2, 3; il
peut être représenté par le quaternion

X = iQ-\- xvex -h x2e^~\- x*e .

Prenons sur l'absolu un point quelconque A, qui sera représenté
par un quaternion de module nul. A ce point A correspondent deux
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génératrices rectilignes de l'absolu, qui sont déterminées au moyen
du théorème suivant :

THÉORÈME. — Les deux familles de génératrices rectilignes de l absolu
sont représentées respectivement par les équations suivantes :

AX — o ( pour la premiere famille de génératrices ),
XAz:o (pour la deuxième famille de génératrices),

ou

ArrO

et où les produits doivent être effectués en tenant compte de Vordre des
facteurs.

Nous voulons démontrer que le point X ainsi défini par ces équa-
tions appartient à l'absolu.

En effet, si Ton développe ces produits et si Ton annule les coef-
ficients respectifs des unités i et ek, il vient :

génératrices
AXrrO

(6)
génératrices

XA = o

avx{)~\- aox^ — a^x^-\- a^x^ — o,
a2x0-{- aixx -f- a0 r2— a1xiz^z o,
a>x{)— a2r^ H- aix2-{- aQx)=om

1

aoaco— aix^ — a2x1 — a^x^^r. o,

a2x0— a^xx H- a^x2-\- alx,z=zo,
flj^-t-^^- axœl -h a^r^zzz o.

Chaque système formé de quatre équations linéaires et homogènes
représente quatre plans possédant une droite commune qui est préci-
sément une génératrice de l'absolu.

Le déterminant des coefficients de chaque système est égal à (La\y,
qui est, par hypothèse, nul, puisque le point A a été choisi sur
l'absolu. Donc ces équations homogènes et linéaires admettent au
moins une solution autre que xk = o.

De plus, tous les déterminants d'ordre trois sont nuls tandis que le
déterminant d'ordre deux que l'on forme en prenant, par exemple.



les deux premières lignes et les deux premières colonnes est égal
à a\ 4- a], que nous supposons différent de zéro; si, du reste, celui-ci
était nul, on pourrait toujours choisir deux autres lignes et deux
autres colonnes telles que le déterminant d'ordre deux des coefficients
ne soit pas nul. Par suite, ces plans ont une droite commune; celle-ci
est entièrement située sur l'absolu. En effet, supposons le point X
donné et les coordonnées ak du point A inconnues. Or ces coordon-
nées ak ne peuvent être différentes de zéro que si le déterminant des
coefficients xk est nul; ce déterminant étant égal à (2a^)% on doit
avoir

donc tous les points de celte droite commune sont sur l'absolu.
Comme les déterminants d'ordre supérieur à deux sont nuls, deux

des premiers membres des équations de chaque système sont une
conséquence des deux autres. Dans le premier système, désignons
respectivement par Xo, X,, Xa et X3 les premiers membres de chacune
des équations, il vient

(7)

Xo-H- /X , = (#0-f- ias ) (x()-h ixi ) —- (#2-4-

X0 — iXv =z ( a 0 — iai ) ( # 0 — ixv) — ( # 2 —

X 2 4- iXo = (a % H- ia7i)(x() — iœ, ) -f- (<704-

On en tire immédiatement la r*elation

(8) (X o + iX, ) ( X 0 - iX, ) H- (X..-+- iX,) ( X 4 - /X3) =
3

'

La même relation s'obtiendrait au moyen des équations du second
système.

Au point de vue géométrique, cette décomposition (8) correspond
à la construction d'un tétraèdre donl les arêtes sont conjuguées deux
à deux par rapport à l'absolu.

Toute génératrice de l'absolu peut se représenter paramétriquement
au moyen de deux équations. Dans les deux premières équations du
système (5), considérons x^ etj^ comme variables arbitraires et résol-



— 13

vons par rapport à x0 et xi,

\ (a\ -f- a])^0— (a0flr2+a1a3

Le système (6) donne de même

(al -4- a^j?0= (aoa2—
( I O )

Les coordonnées xk du point X situé sur Tune des génératrices sont
des fonctions continues des coordonnées ak du point A. Mais deux
génératrices (5) et (6) qui correspondent à un point A déterminé sont
distinctes. En effet, chaque système composé de deux équations
linéaires à deux variables, constitue une transformation orthogonale
permettant de passer des variables x2, xs aux variables x0, xXl en

conservant l'identité V x\ = o.
0

Or toute substitution orthogonale est caractérisée par le détermi-
nant des coefficients qui est un invariant. Soient Di et D2 les déter-
minants respectifs qui ont pour valeurs

(aî + fl?)2 """

Par suite, à un point représenté par le quaternion A correspondent
deux génératrices distinctes ; celle de la première famille est caracté-
risée par le déterminant + i de ses coefficients, son équation est
AX = o ; celle de la seconde famille a le déterminant de ses coefficients
égal à — i et son équation est XA = o.

4. Congruences de Clifford, — L'ensemble des droites s'appuyant
sur deux génératrices de la même famille forme une congruence de
Clifford. Il est possible de représenter toute congruence de Clifïbrd au
moyen des quaternions de la manière suivante.

Soient deux points conjugués Y et Y, situés dans le domaine réel;
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leurs coordonnées satisfont aux relations suivantes :
3

p=2^= I et

0

La droite réelle joignant ces deux points rencontre l'absolu en deux
points imaginaires conjugués X + H f et X — I Y , situés sur deux
génératrices différentes de la même famille. Celles-ci ont pour équa-
tions

( I I ) (A±iB)(X±iY)=o,

si elles font partie de la première famille.
Les points A ± iB sont situés sur l'absolu et ont par conséquent

leurs modules nuls,

| A ± i B |2 = A2 — B2 ± 21A | B = o.

Or cette relation est satisfaite si A et B sont deux points réels et
conjugués de module unité, c'est-à-dire tels que Ton a

| A | = i , | B | — i et A | B = : o .

A la congruence des droites XY s'appuyant sur deux génératrices
delà même famille correspond donc une droite AB, déterminée par
deux points A et B réels et conjugués. Cette congruence est définie
par l'équation ( n ) que l'on peut remplacer par l'une ou l'autre des
équations suivantes :

(12) AX==BY ou — BX = AY,

qursont équivalentes entre elles. En effet, les points A et B étant con-
jugués, les quaternions qui les représentent vérifient la relation

De la première des équations (12), on tire en multipliant à gauche
par B-1

B~*AX = Y,

or le produit B~' A peut être remplacé par — A~] B ; par suite
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et en multipliant à gauche par A, il vient

-BXz= AY.

Aux mêmes points AàziB correspondent aussi deux génératrices
conjuguées de la seconde famille dont les équations sont

(13) (X±/Y)(A±/B) = o,

qui déterminent une congruence de droites définie par Tune des rela-
tions

(14) \A=YB ou XB=-YA,

équivalentes entre elles.
Il en résulte les théorèmes suivants :

THÉORÈME I. — Dans l'espace elliptique à trois dimensions, toute con-
gruence de Clifford peut être définie par Véquation AX = BY, si Us
supports sont les génératrices de la première famille, ou par Véquation
XA = YB, si les supports sont les génératrices de la seconde famille.

THÉORÈME II. — A toute droite définie par deux points A et B? réels et
conjugués, correspondent deux congruences de Clifford, ayant respecti-
vement comme supports les génératrices de la première ou de la seconde
famille.

Exprimons maintenant les coordonnées du point Y situé sur une
droite d'une congruence donnée et conjugué à un point X donné aussi.
Soit AB la droite à laquelle correspond la congruence de Clifford
définie par l'équation

A\ = BY.

Fixons le point X, alors les coordonnées du point Y conjugué de X
sont déterminées au moyen de l'expression

(15) YrzB-^AX.

Afin de développer cette expression, remplaçons A, B, X par leurs
quaternions
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et introduisons les coordonnées pluckériennes de la droite AB en
posant

(16) p^ — atbj— aIbl

liées par la relation

Les coordonnées du point Y s'écrivent alors

'o = • (Poi

(18)

73=—

Par un calcul analogue, on peut exprimer les coordonnées d'un
point Z, situé sur une droite d'une congruence de Clifford, dont les
supports sont deux génératrices conjuguées de la seconde famille.
Soit X le point donné, on a

d'où Ton tire

(19) * • " — - ' " " -

Les coordonnées des points \ et Z dépendent donc d'un système de
bivecteurs qui s'exprime linéairement au moyen des coordonnées jo^
d'une droite AB.

Pour le point Y, le système de bivecteurs a pour coordonnées les
trois valeurs suivantes :

p0

et, pour le point Z, on a
Poi
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Etant données les trois coordonnées d'un de ces systèmes de bivec-
teurs? il est possible de déterminer une infinité de valeurs des coor-
données ptJ satisfaisant à la relation fondamentale (17).

Donc à une droite donnée AB, on peut faire correspondre une et
une seule congruence de Clifford dont les supports sont les généra-
trices de Tune ou l'autre famille. Mais à une congruence de Clifford
correspondent une infinité de droites AB.

5. Parallélisme des droites d^une congruence de Clifford. — Pour
définir le parallélisme, considérons deux points représentés respecti-
vement par les quaternions X et Y, appelons vecteur XY l'ensemble
de ces deux points, dont l'un X par exemple est le point origine et
l'autre Y est le point extrémité. Le vecteur est nul si les deux points
coïncident.

Deux vecteurs XY et X/Y/ sont dits équipollents de première
espèce si l'on a

(20) YX-1— Y'X'-1;

ils sont équipollents de seconde espèce, si Ton a

(21) X-+Y = X'-*Y'.

En prenant les inverses de chaque membre, on trouve des égalités
équivalentes

(20') XY-1=X /Y /~1

et

(21') Y- lX = Y'-*X'.

De ces définitions, on déduit pour chaque espèce d'équipollence
différentes propriétés analogues à celles qui proviennent de l'équipol-
lence ordinaire de deux vecteurs.

i° Tout vecteur équipollent à un vecteur nul est nul;
20 Tout vecteur est équipollent à lui-même ;
3° Si un vecteur est équipollent à un second vecteur, le second

équipollent au premier ;
THESE VANBY
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4Ö Si deüM vecteurs sont équipollents, les vecteurs opposés le sont
dUssi ;

5° Tout point de l'espace est l'origine d'un vecteur et d'un seul équi-
pollent à un vecteur donné ;

6° Deux vecteurs équipollents a un troisième sont équipollents entri
eux;

7° Si XI est équipollent à X'Y' et YZ équipollent à Y'Z', le vet-

teur XZ est équipollent à X'Z'.

En effet, on a, par hypothèse,

YX-'^Y'X'-1 et ZY-^Z/Y'-1:

multiplions membre à membre, il vient

Enfin, entre deux équipollences d'espèces différentes, oïl peut établit4

le théorème suivant :

Si XY est équipollent de premiere espèce à X/Y'', le vecteur XX; est

équipollent de deuxième espèce à Y\ f
} et réciproquement.

En effet, par hypothèse, oti Ë

multiplions à gauche chaque membre par Y~{ et à droite par X', il
vient

qui défitiit l'équipollénce de seconde espèce des deux \ecteUfs X A '

etY^ ; .
De la définition de l'équipollence de deux vecteurs, on déduit la

notion de droites parallèles.
Remarquons d'abord qu'une droite pöut être définie de la manière

suivante :
Si l'on prend Irois points quelconques \ , Y et X' sur une droite, le
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Vecteur X'Y' équipollént à XY a enôore Son extrémité Y; mt la
droite.

Les deux espèces d'équipollence de Vecteurs ne fournissent qu'une

seule espèce de droites^ en effet, si Ton admet que X'Y; est équi-

pollent de première espèce à XY, oii a vu que YY' est équipolleilt de

seconde espèce à XX7, et réciproquement.
Soit maintenant une droite d passant par le point X; menons par le

point X', extérieur à d, les vecteurs équipollents de première espèce

aux différents vecteurs portés sur d, nous obtenons les vecteurs X' Y7

équipollents de première espèce aux vecteurs XY, dont l'extrémité Y'
décrira une autre droite d!.

La droite d! est appelée parallèle de première espèce à la droite d\ elle
est telle que tout vecteur porté sur d' est équipollent de première
espèce à un vecteur porté sur d.

Les droites parallèles de seconde espèce à une droite donnée se défi-
nissent de la même manière.

Il en résulte qu'il existe deux espèces de parallélisme pour les
droites et que, pour chacune de ces espèces, on a les propriétés sui-
vantes :

i° Toute droite est parallèle à elle-même ;
2° Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre

elles ;
3° Par tout point pris hors d'une droite, il passe une droite paral-

lèle et une seule.
Une quatrième propriété sera établie dans la suite.

THÉORÈME. — Dans une congruence de Clifford, les droites sont paral-
lèles de première espèce si elles s*appuient sur deuoû génératrices de la
première famille, et elles sont parallèles de seconde espèce si elles s ap-
puient sur deux génératrices de la seconde famille.

En effet, une congruence de Clifford, composée de droites s'ap-
puyant sur des génératrices de première espèce, a pour équation

AXmBY.
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Multiplions chaque membre à gauche par B~1 et à droite par X"""1 >
il vient

(22) YX-1 = B-*A.

Cette équation permet de déterminer les coordonnées du point Y
sur la droite de la congruence passant par le point X ; le point Y étant
conjugué du point X.

Nous voulons montrer que les droites de cette congruence jouissent
des quatre propriétés du parallélisme.

i° Toute droite est parallèle à elle-même.
Sur la droite déterminée par les points X et Y, un troisième point

quelconque X' peut être déterminé par la relation

X' —XX + f/Y.

où X et \i sont des constantes.
En exprimant Y en fonction de X, d'après (22), l'expression

devient

(23) X'urÀX-f-fzB-^AX.

Portons à partir de X7 un vecteur X'Y' équipollent à XY-, celui-ci
doit satisfaire à la relation

ou
Y'=B-*AX',

et en remplaçant X' par son expression (23), on a

Y/r=: X B-* AX + p. B-* A ( B-1 AX ).

Introduisons le quaternion inverse du produit B~' A, en posant

B"1 A 4- A"1 B = une con stante c ;
par suite,

Y'= >B-*AX -+- n{c - A-*B) (B-1 AX) = (l 4- p.c)Y - JULX

Ainsi, l'extrémité Y ; du vecteur X'Yf équipollent à XY est située sur
la même droite XY que son origine X'.
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2° Par un point X', pris hors d'une droite d, passent deux parallèles
à rf, Tune d' est parallèle de première espèce et l'autre d" est parallèle
de seconde espèce.

A la droite AB correspondent deux congruences de Clifford définies
respectivement par les équations

AX^BY et

Par un point X, traçons une droite déterminée par un second
point Y, conjugué de X, dont les coordonnées sont données par

ou par

Fig. i.

suivant que Ton considère cette droite comme appartenant à la première
ou à la seconde des congruences (fîg. i).

Par le point X' pris en dehors de XY, portons un vecteur X'Y'



équipollejit de première espèce au veoteur XY, Fextrémité Y; est
déterminée par

Cette droite d\ parallèle de première espèce à la droite d, appar-
tient à la congruence de Clifford

AX = BY.

Par le même point Y, portons un secteur VY" équipolient de

seconde espèce au vecteur X~\ ; son extrémité "Y" sera définie par
Fexpression

Cette nouvelle droite d", déterminée par les deux points X' et Y"esl
donc parallèle de seconde espèce à rf, elle appartient à la congruence
de Clifford

W=iYB.

En outre, par un point quelconque ne passe qu'une seule droite
appartenant à Fune des congruences.

3° Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre
elles.

Par le point X, menons la droite XY qui appartient à la congruence
de Clifford

k\ = BY.

Menons par le point X' pris en dehors de XY la droite X'Y' dont le
second point Y', conjugué de X', est déterminé par la relation

Y'=-B-* \V.

Cette droite X' Y7 est parallèle de première espèce k XY\ car Fon a

Y\ imY'V-^B-1 \ .

Enfin, par le point X" pris hors des deuv droites précédentes,
menons une troisième droite X"Y" dont le second poinl V est donné
par
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cette droite est parallèle de première espèce à XY, car

Y'X'-^YX-^B-'A,

mais elle est aussi parallèle de première espèce à X' Y'? puisque

Y'^"-1 —Y'X'-1.

4° Deux congruences de droites parallèles de même espèce sont
isogonales.

Par le même point X, faisons passer deux droites. Tune appar-
tenant à la congruence de Clifford correspondant à la droite AB,
l'autre à la congruence qui correspond à A ;B'.

La première droite XY est déterminée par le point X et par le
point

Y = B-*AX,

et la seconde droite XY' par le second point

Y'=B'-*.A'X.

L'angle des deux droites est donné par le produit scalaire

( )

Or
YYf-i = B-1 AXX^A'^B' et Y'Y-1^: B'-1 A'XX-1 A-*B.

Comme le produit XX~~* est égal à l'unité, il vient

YY'-i + Y'Y-* — B-^AA^B^H- B'-1 A'A^B.

Cette expression étant indépendante de X, onen-conclut que l'angle
des deux droites ne dépend pas du choix du point X ; par suite, les deux
congruences sont isogonales.

Il est facile de calculer la valeur de cet angle

2cos(XY. X/Y0 = YY^ + Y / Y^=2( j 0 y o + r i / 1 +j 2 j ; + 73y3).

Remplaçons les coordonnées yx par leurs valeurs (18) exprimées au
moyen des xn il vient

COS(XY, X /Y /) = (Jp
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puisque tous les coefficients de xtxj sont identiquement nuls et que

6. Vespace elliptique à trois dimensions, considéré comme espace du
groupe des rotations de Vespace euclidien. — Considérons dans l'espace
euclidien un corps solide S mobile autour d'un point fixe O ; il a donc
trois degrés de liberté.

Soit un point M de ce solide, ses coordonnées x,y, z sont rapportées
à un trièdre To dont le sommet coïncide avec le point fixe O. Par
rotation, le point M vient en M7(a/, y\ z') ; sa distance à l'origine étant
conservée, on a

^2 + y% + z% __ xfi _}_ y i + z'i9

Cette relation peut aussi s'écrire

(24) (œ'-x)(x'+x) + (y

Parmi ces six formes linéaires, considérons x'-+-x, yf-\-y, z'-j-z
comme indépendantes • les trois autres peuvent s'exprimer linéairement
au moyen de ces trois quantités. Les coefficients se déterminent en
portant les expressions de x' — a?, y'—y, z! — z dans (24); il vient

x' — œ = b(zf -h z) — c(y'-h y),

y'— y — c(x'-^- x.) — a( z'-h z),

z'— z~a(yf-\- y)~— b(xf-hx)%

que Ton peut écrire

x'— bzf-\- cyf^=zx~\- bz— cy,

(2S) y'—cxr-{- azf= y + ex—azy

z'— ay''-H- bx! — z H- ay — bx.

Cette transformation représente une rotation du corps solide autour
du point fixe O.

En effet, le déterminant des coefficients de xr\ y', z' est

1 + a2 -4- b2 + <?2

différent de zéro; par suite, les coordonnées a/, j ' , z' s'expriment au
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moyen des coordonnées initiales x, y, z\ de plus, on vérifie que la
distance au point fixe n'a pas varié.

Introduisons les coordonnées homogènes dans cette transformation
et posons

(26) pzrCOS- y À = (Z COS— > U. — 6 COS - ? V = C COS - l
V ; r 2 2 r 2 2 '

X, |x, v sont les composantes du vecteur sin - porté sur Taxe de la
rotation A; la transformation (25) s'écrit alors

(27)
pyr— VX'-\~ X ^ r = p j K + VX —

p z'— \y'-\- ixx'=p z + Âj —

X 2 + p.2H- v2-+- p 2 = i .

Si p change de signe, la rotation reste la même. X, jx, v, p peuvent
être considérés comme les coordonnées homogènes d'un point dans
Fespace elliptique à trois dimensions, Le point O correspond à la fois
à la position initiale So du bolide et à la transformation identique. A
chaque position S du solide, on fait correspondre une rotation R qui
amène So en coïncidence avec S et par suite un point représentatif
dans Fespace elliptique. Donc Vespace elliptique à trois dimensions peut
être regardé comme Vespace du groupe des rotations.

Les formules (27) se simplifient à Faide des quaternions; posons à
cet effet

X ~ x

A =zp -f-1 el-
Jr p. e 2 -h v e3, ou | A | = i .

La transformation (27) s'écrit alors

(28) X'AzzzAX,

cette égalité représente doncFeffet d'une rotation sur le corps solide S.
L'égalité supplémentaire fournie par les parties scalaires

}xf-h ixyf~{- vzfz=lx -h [iy 4- v£

signifie que l'axe de rotation est perpendiculaire à la droite de jonction
des positions extrêmes du point transformé.

THESE VANEY



La composition des rotations peut alors s'effectuer simplement au
moyen des quaternions. Soit à composer les deux rotations A et B qui
donnent les transformations

X'A —AX,

Dans la dernière relation, multiplions à droite chaque membre par A,
il vient

puis posons BA = C; C es! la rotation résultante des deux premières,
elle fournit en effet la transformation

Suivant les axes de rotation, on distingue dans la représentation
analytique des rotations entre la rotation absolue et relative. Rempla-
çons le solide considéré précédemment par le trièdre mobile T dont la
position origine est To. On peut représenter le trièdre T par le qua-
ternion U qui définit la rotation permettant de passer du trièdre To

au trièdre T. Faisons subir au trièdre T la rotation A pour l'amener
en T/#, d'après la règle de composition des rotations, la rotation résul-
tante est
(29) U'=,AU5

A est le quaternion qui définit aiialytiquement par rapport aux axes
du trièdre fixe To la rotation subie par le trièdre T. On peut donc
regarder A comme le symbole d\ine rotation absolue.

Mais si la rotation est définie analytiquement par rapport aux axes
mobiles du trièdre T, au moyen du quaternion B, le passage de U à
U'se fait d'une autre manière. Il existe une rotation d'ensemble qui
amène T en To et en même temps T' dans une autre position T\, de
façon que

U-1U'=B,
d'où
(30) U'zzrUB;

B est le symbole d'une rotation relative.



Effectuons une rotation absolue A suivie cTune rotation relative B,
U devient par la rotation absolue A

U7 subit ensuite la rotation relative B

Le même résultat s'obtient en commençant par donner à U prie
rotation relative.

7. Interprétation cinématique des deux espèces de parallélisme de
Clifford. — Un point de l'espace elliptique à trois dimensions corres-
pond à Tune des positions d'un solide S mobile autour d'un point fixe
O dans l'espace euclidien; une droite est l'ensemble des points qui cor-
respondent aux différentes positions du solide se déduisant d'une posi-
tion donnée par une rotation continue autour d'un axe donné. Toute
droite XY peut être représentée par la position ( \ ) du solide, qui cor-
respond à l'un des points X de la droite, et par l'axe OR de la rotation
qui donne les autres positions ^\") correspondant aux autres points Y
de la droitp.

La distance de deux points X et \ est déterminée par le module du
quaternion représentant le vecteur OR dont la longueur est la moitié
de l'angle de la rotation qui amène (X) en (Y). Par suite, l'angle de
deux droites issues de X est égal à l'angle des axes de rotation corres-
pondants.

Soient Sv et SY deux positions du solide S; Xet"\ leurs points repré-
sentatifs et soit A la rolation absolue qui permet d'amener Sx sur Sv;
d'après (29), op a

YX-1 = A.

Or deux vecteurs XY et X'Y' sont équipollents de première espèce
si l'on a la relation (20)

Y\-1 = Y/X'-1,

on en déduit que c'est la même rotation qui permet d'amener Sx sur S¥

et SXr sur SY/. Donc deux droites sont parallèles de première espèce si
les axes des rotations correspondantes occupent la même position dans
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l'espace. Par suite, la rotation absolue A représente toutes les transla-
tions

Y = AX,

de première espèce dans l'espace elliptique à trois dimensions, c'est-à-
dire tous les déplacements qui transforment les droites d'un faisceau
parallèle de première espèce en elles-mêmes.

Supposons maintenant que SY se déduise de Sx par la rotation rela-
tive B ; on a alors la relation (3o)

Yz^XB ou X-1Y=B.

Or les deux vecteurs XY el X'Y7 sont équipollents de seconde
espèce si leurs extrémités sont liées par (21)

Comme on sait que XX', Y Y' sont équipollents de première espèce,
il en résulte que c'est la même rotation qui amène à la fois Sx sur Sx,
et SY sur SY,; donc Sx est placé par rapport à Sv de la même manière
que Sx, par rapport à SY. Les deux rotations qui amènent la première
SK sur SY et la seconde Sx, sur SY, sont bien égales, mais leurs axes sont
différents-, Taxe À de la première a par rapport à SY la même position
relative que l'axe A' possède par rapport à S r . Imaginons deux obser-
vateurs dont l'un est placé par rapport à Sv ou à SY de la même
manière que l'autre par rapport à Sx, ou à SY,; les deux rotations qui
amènent d'une part Sx sur SY et d'autre part Sx, sur SY» sont égales
pour ces observateurs.

Deux droites seront donc parallèles de seconde espèce si les axes À
et Af des rotations correspondantes occupent la même position dans le
corps solide. Par suite, l'expression

représente dans l'espace elliptique toutes les translations de seconde
espèce, qui sont les déplacements de l'espace transformant les paral-
lèles de seconde espèce en elles-mêmes.

D'une manière générale, tout déplacement dans l'espace elliptique
peut être considéré comme la résultante d'une translation de première
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espèee et d'une translation de seconde espèce; cette résultante est
indépendante de Tordre de combinaison des deux translations et ell^
s'exprime au moyen de la relation

Y=:4XB.

CHAPITRE IL
LE PARALLELISME DANS L ' E S P A C E A SEPT DIMENSIONS.

8. Les éléments de cet espace. — Dans l'espace projectif à sept dimen-
sions, chaque système de valeurs mxQ, ma?o . . ., ma?7, à Texception
de celui où toutes les valeurs s'annulent à la fois, désigne un point. Le
facteur m étant une constante arbitraire^ on peut le choisir de façon à

avoir la relation V ^ = i entre les coordonnées du point.
0

Les systèmes de valeurs qui satisfont à l'équation linéaire et homo-
gène

dont les coefficients at ne s'annulent pas tous en même temps, repré-
sentent un hyperplan ou une variété plane à six dimensions ; cette
relation contient au plus 7 paramètres. Si deux équations linéaires et
homogènes ou deux hyperplans possèdent oo5 systèmes de valeurs
communes, elles représentent alors une variété plane à cinq dimensions.
On définirait de même des variétés planes à 4? 3, 2 dimensions. Six
équations linéaires et homogènes déterminent une droite, qui dépend
de 12 paramètres. D'une manière générale, une variété plane à
p dimensions est définie par (7—p) équations linéaires, contenant
(p -f- 1) (7 —p) paramètres. Aussi la variété plane à trois dimensions
est déterminée par quatre équations linéaires contenant 16 paramètres.
L'absolu de cet espace elliptique est une quadrique imaginaire à coeffi-
cients réels, qui peut être engendrée par une variété plane. On sait
que la dimension maximum des variétés planes qui se trouvent sur une
quadrique de l'espace à n dimensions est si n est impair et
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ûi n eit pair (')* Donc, dans l'espace à sept dimensions^ les plans
générateurs de l'absolu sont au plus à trois dimensions.

On peut aussi s'en rendre compte de la manière suivante : soit p
le nombre de dimensions de plans générateurs, l'équation de ces
plans contient p variables indépendantes et (JO + I ) (7—p) para-
mètres. Ceux-ci se déterminent par identification au moyen des

- (/> -+- ï)(p + 2 ) coefficients de la quadrique. Pour avoir des solutions

différentes de zéro, il suffit que le nombre d'équations soit inférieur au
nombre de paramètres à déterminer, par suite

d'où

9. Plans générateurs a trois dimensions de l absolu. — En coordon-
nées ponctuelles et homogènes, l'équation de l'absolu peut s'écrire en
annulant une somme de huit carrés

( 3 2 )

qui devient, si l'on introduit les coordonnées isotropes,

(33)

( 34 ) U± VL "f" ^2 ̂ 2 "h «3 ̂ 3 "H W4 ?/ = O.

Pour déterminer toutes les variétés planes à trois dimensions qui se
trouvent sur l'absolu, nous distinguerons cinq cas suivant les relations
qui lient les coordonnées des points de l'absolu.

PREMIER CAS. — Les ut ne sont liés par aucune'relation. — Les quatre

(!) E. BERTINI. Ëin/uhrung in die projektive Geometrie mehrdimenswnaler
Baume (Wien, 1924)-
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équations de la Variété plane à trois dimensions la plus générale sont :

i\z=z aliu1-i- avlut-\- als«/3-+- a,lKiiir,

Les 16 paramètres atJ peuvent être déterminés par la condition que
les coordonnées vt vérifient l'équation de l'absolu

2* lft{ CClv It± -+- Ctl2 11% ~\- Œli> II , - j - öfï/(i f/A ) = r r O ( l : = I , -> , 3 , 4 )•

On en déduit

Introduisons un paramètre d'homogénéité en écrivant — au lieu
de al3\ les équations devienneni

(35X

Par addition des trois dernières relations, après multiplication par
des constantes appropriées, il vient

< ( Cl^t "+- «4 2 ^ + «20 ^ ) = ( aiï « J* + « Jl «42 + «41 «2 0 « lï

et si l'on introduit un nouveau paramètre e' au moyen de la relation

( 3 6 )* a 2 1 au - h <231 a 4 2 -4- <27) x a 2 3 = — c e ' ,

on obtient l'expression d'une \ariable M en fonction de trois des
variables p,

( 37 ) —c'u±=z au P2 -f- a42

Pour simplifier l'écriture de ces huit paramètres, posons

aZi = a^ anz=a2) ai2 = a^ c —a,„,



Ces paramètres sont liés par la relation (36), qui s'écrit alors

(38) a1bi~)~ a2bz-^- a^b^-ir a,rb,f = o.

Combinons trois à trois les équations (35) comme nous Pavons fait
pour obtenir la relation (37), introduisons ensuite les nouvelles nota-
tions pour les paramètres, nous obtenons les huit équations suivantes
qui représentent un plan générateur de l'absolu :

— aKp2 —

^u^ — a 2 w3 H- b±ulr = o ,

3u x -f- a4uo -\- b2u^=r o,

a^v^-A- b1u1 -h b2u2 -f- ^ w ^ o ,

^3 = 0 .

l^esparamètres at et 6t sont liés par la relation (38). Les quatre der-
nières équations se déduisent des quatre premières par le changement
des at en bt et des ut en vt.

DEUXIÈME CAS. — Les ut sont liés par une relation. — Dans ce cas, la
variété plane peut se représenter par les équations

<4o)
ç1 =1 b±1 ux H-

v2 z= b2l u^ -\-

Pour déterminer les paramètres, substituons ces valeurs dans
Féquation (34) de l'absolu, il vient

= 0, -f- a3 = o.



Les équations (4o) se ramènent aux suivantes

cu,r~
4-

Combinons deux à deux les trois dernières relations et posons

il vient
(X> ) rA CCA ri) ^ 4 9, ^ A* CCo — O «

De ces trois nouvelles équations, on déduit encore une relation ne
contenant que les v% :

b21 Pi 4 - bo± P 2 4 - bi2 p, — crvlr = o.

Introduisons comme nouvelles notations des paramètres

par suite, la relation (4i) s'écrit alors
( h 2 ) ci A b* 4 - dc) b« 4 - ci 3. b 4 - ci, b, =z o .

Finalement, le plan générateur est représenté par les huit équations
suivantes :

(43)

a 4 v>

— a^ 2 — bo

H- Clt P4 =rr O,

H- a2 p, = o,

+- a p, z=r o,

— b} a 3 •==. o ,

— 6 4 M 2 ~ O,

— ^/f ̂ i = o.

2 p 2 4- 63 Ps —

Remarquons que, pour passer des équations (3g) aux équations (43)>
c'est-à-dire d'un plan générateur à l'autre, il suffît de remplacer vA

par —uk et uh par —v t , en outre a^ a^ az respectivement par

THESP VA1NEY



TROISIÈME CAS. — Les ut sont liés par deux relations. — Les équations
générales de la variété plane sont alors

" , = û d | « 1 + «3 2 W2'

a23

Pour que le plan soit sur l'absolu, il faut que

a, , = a22 = o el atJ 4 - ay , = o

Les équations se réduisent alors aux suivantes :

(44) = a/n u±

ç2=z— a \ jUi— — dh 2 v,,

dont on pourrait déduire quatre autn s équations.
Mais ce plan n'esl qu'un cas particulier du plan obtenu dans le pre-

mier cas. En effet? dans les équations ^39), faisons ah = o7 il \ient? vn
ne considérant que lê  quatr(k équalions qui se trouvent au milieu du
système^

ùl u^ -h b1ul -l- bjt = 0 ,

v, ~ o.

En supposant
rapport à uh^ u^
équations (44)?

(43)

o, résolvons ces équations respectivement par
,, puis rangeons-les dans le même ordre que les

b{ b}
il — — -^ u, - ~ •

bft b2 ax

Or, ces équations (45) sont identiques aux équations (44),



lesquels on a

b, bx «2

5".'
« 4 | i * «A'S î.

QUATRIÈME CAS. — L^s */z .TOTIÊ liés par trois relations. — Les équations
d'une variété plane à trois dimensions sont alors

pour que le plan soit situé sur Tabsolu, il faut que les paramètres satis-
fassent aux conditions

Les équations se réduisent à

(46)

u2= alxu„

u i=2 a i x u u

u„= a'4lM„
v> zzz— et! y. v> — a a, v» — a\ , vL.* 3 l ! . \ yt-

Mais ce plan générateur n^est qu'un cas particulier du plan obtenu
dans le deuxième cas. En effet, donnons aux paramètres des équations *
(43) les valeurs particulières suivantes

et supposons bi je. o, les équations (43) s'écrivent alors
b.

(4?)

Un •=• T-i

lh— Tl/i

11, = — T- i

bk
V \ , K9 -^ Ko —f— "7"**

d̂ où Ton déduit les autres équations. Si l'Qn pose maintenant

#i à? bh
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on voit immédiatement que les deux systèmes d'équations (46) et (47)
sont équivalents.

CINQUIÈME CAS. — Les ut sont liés par quatre relations. — La variété
plane a dans ce cas pour équations

(48) M1=M2=«,= a4=o;

l'équation se trouve alors vérifiée, quelles que soient les valeurs
attribuées aux vt.

Or le plan générateur du cinquième cas n'est qu'un cas particulier
du plan du premier cas; en effet, annulons dans les équations (39)
tous les coefficients sauf bk différent de zéro, elles se réduisent aux
équations (48).

De cette étude, il résulte que tous les plans générateurs de l'absolu
se déduisent de deux cas généraux qui sont les deux premiers cas
étudiés et représentés respectivement par les équations (3g) et (43)-
Désignons le premier plan par P^ et le second par P~ et introduisons
maintenant dans leurs équations les coordonnées œt.

Considérons le système d'équations (3g) qui représente P*, addi-
tionnons et soustrayons les membres de gauche des première et cin-
quième équations, des deuxième et sixième équations, etc., il vient

(4g)

— aKPj 4- biu±-4- a3u2— b,tç2 — a2 w34- b2v3-4- bxufr — a± v} = o,

A ces équations, il faut encore ajouter

(5o) aib1-\- a%b<>-i- a^b^-V- aKb/f=ï0.

Remplaçons maintenant u, et vt par leurs expressions (33) et posons
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La relation (5o) devient

(5a) «1 + tf-t. a*+ «i+ «*+ a*+ **•+• <x* = o,

et les équations (49) du plan générateur P* s'écrivent alors après avoir
séparé la partie réelle de la partie imaginaire :

(PJ)
(53)

: o,

o,

o,

o,

Opérant d'une manière analogue sur le système (43), on obtient les
équations du plan générateur P~.

(54)

a1x1 — a^xt -f- a3

a2x1— <XiX2-h aox^-i- oc7x^— a&xb

ahx1-
Jr oc&x2-h a7x^— oc0xk— « ^ 5

Si Ton fait varier les paramètres7^ ces plans, on obtient ainsi deux
familles continues de plans générateurs ; il reste à montrer que ces deux
familles sont distinctes. Il sera possible de les distinguer à cause du
signe des coefficients des variables 3?, dans les formes linéaires tirées des
équations du plan générateur.

Chacun de ces plans est défini par quatre équations linéaires en x0,
Xn, . . . , x-i à coefficients imaginaires. Soient

(55) Ui=o, U2=o, U3=ô, U4=o

ces quatre équations. Désignons par U,, U2, U,, U4 les formes
linéaires obtenues en remplaçant les coefficients de xt par leurs con-
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jugués. Considérons le déterminant A formé par
dans les formes

coefficients d^ œ

u4, u2, u3, 2, ü v

prises dans Tordre indiqué. Ce déterminant est réel; en effet, le déter-
minant A, imaginaire conjugué à A, est égal à A, car il provient de
celui-ci en échangeant la première ligne avec la cinquième, la deuxième
avec la sixième, la troisième avec la septième, la quatrième avec la
huitième ligne, donc

Cette égalité n'a lieu que si la partie imaginaire est nulle.

THÉORÈME. — Le signe du déterminant A est un invariant pour le plan
générateur.

Remplaçons les équations (5^) par quatre équalions équivalentes
quelconques

Elles représentent le même plan générateur, c'est pourquoi les
formes linéaires V, s'expriment linéairement au moyen des foripes U,

2nr r21lij -t- r22

, = rn U, + rv

z d'oii Ton déduit

T 4-

Or, le déterminant A, de ces nom elles fondes linéaires s^obtient en
multipliant le déterminant des formes TJ, par le déterminant des coef-
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cients de la substitution (5?); ce dernier s'écrit

Donc

O

o

o

o

O

o

o

o

O

o

o

o o

o

o

o

o

o

o

o r.

IJ

! I

f -,

O

o

o

o

( . t>

o

o

o

o

o

o)

o

o

Puisque le facteur o o est positif, A, a le même signe que A; ce signe
est dpnc bien un invariant pour le plan générateur.

THÉORÈME 11. — Le signe du déterminant A est positif pour U plan
générateur P^ et négati f pour P^.

Dans chaque famille, le signe du déterminant A ne peut pas varier
par raison de continuité; il suffit donc d'examiner le signe du détermi-
nant pour chaque famille dans un cas particulier très simple.

Prenons, par exemple, les équations (48)

qui définissent un plan générateur de la première famille

i^ûÛQ — ix^z=z o, 1 ^ = ^ 2 — ^ 3 =

Le déterminant
i

O

o

0

i

0

o

0

As

i

o

o

o

—

o

o

o

'écrit
o

i

o

o

/ 0

i

0

o

alors
o /
i

0

o

o
— j

0

0

o\

o

I

o

o

0

I

0

o

o

i

o

o

o

— i

0

o

o

o

I

0

o

o

I

o

o

0

i

0

o
o

o,
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Le déterminant A des plans générateurs de la première famille est
donc positif, d'où la notation P*.

Choisissons comme plan générateur de la seconde famille celui que
Ton obtient en annulant les paramètres a[,o a3i et a'41 dans les équa-
tions (46). Celles-ci deviennent

f̂  — O , M2rzzO, M 3 = O , W 4 = O .

Les formes linéaires sont

et le déterminant des coefficients est égal à

A = — 1 6 .

Tout plan générateur de la seconde famille est donc caractérisé par un
déterminant A négatif, ce qui explique la notation P 3 .

10. Représentation des plans générateurs au moyen des octaves de
Graves-Cayley. — L'expression analytique des plans générateurs se
simplifie grâce à l'introduction des octaves de Graves-Cayley.

Les octaves constituent un système de nombres complexes d'ordre
huit, qui généralise les quaternions. La multiplication des octa\es^
comme celle des quaternions, n'est pas commutative, mais elle n'est
pas non plus associative.

Considérons huit unités i, <?,, e2j . . ., e- qui satisfont aux règles
suivantes de la multiplication :

(58)
,i = i, 2, 3. 'i, 5, 6, 7).

Un octave est un nombre complexe de la forme

A = a o + 2 a ^ (* = i, 2, 3, 4, 5, §, 7),

où a0 et aL sont des quantités réelles ou complexes.
Le module de cet octave a pour expression
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Le produit des deux octaves

7

X = #0+2^*1 e t ^=
1

est uri octave

qui a pour module le produit des modules des deux facteurs

L'octave conjugué est défini par la relation

7

1

de telle sorte que
À A z=z A A z=zal~\- a\ -K ..-4- a\.

Deux octaves sont inverses Tune de l'autre lorsque leur produit est
égal à l'unité.

Soit A~~1 l'inverse de l'octave A, on a simultanément les équations

AA-1-! et
d'où

Z J a*g*

Si l'octave est unimodulaire, son conjugué est identique à son
in\ erse.

La règle de la multiplication des unités et montre qu'un produit de
plusieurs octaves n'est ni commutatif, ni associatif; en effet

{e»e ) ^ 7 = e2e7~—<%,
tandis que



Cependant, l'association de deux facteur est possible dans le pro-
duit suivant de trois facteurs

= o,% ? a, . . . , 7 ) ,Un point X, quia pour coordonnées homogènes
peut être représenté par l'octave

\ —

THÉORÈME. — A tout point A pris sur Vabsolu, dont les coordonnées
seront considérées comme paramètres, correspondent deux plans généra-
teurs a trois dimensions et de familles différentes. Leurs équations sont

X A •=. o, pour le plan de la prem 1ère jam il le ;
AX — o, pour le plan de la seconde famille :

les produits doivent être effectués en tenant compte de V ordre des f acteurs.

En offet, chacun de ces produits effectués et annulés donne lieu à
huit équations linéaires ot homogènes dont 1rs solutionsxk déterminent
un point sur l'absolu.

Posons

et

X— ^0-

{mod A =

xkek,

effectuons les produits X A et AX et annulons les coefficients respectifs
dos unités eh il vient

(r>9)

a^xh

x 4- a^x*—



et, pour le second pfodmt,

(PT)
\X —o

(60)

a±x0-+- aoxi

^— axxh

fi ' ' £^*7 dL"J O ».

a x& — axx1z==:

a r 0 — f l , ^ —

i -h axx^-\- acx^-^ aox — a r —

x — a % H- rr^r^-h q x -+-nor —

1 H- c^Xv— a x -A- a / -1- asx H-

-+- ^̂  *r —a r H- a, r +

Si Ton peut identifier chacun de ces systèmes d'équations à l'un des
systèmes (53) ou (54), il ̂ era ainsi prouvé qu'ils représentent les deux
familles de plans générateurs de l'absolu.

On passe des formules (53) aux formules (59) en remplaçant

par

r0 r, x9 % rn r f a{) — rtl —a — a, — a — a a — a{

La substitution effectuée sur les x a poui déterminant + 1 ; donc le
determinant A du système ( 5g) est positif comme celui du système (53),
Par suite, (5g) représente un plan générateur P de l'absolu.

On passe de (54) à (60) en remplaçant

par
— x s T —7 —T r f — a

a, a

a,

Le déterminant de la substitution sui les x est encore + 1 ; le
système (60) conduit donc à un déterminant A qui a le même signe qî e
celui du système (54); il représente un plan générateur P3 de Tabsolu.

Comme exemple, choisissons une valeur particulière du paramètre A
en prenant le point représenté par Foctave

À ce point correspondent les plans générateurs suivants

et e 0 4-



dont les développements fournissent les quatre équations

XA=o(Pî)
7=z o,

(61)

et

(62)

Le déterminant À des formes U4, U2> U3, U4, U4, Ua, U3> UA de
XA = o s'écrit

= + 16

A —

I

JO

O

0

1

o
o
0

e I

I

o
o
o
I

0

o
o

— I
0

o
0

I

o
o
o

K X —

— I

o
0

o
I

o
o
o

o
I

0

0

o
I

o
0

= o

o
I

o
o
0

1

0

o

o
0

I

0

o
0

I

0

o
0

I

0

o
0

I

0

o
I

o
0

o
— I

o
1

o
— I

0

o
o
I

0

o

0

o
o
I

o
0

o
I

o
o
o
I

o
o
o
I

o
o
o
I

o
o
o

— I

o
o
o

— I

o
o
o
I

o
o
I

o
o
o

— I

0

o
0

—-I

o
o
o
I

o

= —16.

Cet exemple confirme que le plan générateur XA = o appartient
à la première famille P^ et le plan A X ~ o à la seconde famille P~.

11. Propriétés des plans générateurs. Première propriété. — Deux
plans générateurs P, de la même famille n'ont en général aucun point
commun. Ils ont une droite commune si les points correspondants qui
les définissent sont conjugués.
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En effet, soient deux points A et B différents auxquels correspondent
deux plans différents P3

H de la première famille,

XA=ro et XB=o.

Supposons le point Xo commun à ces deux plans, il vérifie alors les
deux équations

X0A —o et X0B = o.

Ces équations montrent que les points A et B sont dans le
même plan générateur de la seconde famille, défini par le point Xo.
La droite A et B est tout entière sur l'absolu, par suite

ou
A A + >2BB -h X(BA + AB) = o.

Les points A et B étant sur Tabsolu, les deux premiers termes
s'annulent, il reste

BA-f-AB — o,
ou

donc les deux points A et B sont situés dans le même hyperplan tangent
à Fabsolu et ils sont conjugués.

D^une manière générale, les propriétés dés plans générateurs peuvent
se démontrer en se basant sur la remarque que toutes les propriétés
des plans générateurs ne changent pas si Ton effectue une substitution
orthogonale quelconque qui conserve Tabsolu. Ainsi tout plan de la
première famille peut par cette substitution être ramené à un plan
particulier quelconque de cette famille. Comme plan particulier,
prenons P*, obtenu dans le cinquième cas et représenté par les
équations (48) :

ul — u2 — w3 izn uu — o, les vt étant arbitrait es.

Déterminons son intersection avec un plan quelconque de la même



fàmille P*, donné par les équations (39). Il vient

(63)
f, = O,

j -4-

Si a.^éoj ces équations admettent seulement la solution triviale
^ = 0 . Il n'existe donc aucun point commun aux deux plans généra-
teurs, si leurs paramètres sont quelconques.

Si #+ = o, les quatre premières équations sont vérifiées quelles que
soient les valeurs attribuées à tt. Multiplions alors chaque membre
des 5C

? 6
e et 7e équations, respectivement par t1? f2 et vs et addition-

nons, il vient

En vertu de la dernière équation, le premier facteur est nul, donc vA

peut être quelconque.
Toutes le* autres variables v s'expriment linéairement <kn fonction

de ^, ; il reste alors

x 4 -

Mais en combinant les doux premières équations, on en déduit la
troisième; il n'y a donc que doux équations linéairement indépen-
dantes. L'intersection de s doux plans générateurs < st définie par les
équations

, ~ £/„—a z=zu,zz:o.

(64)
b ^ 2 =^ 2 ^ o —

dans lesquelles les paramètres sont liés par la relation

axd4-4- a 2 6 2 H - z-=. 0.
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Soit 6 3 ^ o ; introduisons les coordonnées homogènes xx\ deux
variables restent arbitraires, l'intersection est une droite.

Soit Z>a = o, tous les it deviennent arbitraires, les deux plans géné-
rateurs sont confondus.

Dans le cas où l'intersection est une droite, les ooordonnees isotro-
piques du point B, qui définit le second plan P*, sont #,, 6,, «2? 6a?

ad, 64, auxquelles on p< ut donner des valeurs quelconques, 6 3 ^ o et
aA = o. Celles (#,, bt) du point A définissant le premier plan sont
toutes nulles, sauf 6 = 0 . On remarque que la relation

1 { a l b l - h a t ù t ) - - o

est vérifiée, c'est-a-dire que les deux points A et B sont conjugués.

Deuxième propriété. — Deux plans générateurs, l'un P^, Tautre P~,
c^est-à-dire de familk s diflerentes, ont soit un point commun, soit un
plan commun à deux dimensions.

Déterminons l'intersection du plan P | donné par les équations (48)
avec le plan P~ repiésenté par le système (4^) '•> il vient

a i ( I- a L ( o ,

a ( H- ao v — o,

(65)

Si aA?éO) les coordonnées v,, v2, v5 s'expriment au moyen de
portons ces valeurs dans la dernièr(k relation, celle-ci s'écrit

Les paramètres at et bi satisfont a la relation

par suite, vh peut prendre utie valeur at*bitraihj.



L'intersection est déterminée par les équations

(66) CL-*

a

Si Ton introduit les coordonnées homogènes xl} on remarque que
ces sept équations ne contiennent qu'une seule variable arbitraire,
donc elles déterminent un point commun aux deux plans P^ et P~.

Si Ton a a / +=o, vh étant arbitraire, il faut aussi que Ton ait
a, = #2 = az — o; l'intersection est définie par les équations

Ces cinq équations contiennent deux variables indépendantes; par
suite, elles déterminent un plan commun à deux dimensions.

Les coordonnées isotropiques du point A qui définit V\ sont
aA = b\ = a2 = b'2 — a\ = b' = a\ = o, et b\ ?é o, celles du point B défi-
nissant P~ sont aA — a2= a^ = a 4 = o, et les bt arbitraires. Par suite?

2(a[ùl-halb
/
t) = o1

les deux points sont donc conjugués.

J2. Congruences de Clifford. — Une congruence de Clifford est
une congruence de droites réelles rencontrant deux plans générateurs
P3 imaginaires conjugués de l'absolu.

THÉORÈME I. — Toute droite de la congruence définie par le plan
générateur P^ de paramètre A + iBpeut être considérée comme joignant
deux points X, Y satisfaisant à r équation
(68) XV = YB.

En effet, soient les deux points conjugués A =t 1B situés sur l'absolu,
et dont les modules sont par conséquent nuls

| A ±: /B |2 =z A2 — B2 ± 21A | B = o.

Cette relation peut être satisfaite en supposant les deux points A
et B comme deux points réels et conjugués :

| A | = 1 , |B | = i et A|Bz=o.

A chaque point A db iB correspond un plan générateur P^ déter-
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miné respectivement par les équations
(69) ( X - i - t Y ) (A - M B ) = O, (X —t"Y) (A — iB)~o.

Si Ton joint un point \ + iY du premier plan au point X — iY du
second plan, on obtient une droite dont les points satisfont à la rela-
tion

\\±i\ \2=\*—Yi±2iX\Y = o.

Par suite, la droite qui s'appuie sur les deux plans P^ passe par les
deux points X et Y, situés dans le domaine réel à courbure unité; ces
deux points sont en outre conjugués.

Des équations (69), on déduit
XA = YB et \B=—YA.

Ces deux relations sont équivalentes; en effet, dans le produit
( \H-A)(A+ iB) = \A —YB -w(YA-f-XB),

si XA = \ B, ce produit est purement imaginaire. Comme les deux
points A et B sont conjugués, le module du second facteur est nul et
celui du produit Test aussi, ce qui entraîne

|
d'où

\B-z-YV.

Ainsi toute congruence de Clifford, définie par les plans P^ de para-
mètre A + iB, est déterminée par Féquation (68)

XA =\B

On établit de même que toute congruence de Cliftord, définie par
les plans P~ de paramètre A + i"B est déterminée par Féquation
(70) AX = BY.

THÉORÈME II. — 4 toute droite réelle déterminée par deux points réels
et conjugués K et M correspondent deux congruences de Clifford, l'une
définie par le plan P | , Vautre par V~^ et réciproquement.

Soient deux points A et B réels et conjugués; à la droite AB, on
peut faire correspondre les deux congruences de Clifford, définies
respectivement par les équations

XA = YB et AX=:BZ.

Supposons le point X donné, déterminons les coordonnées du
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point Y, conjugué de X7 de la droite passant par X et appartenant à
la première congruence^ définie par le plan P*,
(71) Y = (XA)B-1.

Remplaçons A, B? X et Y par leurs octaves correspondants, il vient

n + ^J''^ = * W ^ * ̂  ao + ̂ aie, bo — ̂ b ^ .

Effectuons le produit du second membre en tenant compte de Tordre
des facteurs et de leur non-associativité; identifions ensuite dans les
deux membres les coefficients des en et̂  pour abréger, introduisons les
28 coordonnées plückériennes d'une droite dans l'espace à sept dimen-
sions, en posant

p^zzzdibj— a}bi.

Ces coordonnées^ sont liées par les relations fondamentales

PijPkh -h PikPhj + PihPfk — O.

Il en résulte alors pour les 8 coordonnées du point Y les expressions
suivantes :

o— * (p^—pn—p^
Q«~P

} ' * - - "~ (/>oa — Pu — />>.Î — 7>7o )<ro

+ ( —/>oi +7^2 ~7^r, —Più-

73=— {P».\—Pn—Pi,—Pi,s}^-+-(p01— 7>.{, + 7̂3

+ * + ( —Po»—Pi<>-+-P^ —Pn R»

+ (—7̂ 07 —T7!» —7^^ + 7 ^ 2 ) ^ G + (7>OG -+-7̂ 51 —7̂ 27 +7^:0^7)

+ (^01+7^10—^32 + ^ 7 ) ^ 8 + *

1 "+- (/>oi

.76 = — (POS—P^—- Pw — 7^27)^0+ ( — 7^03+^6—

P0i^Pll^P2Ô^

( — poi-hp±1—

• -+-( —/?oi—J)Vï-Jr-p^—Pvùœ<j-+-(— Pot—Pu — Pz^PiÙ^V

a)^ï^~ (7?07+7?31+/>o/, —P62)^2

^(P01^P^~P&o^P^)^?,^ * +(—./?02— Pu — Pö3-i-^7ö)^7
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Par le même point X, faisons passer une droite XZ appartenant
à la seconde congruence P~; le second point Z, conjugué de X, est
déterminé par la relation

(72) = B-'(AX).

En remplaçant chaque octave par son développement, en effectuant
le produit et en introduisant aussi les 28 coordonnées plf de la
droite AB, on obtient les huit coordonnées suivantes du point Z :

z=z • (pQl -f- p^ -4- _/V>+ Pi

4- (•—/>02 —/>i ;

i~Pn~Pc^

H-(—/>oo •+-ƒ>, )-1-/^7—^43)^4- •

1 +

~p26~/?6ja? l4-(/?o6~^

On remarque que les coefficients des coordonnées j?t ou ̂  sont des
fonctions linéaires des coordonnées p,y de la droite AB correspondant
à la congruence; ils peuvent se grouper on 28 formes linéaires et indé-
pendantes. Par conséquent, étant donnée une congruence, on pourra
toujours déterminer à Faide des coefficients précédents les 28 coor-
données de la droite AB qui correspond à cette congruence et l'on ne
pourra en déterminer qu'une seule.

THÉORÈME III. — Toute congruence de Clifford correspond à une trans-
lation et réciproquement.
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Remarquons d'abord l'impossibilité de représenter les déplace-
ments au moyen d'octaves.

En effet, faisons subir à un point X quelconque un déplacement
représenté par l'octave O, ce qui l'amène à coïncider avec le point X;,

V = 0 \ .

Un nouveau déplacement fourni par l'octave O ; lait passer \ ' en X",

Mais si X subit le déplacement représenté par le produit OO'? il ne
viendra pas en général coïncider avec le point X"; on a

les octaves n'étant pas associatifs. Par suite^ les déplacements repré-
sentés par les octaves ne forment pas un groupe. L'octa\e ne peut
donc pas généraliser le quaternion qui représente, grAce à sa propriété
associative, tous les déplacements dans l'espace elliptique à trois
dimensions.^

On sait qu'une translation est un déplacement dans lequel la vitesse
est constante quel que soit le point. Afin de déterminer les trajectoires
suivies par les points soumis à une Iranslation, prenons un point quel-
conque Y de coordonnées X\ et faisons-lui subir un déplacement dont
les composantes vA de la vitesse s'expiiment au moyen du système de
bivecteurs

d'où

(73) ^ = 2 » ^ ^ * (h A = o, i, 7).

Pour que le déplacement soit une translation, il faut que

X étant une constante. Posons



par suite

ce qui fournit les relations suivantes entre les paramètres

(74) et

= o (siijéj).

Ce vecteur V peul être représenté par un point analytique dont le
carré scalaire est l'unité et par suite égal à la longueur du vecteur; ce
point V est situé dans le plan polaire du point X par rapport à
l'absolu. La droite XV réelle coupe l'absolu en deux points imagi-
naires conjugués V ± iX dont l'un 1 = V -+• iX a pour coordonnées

k\ -f- (k = o, i? . . . , 7) .

Les coordonnées yt dépendent des 8 paramètres œn liés par la
relation 2a?^ = i . Le point Y se trouve bien sur l'absolu ; en effet,

car
V|2= 1 V |*= et

Examinons le cas particulier où les paramètres donnés sont aOi} a23,
ah-iy aQ1 ; la vitesse du point quelconque X a pour composantes

Le déplacement étant une translation, la vitesse est constante et



satisfait à la relation

par suite
#01 = #23 ~ a45 — #67 =

Donc les coordonnées du point V sont

et celles du point Y = V -f- i X,

Montrons maintenant que la trajectoire de tout autre point choisi
sur la droite XV et soumis à la même translation perce l'absolu au
même point Y. Soit le point X; déterminé par la relation

\ ' i z \ cos a -f- ^ bina,

où cosa, sina sont des constantes, de telle sorte que | X! \ = 1. La
vitesse V / = 1 de ce point peut être aussi représentée par le point V;

?

conjugué à X' par rapport à l'absolu. Or la vitesse de X' peut s'écrire

\''= cosa. V -1- sin a ( vitesse de V ).

Comme Xv | V / = o, on a donc vitesse de V — ~ X et

V nz cos cc, \ - - s i n a . X ,

La droite X' V' rencontre l'absolu en deux points dont l'un a pour
expression

\f4- ÏX!-=.— X sina --h \ cosa 4- /(X cosa H- \ sina)
= /X(cosa -h /sina) -j~ \ (cosa -f- /sina) ^=el0C(\ -f- i\ ) .

Les coordonnées de ce point ne différent donc de celles du point Y
que par le facteur constant e'a. Géométriquement, ce point se confond
avec le point Y ; analytiquement, £/a(\7 -j- î\) représente une partie
des points analytiques imaginaires situés sur la droite XV.

Faisons passer par le point X une droite quelconque XX, réelle^ et
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démontrons quç les trajectoires de tous les points de cette droite,
animés du même mouvement de translation, coupent l'absolu suivant
une même droite. Soit X, un point, pris en dehors de la droite XV,
soumis à une translation dont la vitesse est égale à l'unité et qne Ton
représente au moyen du point V,. La droile X, V, rencontre l'absolu
au point \ , = V, + zX,. Tout autre point de cette droite \ , V i ? tel
que

X/, = X1 cos[3 + Y, sin(3,

animé d'un même mouvement de translalion dont la vitesse est repré-
sentée par le point \\, décrit une trajectoire perçant l'absolu au point

qui se confond géométriquement avec le point Y,.
Sur la droite XX,, considérons un troisième point X2 déterminé

par
X.2=zXX ^ X 1 ?

A et [/. étant des paramètres réels, tels que | X21 = i, par suite

| \ 2 | 2 - Z _ : X - h JUL2 f- 2 XjUL COS 9 = T ,

ô étant la distance des deux points X et X,.
Donnons à ce point X2 une translation de vitesse uû? dont le point

représentatif V2 a pour expression

\ 2 = ï\ i-jmV.

La trajectoire X3 V2 coupe l'absolu en

OU

Le rapport j est réel; le module de Y3 est nul, donc le point "Y 2 appar-

tient à l'absolu de même que la droite YY,. Par conséquent X2 décri*

vant la droite XX,, le point ^ 2 décrit la droite Y Y, sur l'absolu.
De plus, tout point de la droite X'Y, animé de la même translation,

décrit une trajectoire s'appuyant sur la droite \ ^ A. En effet, considé-
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rons le point X2 à l'intersection des droites X'X, et X2 V2 (voir fig. 2).
Soumis à la même translation de vitesse V'o, il décrit une traj.ec-

Fig. 2.

toire X2 V, qui coupe l'absolu en un point V\-+- i'X')? dont l'expression
est

V2H-IX'2 = XV'4- /̂ V; + /(XX'-f- tiX'i) = l(V'+ *X')-4-

ou

que l'on peut aussi écrire

Ou en conclut que Y2 se confond avec Y2 et que-ce point Y2 se trouve
sur la droite YY1#

Dans ce qui précède, on a supposé que les trois points Y, Y, et Y2

communs avec l'absolu étaient tous différents; autrement dit, que
deux droites différentes telles que \ V et X, V1 ne coupent pas l'absolu
en un même point.

Supposons en effet que les deux points Y et YA soient confondus,
ils ne diffèrent alors que par un facteur constant p + z'a, par exemple,
mais tel que c2-f- a2 = 1, car sur la droite réelle XV ne se trouvent en
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effet que des points réels et des points imaginaires conjugués. Ces
deux points Y et Y, sont donc liés par

V 1 - 4 - i X 1 = ( p + /(j

d'où Ton tire
Vt = pV-<rX, IVJzzzi,
X1z=cr\ -+- pX, | Xd | = r.

Mais ces deux relations expriment que V< et X, se trouvent sur la
même droite XV; par suite, la droite X, V o contrairement à l'hypo-
thèse, se confond avec XV. Donc si les droites sont différentes, les
points Y et Yi sont aussi distincts.

Il en résulte que si tous les points d'une droite sont animés d'un
même mouvement de translation, les trajectoires décrites par ces
points sont des droites qui s'appuient sur la même droite isotrope de
l'absolu. L'ensemble de toutes ces droites isotropes forme une variété
plane représentée par les équations

(77)

* +<7,22?2-h + fl17^7 + / ^ i ~ o ,

#2i^i * -h a1o)x,-J
r . . .-4- a11x1 4- IJT2=Z o,

• ' 5

a10xQ -h a^Xi H- a12x2-\- * -4-Ï'#7 = O.

Cette variété plane ne dépend que de 6 paramètres réels indépen-
dants. En effet, les points de cette variété sont constitués parles points
•̂ ur l'absolu des droites réelles XV, qui dépendent de 6 paramètres
réels, donc les points de la variété plane dépendent aussi de G para-
mètres réels et, au point de vue complexe, le nombre de dimensions
est égal à la moitié du nombre de paramètres, soit trois dimensions.
Cette variété est un plan générateur P3 de l'absolu.

\insi dans le cas particulier où les trajectoires coupent l'absolu au
point de coordonnées (76), ces droites appartiennent aune congruence
de Clifford s'appuyant sur les plans générateurs PA imaginaires con-
jugués

o,
( 7 8 ) = 0>

1 dz ixb=: o.

THfc.SE VANEY
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Réciproquement, à toute congruence de Clifford définie soit par
Féquation XA = YB, soit par AX = BY, est associée une translation
déterminée soit par le vecteur V = (X4) B~', soit par V — B~1 (AX)
et dont les droites de la congrnence sont les trajectoires.

En effet, les droites de la congruence XA = \ B s'appuient sur deux
plans générateurs P t imaginaires conjugués de paramètres AztzB.
En vertu du théorème précédent, toutes ces droites sont les trajec-
toires d'une translation donl la \itesse en un point V est déterminée
par les coordonnées du point conjugué à \ . Ce point est précisé-
ment "Y qui est défini par

\ =Y = (\A)R '.

Or les composantes de cette vitesse sont données parles expressions
de la page 5o; le système de bivecteurs#?/ s'exprime donc linéairement
au moyen des coordonnées pluckériennes ptJ d'une droite 4B, par
exemple dans le cas de la translation de première espèce

« o i — Pot -P > ~ Pi

13. Les deux espèces de parallélisme de l'espace elliptique à sept
dimensions. — Pour définir un parallélisme, il suffit de définir l'équi-
pollence de deux vecteurs satisfaisant aux conditions du n° 5.

Soient deux points X et 1 représentés respectivement par deux

octaves; le vecteur W est Pensemble des deu\ points, dont Tun X est
l'origine et l'autre \ Fextiémité.

Deux vecteurs W etX ; \ ;sont dits éqaipollentsde première espèce
si Ton a

(79) Y-1-=V-<Y'

et ils sont équipollents de seconde espèce si l'on a

(80) X\-'=X'X!-\

Mais cette première définition peut être généralisée de la manière
suivante :

Ktant donné un octave unitaire A, les deux vecteurs XY et X'Y'
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sont équipollents de première espèce si Ton a

(81) X-1(YA) = X /-1(Y /A)

et ils sont équipollents de seconde espèce si Ton a

(82) (AY)X~1 = (AY/)X/-1.

Si Ton pose A = i, on retrouve les premières définitions (79) et
(80) de Téquipollence de deux vecteurs.

De la définition d'équipollence de vecteurs se-déduit celle du paral-
lélisme de droites. Deux droites sont parallèles de première espèce (ou
de seconde espèce) si tout vecteur porté sur Tune est équipollent de
première espèce (ou de seconde espèce) à un vecteur porté sur F autre.

THÉORÈME. — A chaque octave réel \ , désignant un point fixé une
J ois pour toutes, correspondent un parallélisme de première espèce et un
parallélisme de seconde espèce.

Il suffit de montrer qu'il existe des droil es jouissant des propriétés
qui définissent le parallélisme de première espèce.

Soient deux points X, ^ conjugués, par lesquels on fait passer une
droite appartenant à la congruence de Clifford de paramètres A et U,
s'appuyant sur P^. L'équation de cette droite est

Y \ — \ l .

Par deux autres points X', V conjugués, faisons passer une droite
de la même congruence, elle est déterminée par Téquation

Y'AmX'U.
On en déduit

l = \ ' ( Y A ) - z z V - l ( V A ) ;

ce qui montre que les deux vecteurs XY et X' Y' sont équipollents de
première espèce. Par suite, toutes les droites de la congruence sont
parallèles de première espèce. Il eu résulte immédiatement que les
droites de la congruence AU jouissent des trois premières propriétés
des droites parallèles.

A ce même vecteur AU correspond aussi la congruence

AY = l ! \ ,

dont toutes les droites sont parallèles de seconde espèce.
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Traçons par le même point A un autre \ecteur U7, tel que l'extré-
mité U' soit conjuguée à A. \ ce vecteur correspondent les deux
congruences de Clifford :

YA — XL' et A.Y=U'X,

formées la première de droites parallèles de première espèce, la
seconde de droites parallèles de seconde espèce.

11 reste à déterminer les conditions pour que deux congruences de
même espèce soient isogonales.

14. Isogonalité de deux congruences de Clifford de même espèce.

TnkontME. — Deux congruences de Clifford de même espèce sont iso-
gonales si les droites AB et A'B' qui les définissent sont concourantes.

Avant de démontrer ce théorème fondamental, établissons la condi-
tion pour qu'une combinaison linéaire des coordonnes de deux droites
détermine une nouvelle droite.

LEMME. — Si deux droites ABet \f\V de coordonnées respectives pn et
p'LJ sont concourantes et si A et u sont des constantes quelconques, les
28 combinaisons linéaires ^ptJ -h ^p'(J représentent aussi les coordonnées
d'une nouvelle droite passant par Vintersection des droites AB, A /B / .

La condition est nécessaire. Rn efïot, les 28 coordonnées ptJ et p'
des droites AB et VB' satisfont aux relations fondamentales

V(/h/ )—Pi/P/h "H Pu Phi -t- Pih]>jk~=- O

et

Si les expressions AJO(/-H \^p'tJ sont les coordonnées d^une droite, il
faut qu'elles satisfassent à la relation fondamentale

En développant, il vient
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Les coefficients de A2 et jx2 s'évanouissent, il ne reste donc plus que
la condition

[}U Pkh +~ Pij Pi /*"+" PikPhj ~^~ PikPhj ~^~ Pth Pj k~^~ P th Pj k'=z °*

qui doit être remplie. C'est précisément celle que les coordonnées des
deux droites AB et A'B' doivent vérifier lorsque celles-ci sont concou-
rantes.

La condition est suffisante. — Si les droites sonl concourantes, les
28 combinaisons Ap£/ + \J*p\j représentent les coordonnées d'une droite
qui passe par le point commun à AI> et àA'B'.

Démonstration du théorème fondamental. — \ux droites AB et AB'
de coordonnées respectives joi; elp correspondent deux congruences
de même espèce, définies respectivement par les équations

XA = Y13 et VA'—ZB'.

Par un point quelconque X passe une seule droite de chacune des
congruences, et, à l'aide des expressions de la page 5o, il est possible
de trouver un second point Y ou Z, conjugués à X, sur chacune de ces
droites.

Pour que les deux congruences soient isogonales, il faut et il suffit
que l'angle formé par deux droites de chaque congruence soit indé-
pendant du point X. Le calcul direct de cet angle au moyen des
expressions de la page 5o serait trop long; c'est pourquoi il est préfé-
rable d'utiliser la propriété que possèdent les droites de toute con-
gruence de Clifford d'être les trajectoires d'une translation.

Soient donc deux congruences isogonales et 9 l'angle de ces deux
congruences, V et V' les vitesses de translation du point X suivant
chacune des droites de la congruence (fig. 3),

Vr = '^dalka;h
 V / : z = ^ a\uxi (A ~ o , 1, . . . , 7 ) .

Supposons en outre

Soumettons ce point X aune translation de \itesse V/; donnée par



Texpression

où X et [x sont des constantes quelconques.

Fig. 3.

V

Le carré de cette vitesse de translation est constant, car on a

cos6 étant égal au produit scalaire des deux vecteurs V et V'. Le
vecteur V" représentant cette vitesse de translation est porté par une
droite XV" appartenant à une troisième congruence de même espèce
que les deux autres. Celte nouvelle congruence est définie par une
droite A"B" de coordonnées pfJJ telle que Ton a

\A"=TBff.

Or on sait, d'après le n* 12, que chaque système de bivecteurs aikj

a[k, a"lk s'exprime linéairement au moyen des coordonnées de la
droite qui correspond à la congruence. De la relation

on déduit une relation semblable entre les coordonnées des trois
droites



Mais, en vertu du lemme, pour que les p'tJ représentent aussi les
coordonnées d'une droite, quels que soient "k et JJ., il faut et il suffit
que les deux droites AB et A'B' soient concourantes. Deux con-
gruences isogonales de même espèce correspondent donc à deux
droites AB, A'B' concourantes.

RLCÎPROQUE. — Deux droites concourantes définissent deux congruences
de même espèce qui sont isogonales.

Soient deux droites AB et AB' dont le point commun A est conjugué
aux deux autres B et B/. V la droite VB correspond la congruence de
Clifford

XA = YB

et à AB' la congruence de même espèce que la première, dont l'équa-
tion est

XAzzzYB'.

Par un point X quelconque passe une droite de chaque congruence;
la première est déterminée par le point \ , conjugué à X, ayant pour
expression

\

et la seconde par le point Z, conjugué aussi à X,

Zz=(XA)B /-1.

Le produit XA commun peut être considéré comme une constante
que je désigne par C.

Or, dans l'espace elliptique, la formule

U'=CU

définit un déplacement faisant passer du point U au point U'.
Par suite, les deux relations

Y = CB-J et Z—CB'--1

indiquent que B et B' subissent le même déplacement, et la distance
des deux points B"1 et B!i est égale à celle des deux points trans-
formés Y et Z. Puisque le point A est conjugué aux points B et B', la

distance des points BB' est égale à l'angle BAB', de même la



distance YZ est égale à l'angle YXZ; comme BB==YZ, on en

conclut que les angles BAB' et YXZ sont aussi égaux. Quel que soit
le point K? les droites des deu\ congruences forment des angles égaux.

c. Q. F. o.
Il résulte des théorèmes précédents qu'à toutes les droites issues

d'un point fixe A correspondent des congruences qui possèdent toutes
les propriétés d'un parallélisme. On peut en outre énoncer le théo-
rème suivant :

THÉORÈME. — Vangle que Jont deux congruences de Clifford de même
parallélisme est égal à Vangle des droites correspondantes.

Ce théorème peut au^si être démontré par le calcul direct de l'angle.
Soient deux droites AB et AB' concourantes et de coordonnées res-

pectives j9iy etpfJ ; leur angle 9 est déterminé par

Les congruences de Clifford correspondant à ces droites sont iso-
gonales. Choisissons le point Xo de coordonnées

X0=zi, Xl~XÀz=:. . .z=z^7=:0,

et déterminons les droites Xo Yo et X0Z0 de chacune des congruences.
Les coordonnées Yo et Zo de ces droites s'obtiennent au moyen des
expressions de la page 5o :

{ , - . , 7 )
si 1 on pose

Çoi - ^ Po,l P 1+2,1+1 pl+b,l+2 Pl+5,l+f,

et
Pù,l+7 :=:Po,i'

Les q' se déduisent des mêmes expressions en* accentuant les p.
Le module de chaque point étant l'unité, on peut écrire

Le second terme de cette relation s'annule, parce qu'il est formé par



les relations fondamentales entre les coordonnées pif d'une droite; il
ne reste que

JLp'fj =3 i et aussi ^Pij ^ J •

L'angle des deux droites X0Y0 et X0Z0 est donné par la relation

pns/Y y Y 7 \ "yÇ
cos(A 0 ï 0 , A 0Z, 0 )_

Le dénominateur est égal à l'unité, tandis que le numérateur peut
s'écrire

Or les droites correspondantes AB et AB' étant concourantes, leurs
coordonnées satisfont aux relations

par suite,

cos(x0Y0, X y

donc l'angle de deux droites quelconques appartenant à deux con-
gruences de Clifford de même parallélisme est égal à l'angle des droites
correspondantes.

15. Le principe de trialité. — En résumé, il existe, dans l'espace
elliptique réel à sept dimensions, une infinité de parallélismes se par-
tageant en deux espèces distinctes.

Sur deux plans générateurs P^ de l'absolu imaginaires conjugués et
de la première famille, ayant pour équation

(X-+-iY)(A ±:zB) —o,

s^appuie une congruence de droites réelles. Cette congruence de Clif-
ford définie par la droite AB, A et B étant deux points conjugués par
rapport à l'absolu, a pour équation

KA = YB.

L'ensemble des congruences déterminées par toutes les droites réelles
passant par le point A possède les propriétés du parallélisme -+-, défini
par la relation

(parallelisme -f-) Y~J (XA) = Y' ] (X'A).

THFSB VAPiBY
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D'une manière analogue, deux plans générateurs P~ de l'absolu,
imaginaires conjugués, de même paramètre A + iB, mais de la seconde
famille

(A±iB)(\-f-iY) = o,

définissent une congruence de droites réelles ayant pour équation

AX = BY.

L'ensemble des congruences de Clifford, qui correspondent à toutes
les droites passant par un même point A, forme un parallélisme—,
défini par la relation

(parallelisme —) (AX) Y~i = (AX') Y'-1.

Par suite, à tout point A de l'espace réel à sept dimensions ou d'un
espace auxiliaire correspondent un parallélisme + et un parallélisme —
et à toute droite AB (̂A conjugué de B) correspondent une congruence
de Clifford définie par P^ et une congruence de Clifford définie

L'espace elliptique réel à sept dimensions peut donc être envisagé
comme formé de trois espèces d'éléments différents; chacun d'eux com-
prenant tout l'espace

point, parallelisme -f-, parallélisme —,
ou bien

droite, congruence -h, congruence —.

De chaque théorème de la géométrie projective de cet espace se
déduisent cinq autres théorèmes qui peuvent ne pas être tous différents;
ils proviennent des six transformations que Ton peut établir entre les
trois éléments de l'espace.

Le principe de dualité de ia géométrie projective est remplacé par
Je principe de trialité, à cette différence cependant que les nouvelles
transformations ne sont plus des transformations de contact comme
celles qui se déduisent du principe de dualité:

16. Distance de deux parallélisme s de même espèce. — Le parallé-
lisme étant considéré comme un élément de l'espace qui correspond au
point, le principe de trialité pose donc le problème suivant :
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De même qu'il existe une distance entre deux points, il doit y avoir
aussi une distance entre deux parallélismes de même espèce; le pro-
blème à résoudre consiste à déterminer cette distance.

LEMME I. — // existe une congruence (C j et une seule commune à
deux parallélismes de même espèce.

Soient deux parallélismes de même espèce définis respectivement
par les deux points A et A' distincts. A chacun de ces points corres-
pondent oo6 congruences appartenant au même parallélisme; chaque
congruence est définie par une droite passant par l'un des points. A la
droite commune AA' correspond donc une congruence commune aux
deux parallélismes et, comme il n'existe qu'une seule droite commune
aux deux faisceaux de oo6 droites, il n'y a donc qu'une seule con-
gruence (C) commune aux deux parallélismes.

LEMME II. — Étant donnés deux parallelismes de même espèce ayant (C)
comme congruence commune, il existe dans le second parallélisme une
congruence ( P ) orthogonale à (C) et isogonale à une congruence quel-
conque (F) orthogonale aussi à {C) et appartenant au premier parallé-
lisme.

A chaque parallélisme correspond un point que l'on peut considérer
comme appartenant à un espace auxiliaire; cet espace étant aussi réel,
elliptique à sept dimensions et rapporté à un absolu identique à celui
du premier espace.

Au premier parallélisme que l'on peut supposer de première espèce,
représenté par l'équation

correspond le point A de l'espace auxiliaire; au second parallélisme

X

correspond le point A'de l'espace auxiliaire.
A la congruence commune (C) correspond donc la droite AAf(JIg. 4).

Par le point A, passent une infinité de normales à la droite AA', car
on sait que le lieu des perpendiculaires à la droite AA' est l'ensemble
des droites coupant la variété plane, polaire de AA' par rapport à
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Fabsolu. Soit SA Tune quelconque de ces perpendiculaires, à celle-ci
correspond la congruence (F) orthogonale à (C), le point S étant
conjugué à A, (F) a pour équation

YAzzrXS.

Par le point A' passent aussi une infinité de normales à la droite A A',

cong

con

B
dcms L esiictce

auxiAtcurc

qui s'appuient toutes sur la variété plane, polaire de AA'. Dortc il
existe une normale et une seule SA'qui rencontre la droite SA. A cette
droite SA' correspond une congruence (F')

du second parallélisme, cette congruence (F7) est orthogonale à (G),
puisque SA' est perpendiculaire à A A', et elle est aussi isogonale à (F)
puisque SA' rencontre SA.

THÉORÈME. — Dans deux parallélismes donnés, Vangle de deux con-
gruences (F) et (F')? prises d'une manière quelconque, est constant.

Soient deux parallélismes de même espèce définis respectivement
parles points A et A'. La droite 4A' détermine la congruence com-
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mune (C). Aux congruences F et F' correspondent respectivement les
normales SA et SA' à la droite AA'. Ces deux congruences étant
isogonales forment entre elles un angle G qui est égal à celui des deux
droites correspondantes SA et SA' (fig. 5). Il a pour mesure la dis-

Fig. 5.

tance donnée entre les deux points A et A', puisque A A' est normale
à SA et SA'.

Par suite, l'angle des deux congruences (F) et (Y') est constant,
quelles que soient ces deux congruences (F) et (F7).

La distance de deux parallélismes se détermine donc de la manière
suivante :

Dans Fun des parallélismes, on prend une congruence (F) orthogo-
nale à la congruence commune (C), puis on détermine dans Fautre
parallélisme la congruence (F') isogonale à (F) et orthogonale à (C).
L/angle des deux congruences (F) et (F') mesure la distance des deux
parallélismes.
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Dès lors, il est possible de déterminer la variation de la distance de
deux parallélismes de même espèce si les points qui les définissent
décrivent deux droites gauches.

THÉORÈME. — Deux congruences de Clifford non isogonales ont soit
deux congruences orthogonales, soit une infinité.

Considérons en effet deux congruences A et A' définies respective-
ment par les droites gauches d et d {fig* 6). Il existe une infinité de

Fig. 6.

A;

congruences isogonales à chacune des congruences A et A7, ce sont les
congruences communes aux parallélismes définis par les points A et A',
pris respectivement sur les droites d et d'.

En effet, chacune de ces congruences est définie par les droites
joignant deux points des droites d et d! \ or, parmi ces droites, il existe
deux perpendiculaires communes, auxquelles correspondent deux
congruences orthogonales à A et A'.

Mais si les droites d et d! ont une infinité de perpendiculaires, c'est-
à-dire si d et d1 appartiennent à une même congruence de Clifford, il
existe une infinité de congruences orthogonales à A et A'.

THÉORÈME. — Si les deux points qui définissent deux parallélismes de
même espèce décrivent deux droites gauches, la distance des deux paral-
lélismes a un maximum et un minimum. Mais si les deux droites font
partie dune congruence de Clifford, la distance des deux parallélismes
reste constante.

Soient deux parallélismes de même espèce définis respectivement
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par les points A et A', qui décrivent le premier la droite rf, le second
la droite d'. La variation de la distance de ces deux points est la même
que celle de la distance des deux parallélismes, qui est mesurée par
Tangle des deux congruences (F) et (Tf).

La plus longue et Ja plus courte distance sont données par les lon-
gueurs des deux perpendiculaires communes aux deux droites d et d
auxquelles correspondent le plus grand et le plus petit angle des
congruences (F) et (F').

Si les deux droites d et d appartiennent à une congruence de Clif-
ford? elles sont également distantes; la distance des parallélismes qui
correspondent respectivement à leurs points reste constante.
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