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SUR LES SYSTEMES CONTINUS
DE FIGURES GEOMETRIQUES

PREFACE

i,’étude des transformations continues de figures géomé-
triques se fait en général de la maniére suivante : on déter-
mine le systéme des équations différentielles attaché a I'en-
semble donné de transformations et, en étudiant ce systéme,
on en déduit toutes les propriétés de l'ensemble considéré.
On sait que les résultats aiasi obtenus, si importants qu’ils
soient, ne valent que dans un domaine restreint et ne peuvent
s'étendre (en géndral, a l'intégralité des transformations
possibles. En effet, les équations différentielles n’existent que
dans les cas génériques des transformations données, tandis
que pour les cas exceptionnels elles cessent d’exister (partiel-
lement ou complétement). Donc, les propriétés tirées des
équations différentielles ne sont valables que dans un domaine
exempt de cas exceptionnels.

La voie que j'ai choisie ici est tout autre. En partant direc-
tement des équations en termes finis (méme sans les connaitre),
j’étudie l'influence de quelques propriétés des transformations
supposées sur la forme de ces équations et vice versa. Les
résultats que j'obtiens ainsi, peuvent évidemment s’étendre-a
I'intégralité des transformations données.

Pour faciliter 1'étude, j’introduis quelques notions auxi-
liaires, par exemple, celles du systeme osculateur, dela figure
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produile, celle de grade d'un systéme conlinu, etc. Ma recherche
ne prélend nullement étre compléte. Ce ne sont plutol que des
principes qu'on peut é¢tendre ensuite dans plusieurs directions.
Comme exemple, j'applique les résultats déja obtenus, dans
I'étude de quelques systémes algébriques de courbes planes
dégénérées et je démontre ainsi quelques théorémes nouveaux
dans la théorie des configurations.

Il est & remarquer que la premiére partie de ce travail admet
quelques points de contact avec la théorie récente de l'appli-
cation projective des figures. Par comparaison, on peut facile-
ment voir que dans cette derni¢re théorie, on démontre parfois
des propriétés qui ne sont pas du tout spécifiquement projec-
tives, mais le caractére plus général de ces propriétés ne peut
pas étre observé, car la méthode de démonstration qu'on y
emploie, n’est valable que pour les transformations projectives.
Tandis que, par ma méthode, les mémes propriétés peuvent
étre démontrées beaucoup plus simplement, et on voit, en outre,
qu'elles gardent leur valeur pour toutes les transformations
continues et non seulement pour les déplacements projectifs.

Mon travail a été effectué presque entierement sous la direc-
tion de M. le professeur 1. Cartan, & qui je dois beaucoup
dans le domaine des méthodes géométriques. L’énoncé de plu-
sieurs théorémes du texte qui suit a subi de nombreuses modi-
fications dues & la critique de M. Cartan et les précieuses indi-
cations u'il m’a données si souvent pendant mon séjour a
Paris, resteront toujours pour moi des reperes fondamentaux
dans mon travail scientifique ultérieur.



CHAPITRE PREMIER

1. — Considérons sur le plan (z, y) un systéme continu & p
parametres (2,) de courbes, donné par I’équation :

(1) F(x, y, %) =0, G=1.--,p)
ou F et ses dérivées partielles sont des fonctions continues en
z, Y, A

Considérons un autre systéme de courbes a p parameétres :

(1] F ’ 7)\‘! 0
@ F(w.y.>\j>+2°‘+g¢’(x,--lf)+...

()\jk—-)\fk) . O,

+ Z a"I‘(:.v‘?' )\) ()‘J| IARE -

Nous appellerons ce systeme le systéme algébrique osculateur
d’'ordre k du systéme (1) dans (2;) (*). Convenons que la
courbe (1}) elle-méme est un systéme osculateur d’ordre zéro.

Considérons en méme temps le systéeme linéaire de courbes
déterminé par I'équation :

0 O oF(x. v, A\
3) Flz,y.%5) + 300k,

7

~ "F(.’t A\ )

N2 y. T, Y &) =

+ i b)\ 7\”‘ Biyees dg 0,
F1 -0

(1) Nous disons briévement « la courbe (1?) », en supposant une courbe par-
ticuli¢re du systéme donné pour laquelle A ;=1}.



— 6 —

ou les u,, Bsgr ="t s Biy o oe iy sont les paramétres arbitraires,
dont nous désignerons le nombre par N, p.

Nous appellerons le systéme (3) le systéme linéaire oscula-
teur d'ordre k du systéme (1) dans (1}).

11 est évident que le systéme osculateur algébrique (2) (4 p
paramétres) est contenu dans le systéme linéaire osculateur (3)
(a Ni,p parametres). Ces deux systémes sont, en effet, détermi-
nés par les mémes expressions, a savoir :

[) 1 [
) F(z,, 1), f’f_(%%iv), :_)EL“L;{JZ

Dans la suite nous dirons simplement « le systéme oscula-
teur d’ordre % » chaque fois que la propriété en considération
g’étend sur tout le systéme osculateur linéaire et non seulement
sur le systéeme osculateur algébrique.

11 est facile de déterminer le nombre Ni,, de parametres ar-

bitraires ¢ de l'équation (3). Effectuons pour cela sur (3) la
substitution :

I

i\ e Vi : 5 i

Yo )
ou les v, (avec j =0, 1, ..., p) sont des paramétres arbitraires
en nombre de p + 1. En multipliant ensuite la partie gauche
de I'équation (3) par la puissance k& de v,, nous obtenons évi-
demment une forme homogéne d’ordre & en v;. Donc, en sup-
posant le cas général ou toutes les expressions (4) sont linéai-
rement indépendantes, nous avons :

P‘i'--°if=

1,2,.-,p
0,1,2,.-., k

ke +
©) Nep =( )L
Il est & remarquer que N 1= k.
RedMARQUE. — Supposons qu’on a établi d'une maniére quel-
conque uné correspondance biunivoque entre les courbes, les
faisceaux linéaires, etc... du systeme donné (1) d'un cbté et les
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points, les droites, etc... d’'un espace = 4 n'importe quel nombre
de dimensions, de I'autre. 11 est évident qu’au systéeme (1) cor-
respond dans 3 une variété continue Wy & p dimensions, tan-
dis qu'aun systéme (3), un espace plan Sy,,, & Nt p dimensions,
osculateur d'ordre k¥ 4 W, dans un de ces points. Nous
retrouvons ainsi le résultat obtenu pour la premiére fois par
P. Del Pezzo (}): que le nombre de dimensions d'un espace
plan, osculateur d'ordre & & une variété continue & p dimen-
sions est déterminé par la formule (5). Mais il est aussi évident
que cette formule n’est vraie que dans le cas général, tandis
que le nombre Ni , diminue, quand les expressions (4) ne sont
pas toutes linéairement indépendantes, ce qu'a remarqué pour
la premiere fois C. Segre ().
Supposons maintenant que la courbe (1j) est une courbe
générique de systeme (1) et que la dérivée partielle aFiy#;t)
k
est une combinaison linéaire des dérivées partielles des ordres

moins élevés, c. 4 d. soit:

) b;f.(x,y. A7) —m F—F(x.y. \))

g b)\jk b)\ii .

oF "F(a: ¥, N )
a>\ vo DN

—+n ...(a, b,.. >0).

a)“'/c—a Ck—b

Puisque la courbe (2]) est supposée générique, (6) est une
identité. Donc, en dérivant (6), nous voyons qu’alors chaque
*(z,y,%5)

2t e : bl .
dérivée partielle de l'expression ° 20y, . o0y

par rapport aux
parameétres sera aussi une combinaison linéaire des dérivées
partielles des ordres moins élevés. Cela étant, appelons le
systéme lincaire d’appartenance du systéme continu donné (1)
un systéme linéaire au plus petit nombre des paramétres, con-
tenant le systéme (1). Soit Q ce nombre.

Dérivons la partie gauche de (1) successivement par rapport

(Y) Rendiconti del Accademia di Napoli, t. 25 (1886), p. 176.
(*) Atti Ace. Torino, t. 42 (1906-07), p. 1047.
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aux parameétres );. Supposons que loutes les dérivées partielles
d’ordre m 4 1 ainsi obtenues sont des combinaisons linéaires
des dérivées des ordres moins élevés. tandis qu'au moins une
des dérivées partielles d'ordre m est linéairement indépen-
dante des dérivées partielles des ordres plus petits que m.
Nous dirons dans ce cas que le systéeme continu (1) est un
systéme de grade m. Il résulte de ce qui précéde que dans un
tel cas, (la courbe (2.]) étant supposée générique) toutes les
dérivées partielles d'un ordre plus élevé que m seront des com-
binaisons linéaires des dérivées des ordres ne dépassant pas m.
Donc, la dimension Q du systéme linéaire d’appartenance de
systéme (1) de grade m ne peut pas dépasser Nm,p. En effet, la
dimension Q est égale au nombre des dérivées partielles (4)
linéairement indépendantes entre elles. Donc, en général,
Q est inférieur & Nm,p. Seulement dans le cas de p =1, Q est
exactement égal A Nm1=m, c. a d.:

La dimension du systéme linéaire d'appartenance d’un sys-
téme continu a un parameétre est égale au gradede ce systéme,

Nous appellerons une courbe ordinaire (2;) du systéme
donné (1) une courbe, qui admet avec la courbe générique de
ce systéme exactement les mémes expressions de la suite (%)
(supposée prolongée indéfiniment) linéairement indépen-
dantes.

Considérons la courbe formée par l'ensemble des points
d’intersection simultanée des courbes du systeme (1) avec les
courbes homologues de p systemes quelconques :

() Q(z,y,2))=0; -..-; Q,(x,y. \) =0, (=1,---,p)

en supposant «ue pour A; == }] celte courbe passe par le point
(x° y°) de la courbe (1).

La forine des fonctions continues (%, étant d’ailleurs arbi-

traire, il nous sullit de supposer que les ¢qualions (7) sont
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linéaires et résolues par rapport aux paramétres );, en parti-
culier, qu’elles sont de la forme suivante :

(7 A= =ay(x — =) + by — ¥°),

ol les constantes a;, b; peuvent prendre toutes les valeurs arbi-
traires.
Nous appellerons cette courbe des intersections simultanées :
la courbe produite générique, passant par (z°,y") pour X; =1;.
On peut obtenir son équation, en tirant de (7) les 2; en fone-
tion des x et y, soit :

8 Ay = pi=, y)
et, en portant ces expressions dans (1), ce qui nous donne :
® Flz,y, uix, )] = 0.

2. — Nous supposerons tout le long de ce chapitre (méme
quand cela n'est pas indiqué) que le point (2%, y°), pris sur la
courbe considérée, est un point ordinaire de cette courbe.

Démontrons le théoréme suivant :

TaeoreME N° 1. — Quand dans un systéme (1) continu des
courbes, la courbe (};) admet dans son point ordinaire (z°, y°)
un contact d'ordre s avec la courbe produite générique, passant
par (z°,'y°) pour ); =)}, toutes les courbes du systéme oscu-
lateur d’ordre k dans (}}), admetlent dans («°, y°) un contact
d’orde (s — k) (au moins) avec (1;).

(En désignant par le contact d’ordre zéro l'intersection
ordinaire des courbes).

Réciproquement :

TutoremE N 2. — Quand pour k = 0, 1, .--, s toutes les
courbes d'un systéme osculateur d’ordre k dans (Xj) d’un
systéme (1) continu donné admettent dans (z°, y°) un contact
d'ordre (s — k) (au moins), la courbe produite générique passant
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par (z°, y*) pour X; = 1}, admet dans ce point un contact
d’ordre s avec (A;) (*). '

Démonstration. — Donnons la forme paramétrique a I’équa-
tion :
(10) F(x,y,2) =0

de la courbe (1}) du systéme (1). Soient ces équations :
(10°) z=u=a(t); y=y{);

soit en outre :

(10 z =2(l);  y =y

Il résulte de I'hypothése admise dans le théoréme énoncé
que nous devons obtenir une quantité infiniment petite -
d’ordre (s + 1), en portant dans la partie gauche de I'équa-

tion (9) de la courbe produite générique, les expressions sui-
vantes :

x=z(l* + di); y =y(® + di);

-mais il est évident que nous arriverons au méme résultat si
nous portons dans la partie gauche de (9) les expressions (10').
Posons ensuite ¢ = ° 4 dt et, pour abréger le calcul :

(11) plz(t), y(1)] = A (t).

Puisque notre courbe produite passe par (z°, y°) pour A; = 1;,
ona:

(11) iz’ y°) =2j,
ou, d’aprés (10”) :
(11" A= ().
D’apres ces conditions, il résulte que I’expression :
(12)  Fla(to + dt), y(£* + di), Mt + dt)] = &(t° +- di)
(*) Comptes Rendus, t. 186 (1928), p. 342.



— 11 —

doit étre une quantité infiniment petite d’ordre (s 4 1)
Donc, en désignant :

0 Tdei(l)
(13) dre —"[ dix =y
et, en développant (12), nous avons les équations suivantes :
0 {50
(14,) @0 == 0; (14,) %:O, cee; (14,) (d—l,~=0.
Désignons :
d¥Fo d*Fl(1), (1), 2] —_

Ces dérivées sont identiquement nulles parce que les équa-
tions (10) et (10') représentent la méme courbe (1j) du sys-
téeme (1).

En effectuant le calcul des équations (14) et en tenant compte
des identités (15), nous obtenons les équations suivantes :

(16) > -gi=o
7
(16) 22& l ] @ 1.3;22 d%-”’%:’”ﬁ% '%=0°
1172 7
S S )
e
(16s) * ”2; a)\jba')goa)\j d%gld—t_t— Zak ddFt0 (f;t);j
+ - 2*F° dw}, ‘ﬂw, aoF° d’)\} —o.

a)\a)\ T At Ty, dn T
[

jusqu’a I'ordre s inclus.

RemarQUE. — Nous avons posé ici :
)\ [fm,(t) .
T = dr fime
(17) p—

d_ (4] — 2 [, r0. 23)
a)\h...a)\] dir |7 ar a)([ di ="
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Puisque la courbe produite est générique, il en résulte que
les équations (16) doivent étre satisfaites quelles que soient les
fonctions }; (t). Done, les équations (16) entrainent nécessai-
rement les équations suivantes :

alo > [dF? ' ) a [de—1Foy
18y) 5::0. 5);- —dT]=O: eees S)Tj[__._]___o.

dt.v—-l
a%Fe . a?  [dFo° . 22 [d*—?F,
(18) 3% o, 0 o, [ l 0 o5 S, [ de=* ]_ 0-
a:—-lFo . Y 1 dFO _
(18._) ax,{. YV =0; oAy, .- .a)\j‘_’[_df]—'-o'
aaFo
(18!) a)\j‘ .. .a)\j' =0.

Ces équations démontrent les théorémes énoncés.

8. — Considérons l'espace représentatif £ a p 4+ 2 dimen-
sions, dont les coordonnées non homogénes d'un point sont
(@, y, &+ - - 2p). L'équation (1) détermine dans cet espace E une
hypersurface, que nous appellerons I'hypersurface-image F
du systéme donné (1). La courbe (2}) du systéme (1) peut étre
considérée comme la projection sur le plan (z, y) de la ligne
de Tlintersection de I'hypersurface-image F avec le plan
), = 1j ; tandis que lintersection méme peut étre envisagée
comme l'image A° de la courbe ().)) dans E. L’hypersurface
cylindrique, projetant A° sur le plan (r, y), est déterminée
par 'équation (10) de la courbe (2.9). Nous appellerons cette
hypersurface : U'hypersurface cylindrigue F® ; de méme,
Pimage dans E de la courbe produite générique est la ligne
d’intersection simultanée des hypersurfaces (1) et (7), de sorte
que la courbe produite (9) n’est que la projection sur le plan
(@, y) de cette image.

L'interprétation du théorcme n° 1 dans 'espace représen-
tatif E est telle que I'hypersurface cylindrique F°, qui a pour
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équation (10), admet dans le point (z°, y° 2!) un contact
d’ordre s avec I'hypersurface-image F du systeme donné (1).

En effet, la courbe-image de la courbe produite générique
située dans I'hypersurface-image F et passant par le point
(z°, y°, 2}), admet dans ce point un contact d'ordre s avec
I'hypersurface cylindrique F°.

Dans le cas général les poinls (°, y°, A}) du contact entre
I’hypersurface-image F et I'hypersurface cylindrique F° corres-
pondante a la courbe (1)), ne sont que les points distincts sur
I'hypersurface . Nous disons dans ce cas général que (2;) est
une courbe particulicre du systéme donné; mais il peut
arriver que ces points de contact tracent sur F une suite con-
tinue des points d'un nombre de dimensions plus ou moins
élevé. 1l est évident que ce nombre de dimensions peut &tre
au maximum égal & p. Dans ce dernier cas, chaque courbe
tracée sur I'hypersurface I' admettra nécessairement des points
d’intersection avec cette suite p-dimensionnelle ; nous pouvons

dire alors que (2}) est une courbe générique du systéme donné.

4. — Soit donné un systéme continu & p parameétres par
son équation :
(1) F(I, Y )\j)=0. (I=l, 2,-..,[))

Cormrsidérons un systéme & ¢ paramétres (ot ¢ << p), déter-
miné par (1) et par les équations paramétriques :

y =1, 2,.--,
(19) hy = A=) yJ P 0 <p

{i =1, 2,.-..(15
avec la condition :

(20) A=) =

Nous appellerons ce systéme, le systéme continu (19) & q
paramétres appartenant au systéme (1) et passant par la
courbe (27). Nous 'appellerons bri¢vement : le systéme appar-
tenant (19).
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Quand les fonctions 2 (7;) sont bien déterminées, nous disons
que le systtme (19) est un systéme particulier. Quand, au
contraire, les fonctions continues 2.t;) sont des fonctions
quelcenques, nous disens que le systéme (19) est un systéme
générique. Nous pouvons supposer dans ce cas les fomctions
A,(ts) linéaires avec les coefficients arbitraires, soumises seu-
lement a la condition de prendre la valeur )] pour 7; = 1}.

Soit donné en outre un systéme des ¢ équations :
(21) @(x,y. %) =0; -+ 5 Qlz,y, 2)=0, (j=1,2,---,p)
avec les conditions :
(22) Q% Y, N) =0; .-+ Q. (x° ¥, A3) = 0.

Il est évident que les équations (21) déterminent avec le
systéme (19) une courbe produite de ce systéme. Quand les
fonctions Qi sont bien déterminées, nous disons que c’est une
courbe produite particuliére ; dans le cas contraire ou les
fonctions continues Qx sont supposées arbitraires, nous disons
que la courbe produite est une courbe produite générique.
D’une maniére analogue, nous pouvons supposer dans ce dernier
cas les fonctions Qi linéaires de la forme (7'). Quand les équa-
tions (21) restent les mémes pour différents systémes (19),
passant par (4;), nous disons que la courbe produite de chaque
systéme est produite par les mémes égquations (21). Démontrons
le théoréme suivant :

TutortME N° 3. — Quand la courbe produite générique d’'un
systeme continu (1) donné admet dans le point (z°, y°) pour
A; =) un contact d'ordre s avec la courbe ();) du systéme (1),
la courbe produite générique de chaque systéme appartenant a
ce systéme (1) d'un nombre quelconque q de paramétres
(g =1,2,- -, p)et passant par (}.]), admet dans (z°, y°) aussi un
contact d'ordre s (au moins) avec (1}).

TutorEME N° & (RECIPROQUE). — Quand la courbe produite



générique d’un systéme continu génériQue, apparlenant au
systéme (1) donné et passant par la courbe (}}), admet dans le
point (z°, y°) un contact d’ordre s avec (1}), la courbe produite
générique du systéme (1) lui-méme, admet aussi dans («°, y°)
un contact d’ordre s avec (2.)).

Démonstration. — Cherchons I'équation de la courbe pro-
duite du systéme appartenant (19). Portons pour cela (19)
dans (21) et résolvons le systéme obtenu des ¢ équations a ¢
inconnues 7; ; soient :

(23) T = 5(, y)
les solutions de ce systéme. Donc, on a:
(24) ) Tz’ y°) ==

Portons (23) dans (19), ce qui nous donne :

(25) N = MEd(=, y)] = #ilz.y),
avec la condition, d’aprés (24) et (20) :
(26) Bz’ y") =N,
Donc, I'équation cherchée de la courbe produite est :
27) Flz.y, wi(z, )] = 0.

Puisque la forme de ’équation (27) est tout a fait analogue &
celle de (9), les théorémes énoncés n° 3 et n® 4 deviennent
évidents. En effet, les conditions de contact dans (2%, y°) avec
la courbe (2?) de (9) et (27), avec les fonctions u,x, y) et
i(x, y) arbitraires, doivent étre les mémes : ce sont les équa-
tions (18).

5. — Considérons a présent le cas ou une courbe produite
particuli¢re d'un systéme continu admet dans chaque point
(2% y°) générigue un contact d’ordre s avec la courbe corres-
pondante (3.}) du systéme. Démontrons le théoréme suivant :
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Tutorines® 8. — Sidans chaque point (2°.y® générique d’ une
courbe produite particuliére (1) d’un systéme continu donné (1),
pour une valeur queiconque particuliére k (1 << k <<s), toutes
les courbes du systéme osculateur d’ordre k en (\}) admettent
un contact d'ordre (s — k) entre elles, la courbe produite géné-
rique, passant par (x°, Y°) pour X; = 3}, admet dans (z°, y°)
un contact d’ordre s (au moins) avec la courbe (&7) du systéme
donné (1).

Pour abréger les calculs nous admettrons la notation
suivante :

D = du )]

(28) e — o HF(x,y,))
ok -0k 2T . dly T | Ak - .ok 2 T afy])\ —e

z=zx°
y=y°

Démonstration. — Supposons d’abord que k4 =s. La condi-
tion que toutes les courbes du systéme osculateur d’ordre s
passent par (%, y°) exige les équations :

" —0; o o0
(29) F'=0; (29) 7H=0: -5 (29) 3, ok,

=0.

Puisque le point (2 y°) est un point générigue de la courbe
produite, il s’ensuit que pour le point infiniment voisin
(2° + dx, y° + dy) appartenant i la courbe produite et la courbe
infiniment voisine correspondante (1! + d).), les équations (29)
existent aussi, c. & d. les équations (29) restent toutes satis-
faites aprés la méme substitution :

(80) = —a’ 4dr; ¥y -y +dy; A A} +di.
Considérons donc I'équation :

>~ 1F(z® + dx, y° + dy, A} + dl,)
ohj, - - <0h;

(29.-4)

Js—q
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En la développant au 2¢ ordre prés et en tenant compte
de (29,), nous obtenons :

- . b"_i 0 ABFJ EE(_, .
(31) EY .a)\js_‘[F + 2y dy] =0

En développant au 3¢ ordre prés 'équation :

(29.,) > ?F (2 + dz, y° + dy, \) + d))) —0

a)\j‘ .. .b)\js_2

et en tenant compte des équations : (31s-1), (29,), (29-1),
nous obtenons :

o2 aF° a'F°
(31,—2) m[F°+ ﬁdx+ e o dyz]_O(’),
etc. On obtient ainsi, & la fin, I'équation :
aFO aaFO
(31,) . P e e+ rdr =0,

Mais on voit bien que I'’ensemble des équations (29) et (31)
est équivalent aux équations (18) du précédent. Le théoréeme
est donc démontré pour le cas £k =s.

Supposons maintenant que k = s — 1. Dans ce casil résulte
de I’hypothése l'existence de ’équation (31s_1). Donc, en dé-
veloppant (29's_1) et, en tenant compte de (31,_1), on arrive
immédiatement a 1'équation (29;), ce qui raméne ce cas au cas
précédent déja démontré. 11 en est de méme pour les autres 4.
Le théoréeme est ainsi complétement démontré.

6. — Considérons le cas ou le systéme donné est un sys-
téme a un paramétre. Nous l'appellerons le faisceau continu

(en général non linéaire) des courbes. Démontrons le théo-
réme suivant :

(*) Pour abréger les formules nous ometlons les coefficients numériques.
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TutoreME N° 6. — Pour qu’une courbe produite particuliére
d’un faisceau continu des courbes admette dans chacun de ses
points génériques ordinaires (x° y° un contact d’ordre s, avec
la courbe correspondante (X%, il faut et il suffit que, pour une
valeur quelconque particuliére k (o 1 << k < s), toules les
courbes du systéme osculateur d’ordre k en ()°) admettent dans
(2% y°) un contact d’ordre (s — k) entre elles et alors, la courbe
produite générique de ce faisceau, passant par (x° y°) pour
L =2% admet aussi un conltact d’ordre s avec (1°).

Remaroue. — Le fait que la condition ¢énoncée de ce théo-
réme est suffisante, est la conséquence immédiate du théoréme
précédent (n° 5), appliqué au cas d'un parameétre. Pour démon-
trer notre théoréme, il sulfit donc de démontrer la proposition
réciproque suivante :

Lemve. — Quand une courbe produile particuliére d’un
[aisceau continu donné admet dans chacun de ses points (z°, y°
génériques un contact d’ordre s avec la courbe correspondante
(2°) du faisceau, la courbe produite générigue, passant par
(x° y° pour ) =)0, admet aussi un conlact d'ordre s avec ()°)
dans (2°, y°).

En effet, il découle alors du théoréme n° 1, que toutes les
courbes du systéme osculateur d’ordre k& dans (2°) admettent
un contact d'ordre (s — k) (au moins) avec (19).

" Démonstration. — Soilt :

(32) F(z,y,%) =0
I’équation du faisceau donné et soit :
(33) o(r, y, ) =0

I'équation produisant la courbe. Il est évident que dans le cas
d’un parametre, la courbe générique (1°) du systéme (32) nous
donne des points de la courbe produite : il suffit pour les obte-
nir de trouver les points d’'intersection des deux courbes :

(32%) F(x,y,2°) =0. et (33) Qx,y,»)=0
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(tandis qu’en général, cela n’a pas lieu dans le cas de plusieurs
parameétres).

En tenant compte de ce fait, résolvons (33) par rapport a A.
Soit :

(34) A= p(e, y)

la solution, avec la condition:

(35) p? = (=’ y°) =2

En portant (34) dans (32), nous obtenons I'équation dela
courbe produite :

(36) Flz, y, u (2, )] = 0.

Supposons le point («® 4 dix, y® + dy) appartenant a la
courbe (7%) du faisceau donné. L'équation de (1?) est (329). En
portant (° + dx, y° + dy) dans (32 et, en développant, nous
obtenons (en employant la désignation analogue a celle du
précédent) :

o, oF° oF° atFe
BN K Spde s Sy + S dat 4 =0,

En portant (x° + dz, y° + dy) dans (36), nous devons ob-
tenir une quantité infiniment petite d'ordre s + 1-(au moins).

En développant et en tenant compte de l'identité (37), nous
obtenons :

oF° ° i 2
(38) a)\[Fo +——da:+ y'—l d}" dh+ . +ﬁFo.d)\‘=O’
ol nous avons posé :
HHFe  rok+iF(z, y, )\
(39) = d[u(z. 0] 5 a:c“fay’_[ )\ az'~Tay ..
, =
)‘_.

Quand l'équation (38) n’est pas identiquement nulle, la
courbe (A% est une courbe exceptionnelle du faisceau donné,
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En effet, elle satisfait & 1’équation (38), tandis que sa courbe
infiniment voisine 2° 4 dJ, en général, ne la satisfait pas. Done,
dans le cas contraire, c. 4 d. quand (1) est une courbe géné-
rique du faisceau, I'équation (38) doit étre satisfaite identi-
quement, ce qui entraine les équations suivantes :

_ > - oF° otF0
(40) bi\‘Puﬂ_h_Idl- + ... —f—*ayx_l d l] 0;
a* . ol aF" )
(40) ot [+ odz + ‘37")’] =0;
a#
(40,) b_)\"-Fo = 0.

Cela démontre notre lemme (en tenant compte du théo-
réme n° 2).

Le théoréme ne 6 est donc démontré.

On pourrait généraliser le dernier théoréme au cas des
systémes a plusieurs parameétires, en considérant les courbes
produites par la méme équation de tous les faisceaux apparte-
nant au systéme donné, seulement les applicatioﬁs de cetle
généralisation ne nous semblent pas intéressantes.

Nous pouvons appliquer le théeréme n° 6 a I'enveloppe du
faisceau. En elfet, I'enveloppe du faisceau n'est qu'une courbe
produite particuliere dont I'équation productrice est :

(33) o(z, y, \) = %F(x, 7,0 =0.

7. — Considérons maintenant le cas de systémes-des sur-
faces dans I’espace 3 3 dimensions. Puisque chaque point de
la surface (produite) dépend de 2 paramétres arbitraires, il est évi-
dent que non seulement dans le cas d'un paramétre, mais aussi
dans le cas de deux paramétres, la surface générique (2]) du
systéme (1) donné, nous donne des points de la surface pro-
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duite. II suffit pour les "obtenir de trouver les points d’inter-
section simultanée des trois surfaces suivantes :

F(x,y,z 2j)=0:

4 .
(&) % Q(x, y,2,2)=0; Qlx,y2A\)=0; (=12)

ce qui est, en général, toujours possible pour (2}) arbitraires
(tandis que pour j > 2 cela n’est pas possible, en général,
quand (2;) est arbitraire). D’une maniére analogue a la
démonstration du théoréme n° 6 pour les courbes, nous pou-
vons démontrer dans le cas de syst¢mes des surfaces, le
théoréme suivant :

TutoremE N° 7. .— Pour qu’une surface produite particu-
liére d’un systéme continu 4 2 paramétres des surfaces, admette
dans chacun de ses points génériques ordinaires (x°, y°, z°) un
contact d’ordre s avec la surface correspondante générique (1)
du systéme, il faut et il suffit que pour une valeur quelcongue
particuliére k (ou 1 << k <<s), loutes les surfaces du systéme
osculateur d’ordre k en (2.)) admettent dans (x° y° 2°) un
contact d'ordre (s —- k) entre clles et alors, la surface produite
générique de ce systéme, passant par (x° y°, 2°) pour ); = A,
admet aussi un contact d’ordre s avec ().}).

Dans le cas du systeme des surfaces a un paramétre (fais-
ceau continu de surfaces), la surface produite esl déterminée
par les équations :

(42) F(z, y,2, )= 0; oz, y, z, \) = 0.

Chaque valeur de A = ).° détermine une courbe, appartenant
a la surface produite. ‘

La démonstration du théoréme n° 6, nous montre qu’elle
est valable non seulement quand le point considéré (a°, y°, z°)
est un point générique de cette courbe d’intersection (c. a d.
non seulement (uand ie point (2°, °, z° est un point générique
de la surface produite), mais aussi quand ce point (z°, y°, 3°)
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est un point particulier de la courbe d'intersection générique,
c. 3 d. quand le point considéré (22, y°, 2°) décrit une courbe
sur la surface produite. Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME NO 8. — Pour qu’une surface produite particuliére
d’un systéme continu a un paramétre (un faisceau continu)
des surfaces admette dans chagque point (x° y°, 2° générique
d’'une de ses courbes particuliéres ordinaires, un contact
d’'ordre s avec la surface correspondante générique (3°) du
faisceau, il faut et il suffit que pour une valeur quelconque
particuliére k (ot 1 =< k =< s), toutes les surfaces du fais-
ceau osculateur d’ordre ken ()°) admettent dans [x° y°, z° un
contactd’ordre (s — k) entre elles et alors, la surface pro-
duite générique du faisceau, passant par (x°, y°, z° pour ). = A°,
admet aussi un contact d’ordre s avec (A°).

8. — Revenons au cas des systémes de courbes surle plan-
Considérons de nouveau le systémea p paramétres. Supposons
que c’est un systéme de grade m (voir p. 8). Il résulte im-
médiatement du théoréeme n® 1, le théoréme suivant :

TutoriME N° 9. — Quand la courbe (}]) ordinaire d'un
systéme continu de grade m admet dans son point (z°, y°)
ordinaire, un contact d'ordre s avec la courbe produite géné-
rique, passant par (x°, y° pour A; = )] et s = m, toutes les
courbes de ce systéme, ainsi que toutes les courbes produites
geénériques [c. 4 d. méme celles qui pour }; = )] passent par
un point (x*, y*) autre que (2°, y°)], admettent dans («°, y°) un
contact d’ordre (s — m) (au moins) avec (j).

Dans le cas ou le systtme donné (1) est un systéme algé-
brique d’ordre m, on a évidemment le théoréme suivant :

TurorEME N0 9 bis. — Quand dans un systéme algébrique
d’ordre m des courbes, la courbe (3.}) admet dans son point ordi-
naire (z°, y° un contact dordre s avec la courbe produite
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générique, passant par («° y° pour); = )j et s =m, toutes
les courbes de ce systéme, ainsi que toutes les courbes produites
génériques [c. & d. méme celles qui pour ); = ). passent par
un point (&, y') autre que (2°, y°)] admettent dans (=°, y°) un
contact d'ordre (s — m) (au moins) avec (A).



CHAPITRE 11

9. — Conformément a la remarque du début du § 2, nous
avons supposé jusqu’'a présent le cas ou le point considéré de
la courbe quelconque est un point ordinaire de cette courbe.
Passons maintenant au cas ou ce point est un point multiple.

Démontrons le théoréme suivant :

TutoréME X 1. — Quand dans un systéme continu des
courbes, la courbe produite générique, passant par le point
(2% y°) pour ); = )., admet ce point comme un point multiple
d’ordre s, toutes les courbes d’un systéme osculateur d’ordre k
dans(}]), admettent dans («°, y°) un point maultiple d’ordre
(s — %) (au moins).

(En supposant toujours que le systéme osculateur d'ordre
zéro est une courbe (3]) du systéme donné).

THEOREME N° 2 (RECIPROQUE). — Si pour k=0, 1,.-.,s
toutes les courbes d'un systéme osculateur d’ordre k en (}])
d’un systéme continu donné, admettent dans («°, y°) un point
multiple d’ordre (s — k) (au moins). ce point est un point
maultiple d’ordre s de la courbe produite générique passant par
@, y°) pourl; =);.

Démonstration. — En conservant la notation des §1 et 2,
il résulte de I'hypothése du théoréeme n° 1, que la quantité :

1) Fia® + dz, y° + dy, w[a® + dz, y° + dy]}
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est une quantité infiniment petite d’ordre s (au moins), quand
dz, dy sont des infiniment pelits arbitraires et 12, une fonction
quelconque de x et y.

Développons (1), en supposant la notation (39) du chapitre
précédent. Nous obtenons :

00 s—1'0
dF do e+ > 1F

ox YRR VN

(2) Fo 4

Ay edh;, |, =0.

Cette équation doit étre satisfaite, en supposant dz, dy, d);
infiniment petits arbitraires. Ceci exige :

N oF° >*—1iF0
(30) l‘0=0, 5:0;...;—3‘)”—_1: 3
aF° . o (oF% L2 (¥
(31) —O_)\;:O' %(S;>——O,....67j<_3};_2)_.0'
3 o2 A, 22 ng e
©) e =20; W(ax)_o’
(3 ) jl Js—2 11 Jg—2
5 —2, . aa—2 (92 - 0 .
a)‘jg ce b)‘jg_z oy ) -
ar-.lFo .
&) T, O

ce qui démontre le théoréme n° 1. Il est évident que récipro-
quememnt, quand les équations (3) ont lieu, 'équation (2) est
satisfaite pour dx, dy, d); infiniment petits arbitraires et le
théoréme n° 2 se trouve démontré.

10. — L’interprétation géométrique des théorémes n® 4
et n° 2 dans I'espace représentatif i considéré dans le § 3 est
tres simple : d’apres les équations (3) I'hypersurface-image F,
interprétant dans E le systéme donné, admet dans son point
(z°,y°,2]) un point multiple d'ordre s.

Dans le cas général, les points (z°, y°, );) multiples
sur 'hypersurface-image F sont des points distincts sur
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I'hypersurface F. Nous disons dans ce cas général que la
courbe (A7) est une courbe particuliére du systéme donné. Mais
il se peut que ces points multiples tracent une suite continue
de points sur F d'un nombre de dimensions plus ou moins
¢levé. 11 est évident que ce nombre de dimensions peut étre
au maximum égal & p. Dans ce dernier cas, chaque courbe
tracée sur I’hypersurface F admettra nécessairement des points
d’intersection avec cette suite p-dimensionnelle. Nous pouvons
dire alors que (}}) est une courbe générique du systéme donné.
Pour ce cas particulier il est facile de démontrer :

Tutorime N0 3. — Quand la courbe (}}) générique d’un
systéme continu des courbes admet dans le point (z° y°) un
point multiple d'ordre s, la courbe produite générique, passant
par ce point (2° y°) pour k= J.j, admet aussi un point mul-
tiple d’ordre s dans (2°, y°).

Démonstration. — Soit :

(4) F(z,y,2) =0

I’équation du systéme donné. D’aprés ’hypothése du théoréme,
nous avons :
aF° ) L

®) Fo=2"—0;

>—1Fo°

0; .. a—y—‘;r__

y
(en employant la notation du chapitre précédent).

De ce que la courbe ().) est générique, il s’ensuit que pour
chaque systeme (2] + dJ,) avec les infiniments petits d); arbi-
traires, on peut trouver telles valeurs x° + dz, y° + dy que
les équations (5) resteront toutes satisfaites aprés la substitu-
tion : (2° 4 dx, y° + dy,).; + d};) Supposons un tel systéme
et développons I’équation :

F(z® + dz,y® + dy,)j + d);) =0

au 2¢ ordre prés, en tenant compte des équations (5) elles-mémes.
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Nous obtenons :

~ aF*
Za)\ ;= 0.

Mais, puisque dA; est arbilraire, il s’ensuit :

oF°
(6, o =0

Développons les équations :

oF (20 +dz,y® +dy M +d))) 0 et ab‘(m°+d¢.y°+dy.)\}+dlj)___0
2 - 2y -

De la méme fagon, nous obtenons :

afF° F°
(6.) 2z ok, =0U; a;ﬁrj =

En prolongeant cette opération par rapport aux autres équa-
tions (5), on obtient toutes les équations du tableau (3), ce qui
démontre le théoréme énoncé.

D’apreés le théoréme n° 3, on est naturellement conduit &
énoncer :

DEriniTioN. — Quand une courbe quelconque (1) d’un sys-
téme continu des courbes, admet dans le point (2°, y°) un point
multiple d’ordre s, ainsi que la courbe produite générique,
passant par (x°, y° pour )., = 1), nous disons que (};) admet
ce point multiple génériquement.

Considérons le théoréme suivant de M. Severi (1) :

« Se una curva G variabile con continuita possiede un punto
s-plo wvariabile, questo é almeno (s — 1)-plo per ogni curva
infinitamente vicina a C. »

I1 est évident que ce théoréme peut étre immédiatement
déduit du cas particalier de notre théoréeme n° 1, ou la courbe

(1) Severt — Tratiato di Geomelria Algelrica, Bologna, 1926, V. I, Parte1,
p 40.
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(%) est une courbe générigue du systeme donné. En effet, la
courbe infiniment voisine dans le sens de M. Severi appartient
au systéme osculateur d’ordre 1, passant par ().j), tandis qué,
d’aprés le théoren:e n° 3, le point multiple considéré par
M. Severi est un point génériguement multiple. Dés lors,
toutes les courbes de ce systéme osculateur d’ordre 1 admettent
dans le point considéré un point multiple d’ordre (s — 1) (au
moins) ét la courbe infiniment voisine aussi.

11. — D’une maniére analogue aux théorémes n° 3 et n° &

du chapitre précédent, on peut démontrer les théorémes
suivants :

THEOREME N° 4. — Quand la courbe (}]) d un systéme continu
donné admet génériguement dans (x°, y°) un point multiple
d’ordres, chaque systémeappartenant a cesystéme d' un nombre
quelconque q de paramétres(qg =1, 2,- - -, p) et passant par (1]),
admet aussi dans (z° y°) un point génériquement multiple
d’ordre s (au moins) pour la courbe (3j).

THEOREME N° B (RECIPROQUE). — Quand par rapport au sys-
téme continu générique, appartenant & un systéme (4) donné et
passant par ().j), le point (z°, y°) multiple d’ordre s de la courbe
(37), est un point génériquement multiple, ce point est aussi
génériquement multiple de la courbe (A;) par rapport au sys-
téeme (&) lui-méme.

Démonstration. — Soit donné le systéme a p parameétres
par son équation (4) et soit I’équation :

oy, U=12000p)
V) = Gy a<e

déterminant le systéme a ¢ parameétres, appartenant a (4) et
passant par (};); nous appellerons briévement ce systeme,
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le systéme appartenant (7). Puisque ce syst®me passe par (1),
nous pouvons poser :

-(8) M) = 4.
Donc, I'équation du systéme appartenant est :
9 Flz, y, Ai(t)] = 0.

Sile point (2, y°) est génériquement multiple de la courbe (A3)
par rapport au systéme (4), nous avons (d’aprés le théo-

réme n° 1) pour k=1, 2, ..., s — 1 les équations suivantes :
*F° o*F°
ok =00 agergy =05 e
.('10) >F0 0 o*Fo 0
B G ZO VR YV - ohj -,

D’autre part, la dérivation nous donne :

oFY  oF° aaj |
SR 1
i

2 oA oy
0 0
2?F0 p1F0  dNj 2A} ~aF0  an) | R
: o = s ViRl FY VRl
11) %4, 9%, ili2a)\fla)\~72 o, 9T, 7 oh; o%iy ATy .
22F° . 22F° 37‘(} . 3F°
AL dT;  wddTON; BT, 2z a7 2T, — et
j

...................................................

On voit ainsi que quand le systéme appartenant (7) est

un systéme générique, les équations (11) entrainent aussi les
équations suivantes :

© arFo okFo okFo

__.._:0;...; ——————:O; —_— = ().
(12) 3 FY aya-:,-'...a-c,-k_‘ 'l"'a’t‘k 0

(k=0, 1,...‘3_..1).

Le théoréme n° 4 est ainsi démontré.
Réciproquement, quand les équations (12) ont lien pour un
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systéme appartenant (7) générique, c¢’est-a-dire pour les fonc-
tions ),,(t;) arbitraires, on voit bien, d’aprés les équations (11)
que cela exige nécessairement les équations (10), ce qui
démontre le théoréme n° 5.

12. — Supposons maintenant que le systéme (1) donné est
un systéme de grade m. Il résulte immédiatement du théo-
réme n° 1, le théoréme suivant :

TukortME N° 6. — Quand la courbe ().}) ordinaire d’un sys-
téme continu de grade m admet dans le point (2° y°) un point
génériquement multiple d'ordre s et s > m, toutes les courbes
de ce systéme admettent ce point (x° y° comme un point géné-
riquement multiple d’ordre (s — m) (au moins).

En revenant a l'espace représentatif E considéré dans
les §§ 3 et 10, nous pouvons nous rappeler que dans le cas

général, les points multiples («°, y°, 2.}) d’ordre s sur I'’hyper-
surface-image F représentant le systéme donné, sont distinets.
Nous disons alors que la courbe correspondante (2;) est une
courbe particuliére du systéme donné. Mais quand ces points
multiples tracent sur I’hypersurface F une suite p-dimension-
nelle (c’est-a-dire une suite au maximum de dimensions), la
courbe correspondante ();) peut étre considérée comme une
courbe générique de ce systéeme. Donc, d'aprésle théorémen®3,

comme cas particulier du théoréme n° 6, nous obtenons :

TutoreME N° 7. — Un point multiple d’ordre s d’une courbe
générique du systéme continu de grade m des courbes (m << )
est un point multiple d'ordre (s — m) (au moins) de la base de
ce systéme.

Dans le cas des systémes a un paramétre (dans ce cas, d’aprés
la page 8, le grade du systéme est égal & la dimension du sys-
téme linéaire d’appartenance), le théoréme précédent généralise



un théoréme de M. Beniamino Segre () au cas des courbes
quelconques (et non seulement algébriques). Mais nous allons
préciser ce dernier théoréme plus loin d'un autre point de vue
(voir théoréme n® 2, du chapitre 1V).

Dans le cas ou le systeme donné (4) est un systéme algé-
brique d’ordre m, nous avons évidemment le théoréme suivant :

Tueorime N° 8. — Quand une courbe (1) du systéme algé-
brique d’ordre m des courbes, admet génériguement dans le
point (2%, y°) un point multiple d’ordre s et s > m, toutes les
courbes de ce systéme admetlent ce point (2 y°) comme un
point génériguement multiple d’ordre (s — m) (au moins).

Comme cas particulier de ce théoréme (ainsi que du théo-
réme n° 7), nous avons le théoréme suivant :

Tukoneme N° Y. — Un point multiple d’'ordre s d’'une courbe
générique du systémealgébrique d’ordre m des courbes (m<s)
est un point multiple d’ordre (s — m) (au moins) de la base de
ce systéme (2).

Il est évident que le théoréme connu de M. Bertini (3), sur
les systémes linéaires, n’est qu'un cas particulier du théo-
réme n® 9, ou m = 1.

(1) Rendiconli Acc. dei Lincei, vol. XXXIII, 1er sem. 1924, p. 182, théo~
réme d), p. 185.

(2) Comples Rendus, t. 185 (1927), p. 1005.

(3) L. Bexntini. — Inlroduzione alla geomelria projelliva degli iperspazi,
Messina, 1923, p. 269.



CHAPITRE III

18. — Nous avons censidéré dans les chapitres précédents
I'ensemble de courbes appartenant & un systéme osculateur
d’ordre k (ou k=0,1, ---,s), passant par la courbe (1!) du
systéme continu donné. Nous avons supposé que toutes ces
courbes passent par le point (x° y°®) de la courbe (2;) et, en
outre, nous avons envisagé 2 cas extrémes: dans le cas du
premier chapitre, le parabole osculateur d'ordre s — k dans
(x¢, y°) reste le méme pour toutes les courbes du systéme oscu-
lateur d’ordre k (pour k£ =1, 2, ..., s), passant par (2;), tandis
que dans le cas du second chapitre, méme les paraboles oscula-
teurs d’ordre 1 (c ad. les tangentes) restent tout a fait indéter-
minés (en tout cas pour les systémes a plusieurs paramétres).

Mais il peut y avoir différents cas intermédiaires. Il n’y a
pas de difficultés, en suivant notre méthode, d’étudier chacun
d’eux séparément. Pour cette raison, nous ne nous arréterons
ici que sur 'un d'eux.

Soit donné un systéme continu & p parametres :

(1) F(z, y,2) =0

et soit la courbe produite générique, passant par (2% y°) pour
A; =1;, déterminée par les équations :

(2) Ql(xs Y )‘.7') =0: -5 Qx, 7, A) = 0.

Supposons que cette courbe produite générique admet dans
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(«°, y°) un point multiple d'ordre s et qu’en outre, une de ces
branches admet un contact d’ordre r avec une des branches
d'une autre courbe produite générique, différente de la précé;
dente, mais aussi passant par (x°, y°) pour 2; = };. D'apres la
premiére hypothése, cette courbe admet aussi un point multiple
d’ordre s dans (2%, y°).

Enongons les propositions suivantes :

Tugonitmen0 1. — Quand dans un systéme continu.des courbes
une courbe produite générique, passant par (x°.y°) pour); =12,
admet ce point comme un point multiple d’ordre s et en outre,
une de ces branches admet dans (2° y°) un contact d’ordre r
avec une des hranches d'une autre courbe produite générique,
différente de la précédente, mais aussi passant par (x°, y°) pour
h; = 2], toutes les courbes du systéme osculateur d'ordre k en
(23) admettent dans (°, y°) un point génériquement maultiple
d’ordrel 2=s — ket enoutre une des branches de chacune de ces,
courbes, admet dans (2°, y°) un cortact d’'ordre n =r+s— k—I1
avee la hranche mentionnée de la courbe produite.

(Nous avonsici: 0 <hk<<s; [,s=1: n, r=0).

TutoremE 8 2 (rECIPROQUE). — Quand pour k=0.1,..., s r
toutes les courbes d’un systéme osculateur d’ordre k dans 0\;),
d’'un sysigme continu donné, admetlent dans le point (x° y°) un
point multiple d’ordre s — Lk (au m=ins) el en oulre, une des
branches de chacune de cescourbes admet dans(«°, y®) un contact
d’ordre(r +s —k — 1) (au moins) entre elles,la courbe produite
générique, passant par (x°, y°) pour ., =).j, admet dans ce point

" un point multiple d’ordre s et en outre, une de ces branches
admet dans (£°, y°) un contact d'ordre r (au moins; avec la
branche analogue d'une autre courbe produile générique,
passant par (° y°) pour 3, = 1.

Démonstration. — La premiére partie des théorémes énoncés,
qui se rapporle & la multiplicité du point (2%, y°), n'est que la

3
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répétition des théorémes n° 1 et 2 du chapitre précédent et
peut étre considérée comme étant déja démontrée. Pour dé-
montrer la seconde partie, concernant le contact des branches
de courbes, on peut agir d’'une maniére analogue a la démons-
tration des théorémes no 1 et 2 du premier chapitre. Nous
obtiendrons ainsi le tableau suivant des équations, analogue
au tableau (18) du chapitre 1:

aF° 2 [°3—2F°J=0; .. 2 [d*+r—‘F°J=0;

@) o =0 ar o A
ottr—1 Fo ostr—1 d 0
Gusr) 3ot — =% ama @] =
7y Tgr—1 7y Jstr—
FSand 0
Bt =0
(Be) aky, e oh

Ces équations sont satisfaites pour un point appartenant a
la branche mentionnée, tandis que jusqu'a un certain ordre
(qui est d’ailleurs facile & déterminer), elles sont satisfaites
identiquement. Cela démontre complétement le théoréme.

D’aprés ces 2 théorémes généraux, il est facile d'énoncer
tous les autres théorémes analogues aux théorémes des cha-
pitres précédents.



CHAPITRE 1V

14. — Considérons a présent particuliérement les systémes
continus 4 un parameétre que nous appellerons bri¢vement les
faisceaux continus.

Soit donné un faisceau continu des courbes sur le plan par
son équation :
(1) F(z,y, ) =0.

Le faisceau osculateur d’ordre k dans (A°) est :

0
F(x,y.x°)+(x_>\°)iﬂ%___{’“+...
&) N — A% okF(z, y, N0 ‘
+! 3] E.2 (':iky' ) = Quw. 3,30, =0;

tandis que le systéme linéaire osculateur d’ordre & en A° est:

20
F(z, y, 09) 4 2@ 020

(3) . o*F(x, y, A%)

-+ © Nk = Bk(z’ Y )‘0’ P‘j) == O’

dont la dimension Q est égale a k (au plus).

Dans la suite nous emploicrons simplement tantot I'expres-
sion « le systéme osculateur d'ordre k », tantol « le faisceau
osculateur d’ordre & », car les propriétés que nous allons étu-
dier s’étendent également, comme sur le faisceau algébrique
osculateur, sur tout le systéme linéaire osculateur,
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Supposons que le point (z°, y°) de la courbe (1) est le point
génériguement multiple d’ordre s.

Alors, d’aprés le théoréme n° 1 du chapitre II, toutes les
courbes du systéme (3) admettent dans (2°, ¥°) un point géné-
riquement multiple d’ordre (s — k) (au moins). Considérons
I'ensemble des courbes appartenant au systéme (3) et ayant
dans (2% ¢°) un point multiple d'ordre (s — k) exaclement.
Soit (p.;) une telle courbe. Cherchons ses.tangentes principales
dans (x% y°). Pour les trouver, développons I'identité :

%) Ru(20 + dz, y° + dy, ¥, p}) =0,

en supposant que le point (2° 4 dz, y° + dy) appartient a la
courbe (p;) du systeme osculateur (3). Développons (4) au
(8 — k + 1)c ordre preés, en tenant compte du fait que le
point (x° y°) est le point génériquement multiple d'ordre s de
la courbe (A%) du (1). Nous obtenons :

a¢[° dxs—k P QY d_)"—k _
*"‘[axkaxw G—l1 " ey s — k) l] =0,

d’olt nous tirons 'équation des langentes principales :

3 x-k[«‘D . ; s-—-k a-?‘k[?ﬂ i
gaﬁl?‘MT—i (X—af)p=* (" )m(l\—‘x")‘_*/"(Y-——y“) +..
) ) a5k
s (Y —.Y°)"‘"J =0.

On voit que celle équation est indépendante des ;, c'est-a-
dire, toutesles courbes decelle espace ontles mémes tangenles
principales dans (x°, y°).

Nous avons donc le théoréme suivant :

Tutorbue N° 1. — Quand une courbe (39 d’un [aisceau
continu des courbes admet dans le point (2° y° un point géné-
riguement multiple d'ordre s, toules les courbes du systéme
osculateur d'ordre k dans (2°) qui admettent ce point généri-
quement multiple d’ordre (s — k) (ce qui est d'ailleurs bien
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possible d’apres le théoréme n° 1 du chapitre I1), ont dans ce
point les mémes tangentes principales fizes.

Comme conséquence immédiate du théoréme précédent,
nous avons le théoréme suivant :

TutoriME n° 2. — mn étant la dimension du sysiéme lindaire
d’appartenance du faisceau continu (1) donné, quand wune
courbe ()°) ordinaire de ce faisccau admet dans son point
(x° y° un point génériqguement multiple d'ordre s et s > m,
ce point est un point multiple d'ordre (s — m), au moins, pour
toutes les courbes du faisceau ; alors, les courbes du faisceau,
ayant dans (2° y° un point multiple d’ordre (s — m), ont en
méme temps les tangentes principales fixes.

I1 est évident que ce théoréme contient le cas particulier ou
la courbe (3% est la courbe générique du systéme donné.

Dans le cas ou le systéme donné (1) est un systeme algé-
brique d'ordre m, nous avons immédiatement le théoréme
suivant :

Tutorkme N° 2 bis. — Quand une courbe (A°) d’'un faisceau
algébrique d’ordre m admet dans son point («°, y°) un point
génériquement multiple d’ordre set s > m, ce point est un point
multiple d’ordre (s — m), au moins, pour loutes les courbes du
faisceau.’ Alors, les courbes du faiscear, ayant dans («° y°)
un point multiple d'ordre (s — m), ont en méme temps les
l{mgenvtes principales fixes.

Considérons le théoréme suivant cité dans Lezioni sulla
teoria geomelrica delle equaszioni e delle funzioni algebriche
(Enriques, Chisini, Bologna, 1915, volume 1, p. 183).

« Teorema sui fasci (lineari) determinati da due curve con
punto doppio A infinitamente vicino, ..., il fascio limite deter-
minalo dalle due curve infinitamente vicine possiede A come
punto base semplice : inoltre si ha in A una tangente fissa ».

Il est évident que ce Lhioréme n’est qu’un cas particulier de
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notre théoréme n° 2 bis o on a mis m = 1 et s = 2. En effet,
quand une courbe du faisceau admet un point double, ainsi

que sa courbe infiniment voisine, ce point est un point généri-
®
guement double.

15. — Le raisonnement géométrique suivant peut rous
donner une certaine indication sur la relation entre les tan-
gentes des points multiples de différents ordres. Supposons
pour cela un faisceau continu des courbes, dont la courbe
générique (3°) admet un point («° y°) multiple d’ordre s et
soit que ces points multiples de différentes courbes du faisceau
tracent une courbe C ayant dans (2% 3% un point ordinaire.
Nous savons du théoréme n° 3, du chapitre II, que le point
(«°, y°) est un point génériquement multiple de la courbe (A%).
Nous supposons que la courbe générique du systéeme osculateur
d’ordre & dans (2°) admet dans (z° »° un point multiple
d’ordre (s — k). Alors, d’aprés le théoréme précédent (no 1),
les tangentes principales sont fixes et sont déterminées par
I'équation (5).

Soient

) z=2z(); =y(

les équations paramétriques de la courbe C, lieu des points
maltiples du faisceau donné. A chaque point (2, y°), apparte-
nant & la courbe C, correspond une valeur A° du paramétre du
faisceau donné qui détermine la courbe (2% ayant dans
(«° y° sor point multiple. Donc, nous pouvons aussi écrire :

™ A= ()
avec la condition :

(8) x(l*) =0 ; y(t?)=y"; () _—:. 2.,
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Alors, I'éguation :

a'F[x(t)r y(l)v l(-t)] [X—x(t)}'—" 4o

© Mk
+ 200 MOy —yyp+ =0

(ot X, Y sont les coordonnées courantes), détermine dans

chaque point ¢ = ¢° dela courbe C, I'ensemble de s — k ‘tan-

gentes fixes du systéme osculateur correspondant.
Considérons & + 1 courbes infiniment voisines a (%) :

(10) M), Mt + db), -+, Nt® —+ kdt), Nt° + (k + 1)dt].

Puisque le faisceau osculateur d’ordre £ dans (2°) a, en géné-
ral, en commun avec le faisceau donné, la courbe (1% et en
outre, k courbes infiniment voisines, il est évident que le
groupe (10) de & + 2 courbes infiniment voisines détermine
2 faisceaux Q) et Q, osculateurs d’ordre %, infiniment voisins
entre eux. En méme temps le groupe (10) détermine un seul

Fig. 1.

faisceau osculateur Qi4+1 d’ordre (k + 1), auquel il appartient.
Considérons s — k tangentes fixes du faisceau Qx concourant
en O (fig. 1) et celles du faisceau Q, concourant en O’. Cherchons
Vensemble Q de (s — £)? points d’intersection de tangeates



du 1er faisceau avec celles du second. Il est certain qu'en
général, un point d'une tangente, infiniment voisin du point
de contact, appartient & la courbe {au 2°ordre prés). Donc ceux
des points du groupe Q qui sont infiniment voisins de O et O,
appartiennent a toutes les courbes des faisccaux Q, et Q, ; donc,
ils appartiennent a toutes les courbes du faisceau Qi41 et
aussi aux tangentes principales fixes de ce dernier faisceau.
Il est évident que dans le cas général, il faut exclure du
groupe Q I'ensemble de s — /4 points d’intersection de tan-
gentes fixes homologues des faisceaux Qi et Q;. En effet, ces
points ne sont pas en général infiniment voisins de O et O',
tandis que les autres (s — k) (s — k — 1) points (les inter-
sections des tangentes fixes non homologues), sont en général
tous infiniment voisins de O et O', c. a d. quand le point O’
tend indéfiniment vers le point O, tous les points d’intersec-
tion des tangentes fixes non homologues tendent aussi (dans
le cas général) vers O, tandis que les points d’intersection des
tangentes iomologues tendent vers des points limites distincts
du point O (dans le cas général).

Il s’ensuit que ('ensemble des (s — k) (s — k — 1) points
d'intersection de tangentes fixres non homologues des fais-
ceaux Qi et Q. appartient a lensemble des (s — k — 1) tangentes
fizes du faisceau osculateur Qiy1.

En supposant toujours ce cas général, considérons deux tan-
gentes homologues (fig. 2) : OA, appartenant au faisceau oscu-
lateur Qr et O'A, appartenantd Q. Lear point d'intersection A
est supposé a la distance non infiniment petite de O et 0’
(c. ad. OA et O'A ne tendent pas vers 2éro quand ¢ = O O’
tend vers zéro). tandis que le point B (le point d'intersection
des tangentes non homologues : OB et O’A) est supposé infi-
niment voisin de O et O'. Menons la droite O'B' || OA. 1l est
évident dans ces conditions que ~ B'O'B = » OAQ' = « est un
angle infiniment petit. Considérons le triangle O'BB’ qui est
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semblable au triangle OBA. Nous avons donc g,BE = %)l; ; OB

étant infiniment petit et AB n’étant pas infiniment petit, il
s’ensuit que BB’ est une quantité infiniment petite d’ordre supé-
rieur & celui de O'B. Donc, en négligeant les infiniment

VA

Fig. 2.

petits d’ordre supérieur, dans la recherche de points d'inter-
section de tangentes non homologues de ces deux faisceaux,
nous pouvons supposer qué les tangentes principales fixes du
faisceau Q) sont paralleles aux tangentes homologues du
faisceau Qe ; mais, dans ce cas, puisque les s — k& points
d’intersection de tangentes homologues sont placés sur la
droite de l'infini, (s — k)(s — k — 1) points d'intersection de
tangentes non homologues sant nécessairement placés sur la

méme courbe d’ordre s — %4 — 1. En effet : nous pouvons
considérer I'ensemble de s — k tangentes fixes du faisceau Qs
comme une courbe d'ordre s — k, ainsi que l’ensemble

de s — / tangentes du faisceau Qj ; mais d'aprés le théoréme
connu de Gergonne (), quand s — X points d’interseclion de
2 courbes d’ordre s — k appartiennent a une droite, les autres

() Annales de Mathématiques, t. 17, 1827.
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(s —k)(s — k — 1) points appartiennent nécessairement a
une courbe d’'ordre s — &k — 1.

I1 est évident, d’aprés le précédent que la courbe limite
d’ordre s — k —1 alaquelle appartiennentles (s — k) (s — k—1)
points d’'intersection de tangentes fixes non homologues des
faisceaux Qy et Q) est I'ensemble de s — k— 1 tangentes fixes
du faisceau osculateur d’ordre Q,,.,. Nous avons ainsi démontré
le théoréme suivant :

Tutoréme N0 3. — Soit donné un faisceau continu (1) des
courbes, dont la courbe générique ()°) admet un point (x°, y°)
mobile, multiple d'ordre s. L'ensemble de (s — k) (s —k —1)
points d'intersection de tangentes principales fires non homo-
logues de deux systémes osculateurs d’ordre k dans ()°) et
dans (1° + d2) est placé sur une courbe I d’ordre (s — k — 1).
Quand d tend indéfiniment vers zéro, la courbe T" tend indéfi-
niment vers U'ensemble de tangentes principales fires du sys-
téme osculateur d’ordre (k 4 1) dans (29).

Nous avons démontré ce théoréme pour le cas particulier ou
la courbe (2°) du faisceau donné est une courbe générique de
ce [aisceau ; mais il est évident que le théoréme est aussien
vigueur quand (1°) est une courbe particuliere, admettant géné-
riquement le point multiple d’ordre s. En effet, les équations (5)
définissant les tangentes fixes dans (2%, y°) des systémes oscu-
lateurs dans (2°) ne dépendent pas du fait que la courbe (A%
soit générique ou particuliére, pdurvu que le point (x°, y°) soit
génériquement maultiple. Mais tout cela peul étre précisé
encore, comme il suit,

16. — Dans le raisonnement du § précédent, pour déterminer
les langentes principales fixes dans (z° y°) du systéme oscu-
lateur d’ordre % + 1 dans (29), il nous suflisait de considérer
deux systémes osculateurs d'ordre k& infiniment voisins, en
supposant que les tangentes fizes homologues de ces deux sys-



témes sont paralléles entre elles. Donc il est toul i fait évident
que quand les tangentes fixes dans («°, 3°) du systéme oscu-
lateur d'ordre & dans ()°) sont données (fig. 3), I’ensemble des
tangentes fixes dans (2° y°) du systéme osculateur d’ordre
k +1 dans (1°) ne dépend que de la direction du licu OO’ de

Fig. 8.

points maultiples de courbes du faisceau donné, et récipro-
quement : quand en outre des tangentes fives dans («°, y°) du
systéme osculateur d'ordre k dans ()°), sont données celles du
systéme osculateur d’ordre (k + 1), la direction du lieu 00’ est
parfaitement détermindée.

Pour vérifier cela analytiquement, considérons un systéme
continu a deux parameétres des courbes, dont la courbe géné-
rique admet un point (£, ») multiple d’ordre s et mobile sans
restriction des directions en voisinage du point («°, y°) du plan.
Nous pouvons donc choisir comme paramétres de ce systéme
les coordonnées £ et 1 de ce point multiple mobile. Soit alors :

11 F(z,y,§ 7)=0

I'équation de ce systéme.



Considérons la courbe £ = 2% » = y°; son équation est :
(12) F(x, y, «°. y°) = 0.

Développons la partie gauche de celte équation en voisinage
du point (z°, y°). Puisqu’il est le point multiple d'ordre s, nous
obtenons :

Fi,y, %, ) = § [TTE B e — oy

>

asF 01 ’ 0’ — ()
3 ¢+ (1) —(za—msy——:;——)(x — @)y — )+ e

.Yo)(y o):]+ ve. =0,

ol nous avons posé :

b‘F (1"
\

>°F(x°. y°, a°, y°) [a’F(m. y. &, 'q)]
X’ Pay? - 2x*PRYP  o—=f=120
y=mn=)y»~
Considérons dans l'identité (13) les x° y° comme para-
melres variables, ¢. 4. d. substituons a leur place les variables
E, n respeclivement, en supposant :

(14) L I p——

Nous obtenons ainsi I’équation de notre systéme dans la
forme suivante :
__AJaF( m, 8 n) .
l(xy)E "‘l) ;lT(w :) -+ ..

+LH§:£%§._ﬂ(y_n)s]+...=.0.

(15)

En dérivant la partie gauche, nous obtenons identiquement :

aF (x J’ £, "n) = - 11)'[9'_““(; M "t)( E)._i
s — ox
+ (3—‘ 1>—3.i7;‘dy )(x — Ny —m) + -
+ 2y
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ou :
‘ oF(z.y. £ m) __ oF(z.y, & ny
(16) o( —¥) ox
( ~+ les termes d’ordre supérieur 3 s — 1 en (z — §), (y — u)-
De méme :
oF(x,y. & m) _ aF(x.y.§ m)
(17) o(—m) y2
~+- les lermes d’ordre supérieur s — 1 en (x — &), (y — u).

De la méme maniére, nous obtenons la formule générale :

o'F(z.y, % v) __arF(ar. y, 8. m)

(18) b.l"‘b)’l-b\ — &)'"’b( _ .,Jy-k—l—rn - 31‘k+"'b)’"—k_”'
+ les termes d’ordre supérieura s — p en (x — &) et (y —m):

Done, pour p = s el pour r = £ et y = » nous avons :

(19) o'F (3. 7. 5, 1) oF(E. 1w, 8. 1)

5?“‘6}’ X bi:‘ £y o — 1) k=imm T yphbm gys k—m :

Cela élant, considérons un faisceau conlinu, appartenant au
systéme (11) et déterminé par I'équation (11) et les équations :

(20) E=ty: =n=n()
avec fa condition :
(21) 10 = a0 m(1°) = y°.

Développons (20) en voisinage du point (2°, ¥°) ; nous avons:

(22) E—a'=Nall— ) o —y = Db} — 19,
) i

ol nous avons posé :

o 1 [diE(e) . o __ 1 1din(y)
(23) % —fil dv Jt=(0‘ bi "j!l dti Ji=p*




Donc, l'équation de notre f:aisceau est :
(24) Flz, y, (1), 7(t)] = ®(z,y,t) =0.
Considérons le faisceau osculateur d’ordre k dans (¢°), qui est :

P(z,y,t° {—10)% akd(x,y, t°
(25) (a.y,0)+22EX L) o)y (B @Y g

Nous savons déja que les & — s tangentes principales fixes
de ce faisceau sont celles de la courbe :

(26) 2oer.0 .

D’apres (24) et (15), nous pouvons donc écrire leur équation
dans la forme suivante :

s—k'0 . — s—k "0
( spl e a4 (1) gy (X e (Y

: b.’ts_"‘_lby
(27) bs—hFo
( + o= (Y — .Y“)“"]= o,
ou nous avons posé
(28) Fo= [F(x’ Y E’ n)]:c:{:a:“‘
y=n=y°

Considérons les coefficients de I'équation (27) successivement
pour k=1,2, ..., s—1. :
Pour & = 1; nous avons, d'aprés (24) et (22) :

a'F° asF° >'F°
— = —=ral — bi.
ot. ax* ozt ak dxs—1om

Mais, en tenant compte de 1lidentité (19), nous avons:
»F° >Fo | o 0
at.ox—t' (F"' + axs-"ayb’)

de cette facon nous obtenons le tableau suivant :

asF¢ . asFO 0 a>’F° o\ .

29 g al-azt =t _(a?"’ aw’*'-a.vb‘)'
( i) ( alFO _ -( aaFo e asFO b. .
al-ax %5y ar—lay ' T axt—i.pyt ') ’

........................................................
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En posant £ = 2 nous obtenons :

asFO 2| as—1F° ac—l Fo be
FYLRFY L all ST+ oz 2.3y ']
. asFe° o2 P o 1o ko o2 |
b(l?’a' +2ma|-bl +mbi N
(29:) { ovirii e e i .
a‘F" as—1Fo a‘ 1o °
af oyt T atl az.ay i a_y“' ']
o? oF  , ., oF°
ax*o_y"" + za:ray'-‘a' bt + ?y* bt

D’une fagon générale :

a*F° . a0 .
a[kaxpays—p—n = (— 1)"[W:,a?
29 4
( k) k \ a‘F“a. b3 ao°Fo bl‘k
(1/°Ip+k Toys—w—kEt oo + -a:"—ay“ﬂﬂ J

Nous voyons ainsi que les coefficients de I'équaltion (27) des
tangentes fixes du faisceau osculateur sont parfailement déter-

, de l'équation

b‘
minés quand on connait les coefficients -
aw’a -

de tangentes principales de la courbe (¢°) dans (2 y°) et en
outre, quand on connait dans (z° y°) la direction :

dy __ bt
(30) | fw o al
n=0
du lieu (20) de points multiples. C. Q. F. D.

17. — Soient =, H les coordonnées courantes de la tangente
en (2° y°) au lieu (20) du point multiple mobile de la courbe
mobile du faisceau (24). Il est évident qu’alors (E — x et
(H -— °) sont proportionnelles aux a; et b\. En tenant compte de
ce fait, donnons un nouvel aspect & l'équation (27) de
tangentes principales fixes du faisceau osculateur. Portons
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pour cela dans (27) les expressions (29:), en donnant & V'indice
p successivement les valeursp =s,s — 1, ..., 0 et remplagons
ensuite les quantités a;, b}, par leurs proportionnelles (E — 2°)

et (H— y9).
Nous obtenons alors :
t asFO — k — _ .
|55 = = 2+ () sy (= — 2P = )
>5F°

g g (1 — PP (X = 2o

s —_ k bcld)

@)+ ("7 ) [y = — e+

. asl«
+ ST =K1 gykTi oAt (H — yo)k] (X — 20)p—=*=1t (Y — y°) + ...

[ = 2 T U op O - e,
ce qui nous montre que le groupe de s — k directions (X — 2,
Y — 3% cst un groupe polaire d’ordre k de la direction
(8 — a°% H — y° par rapport au groupe fondamental de s
directions de tangentes principales de la courbe (%) ; c. & d.
nous avons le théoréme suivant :

Tutorime N° 4. — Soil donné sur le plan un systéme con-
tinu des courbes, dont la courbe générique C admet dans (z°, y°)
un point mobile, multiple d’ordre s. Alors, dans le faisceau
des droites passant par le point (z° y°), le groupe de (s — k)
tangentes principales fires dans (x°, y°) d'un des faisccaux
osculaleurs d'ordre k en G, n'est qu’'un groupe polaire d’ordre k
de la tangente dans (2°, y°) au déplacecment correspondant (& ce
[aisceau osculateur) du point mulliple mobile (a°, y°) par rap-
port au groupe de tangenles principales de la courbe C en (2, y°).

<n tenant comple des propriélés connues des polaires, nous
pouvons tirer immédiatement de ce théoréeme fondamental les
conséquences suivanles.

TuEoREME N° 5. — Dans les conditions. du théoréme précé-
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dent, le groupe des (s — k) tangentes principales firxes dans
(x° y° du faisceau osculateur d’ordre k en G constitue un
covariant simultané du groupe fondamental de s tangentes
principales en (x°, y°) dela courbe G et dela tangente en («°, y°)
au déplacement correspondant du point multiple (z° y°).

THEOREME N° 6 (Lol DE REciPROCITE). — Quand dans les
conditions du théoréme n° 4, la direction m est une des direc-
tions de Atangentes principales fires du faisceau osculateur
d’ordre k en C, correspondant au déplacement dans la direc-
tion n du point multiple (z° y°) de la courbe C, alors récipro-
quement, le faisceau osculateur d'ordre (s — k) en C, corres-
pondant au déplacement dans la direction m du point maultiple
(% y°), admet n comme une des directions de ces tangentes
principales fixzes en (x° y°.

THEOREME N° 7. — Dans les circonstances du théoréme n° 4
la condition nécessaire et suffisante pour que la direction m
du déplacement du point muliiple mobile (x, y) de la courbe C
soit confondue avec une des directions des tangentes principales
fixes du faisceau osculateur en C correspondant (de n’'importe
quel ordre) est, que la direction m soit une des directions des
tangentes principales en (2° y°) de la courbe C elle-méme.

TuEOREME N° 8. — Quand dans les conditions du théoréme n® &,
entre lés directions de tanéentes principales dans (2% y°) de la
courbe C, il existe une direction m, multiple d’ordre n, alors m
est aussi la direction multiple d’ordre (n — k) d’une des tan-
gentes principales fires de tous les faisceaur osculateurs
d'ordre k en G, correspondant au déplacement du point mul-
tiple (°, y°) de C dans les directions distinctes de m.

Du théoréme n° 5, il résulte :

TarorEME N° 9. — La relation énoncée dans le théoréme no,
entre la direction de la tangente au lieu des points multiples et
les tangentes principales fixes des faisceaux osculateurs de

4
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différents ordres, est une propriété intrinséque, independante
du choix des paramétres.
Démonstration. — Pour démontrer le théoréme n° 4, nous

avons considéré le systtme a deux paramétres donné par
I'équation :

(11) F(x, 7, & ) =0,

ou £ et » étaient les valeurs des coordonnées du point multiple

mobile.
Supposons maintenant que sur les paramétres &, » on a
effectué¢ une transformation, déterminée par les équations :

(&= E(hy, Ag)
32) —
( ( n= 'q()‘h )‘3)'
avec les conditions :
(32) 2 = (A, A, 7' =, A);
. D, =)

(32) [562 >~,)]§4 — =0

s = A3

Substituons (32) dans (15). Nous obtenons :
(33) F(z, y, & n) = (=, y, M, 1) = 0.

Considérons alors le faisceau (20), appartenant au sys-
téme (33). D’une part nous avons obtenu les équations (29)
du précédent. D'autre part, nous avons 1dentiquement :

3P0 >sF°

okt.ax™. ays—k—m - akl.ax™. aya—-k—m

et cela démontre la proposition.

18. — Considérons maintenant les systémes des surfaces.
Soit :

24) F(z,y,2, ) =0
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T'équation d’un faisceau continu, dont la surface générique (A%
admet dans (% y° z°) un contact d'ordre s avec la surface
fixe :

(35) :— = flz, y).

Nous savons déja (d’aprés les théorémes n® 8 et n° 2 du
chapitre I) que dans ce cas, toutes les surfaces du faisceau
osculateur d’ordre k en (2°) admettent dans (z°, y°, z% un con-
tact d’ordre s — % (au moins) avec la surface (35). Supposons

que le point (% y°, 3°) est un point ordinaire des surfaces (35)
et (2% et qu’en outre, le plan :

(36) z =2

est le plan tangent des surfaces (35) et (2°) dans (z°, y°, z°).

En résolvant (3%) par rapport & z — z° donnons a I’équation
du faisceau (3%) la forme suivante :

(34')4 z—2°— P(x, y,1) = 0.

Alors, I'équation du faisceau osculateur d’ordre k& en (A%
prendra la forme suivante :

z——-z°—Q(x:y.)\",l)=Z—z°—P(“’,)'»)‘°)
37 P(z, y,20 A — M} 2Pz, 3,0
( ) _b (xa)‘\y ).()\——7\")—-- _6 7 )_b (:)\’:‘Y )=o.

Con’sidérons 'ensemble des surfaces, appartenant au fais-
ceau (37) et ayant dans (29 y9 3°) exactement un contact
d’ordre (s — k) avec la surface (35). Soit (2.) une telle courbe.
11 est certain qu’alors, la ligne d’intersection de ces deux sur-
faces : (33) et (2) admet dans (z° y° 2°) un point multiple
d’ordre (s — k + 1). Cherchons ces tangentes principales dans
(x%, y°, 2°). Remarquons d’ailleurs que le point (z?, 3, 2°) étant
supposé comme le point ordinaire de la surface (33), toutes
ces s — k + 1 tangentes principales seront placées dans le
plan tangent (36). Donc, nous pouvons considérer (36) comme
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une des deux équations de cet ensemble des s —%k -+ 1 tan-
gentes. Pour trouver la seconde équation de cet ensemble,
considérons I'équation :

(38) Q(wr Y )‘01 )\) ——f(.’l?, y) = 0.

Cette équation étant une combinaison linéaire des équations
(38) et (37), la surface cylindrique déterminée par (38), passe
évidemment par la ligne d'intersection des surfaces (35) et (A).
Développons alors l'identité :

(39) Q(z° + dx, y° + dy, N, 2) — fla® + dx, y* + dy) =0,

en supposant que le point (z° + dz, y° + dy, z°) appartient a la
surface cylindrique (38). Développons (39) au s — k + 2¢ ordre
prés, en tenant compte du fait que dans le point (z°, y°, 2°)
toutes les surfaces du faisceau osculateur d’ordre (k — 1) en (A%
de (34) admettent avec (33) un contact d’'ordre s — &k + 1(au
moins) etc. Nous obtenons :

ax—k+ipo

dxs—r+1 ++’55,TZT¢T-T

()\_)\O)k d* [as—k+1Pp0
k1 Sﬁr[ k1

] =o.

Donc, la seconde équation de tangentes principales est :

25—k+1Ppo as—h+1Po

k o
(40) %[W[X—x"]’—wi T ey [Y—y°]“‘"+‘J=0'

ou P® désigne P(a?, y°, 2°).

On voit que les équations (36) et (40), déterminant 1'ensemble
de tangentes principales, sont indépendantes de (3.), c. a d. que
les tangentes principales restent les mémes pour toutes les
surfaces du faisceau osculateur (37) qui ont en (22, y°, z° un
contact exactement d’ordre (s — k) avec la surface (35). Il s’en
suit donc le théoréme suivant :

TatoremE N° 10. — Soit gu'une surface générique (3°) d'un

faisceau continu(34)des surfaces admelte dans le point(z°,y®, z°)
un contact d’ordre s avec la surface fize (33) donnée. De toutes
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les surfaces d’un systéme osculateur d'ordre k en (3°) considé-
rons celles qui ont dans (2° y° 2°) un contaclt exractement
d’ordre (s — k) avec lasurface (38). Toutes les lignes d'intersec-
tion de chaque surface de cetle espéce avec (35) admettent dans
(%, y°, 2% les mémes (s — k + 1) tangentes principales fixves.

Pour un faisceau algébrique d’ordre m nous avons immé-
diatement :

TatorEvE N 41, — Sout qu~ dans les conditions du théoréme
précédent, le faisceau (3%) est un faisceau algébrique d’ordre m
etsoit s = m. De toutes les surfaces de ce faisceau, considérons
celles qui ont dans (£°. y° z° un contact exactement d’ordre
(s — m) avec (35). Toutes les lignes d'intersection de chaque
surface de cette espéce avec la surface (35) admettent dans
(2, y°, 2% les mémes s — m + 1 tangentes fires.

Nous avons un théoréme analogue pour les faisceaux de
grade m.

En considérant I’équation (10), nous voyons qu’elle est tout
a fait analogue & (5); done, ¢n appliquant sur (40) le méme
raisonnement que nous avons appliqué sur (3), nous obtien-
drons pour le cas considéré des systémes de surfaces et leurs
lignes d’intersection, les théor. mes analogues aux théorémes
n° 3-9 du précédent.

Alors, notre théoréeme fondamental n°® 4 appliqué au cas
considéré ici, doit étre envisagé comme une généralisation du
théoréme suivant qui fut énoncé par M. Car1a¥ dans son cours
de I’année derniére :

Tutprive pE M. CArTAN. — Soit S une surface mobile, admet-
tant dans le point mobile (z°, y°, z°) un contact d'ordre s avec
la surface fixe 2. La ligne caractéristigue de S admet dans
(x° y°, 3°) un point multipled’'ordres. Enoutre, less tangentes
principales dans (r° y°, z° de cette caracléristique forment un
groupe premier polaire de la direction du déplacementinfiniment
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pelit corresponant de (x°, y°, z°) sur = par rapport au groupe
des (s + 1) directions de tangentes principales en (2°, y°, 2% de
la ligne d’intersection des surfaces S et 3.

I1 est en effet évident que la ligne caractéristique de S appar-
tient 4 toutes les surfaces du faisceau osculateur d’ordre 1 en S,
correspondant au déplacement considéré du point (x°, y°, 2%
du contact. Donc, nous obteno:as le théoréeme de M. CaARTAN,
en posant k = 1 dans le théoréme n° 4, appliqué au cas consi-
déré des surfaces.

19. — Considérons enfin les faisceaux des courbes sur le:
plan. Soit :

(41) Fl(wr Y, E) =0

I'équation d’'un faisceau continu, dont la courbe générique
() admet dans son point ordinaire (£° 7%°) un contact
d’ordre s avec la courbe fixe :

(42) y—n=flz)

Nous avons choisi pour le parameétre £ du faisceau (41)
I'abscisse du point de contact (£° #°), ce qui est en général
bien possible.

En résolvant (41) par rapport & y — »°, donnons a I'équa-
tion du faisceau la forme suivante :

(43) F(z,y, ) =y — 2" — P(z, §) = 0.

Alors, I'équation du faisceau osculateur ‘d’ordre k en (&%)
prendra la forme suivante :

Y —.qo - Q(z) EO’ E) =Yy — "]0 —_ P(m, EO)
G—e). 0@ (E—0Pr 2P 8) _ o

R
of k! ok

Envisageons 1'ensemble des courbes appartenant au fais-
ceau (44) et ayant dans (£°, n°) exactement un contact d’ordre
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s — k avec la courbe (42). Soit () une telle courbe. Considé-
rons l'équation :

Q=, &, §) — f(z) = [P(=. &) — f(2]]
(49§ e B gy BB IR

qui n’est qu'une combinaison linéaire des équations (42) et (44).
Donc, les x satisfaisant & I'équation (453), satisferont aussi aux
équations (44) et (42) simultanément. D’autre part, (45) étant
la différence des abscisses de deux courbes qui ont dans (&°, °)
un contact d’ordre s — k, le développement de (%5) en puis-
sances de (x — £° doit commencer par les termes d’ordre
s—k 41 (au moins). D’une maniére analogue au cas des sur-
faces, nous trouvons facilement que les termes d’ordre s — & + 1

en (x — £° ne peuvent contenir que le dernier terme de
I'équation (43) ; par suite, nous trouvons :
b"P(m. EO) _ o* [as—rt+1P0 (x — EO)x-k-l-l
(46) otk —?F‘[az""*“'(s——k+1)|+”.].
Dérivons I'identité (46) par rapport 4 £. Nous obtenons :
ak+lp(x’€0)_ ok [as—hHIPO (p_toys—r _ oFt1P(x,80)
(47) g dEr+ _—3_57[ dxt =kl (s — k)T + ]_— 2%
. — les termes d’ordre supérieur & s — k en (z — °).

En appliquant l'opératic:x de dérivation plusieurs fois, on
obtient facilement :
FHP(x, §°) _ 2art1P(x, §°)
(48) 2 o(—E)t-axp=hH T pavtl

~ les termes d’ordre supérieur & s — p en (z — £°).

C’est-a-dire pour p = s et = = £° nous avons :

a;—Hpo _ as+lp0
o(— By ox A1 T st

(49)
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Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

TutoremME N° 13. — Soit donné un faisceau continu des
courbes, dont la courbe générigue (£°) admet dans le point (£°,1°)
un contact d'ordre s avec la courbe fixe (42), le point (£° )
étant supposé ordinaire de chacune de ces deux courbes. Alors,
dans le développement (46) pour toutes les valeurs de kentre 1
et s+ 1 (les limites inclus), le coefficient du premier terme est

le méme : 202" (3 un signe prés).

s+1

Il est ev1dent que 'équation (49) est un covariant simultané
des variables x et £, mais supposons un changement de variables,
effectué sur le paramétre £ seulement, c’est-a-dire supposons
la substitution :

(50) E=¢(a) =8 +a(a—a’) 4-axa—a®)? 4 ...; (aveca;;20),

d’ou on tire :

(51) §(a®) = &, ou, en résolvant : a® = a(t?).
Portons (51) dans P(«, £° ; nous obtenons :
(52) P(z, ) = Plz, {(«°)] = Q(=, ).

Tandis que, d'une facon analogue, peur I'équation du fais-
ceau osculateur d’ordre k, nous obtiendrons, au lieu de (45) :

k! dak

45) y—Qa,a)— 2y L@ e,
Q(z, o)

Développons I'expression ———5— au voisinage du point de

contact : x = £°
Nous avons :

46) PUBD _ B0, a0+ RE D gy g

Tt
<e_qui nous donne (d'une maniére analogue a ce qui précede) :

" *Q(x, a®) o+ [2r—rH1Q(E, @) (x — §°)""‘+‘
o) o =Gl Ee = )
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Mais, d’apres l'identité (52), nous avons :
o'P(x, &%) __ 2'Q(x, «%)

D ax! ox!
onc :

2IQ(5°, a?)  2/P°
(53) “omt = o

Dés lors, (46”) devient :
2*Q(z, o°) o [as-k+lpo (x — go)s—+1 . ] )

2 od | ot (s — k 4+ 1)1
La dérivation de cette expression et des expressions ana-
logues nous donne évidemment :
ar+iQ(z, «°)  _ 2PTQ(z, o) (d&")"_ 2+ P(x, E°)(dE")“
5 ) = —— 31 »

3(— a)t.oxP—Atl T T P! da az?p¥T \da

(46")

(48)

plus les termes d’ordre supérieur 4 s — pen (x — &°).
Et enfin (pour p =set z =& :

a:+lQ(EO, aO) _ as+|Q(EO’ aO) d&o &k
{49") 3(— a)f-oxs—rF Y R x! (de) :
I1 est évident que la substitution linéaire (similité) :
' a i -4
T T
&)

rend l'équation (49") invariante ; c’est-a-dire nous avons le
théoréme suivant :

TutorEME N0 14. — Si la courbe générique ()°) du faisceau
continu (1) admet dans (2°, y°) un contact d'ordre s avec la
courbe fire C [le point (z° y°) étant le point ordinaire de ces
deux courbes], alors a une transformation similaire prés (effec—
tuée sur ). ou sur x), nous avons U'éguation suivante :

t1Q(x°. 1) 't Qa0 19)
a(_ )\)k_ax:——k—y—l - oxsTh

(54)

ou k est un nombre entier positifet 0 < k <<s + 1.
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20. — Considérons maintenant un autre cas des systémes de
surfaces.

Soit :
(55) F(x,y,2,0) =0

I'équation d'un faisceau continu des surfaces, dont la sur-
face (A°) admet dans (2°, y°, z°) génériqguement un point multiple
d’ordre s. Le faisceau osculateur d’ordre k dans (A°) est :

Q(z, y, z, °, k) = F(z, y. z, )\") +eee

(56) A — ) o F(z, y. 2, 30) _
AR ™S B a)\"

D’une manié¢re analogue a celle du § 15, nous trouvons
I’équation :

25— ko

) s—- k|0
(57) m[axs_k (X — @) ..o 2

azs—k (

Z_ z°)“"]= 0

du céne tangent principal dans (2°, y° z°) a toutes les sur-
faces du faisceau (56), admettant en (z° y°, 2z°) un point multiple
d’ordre (s — k) exactement.

Il en résulte immédiatement la généralisation respective
des théorémes n®1 et n° 2 de ce chapitre. Egalement immé-
diate est la généralisation du théoréme n° 3. Nous obtiendrons
ainsi :

TukoriMe N° 3 bis. — Soit donné un faisceau continu (55)
des surfaces, dont la surface générique (1°) admet un point
mobile (x° y° z°), multiple d'ordre s. Considérons deux sys-
témes osculateurs d’ordre k : en (1°) et en (J° + d)). La ligne
d’intersection des deux cdnes tangents principaux de ces deux
systémes se décompose en deux parties : celle de intersection
des génératrices homologues et celle de lintersection des géené-
ratrices non homologues. La derniére détermine uniformément
une surface algébrique d’ordres — k — 1. Quand d). tend
vers zéro, cette surface algébrique tend vers le cine tangent



principal dans (x° y° 3° du systéme osculateur d'ordre
(k + 1) dans 2°).

Démonstration. — Nous savons déja que l'équation du
cdne tangent principal dans (2°, y°, z°) & toutes les surfaces du
faisceau osculateur d’ordre k dans (1) est :

o [ as—kF° s— ko
(57) S)\—kla*:c;k (X—xo)s—k +...+?az‘—_k(z_20)c—k]=o’
ou :
(58) Fo = F(a", y°, 2%, \7).

Quand ° varie et devient X° + d}, les coordonnées du point
multiple deviendront 2° 4 dz, y° + dy, z° 4+ dz. On voit
bien que la partie principale de la variation de la partie gauche
de I'équation (57) est :

k s—k[0
— (s —k) :Tﬁ[aaz*_k (X — 20—+ tde 4...
(59) 2t~ kFo
-+ 2 F (Z — Zo)'—k-ldl]-

Mais (39) est justement la variation de la partie gauche
de (57), quand le céne subit une translation dépla¢ant son
sommet de (z°, y°, 26) en (z° 4 dz, y° + dy, 2° + dz). Alors, en
s'arrétant aux parties principales des infiniment petits, nous
pouvons corisidérer le déplacement du céne comme une trans-
lation.

Pour déterminer la ligne d’intersection de ces deux cénes,
employons la méthode de la géométrie descriptive : coupons-
les par les plans auxiliaires passant simultanément par les
deux sommets de ces cones. Nous obtenons ainsi deux espéces
de points d'intersection : 1) Les points a l'infini (les points
d’intersection des génératrices paralléles). 2) Les points en
général infiniment voisins de (x°, y°, 3°) — ce sont les points
d'intersection de génératrices non paralléles situées dans le
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méme plan auxiliaire. (Les points exceptionnels sont placés
dans les plans tangents aux cones auxiliaires). Finalement
nous obtenons deux lignes d'intersection : une a l'infini et
Pautre, dont les points génériques sont infiniment voisins de
(=, y°, 2°. Le théoréme devient ainsi évident.

Considérons dans l'espace 4 3 dimensions une surface
mobile S, admettant un point (&, », ) multiple d’ordre s,
mobile sans restriction des directions en voisinage du point
(a y°. 2°). Nous pouvons alors présenter les positions de cette
surface mobile, comme un systéme continu & trois parameétres
indépendants et méme choisir comme parameétres trois coor-
données (%, », 5) du point multiple mobile. Soit alors :

F(‘t:yv z, Ey My C)———O

I'équation de ce systéme.
En employant un raisonnement analogue a celui du § 17,
nous arriverons d’abord & établir I'équation :

bsF(&‘ T C- Er 7, C)
axk.oyl.0z™ . a(—E)".d(— n)P.a(— Ly k—i=m—n—2

_ W2FE 0 GE D
- a.‘l:"'""".b‘yl‘i'z’.bzx—k—n_l_p

et ensuite les théorémes analogues aux ‘théorémes n° 4-10
qui sont, d’ailleurs tous, les conséquences du théoréme fonda-
mental n° 4. A ce théoreme n° %4, dans le cas considéré des
systemes des surfaces, correspond le théoréme suivant :

TutoriME N° & bis. — Soit donné dans 'espace 4 3 dimen-
sions un systéme continu des surfaces dont la surface géné-
rigue S admet dans (2% y° z°) un point mobile, multiple
d’ordre s. Alors, le céne tangent principal du faisceau oscu-
lateur d’ordre k dans S, correspondant au déplacement du
point multiple (x° y°, z°) dans la direction (d&, dn, d§), n'est

— a0 —y0 —20
quele cone pélaire d'ordre kdela droite X dix =Y dny _Z d{z
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(tangente & ce déplacement) par rapport au cdne tangent prin-
cipal dans (x° y°, z°) 4 la surface S.

Donc, en coupant cette figure par un plan ne passant pas
par le point (x° %° 3z°, nous obtenons sur ce plan une
courbe C; d'ordre s [inlersection avec le cone tangent principal
dans (2°, y°, 3°) ala surface S}, un point O (I'intersection avec la

I} A0 0
droite X & = Y dny 2 & z ) et la polaire Ps_i d’ordre &

du point O par rapport a la courbe G, [l'intersection avec le
cdne tangent principal du faisceau osculateur d'ordre &k en S,
correspondant au déplacement dans la direction (d&, dn, d§)
du point multiple (2, y°, 2%].

Il est évident qu'outre les théorémes analogues aux théo-
rémes n°° 6-10 du précédent, on peut tirer ici plusieurs autres
conséquences en utilisant les propriétés bien connues des
courbes polaires.

21. — Revenons aux systémes des courbes sur le plan et
considérons maintenant le cas réciproque.

Soit donné de nouveau un faisceau continu des courbes par
son équation :
0 F(z, y. ) =0.

L’éduation du faisceau osculateur d’ordre k en (1% serait
alors :

(A — NP *F(z, y. M)
(2) Fla, 5, 8) + oo+ g — g =0

Supposons que pour k= s — 1 toutes les courbes du fais-
ceau (2) admettent dans («° y°) un contact ordinaire (au

moins); cela entraine les équations :
ar—lFo

ax-—-lFO
oA —2px dz + an—tay

2°F° dz a'F°

(60) ans—lax FYCErNY

dy=0; dy=0;..

Supposons, en outre, que toutes les courbes du faisceau de



— 62 —
méme ordre (s — 1) osculateur en 22 4 dJ. passent par le point
(2° + oz, y° + dy), ou:

(61) [dz, dy] = | =Y

éx Oy

[zo.

Cette derniére supposition entraine évidemment :

> 'F(x® + 8x, y° + 3y, M0 -+ dN)

ohs—1 0;
(62) 2 (z® + 8x, y' + 8y, X0 + d})
on—2 = 0; .

En développant les (62) au 2¢ ordre prés et en lenant compte
des égalités :

»—1F° > —2F°
(63) et =0 = =05

nous obtenons :

/{ os—1 Fo 251 Fo

N2z 81. + AN 2.y by =0;
(64) as—2[0 25— 20
M —d.dx bz + k=9 oy 8y =0; ...

Il résulte immédiatement des équations (64) et (60), en
tenant compte de la condition (61), les égalités suivantes :

as—lFo . . a1 Fo
oM TR T T a4y

(65) =0;..

ce qui montre que {outes les courbes du faisceau osculateur
d'ordre s — 2 en (2% ont dans (z° ¥° un point multiple
d’ordre 2 (au moins).

Ajoutons maintenant a nos hypothéses une nouvelle hypo-
these : supposons que toutes les courbes du faisceau osculateur
d’ordre s — 2 en (2°) ont dans (x° y°) les mémes tangentes
principales fixes et qu’en outre, toutes les courbes du faisceau
de méme ordre (s — 2) osculateur en (2° -+ d2), admettent dans

(x® + dx, y° + dy) un point double.
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Nous avons alors d'une part les équations suivantes :

bs—XFo bs—iFo os—1 FO
) g W+ 2 Gimngay Y+ gy =105
ba-—spo

“m dz? + ... etc.

Tandis que, d’autre part, en développant au 2° ordre prés

les équalions suivantes (qui sont les conséquences évidentes
de notre derniére hypothese) :

o F(x® + 8, y° 4+ 8y, N 4 dN)

_ S —sox 0;
(67) 7 2F(x® + dx, y° 4+ 8y, M 4+ dr) 0:
NS~y Y

nous obtenons facilement :

bs—lFO R ax—lFO o
.oz % T+ o)\s—ﬂ.ax.ayoy =0;
(68) s—! FO as—1 FO

s omay X g Y =05

En comparant les deux premiéres équationé de (68) avec la

premiére de (66), nous voyons que la condition de leur com-
patibilité :

dz? 2dxdy dy?
(69) o oy 0 |==[ds, dy =0
0 ox dy

n'est pas remplie, en tenant compte de (61). Nous avons done
nécessairement :

wu—1Fo0 . »—1F0 A, b.-xFo _
) s =% Sy = 05 =i O
De méme nous obtenons aussi :
»—2F0° »s—2F° . - IF° ’—0.
. s =0 Wamy =00 e O
(71) b:—aFo 0

dAF—b g2
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ce qui montre que toutes les courbes du faisceau osculateur
d’ordre (s — 3) en (2% ont dans (2° y° un point multiple
d’ordre trois (au moins).

En prolongeant ainsi le raisonnement et en ajoutant chaque
fois I’hypothése auxiliaire & propos des tangentes fixes, nous
obtenons ala fin que la courbe :

F(x, Y, )\0) == 0

admet dans («°. y°) génériquement un point multiple d’ordre s.
On a démontré ainsi le théoréme suivant :

TutoreME N° 15 (RECIPROQUE). — Soit donné un faisceau con-
tinu(1)des courbes. Considéronslessystémesosculateurs dans(\°)
et (20 + d2). Quand toutes les courbes du systéme osculateur
d ordre (s — 1) en (3°) admeltent un contact dans (x° y°),
tandis que celles du faisceau osculateur de méme ordre (s — 1)

en (30 -+ d).) passent par le point :
dxdy

xSy l =0,

(x® + 8z, y° + 3y) et [dx, dy] = l
alors nécessairement toutes les courhes du faisceau osculateur
d'ordre (s — 2) en (2°) admettent dans (2° %°) un point double
(au moins). Si en outre, les tangentes principales en (2°, y°) de
toutes ces courbes sont fixes, tandis que toutles les courbes du
faisceau de méme ordre (s — 2) osculateur en ()° + dA)
admettent dans (x° + dz, y° + dy) un point double, alors
nécessairement toutes les courbes du faisceau osculateur d’or-
dre (s — 3) en (X°) admettent dans (x°, y°) un point triple
(au moins) etc. En prolongeant ainsi le raisonnement et en
ajoutant toujours Uhypothése auxiliaire sur les tangentes
principales fixes et sur le point multiple (x° + dx, y° + dy)
du faisceau osculateur en ()° 4 dJ.), nous obtenons 4 la fin que
la courbe F(x, y, )°) = 0 admet génériguement dans (z° y°)
un point maltiple d’ordre s.
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22. — Supposons maintenant le cas o toutes les courbes
d'un taisceau donné par ’équation :

(1) Flx,y,) =0

admettent un contact d’'ordre s — 1 & l'origine. En résolvant

I'équation (1) par rapport & y, nous pouvons écrire encore
I’équation du faisceau (1) dans la forme suivante:

(72) ¥y = h(x) + ez, 3),

ou fy(x) est I'ensemble de termes jusqu'au degré s — 1 en =,
tandis que ¢,(z, 2) ne contient que des termes du degré plus

élevé. Plus généralement, on peut donner au faisceau (1) la
forme suivante :

(73) ¥y — f(@)]$() + (=, y, 2 =0,

ott le développement de Q(x, y, 7) en puissances de «, y com-
mence par les termes du degré s. En effet, il est évident que
toutes les courbes du faisceau (73) admettent a l'origine un
contact d’ordre s — 1 (au moins) avec la courbe :

(74) y=/(m)=a1x+a,2£2!+...

Considérons le faisceau osculateur du (73) d'ordre s — 4
en (X% ; son équation est :

S [y — J@)TH00) + (A — AV (A) + +-+ +
0)s—1

9 ) o G2 400 + (e, 7,209 + ... =0

11 est évident d’aprés (753) que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la courbe F(r, y, 2°) = 0 admette a l'origine
un point génériquement multiple]d’ordre s est_que I’équation :
(76) ) =0

admette la solution 7° multiple d'ordre s — 1. En effet, dans
ce cas toutes les expressions : L/29), J'(29), ..., 4= (3%) dispa



— 66 —

raissent. Donc, toutes les courbes de tous les faisceaux oscu-
lateurs en (2°) jusqu'a l'ordre s — 2 admettent 4 l'origine un
point multiple d’ordre s, tandis que I’équation du faisceau
osculateur d’ordre s — 1 prend la forme :

1) by — 00 G20 0w,y e =0,

ce qui nous montre que toutes ces courbes ont un contact a
Iorigine. Done, toutes les conditions pour que l'origine soit
un point génériquement mulliple d’ordre s pour la courbe (A%
de notre faisceau sont satisfaites. Au conlraire, si, parexemple,
$e=2(00) =z 0, la courbe du faisceau osculateur d’ordre s — 2
n’admet plus nécessairement un point double & l'origine et
cette derniére ne peut plus étre un point génériquement mul-
tiple d'ordre s de (?°) (nous supposons que a, = 0 dans l'équa-
tion (74)). Done, nous avons le théoréme suivant :

THEOREME N 16. — Quand toutes les courbes d'un faisceau
continu des courbes admettent dans l'origine un contact d’ordre
(s — 1), on peut toujours donner a l'éguation de ce faisceau
la forme (13). Alors, la condition nécessaire et suffisante pour
que la courbe (%) de ce faisceau admelte génériguement un
point multiple d’ordre s & l'origine est que (%) soit la racine
maultiple d’ordre (s — 1), de Uéquation (76).

Fan particulier, pour un point double (s = 2), il suffit que (A%
soit une racine ordinaire de (76).



CHAPITRE V

23. — Nous allons & présent étudier spécialement les fais-
-ceaux algébriques dont la courbe générique admet un point
multiple d'ordre s, mobile en dehors de la base du faisceau.
Nous avons déja vu (théoréme n° 8 du chapitre 11, p. 31) que
si m est 'ordre du faisceau donné, s ne peut dépasser m.

Commencons notre étude par le cas o s = m. D’une ma-
niére plus générale, considérons un faisceau d’indice m des
courbes, ce qui signifie d’aprés De Jonquiéres (*) que par
chaque point générique du plan, il passe m courbes appar-
tenant a ce faisceau. Démontrons le théoréme suivant :

TreorEME N 1. — Pour que la courbe générique, appar-
tenant & un faisceau d’indice m admette un (au moins) point
multiple d'ordre m, mobile en dehors de la base de ce faisceau,

it est nécessaire que ce soit un faisceau rationnel, qui peut
alors prendre la forme suivante :

m
1) Po(y y) 4+ 2eu(@ ) + - oo+ hom(z, y) = 0.

En outre, il est nécessaire que toules les expressions g.,(x, y)
soient linéairement indépendantes entre elles.

Démonstration. — Nous pouvons déterminer analytiquement
un faisceau d'indice m, en prenant I'équation :
@ #o20(Z, ¥) + i@a(@, ¥) + - - + pypp(x y) =0

(1) Journal de Mathématigues, série II, t. 8 (1861).
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d’un systéme linéaire des courbes (3 N dimensions) et le sys-
téme des équations :

(3) = pfA) (‘= 0,1, ..., N)

du faisceau d'indice m, appartenant au systéme (2).
Considérons l'espace Zy & N dimensions, dont les coor-
données homogénes d'un point sont (u,, p,, ---, @,). Il"est
évident que le systéme (3) déterminera dans 3y une courbe C™
algébrique d’ordre m. Pour que la courbe générique du fais-
ceau donné admette un point multiple mobile en dehors de la
base, il est nécessaire d’apres le théoréeme n° 7 du chapitre II
(p- 30) que l'espace d’appartenance de la courbe Cm de 3y
ait au moins m dimensions. Mais, d’autre part, il est certain
que I’espace d’appartenance d'une courbe algébrique d’ordre m
est au plus & m dimensions et dans ce dernier cas, la courbe Cm
est nécessairement rationnelle (c’est-a-dire du genre zéro) (1).
On peut alors, en effectuant une transformation linéaire con-~
venable sur les (. (suivi ou non d'un changement de para-
métre 1), transformer le systéme (3) en systéme suivant (2) :

LS . .
W'—'i’ !“"i—)" ("'2—2‘!) Tty P’m—m_ls

@)

pm+‘=...=p.n=0;

'équation du faisceau prendra donc la forme (1). Puisque, en
outre, aux courbes :

(4) 2@ ) =0; ¢z.y)=0; oz, y)=0;...
correspondent dans Zy, d’apreés (2), les pomts; suivants :

(1,0,0,-'°); (0,1,0"")1 (01011v"');"'

(1) Voir, par exemple. I'ouvrage cité plus haut (p- 27) de F. Severi, page 112.
(*) Voir, par exemple, l'ouvrage cité plus haut (p. 37) d'Enriques-Chisini,

t. 2, p. 673.
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déterminant 'espace d’appartenance de la courbe Cm, il est
évident que les parties gauches des équations (4) doivent étre
linéairement indépendantes. Le théoréme est ainsi comple-
tement démontré.

De tous les faisceaux d’'indice m il ne nous reste donc qu'a
considérer les faisceaux (rationnels) d’ordre m.

24. — Jusqu’a présent, nous avons considéré les faisceaux
des courbes quelconques. Envisagcons maintenant les faisceaux
des courbes algébriques. Soit donné :

) F(z,y, =0

I'équation d'un tel faisceau d’ordre m. La courbe générique (A%
de ce faisceau est supposée d'ordre n. Elle a, en outre, le point
(2% y°) multiple d’ordre m. Quand (2% varie, le point (22, %
décrit une courbe R. Supposons, en outre, que la courbe R
n’admet aucun point de la base du faisceau (3). Nous dirons
dans ce cas que le point multiple est mobile entiérement hors
de la base du faisceau.

Nous savons (théoréme n® 3 du chapitre I, p. 26) que dans
le cas considéré le point (z°, 3°) de (A% est un point généri-
quement multiple d’ordre m. D’autre part, il est certain que
par un point quelconque du plan (2% y°) n’appartenant pas a
la base du faisceau (5) d’ordre m, il passe exactement m courbes
(distinctes ou confondues, réelles ouimaginaires) du faisceau (5)
Si par un point quelconque il passe m + 1 courbes du fais-
ceau (5), toutes les courbes de ce faisceau passeront nécessai-
rement par ce point ; ¢’est-a-dire qu'un tel point appartient a la
base du faisceau (5). En tenant compte de ce fait, considérons
le point (2° y°) du plan (z, y). Puisque ce point est un point
génériqguement multiple de la courbe (2%, nous avons :

®) F=o; M_o; ..., YF_
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ce qui nous montre que A = 2° est une solulion multiple
d'ordre m de I'équation :

(7) F(z°, y°, 2) = 0.

11 résulte de ce qui précede qu"il ne passe qu'une seule:
courbe (1) du faisceau (1) par le point (2° y°). D'aprés notre
hypothése la courbe générique (29) du faisceau (5) est une courbe:
algébrique d’'ordre n. Supposons maintenant que le lieu R
de points multiples est une courbe d’ordre k. Alors, la
courbe (3% doit couper le lieu R encore dans nk — 1 points
autres que (2° y°). Soient (a'. y1), - - -, (x® -1, y7*-1) ces points.
Envisageons le point (2', 3*). Il passe par ce point la courbe (39)
et encore, peut-étre, une autre courbe, soit (2!), admettant
en (2!, y') génériquement un point multiple d’ordre m ; c’est-
a-dire, 2! doit étre la solution multiple d’ordre m de l'équation :.

Fla', ', 3) = 0.

Mais du fait que cette équation d’ordre m en i admet déja
une solution A = 2° et que le point (x!, y') n’appartient pas &
la base du faisceau (1), il résulte nécessairement :

AN =20,

Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

TuioreME N 2. — La courbe d’ordre n générique d’un fais-
ceau algébrique d'ordre m ne peut avoir que p points multiples

d’ordre m, mobiles entiérement en dehors de la base, ou p est
soumise & la condition suivante :

8 pm = nk

et k est Uordre du lieu du point multiple mobile.

En développant le faisceau (3) en voisinage de 2° = 0, nous
obtenons :

() F(z, 7, 0) = po(x, y) + dpy(z.7) + - + % Pm(@, y) = 0,
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ol nous avons posé :

*F(z, y, A°
_(o_)\g_)])&:o: oz, ¥).

Supposons en outre (ce qui, d’ailleurs, est toujours possible
d’obtenir par une transformation convenable des ccordonnées)
que lorigine (0, 0) est un des points génériquement multiples
d’'ordre m de la courbe 2° = 0 et que I'axe y = 0 est tangent
4 l'origine (0, 0) au lieu R de points multiples du faisceau (5).
Nous supposons donc que (0, 0) est un point ordinaire de R.
Nous désignerons encore par gj(r, y) I'ensemble des termes
d'ordre r en x, y dela fonction ¢i(r, y), c’est-a-dire nous
avons identiquement :

eu(x, ¥) = ¢k(x, y) + 9kt (@, y) + - o + 9kTHe, ¥).

Nous pouvons méme déterminer le nombre r, c’est-a-dire le
degré le plus petit de = et y dans la fonction gi(x, y). En effet,
d’apres I'équation (3) du chapitre précédent (p. 36), I'équation :

oz, ¥) =0

représente 'ensemble des m — k tangentes principales fixes
en (0, 0) du faisceau osculateur d’ordre % en 2° = 0. Il s’en
suit, que r = m — k. Donc :

ed®.y) =i, y) + oz, )+ - -+ 9l(@y); (k=0,1,---,m).
Soit :

) ?F(w.y)=Aoz"'+(T)A.z"‘"y+ . -+(T)A.,_ia:y"'" +Ay.
Alors, puisque nous avons supposé que I'axe des (c’est-a-

dire la droite y = 0) est tangente en (0, 0) au lieu R, il résulte
du théoréme n° %4 du chapitre précédent (p. 48) (cette pro-
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priété ne dépendant pas du choix de paramétre d’aprés le théo-
réme n® 9 du chapitre précédent) :

¢z, y) = Aoz™ ! + (m 1— 1)A‘mm‘—ay e
" (m T '1)Am_2mym-s 4 Ay™t;
(10) :

ohea(Z, ¥) = Apx?® + 2A,y + Agy?;
hoi(x, y) = Az + Ayy;
eh(x, y) = A,

I est évident, d’aprés (10) que A, doit étre nécessairement
distinct de zéro. En effet, dans le cas contraire toutesles gi(,y)
s’annulent en (0, 0) et I'origine serait le point de la base du
faisceau (1), ce qui est contraire & '’hypothése admise. La con-
dition A, = 0 signifie d’aprés (9) qu'une branche de la courbe
3% = 0 admet dans (0,0) un contact avec le lieu R de points
multiples (parce que la droite y = 0 est sa tangente). Mais il
est trés facile de voir que cela entraine en outre : que cette
branche de la courbe 2° = 0 admet aussi un contact avec une
des branches de la courbe produite générique passant par (0, 0)
pour 2° = 0. En effet, quand A; = 0, outre les équations (6),
nous avons encore l'équation :

omF?
(11) o =0

et les conditions du théoréme no2 du chapitre III (p. 33) sont
donc satisfaites. Réciproquement, pour que l'origine soit un
point de la base du faisceau donné, il est évidemment néces
saire que A, soit = 0. Nous avons ainsi le théoréme suivant :
TutoreME N 3. — Suvit donné un faisceau algébrique
d’ordre m des courbes, dont la courbe générique (1°) admet les
points (z°, y°), («*, y'),... multiples d'ordre m décrivant sur le
plan une courbe R entiérement en dehors de la base de ce fais-
ceau. Alors, en supposant que les points (z° y°, («*, y*),... sont
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les points ordinaires du lieu R, toutes les tangentes principales
dans (2°, y°), (', y'),... de la courbe ()% sont nécessairement
distinctes de tangentes en les mémes points (respectivement) au
lieu R. Au contraire. la condition nécessaire pour que le point
(2% y®) de la courbe R soit un point de la base du faisceau (5) est
qu’une des tangentes principales dans (x° y°) de la courbe (A%
soit confondue avec la tangente dans (x°, y°) au lieu R de points
multiples.

Ce théoréme est, d’ailleurs, en accord avec le théoréeme n° 7
du chapitre précédent (p. 49).

Exemple. — Considérons deux faisceaux linéaires des droites :

(12) ¢1 + Ape =0 o3 + Ap, = 0,

les ¢ étant les fonctions linéaires de = et y. La courbe pro-
duite par ces deux faisceaux est, évidemment, une conique R,
passant par les 2 points des bases (2!, y') et (2%, y?) de ces
2 faisceaux ; mais considérons le faisceau d'ordre 2, déterminé
par I'équation :

(13) (1 + 292)(p5 = Ap) = 9193 =+ AM($194 —+ P293) ~+ Mogp, = 0.

La courbe générique du faisceau (13) est évidemment
décomposée en 2 droites (d,, d,) passant par 2 points de base :
(=, y*) et (x?, y?). Le point double de la courbe générique dé-
crit la conique mentionnée R, passant par les points (2%, y?) et
(=% y?). 1l résulte du théoréme n° 3, que dans les points («*, y*)
et (2, y?) et seulement dans ces 2 points, la tangente de la
conique R est confondue avec une des 2 droites mobiles (d, et
d,) de la courbe (2). Nous retrouvons ainsi le résultat classique
de la théorie de la génération des coniques par deux faisceaux
projectives des droites.

Supposons maintenant dans le cas m > s que chaque inter-
seclion de la courbe générique (2%) avec le lieu R de points
multiples est un point multiple d’ordre s. Envisageons un de
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ces points multiples, soit le point (°, 3°). Supposons comme
auparavant que (2°) est la solution multiple d’ordre s del’équa-
tion (7). Mais, puisque m > s, il s'ensuit qu'il doit exister
encore une autre solution, soit (21), de I’équation (7}. Donc, la
courbe (2!) du faisceau (3) passe aussi par le point (x°, y°) et
d’aprés nolre hypotheése, elle doit avoir aussi dans (2°, ¥°)
génériquement un point multiple d'ordre s. Ce qui veut dire
que la solution (2), de I'équation (7) doit étre aussi une solution
multiple d’ordre s (au moins). En prolongeant ce raisonne-
nement, nous constatons que chaque racine de I'équation (7)
doit étre multiple d’ordre s (au moins). D’autre part, nous
savons déja que la multiplicité de la racine (2°) de I'équation
(T) est exactement égale a s quand toutes les tangentes prin-
cipales dans (z° y° de la courbe (2% du faisceau (3) sont dis-
tinctes de la tangente dans (x y°) au lieu R de point multiples..
Done, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

TeoriME N0 4. — Soit donné un faisceau algébrique d’ordre
m, dont la courbe générigue admet dans chaque point d'inter-
section avec une courbe fire R un point multiple d’ordre s,
cette courbe fize R n’appartenant pas a la base du faisceaw
donné. Si, en général, toutes les tangentes principales dans le
point multiple de la courbe mobile sont distinctes de la tangente
a la courbe fixe R dans le méme point, l'ordre m doit étre mul-
tiple de s, c’est-a-dire : .

(14) m— g,

ou m, q, 8, sont des nombres entiers positifs.

25. — Suppposons maintenant que la courbe générique (A
du faisceau algébrique (5) d’ordre m admet dans le point
mobile (2° 3° ordinaire un contact d’ordre m — 1 avecla
courbe fixe R. Un raisonnement tout a fait analogue a celui
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de Ia démonstration du théoréme n° 1 nous démontre le théo-
réme suivant :

Tuatorine N 8. — Pour que la courbe générique apparte-
nant 4 un faisceau d'indice m admette en dehors de la base
de ce faisceau un contact d'ordre m — 1 avec une courbe fixe,
il est nécessaire que ce soit un faisceau rationnel qui peut alors
prendre la forme

P
(1) ?o(x, ¥) +7\<?,(:l‘, )+ - +;{‘!'(?M'(x» y)=0.

En outre, il est nécessaire que toutes les expressions @iz, y)
soient linéairement indépendantes entre elles.

Tandis que d'une maniére analogue 3 la démonstration
du théoréme n° 2, nous obtenons encore le théoréme sui-
vant :

TueorEME N0 6. — Soit donné un faisceau (3) algébrique
d’ordre m des courbes algébriques d’ordre n, dont la courbe
générique (1%) admet dans ses p points ordinaires (r!, yt),
(22, y?), - - -, (P, yP), un contact d’ordre (m - 1) avec la courbe
fixe R algébrique J'ordre k et soit que R ne passe par aucun
point de la base du faisceau (3). Alors, nécessairement nous
avons la condition suivanle:

(8) pm = nk.

D’une maniére analogue a la démonstration du théoréme no 4,
on démontre :

TutoriMEN® 7. — Etant donné un faisceau algébrique d’ordre
m des courbes, dont la courbe générique (1°), dans chaque point
commun avec une courbe fixe R, admet avec cette courbe un
contact d’ordre s, m doil étre multipledes +1;c. ad.:

(15) m=q(s + 1),

ot, m, q, s sont des nombres entiers positifs.
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Revenons de nouveau au cas précédent d’un faisceau algé-
brique d’ordre m, dont la courbe générique admet un contact
d’ordre m — 1, avec la courbe fixe R. Soit (5) I'équation de ce.
faisceau. Supposons que la courbe 22 = 0 générique de ce fais-
ceau admet & I'origine un contact d’ordre m — 1 avec la courbe
fixe:

(16) (=, y) =0.

Effectuons sur (5) le changement de paramétre, en substi-
tuant :
17) A== M¥) avec A0 = M0),

ou & est I'abscisse du point de contact. Supposons en outre
que :

d\
18 0, 0.
(18) [&],_, = 0=
Soit alors:
(19) F(z, y, ) = ®(z, y, §) = 0.

En résolvant (19) par rapport 2 y et en développant en voi-
sinage de £ = 0, nous obtenons :
Qx,y, ) =y — P(z, 0) — ¢

oP(z, 0)
g

(20) _ 2 O"P(z, O) _ . 0
Ao — =0
Développons l'expression bilig,{—g—) en voisinage de l'origine.

D’aprés (46) du chapitre précédent (p. 55), nous avons:

*P(x, 0) o [as—wp(o,o) xe—hH
B T B TRt T (s —k + 1)! + ]

et d’aprés (49) du méme chapitre (p. 55) :

PPz, 0) _ _ ,\ ¥HP(0,0)  mkH
B A = - el ryy =y ) B
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Done:

@) RO gy 2HPO.0

Y-

Dés lors, pour que la courbe £ = 0 admette a 'origine un

contact d'ordre s 4 1 avecla courbe fixe (16), il faut et il suffit
»+P(0, 0) . ) .
e — 31— soit nul, ce qui entraine:

»*+1P(0, 0)

_T)E;T- = 0.
Donc aussi:
X b&iQ(Oq 0) 0) —
(22) T =

Cela nous montre que 1'équation :
(20" Q(0,0,8 =0
admet une racine § = 0 multiple d'ordre s + 2. Il s’ensuit que
I'équation :
(199 ®(0,0,8 =0
qui est équivalente a (20'), 'admet aussi, c. a d. :

1(0,0.0) _ o
destH1 _ Y

Mais alors, d’apres la condition (18), nous avons aussi :

o+HF(0,0,0) 0
et O

Puisque le faisceau (5) est supposé algébrique d'ordre m, il
s’ensuit le théoréme suivant :

THEOREME N° 8. — Soit donné un faisceau algébrique (3)
d’ordre m des courbes, dont la courbe générigue ()°) admet
dans ses points (z° y°), - - - ordinaires un contact d'ordre (m—1)
avec une courbe fixe R (ces points aussi étant supposés ordi-
naires de R). Pour que le point (x° y°) n’appartienne pas a la
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base de ce faisccau, il est nécessaire que lUordre du contact
entre (3°) et R dans (2°, y°) re soit pas plus grand que (m —1).
Au contraire, pour que (x° y° soit le point de la base, il est
nécessaire que cet ordre soil égal & m (au moins).

D’une maniére analogue, on pourrait considérer le cas d'un
faisceau algébrique des courbes, ou la courbe générique (A%
admet en un point («° y° ordinaire d’'une courbe fixe R, un
point mulliple d'ordre s et en outre, une des branches de (A%
admet dans (%, y°) un contact d’ordre m — s — 1 avec R.

26. — Counsidérons maintenant les faisceaux d’ordre 2,
dont la courbe géndrique admet les poinfs doubles mobiles
entierement en dehors de la base.

11 est certain que l'ordre de l'enveloppe d’un faisceau
d’ordre 2 de courbes d'ordre n, ne peut pas dépasser 2n et
que les points doubles décrivent une courbe qui doit étre
comptée deux fois dans l'enveloppe (dans le cas de tangentes
principales distinctes). Il est alors évident d’aprés le théo-
réme n® 2:

TaEorEVME N° 9. — Quand la courbe générique d’un faisceau
d'ordre 2 de courbes d’ordre n admet p points doubles mobiles
entiérement en dehors de la base, p est soumise & la condition
suivante :

(23) 2p = nk
(otr k est Lordre du lieu des points mobiles) et l'ordre de l'enve-
loppe de ce faisceau est égal 4 2(n — k).

Soit la courbe générique du [uisceau d'ordre 2 de courbes

d’ordre mn décomposée en m parties, chacune d’ordre n sans

2 —
points doubles. Dés lors, il y a MQ%—Q points d’intersection.

n?m(m — 1)

Donc, dans la formule (23)il faut poser p =. 5 et on

obtient pour k (puisque I'ordre de la courbe est = mn) :
(24) k=n(m —1);
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il s’ensuit que I'ordre / de I'enveloppe de ce faisceau est :
(25) JS=2mn — 2k = 2n,

ce qui veut dire que I'’ensemble de toutes les parties de toutes
les courbes du faisceau appartient 4 un méme faisceau d’ordre 2.
Nous avons donc le théoréme suivant :

TukoriEME 8 10. — Quand la courbe générique d’un faisceau
d'ordre 2 sans base, de courbes d’ordre mn est décomposée
en m parties, chacune d'ordre n sans points doubles, l'ensemble
de points d'intersection de ces parties décrit une courbe d'ordre
n(m — 1), tandis que Uensemble de toutes les varties de toutes
les courbes du faisceau donné appartient & un méme faisceau
d’ordre 2.

Dans le cas particulier, ol n = 1, nous avons :

TukoreME 8° 11. — Quand la courbe générique d’un fais-
ceau d'ordre 2 sans hase, de courbes d’ordre n est décomposée
en n droites, l'ensemble de points d'intersection de ces droites
décrit une courbe d'ordre n — 1, tandis que tout s les droites
de toules les courbes du faisceau donné appartiennent & un
méme faisceau d'ordre 2 des droites.

n(n — 1)
2

points” suivant une désignation admise dans la théorie des

configurations, nous pouvons la présenter par le symbole :

= [ (252 }

Considérons I'équatlion tangentielle d’un faisceau d'ordre 2
sans base, décomposé en configuration mobile (26). Il est évi-
dent que son équation serait identique & ’équation ponctuelle
de la configuration mobile corrélative de (26), c. ad. de

On obtient ainsi une configuration de n droites et

"(J;i) droites tangentes a la méme courbe de la classe n — 1

et de n points situés sur une conique. Par chaque point de la
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configuration il passe n — 1 droites. Il est aussi évident
(d’apres les théorémes précédents) que c’est un faisceau algé-
brique d’ordre n — 1. On obtient ainsi la démonstration de
I’'existance des ensembles continus des configurations réci-
proques, formant les faisceaux d’ordre n — 1. Le célebre
hexagramme de Pascal (15,, 6;) est une configuration de ce
type. Donc, chaque configuration de Pascal (15,, 6,) peut
étre considérée comme un élément du faisceau d’ordre 5 de
telles configurations.

11 existe ici un cas particulier : ce sont les polygones de
Poncelet. Par exemple, I'hexagone de Poncelet. Sonréciproque
est ’hexagramme de Pascal tel que 6 de ses cotés consécutifs
sont circonscrits 4 une conique. Il est facile de voir que la
courbe de la classe 5, enveloppe des 13 droites de I'hexa-

‘.
A '3

Fig. 4.

gramme de Pascal, est dégénérée ici en 2 coniques et un point
fixe (point de Brianchon). L’ensemble continu des configu-
rations du type réciproque a (26) pour le cas le plus simple
(n = &) a été particulierement étudié par Steiner. Il a démon-
tré que 4 points triples de la configuration :

27) (6, %)
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peuvent se déplacer le long de la conique (fig. 4), les points
diagonaux A, B, C restant fixes. Mais il n’a pas remarqué que
ce n’est qu'un cas particulier des faisceaux d’ordre 3 des confi-
gurations, ot 1'équation du faisceau est décomposée en trois

facteurs linéaires. On peut, en effet, prendre comme exemple
le faisceau:

(28) F(z,y, H) =[2* — Mz* + y)][(0* — 1) + AN[=* — ] =0.

C'est un faisceau des configurations du type (27) ; les
4 points triples sont mobiles le long du cercle z% + y% =1,
tandis que les points diagonaux fixes sont (0, 0), (0, o< ),(ec ,0).

Tous les autres peuvent étre obtenus de (28) en effectuant
une homographie sur «x, y et 2.

Mais on peut trouver encore plusieurs autres faisceaux
analogues et non décomposés, ot les droites de la configura-
tion mobile décrivent toujours la courbe de 3™ classe. Voici
un exemple. L’équation :

I e AW L
+[(z? — y?)? — 20 — 292 — IP2 =0
nous donne un faisceau d’ordre 2 des quadrilatéres de Poncelet,

vl

Fig. 5.

dont les sommets sont mobiles le long du cercle z* + y’u=_"i‘

(fig. 8), (» = tg 22), tandis que deux autres points d'intersec-
-8
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tion AD, BC et AB, CD sont riobiles le long de la droite
de I'infini.

Considérons la configuration mobile, réciproque a cette der-
niére,c’'est-a-dire le faisceau déterminé par la méme équation (29)
considérée comme équation tangentielle. Evidemment c'est
aussi un systéeme de configurations (27) analogues a celles
de Steiner, mais ici 4 droites décrivent la méme conique C,
tandis que 2 autres se coupent dans un point fixe A. Son équa-
tion ponctuelle sera donc décomposée seulement en 2 facteurs,
dont un est du second ordre, c’est-a dire qu’elle aura la forme
suivante : '

(30) F(z, y, N) = (91 + Aga) (93 + 2gs + Mog) = 0.

Enfin, il est facile de démontrer l'existence des faisceaux

de la forme indécomposable :

(31) F(x, y, M) = ¢ + M + Moo + Moy = 0,

ou 6 droites de la configuration mobile enveloppent une courbe
de 3¢ classe non dégénérée.

Au lieu de démontrer cela, démontrons Yexistence de la
configuration réciproque : configuration de % droites mobiles,
tangentes a4 une conique fixe, dont 6 points d’intersection
décrivent une cubique arbitraire (non dégénérée). Cela doit
nous donner un faisceau d'ordre 2, généralisant dans un certain
sens, les polygones de Poncelet, c’'est-a-dire nous voulons
démontrer le théoréme suivant :

TrtoreMe N° 12, — On peut toujours former un faiseeau
algébrique d’ordre 2 de configurations (4,, 8,), dont 6 sommets
décrivent une cubique donnée.

Démonstration. — Soit donné sur le plan P(u, v) un systéme
linéaire & 2 parameétres des coniques~enveloppes (c’est a-dire
nous supposons que u, v sont les coordonnées tangentielles) ;
soit son équation :

(32) 9o + @4 4+ @aha = 0.
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Considérons un autre plan II(2,, ),), dont les coordonnées
mon homogeénes sont les valeurs (), },) des paramétres du
systeme (32). Donc, nous avons une correspondance biuni-
voque entre les courbes du systéme (32) et les points du
plan II. Il est certain que l'ensemble de coniques dégénérées
en deux points est un ensemble & un parameétre et que ces
coniques dégénérées décrivent sur P une cubique C,, d’ailleurs
arbitraire. D’autre part, il est certain que sur le plan II corres-
pond a cet ensemble de coniques dégénérées une autre
-cubique K, (la courbe discriminante). Cela étant, considérons
sur le plan IT une droite A pivotante autour du point T fixe,
n'appartenant pas 4 la courbe discriminante K;. A la droite A
correspond sur le plan P un faisceau linéaire des coniques,
appartenant au systéme (32). Au point I" fixe de la droite A
correspond sur le plan P une conique-enveloppe fixe G non
dégénérée. Aux trois points «, 3, 7 d'intersection de A avec la
.cubique K, correspondei_t sur P trois paires de points (a,, a,),
«(bys by), (¢, ¢;) appartenant a la cubique C; (les couples con-
jugués) et alignées trois par trois sur 4 tangentes a la conique
fixe G (car les coniques dégénérées (a,, a,), (by, b,), (¢;, c,) et
la conique fixe G appartiennent au méme faisceau linéaire
tangentiel). Au pivotement de la droite A autour du point fixe T’
corre'spond sur le plan P le mouvement de la configura-
tion (4,, 6,), dont % droites sont toujours tangentes a la conique
fixe G et dont 6 sommets se meuvent le long de la cubique
arbitraire C,. Puisque par chaque point du plan P on peut
mener 2 tangentes a la conique fixe G, il est évident que
Y'équation dans les coordonnées ponctuelles de cette configura-
tion mobile doit étre d’ordre 2 par rapport au parameétre. Du
fait que chaque droite du plan P coupe la cubique fixe C; dans
3 points, il résulte que la méme équation dans les coordonnées
tangentielles doit étre d’ordre 3 par rapport au paramétre. Le
théoréeme est donc démontré.
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Avant de prolonger I'étude des configurations mobiles
formant les faisceaux d’ordre 2, arrétons-nous particuliérement

sur les configurations [nn_g. (n(—n—i_ﬁkl et considérons les

faisceaux de ces configurations d’'un point de vue plus général.
Nous appellerons briéevement une telle configuration la confi-
guration K(n).

2'7. — Soit donné sur le plan une courbe algébrique C de
la classe m. Soit A un groupe de n points sur C. En menant
dans chaque point du groupe A une tangente a C, nous obte-
nons ainsi évidemment une configuration K(n). Supposons que
le groupe A appartient 4 une série linéaire g! appartenant i
la courbe C. Démontrons le théoréme suivant :

TurorREME N 13. — Soit donné une courbe C de la classe m
et d’'ordre n (les tangentes multiples de C sont supposées de
contacts distincts) et une série linéaire g\ sur C. En menant
les tangentes & C dans chaque point d’un groupe A des points
appartenant & g,, nous obtenons une configuration K(n). L'en-
semble de toutes les K(n), correspondant & tous les groupes
de g}, forme un faisceau algébrique d’ordre m, tandis que le
lieu des sommets de toutes ces K(n) est une courbe d’ordre :

X — an_—l.w (cas général)

Démonstration. — Soit :

(33) Jo(®, ¥) 4+ Mi(z,y) =0

I'équation du faisceau linéaire découpant sur G la série g,.
Menons par un point (2°, y°) générique du plan, m tangentes
a la courbe C (suivant la classe de cette courbe.) Nous obte-
nons ainsi m points de contact. Chaque point de contact déter-
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mine une valeur correspondante de ). de I'équation (33).
Puisque le point (2% y°) est générique, toutes ces m valeurs
de 2. sont distinctes. Mais, chaque valeur de ). détermine un
groupe de la série g}, et par conséquent une K(r). 11 s’ensuit
que notre faisceau continu des configurations K(n), déterminé
par la série g, est d'indice m. Démontrons maintenant que ce
faisceau est un faisceau rationnel, c¢. 4 d. qu'il est non seule-
ment d’indice m, mais aussi d'ordre m. Etablissons pour cela
une correspondance biunivoque entre les contigurations K(n)
de notre faisceau et les poinls d’'un espace X, d’'une maniére
analogue & celle que nous a\ons fait dans le § 23 (page 68).
Alors, a l'ensemble des K(n) appartenant & notre faisceau
d’indice m, correspondra dans 3 une courbe R™ d’ordre m.
Prenons d’autre part deux points quelconques Po et P1 et con-
sidérons la droite PoP1, dont chaque point peut étre déterminé
par la valeur correspondante de X de ’équation (33). On peut
€écrire symboliquement :

(34) P =P, +P,.

Done, nous avons d'une part une correspondance biuni-
voque entre les points d’une droite et les K(n) de notre faisceau.
D’autre part, nous avons une correspondance biunivoque
entre les mémes K(n) et les points dela courbe R™ del’espace 2.
I1 résulte une correspondance biunivoque entre les points de
R et les points de la droite, ce qui veut dire que la courbe R™
est une courbe unicursale et que le faisceau des K(n) est
d’ordre m. Notre proposition est donc démontrée. Pour cal-
culer 'ordre X du lieu des points doubles de K(n) mobile,
rappelons-nous le théoréeme dit & M. Saltel ().

TukorEME DE M. SaLTEL. — LedegréN de l: courbe enveloppe
du systéme des courbes du degré n, déterminé par Uéquation :

. Am
® 2o(% ¥) + 2%, y) + oo+ (. ) =0,

(1) Comptes rendus, t, 83, p. 608.
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est :

(34) N = 2n(m — 1).

Appliquons ce théoréme a notre cas, ou i'enveloppe com-
pléte est décomposée en deux courbes : en enveloppe propre—
ment dite, dont 'ordre est m(m — 1) (dans le cas général de la
courbe C de la classe m) et en lieu de points doubles, dont
Yordre X, comme il est certain, doit étre compté deux fois.
Donc, nous avons :

2X + m(m — 1) = 2n(m — 1).
D’ou :

__(2n — m)(m — 1)
(35) X__——-2—— .

Le théoréme est ainsi démontré.

RemMarQuE. — 11 résulte de la formule (33) V'inégalité sui-
vante :

(36) n>3

qui existe pour une courbe générale de la classe m.
Démontrons maintenant le théoréme suivant :

Tutoreme N° 14. — Pour que deux configurations K (n) arbi-
traires, circonscrites & la méme courbe algébrique C de la
classe m (avec les contacts distincts des tangentes multiples)
puissent toujours déterminer un faisccau algébrique d’ordre m
des K (n), circonscrites a C, il faut et il suffit que le genre de
C soit égal a zéro.

Démonstration. — Nous avons déja vu qu'une g, détermine
un faisceau élgébrique d’ordre m des K (n). 1l est évident que
réciproquement : un faisceau algébrique d’ordre m des K (n)
détermine une série linéaire g, sur C. Donc, pour démontre
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notre théoréme, il faut et il suffit de démontrer que deux
groupes A et B de n points chacun, pris arbitrairement sur C,
puissent déterminer une série linéaire ¢, ; mais il est certain
(Voir, par exemple, le livre mentionné de Enriques-Chisini,
Volume 111, p. 1%42) que la dimension de la séric compléte gz—?
d’ordre n sur une courbe de genre p est égale 3 n — p. Donc,
quand p = 0 et seulement dans ce cas, la série compleéte d'ordre
n a aussi la dimension = n. Il est évident que dans ce cas, deux
groupes arbitraires A et B déterminent toujours une série liné-
aire g!. Le théoréme est ainsi démontré.

En revenant au cas des coniques (m = 2), nous retrouvons:

@7) X=n—1

et nous obtenons, en outre, le théoréme suivant :

Tutoreme N0 15, — Etant données arbitrairement deux
configurations K(n) circonscrites 4 une méme conique,
n(n — 1) sommets de ces deux configurations sont placés sur
une méme courbe d’'ordre n — 1.

En posant n =6 et en effectuant une corrélation du plan.
nous obtenons :

TagorEME N 16. — 30 droites appartenant & deux hexa-
grammes de Pascal, prises arhitrairement sur une méme conique,
sont tangentes & la méme courbe de la classe 5.

I1 est facile de voir que le lieu des points doubles n’est pas
une courbe arbitraire d'ordre n — 1. Calculons pour cela la
dimension D de tels lieux sur le plan. La dimension R de
toutes les g! sur une courbe C du genre zéro est évidemment
égale 4 celle de 1'ensemble des droites dans un espace Ss 2 n
dimensions (puisq{le la série complete g, est & n dimensions),
c’est-a-dire nous avons :

(38) R = 2(n — 1).
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11 s’ensuit :
(39) D=2n—1)+5;

tandis que la dimension D’ de toutes les courbes d’ordre
X=n—1,est:

;__(n—=1)(n+2)
(40) D = 5 .
Donc, nous avons :
M D=D quand X < 4;
“) D<D  » X=4()

Nous pouvons généraliser le probléme d’un autre point de
vue. Bornons-nous, pour la simplicité, sur le cas de coniques.
Soit donnée une conique C. Considérons une série linéaire g4 de
la dimension ¢, appartenant & cette conique. Soit :

(42) @o(®s ¥) + Mpa(®, ¥) + -+ 4+ Mpglxr, ) =0

I'équation du systéme linéaire des courbes découpant sur G
notre série gi. Substituons dans (42) :

(43) N=¥  (k=1,2,...,9)

Nous obtenons ainsi une série algébrique : d’ordre ¢, repré-
sentant évidemment un faisceau algébrique d’ordre 2¢ des
configurations K(n) circonscrites a la conique C. Nous avons
déja montré plus haut que le lieu L de leurs sommets décrit une
courbe de 'ordre X = ¢(n — 1). Calculons la dimension D de
tous les lieux L. Il faut d’ailleurs prendre une conique (5 condi-
tions). Calculons la dimension des 7, d’ordre ¢ sur une conique

(1) Ce travail était en cours d'impression, quand M. Cartan m’a indiqué
que les théorémes n°* 15 et 16 de ce chapitre étaient déjh énoncés en 1901
par M. Wenr dans le Buli. de la Soc. Math. de France, 29, p. 26-29.
D’autre part, j’ai trouvé ces théordmes énoncés une seconde fois en 1924 par
M. Bertrano Gamsier dans les Comptes Rendus, 179, p. 745.
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(sur une courbe unicursale). Considérons pour cela comme au-
paravant le groupe de n points de la conique C, comme le point
d'un espace S» a n dimensions. La série algébrique 7} présente
alors dans S, une courbe normale déterminée par ¢ + 1 points
indépendants (appartenant 4 un S; de Sa). En calculant la
dimension I' de courbes 7} dans S d’apres la méthode exposée
dans Enriques et Chisini (vol. 1, p. 145), nous obtenons :

I =n(g+1) —(q + 1) = (g +1) (r — 1).

Il s’ensuit donc que la dimension D du lieu L d’ordre X des
sommets de la configuration mobile est déterminée par :

{44) D=@+1)(r—1)+5

conditions.

On voit facilement que dans ce cas aussi les inégalités (41)
ont lieu, quelque soient ¢ et n.

Etudions la méme question, en employant une autre méthode
{cette méthode est due & M. CarTAN qui me l'a communiquée
dans une lettre).

Soit donné un faisceau d’ordre 2 des droites. Au moyen d'une
homographie convenable on peut lui donner la forme suivante :

(45) y = ax —+a?,
Soit donnée d’autre part ’équation :
6) J@) +2g(s) =0,

[ et g étant deux polynomes du degré n. Il est évident que
pour chaque valeur de ) les équations (43) et (46) déterminent
I'ensemble de n droites de la configuration mobile formant un
faisceau d'ordre 2. Cherchons le lieu des sommets. Tout point
double appartient a deux tangentes ala conique z1et as —
racines d'une équation :

47 S(a) +1g(a) = 0;



on a donc:
flay) — Sla2)
g(a) g(z)’
ou :
(48) Sa)g(az) — flas g(a) =0

ay — a
Le 1°* membre est un polynome entier d’ordre n — 1 en
o1+ as et ouza. Or, si la conique est 'enveloppe de (45), on a
pour les coordonnées du point d’infersection des tangentes oa
et aa:

(49) ay + a = — I, Aoy == — Y.

Nous retrouvons ainsi encore une fois que le lieu des points
doubles de la configuration mobile K(n) est d’ordre n —1.
Montrons &4 présent (en suivant toujours les indications de
M. CarTAN) gu'en général, ce lieu L est une courbe sans points
doubles.
En effet, pour que le lieu L ait un point double, il faut que,
si:
(50) Fz,y)=0

est son équation, on ait F, = 0; F; = 0, ou encore, en posant
(49), on ait:

(51) F;’ =0; Fa" = 0.
Or,
(52) F = f(2)9(22) — f(a2)g(2).

on obtient :

(33) S'(@1)-g(2) — flas)-g'(@1) = 0;

(54) J(21)g'(a2) — f'(2s)g(as) = O.
On doit donc avoir :

(55) (’l) gj) f_'("_l_) — 9’(“_1)’

9(@) ~ flas) ~ g(a) ~ fl(@)



Auftement dit, ‘la courbe qui représente la variation de la
fonction rationnelle :

56 — J(@) s
(56) 4(a)
doit avoir une tangente double paralléle a 0z, ce qui est excep-
tionnel. C. Q. F. D.

L’étude plus détaillée de ces faisceaux K(n) doit étre intéres-
sante. L'utilisation des espaces a plusieurs dimensions facilitera
beaucoup la question. Donnons un exemple : M. Richmond (*) a
déduit trés simplement toutes les propriétés de I'hexagramme
de Pascal, en considérant la figure formée par six points placés
dan$ l'espace & 4 dimensions (I'hexastigme). J’ai montré la
méthode naturelle et simple du passage de I'hexagramme a
I'hexastigme (2). Soit :

(57) Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dz + 2Ey +~ F =0

I'équation de la conique de I'hexagramme. Considérons les
coefficients variables (A, B, ..., ), comme coordonnées tangen-
tielles homogeénes dans un espace E; a4 5 dimensions et soit
(a5 ..., &) les coordonnées ponctuelles dans le méme espace.
Il est évident qu’aux points du plan de I'hexagramme corres-
pondent biunivoquement dans E; les points d’une variété W,
a 2 dimensions, déterminée par le systéme des équations sui-
vantes :

(58) al = a,; ai=—a,; a5 =a,.

Considérons '’hyperplan H. déterminé par les coordonnées
(A, B, ..., F). L'intersection de H avec la variété W, nous
donne la courbe C qui est la représeatation de la conique (37),
de I'hexagramme. En prenant sur cette courbe C 6 points

(1) Quart. Journ. of pure and applied Math., t. 31, 1900, p. 125-160 ;
Mathematische Annalen, t 53, 1900, p. 161-176.
(2) Bulletin de UUniversité de Tiflis, t. 1, 1920, p. 140.
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quelconques indépendants, on arrive & I'hexastigme de
Richmond. En coupant I'hexastigme par les espaces linéaires
de 3, 2 et 1 dimensions, on obtient aisément toutes les droites
de Pascal, points de Kirkmann, de Steiner etec...

Maintenant, on peut considérer I'hexastigme d'un aspect
nouveau : on peut le considérer comme 1'élément d'un faisceau
d’ordre 5 (ou multiple de 3), ayant en méme temps 1'équation
tangentielle d’ordre 2 (ou multiple de 2). On voit ainsi que pen-
dant le mouvemert de six sommets de I’hexastigme le long de la
courbe C, 15 faces troidimensionnelles de I'hexastigme enve-
loppent une hypersurface de H « réglée » et de la classe 5; ete.
On peut déduire ainsi toutes les courbes décrites ou enve-

loppées sur le plan par tous les points et droites remarquables
de I'hexagramme.

28. — D'une maniére analogue on pourrait aussi effectuer
I’'étude des faisceaux d’ordre 3 des configurations avec points
triples mobiles. Toutefois, ici différents cas sont possibles,
parce que le nombre de points triples sur une courbe d’ordre n
décomposée en droites peut étre différent (tandis que le nombre

de points doubles est constant et égal & n(n —1) _2_ “)-

Nous supposerons d’une maniére générale les configura-
tions :

(59) (s, pm)

mobiles sur le plan entiérement en dehors de la base, le long
de la courbe C d’ordre %, en décrivant un faisceau algébrique.
Nous supposons, en outre, que (59) mobile ne coupe C que
dans ses sommets. Il résulte de ce qui précéde que 1'équation
ponctuelle d'un tel faisceau doit étre d’ordre grn (multiple
de m) tandis que I'équation tangentielle doit étre en méme

temps d’ordre gk. On peut utiliser pour ce cas le symbole:
le faisceau d'ordre (m, k)q.



— 93 —

TutorEME GENERAL. — Une configuration (nk, pm) mobile
sur le plan et décrivant par ses p sommets une courbe d’ordre
k (dont elle ne coupe que dans ses sommets) entiérement en
dehors de la base, forme un faisceau d’ordre (m. k), tandis
que ses droites enveloppent une courbe de la classe gm ; en

3

outre on a U'équation fondamentale précédente :

(8) pm = nk.

Revenons au faisceau d’ordre 3 des courbes. La formule (8)
nous donne ici:

(60) 3p = nk.

Soit la courbe générique du faisceau d’ordre 3 des courbes
d’ordre mn décomposée en m parties (chacune d’ordre n sans
ou avec les points doubles) et formant la configuration des
points triples. Par exemple: soit la configuration de trois
courbes appartenant 4 un méme faisceau linéaire, c. a d. soit
m = 3 et p = n?; on a alors une configuration :

(61) [(3n)ns (n*)s].

Supposons qu'on peut former un faisceau d’ordre 3 dans
lequel n? points de (61) décrivent une courbe d'ordre n.

Ne considérons que le cas particulier de cette configuration
ou chaque courbe de la configuration (61) elle-méme est décom-
posée en n droites.

Nous appellerons, pour abréger, une telle configuration, la
configuration S¢(3n). Ces configurations (et leurs corrélatives)
furent découvertes et étudiées par M. Steinitz (*), qui a mon-
tré qu'a chaque courbe de troisi¢éme classe est circonscrite une
infinité a 2 dimensions de S¢(3n). Mais il n'a pas remarqué
que ces configurations peuvent former les faisceaux d'ordre 3

() Arch. f. Math. u. Plys., (3) 16 (1910), p. 297, 304-306.
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{ou multiple de 3). Rappelons brievement le principe de
M. Steinitz. Soient (dans les coordonnées tangentielles) :

(62). x=plu); y=p

les équations paramétriques de la courbe K3z de 3¢ classe (la
forme connue canonique de \Weierstrass de l'équation de. la
courbe générale de la 3¢ classe). Soient, en outre, w1 et w2 les
demi-périodes de la fonction elliptique p de Weierstrass. Alors,
chaque triple des valeurs u1, uz, us, telle que :

(63) Uy + uy + u3 =20 (Mod. 2w,. 2w,)

détermine sur le plan («, y) trois droites concourantes.
Supposons que A est un tel nombre que n est le plus petit
entier qui donne :

(64) nA=0 (Mod. 2w, 2w,).

Cela étant, 3n droites suivantes :

( uy, u + A, ..., ,u‘—|—(n_1)A;
(65) s, Us —+ A' ..... , Uy + (n —_— 1)A;
ug, vg + A, ..., s u3 + (n—1)A

déterminent une configuration S¢(3n). En effet, il est évident
que 3 droites :

(66) u; + kA us ; Uy — k.A

concourent. Donc, en variant & entre 0 et n — 1, nous obte-
nons que sur la droite uz se placent n points triples du systéme
(65). Puisque la droite uz n’est pas une droite exceptionnelle
du systéme (63), la proposition esl démontrée.

Pour revenir & notre méthode, remarquons d’abord que la
configuration S¢(3n) n'est qu'un cas particulier de la configu-
ration K(3n) du précédent (comme d’ailleurs toutes les configu-
rations des droites sur le plan), ou 3n2 points doubles [de I'en-
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3'_1(3_"2___—1) sommets de K(3n)] sont dégénérés

en n? points triples. Il reste donc encore :

semble de tous les

67) 3n(3n2—- 1) 3nt — 3n(n2— 1)

points doubles non dégénérés. Pour démontrer 1'existence des
faisceaux algébriques d’ordre 3, dont chaque courbe réalise une
configuration S{(3n), on n'a qu'a remarquer que 1’équation :

(68) auy + buy + cu; +~d =20

détermine avec (63) un faisceau d'indice 3 des S¢(3n), admet-
tant les points triples mobiles en dehors de la base. On peut
aussi arriver au méme résultat, en suivant de nouveau la
méthode communiquée par M. CarTaN. Supposons, ce qui ne
2w,

restreint pas la généralité, A = == et considérons deux fonc-

tions elliptiques du 3¢ ordre f(u) et g(u), ayant un pdle triple

a l'origine (u=20), et se rapportant aux périodes % et 2ws ;
T’équation : '
(69) Sf(u) + Ag(u) =0
donnera quelque soit le paramétre A, un faisceau d’ordre 3
réporidant a la question. f(u)et g{u) sont dureste des fonctions
elliptiques d’ordre 3n aux périodes 2w1, 2ws. €. Q. F.D.
Ajoutons encore qu’il est facile de calculer I'ordre du lieu des
points doubles. Le faisceau des S¢(3n) étant d’ordre 3, son
équation tangentielle doit étre d’ordre n, ce qui nous montre
que le lieu des points triples est une courbe d’ordre n. Cela
étant, rappelons-nous la formule (33).
D'aprés cette formule I'ordre X dulieu L des points doubles
d’une K(3n) mobile, circonscrite & une courbe C de la classe 3
(sans points d’inflexion) et formant un faisceau d’ordre 3 est :

(35" X = 6n — 3.
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Dans notre cas, le lieu L est dégénéré en 2 courbes : le

lieu L, des n? points triples et le licu L, des Zﬂn_z:i) points

doubles. Soient X, et X, les ordres des L, et L, respectivement.
Alors, nous avons évidemment :

(70) 9X = 6Ly + 2L,.
Mais L, = n ; donc :
(71) L, =3(n — 1).

Par exemple, quand n = 2, alors L, = 3, L, = 2. Nous reve-
nons ainsi au cas considéré plus haut (voir p. 82 et le théo-
réme n° 12) ot 4 sommets d'un tétragone complet inscrit dans
une conique, se meuvent en formant un faisceau d’ordre 3.
Nous voyons maintenant que 3 points diagonaux décrivent
alors une cubique.

Revenons au cas général des configurations S¢(3n).

Puisque la configuration St(3n) n’est qu'un cas particulier
de K(3n), il résulte qu'un faisceau d’ordre 3 des S¢(3n) déter—
mine sur la courbe-enveloppe C?® de la troisieme classe une
série g',. D’autre part, d’aprés le mode de construction
des S¢(3n), il est évident que chaque S¢(3n) peut éire cousi-
dérée comme un élément du faisceau d’ordre 3. Il existe o2
des S¢(3n) circonscrites & une C3 donnée. Donc, l'ensemble
des S¢(3n) détermine sur G une série linéaire g3,, ce qui veut
dire que chaque paire des S/(3n) circonscrites & une méme C3,
détermine une série g}, sur C3. Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant :

TutoreME N° 17. — 2n? points triples de deux configura-
tions St(3n) circonscrites & une méme courbe de la troisiéme
classe, sont placés sur une méme courbe d'ordre n.

Le théoréme n° 17 est intéressant du fait que c’est pour la
premiére fois qu'on démontre l'existence des ensembles con-
tinus des configurations sur une courbe d’ordre plus élevé
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que 3, tandis que jusqu’'a présent I'opinion générale était que
dans la théorie des configurations, la cubique jouait un réle
exceptionnel. Dans son article surles configurations, M. Steinitz
dit (*) : « ...sei bemerkt, dass fiir die ebenen Konfigurationen
der Zusammenhang mit Kurven dritter Ordnung von Bedeu-
tung ist ». En effet, on connait de nombreuses configu-
rations existantes et mobiles le long de la cubique, tandis qu’on
ne connaissait pas de propriétés analogues par rapport aux
courbes du degré plus élevé. Mais il est bien probable ue
c’est seulement par suite de la simplicité comparative du calcul
qu'on ne connait que les configurations de la cubique, tandis
que les courbes du degre plus élevé possédent, peut-étre, les
configurations plus nombreuses encore, seulement, pour les
construire il faut résoudre les équations algébriques du
degré élevé ou opérer avec les fonctions abéliennes qu'on ne
connait pas assez.

(*) Enzykl. der Mathematischen Wissenschaften, B 111!, Heft 4, p. 486.



